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Resumen

El objetivo de este trabajo es dar una demostracion autocontenida del teorema
conocido como el Teorema de Cayley-Holland, el cual establece que todo f-grupo es
(-isomorfo a un ¢-subgrupo del /-grupo de las permutaciones de un conjunto totalmente
ordenado cuyo cardinal es a lo sumo el cardinal de G. Para ello serd necesario definir
conceptos como reticulo, grupo parcialmente ordenado, ¢-grupo, subgrupo convexo,
subgrupo primo y valor, entre otros. Ademaés, veremos las propiedades que fundamentales
que poseen estas estructuras, las cuales nos serviran de herramienta para la demostracion

del resultado principal.

Palabras clave: Reticulo, grupo parcialmente ordenado, grupo dirigido, ell-grupo,

subgrupo convexo, subgrupo primo, Teorema de Cayley-Holland.

Abstract

The aim of this paper is to give a self-contained proof of the theorem known as
the Cayley-Holland Theorem, which states that every f¢-group is ¢-isomorphic to a
(-subgroup of the /-group of the permutations of a totally ordered set whose cardinal
is at most the cardinal of GG. For this it will be necessary to define concepts such as
lattice, partially ordered group, ¢-group, convex subgroup, prime subgroup and value,
among others. In addition, we will see the fundamental properties that these structures

possess, which will serve us as a tool for the demonstration of the main result.

Key words: Lattice, partially ordered group, directed group, ell-group, convex subgroup,

prime subgroup, Cayley-Holland Theorem.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto historico

El concepto de grupo, un conjunto con una operacion binaria interna que satisface la
propiedad asociativa, la existencia de elemento neutro y la existencia de inverso, surge
de la abstracciéon de varias ideas comunes en distintos dambitos de las matematicas.
En la actualidad, la Teoria de Grupos esta muy consolidada, sin embargo, pasaron
algunos siglos desde que surgio la nocién de grupo hasta que se establecié la definicién
estandar que conocemos hoy en dia. La Teoria de Grupos tiene diversas aplicaciones en
miultiples ambitos de los méas diversos, desde la fisica o la quimica hasta la mecanica o
la computacion.

En este sentido, es fundamental mencionar las contribuciones de Evariste Galois
(1811-1832). En concreto, él fue quien utilizé por primera vez el término grupo en el
ambito matematico en el sentido mas cercano al que se considera en la actualidad, y
muchos de sus trabajos sembraron las bases de dicha teorfa.

Por otra parte, resulta también
imprescindible destacar la contribucion
Arthur Cayley (1821-1895). En concreto,
en 1854, este sugiere una definicién para : ‘Q

A

£y

el concepto de grupo abstracto y da un .

método constructivo para describir las
operaciones de cualquier grupo finito en
forma de tabla, lo que hoy se conoce
como tabla de Cayley. Ademads, probd
que algunos conjuntos de matrices y los
cuaternios tenfan estructura de grupo.
También en ese mismo ano, demuestra
lo que conocemos como el Teorema de

Cayley que, en teorfa de Grupos, nos dice  pigyra 11 Arthur Cayley (1821-1895).
que todo grupo es isomorfo a un subgrupo gt 1]
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de un grupo de permutaciones.

El Teorema de Cayley es lo que llamamos un Teorema de Representacion. El objetivo
de la teoria de representaciones es encontrar un isomorfismo de algiin grupo que queramos
estudiar a un grupo sobre el que tengamos bastante informacién, tal como un grupo de
permutaciones o de matrices. A lo largo de los anos se han introducido generalizaciones

de este Teorema para su aplicacion en distintos ambitos de las matematicas.

En concreto, este trabajo se sitia en la interaccion de la mencionada Teoria de
Grupos con la Teorfa de Conjuntos Ordenados. Esta teorfa es una rama de las matematicas
que investiga la nocién intuitiva de orden utilizando relaciones binarias. Las relaciones
de orden estan presentes por todas partes en las matemadticas. Sin embargo, no es
facil encontrar menciones a érdenes parciales anteriores al siglo XIX. El objeto de
estudio de este trabajo son los grupos que poseen una relacién de orden compatible
con la estructura de grupo. Aunque para dar las distintas definiciones nos bastara con
suponer que la relacién de orden es parcial. Para poder obtener resultados interesantes
necesitamos que la relacion de orden dote al conjunto de estructura de reticulo. Estos

grupos reciben el nombre de grupos reticulo ordenados o ¢-grupos.

El estudio sistematico de los f-grupos, en general, se remonta a un trabajo de
Birkhoff de 1942. Desde entonces, para el ano 1988 ya se habian escrito mas de seiscientos

trabajos de investigacién sobre ¢-grupos y temas relacionados|2].

Uno de los resultados de mayor
importancia en el desarrollo de los
{-grupos fue enunciado y demostrado
por W. Charles Holland en 1963 [4]
y se conoce como el Teorema de
Cayley-Holland que afirma que todo
{-grupo es (-isomorfo a un ¢-subgrupo del
grupo de permutaciones que preservan el
orden de un conjunto construido a partir
del grupo original. Este resultado ha

permitido estudiar los f(-grupos a través

de su representacién como permutaciones.

Figura 1.2: W. Charles Holland. Fuente: [3]. El objetivo final de este trabajo serd

dar una prueba completa y, en la medida
de lo posible, autocontenida del Teorema
de Cayley-Holland. Para ello, previamente serd necesario introducir ciertas nociones y

conceptos junto con distintas propiedades de estos, como detallamos a continuacion.
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1.2. Estructura de la memoria

En lo que respecta a la estructura de este trabajo, en el Capitulo 2 se presentan
diversas nociones y propiedades sobre conjuntos parcialmente ordenados, més concretamente
de los reticulos, los cuales aportan una estructura fundamental en el desarrollo de este
trabajo. También se definiran las nociones de reticulo distributivo y reticulo modular,
las cuales nos permitiran enunciar diversos lemas necesarios para poder llegar a un
resultado fundamental para los ¢-grupos: “Si G es un £-grupo, entonces el reticulo en
G es distributivo”.

Previo a este resultado, en el Capitulo 3, se introducira la nocién de grupo parcialmente
ordenado, grupo dirigido y ¢-grupo y se ilustrard cada uno de estos conceptos con
numerosos ejemplos en distintos campos de las matematicas. Una vez dado el concepto
de (-grupo, observaremos que, de modo natural, surgirdn nociones equivalentes a las
propias de grupos, como la de f-subgrupo ademéas de una forma de caracterizar los
mismos. Se ha dedicard una seccién exclusivamente para ver y demostrar todas sus
propiedades, muchas de ellas para el calculo de supremos e infimos en estos grupos.
También se definira el concepto de ¢-isomorfismo de grupos parcialmente ordenados de
un modo equivalente a los isomorfismos de grupos.

Por dltimo, en el Capitulo 4, se daran las nociones necesarias restantes para la
correcta demostracion del teorema objeto principal de este trabajo, como son las nociones
de subgrupo convexo, subgrupo primo y valor. De estos ultimos conceptos también se
presentaran distintos ejemplos para su mejor entendimiento y algunas propiedades y
caracterizaciones de los mismos.

Finalmente, estaremos preparados para dar una demostracion para el Teorema de
Cayley-Holland definiendo un ¢-isomorfismo de G en A(f2), eligiendo €2 como el conjunto

formado por la unién de todas las clases laterales a la derecha médulo un valor en G.






Capitulo 2
Conjuntos ordenados y reticulos

En este capitulo veremos nociones de la teoria de conjuntos necesarias para el
desarrollo del trabajo asi como sus propiedades y algunos ejemplos ilustrativos. Para
este capitulo se ha tomado como referencia los libros de A.M.W. Glass and J.M. Howie
[5], Garrett Birkhoff [6] y V.M. Kopytov and N.Ya. Medvedev [7].

2.1. Conjuntos ordenados

A continuacién, recordaremos algunas nociones elementales que utilizaremos a lo
largo de todo el trabajo como la de conjunto parcialmente ordenado y totalmente

ordenado, cota superior e inferior, supremos e infimo y conjunto dirigido.

Definicién 2.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado, es un par (P, <) en donde
P es un conjunto y < es una relacion de orden, es decir, una relacion binaria que cumple

las siguientes propiedades:
» Reflexiva: Para todo x € P se tiene que v < x.
» Antisimétrica: Para todo par x,y € P verificando x <y ey < = entonces, t = y.
s Transitiva: Para todo x,y,z € P verificando x < y ey < z entonces, x < z.

Ejemplo 2.1.2. Consideramos el conjunto de los nimeros enteros Z con la relacion
de division, (Z,|). Cumple la propiedad reflexiva, es decir, para todo a € 7Z se tiene
que ala, sin embargo no cumple la propiedad antisimétrica, puesto que para todo a € Z
con a # 0 se tiene que a| — a y —ala pero a # —a por tanto (Z,]) no es un conjunto
parcialmente ordenado. Sin embargo si restringimos esta misma relacion al conjuntos de
los nimeros naturales (N, |) es facil comprobar que se verifican las propiedades reflezxiva,

antisimétrica y transitiva y por tanto se trata de un conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo 2.1.3. Consideramos un conjunto X y P(X) bajo la relacion de inclusion C
en donde para todo A, B € P(X) A C B quiere decir que todo elemento de A es también

5



6 CAPITULO 2. CONJUNTOS ORDENADOS Y RETICULOS

un elemento de B. Esta relacion cumple la propiedad reflexiva puesto que para cualquier
conjunto A se tiene que A C A. Se verifica la propiedad antisimétrica ya que, si dados
dos conjuntos A y B se tiene que A C B y B C A entonces todos los elementos de A
estan también en B y todos los elementos de B estdn también en A con lo cual A = B.
Por dltimo vemos que verifica la propiedad transitiva puesto que dados los conjuntos A,
B y C si verifican A C B y B C C entonces todos los elementos de A son elementos
de B y todos los elementos de B son elementos de C' y por tanto A C C.

Observemos que en la coleccion C pueden existir conjuntos A y B de forma que A ¢ B
y B Z A, cuando esto ocurre decimos que A y B no son comparables, de aqui viene que

sea un orden parcial.

Mas adelante veremos que, en algunas ocasiones, puede resultar util poder representar
graficamente un conjunto parcialmente ordenado para observar que propiedades tiene.
Es por esto, que vamos a introducir una forma de hacerlo conocida como diagrama de

Hasse.

Definicién 2.1.4. Un diagrama de Hasse es una representacion grdfica, a modo
grafo, de un conjunto parcialmente ordenado y finito P, de modo que dos elementos
cualesquiera x,y € P estan unidos por una arista si, y solo si, estdn relacionados entre
st, es decir, v <y oy < x. En caso de que x < y, entonces x aparecerd en un nivel

inferior a y en la representacion del grafo y viceversa.

Ejemplo 2.1.5. » Consideremos el conjunto A = {a,b, c} y el conjunto parcialmente
ordenado dado por A y P(A) bajo el orden dado por la inclusion, entonces el

diagrama de Hasse de (P(A),C) es el siguiente:

{a,b,c}
P
{a,0}  H{a,c} {bc}

AKX

{a} {0} {c}

Figura 2.1: Diagrama de Hasse de el conjunto P(A).

» Consideremos el conjunto de los divisores de 60, Dgo = {1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20, 30,60},
entonces D es un conjunto parcialmente ordenado bajo el orden dado por la

division. El diagrama de Hasse de (Dego, |) es el siguiente:
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\ ~

4

s Xﬁ%
>
X/

Figura 2.2: Diagrama de Hasse de el conjunto Dgp.

»—40\3

Definicién 2.1.6. Sea P un conjunto y < una relacion de orden parcial, decimos que P
es un conjunto totalmente ordenado si cada par de elementos de P son comparables

entre si, es decir, para todo x,y € P se tiene que v <y oy < .

Observacion 2.1.7. Todos los conjuntos totalmente ordenados son parcialmente ordenados,

pero existen conjuntos parcialmente ordenados que no son totalmente ordenados.

Ejemplo 2.1.8. » En el ejemplo 2.1.3 de P(X) con la relacion de inclusion hemos
probado que es un conjunto parcialmente ordenado pero no totalmente ordenado
puesto que si #P(X) > 2 pueden existir pares de conjuntos que no son comparables.
Podemos ver un ejemplo en la figura 2.1.

» (Z,|) hemos wvisto que no es un conjunto parcialmente ordenado y por tanto
tampoco es un conjunto totalmente ordenado. (N,|) es un conjunto parcialmente
ordenado pero no es totalmente ordenado ya que existen pares de elementos que
no se pueden comparar, si tomamos los elementos 3y 7, 3 no divide a 7y 7 no

divide a 3 por tanto no son comparables.

» Un ejemplo cldsico de conjunto totalmente ordenado es (R, <) ya que todo par de

elementos x,y € R verifica x <y oy < x.

Definicién 2.1.9. Sea C' un conjunto parcialmente ordenado. Para un subconjunto
A C C decimos que u € C' es una cota superior de A si v < u para todo x € A.
Decimos que z € C' es el supremo de A si z es cota superior de A y para toda cota
superior u de A se tiene que z < u, es decir, es la menor de las cotas superiores.

De la misma manera, definimos el concepto de cota inferior de A como un elemento
¢ € C tal que ¢ < x para todo x € A. Decimos que y € C es el infimo de A siy es
cota inferior de A y para toda cota inferior £ de A se tiene que { < y, es decir, es la

mayor de las cotas inferiores.
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Ahora introduciremos una nocién mas especifica para conjuntos parcialmente ordenados,

la cual relaciona los conceptos definidos previamente.

Definicién 2.1.10. Se dice que un conjunto parcialmente ordenado estd dirigido si
todo par de elementos cualesquiera del conjunto tienen una cota superior y una cota

inferior.

Ejemplo 2.1.11. = FEl conjunto de los numeros naturales con el orden ordinario

(N, <) es un conjunto dirigido porque es totalmente ordenado.

s Consideremos el conjunto A de los enteros positivos que dividen a 20 con el orden
de la division, es decir, a <b <= alb. Tenemos que A = {1,2,4,5,10,20} con
este orden es un conjunto parcialmente ordenado y ademads es dirigido puesto que
cualquier pareja de elementos tienen como cota inferior 1 y como cota superior
20. Consideremos ahora el subconjunto de A, S = {4,5,10}. S no es un conjunto
dirigido ya que, por ejemplo, no hay ninguna cota superior o inferior para 4 y 5,
es decir, 4 y 5 no dividen a la vez a ningun elemento de S y tampoco hay ninguno

que los divida a ambos.

En el ejemplo anterior (Ejemplo 2.1.11) hemos visto que un subconjunto de un

conjunto dirigido, en general, no es dirigido.

2.2. Reticulos

El siguiente concepto que necesitamos introducir es la nocién de reticulo, la cual es
uno de los dos ingredientes principales para el desarrollo de este trabajo junto con la

nocion de grupo.

Definicién 2.2.1. Un conjunto parcialmente ordenado se dice que es un reticulo
st todo par de elementos tienen supremo e infimo. Usaremos la notacion f N g para
referirnos al supremo de dos elementos y la notacion f A g para referirnos al infimo de

dos elementos.

Ejemplo 2.2.2. » El conjunto (N, <) de los niumero naturales con el orden habitual

es un reticulo; para todo z,y € N se tiene x ANy = min{z,y} y xVy = max{z,y}.

» Dado un conjunto X, el conjunto P(X) con el orden de inclusion es un reticulo;

ANB=ANByAvVB=AUB.

» Consideremos el conjunto de divisores enteros positivos de un numero entero n
con el orden de la division. Vemos que es un reticulo pues x ANy = med(x,y) y

xVy=mem(x,y).
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= Dado un K-espacio vectorial V', el conjunto de todos los subespacios vectoriales
de V' con el orden de la inclusion, es un reticulo porque dados Vy,Vo C V' se tiene

que ViANVo=VinVa y VivVVe =V + Vs

= Dado un espacio topologico X, el conjunto formado por los abiertos de X es un
reticulo con el orden de la inclusion. Para probar esto, observamos que dados
Ul,UQEX se tiene que U1VU2:U1UU2 yUl/\UQZUlﬂUg.

= Dado un anillo R, el conjunto de los ideales de R es un reticulo con el orden dado
por la inclusion. Como en los otros ejemplos, comprobamos que dados I, .J ideales
de R se tiene que INJ=INJ ylIVvVJ=1+J.

A continuacién, se define el concepto de subreticulo y se muestra un ejemplo del

mismo.

Definicién 2.2.3. Sea (R,<) es un reticulo y L C R, decimos que (L,<) es un

subreticulo si (L, <) es reticulo y para todo a,b € L se cumple que
a\/Lb:a\/Rb, a/\Lb:a/\Rb.

Ejemplo 2.2.4. Consideramos R el conjunto de los enteros positivos n que dividen a 20,
R={neN:n|20} ={1,2,4,5,10,20} y sea B el subconjunto de R, B = {1,2,4,5,20}
tenemos que B es un reticulo pero no es subreticulo de R porque supp{2,5} = 20 y
supp{2,5} = 10. Sin embargo, el subconjunto C = {1,2,5,10} si es una subreticulo del

reticulo R.

En lo siguiente se aporta una bateria de definiciones: reticulo generado y conjunto

parcialmente ordenado completo, y conjunto A(£2).

Definicién 2.2.5. Sea A un subconjunto de un reticulo (R,<). Llamamos reticulo

generado por A a la interseccion de todos los reticulos L que contienen a A.

Definicién 2.2.6. Un conjunto parcialmente ordenado (R, <) decimos que es completo
st para cualquier subconjunto no vacio A de R, entonces A tiene cota superior e inferior

en R. Denotamos por VA a la cota superior de A y por NA a la cota inferior.

Definicién 2.2.7. Sea (2, <) un conjunto parcialmente ordenado, A(Q2) = Aut(S2, <)
es el grupo de permutaciones de §2 que preservan el orden <; es decir, una permutacion
g de 2 pertenece a A(QY) si g(a) < g(B) ¥ a, B en Q verificando o < f5.

Ejemplo 2.2.8. Consideramos R con el orden natural <, y definimos

f: R — R

a — 2a
f conserva el orden ya que para todo a,b € R tal que a < b se tiene que f(a) = 2a <
2b = f(b) y [ es biyectiva ya que f(a) = f(b) < 2a =2b <= a=1b y para todo
c € R eziste d € R de forma que f(d) = ¢ tomando d = ¢/2. Por tanto f € A(R). En

general, cualquier aplicacion afin de la forma f(x) = ax + b pertenece a A(R).
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Lema 2.2.9. Sea L un reticulo y sean x,y,z € L entonces se tienen las siguientes

desigualdades distributivas

ANyVz)>(xAy)V(zAz)
ViyAz)<(zVy)A(zVz)

Demostracion. Sean x,y,z € L se tiene que r A\y <xyquex Ay <y <yVzconlo
cual t Ay <z A(yV z).

Ademas se tiene que t Az <z yquexzAz<z<yVzentoncest Az <zA(yVz).
Por tanto x A (y V z) es una cota superior de x A z y de = Ay y por tanto se verifica

xA(yVz)>(xAy)V(zAz). La segunda desigualdad se prueba de forma andloga. [

La siguiente definicién muestra una propiedad fundamental que, como veremos mas

adelante, estard presente a lo largo de todo el trabajo.

Definicién 2.2.10. Un reticulo L se dice que es distributivo si verifica:
V(yAz)=(xVy A(xV2)

ANyVz)=(xAy)V(zAz)

para cualquier x,y,z € L.

Ejemplo 2.2.11. s Los reticulos Ly y Lo definidos por los siguientes diagramas no
son distributivos:

/\ /TN

a b c

\/ ANVE

Figura 2.3: N3 Figura 2.4: M;

S

?

ETLN5.’
aN(bVec)=aNs=a

(anb)V(aANc)=bVi=b

y por tanto no se verifica a AN (bV c) = (aAb)V (aAc).

E’I"LMg.'
aV(bANc)=aVi=a

(aVb)AN(aVec)=sNs=s
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y por tanto no se verifica bV (a Nc) = (bVa) A (bV c).

Sin embargo, a pesar de nos ser reticulos distributivos, si verifican la desigualdad
distributiva ya que en N5 se cumple a A (bV ¢) > (aANb)V (aAc) ya quea>by
en My se cumple bV (aAc) < (bVa)A(bVe) ya que a < s. Pero esto es sdlo un
ejemplo de que se verifica la desigualdad distributiva ya que cualquier combinacion

de 3 elementos de un reticulo verifica esta propiedad.

» Consideramos en V. = T3, como Fy-espacio vectorial, el reticulo formado por
los subespacios vectoriales de V. Veamos que es un reticulo no distributivo. Los

subespaciones vectoriales propios de V' son

Uy = {(070)’ (1’0)}; Uy = {(070)7 (O’ 1)}; Us = {(070)7 (1’ 1>}

entonces tenemos que
Ui+ (UsNUs) =U +{(0,0)} = U,

sin embargo
Ui +U)N (U +Us) =VNV =V

Por tanto el reticulo formado por los subespacios no es distributivo.

= Cualquier conjunto totalmente ordenado R, es un reticulo distributivo puesto que

dados x,y,z € R de modo que x <y < z se tiene que

zV(yAz)=zVy=y=yAz=(xVy A(zV2)
yV(eAz)=yVe=y=yAz=(yVz)A(yVz)
2V(xANy)=zVe=z=zANz=(zVz)\(2Vy)

Otra nocién muy importante y que esta relacionada con la nocion de reticulo

distributivo es la que mostramos en la siguiente definicion.

Definicién 2.2.12. Decimos que un reticulo L es modular si verifica la siguiente

condicion:
Va,B8,v€ L sia<~yentonces aV (BAy)=(aVE)A7y.

Ejemplo 2.2.13. » FEl reticulo dado en la Figura 2.3 no es un reticulo modular.

Tenemos que b < a y

bV(cNa)=bVi=5b
(bVe)hNa=sNha=a

y por tanto bV (cNa) # (bVc)Aa.
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» Flreticulo dado en la Figura 2./ es un reticulo modular. Consideremos los elementos

a, bys, setiene que a < s y b < s y ademds se verifica
aV(bAs)=aVb=s=sAs=(aVb)As

bV(ans)=bVa=s=sANs=(bVa)As

de modo andlogo se comprobaria para el resto de combinaciones de tres elementos
que verifiquen que dos de ellos son comparables y por tanto podemos concluir que

se trata de un reticulo modular.

s Dado un anillo R y M un R-mddulo, el conjunto formado por todos los submodulos
de M es siempre un reticulo modular. Es por este motivo que esta propiedad recibe

el nombre de modular.

Lema 2.2.14. Dados los elementos A, X,Y pertenecientes a un reticulo modular, si
verifican ANX = AANY y AV X = AVY, entonces siempre que X e Y sean
comparables, es decir, X <Y oY < X, se tiene que X =Y.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que X > Y entonces los elementos
A, X, Y generan un reticulo no modular de 5 elementos isomorfo al de la Figura 2.3,
lo cual contradice la hipdtesis de modularidad. Se procede de forma analoga si X <
Y. La nocién de isomorfismo en este contexto coincide con la definicién natural, la

formalizacién y los detalles se pueden encontrar en el libro de Garrett Birkhoff [6]. [
Teorema 2.2.15. Sea L un reticulo modular y sean x,y,z € L verificando
cAN(yVz)=(xAy) V(zA:z)

o bien
xV(yAz)=(xVy A(zVz)

entonces el reticulo generado por x,y, z es distributivo.

Demostracion. Supongamos que dados z,y, z € L se verifica zA(yVz) = (zAy)V(zAz).
Aplicamos el Lema 2.2.14 a los elementos A =z, X = (zAy)VzyY = (xVz)A(yV2)
los cuales satisfacen la desigualdad distributiva X <Y (Lema 2.2.9).

AVX=zV(zAy)Vz=xVz

AVY =Y VA=[xV)ANyVz)|Ve=(xV)AN|[(yVz)Vz]=axVz

De igual forma se tiene
ANY =z AN[(xV2)A(yVa)=xzA(xV2)|ANyVz)=xA(yV=z)

ANX=XNA=[zhy)Vzlhz=(xAy)V(zAz)=(xAy)V(tAz)=aA(yV2)
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Donde la tultima igualdad se da por hipdtesis. Por tanto, por el Lema 2.2.14 se tiene
X =Y. Aplicando ahora el mismo procedimiento a los elementos A; = z, X; = yA(zVz)
y Y1 = (yAz)V(yAz) y utilizando como hipétesis X =Y se tiene de modo analogo que
X; =Y. De esta forma tenemos que x A (yV z) = (x Ay)V (z A z) implica (x Ay)V z =
(xVz)A(yVz) que a su vez este implica y A (zV ) = (yAz)V (y Az). De esta forma,
repitiendo este procedimiento, se obtienen las seis igualdades distributivas para los

elementos x, y, z y por tanto el reticulo generado por estos elementos es distributivo. [J

Lema 2.2.16. Sea L un reticulo modular, para todo x,y,z € L se tiene que
ZAWVAIVIA (VD) =@ Vy) AV A (V)
[V (yA)A[yV(EzAZ)]=(xAy)V(yAz)V(zAx)

Demostracion. Como xz A (yV z) <z < (zVz)ey < (yV z) utilizando dos veces la

definicion de reticulo modular se cumple que

EAWVAIVIYA V) =[w AV VY A (V) = (@Vy) Ay V2) Az Va).

De modo analogo se verifica la segunda identidad. O]

Lema 2.2.17. Sea L un reticulo modular y sean x,y,z € L de modo que
(WA2)V[zAyVa))=[ynz)ValAyVz2),
(zAz)VyA(zVa)=[zAx)Vy A(zVa),

(@Ay)VIzA(@Vy)]=[zAy)V]A(zVy).

Denotamos por a al elemento correspondiente a la primera igualdad, por b al de la
sequnda y por ¢ al de la tercera.

Entonces se tiene que
aVb=aVec=bVe=(xVy ANxVz)A(yVz)
aNb=aNc=bAc=(xANy)V(zA2)V(yAz)
Demostracion. Por definiciéon de a y b se tiene
aVb=(yAz)V]zA(yVz)]V(zAx)VyA(zV )
bema 220 AV (@ VY) AV 2)A (Y V2]V (zA)

sin embargo (y A z) y (2 A z) vienen dadas de forma implicita en la expresién entre
corchetes, veamoslo:

Aplicando el Lema 2.2.9 se tiene que

(xVy)AN(xVz)>zV(yAz)
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haciendo el minimo con (y V z) a ambos lados de la desigualdad tenemos
(@Vy)AN(xVz)AN(yVz)>xzV(yAz)AyVz)
y aplicando de nuevo el Lema 2.2.9
> @AV VYNNGV =(@AlyVv2)VyAz)=yAz).
De modo andlogo vemos que (x Vy) A (zV z)A(yV z) > (2 Az). Con lo que se tiene
aVb=(xVy ANxzVz)A(yVz).
de modo analogo se obtiene el resto de identidades. O

Lema 2.2.18. En las condiciones del Lema 2.2.17, si dos de los elementos a,b,c son

1quales entonces el reticulo generado por x,vy,z es distributivo.
Demostracion. Supongamos a = b entonces a Vb =a A by por el lema anterior
(VY AN(xV)A(YVz)=(@Ay)V(eAz)V(yAz)
Y por la Figura 2.5 vemos que se tiene
eA[(xAy)V(@eA2)V(yAz)]=(xAy)V(xAz)

zA[(zVyY)AN(@V2)AN(yVz)]=zA(yVz2)

Y por tanto por el Teorema 2.2.15 el reticulo generado por los elementos z,vy, z es
distributivo. O

El siguiente teorema tiene una version mas general, sin embargo en este trabajo nos

limitaremos a ver la propiedad que nos interesa, para mas detalle consultar [6].

Teorema 2.2.19. Todo diagrama de un reticulo modular L no distributivo contiene un
diamante (Figura 2.3).

Demostracion. Si L no es distributivo entonces contiene al menos una terna {z,y, 2}
no distributiva. Por el Lema 2.2.18 los elementos a, b, ¢ son distintos y ademas, por el
Lema 2.2.17, aVb=aVc=bVcyaAb=aAc=DbAcy por tanto a, b, c generan un

subreticulo cuyo diagrama es un diamante (Figura 2.3). O

Corolario 2.2.20. Un reticulo L es distributivo si y sélo si para todos x,y,a € L se

verifica la siguiente condicion:
SiaVy=aVzxryaAr=aAy entonces x =1y.

Demostracion.
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= Supongamos que el reticulo L es distributivo y que dados a,x,y € L se tiene que

aVy=aVzryaAx=ay. Entonces se cumple que

L distrib.

r=zAN(aVz)=zA(aVy) (xAa)V(zAy)=(aNy)V(xAy)

L distrib.
= (ava)rhy=(aVy) ANy=y

Por tanto, se tiene x = y.

= Para probar la otra implicacién supongamos que existen los elementos a, x,y € L
de forma que a Vy =aVx y aAx =aAy pero siendo x # y. De esta forma la
terna {a, z,y} genera un subreticulo cuyo diagrama es un diamante (Figura 2.3) y

por tanto, por el Teorema 2.2.19, el reticulo L es necesariamente no distributivo.

O
zVyVz
zVy TV 2z yVz

v
RN
N

o\
SN,
<
e

TNz YNz
TANYNZ

Figura 2.5: Diagrama de orden del reticulo modular generado por {x,y, z}, Gratzer [§]






Capitulo 3
Grupos ordenados

En este capitulos introduciremos algunas nociones para grupos ordenados, en particular,
introduciremos la nocién de grupo reticulo ordenado y veremos las principales propiedades
de estos. Para el desarrollo de este capitulo se han seguido los libros de A.M.W. Glass
y J.M. Howie [5] y Michael Darnel [9].

3.1. Grupos parcialmente ordenados

Teniendo la nociéon de conjunto ordenado y la nocién de grupo, lo siguiente que
queremos hacer es fusionar estos dos conceptos de forma que sean compatibles. El

resultado de esta fusion es lo que denotaremos por grupo parcialmente ordenado.

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo y < un orden parcial en G. Se dice que G es

parcialmente ordenado por la derecha si
V f,g,h € G tal que f < g = fh<gh

Adicionalmente, si el orden parcial en G es total, entonces G se dice totalmente
ordenado por la derecha. De forma andloga definimos parcialmente y totalmente ordenado
por la izquierda.

Un grupo parcialmente ordenado por la izquierda y por la derecha diremos que es un

grupo parcialmente ordenado.
Ejemplo 3.1.2. s Sea G un grupo. Definimos el orden trivial dado por:
f<9g = f=y
Con respecto a este orden, G es un grupo parcialmente ordenado.

w Los grupos (Z,+), (Q,+) y (R, +) son grupos parcialmente ordenados con respecto

al orden natural.

Lema 3.1.3. Sea G un grupo parcialmente ordenado y g,h € G tales que existe gV h

y g \ h. Entonces se tiene que

17
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1. g'Aht=(gVvh)
2. g 'vht=(gnh)"
Demostracion. (1) Sean g,h € G entonces se verifica:
gVh>g=(gvh) ' <g"!

gVh>h=(gvh) ' <h!

Con lo cual se tiene que (gV h)™' < g7' Ah™!. Veamos ahora que para cualquier f € G
verificando f < g=!, h™! entonces f < (gVh)~! lo que probard que g AL~ = (gVvh)~L.
Sea f € G tal que f < ¢g ', h~! entonces f~* > g,h y por tanto f' > gV hy

f<(gvh)
(2) Sean g, h € G entonces se verifica:

gAh<g=(gAh)"' >g"

gANh<h= (gAh)'>h"

Por tanto (g A h)™!' > ¢! v h™1. De forma andloga al apartado anterior veamos que
para cualquier f € G verificando f > ¢!, h~! entonces se tiene que que f > (g Ah)~L
Sea f € G tal que f > g ' h~! entonces, f~! < g,h y por tanto f~* < gAhy

f>(gnh)~
0

Lema 3.1.4. Si G es un grupo parcialmente ordenado y sean g,h € G, entonces g < h

siy solo si h™! < g~
Demostracién. Si g < h, entonces 1 < hg~ty h™t < gL O

Definicién 3.1.5. Sea G un grupo parcialmente ordenado llamamos congunto de los

elementos positivos de G a
Gr={geG: g>1}
Definicién 3.1.6. Sea G un grupo y A C G un subconjunto no vacio decimos que

(1) A es multiplicativamente cerrado si

e lc A

e YV a,be A setiene quea-be A.

(2) A es cerrado para la conjugacion si

VacAyVY geq setiene que g 'ag € A.
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Lema 3.1.7. Sea G un grupo parcialmente ordenado, entonces G es multiplicativamente

cerrado y cerrado para la conjugacion.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo parcialmente ordenado bajo el orden
parcial <, consideramos ¢ € Gy f € G7. Como f € GT se verifica que f > 1y
multiplicando por g y después por ¢! se sigue que fg > g = g 'fg > g lg =
g 'fg > 1y portanto g~ fg € G* con lo que G* es cerrado para la conjugacién en G.
Ademds, por definiciéon de G, tenemos que 1 € G y dados dos elementos f, g con

f>1yg>1verifican que fg > 1, luego G es multiplicativamente cerrado. O

Definicién 3.1.8. Un grupo parcialmente ordenado cuyo orden parcial es dirigido lo

llamaremos grupo dirigido.

Proposiciéon 3.1.9. Sea A es un subconjunto no vacio, multiplicativamente cerrado y
cerrado para la conjugacion de G, entonces todo elemento de < A > puede escribirse

de la forma ab™' con a,b € N.

Demostracion. Tenemos que para todo subconjunto A de G

<A>={al'ay a7 reNaxeAee{l-1}}

T

Tomamos x €< A > y razonamos por induccién en el nimero de factores.

Sir =1, entonces x = x{' y tenemos dos casos:

. Sie; =1, entonces © = x7 - (1)_1. Tomando a = x1 y b = 1 tenemos que z =
ab™! € A puesto que z; € A por definicién y 1 € A por ser A multipicativamente

cerrado.

. Sie; =1, entonces v = 1-2;*. Tomandoa = 1 y b = x; tenemos que z = ab™* € A
ya que 1 € A por ser A multiplicativamente cerrado y z;* € A por ser A cerrado

para la cojugacion.

Supongamos que se cumple para r—1 factores. Veamos que se cumple si z = x{'z5? - - - 26",
. , . . ./ Epr— —
Por hipétesis de induccién, como x$'z3? -z ' = ab™! con a, b € A, tenemos que
r = ab tzo.
. Sie, = —1, entonces * = ab~ 'z, ! = a(z,b)"!, tomando b = z,.b tenemos que
r=ableA
. Sie. = —1, entonces x = ab~'z,. Como A es cerrado para la conjugacién se tiene

que b~'z,b € A. Tomamos @ = ab 'x,b donde @ € A puesto que a € Ay A
es multipicativamente cerrado. Con esto = ab~ 'z, = ab~'z,bb~' = ab~! con
ab € A.

Por el principio de induccién concluimos que < A >= {ab™' : a,b € A}. ]

Lema 3.1.10. Un grupo parcialmente ordenado es dirigido si y sélo si < GT >=G.
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Demostracién. Como G es multiplicativamente cerrado y cerrado para la conjugacién
entonces < G* >={ab™': a,b e GT}.

= Supongamos que G es un grupo dirigido. Sea g € G, existe h € G tal que h es
cota superior de ¢ y 1. Entonces como h > 1 se tiene que h € Gy como h > g =
hg~' > 1y por tanto hg~' € GT. Luego como g = hh™'g = h(g7'h)™' € < G >.
Entonces G =< G+ >.

< Supongamos ahora que G =< Gt >.
Sea g € G, por la Proposicién 3.1.9, existen f,h € GT tal que ¢ = fh~'. Entonces
f=9gh>gy f>1yportanto f es una cota superior de g y 1. Con esto hemos
visto que dados a,b € G, entonces 1 y ab~! tienen una cota superior ¢ con lo cual
c>ab ' yc>1porloquechb>aych>by por tanto cb es una cota superior
de a y b para cualquier par a,b € G. Se razona de andlogamente para probar que

todo par de elementos tiene una cota inferior.

3.2. Grupos reticulo-ordenados o /-grupos

Para poder trabajar con grupos parcialmente ordenados de una forma mucho mas
sencilla, introducimos el concepto de grupo reticulo ordenado, puesto que la estructura

de reticulo nos va a aportar muchas propiedades interesantes y muy utiles.

Definicién 3.2.1. Un grupo parcialmente ordenado cuyo orden parcial es un reticulo
lo llamamos grupo reticulo-ordenado o (-grupo (el término (-grupo proviene del

inglés, lattice, que significa reticulo).

Ejemplo 3.2.2. » Consideramos el grupo aditivo de los nimeros complejos (C, +).

Dados a + bi, ¢+ di € C definimos la relacion de orden parcial dada por
(a+bi) <(c+di) sia<cyb<d con el orden habitual en R
Con este orden (C,+) es un (-grupo donde

(a4 bi) V (c+di) = (z + yi) y (a+bi) A (c+di) = (m+ni)

conx=aVec,y=bVd, m=aANcyn=>bAdenR.

» Sea X un espacio topoldgico y C(X) el grupo de las funciones continuas de X en

R, (con R equipado con la topologia usual) con la adicion:

(f+9)(x) = f(x)+ g(x) para todo z € X
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Entonces X es un (-grupo bajo el orden dado por
[ <g <= f(z) <g(z) para todo x € X.
Observamos que
(fVg)(r) =méx{f(x),g(x)} para todo x € X,

(f N g)(z) =min{f(z),g(x)} para todo x € X.

» Sea D el grupo formado por las funciones diferenciables de R en R. Entonces D es
un subgrupo del grupo C'(R) dado en el ejemplo anterior. Ademds D es un grupo
dirigido bajo el orden heredado de C(R). Sin embargo, D no es un subreticulo
de C(R) puesto si consideramos fo como la funcion que es igual a 0 para todo

x € R y la funcion g(x) = 2x, ambas son diferenciables, pero si consideramos su

20 st x > 0
fo\/gz{ B

sSupremo

0stx<O

tenemos que entonces foV g no es diferenciable en 0 y por tanto no pertenece a

D.

» Sea G = (Mataxa(Z),+) el grupo aditivo formado por las matrices enteras 2 X 2

con el orden dado por:

b b a; < ag y by < by
@0 < @2 02 L= o
a dy cy dy

a; = ag, by =by, c1 <cp ydi < dy

Entonces G es un £-grupo, vedmoslo:

c1 dy ’ ca do
aq b1 v a9 bg _ ap V a9 b1 V bQ c G
C1 dl Cy d2 C1 V Co dl V d2
aq b1 A a9 b2 _ aq A a9 b1 VAN bg c G
C1 d1 Co dg C1 A Co d1 N dg

Y entonces G es un (-grupo.

a; b as b
Sean < b < R = G, entonces tenemos que

Ejemplo 3.2.3. Sea (2, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea f,g € A(Q), el

conjunto de permutaciones de §2 que preservan el orden, decimos que
[ <gsifla) <gla) Va € Q.

Con este orden A(S2) es un grupo parcialmente ordenado.

Ademds si (2,<) es un conjunto totalmente ordenado entonces A() es un (-grupo,
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vedmoslo:

Como (,<) es un conjunto totalmente ordenado se verifica que dados o, € Q) se
tiene que o < 5 o f < «, supongamos que o < 3 entonces dados f,g € A(2) como
fla), gla) € Q se tiene que

fla) <gla) o f(a) = g(a)

En el primer caso definimos (fV g)(a) := g(a) y en el seqgundo caso (f ANg)(a) := f(a).
Con esta definicion f \V g tomard valores de f y valores de g. Debemos probar que
fVge AQ), es decir, que preserva el orden y es biyectivo.

Veamos que preserva el orden, dados o, 5 € 2 con a < [ se tienen cuatro casos:

1. Si (fVg)a)=fa) y (fVg)B)=f(B), como f preserva el orden f(a) < f(B)
luego (f V g)(a) < (fVg)(B).

2. Si(fVag)a)=gla)y(fVag)(B)=g(B), como g preserva el orden g(a) < g(5)
luego (fV g)(a) < (fVg)B).

3.5 (fVg)e) = fla) y (fVg)(B) = g(B), entonces f(B) < g(B). Ademds como
f preserva el orden se tiene que f(a) < f(B) con lo cual, f(a) < f(B) < g(B) lo
que implica que f(a) < g(B) y por tanto fV g preserva el orden.

4. Si(fvg)(a)=gla) y(fVg)(B) = f(B), procediendo de forma andloga al apartado
anterior se tiene que g(a) < f(B) y de nuevo fV g preserva el orden.

Veamos ahora que en cada caso se tiene también que [V g es biyectivo.
En primer lugar, veamos [V g es inyectivo:

Sean a, f € Q con (fV g)(a) = (fVg)(B) supongamos que o < 3, se tienen 4 casos:
1. Si (fVvg)a)= fla)=(fVg)(B) = f(B) entonces o« = (B por ser [ biyectiva.
2. Si(fVag)a)=gla)=(fVg)B)=g(b) entonces a = ( por ser g biyectiva.

8. Si (fvg)a) = fla)y(fVg)B) = g(b) entonces se tiene que g(a) < f(a) y
f(B) < g(B) y como f preserva el orden

g(a) < fla) < f(B) < g(B).

Ademds, como (fV g)(a) = (f V 9)(B) = f(a) = g(B) entonces f(a) < f(B) <
9(B) = f(a) con lo que f(a) = f(B) que implica o = B por ser f biyectiva.

4. De modo andlogo al apartado anterior vemos que f V g es biyectivo en el caso

(fVg)a)=gla) y (fVag)B)=f(B).

Veamos ahora que fV g es sobreyectivo:
Como f y g son biyectivas sabemos que para todo y € ) ewisten x1 y xo tales que

f(z1) =y y g(z2) =y entonces:



CAPITULO 3. GRUPOS ORDENADOS 23

1. St (fVg)(xy) = f(x1) 6 (f Vg)(x2) = g(x2) entonces hemos terminado.

2. Si(fVag)x)=glz1) y (f Vg)(x2) = f(xe) como Q es totalmente ordenado, xq

y To son comparables, asi que supongamos que r1 < To, en ese caso se tendrd que
f(z1) < g(a1) < g(22) < flz2)

pero como f(z1) = g(xs) = y entonces g(x1) =y = (f V g)(z1).

Con esto hemos probado que para todo y € § eziste x €  tal que (f V g)(z) =y y
por tanto es sobreyectivo.
Podemos concluir que fV g existe y pertenece a A(2). Con un procedimiento andlogo

se prueba que fAg también existe y pertenece a A(SY). En conclusion A(Q2) es un £-grupo.

Juntando las dos teorias observamos que necesariamente aparecen las nociones

naturales como, por ejemplo, la de /-subgrupo.

Definicién 3.2.4. Un subgrupo H de un (-grupo G se llama (-subgrupo de G si H es

un subreticulo del reticulo G.

Ejemplo 3.2.5. » Sea G = Z X7 con la suma componente a componente y el orden
dado por
(a,b) < (c,d) <= a<cyb<d

Entonces G ee un {-grupo y el conjunto H = {(m,—m) : m € Z} es un subgrupo
de G, sin embargo (1,—1)V (0,0) = (1,0) ¢ H y por tanto H no es un (-subgrupo
de G.

n Sea G = (Mateyo(Z),+) el grupo aditivo formado por las matrices enteras 2 x 2
con el orden dado en el Ejemplo 3.2.2, sabemos entonces que G es un -grupo. Sea
H el subgrupo dado por H = {(8 3) :b,d € L}, entonces H es un {-subgrupo de
G. En primer lugar veamos que H es un subgrupo de G. Sean (8 Zi ) Y (8 Zz ) € H,

entonces se tiene que

b —b b1 —b
S I Sl I O e s
0 d1 O —dg 0 dl_d2

Por tanto, H es un subgrupo de G. Veamos ahora que H es un (-subgrupo. Sean

(8311) Yy (822) € H, entonces
0 b v 0 b\ (0 biVby cu
0 dy 0 do) \O dyVdsy
0 bl A 0 b2 B 0 bl/\bg c I
0 da 0 do) \O diAdy

Con lo que H es un (-subgrupo de G.
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Ejemplo 3.2.6. En particular, A(Q) con el orden dado por
f<g:e= fla) <gla) Vaec
es un (-grupo. Sin embargo, si consideramos S C A(Q) dado por:
S={feAQ):FacQcon f(zr)=ax}

S es un subgrupo de A(Q) pero no es un £-subgrupo de A(Q) de hecho no es un grupo
dirigido, veamoslo:

Supongamos que S es un grupo dirigido. Consideremos la aplicacion identidad id : x —
x y la aplicacion f : x —— 2x entonces existe una aplicacion g : x — cx de forma que

g(x) >id(x) y g(x) > f(x) Yo € Q, en particular se verifica que

siz=1=1<cy2<c=c>max(2,1)
r < cr y2r<crVreQ entonces y
siz=—-1 =>-1<-cy —2<—c=c<min(2,1)

Pero esto es imposible. Con lo cual id y f no tienen una cota superior y de una forma
andloga se puede probar que tampoco tiemen una cota inferior. Por lo tanto S no es
un grupo dirigido y por tanto tampoco serd un €-grupo. Sin embargo, como A(Q) es un
(-grupo todo par de elementos tiene un supremos y un infimo en A(Q), en particular

1d y f lo tienen y viene dado por las funciones lineales a trozos:

fvz,d_{fsixzo f/\z_d_{idsixzo

td s1x <0 fsix<0

3.3. Propiedades de los /-grupos

Los /-grupos disponen de muchas propiedades. A continuacién veremos y demostraremos
las propiedades mas importantes, las cuales necesitaremos para la obtener el resultado

principal.
Proposicién 3.3.1. Sea G un -grupo y sean f,g,h € G entonces se verifica:
flgvh)=fgvfh —y  flghh)=fgAfh
Demostracion. Dados f,g,h € G se tiene que
g<gvVh= fg<f(gVh)
h<gVh= fh<f(gVh)

Y de esta forma se tiene que fgV fh < f(g Vv h). Por otro lado se verifica

fg<fgVvfh=g<f'(fgV fh)
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fR< fgV fh=h< f(fgV fh)
Con lo cual tenemos que gV h < f~Y(fgV fh) que implica f(gV h) < fgV fhy por

tanto se tiene la igualdad buscada.

La segunda igualdad se demuestra de modo analogo.

O
Lema 3.3.2. Sea G un {-grupo y sean f,g € G, entonces
f(fng ™ ng(frg) ™ =1
Demostracion. Dados f,g € G, se tiene que
FUNGTNg(fNg) T =Ff Vg ) Ag(f T vg )=V g )n(gf vl =
AV gTHOANAANfTH) =1
Donde la primera igualdad se da por el Lema 3.1.3 y la segunda por el Lema 3.3.1.
O

En muchas ocasiones necesitaremos saber si un subgrupo de un ¢-grupo dado, es
un f-subgrupo. La siguiente proposicion nos ofrece una forma muy tutil y sencilla de

caracterizar (-subgrupos.

Proposiciéon 3.3.3. Sea G un (-grupo y L un subgrupo de G. Entonces L es un
(-subgrupo de G si y solo st f V1€ L para todo f € L.

Demostracion. = Supongamos que L es un ¢-subgrupo de G, entonces, por definicién
de (-subgrupo, para cualesquiera f,g € L se tiene que fV g € L. En particular,
como 1 € L, entonces 1V f € L para todo f € L.

< Supongamos ahora que para todo f € L se tiene que fV 1 € L. Sean f,g € L
entonces f Vg = (fg~'V1)g € L. Ademds como f € L entonces f~' € Ly
f7'v1e Lyporel Lema 3.1.3 entonces f A1 € Ly fAg=(fg'A1l)ge L.
En conclusion L es un ¢-grupo.

O

Lema 3.3.4. En un {-grupo, si g" > 1 para algin entero positivo n, entonces g > 1.

Demostracion. Si G es un £-grupo y sea g € (¢, entonces probamos con induccién sobre
n, usando la Proposicién 3.3.1 que (¢ A1)" = ¢g" Ag" ' A...AgA1ly como g" > 1
entonces, (gA1)" =g ' A..AgA1=(gA1)"! con lo cual se tiene que gA1 =1y
por tanto g > 1. O

Definicién 3.3.5. Sea G un (-grupo, para cada g € G definimos

1

gt=9gVv1l, g =g'Vvl y Jgl=gVvg =g
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Ejemplo 3.3.6. En (R,+) con el orden habitual < para cualquier a € R se tiene que

b a >0 0sta>0
at=av0= as?a_ a~ =(—a)Vv0= sz-a_
0sta<0 asta<0
b a >0
ra\:av<—a>={ T
—asta<0

Lema 3.3.7. Sea G un {-grupo y sean f,qg1,...,9n € GT y 1 < f < g1---gn, entonces
f=fi--- fn para algunos f; € G* con f; < g; (1 <j <n).

Demostracion. Razonemos por induccién sobre el nimero de factores, n:
. Sin =1, entonces 1 < f < ¢g; con lo que f = f; y se verifica f; < g;.
Supongamos ahora cierto para n — 1 y veamos que se cumple entonces para n:

Si1<f<gi-gn1 gnentonces 1 < (f-g-'V1)<gy --go1y por hipitesis
tenemos que (f-g, V1) = fi--- f,—1 para algunos f; € G con f; < g;y1<j<
n—1. Ademss, por Lema 3.1.3, tenemos que f-(g . Af) "t = (f-9,'V1) = fi- fur
y por tanto f = fi - fu_1- (g A f).

Teorema 3.3.8. St G es un £-grupo, entonces el reticulo en G es distributivo.

Demostracion. Sean a,b,c € G supongamos que a Vb =aVcy queaAb=aAec.

Entonces por el Lema 3.1.3 tenemos

b= (aAba " a@nbd) b """ (@ Ab)atala v TR (@ Ab)a (b V a) =

Prop:3.3.1 ( Lema:3.1‘3 (

(aAc)a(cVa) anc)atala™ Ve e aNc)atalaNe)re=c
y por tanto, por el Corolario 2.2.20 el reticulo en G es distributivo. O]
Lema 3.3.9. Sean f,g € G con G un (-grupo:

Llgl>1ylgl=9"g".

2. gt Ng” = 1.

3. 9=g"(g7)7"

4 (fg)m < frgt.

5 |f Vgl < IfIV gl <Ifllgl-

6. |fal < |fllgllfl.

T gf =@V HgAf)
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8 SigNf=1entonces gy f conmutan y gV f=gf.
9. SigA f=1 entonces gf = |gf .

10. Si f,g € GT ygf = |gf | entonces gA f = 1.

1. g" <lgly g~ <lgl.

12. (g7 )" =(g"* (@ )"=@")" y lg"=lg9"|

1

Demostracion. 1. Sea f > g,g ! entonces f2 > gg~! = 1y por el Lema 3.3.4 se tiene

que f > 1y como esto se verifica para cualquier cota superior de g y ¢! entonces,
en particular, se verifica para |g| = ¢V ¢g~!. Ademés gTg~ = (gV1)(g7tVv1) =
1VgVglitvli=gvglt=]gl

2. g7 Ag” = (gV1)A(g7'V1) = (gAhg HV(IAgH)V(gAL) VI = (gAg 1) V1 donde
la penitltima igualdad se da por estar en un reticulo distributivo, Lema 3.3.8, y
ademds por el Lema 3.1.3 se tiene que (g Ag ) V1= (¢g'Vg)tVv1y porel
apartado anterior (g7 V ¢g)™' <1 conloque (g7'Vg)~'V1=1,y en conclusién
gt Ng  =1.

PoR23t 1y g = gt v por tanto g = gt(g7) .

3. 997 =g(g7" V1)
4 (fo)t=fgVv1i<fgvfvgvi=(fv1)(gVl) =frg*

5. Se tiene que f, f~' < ||y 9,97 < gl conlo cual fVg, f~ Ag™" < |f|V]g|. Por
tanto

fVgl=(VvgVfve =V V(T agh <I|fIVigl

Ademas se tiene |f| > 1y |g| > 1 con lo que |f|lg] > |9 v |fllg| > |f|, entonces
[fllgl = 11V 1gl.

6. Tenemos que fg < |fllg| < |fllgllfl y ¢7*f~ < |gllf] < |fllgllf] v por tanto
1f9l=(fa) VvV (fo) = (fo) V(g ' f") < |fllgllf].

7. Se tiene
(GVAGAN) ™ = (Vg V) = (gVHe VgV = vig ) (af V1) = lgf 7.
8. Dados g, f € GG tal que g A f = 1 entonces

gf =glgn ) f=glg'VIf=FVyg.

Analogamente fg = g V f. Como siempre se tiene que fV g = gV f entonces
fg=yf.



28 CAPITULO 3. GRUPOS ORDENADOS

9. Dados g, f € G tal que g A f = 1, aplicando los apartados 7. y 8. se tiene que
9/ =gV A =(efH )" =gf.
10. Dados g, f € G verificando gf = |gf~!| entonces por 7. se tiene que
gf =V AN =V H<(VHEN)T = nf) =1

11.

gt =gt =gV <l|z|-1<|z| v g =g |=lg"'V1<|z7" 1< |zl

12. Sea k,n € N tal que 0 < k£ < n. Entonces se tiene que
(g"F v g M) =V g g F D e {0, n} ) > gk g =

Entonces, por el Lema 3.3.4, g" %V ¢g7% > 1 y entonces g" V 1 > ¢* para todo k

con 0 < k < n. De este modo tenemos que

(g+)”:g”\/g”_1\/---\/g\/1:g”v1:(g”)+.

De modo andlogo se comprueba que (¢~)" = (¢")~. Veamos ahora que |g|" = |¢"|:

9" = (g7g7)" “ LY (g (g7)" = (") (g") = 9"

3.4. Homomorfismos de grupos ordenados

Al igual que pasa con los grupos, con los ¢-grupos aparece la necesidad de crear
aplicaciones que nos permitan conservar el orden establecido o, mas concretamente, los

supremos e infimos.

Definicién 3.4.1. Sea ¢ un homomorfismo de grupos ordenados, decimos que ¢ es un

homomorfismo que preserva el orden si verifica:

f<g=0(f) <o9)

Ademds por el Lema 3.1.3, f ANg = (f~'V g~ Y)~L. Por tanto, todo homomorfismo
de grupos que preserve A también preserva V, si los grupos son £-grupos lo llamamos
(-homomorfismo. De esta forma un (-isomorfismo es un isomorfismo de grupos que

preserva N\ y V.
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Ejemplo 3.4.2. Sea G = (Z,+) bajo el orden trivial (Ejemplo 3.1.2) y H = (Z,+)

bajo el orden habitual en Z. Entonces definimos

fi G — H g H — G
r +—— X r +— X

Entonces Gy H son isomorfos como grupos. Sin embargo no son isomorfos como grupos

parcialmente ordenados puesto que f si que preserva el orden mientras g no lo hace.

Lema 3.4.3. Sean G y H dos (-grupos y ¢ : G — H un homomorfismo de grupos.

Son equivalentes:

1. ¢ es un (-homomorfismo de grupos.
2. ¢(lgl) = 18(g)], Vg € G.
8 Sif,geGyfrg=1= o(f)Nd(g)=1.
4. 9(gV1)=9¢(g) V1, Vged.
Demostracion. = (1) = (2) Por el Lema 3.3.9 sabemos que
o(l9]) = d(g"g7) = dlg")d(g™) = (g V1)) (e(g~" V1))

y por ser ¢ un f~-homomorfismo entonces
(g V1) (dg™ V1) = (dlg) V1) (d(g™") V1) = dlg)Td(9)™ = l(9)|

» (2) = (3) Supongamos que se verifica (2) y dados f, g € G se tiene que fAg =1,

entones por ser ¢ un homomorfismo de grupos se verifica

[0(9)o(f)"] = lo(g)o(f )] = lé(gf )

por (2) se tiene que |p(gf Y| = &(|lgf~!|) v por el apartado 9 del Lema 3.3.9

o|gf) = d(gf) = d(9)9(f) con lo cual [6(g)d(f) | = d(g)é(f) y de nuevo,
por el apartado 9 del Lema 3.3.9 entonces ¢(f) A ¢(g) = 1.

= (3) = (4) Supongamos que se verifica (3) entonces por el Lema 3.3.9 sabemos que

gt ANg =1y g =g tg" con todo esto tenemos que

1=g"Ag" =g Ag " 2 1= 6(g")Adlg)d(g™) = (6(g7) ™" = d(1)Ad(g™)

con esto, se tiene que

((gV1) " =1A(¢(9) ' = (e(g V1) = (1Ve(g) "

Lo que finalmente implica que 1V ¢(g) = ¢(g V 1).
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» (4) = (1) Sean f,g € G, supongamos que se verifica (4) entonces

o(gV f) = é((af VD f) = élaf V1)) 2 [6()o(F ) VII6(f) = dlg) Vel f)

de forma andloga se obtiene que ¢(g A f) = ¢(g) A ¢(f) y por tanto podemos
concluir que ¢ es un ¢~-homomorfismo.

O
Ejemplo 3.4.4. Consideramos el grupo G = (R x R, +) bajo el orden dado por
(a,b) < (c,d) : <= a>c 0 a=cyb<d.
Entonces consideramos la aplicacion:

p: R — G
x — (0,x)

Entonces ¢ es un homomorfismo de grupos ya que ¢(0) = (0,0) y
dla+0b) = (0,a+b)=(0,a) + (0,b) = ¢(a) + ¢(b).
Ademds ¢ preserva el orden ya que dados a,b € R de modo que a < b, entonces
¢(a) = (0,a) < (0,b) = ¢(b).
Por altimo, ¢ es un £-homomorfismo ya que dado a € R, si a > 0, entonces
¢(aV0) = d(a) = (0,a) = (0,a) vV (0,0) = ¢(a) v (0,0)
y sia <0, entonces
¢(a Vv 0) = ¢(0) = (0,0) = (0,a) V (0,0) = ¢(a) V (0,0).

Entonces por el Lema 3.4.3, ¢ es un £-homomorfismo.



Capitulo 4
El Teorema de Cayley-Holland

En este capitulo enunciaremos y demostraremos el Teorema de Cayley-Holland, pero
primero introduciremos unos nuevos tipos de subgrupos necesarios para su demostracion.
Se ha tomado como referencia los libros de A.M.W. Glass y J.M. Howie [5], Michael
Darnel [9] y V.M. Kopytov and N.Ya. Medvedev [7].

4.1. Subgrupos convexos

El primero de los conceptos que necesitamos introducir es la nociéon de subconjunto
convexo de un conjunto parcialmente ordenado, que generaliza la nocién de convexidad
habitual en R™.

Definicién 4.1.1. Sea G un conjunto parcialmente ordenado y C un subconjunto de

G. Decimos que C' es convexo si para todos g € G y c1,c € C se cumple
St c; < g < cy entonces g € C.

En concreto estamos interesados en subconjuntos de un grupo parcialmente ordenado

G que son a la vez convexos y subgrupos.

Lema 4.1.2. Sea G un grupo y C' un subgrupo de G. Si para todos g € G yc € G se
cumple
S11 < g <c entonces g € C.

Entonces C' es convexo.

Demostracion. Dados g € Gy ¢1,¢co € Ccone; < g < cp, entonces 1 <cjt-g<c;t-c.
Como C' es subgrupo, ¢;' - ¢, € C'y entonces, por hipétesis, ¢;' - g € C. Como ¢, € C,

entonces g = ¢y - (01_1 -g) € C'y por tanto C' es convexo. [l
Ejemplo 4.1.3. Consideremos G = (R?,+) bajo el orden parcial definido por
(a,b) < (c,d) <= a<cyb<d.

Sabemos que G y {(0,0)} son converos y veamos cuales son los subgrupos convexos C

de G. Sea (a,b) € C con (a,b) # (0,0), tenemos los siguientes casos:

31
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(1)

ab > 0: Sia> 0 entonces b > 0 y entonces (0,0) < (a,b), lo que significa que
C' contiene al rectangulo [0,a] x [0,b]. Si, en cambio, a < 0 entonces b < 0, con
lo cual (0,0) < (—a,—b) y entonces C' contiene al rectangulo [0, —a] X [0, —b]. En

ambos casos el rectingulo contenido en C genera todo G y por C' = G.

ab=0: Sia =0 entoncesb <0 ob>0. S5 b>0 entonces (0,0) < (0,b) y
C' contiene al segmento [0,0] x [0,b]. Si, en cambio, b < 0 entonces C' contendrd
al segmento [0,0] x [0, —b]. En ambos casos C contiene un segmento del eje OY
y este segmento genera todo el eje, por tanto, si C' estd contenido en el eje OY,
entonces C' serd todo el eje. Si, en cambio, existe (¢,d) € C tal que (c,d) no estd

en el eje QY , entonces tenemos los siguientes subcasos:

(a) Sicd >0 entonces C =G, como en (1).

(b) Si cd < 0, entonces supongamos d < 0 y ¢ > 0. Entonces se tiene que
0 < d+nb para algin n € N y por tanto (0,0) < (¢,d) +n(a,b) y, de nuevo,
C' = G. Por otro lado, si c <0, entonces (0,0) < —(c¢,d) +n(a,b) para algin
neNyC=aG.

(¢) Si d =0, entonces ¢ # 0 porque (c,d) no pertenece al eje OY. Entonces
(0,0) < (¢,d) + (a,b) sic> 0y (0,0) < —(c,d) + (a,b) sic <0y, una vez
mas, C' =G.

De modo andlogo podemos ver que si C' contiene al eje OX, entonces C' es igual

al eje OX o C'=G.

ab < 0: Sia> 0 entonces b < 0 y (a,b) estd en el cuarto cuadrante. Como
(0,0), (a,b) € C, entonces C podria ser un subgrupo de la recta R que pasa por
ambos puntos. Obsérvese que dos puntos de R no son comparables entre si, puesto
que si existiesen (r,s), (t,u) € R de modo que (r,s) < (t,u), entonces

t_
0< "

S—U

lo que implicaria que la pendiente de R fuese positiva, lo cual es una contradiccion
con que la recta pasa por (0,0) y un punto del cuarto cuadrante. Por tanto, si C
es un subgrupo de la recta R que pasa por (0,0) y (a,b) sus elementos no son
comparables luego C' es convexo.

Si tomdsemos a < 0 y b > 0, entonces (a,b) estd en el sequndo cuadrante y
tomando la recta que pasa por (a,b) y por el (0,0), de nuevo tendriamos una recta
con pendiente negativa y todos sus elementos no comparables entre si.
Supongamos ahora que eziste (c,d) € C tal que (¢,d) no pertenece a la recta R

definida antes. Entonces se tienen los siguientes subcasos:

(a) Si(c,d) pertenece al primer o tercer cuadrante, entonces C' = G como antes.
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(b) Si (c,d) pertenece a alguno de los dos ejes, entonces argumentando como en

(2)(b) se tiene C' = G.

(¢) Si(c,d) pertenece al sequndo o cuarto cuadrante, podemos asumir que pertenece
al cuarto cuadrante al igual que (a,b) (ya que si pertenece al sequndo, entonces
(—c, —d) pertenece al cuarto y razonamos igual). Entonces tenemos que ¢ > 0

yd < 0. Como R pasa por (a,b) y no por (c,d), tenemos que

al o

ole

£

s b .
Asi que asumamos que ¢ < 5. Entonces existe == € Q con m,n > 0 tal que

b
< —

_n
m d

ole

Como a,c > 0 y b,d < 0 tenemos que am < cn y dn > bm, es decir,
m(a,b) < n(c,d). Y como (a,b), (c,d) € C entonces el punto (nc —ma,nd —
mb) € C el cual, estd en el primer cuadrante, lo que, como en los casos
anteriores, implica C = G.

En conclusion, los subgrupos convexos en G = (R?, +) bajo el orden definido al principio
son G, {(0,0)}, el eje OX, el eje OY y un subgrupo de una recta que pasa por el origen
con pendiente negativa.

Ejemplo 4.1.4. Sea G = (R?,+) con el orden lexicogrifico,
(a,b) < (c,d): <= a<c o a=cyb<d.

Sea C' un subgrupo propio y convezo de G y sea (a,b) € C con (a,b) # (0,0). Sia > 0,
entonces C' contiene a todos los elementos (¢,d) con 0 < ¢ < a, es decir, contiene a la

banda
{(,d):0<c<a}CC

entonces C' = G. Andlogamente si a < 0 vemos que C = G. Si, en cambio, a = 0
entonces C' contiene al segmento [(0,0), (0,b)] si b > 0 o al segmento [(0,0), (0, —b)] si
b <0, y en ambos casos se trata de un segmento del eje OY que genera todo el eje. Por

tanto, el unico subgrupo propio y convexro de G bajo el orden lexicogrdfico es el eje OY .

Ejemplo 4.1.5. Sea G =7 X Z con el orden dado por
(n,m) < (k1) : <= n<kym<lI

Observamos que G es un {-grupo, puesto que dados (n,m), (k,l) € G, entonces se tiene
que

(n,m) V (k,l) = (max{n, k}, max{m, [})
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(n,m) A (k,l) = (min{n, k}, min{m, [}).

Consideramos el subgrupo H = {(k,—k) : k € Z} de G, entonces H es un subgrupo
normal convexo de G, pero no es un £-subgrupo. Vedmoslo:
En primer lugar veamos que H es un subgrupo de G. Observamos que (0,0) € H.
Ademdas, dado (k,—k) € H entonces (—k,k) € H y por tanto (k,—k) + (—k,k) =
(k—k,—k+k)=(0,0) € H. Con esto, H es un subgrupo.
En sequndo lugar probemos que H es convexo. Sea (n,m) € G y (k,—k) € H de modo
que

0<n<k

(0,0) < (m,n) < (k,—k), entonces y
0<m< -k

De esta forma, si k > 0, entonces —k < 0 y viceversa, con lo cual (0,0) y (k,—k) no
podrian ser comparables. Por tanto (k,—k) = (0,0) y entonces (n,m) = (0,0) € H.
Con lo que H es convexo. Ademds H es un subgrupo de un grupo abeliano por lo que
es normal.

Por dltimo, tenemos que H no es un {-subgrupo puesto que, como hemos visto, ningin
(k,—k) € H con k # 0 es comparable con (0,0) y por el Lema 3.3.3, entonces H no es

un £-subgrupo.

Lema 4.1.6. Si G es un grupo parcialmente ordenado y {C; : i € I} es una familia de

subgrupos convexos de G, entonces N{C; : i € I} es un subgrupo convexo de G.

Demostracion. Sabemos que la interseccion de subgrupos es un subgrupo, entonces
veamos que la interseccion de subgrupos convexos es también convexo. Dados a,b €
N{C;: i€l}yceGcona<ec<bcomoa,be C;paratodoi € Iy C; es convexo,
entonces ¢ € C; para todo i € [ y por tanto ¢ € N{C; : i € [}.

m

A continuacién veamos una forma de caracterizaciéon muy util para ¢-subgrupos

convexos.

Lema 4.1.7. Sea C un subgrupo de un (-grupo G. Entonces C' es un {-subgrupo convexo
de G si y solo si
C={9€qG:|g| <|c| para algin c € C}.

Demostracion. = Supongamos que C' es un f-subgrupo convexo de G. Sean ¢ € C
y g € G con |g| < |c|. Sabemos que |c¢| € C por ser C' un ¢-subgrupo de Gy que
lgI™! < g < |g|. Ademds como |g| < [c| se tiene que |c|™! < ||t < g < [g] <[]

y por ser C' convexo concluimos que entonces g € C.

< Supongamos ahora que C' es un subgrupo de G tal que

C={g€G:|g| <|c| para algin ¢ € C}.
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Sea s € C, por el Lema 3.3.9(11), st < |s| y por definicién de C' se tiene que
st =sV1eC conlo cual, por la Proposicién 3.3.3 entonces C' es un ¢-subgrupo
de G.
Veamos ahora que ademas C es convexo. Dados g € G yc e Cconl<g<c
entonces 1 < |g| < |c| y por hipétesis g € C. Con esto, dados ¢1,c0 € C'y g € G
con ¢; < g < cg, entonces verifican 1 < gcl_1 < 0201_1 y como 0201_1 € C se tiene
que ge;t € C'y por tanto g € C. En conclusién, C es un f-subgrupo convexo de
G.

m

Lema 4.1.8. Sea C' un (-subgrupo convexo de un (-grupo G, entonces el {-subgrupo

convezo generado CT es igual a C.

Demostracién. Denotamos por C(C™) al ¢-subgrupo convexo generado por C*. Siempre
se tiene que C(C*) C C. Entonces, por el Lema 4.1.7,

C(Ch)={g€G:lg| <|c| para algin c € C(C*)}

Dado ¢ € C se tiene que |c¢| € C'F, entonces |c¢| € C(CT) y por tanto ¢ € C(C*) con lo
que tenemos la otra contencion.
[

Definicién 4.1.9. Sea G un (-grupo y g € G. Llamamos C, al conjunto de todos los

(-subgrupos convezros de G que contienen a g.

Lema 4.1.10. Sea G un (-grupo y g € G. Denotamos por
C(g)=n{C:CeC,}

Entonces C(g) contiene a g y estd contenido en todo elemento de C,, ademds, es un
(-subgrupo convexo.En otras palabras, C(g) es el (-subgrupo convero mds pequeno que

contiene a g.

Lema 4.1.11. Sea G un {-grupo y sea g € G entonces
Clg) = {f € G |f] < |g" para algin n € Noy}.

Demostracion. Sea A C G con A= {f € G:|f| <|g|™ para algin n € N5, }.
En primer lugar, veamos que A es un subgrupo de G. Dados z,y € A, veamos que

entonces, ry ' € A. Como z,y € A, tenemos que || < [g|™ y que |y| < |g|™? para

algunos ny,ny € N>1. Entonces |y| = [y~ < |g|"™ v |z| - [y~ = |zy ™| < |g|™ - |g|™2 =

|g|™"™2 con ny - ny € N>y, con lo cual 2y~ € Ay por tanto A es un subgrupo de G.
Veamos ahora que A es un {-subgrupo convexo de G' que contiene a g.

|n+1

Como |g| < |g|, entonces g € A. Ademds, como |g|" < |g para algin n € N3

entonces por definicién de A, |g|™ € A. De esta forma, dado f € G con |f| < |c| para
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algin ¢ € A, se tiene que existe n € N>; tal que | f| < |g|”, luego f € A. Reciprocamente,
dado f € A, f verifica, |f| < |g|™ para algun n € Ns;, recordamos que |g|" € A. En
consecuencia, por el Lema 4.1.7, entonces A es un ¢-subgrupo convexo de G.

Por ultimo, veamos que, dado un /-subgrupo convexo C' de G tal que g € C, entonces
A C Cy por tanto A = C(g).

Sea C' un f-subgrupo convexo de GG que contiene a g, por el Lema 4.1.7 sabemos que
C={he€G:|h| <|c| para algin ¢ € C} y sea f € A entonces |f| < |g|". Como g € C
y C es un f-subgrupo, entonces |g| € C'y |g|* € C' y como |f]| < |g|", tenemos que
f € C por definicién de C.

En conclusién, se cumple que A = C(g).

Corolario 4.1.12. Sea G un ¢-grupo y sean f,g € G, entonces

C(fvg =C(fluClg) y C(fAg)=C(f)NC(g).
Demostracion. Procedamos probando la primera igualdad por doble contencién:

= C(fHluClg) cC(fVy)
Sea h € C(f)UC(g), por el Lema 4.1.11, |h| < |f|* v |h| < |g|™ para algunos
m,n € Ns;. Como f,g € GT, entonces |h| < f*y |h| < g™, y por el mismo
motivo, |h| < f**™ y |h] < ¢"™. Por tanto

n-—m n-+—m nmf7€G+ n-—m
| < (frFm v gmt ™y < (f v gt =T Vgt

que, por el Lema 4.1.11, implica que h € C(f V g).

= C(fVg) CC(fHUC(g).
Como g, f € C(f)UC(g) entonces gV f € C(f)UC(g) y como C(gV f) es

el (-subgrupo convexo mas pequeno que contiene a g V f entonces C(f V g) C

C(f)uClg).
De modo analogo se demuestra la segunda identidad. O]

Definicién 4.1.13. Sea G un {-grupo, denotamos por C(G) al conjunto de todos los
(-subgrupos convexos de G.

Teorema 4.1.14. Sea G un {-grupo, entonces C(G) es un subreticulo completo del
reticulo generado por todos los subgrupos de G. Dada una familia {C; : i € I} C C(G)
denotaremos por \/[{C; : i € I} al menor (-subgrupo convezo que contiene a todos los

elementos de la familia y por N{C;: i € I} a la interseccion.

Demostracién. Sean {C; : i € I} C C(G), tenemos que

N{C;: i el} eC(G)
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ya que por el Lema 4.1.6 la interseccién de subgrupos convexos es un subgrupo convexo
y la interseccién de f-subgrupos es un f-subgrupo ya que dado a € N{C; : i € I},
entonces a € C; para todo ¢ € I, y como cada C; es ¢-subgrupo, a V 1 € C; para todo
i€l,conloqueaVv1en{C;: i€ l}yporel Lema 3.3.3, entonces N{C; : i € [} es
un /-subgrupo.

Consideremos ahora el ¢-subgrupo convexo C' generado por el conjunto U{C; : i € I}
y veamos que C' € C'(G).

Sea ¢ € C, entonces ¢ = ¢;; - ¢, -+~ ¢;, donde ¢;; € Cy; con j € {1,...,s}. Consideramos

ahora = € G con |z| < |¢|. Por el Lema 3.3.9 (6) y (11) tenemos que

< x| < el lei |- leal - e |- e

y por la Proposicién 3.3.7 entonces podemos escribir 21 de la forma

ot =y e m o a, T T

con 1 < w;,, fij < |cl~j|. Como ¢;; € C;; y Cj; es un {-subgrupo convexo de G para todo
i€lyyje{l,..., s}, entonces utilizando el Lema 4.1.7, tenemos que z;,,7;; € Cj; y
por tanto z7 € C. Andlogamente se prueba que z~ € C lo que implica que (z7)~! € C.
De este modo, por la Proposicién 3.3.9 (3), z = ¥ - (z7)~! y por tanto x € C. Con
todo esto hemos visto que dados z € Gy ¢ € C con |z| < |c| se tiene que entonces
x € C'y por tanto, por el Lema 4.1.7 tenemos que C' es convexo, es decir, C' € C(G).

En conclusion, hemos visto que dados {C; : ¢ € I} con C; € C(G), entonces la
interseccién de todos los C; estd en C(G) y el subgrupo generado por la unién de

todos ellos también, y por tanto C(G) es completo. O

Teorema 4.1.15. Sea G un (-grupo, entonces C(G) es un reticulo distributivo. Ademds,
para todo A, C;, € C(G) (i € I), entonces

An\/{Cirieny =\/[{AnC;:ieT}.
Demostracion. En primer lugar demostraremos la igualdad utilizando doble contencion:

» \V{ANC; i€} CANV{C;:iel}:
Sea g € VV{ANC; : i € I}, entonces existe i € I tal que g € ANC;, luego g € A
v g€U{C;:i eI} yentonces g€ AN\{C;:ieI}.

» ANVA{C;:iel} C\{ANC;:iel}:
Por el Lema 4.1.8, es suficiente ver que dado g € AT N \/{C; : i € I}, entonces
g € V{ANC; : i € I}. Por tanto, sea g € AT N V{C; : i € I}, se tiene que
1<g=c¢,- ¢, <c¢ ¢ donde ¢, € C;. Por la Proposicién 3.3.7, podemos
escribir g = g, -+ gs, cong;, € GTy 1 < g;; < c;? Como C; es convexo para todo
i € I, entonces g;; € C;. Ademds, tenemos que 1 < g;; < g y por tanto g;, € A
por ser A convexo. En conclusién, g € \/[{ANC; :i € I}.

Con esto hemos probado la igualdad. Entonces se tiene que C(G) es distributivo. [



38 CAPITULO 4. EL TEOREMA DE CAYLEY-HOLLAND

4.2. Subgrupos primos y valores

La siguiente nocién que necesitamos introducir es la nocién de subgrupo primo junto
con la de valor en un grupo. Esta ultima tiene un papel principal en la demostracién
del resultado objeto de este trabajo.

Definicién 4.2.1. Sea C' un {-subgrupo convexo de un (-grupo G, decimos que C' es
primo si para cualesquiera (-subgrupos converos A y B de G tales que AN B C C
entonces A C C o BC C.

Ejemplo 4.2.2. Consideramos G un (-subgrupo de A(Q)) y o € ), sea
Ga={9€G:g(a) =a}

el estabilizador de o en G, entonces G, es un £-subgrupo convexo primo de G. Vedamoslo:

Recordemos que el orden definido en A(Q2) es el siguiente:
h<g:<= h(z) <g(x) para todo z € .

De esta forma, dado h € G,a € Q g € G, tenemos que si 1 < h < g entonces
id(o) = a < h(a) < gla) = a, con lo cual h(a) = a y h € G,, por tanto G, es
convexo.

Sea ahora h,k € G con h ANk =1, entonces h(a) A k(a) = id(a) = o y entonces o bien

k(o) = a 0 bien h(a) = « lo cual, por el Lema 4.2.7 implica que G, es primo.

Definicién 4.2.3. Sean G un (-grupo, g un elemento de G y V' un £-subgrupo convezxo
de G. Decimos que V' es un valor de g si g ¢ V y g € H para cualquier (-subgrupo
convexo H de G verificando V C H. Diremos que V' es un valor en G, si existe g € G

tal que V' es un valor de g.

Ejemplo 4.2.4. » Sea G = (Mataya(Z),+) el grupo aditivo formado por las matrices

enteras 2 X 2 con el orden dado por:

b b ar < as Y b1 < b2
ar 01 < Qg 02 : 4
C1 d1 Co d2
ap =ag, by =by, c1 < ydy < dy
Por el Ejemplo 3.2.2, sabemos que G es un £-grupo y tenemos los siguientes valores
en G:

e El subgrupo Vx = {(3%) : b,d € Z} es el valor del elemento A = (9§).
Veamos que, efectivamente, V es un £-subgrupo convexo de G y que dado
un subgrupo H de G, si V4 C H entonces A € H.

En primer lugar, por el Ejemplo 3.2.5 sabemos que V4 es un {-subgrupo.
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Veamos entonces que Vi es convero. Sean (‘2 gll) € Gy(p Zz) € Va de

0 0 aq bl 0 b2
< <
0 0/  \eg di)] — \0 dy

Entonces se tiene que 0 < a; < 0, con lo que ay = 0, y por como hemos

modo que

definido el orden en G, entonces mecesariamente 0 < ¢; < 0 por lo que
c1 = 0, es decir, (‘;11 Zi) = (821) € Vy con by < by ydy < dy. Con lo cual,
por el Lema 4.1.2, V4 es convero.

Por dltimo, veamos que, dado un subgrupo H de G, si Va G H entonces
A e H. Como Vy & H, entonces existe (‘;3) € Hcona+#0o0c#0.
8:31%), (ggﬂ) € Va & H y, como H es un subgrupo,
entonces (g‘%),(:‘c‘%) € H. Sia # 0, existe una matriz (CCL%) € H con

a > 0, de este modo tenemos que

0 0 00 a 1
< <
0 0/ —\1 0)  \c 1
y como H es convezro, entonces A € H. Procedemos de modo andlogo si

c#0.
e El subgrupo g = {(

Observamos que (

:b,d € Z} es el valor del elemento Vg = (89).

e El subgrupo Vo = {(%4) : b,d € Z} es el valor del elemento C =
0
d

~—~ /= 0=

(68)-
o El subgrupo Vp = { (99).

De modo andlogo a Vy, se prueba que Vg, Vo y Vp son los valores de B,C' y D

respectivamente.

s Sea G =7 X7 X7 con la suma componente a componente con el orden dado por
(Kl,ml,nl) < (kg,mg,ng) L N1 < Noy 0 n1 = No ykl SkQ Y mq < mas.

Entonces definimos:

(k,m,n), st n >0,
(k,m,n)V(0,0,0) =< (kVO,mV0,nV0), sin=0,
(0,0,0), sin < 0.

Entonces el valor de (0,0,1) es el subgrupo dado por {(k,m,0) : k,m € Z} el
valor de (0,1,0) es el subgrupo {(k,0,0) : k € Z}, y el valor del elemento (1,0,0)
es el subgrupo {(0,m,0) : m € Z}. Ademds, estos son todos los subgrupos primos

de G.

Definicién 4.2.5. Sea G un {-grupo y Vy un valor en G, para algin g € G. Definimos

V, como el (-subgrupo convezo de G generado por V, y g.
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De este modo, si H es un /{-subgrupo convexo de G tal que V, C H y V, # H,
entonces Vg CH.

Lema 4.2.6. Sea G un {-grupo, g € G y V; un valor de g. Entonces,
Vo={reG:|z|NngeV,}

Demostracion. Consideremos C' = {x € G : |z| A g € V,} veamos que C es un
(-subgrupo convexo de G.

En primer lugar, veamos que V, C C. Dado z € V, tenemos que |z| A g < |z|. Como
x €V, y como V es convexo, entonces |z|V g € V,, luego x € C. En particular, C' # 0.
En segundo lugar, veamos que C' es un subgrupo de G. Sean z,y € C, tenemos que

1<|z|Ng=c€V,y1<|y|Ag=cy €V, Tenemos que

1 L 3.3.9.6 1
lzy™ [ ANg < xl-ly el Ag= o]yl [zl A g

g<lzllyl-g lz| - |y| - x| Ale] - |yl -g A g

=lz|-|yl- (Jz|Ag) Ag=lz|-|y|-c1 Ag
g<gci
< x| lyl-aang-aa=(z] [y Ag)a
<Jal
CE ]y Alal-gAg) e = (2] (Jyl Ag)Ag)) -

g<cag
=(z[-c2ng))-er < (2] -cahg-a))-a
<(Jz|ANg)) - ca-c1=c1-ca-c1 €V

Por tanto, como Vj es convexo y 1 < |y~ A g < c1cacq, entonces |zy~HAg €V, y
xy~! € O, lo que implica que C' es un subgrupo de G.
En tercer lugar veamos que C es convexo. Sea ¢ € C'y x € (G, verificando 1 < z < ¢,
entonces 1 <z Ag <cAgecV,ypor tanto x A g € V, por ser V, convexo y x € C,
por definicién de C'. Con lo cual, por el Lema 4.1.2, C' es un subgrupo convexo de G.
Ademsds, si v € C, entonces [zt V1| =2V1<|z|yl1<|zV1|Ag<|z|AgeV,,conlo
cual x V1 € C' y por tanto, por la Proposicion 3.3.3, C' es un ¢-subgrupo de G.
Por ultimo, si C' contiene de manera estricta a Vj, entonces Vg CCygeC. Por
definicién de C, entonces |g| vV g = g € V} lo cual contradice que V sea un valor de g y
por tanto, Vg ZCyC=V,

m

Lema 4.2.7. Sea G un {-grupo y C € C(G). Entonces son equivalentes:

1. C' es un subgrupo primo de G.
2. Si fANg=1, entonces f € C 0o geC.
3. 81 fANgeC, entonces f € C ogeC.

4. Dados f,g € G, existe c € C' tal que f < cg o g <cf.
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5.

St C1 y Cy son (-subgrupos convezos conteniendo a C' entonces C; C Cy 0 Cy C

Ch.

Demostracion. = 1. = 2. Dados f,g € G con f Ag=1, por el Corolario 4.1.12, se

tiene que C(f)UC(g9) = C(f Ng) =C(1) = {1} C C. Por 1. C es primo, con lo
cual, C(f) CC o C(g) C C por tanto, f € CogeC.

2. = 3. Dados f,g € G verificando f A g € C, por el Lema 3.3.2, se verifica que

FUFNg T Ag(fag) =1

De esta forma, por 2. tenemos que f(f Ag)™' € C o g(f Ag)~* € C. Sin pérdida
de generalidad, suponemos que f(f A g)~! € C, por tanto f € C, puesto que C
es un subgrupoy (f Ag)~! e C.

3. = 4. Por el Lema 3.3.2 para cualesquiera f,g € G se verifica

FUFAg T Ag(fag) =1

y por 3. como 1 € C entonces, f(f Ag)™t € C og(fAg)™ € C con lo cual,
podemos tomar, sin pérdida de generalidad, ¢ = f(f A g)~' € C, de esta forma
f=c(fNg) <cgporserc>1.

4. =5.Sean ¢; € CF\ Oy y ¢y € Cy \ Cy. Por 4., existe c € C tal que ¢; < ¢ ¢y
0 ¢y < c¢- ¢, supongamos, sin pérdida de generalidad, que ¢; < ¢ - ¢y, con esto

1<c¢ <c-cyypor4.1.2) entonces ¢; € Cs lo cual contradice que ¢ € C’fr \ Cs.

5. = 1. Sean A,B € C(G) con AN B C C, tenemos que C = CV (ANB)y
por el Teorema 4.1.15, C(G) es distributivo, con lo cual C' = (C'V A) N (C' V B).
Con esto, C'V Ay C'V B son {-grupos convexos que contienen a C'y, por 5., sin
pérdida de generalidad, suponemos que (C'V A) C (C'V B), lo cual implica que
C=(CVA)y por tanto A C C.

]

Definicién 4.2.8. Sea G un (-grupo y H un (-subgrupo de G definimos R(H) como el

conjunto formado por todas las clases laterales a la derecha médulo H en G, es decir,

R(H)={Hg: g€ G}.

En el conjunto R(H) definimos el orden parcial dado por

Hf < Hg, siy solo si, existe h € H tal que f < hg.

Proposicién 4.2.9. Sea G un (-grupo y H € C(G). Entonces R(H) es un reticulo y

ademds para cualquier f,g € G se tiene

HfVHg=H(fvg) 'y HfANHg=H(fAg).
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Demostracion. Sean g, f € G, se tiene que Hf < H(fVg)y Hg < H(fV g) puesto
que f <1(fVg)yg<1(fVg)yportanto H(fV g) es una cota superior de Hf y Hyg.
Sea h € G verificando Cg < Ch y Cf < Ch, entonces existen c¢i,co € H tales que
f<chyg<coh.Seac=ciVeyentonces c € Hyademas g < cith <chyf <ch<ch
y por tanto fV g < ch que implica H(f V g) < Hh. En conclusién, cualquier cota
superior de Hf y Hg es més grande que H(f V g) y por tanto Hf V Hg = H(f V g).
De modo analogo se verifica la segunda igualdad y como hemos visto que dos elementos
cualesquiera de R(H) tienen supremo e infimo en R(H) entonces R(H) es un reticulo.

O

Corolario 4.2.10. Sea G un (-grupo y H € C(G). Entonces H es primo si y sdlo si
R(H) es un congunto totalmente ordenado con respecto al orden parcial definido en la

Proposicion 4.2.9.

Demostracion. = Supongamos que H es un (-subgrupo primo de G, entonces, por
el Lema 4.2.7, se verifica que para todo f,g € G existe h € H verificando f < hg
0 g < hf y por como hemos definido el orden parcial en R(H), esto implica que
Hf <Hgo Hg < Hf, es decir, dos elementos cualesquiera de R(H) siempre son

comparables y por tanto R(H) es un conjunto totalmente ordenado.

< Supongamos ahora que R(H) es un conjunto totalmente ordenado, es decir, todo

par de elementos de R(H) son comparables entre si y por tanto para cualesquiera

f,g € H se tiene que o bien Hf < Hg o bien Hg < H f, es decir, existe un h € H
verificando f < hg o g < hf y por el Lema 4.2.7, entonces H es primo.

O

Lema 4.2.11. Sea G un £-grupo y H un £-subgrupo de G. Entonces, H es un subgrupo
primo de G siy sdlo si a Nb ¢ H para cualesquiera a,b € G\ H con a,b > 1.

Demostracion. = Sea H un subgrupo primo de G y a,b € G\ H con a,b > 1.
Como H es primo, por el Corolario 4.2.10, R(H) es totalmente ordenado y por
la Proposicion 4.2.9, entonces H(a Ab) = Ha A Hb y como R(H) es totalmente
ordenado, Ha AN Hb = Ha o Ha N Hb = Hb, en ambos casos Ha # H, Hb + H y
por tanto a A b ¢ H.

< Supongamos que para todo a,b € G\ H con a,b > 1, entonces a ANb ¢ H.
Razonamos por reduccién al absurdo.
Supongamos que H no es primo y por tanto, por el Corolario 4.2.10, R(H) no
es totalmente ordenado, por lo que podemos tomar dos elementos Hx, Hy €
R(H) los cuales no sean comparables entre si. Entonces Hx A Hy = H(zx ANy) y
Hz(zAy)*AHy(xAy)™' = H con Hx(xAy)™* # Hy Hy(zAy)~' # H. Por tanto
z(zAy)~ L y(zAy)~ ¢ H, sin embargo, por el Lema 3.3.2, z(zAy) ' Ay(zAy) ™' =
1, lo cual contradice nuestra hipdtesis.

[]
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Lema 4.2.12. Sea G un (-grupo, todo valor en G es primo.

Demostracion. Sea V un valor en GG. Entonces V' es un valor de g para algin g € G

con g # 0 y lo denotamos por V' = V. Por el Lema 4.2.6, entonces
Vo={z e G:|z|NgeV,}

Consideramos Vg como el (-subgrupo convexo de G' generado por V; y g. De este modo,
si H es un {-subgrupo convexo de G tal que V, C H y V, # H, entonces V, C H.
Consideramos ahora a,b € G*,conaANbe Vyya¢ V,. Sea A={x € G: |z|\NbeV,},
de modo analogo a V,, A es un ¢-subgrupo convexo de G'y A contiene de forma estricta
a V, puesto que a € A pero a ¢ V,. Con lo cual, V, C A.

Por definicién de A, como g € V,, entonces |g| A b € V, y por definicién de V,, b € V.
Con lo cual, para cualesquiera dos elementos a,b € G* talesquea ¢ V, y aAb €V, se

tiene que b € Vi, lo cual, por el Lema 4.2.11, implica que V, es un subgrupo primo de

G. []

4.3. El Teorema de Cayley-Holland

Con todo lo visto hasta ahora, disponemos de las herramientas necesarias para

enunciar y demostrar el Teorema de Cayley-Holland, resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.3.1. Todo (-grupo G es (-isomorfo a un (-subgrupo de A(Y) para algin

conjunto totalmente ordenado S (de cardinalidad como mucho la de G).

Demostracion. SiG = {1} entonces €2 solo puede contener un elemento con lo cual A(€2)
contiene unicamente a la aplicacién identidad y por tanto G y A(Q2) serén (-isomorfos,
as{ que asumimos G # {1}.

Dado g € G, g # 1, consideramos un valor V. Por el Lema 4.2.12, sabemos que V, es
un ¢-subgrupo primo de G. Por el Corolario 4.2.10 sabemos que el conjunto de clases
laterales a derecha de V,, R(V}), es un conjunto totalmente ordenado bajo el orden
dado por

Vof < Vyh i< f < ch para algin c € V.

Tomemos Q = U{R(V,) : g € G, g # 1}, el cual estd totalmente ordenado por:
V,f<WVikie= g<h 6 g=hyV,f<Vk
Consideremos ahora las aplicaciones:

¢o: G — AQ)
hl—>g0h

©p - Q — Q
Vof '+ Vohf
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Para probar que ¢ es un f-isomorfismo, antes debemos ver que ¢ es un homomorfismo
de grupos y que p; es biyectiva y preserva el orden.
En primer lugar, veamos que ¢ es un homomorfismo de grupos. Dados a,b € G y
Vyk € €2, tenemos que

Oab) (Vyk) = wus(Vk) = Vyabk

¢(a)p(0)(Vok) = @a 0 ob(Vok) = @a(Vybk) = Vyabk

Y por tanto ¢ es un homomorfismo. Ademas ¢ es inyectivo puesto que dado h € G

entonces se tiene que
¢(h) =1id <= V,hk = V,k para todos g,k € G,g # 1

< heV,paratodoge G <= h=1.

En segundo lugar, veamos que @5 con s € G es sobreyectiva. Para cada V,f € Q,

podemos tomar h = s~'f € G de modo que ¢s(V,h) = Vysh =V, f, con lo cual tenemos
que , es sobreyectiva.
Veamos ahora que dado s € G, ¢, preserva el orden. Sean V, f, V3 k € Q tal que V, f <
Vik, entonces se tiene que, o bien g < h, o bien g = h y V,f < V,k. Si g < h, entonces
Vysf < Visk, es decir ¢4(V,f) < os(Vik). Si g = h, entonces V, f < V k y, por el orden
definido en R(V}), existe ¢ € V, tal que f < ch y tenemos dos casos:

. Sis>1, entonces sf < schy Vysf < V,sk, es decir ps(V,f) < @s(Vik).
. Si s <1, entonces sf < ¢ thsy, al igual que antes, ps(V,f) < ps(V,k).

Por tanto ¢, conserva el orden. Como ¢, es sobreyectiva y preserva el orden, entonces
es inyectiva.

Por 1ltimo, veamos que ¢ es un /~-homomorfismo de ¢-grupos. En concreto, veamos que

¢(h V1) =o(h) V().

Notamos que sea g € G\ {1} y k € G, se tiene ¢(1) = p1(Vyk) = id(Vyk). Dado
g € G\ {1} y k € G, entonces

d(h V1) =0¢h)Vid <= @uv)(Vyk) = (on V id)(Vyk)
< V,(hV 1)k =V,(hk)V V,k.
Por como hemos definido el orden en R(V}), tenemos que, como
k<(hV1)k y hk < hkVk=(hV1)k,

entonces

Vok <Vo((hVDE) y  Vohk < Vy((hV 1)k),
es decir, Vyjk vV Vyhk <V ((hV 1)k).

Consideramos ahora Vg% tal que Vg% > Vyk vV Vyhk, entonces tenemos dos casos:
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. Sig > g, entonces por el orden definido en (2, se tiene Vg% > Vy((hV1)k), y hemos

terminado.

. Si g = g, entonces ng > Vyk vV VyhE y por tanto, existen ¢, ¢y € Vj tales que
k< 017{; y hk < 027%. Como V,, es un f-grupo, tenemos que ¢ = ¢; V ¢y € Vj, con
lo cual kV hk < cky (hV 1)k < ck, lo cual implica que Vo((h Vv 1)k) < Vg%

En conclusién, Vyk V V,hk = V,((h V 1)k), con lo que ¢(h V 1) = ¢(h) V id, que por el

Lema 3.4.3, implica que ¢ es un ¢-homomorfismo. O

Obsérvese que si GG es un grupo infinito no es dificil comprobar que el cardinal de 2

es, a lo sumo, el cardinal de G.
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