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Resumen

Al aplicar el algoritmo de Euclides tal y como hemos visto en el grado en el caso
de polinomios con coeficientes racionales ocurre el fenémeno llamado explosion de
coeficientes. El tamano de los coeficientes de los polinomios intermedios hace que
este algoritmo no sea eficiente en la practica para polinomios de grado moderado.

En esta memoria trabajaremos con polinomios con coeficientes en un cuerpo
de ntimeros. Presentamos y analizamos un algoritmo alternativo propuesto por
Langemyr y McCallum, basado en una algoritmo similar propuesto por Brown en
el caso de polinomios con coeficientes racionales, que realiza el cdlculo del maximo
comUn divisor sobre varios anillos finitos para luego reconstruir el maximo comun
divisor original usando el Teorema Chino de los Restos.

Palabras clave: Maximo comun divisor, Teorema Chino de los Restos, Resultante,
Discriminante, Subresultante, Entero algebraico.

Abstract

When applying Euclid’s algorithm to the case of polynomials with rational
coefficients, the phenomenon known as coefficient explosion arises. The size of
the coefficients of the intermediate polynomials makes this algorithm unfeasible in
practice for polynomials of moderate degree.

In this report, we study the case of polynomials with coefficients in a number
field. We present and analyze an alternative algorithm proposed by Langemyr
and McCallum, based on an algorithm proposed by Brown for the case of rational
coefficients, that computes greatest common divisor over several finite rings and
then reconstructs the original greatest common divisor using the Chinese Remainder
Theorem.

Key words: Greatest common divisor, Chinese Remainder Theorem, Resultant,
Discriminant, Subresultant, Algebraic Integer.






Capitulo 1

Introduccion

El algoritmo de Euclides, que aparece en la proposicion segunda del séptimo libro
de los Elementos, es un sencillo método para el calculo del maximo comun divisor
de dos numeros enteros. Se puede extender de manera natural para el calculo del
maximo comun divisor sobre dominios euclideos. En el caso particular de polinomios
con coeficientes en Q no es un método eficiente. Esto se debe al crecimiento, también
conocido como explosion, del tamano de los coeficientes de los restos intermedios.
Brown y Collins desarrollaron de manera independiente en 1971 un algoritmo modular
para el caso de polinomios con coeficientes en QQ, que conseguia evitar el problema
del crecimiento de los factores [2]. Otra alternativa a estos algoritmos modulares
es usar el llamado método de las subresultantes. Este método fue propuesto por el
propio Collins [4] en 1967 y consiste a grandes rasgos en seguir el algoritmo que se
utiliza para el calculo de subresultantes. Cada cierto niimero de pasos, se dividen
los restos intermedios por un divisor de sus contenidos, reduciendo asi el tamano de
los coeficientes. Este método resulta, no obstante, menos eficiente que el algoritmo
modular.

En 1987 Langemyr y McCallum [7] propusieron un algoritmo modular basado
en el de Brown y Collins pero que funciona para polinomios con coeficientes en un
cuerpo de ntimeros algebraicos. Dados dos polinomios fy g € Q(«)[z], este algoritmo
calcula el maximo comun divisor de sus clases médulo diversos cuerpos finitos F,.
Posteriormente, se recupera el maximo comun divisor de f y ¢ aplicando el Teorema
Chino de los Restos. Obsérvese que, de esta manera, sobre cada cuerpo finito, no se
da el fenémeno de explosion de coeficientes.

Claramente, esta estrategia no se puede implementar de una manera ingenua.
Para poder reducir un polinomio médulo un cuerpo finito I,, deberemos considerar
asociados a los polinomios f y g que tengan coeficientes en un subanillo de Q(«)
donde tengan sentido estas reducciones. Por esto, asumiremos que « es un entero
algebraico, el subanillo serd Z[«a| y tomaremos las clases de f y g en Z[a]/(p)|x]. Pero,
para que Z[a]/(p) sea un cuerpo necesitamos que el polinomio minimo de « sobre Z
sea irreducible modulo p. Conocemos polinomios irreducibles sobre Z pero reducibles
moédulo cualquier primo p, por lo que esto no es siempre posible. Ademas, incluso en
el caso de que Z[a]/(p) sea un cuerpo, el célculo del médximo comin divisor puede no



conmutar con la reducciéon médulo p. Finalmente, recordemos que el méaximo comin
divisor esta definido salvo asociados. Querremos, por tanto, definir unos asociados
privilegiados h ~ ged(f,g) v hq ~ ged(f, g) de manera que h tenga coeficientes en
Zla] y su reduccién a F, sea hy,.

Recordemos que en Z[z], si f es un polinomio primitivo, el lema de Gauss nos
asegura que la factorizacion en Z[z| y Q[x] coincide. En particular, el maximo comin
divisor de dos polinomios primitivos tiene de manera natural coeficientes en Z[z].
Puede ocurrir que Z[a] no sea un dominio de factorizaciéon tnica y no podamos
aplicar el Lema de Gauss. No obstante, demostraremos que los coeficientes de un
factor de f pertenecen al anillo de enteros que, pese a que puede no ser un dominio
de factorizacion unica, cumplird una version del Lema de Gauss. Véase el Lema 3.1.7.

En la presente memoria, comenzamos en el Capitulo 2 dando un breve resumen
de la teoria de resultantes y subresultantes que nos va a permitir controlar cuando el
maximo comun divisor conmuta con la reducciéon moédulo p. Seguidamente damos
una version del Lema de Gauss conocida como el Teorema de Praga de Dedekind
para la relacién del méximo comun divisor de dos polinomios sobre Q(«) y el anillo
de enteros. En el Capitulo 3 analizamos con detalle qué tipo de anillos aparecen al
calcular la reduccién de Z(«) médulo p, para lo cual lo escribiremos como producto
de cuerpos utilizando el Teorema Chino de los Restos cuando sea posible. También
veremos qué tipo de fenémenos pueden aparecer al comparar el maximo comun
divisor de f y g v la reduccién de ged(f, g) médulo p. Finalmente, en el Capitulo 4,
discutimos el algoritmo.

Se ilustraran los distintos detalles y casos discutidos sobre el algoritmo mediante

distintos ejemplos. Estos ejemplos han sido elaborados con la ayuda del programa
SageMath.



Capitulo 2

Requisitos algebraicos

La teoria de subresultantes puede entenderse como una generalizacion de la
nocion de resultante. Permite establecer una relacion entre el maximo comin divisor
de dos polinomios y los determinantes de unas matrices definidas a partir de sus
coeficientes. Ademas, el valor de estos determinantes guardan un estrecho paralelismo
con los grados de los restos que aparecen en el algoritmo de Euclides y, bajo ciertas
condiciones, conmuta con la reduccién modulo p. En estos casos se dice que la
subresultante especializa bien.

2.1. La resultante de dos polinomios

En primer lugar, vamos a recordar brevemente la nocién de resultante de dos
polinomios y algunas de sus propiedades.

Definicién 2.1.1. Sea K un cuerpo. Sean f = Y" jax’ y g = Y7, bz’ dos
polinomios con coeficientes en K. Se define la matriz de Sylvester de f y g, Syl(f, g)
como la matriz cuadrada de tamano n + m de la forma:

Ap Gpel cve eev eee vee woooag 0 ... 0

0 Ap  cvv e i eee . oa1 ag ... O

|0 0 A 13
SYho =1y 4 bbb O ... ... ... 0
0 bn by b 0

0 0O ... ... by, b1 by ... ... ... b

La matriz de Sylvester es la matriz asociada a la siguiente aplicacién K-lineal:

—

(u(z), v(x)) u(x) f(z) +v(x)g(x).



Definicién 2.1.2. Se denomina resultante de dos polinomios Res(f,g) al determi-
nante de Syl(f,g).

En la siguiente proposicion se enuncian algunas propiedades de las resultantes ya
estudiadas en el grado que utilizaremos mas adelante:

Proposicion 2.1.3. Sean f y g dos polinomios con coeficientes en K. Entonces la
resultante de f y g cumple las siguientes propiedades:

" Res(f,9) = (=1)""Res(g, f)-

» Sif=a¢c K*, deg(g) >0, Res(f,g) =a™.
» Sig=>b¢e K* deg(f) >0, Res(f,g) =0b".
= Res(f,g) = 0 si y solo si deg(ged(f, g)) > 0.

El interés por la nocién de resultante en este trabajo proviene fundamentalmente
de la tltima de las propiedades enunciadas en la proposicion.

A partir de los siguientes resultados, que pueden encontrarse en [1], demostraremos
cOmo se relaciona el determinante de dos polinomios y los determinantes de sus
factores.

Lema 2.1.4. Sean f y g dos polinomios en K[z| no nulos de grados n y m, n > m.
Podemos escribir f = 31 a;x’, g =37 bx'. Sea r, deg(r) = p < m, el resto de
dividir f entre g, f = qg + r. Supongamos que r es no nulo. Entonces:

Res(f,g) = (—=1)""b"PRes(g,r).

Demostracién. Sea r = Y b_,c;xt. En primer lugar, Res(f,g) = (—1)"™Res(g, f).
Por lo tanto es suficiente probar Res(g, f) = b ?Ref(g,7).

A partir de la igualdad f = qg + r es posible hacer ceros en la matriz Syl(g, f)
va que deg(r) < g. Podemos escribir ¢ = Y 1-)" d;x*. Entonces f = Y>I" d;x'g + r.
Por lo tanto, restando a una fila con los coeficientes de f como entradas, multiplos
de filas de g, pasamos de tener los coeficientes de f en dicha fila a los coeficientes de
r sin que el determinante de la matriz cambie. Escribiendo r = >°F_ ¢;2*, la matriz
tendra la forma:

bm e bm,(n,p)+1

0 b, e

0 0 by . bo 0
0 0 bm bO
0 0 Cp Co 0
0 0 Cp Co



En las primeras n — p columnas tenemos sélo una submatriz triangular superior
con b, en la diagonal. Desarrollando el determinante por estas columnas obtenemos:

by ... by ... 0
_ by ... bo _
—_ Kn—p m __ j}n—p
R&S(g,f)—bm Cp o 0 _bm R€S<g77’).
0
Cp ... O

Entonces Res(f,g) = (—1)""Res(g, f) = (—1)""Res(g,r) como queriamos probar.
[l

Lema 2.1.5. Sea K un cuerpo y sean f y g dos polinomios no nulos en K[z|. Sea

n

f=a,[[(z - ), g="bm [[(z—5),
=1 =1
la factorizacion de f y g en alguna clausura algebraica de K donde alguno de los
factores pueden aparecer repetidos. Entonces:

Res(f,g) = a*bl" HH

i=1j=1

Demostracion. Denotemos Dif f(f,g) = a;'by, T2, [T/, (o — B;) y veamos por

induccion sobre la longitud en la sucesion de restos del algoritmo de Euclides aplicado
a fy g para calcular ged(f, g) que Res(f,g) = Diff(f,q).

En el caso base, la longitud de restos es minima = g = ged(f, g). En este caso
se tiene que si g es constante entonces Res(f,g) = b, ya que Syl(f, g) es una matriz
diagonal con n filas y columnas, el grado de n y los elementos de la diagonal son
by, = g. Por lo tanto en se cumple Res(f,g) = Dif f(f,g). Si por otro lado ni f ni g
son constantes, tanto la resultante como Dif f(f, g) se anulan porque tienen raices
en comun en la extension algebraica.

Supongamos ahora que es cierto para pares f y g tales que la sucesién de restos
del algoritmo de Euclides para llegar hasta su ged tiene longitud menor o igual que
k — 1 y probemos la igualdad para un par cuya la longitud sea k. Sea f y g dicho
par. La primera division del algoritmo serd f = gg + r. Como f y g necesitan k
divisiones, g y r necesitan k — 1 ya que son las mismas que para f y g salvando la
primera. Entonces, por hipétesis de inducciéon, Dif f(g,r) = Res(g,r). Sea p < m
el grado de 7y 7 = ¢, [T—1(x — ;) su factorizacién. Con esto y teniendo en cuenta
que Res(f,g) = (—=1)""b"PRes(g,r) se llega a la igualdad deseada desarrollando

Diff(f,9):

Diff(f,g) = a;'by, H H )" ag'by, H H

1=1j5=1 1=1j5=1



— ”mb”H—lmf B;) = (=1)""b, H (ag +7)(5;) =

m m p
j : ’ :

= (=1)""0, P Dif f(g,7r) = (=1)""b} " Res(g,7) = Res(f, ).

La igualdad que establece el lema que acabamos de demostrar suele utilizarse a
menudo como la propia definiciéon de resultante de dos polinomios.

Lema 2.1.6. Sean [ y g dos polinomios con factorizacion f = a, [} q(x — ;) y
g ="bn 11" (x — Bi) en una clausura algebraica, entonces

n

Res(f,g) = a Hg(Oéi) )"y, H f(8;)-

i=1
Demostracion. Es inmediato a partir del lema anterior. En la primera igualdad basta
con observar que g(a) = b, [T~ (a—G;) y, para la segunda, f(3) = a, [T\, (f—a;) =
(=D =i (e = B). O
Teorema 2.1.7. Sean f, g € K[x] dos polinomios no nulos y f = f1--- fr, g =

g1+ gs factorizaciones de [ y g en K[x] no necesariamente en factores irreducibles
o distintos. Entonces

Res(f,9) H H Res(f3, 95)-

i=1j=1

Demostracion. Es suficiente con demostrar, sin pérdida de generalidad, que

Res(f,g) HRes fir9)

ya que en ese caso, para cada 1 <4 < r se tendria
Res(fi,9) H Res(fi, g;)-

y por lo tanto,

Res(f,g) H (H Res(fi,gj)) = H H Res(fi, g;)-
i=1 \j=1 i=1j=1
Sea K la clausura algebﬁraica de fyg.Sean f = a, [[\-)(v—;) y g = b [Tj2, (cr—
f3;) las factorizaciones en K. Cada g; tendra una factorizacién g; = b;(z —a;1) -+ - (v —
@jy(;)) sobre K, de forma que

m S

(x—p;) = 1;[( (x — ay1) --(x—ajt(j))).

j=1



Res(f,g) = a' TI7, g(a;) y, en particular, para cada g;,

n

Res(f,g;) = al¥) [T g5(e).
i=1
Entonces:

n

Res(f,g) = ap' [ 9(ci) = ayy ﬁ (H gj(ai)> =

i=1 i=1 \j=1

_ H <a¢5j> Zﬁlgj(aa) ijIIRes(f, 9):

2.2. Teoria de subresultantes

La teoria de subresultantes amplia la de resultantes y la usaremos explicitamente
para caracterizar los pirmos p para los cuales el algoritmo de Euclides fallard en un

anillo (Z(a))/(p)) que no sea cuerpo o los casos en los que el maximo comin divisor
no conmute con la reduccion modulo p.

Sea K un cuerpo, f y g polinomios de grados n y m respectivamente en K|x].
f = Zaixna g = szx”
=0 =0
Se define la siguiente aplicacion lineal:
Wy Klalomoy ¥ Klolany  — Kle)comoy/Klel,
(u(z),v(x)) = (u(@)f(2) + v(x)g(x))/ /2.

Donde z//y representa el cociente de la divisién de z entre y. Observamos en primer

lugar que si 7 = 0, Uy es la aplicacién lineal que define la matriz de Sylvester de f y
g.
Tomando las bases

P

BS: [xmijil,...,1;$n7j71,...,1], BLL: [l’neril ,Ij],

la matriz de ¥; es la matriz cuadrada de tamano (m +n — 2j) de la forma siguiente:

Ap Qpel +ov eev e eve oo ap 0 ... 0
0 Qp, B 2 ¢ 70 T 0

|0 0 an, a;
V= b bm—1 by O 0
0 b 0 by 0

0 0 b, b;



VU resulta por tanto de eliminar las primeras j filas y j columnas, las siguientes j
filas a la fila m y las dltimas j columnas de la matriz de Sylvester.

Definicién 2.2.1. Se denomina j-ésimo coeficiente subresultante principal de f y g
al determinante de ;. Lo denotaremos por sRes;(f, g).

La resultante es un caso particular de coeficiente subresultante principal, en
concreto, ambas nociones coinciden uando 57 = 0. Recordemos que el interés por el
estudio de las propiedades de las resultantes provenia de su relaciéon con el maximo
comun divisor de dos polinomios, en la primera parte de esta seccién vamos a ver
como generalizar esta propiedad al resto de coeficientes subresultantes.

El siguiente teorema nos permite conocer bajo qué condiciones la subresultante
de dos polinomios conmuta con un homomorfismo, especializa bien.

Teorema 2.2.2. Sean f, g € K[z]. deg(f) =n, deg(g) =m < n. Sea ¢ : K — K’
que se extiende a ¢ : K[z] — K'[z] definiendo ¢(x) = x y tal que deg(op(f)) = n,
deg(o(g)) = p < m. Entonces si 0 < j < p:

¢(sRes;(f,9)) = olayP)sRes; (6(f), #(g))-

Demostracion. Sean a,,...,aqy by, ..., by los coeficientes de f y g respectivamente
con a, # 0y by, # 0. Dada la matriz de Sylvester (Vy) de f y g,

Qp

0 ... a,

0 an,

0 ... 0 Ap ... ag
b bpr1 by

0 by b1 b,

0 ... by ... b, ... by

Llamando o; = ¢(a;), B; = ¢(b;). Sabemos que 5; = 0 para j = p+1,...,m.
Entonces



0 Q.

0 o,

0 0 “ .. an aO )
0 0 B

O ... 0 0 ... B

0 ... 0 ... By ... bo

es la matriz ¢(Wo(f, g)). Si quitamos las j primeras filas y columnas con j < p,
asi como las filas m + 1 a la m + j y la dltima columna, se tendra ¢(¥o(f,g)). Esta
matriz, de tamano m + n — 27 tiene un primer bloque triangular superior de tamaifo
m — p. Desarrollando el determinante de esta matriz por los elementos de la diagonal
de este primer bloque se tiene:

det(&(o(f,g)) = d(sRes;(f.9)) = at - det(H).

Donde H es la submatriz compuesta por las ultimas n + p — 27 filas y columnas que
es precisamente sRes;(¢(f), ¢(g)). Por lo tanto:

¢(sRes;(f,9)) = dla,")sRes;(¢(f), d(g)),
como queriamos ver. O

Lema 2.2.3. sRes;(f,g) = 0 siy solo si existen u,v € K[z] no nulos, deg(u) < m—7j,
deg(v) < n —j tales que deg(fu + gv) < j.

Demostracion. sRes;(f,g) = 0 siy solo si el nicleo de la aplicacién ¥, es no trivial,
es decir, si y solo si existen u,v € K[z] no nulos, deg(u) < m — j, deg(v) < n —j
tales que U, (u,v) = 0 si y solo si deg(fu + gv) < j. O

Lema 2.2.4. Supongamos deg(f) = n < m = deg(g). Sea h = ged(f,g) y d su
grado. Son equivalentes:

- j<d.
» Existen u,v € K[z] no nulos, deg(u) < m —j, deg(v) <n—j con fu+gv=0.

Demostracion. Supongamos que j < d. Sean u = g/h y v = — f/h. Entonces se tiene
fu+gv=0condeg(u)=m—-—d<m-—jydegv)=n—d<n-—j.

Supongamos ahora que existen u,v € K[z] no nulos, deg(u) < m — j, deg(v) <
n — j con fu-+ gv = 0. Sea r el grado de u, entonces deg(fu) = n + r y, como
fu+gv =0, deg(gv) = n+ r. Por lo tanto, deg(v) = deg(gv) — deg(g) =n+r —m.
Por otro lado, f divide a —gv y deg(ged(f,v)) < deg(v) = n + r — m, luego
d =deg(ged(f,9)) >n—(n+r—m)=m-—r>m-—(m—7j) =j. O



Teorema 2.2.5. En las condiciones anteriores, d = deg(ged((f,g)) si y solo si
» para 0 < j < d, sRes;(f,g) =0.
» sResy(f,g) # 0.

Demostracion. Por el lema anterior, tomando j = d, existen u y v no nulos tales
que deg(u) < m —dy deg(v) <n—dcon fu+ gv=0.Siahora j < d, deg(u) <
m — jydeg(v)n — j con fu+ gv =0y, luego (u,v) € ker(¥;) y su determinante se
anula.

Veamos ahora que sResy(f, g) # 0. Supongamos por reduccion al absurdo que
sResq(f,g9) = 0, entonces existen u, v no nulos deg(u) < m — d, deg(v) < n —d
con deg(fu +vg) < d. Como h = ged(f,g), fu+ vg es multiplo de h, tiene que ser
fu+wvg = 0. Por lo tanto, deg(u) < m —d—1, deg(v) <n—d—1 con fu+wvg=0.
Por el lema anterior, esto implica que d + 1 < d lo cual es absurdo. Asi se tiene que
sResq(f,g9) # 0.

Sea ahora d > 0 tal que para 0 < j < d, sRes;(f,g) = 0y sResq(f, g) # 0. Esto
es equivalente a decir que d es el menor para el cual sResy(f,g) no se anula. Por la
implicacién anterior, esto equivale a que d sea el grado del ged(f, g).

O
Corolario 2.2.6. Sea 0 <j<msim<ny0<j<m-—1sim=n.
deg(ged(f,g)) > j siy solo si sResy(f,9) =--- =sRes;_1(f,9) =0
Demostracion. Como sRes;(f,g) = 0 para 0 < j < deg(ged(f,g)) y, como d =
deg(ged(f,g)), sResq(f, g) # 0, se tiene el resultado. O

Los coeficientes subresultantes permiten entonces conocer el grado del ged de dos
polinomios: sera el primer nimero natural j tal que el j-ésimo coeficiente subresultante
principal es no nulo.

En cada paso del algoritmo extendido de Euclides se expresa el resto de dividir
dos polinomios como una combinacién lineal de los mismos de la forma

r=uf+ g,

con r el resto de dividir f entre g y v y v los polinomios proporcionados por el
algoritmo que cumplen la relacion. El siguiente teorema permite describir los grados
de u y v a partir del grado del resto correspondiente.

Teorema 2.2.7. Sean f,g, deg(f) = n > m = deg(g). Seanro = f, r1 =g, ...,
rr = ged(f, g) la sucesion de restos del algoritmo de Euclides para el cdlculo del ged.
Sean

ri = fu; + gus,

los polinomios que aparecen en el algoritmo extendido de Fuclides. Sea 2 < j < k,
entonces deg(u;) = m — deg(r;—1) y deg(v,;) = n — deg(rj_1).

10



Demostracion. Vamos a probarlo por induccién en j, para 7 < 2. En primer lugar,
dado que 1o = fy ri = g:

ro = fup+gve; f=f-1+g-0,

r=fur+gvi; g=f-0+g-L

Sea 2 < j, la divisién con resto r;_9 es rj_o = r;_1q + r;. Entonces, por el propio
algoritmo de Euclides extendido se tiene:

ry = Tj-2 —Tj-1q,
Uj = Uj—2 — Uj-14,
vy = Uj—2 —Vj-14.

En el caso base j =2, ro = f-1—g-q, y por lo tanto deg(q) = n — m. Asi

Uy = 17 deg(u2) - 0 = m—- deg(g) = m-— deg(rl)a
ve = —q; deg(vy) = n—m = n—deg(g) = n—deg(r).

Por lo tanto el enunciado se cumple para j = 2.
Tomemos ahora j > 2 y supongamoslo cierto hasta j — 1, se tiene por un lado las
expresiones del par de restos previo:

Tj—2 = fuj_o+ gu;_s,
Tji—1 = fuj,l + qu;—1.

Ahora r;_9 = 1;_1q+ r; con deg(q) = deg(r;_2) — deg(r;_1) > 0, ya que deg(rj_o) >
deg(r;_1) pues j > 2. Por tanto, sumando las expresiones anteriores

rj = f(uj—2 — quj_1) + g(vj—2 — quj_1)
Por hipétesis de induccién, deg(uj_1) = m — deg(r;j_2), deg(vj—1) = n — deg(rj_2).
Ahora u; = u;_o — quj_1, v; = vj_o — qu,_1. Distinguimos dos casos:
Sij=3,us=mu —quy = —qua y v3 =01 — qua = 1 — qua. Asi,

deg(usz) = deg(qus) = deg(q) deg(uz) = deg(ry)—deg(ry)+m—deg(r;) = m—deg(rs),

deg(qus) = deg(ry) — deg(ra) +n — deg(r1) = n — deg(rz) > 0 = deg(vy),

luego
deg(vz) = deg(1 — quy) = deg(qus) = n — deg(rs).
Sij>3
Uj = Uj—2 — qUj—1,
por induccién se tiene por un lado deg(u;—2) = m — deg(r;_3) y, por el otro,

deg(quj_1) = deg(rj_2) — deg(r;—_1) + m — deg(rj_2) = m — deg(rj_1). Necesita-
mos ver que al sumar u;_o y —qu;_1, el grado de la suma es el grado de —qu;_1, esto
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es, m—deg(r;_1). Para ello basta con ver que m —deg(r;_;) > n—deg(r;_3). Pero co-
mo deg(r;_1) > deg(rj_s), deg(qu;_1) = m —deg(r;_1) > m —deg(r;_3) = deg(u;_s)
y deg(u;) = m — deg(r;-1).

De la misma manera, deg(vj_o) = n — deg(rj_3) y deg(qu;—1) = deg(rj_2) —
deg(r;—1) + n — deg(rj_2) = n — deg(rj_1). Como deg(r;_1) > deg(r;_s), se tiene
finalmente deg(v;) = n — deg(r;_1).

[

La propiedad de los grados de u y v aqui encontrada permite aplicar el Lema
2.2.3 para relacionar u y v con los coeficientes subresultantes. Esto es, establecer una
relacion entre la sucesién de restos de f y g y los posibles valores de sRes;(f, g).

Teorema 2.2.8. Sij < m es el grado de uno de los restos de la sucesion de Euclides,
entonces existen polinomios u y v de grado exactamente m—j yn—j respectivamente
tales que

deg(fu+ gv) < j.

Demostracion. Sea a con deg(r,) = j. Entonces, por el teorema anterior rqyq =
fua—i-l + gUa+1, CON deg(ra-f—l) < d(ra) = jv deg(ua-‘rl) =m _j, deg(va+1) =n _j' En
el caso j = deg(ged(f,g)), rar1 = 0y los polinomios son los cofactores de fy g. [

Teorema 2.2.9. Sea deg(ged(f, g)) < 7 < m. Si el grado j no aparece en la sucesion
de restos de FEuclides, existen u, v no nulos, deg(u) < m — j, deg(v) < n — j tales
que deg(fu + gv) < j. En particular, la subresultante se anula.

Demostracion. Sea a con deg(r,) > j > deg(rq+1). Entonces

Tat1 = [Ugr1 + GUast1,

con deg(ryy1) < j, deg(ugy1) = m—deg(r,) < m—j, deg(vyr1) = n—deg(r,) < n—j.
Aplicando ahora el lema 2.2.3, se tiene que sRes;(f,g) = 0. ]

Por lo tanto, la sucesién de restos del algoritmo de Euclides aporta informacién
sobre como seran las subresultantes. En concreto, si no aparece el grado j en
la sucesion, el j-ésimo coeficiente subresultante principal j se anula. Veamos que
realmente es una relacién bidireccional.

Teorema 2.2.10. Sea r; uno de los restos de la sucesion de Fuclides, deg(r;) = j.
Sean riv1 = fu+ gv, con deg(u) =m — j, deg(v) =n — j la expresion del siguiente
resto. Sean t y s dos polinomios no nulos con deg(t) < m — j y deg(s) < n —j tales
que deg(ft+gs) < j. Entonces deg(t) = m—j, deg(s) = n—j y eziste una constante
k cont=kuys=kv.

Demostracion. Escribiremos (¢, s) para referirnos al vector con ¢ en su primera
coordenada y s en la segunda.

Por induccién en la longitud de la sucesion de restos. El caso base es si g divide a
f. Entonces 0 = f —gq. Si ft+gs =0, deg(t) <m—m =0yt #0,deg(s) <n—m,
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y por el teorema de unicidad de cociente y resto, gs = — ft = —qgt = s = —qt. Por
lo tanto, (1,—q) = k(t,s) con k =t~ y deg(t) =m —m =0, deg(s) =n — m.

Supongamos ahora que el enunciado es cierto para secuencias de restos de longitud
k — 1 y veamos que se cumple para longitud k. Sean f y g con una secuencia de
restos de longitud k, sea ro = f — ¢1¢ el primer resto y sea r; uno de los restos de
la sucesion de Euclides de f y ¢g. Entonces r; también es un resto de la sucesiéon de
Euclides de g y ro, que en este caso sera de longitud k£ — 1. Supongamos ahora que
tenemos t y s. Entonces se puede escribir:

()= G ()
Tit+1 Uit+1 Vit g)

Ahora, sea a;, b; los coeficientes del algoritmo extendido de Euclides, con g y 7.

T; . a; b; g\ a; b; 0 1 f
Ti4+1 n Qit1 bi+l T2 o Qit1 bi+1 1 —q g)

Entonces: tf + sg = t(gq+ r2) + sg = (tq + s)g + try donde deg(t) < m — j. Veamos
que deg(tq + s) < deg(rs) — j:

Como t y s cumplen las condiciones del teorema, en particular deg(tf + sg) =
deg((tq+s)g+tre) < j. Tomando el segundo sumando, deg(try) = deg(t) +deg(rs) <
m + deg(ry) — j. Ahora bien, deg((tg + s)g) = deg(tq + s) + m, por lo tanto,
necesariamente deg(tq + s) < deg(r2) — j ya que en caso contrario, deg((tq + s)g) >
m + deg(re) — j > j por ser j el grado de un resto posterior a ry en la secuencia de
restos del algoritmo. De esta manera, deg(tq + s) > deg(ry) — j contradice que el
grado de tf + sg sea estrictamente menor que j.

Por lo tanto,g y ro tienen una secuencia de restos del algoritmo de Euclides
de longitud k — 1y tq+ s y t, deg(tq + s) < deg(rs) — j y deg(t) < m — j, tales
que (tq + s)g + tro < j. Aplicando la hipéteis de induccién a g y ro tenemos que
(tq+ s,t) = c(a;s1,biy1). Pero entonces:

—q

(1t7=9)=(7tc11+s,1t).(gJ 1 ):

0 1
= C(Gi+1,bz’+1) (1 —q1> = C(ui+1'vi+1)-

La ultima igualdad se prueba observando que

Ui+1 Vig1 =1 1 —qi—j+1 ‘

Para ello procedemos por induccién sobre ¢ teniendo en cuenta las igualdades que
definen el algoritmo extendido de Euclides:

U; = Ui—2 — Gi—1Ui—1,
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Vi = Vi—2 — ¢i—1V;—1.

En el caso ¢ = 1, se tiene la igualdad buscada de manera inmediata

Uy V1) 0 1
Uz Vg I —q)°
En el caso i = 2,

0 1 0 1 . 0 1 Uy U1 .
1 —q) \1 —q 1 —q) \ua v
o Ug V9 U2 V2
Uy — GaUz V1 — q2U2 us v3)

Supuesta cierta la igualdad hasta i, vemos que también se da para :

= (0 1 0 1\ (0 1
m ) =0 )i ) -

_ (0 1 Uil Vi—1) u; v; [ w v
S\l —q; Us (% n Uj—1 — iU Vi—1 — 3V B Uil Vig1)

Por lo tanto, tenemos

con lo que finalmente,
a; b 0O 11\ = (0 1 w v
Qjt1 bi+1 I —q j=1 1 —Gi—j+1 Ui+l Vig1 '

Corolario 2.2.11. Sir es uno de los restos de la sucesion de Fuclides, deg(r) = j,
no existen t y s no nulos, deg(t) < m — j, deg(s) < n —j tales que deg(tf + sg) < j.
En particular, la subresultante no se anula.

]

Demostracion. Supongamos que existen t y s de grados deg(t) < m — j y deg(s) <
n — j tales que deg(tf + sg) < j. Sean u y v los polinomios que definen el siguiente
resto en la sucesién, deg(u) = m — j, deg(v) = n — j, y por el teorema anterior,
existird una constante k tal que (t,s) = k(u,v). Pero deg(u) = m — j > deg(t) y
deg(v) =n — j > deg(s) asi que el tnico k que satisface la igualdad es k = 0.

Aplicando ahora el lema 2.2.3, se tiene que sRes;(f, g) # 0. O]

Teorema 2.2.12. Sea f =rg, g =11,...,7 = ged(f, g) la sucesion de restos de
Euclides de f y g n < m. Entonces un resto de grado i aparece en la sucesion si y
solo si sRes;(f,g) # 0.
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Demostracion. Es consecuencia directa de los resultados 2.2.9 y 2.2.11: Si un resto
de grado i aparece en la sucesién, por 2.2.11, sRes;(f,g) # 0, mientras que si no
aparece sRes;(f,g) = 0 aplicando 2.2.9. ]

Con esto sabemos que, dados dos polinomios f y g, si sRes(f,g) = 0, al aplicar
el algoritmo de Euclides a f y ¢ no aparecerd un resto de grado j. Del mismo modo,
si se tiene la sucesién de restos, se conoce qué coeficientes subresultantes principales
son nulos y cuales no. Durante la ejecucion del algoritmo modular, se empleara el
algoritmo de Euclides para calcular el ged de dos polinomios en distintos cuerpos y
sera 1til conocer de antemano si la sucesion de grados que aparece en el algoritmo
de Euclides es la misma en cada caso. Esta relacion nos permitira caracterizar dicha
sucesion.

2.3. Teorema de Praga de Dedekind

En esta seccion recordamos las nociones de entero algebraico y anillo de enteros
de un cuerpo de nimeros. El motivo de trabajar con el anillo de enteros de Q(«) en
nuestro contexto es porque nos va a permitir acotar como son los coeficientes del
maximo comun divisor de dos polinomios.

Tratar de calcular la clausura entera de Z puede resultar muy costoso arruinando
la eficiencia del método. Dedicamos esta primera parte a dar cotas de como deben
ser los denominadores que pueden aparecer al calcular el maximo comun divisor.
Recordemos en primer lugar la nocién de entero algebraico y fijemos la notacién.

Definicién 2.3.1. Dado un niimero § € C, se dice que § es un entero algebraico
sobre 7Z si es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en Z.

Proposiciéon 2.3.2. El conjunto de los enteros algebraicos sobre 7 forma un subanillo
de C.

Definicién 2.3.3. Denotaremos por o al anillo de los enteros algebraicos sobre Z.
Sea K C C un cuerpo que contiene a Z, denotaremos por ox = 0 N K los enteros
algebraicos sobre Z en K.

Proposiciéon 2.3.4. Los unicos enteros algebraicos sobre Z: racionales son los nimeros
enteros. Es decir, og = Z.

Los siguientes resultados nos permitirdn demostrar la versién del lema de Gauss
para anillos de enteros algebraicos conocida como el Teorema de Praga de Dedekind
que aparece en el libro de Pollar [9].

Lema 2.3.5. Sea f = ag+ a1x+ ...+ a,x™, n > 1 un polinomio cuyos coeficientes
son enteros algebraicos. Sea p una raiz de f. Entonces los coeficientes de xffp son
enteros algebraicos.
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Demostracion. Por induccion en el grado del polinomio.

Py — — — —ag f — 4. Gotaiz _ :
Sin=1, f=ay+az,p= ot Thaosan) = Maerare = 01 €S UD entero algebraico.
Supongamos ahora que el enunciado es cierto para polinomios de gradon — 1y

probémoslo para polinomios de grado n.

Primeramente, como f(a,z/a,) = f(p) = 0, tenemos que a,p es raiz de:

Su(2)

i=0 n

si multiplicamos por a”~! tenemos que a,p es raiz de:
n—1 o
" + Z aiaz—l—zzz’
=0

y a,p es raiz de un polinomio moénico con coeficientes enteros algebraicos, tenemos
que a,p es, a su vez, un entero algebraico.
Sea ahora

g=f—aa""!(z—p).
Tenemos que g es un polinomio de grado n — 1 con coeficientes enteros algebraicos

y p es una raiz de g ya que ambos sumandos se aunlan en x = p. Por hipdtesis de
induccién, los coeficientes de g/(z — p) son enteros algebraicos. Pero

_ n=1(p _
g _ f anT (JI p) — f o anwnfl,
r—p r—p r—p
luego
f — 9 + Clnl’n_l,
r—p T—=p
tiene también coeficientes enteros algebraicos. O]

Lema 2.3.6. Sea f =ap+ a1z + ...+ a,x", n > 1 un polinomio cuyos coeficientes
son enteros algebraicos. Escribamos

f=an(z —p1)--- (& —pn),

la factorizacion de f. Entonces para cada subconjunto {iy,...,1;} C {1,...,n}
tenemos que

AnDiy = Piy s

es un entero algebraico.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, reordenando las raices, basta probar que
app1 - -+ p; es un entero algebraico.
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Aplicando el lema anterior, los coeficientes de # son enteros algebraicos y

n
P1, P2, - - - Pn—1 SON sus raices. Aplicando de nuevo el lema, W
nomio cuyos coeficientes son enteros algebraicos y cuyas raices son py,ps, ... Pn 2.

Aplicando el lema n — j veces se llega a que los coeficientes de:

f
(@ =pj) -~ (2 = pn)

son enteros algebraicos. En particular, su término independiente

j es un poli-

= (o= p) (2 = 7).

(—1)janP1 © Py
es un entero algebraico. ]
Teorema 2.3.7. [Teorema de Praga de Dedekind] Sean g y h con coeficientes en
un cuerpo K C C, g = Y0, gix’, h = 3" hx'. Sea ok el anillo de enteros de K.
Supongamos que 0 € ok, que f = gh € oglx] y % € ok|x]. Entonces, para cada par

de indices i,j tenemos que giThj € og. (Si 6 divide a cada coeficiente de f en o,
entonces 0 divide a cada producto cruzado g;h; en o).

Demostracion. Sea E un cuerpo de escision de f sobre K y sea og el anillo de enteros
de E. En FE[z| podemos escribir

g=g(x—p1)--(x—pn), h=hp(r—q) - (x—qn), D¢ €E,

f= gnhm(z —p1) -+ (x = pu)(x — @) -~ (= gm) € 0p[z],
por hipotesis

L9y ) p) @) ) € 0sla]

por el lema anterior aplicado a este polinomio, tenemos que todos los posibles
productos:

Gnhim
S Dty " DPtplsy * " qs; € OF.
Ahora
g’th 1 n—i m
bt (e s 1) (oo E 1)
[I|l=n—itel |J|=m—j s€J
_ (_1)n+m—i—j Z <9n m Hpt H qs> '
[I|=n—1 tel seJ
|J|=m—j

’ . ./ h .
Como cada sumando de esta tltima expresion pertenece a 0, tenemos que QIT] €o0p.

Ahora giThj € K y es un entero algebraico, tenemos que giThj € 0x y, por tanto,
gihj € o y 0 divide a g;h; en og.
m
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Capitulo 3

Escogiendo los primos correctos

3.1. Una cota para el maximo comun divisor

Sea « € C un entero algebraico con polinomio minimo r(y) perteneciente a Z[y].
A partir de r(y) se tiene el siguiente dominio

Sea Q(«) su cuerpo de fracciones.

Dado f € R[z]. Sea § su coeficiente principal, entonces 6~ f € Q(a)[z] es el poli-
nomio moénico asociado a f. Si escribimos sus coeficientes en la base {1,a,...,a" "'}
tendremos

s n—1 f
oE (S
i=0 \j=0 %ij

Tomando a = lem(a;;) € Z, ad~'f € Z[a][x] y su coeficiente principal es el
nimero entero a.

Podemos suponer por tanto, sin pérdida de generalidad, que vamos a calcular el
maximo comun divisor de dos f y ¢ con coeficientes en R[z] y coeficientes directores
aybelZ.

Si z = ged( f, g) ménico en Q(«)[z] buscamos una cota de un entero ¢ que dependa
de a, by ay tal que cz € R[z|. La dependencia de ¢ respecto de « viene dada por el
discriminante.

Definicién 3.1.1. Dado r un polinomio sobre un dominio de integridad. Sean n
su grado y d su coeficiente director. Se define el discriminante de r a partir de la
siguiente expresion:

disc(r) = (=1)"" Y2 Res(r, 1) /d,
donde 7’ es la derivada de r.

Sea A el discriminante de r, nuestro préximo objetivo es demostrar que basta
tomar como cota ¢ = A - ged(a, b).
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Definicién 3.1.2. Dado un dominio X, sea Y su cuerpo de fracciones y x € X
un elemento cualquiera no nulo. Escribiremos (1/2)X para referirnos al siguiente
conjunto:

=1/)X={yeY :z-ye X}

Este conjunto es un subgrupo de Y con la operaciéon suma heredada, pero no es
un subanillo de Y ya que no es cerrado para el producto. Por otro lado, contiene a
X y es un X-modulo.

Definicién 3.1.3. Sea « raiz del polinomio minimo r de grado n. Sean o = oy,

g, ..., a, € C sus conjugados.Definimos la matriz de Vandermonde de o como la
matriz:
2 n—1
1 v of ... of X
2 n—
1 s a5 ...
V() = :
2 n—1
1 o o ... ap

La demostracién de la siguiente proposicién puede encontrarse en [3]. La igualdad
establecida entre el determinante de la matriz de Vandermonde de un elemento
entero algebraico y el discriminante de su polinomio minimo permite interpretar el
discriminante, que es un ntmero racional, como el cuadrado de un elemento en un
cuerpo de nimeros

Proposicion 3.1.4. Se tiene la relacion discr(r) = A = det(V(a))?.

Demostracion. Sean a = aq, ..., ay, las raices de r en su cuerpo de escision. Como r
es el polinomio minimo de «, todas las raices son distintas. Sea ahora la factorizacién
de r,

r= ﬁ(m — ;).

i=1
La derivada de 7, r’, se puede escribir en términos de esta factorizacion sin més que
aplicar la derivada del producto:

:ZH:HQ:_O‘J
i=1 ji

Por otro lado, por el Lema 2.1.6, A = (—1)"®=Y/2[T"_ +/(q;). Desarrollando esta
igualdad a partir de la expresion que define 7’ se obtiene:

(o> (R |

i=1 \j=1k#j
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Dado un i fijo, 1 <7 < n, se tiene que 37 [z (i — ;) = [Tizi(i — ax) ya que
el resto de sumandos son nulos. Asi,

A = (—1)rn=hre ﬁ (H(@i - CYk)) = (=1)"™ D T[(ai — ap)* = [ (s — )™

i=1 \k#i

Bastaria ahora con ver que, salvo signo,

det(V(a) = [ (ou— o).

1<i<k<n

Procedamos por induccion en el tamano de la matriz n. En el caso base, n = 2,
V() es una matriz 2x2 y su determinante es det(V(a)) = ag — ay, satisfaciendo la
igualdad que deseamos probar.

Supongamos ahora como hipétesis de induccién que la igualdad se satisface hasta
n — 1 y probemos que, entonces, también se cumple para n. Es posible hacer ceros
en la primera fila de V(«) sumando a la columna 4, «; veces la columna i — 1, con i
descendiendo desde n hasta 2, sin que cambie el determinante. De esta forma:

1 a; o ... o}t
1 ay a2 ... !
det(V(a))=|. . 2 ‘=
1 a, o2 ... ot
1 0 0 . 0
e aglag —aq) ... af *(ag —ay) B

1 a,—a; ap(a,—a1) ... a2 a, —ap)
ay — o ag(ag —ay) ... 0472%2(042 — o)
ap —ay apla, —ay) ... o *(a, —aq)

Dado j, 2 < j < n, todas las entradas de la fila j de la ultima matriz tienen como
factor comun o; — ;. Por lo tanto,

1 ay ... o5
det(V(a)) = ( IT (o —Ch)) P :

<5<
2sjsn 1l o ... «

Por hipétesis de induccion, salvo signo, se tiene que
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y, por lo tanto,

det(V(a)) = ( II (o —al)) : ( I (o _ak)) = I (aj—aw),

2<j<n 2<j<k<n 1<j<k<n
]

En el siguiente teorema construiremos un subgrupo de Q(«) a partir de R que
contenga a todos los elementos enteros.

Teorema 3.1.5. Sea 0 € 0y donde K = Q(«), entonces 0 € (1/A)R.

Demostracion. Como 0 € Ky a € K, fa* € K y podemos escribirlo en funcién de
los elementos de la base {1,qa,...,a" !} de K:

0o = a; + asar + ... + apa” a; € Q.
Las ecuaciones conjugadas forman un sistema lineal b = V(«a)a donde

b= (0(1)0z(1)k, . ,9(”)a(")k)T ya=(ar,...,a,)" .
Aplicando la regla de Cramer se tiene que a; = 9,/ det(V(a)) donde d; es el

determinante de la matriz que aparece al sustituir en V(«) la columna j por b. Como
A =det(V(a))?,

B 5]‘ . det(V(a))ch
YT det(Ve) A

Aa; es racional ya que ambos miembros del producto lo son. Por lo tanto, si se
prueba que Aa; € o0, necesariamente Aa; € Z.

Como cada entrada de la matriz de Vandermonde es un entero algebraico y los
enteros algebraicos forman un anillo, det(V') = v/A es un entero algebraico.

Desarrollando los determinantes d; por adjuntos se puede escribir

5; = £0WaW'e ;£ £60Mag, .

donde &; ; es el determinante de la submatriz obtenida al eliminar la fila 7 y la
columna j de V(a). Como 6 € o, §%) € o Vi, falta entonces probar que cada a(i)kgm-
es un entero algebraico. Por la definiciéon de determinante &; ; es suma de productos
de elementos de la forma a® con t entre 1 y n. Por lo tanto, a(i)k&,j € 0 por ser

suma de productos entre enteros algebraicos. Esto implica que Aa; € Z y, por lo
tanto, 0a* € (1/A)R O

Corolario 3.1.6. ox es un grupo libre de rango n = [Q(«) : Q.
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Demostracion. (1/A)Z[a] es un grupo abeliano libre de rango n con base

{1/A a/A, ..., AL

Como ox C (1 /A)Z[a], tenemos que es un grupo libre de rango a lo sumo n. Como
1,a,...,a" ! son independientes, el rango es como minimo n. Entonces tiene que
Ser n. O

Lema 3.1.7. Sea f € (1/a)ok [x] monico con a € Z y supongamos que f(x) =
g(x)h(x) con g(x) y h(x) ménicos en K [x]. Entonces g(z) y h(z) pertenecen a

(1/a)ox [z].

Demostracion. Como f € (1/a)ok|x], por definicién af(x) € ox[z] y como a € Z,
a® € og[z]. Se tiene entonces que a es tal que af(z) = ag(x)ah(x) y a*f(z)/a =
af(x) € oxlz|. Por el Teorema de Praga de Dedekind, se cumple que para cada par
de indices i, j a*g;hj/a = ag;h; € ok[z]. Pero, como g(z) es ménico, tomando como
g; = 1 el coeficiente principal de g, se tiene que, para cada j, ah; € o;. Por simetria,
se prueba que, para cada i, ag; € o;. De esta manera, g(z) y h(x) pertenecen a
(1/a)ok [x], como se querfa demostrar. O

Finalmente, con el siguiente teorema encontramos la cota buscada para los
denominadores de los coeficientes del maximo comtn divisor ménico de f y g.

Teorema 3.1.8. Sean fi), € TR [z] y gipp € R [ momcos conaybeZ. Sea ? =

]
ged(fi/a, g1s) monico sobre K = Q(a). Entonces 2(x) € R |[x] con c = A-ged(a,b).
Ademds, los cofactores [}, = fi/a/2 y 91, = gl/b/fz pertenecen a <Rz] y ;xR ]
respectivamente.

Demostracion. Como fi/a = 1,2y g1 = 9 %, por el lema anterior 2 € (1/a)ok y
2 € (1/b)ok, por lo tanto a2 € og[z] y b2 € ok[z]. Como ox C 1R, AaZ € Rlz] y
AbZ € R[x]. Sean u y v los coeficientes de Bezout de a y de b, au + bv = ged(a, b).
Multiplicando esta identidad por AZ se tiene que

Aged(a,b)u + Aged(a,b)zv = Aged(a,b)2.
Como los dos sumandos pertenecen a R|zx],
Agcd(a,b)Z € R[x].

La otra parte del enunciado se demuestra aplicando de nuevo el lema anterior
que afirma que f}, € loglz] y gi), € ;ok[z]. Finalmente, como ox C xR,

1 1
fia € ERM Y G € ER[JI’]‘
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En el caso general, dados f y ¢ € R[z] podemos suponer que sus coeficientes
directores son enteros racionales a y b. Se tiene que a™' - f € (1/a)R[z] y, del mismo
modo, b~ - g € (1/b)R[z]. Por el tltimo teorema, el méximo comun divisor ménico
ged(a™ f,071g) € (1/c)R|x]. Asi, cz € R[z] como querfamos ver.

El polinomio h = ¢z es el asociado privilegiado de z que calcularemos con nuestro
algoritmo.

Ejemplo 3.1.9. Tomemos el polindmio ménico r = y> — 2 y sea a una de sus raices.
Sean f y g los polinomios sobre R = Z[a] siguientes:

f=10z" + (300 — 10 + 2)2° + (a® + 10a + 10)z* + (=2 — 50)2”
+ (=10a? — 10a — 2)2* + (30a? + 2)z + o + 10a + 10,

g =1302° — 65a2° + (390a* + 65 + 26)x* + (80 + 117a — 260) "
+ (=650% — 52 + 377)z% + (64a® + 350 + 13)x — 50 — a — 10.
Se tiene entonces que los coeficientes directores de f y g son 10 y 130 respectivamen-
te, de manera que su maximo comun divisor es 10. Por otro lado, A =discr(r) = 108.

Entonces ¢ = 1080. El maximo comin divisor moénico de f y g sobre el cuerpo de
fracciones es:

ged(f,g) = 2° + (30 + 1/5)x + (1/10)a® + o + 1.
Por lo tanto, claramente ged(f, g) € (1/¢)R[t] y h = ¢ - ged(f,g) € R]t].

Ejemplo 3.1.10. En el ejemplo anterior ¢ ha cumplido que h = ¢ - ged(f, g) € R[z],
pero realmente habria bastado con tomar ¢ = ged(a, b). Veamos que existen ejemplos
en los que no es suficiente con tomar ¢ = ged(a,b), necesitando A. Para ello, es
necesario que R no sea DFU ya que, en estos dominios, el contenido del maximo
comun divisor de dos polinomios es el maximo comun divisor de sus contenidos.
Tomemos o = /7 + /10, su polinomio minimo es r = z* — 3422 + 9, entonces

R = Z[V7,/10] = Z[\/7 +/10] y A = 180633600. Tomando los polinomios
f =a2* —806a% + 215
g = 2% — 6x + 5a® — 806a* 4 a + 215,

se tiene que su maximo comun divisor es

5) 1
ged(f,g) = o — 603 i

Claramente ged(a,b) = 1 porque f y g son ménicos. Como ged(f, g) ¢ Rz], no se
cumple que ged(a, b) ged(f, g) € Rx], pero si que cged(f, g) = Aged(f, g) € Rz].
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3.2. Los anillos finitos R/(p)

En las condiciones anteriores, sea p un nimero primo. Vamos a estudiar el anillo

cociente:
= R _(2/0)l)
() (p) ()
con ¥ = r mobd p. Si bien r es irreducible sobre Z por hipdtesis, se puede dar el
caso de que 7 no lo sea sobre Z/(p). En este caso, 1 factorizard en irreducibles como
Pzt Como los r; son irreducibles, si j # g, gcd(f}j , fff) =1y los factores
son comaximales. Aplicando el Teorema Chino de los Restos obtenemos:

S @) _ @O @6l (@)
() GRERY (r1') (i)

Como R no es dominio de integridad, la nocién de maximo comtn divisor de
dos polinomios no esta definida sobre R. Sin embargo, si R fuese un producto de
cuerpos, en cada uno de ellos si se podria calcular el maximo comun divisor de dos
polinomios. No obstante, el anillo finito R asi construido es producto de anillos que
pueden no ser dominios de integridad: Si la multiplicidad de un factor 7; es ¢; > 1,
entonces 7; es nilpotente en su correspondiente factor y R no es producto de cuerpos.
Tenemos asi que R sera producto de cuerpos cuando la multiplicidad de cada factor
de 7 sea 1 (7 es libre de cuadrados). Denotaremos en este caso por v el isomorfismo
dado por el Teorema Chino de los Restos:

v:R— Ry X...x R,
k+r— (k+7,....,k+7).

Donde cada R; representa el cuerpo dado por el cociente (Z/(p))[y]/(r;) para 1 <
1 < t. Este isomorfismo se extiende de manera natural a un isomorfismo entre los
correspondientes anillos de polinomios, que seguiremos denotando por :

Y R[z] — Ry[z] x ... x Ry[x]
fHr—(f+r,....f+7)

Sean v; i € {1,...t} los homomorfismos de R[z] a R;[z] que componen .
Al ser los R; cuerpos, ¥;(f) y ¥i(g) tendran un maximo comin divisor en R;[z].
De esta forma, definimos h*(z) como el tnico polinomio de R[z] que satisface

vi(h*) = ged(¥i(f), ¥:(g)) para todo i € {1,...t}.
~ Con el siguiente teorema se establece la condiciéon que debe cumplir p para que
R sea producto de cuerpos y con ello se pueda definir h*.

Teorema 3.2.1. Sea r € Z no nulo, mdnico e irreducible, sea A el discriminante de
ry sea p € Z un numero primo. Entonces, sip [A, i es libre de cuadrados.
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Demostracion. Un polinomio es libre de cuadrados cuando su discriminante no se
anula. Como 7 es ménico e irreducible sobre Z, A = Res(r,r") # 0. Al realizar
la reduccién méd p de r, r no baja de grado al ser ménico y por lo tanto A =
Res(r,7') = Res(7, ") = Disc(7). Por lo tanto, si p fA, Disc(r) = A # 0, y 7 es libre
de cuadrados. O

En consecuencia, debemos descartar los primos p que dividan a A para poder
definir el polinomio A* sobre el anillo finito R.

Ejemplo 3.2.2. Sea r como en el Ejemplo 3.1.9. Tomemos p = 3. Como A = 108, p
divide a A. Sea 7 la reducciéon modulo p de r, 7 deja de ser irreducible y factoriza
como 7 = (1+z)3. Entonces, R 1o es producto de cuerpos. Por lo tanto, no es posible
calcular un h* para f y g.

Ejemplo 3.2.3. Sean f, g y r como en el Ejemplo 3.1.9. Tomemos ahora p = 11. p
no divide a 108 lo que asegura que 7 = r mod p es libre de cuadrados sobre Z/(p).
Efectivamente, su factorizacion en irreducibles es 7 = (y + 4)(y? + Ty + 5). Por el
teorema Chino de los Restos,

7o Ll/)  Zly/) Zly]/(P)
()  (y+4)  (P+Ty+5)

R es por lo tanto isomorfo a un producto de cuerpos.

Denotemos Ry = (Z[y]/(p))/(y +4) vy R = (Z[y]/(p))/(y* + Ty +5). Como son
cuerpos, Ri[z] y Ry[x] son dominios euclideos y se puede calcular el médximo comun
divisor de las imagenes de f y g aplicando el algoritmo de Euclides en cada uno de
ellos.

Comencemos por calcular el maximo comun divisor sobre R;. Se tiene que Ry es
el cuerpo finito Z/(11). Las iméagenes de f y g en Ry[x], fi ¥ g1, se pueden calcular
reduciendo los polinomios moédulo 11 y sustituyendo las variables indeterminadas y
por -4, raiz de (y + 4). Se tiene entonces

f1 = 102" + 52° + 8z + 223 + 1022 + 9z + 8,

91:9x6+7x5+5$3+7x2+6x+2.

Ahora se puede calcular facilmente el maximo comun divisor de f; y g1 sin més que
aplicar el algoritmo de Euclides sabiendo que no va a surgir el inconveniente del
crecimiento de los coeficientes al estar trabajando sobre un cuerpo finito. Se obtiene:

hy = ged(f1, 1) = y* + 2y + 2y + Ty + 6.

Ry serd isomorfo a Z/(p)[u] con u una de las dos raices de y* + 7y + 5 en su
cuerpo de escisiéon sobre Z/(p). Las imagenes de f y g son

fo=102" 4+ 62° + (10p + 2)x* + (8p + 7)2® + (2 + 10)2* + (4p + 7)z + 10p + 2,
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g2 = 92° + (T +10)2° + (u+ 4)x* + (9u + 2)2* + (5p + 2)2* + (2u + 7)w + T + 3.
Su ged es:

hy =2 + (Tpu+4)x + p+ 9.
Para calcular ahora h* es necesario resolver el sistema de congruencias

h*(y)(z) =hi(y)(z) mod (y +4),
W (y)(z) =hs(y)(z) mod (y* 4 Ty +5).

El resultado es:
R* = (3y* +10y+4)z* +(3y* +10y+5)2° + (6y* +9y+8) 2+ (Ty* +-6y+T7) x+8y* +9y+2.

Se comprueba facilmente, sin mas que sustituir y por -4 o por u, que se obtienen
hy v hy respectivamente y el resultado es correcto.

El objetivo de calcular h* es poder recuperar posteriormente h. Esta claro que,
en general, como se ha realizado la reduccién modulo p, no es posible hacerlo
directamente a partir de un unico h*. No obstante, si se realiza el calculo varias veces
con distintos primos, obteniendo asi varios polinomios h*, se podria utilizar de nuevo
el Teorema Chino de los Restos para tratar de recuperar h. Sean p; 1 <17 < m cada
uno de los primos empleados y h! los correspondientes ged(f mod p;, g mod p;)
calculados sobre los anillos finitos R/(p;) 1 < i < m. Entonces debemos resolver el
siguiente sistema de congruencias dado por el Teorema Chino:

h' =chi(z) mod py

h' =ch?, (z) mod py,.

donde A’ es un polinomio con coeficientes en Z[a]/(w) siendo w = [] p;. Podemos
tomar un representante de h' que sea un polinomio de dos variables en (Z/(w))|y, ]
sustituyendo a por y.

Este sistema de congruencias es realmente un sistema de congruencias enteras,
una por cada coeficiente de los polinomios hl(y,x). Por este motivo, para poder
resolver efectivamente este sistema y que el A’ sea el buscado h méd w, es necesario
que ninguno de los A} tenga grado en x mayor a h ya que de ser asi, el grado de A’
también lo sera y no podra ser por tanto nunca h. Tampoco podremos calcular h
correctamente si todos los A} tienen grado menor pues en ese caso deg(h') < deg(h).
La idea de resolver este sistema es que si w es lo suficientemente grande, entonces el
propio representante balanceado de la clase de h es el propio de h (véase el Capitulo 4).
Veamos bajo qué condiciones se puede asegurar que el polinomio A’ solucién a este
sistema sea realmente la imagen de h en Z[a]/(w).

Mediante el siguiente resultado se demuestra que si p no divide a a ni a b entonces

deg(h*(z)) < deg(h(x))-
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Lema 3.2.4. Sea p un nimero primo tal que no divida a a a b ni a A. Entonces
h =h méd p divide a h* en R [x].

Demostracion. En primer lugar, el coeficiente director de h es un ntimero entero c,
su clase médulo p es no nulo porque p no divide ni a @ ni a b ni a A luego tampoco
a c¢. Asi ¢ es una unidad en R y poemos dividir h* por h.

Por el Teorema 3.1.8, h € LRz, f}, € xR[z] vy g, € 35 R[z]. Por lo tanto

(cal) frja = (ch) - (aAf7),) = cAf = h- (alff),),

(cbA)g1yp = (071) : (bAQT/b) = cAg=h- (bAgik/b)~

f, g, h, aAf y bAg estan en R [x] por lo que reduciendo mod p a ambos lados de
las igualdades queda

cAf =hAf,,
cAg = hAgy,.
p no divide a cA porque no divide a a ni a b ni a A. Ademds es un niimero entero

asi que es unidad en R. De esta manera, h es un divisor comtin de f y g sobre R [z].
Por lo tanto, h divide a h*. O

Ejemplo 3.2.5. Tomemos « raiz de r = y® — 2,y f y g los siguientes polinomios en
Zla[z):

f = 452" — 152° — 9az® + 3aa? + 1502® — 5ax? — 30’z + o?,

g = 212° + (42a — 3)2° — 6ax? + Taz® + (14a® — a)z — 207,

Su maximo comtn divisor sobre Q(a) es el polinomio 3z* + a. Si tomamos p = 7,
g reducido modulo p cae de grado. Se tiene ademas h* = 1, que claramente no es
divisible por h de grado 4.

De esta manera, se ha encontrado otra condicién para poder descartar rapidamente
los p para los que el algoritmo dara malos resultados: p no debe dividir ni a a ni a b
ni a A.

Por otro lado, se ha demostrado que, de cumplir p esta condicion, el grado de h*
debe ser igual o mayor que el grado de h. Como se ha comentado previamente, se
necesita tener deg(h*) = deg(h). En este contexto se realiza la siguiente distincion:

Definicién 3.2.6. Dado p un primo que no divide a @ ni a b ni a A, si el grado de
h* es mayor que el de h, p se denomina unlucky y, si es igual, p es un primo lucky.

Ejemplo 3.2.7. En el ejemplo 3.2.3, el maximo comin divisor de las imagenes de f
y g en uno de los cuerpos ha resultado tener grado mayor que h de manera que el
grado de h* también ha sido mayor. Por lo tanto se tiene que 11 es un primo unlucky.
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Los primos unlucky deben de ser descartados. Sin embargo, no es facil detectar
directamente si cierto primo es lucky o unlucky sin conocer el grado de h. El algoritmo
propone el siguiente método:

Supongamos que se han utilizado ya ¢ primos, py, ..., p; de manera que se han
calculado hj, ..., h! todos de igual grado (siempre puede encontrarse i cumpliendo
esta condicién, basta con tomar i = 1). Sea ahora un primo p;;; para el cual se
calcula A ;. Por definicién si p;;1 es unlucky, sabemos que deg(h},,) > deg(h),
mientras que deg(h}) > deg(h) Vj. De esta forma, si el grado de h;,, es mayor que
el de los anteriormente calculados, entonces seguro que p; 1 es unlucky y se descarta
hi, . Si, por el contrario, el grado de i}, ; es menor que el de los anteriores, entonces
todos estos seran unlucky y, por ello, se deben descartar. La tltima opcion es que el
grado del nuevo polinomio sea igual al de sus predecesores, en ese caso no podemos
descartar nada y se continia ejecutando el algoritmo.

Para garantizar que este método es valido, siempre se debe poder encontrar un
primo [ucky en un ntmero finito de iteraciones con el que poder descartar cualquier
unlucky hallado previa o posteriormente. De lo contrario, el algoritmo podria no
converger al no ser capaz de calcular un A’ con el grado correcto. Dicha validez se
puede demostrar viendo que existe sélo una cantidad finita de primos unlucky. El
siguiente teorema determina cuando un primo es unlucky aplicando los resultados
sobre teoria de subresultantes vistos en el capitulo 2.

Teorema 3.2.8. Sea p primo tal que no divida a a ni a b ni a A. Entonces deg(h*) >
k siy solo si divide a W = Res(r(y),sRes,(f,g)(y)). Es decir, p es unlucky si y solo
st es divisor de W.

Demostracion. En primer lugar, se observa que W # 0 ya que sResy(f,g)) # 0 por
ser k el grado del méximo comun divisor de f y g y, ademds, r(y) es irreducible, por
lo que no tiene factores comunes con sResi(f, 9)(y), que es de grado estrictamente
menor.

Como W # 0, p divide a W si y solo si W = 0. r es ménico de forma que 7 conserva
el grado y asi W =Res(r,sResi(f,g)) mo6d p = Res(7,sResi(f,g) mdd p) = 0. Como
p no divide a los coeficientes directores de f y g, estos no caen de grado. Entonces, por
el Teorema 2.2.2, la subresultante especializa bien, luego W = Res(7, sRes,(f, 7)) = 0.
Ahora bien, ¥ =71 - - -7 con cada 7; irreducible, por lo tanto,

p|W <= ﬁRes(ﬂ-,sRes(f, g))=0

i=1

= 3jec{l,...t}: Res(7;,sRes(f,g)) = 0.

Como 7; es irreducible y no nulo, Res(7;,sRes(f,g)) = 0 si y solo si 7; divide a
sRes(f, g) siy solo si ¢;(sRes(f, g)) = sRes(4;(f), 4(9)) = 0 ya que deg(;(f)) =

deg(f) v deg(v;(g)) = deg(g) al ser a y b nlimeros enteros y r; un polinomio de
grado positivo. Como sabemos que para todo 0 < I < k sRes;(f,g) = 0 al ser

deg(ged(f, g)) = k, se demuestra que sRes;(¢;(f),1;(g)) = 0 sin méas que seguir el
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razonamiento anterior. De esta forma, se tiene finalmente que sResy(v;(f),¥;(g)) =

0
si y solo si deg(ged(v;(f),;(g))) > k siy solo si deg(h*) > k. O
Corolario 3.2.9. El nimero de primos unlucky es finito.

Demostracion. Por lo discutido anteriormente, se tiene que el grado de h* es mayor
que k, es decir, p es unlucky, si y solo si p es divisor de W. Como W € Z puede tener
unicamente un nimero finito de divisores, se tiene el resultado. O

Ejemplo 3.2.10. Como hemos visto antes, 11 es un primo unlucky. Veamos que

divide a W
W = Res(y3 — 2,sRess(f,9)(y)) = 311361344202579085937500000000000000.

La factorizacién en primos de W es 214 . 521 . 11 - 4349 - 833091244757 y por lo
tanto 11|W. De los factores primos de W, 2 y 5 dividen a los coeficientes directores
de f y gy por lo tanto serian descartados directamente. Por lo tanto, el 11, el 4349
y el 833091244757 son todos los primos unlucky.

Ahora que tenemos W factorizado podemos tomar un primo que no divida a a
ni b ni a A ni a W, como por ejemplo p = 17. Como p cumple estas condiciones,
el polinomio A* correspondiente deberia ser de grado 3. Sea r = r mdd p, este
polinomio factoriza sobre Z/(p) como 7 = (y + 9)(y? + 8y + 13). R es por lo tanto
isomorfo al producto de dos cuerpos. Calculando los ged, hy y ho, de las imdgenes de
f v g en los cuerpos correspondientes se obtiene:

hy = 32° + 2z 4 2,

hy = (9 + 4)z® + (159 + 7)x + 21 + 10.

donde 7 es una de las rafces de y? + 8y + 13 en su cuerpo de escisién sobre Z/(p).
Resolviendo el sistema de congruencias, se obtiene h* = 23+(3a?+7)z+12a2+a+1
de manera que deg(h*) = 3 = deg(h) y el 17 es un primo lucky.

Finalmente, el siguiente resultado justifica la presencia de los ¢; congruentes con
c en el sistema de congruencias a resolver para recuperar h.

Lema 3.2.11. Sea p un primo que no divide a a, a b ni a A. Sip es lucky, entonces

h = ch*.

Demostracion. Por el lema 3.2.4, h* = qh para algiin g € R[z]. Como p no divide a
¢, el coeficiente director de h es ¢p, una unidad de R. Por lo tanto,

deg(h*) = deg(q) + deg(h).

Si p es lucky, deg(q)=0 porque deg(h*) = deg(h). Ademéds, h* es ménico ya que el
grado del ged(v;(f),1(g)) es k en todos los j y cada R, es un cuerpo. Por lo tanto,
1 =qc. [
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Ejemplo 3.2.12. Veamos que se cumple ¢ satisface la congruencia a resolver h = h
méd 17 = ch*.

h=c-ged(f,g) = 1080 - (£ + (30 + 1/5)t + (1/10)a” + a + 1)

— h = 92° + (10a® + 12)x + 6% + 9a + 9.
Por otro lado, ¢ = 1080 mod 17 = 9. Entonces,

ch=9-(*+ B+ Nr+ 120 +a+1) =

= 923 + (100® + 12)2 + 602 + 9o + 9.

Por lo tanto se cumple la congruencia h = ch* mod p.

3.3. Calculo de h*

Dado p, si queremos obtener el correspondiente h* podriamos calcular el ged de
las imégenes de f y g en cada cuerpo para, después, recuperar el h* resolviendo el
sistema de congruencias dado por el Teorema Chino de los Restos. Esto requeriria
calcular los cuerpos, aplicar el algoritmo de Euclides tantas veces como cuerpos
compongan el producto y ejecutar el levantamiento de los maximos comun divisores
encontrados. Existe una alternativa a este método que consiste en intentar llevar a
cabo el algoritmo de Euclides aplicado a f y g sobre R[z]. Este método puede no
funcionar siempre ya que R no es un dominio, y por lo tanto, podria suceder que en
cierto punto del algoritmo no sea posible realizar la divisién en el caso de encontrar un
resto no nulo cuyo coeficiente director no sea una unidad. En este caso, no se podria
realizar la siguiente divisién lo que impediria continuar con el algoritmo de Euclides.
No obstante, en el caso de que se pueda completar el algoritmo, obtendriamos hA*
aplicandolo una tnica vez.

Poder o no calcular h* de esta forma dependera del primo p. Si el ntimero de
primos para los cuales este método falla es finito, sera posible calcular tantos A*
como sea necesario y el algoritmo modular acabard convergiendo en un niimero finito
de iteraciones. Veamos en qué casos podemos encontrar un resto con un coeficiente
director que no sea unidad en R.

Asumamos, sin pérdida de generalidad, que deg(f) > deg(g) v, por lo tanto, como
p no divide a @ ni a b, deg(f) > deg(g). El coeficiente director de g, b € Z/(p), es una
unidad en R. Para ver esto basta con observar que su inverso estd en Z/(p) C R al ser
Z/(p) un cuerpo. Otra forma de verlo, y que vamos a poder aplicar posteriormente
a otros elementos de R, es probar que su imagen por el isomorfismo dado por el
Teorema Chino de los Restos, al que denominamos v, es (by, ..., b;) con b; = 1;(b) y
bi #0, 1 <i <t ya que de esta forma, cada coordenada b; tendré un inverso b; * en
el cuerpo correspondiente al no ser 0. Por lo tanto, b~' serd la contraimagen (tinica)
por ¢ de (by',...,b;1). Como se tiene b € Z/(p) no nulo y el grado de cada factor r;
es mayor o igual que 1, la imagen de b en cada cuerpo no es nula y, por lo discutido
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antes, 3b~! € R, luego b es unidad. Consecuentemente, podemos dividir f y § para
encontrar ¢ y s en R|x] tales que
f=aq+s,
con deg(s) < deg(g). Ahora s puede no tener un coeficiente director invertible.
En ese caso no seria posible dividir ¢ y s y no podriamos seguir con el Algoritmo de
Euclides. Si, por el contrario, es invertible, serd posible seguir.

Proposicién 3.3.1. Si la secuencia de grados de ¥;(f) y 1i(g) sobre R; es la misma
para cada i, 1 < i < t, entonces es posible completar el algoritmo de Euclides en

R[x] hasta llegar a h*

Demostracion. Procedamos por induccion en el nimero de divisiones realizadas con
éxito al tratar de llevar a cabo el Algoritmo de Euclides:

El caso base es 0 divisiones, la secuencia de grados obtenida hasta esta division
es ng = deg(f) y n1 = deg(g) que es la misma en todos los cuerpos porque f y g no
caen de grado. Como se ha demostrado antes, es posible realizar la divisién euclidea
de f entre g.

Supongamos ahora que la secuencia de restos es igual para cada R; [z], 1 <i<t,
hasta el resto s + 1 obteniendo en todos ellos la secuencia ng = deg(f), n; = deg(g),

.., ngy1 sin haber alcanzado todavia el ged, es decir, siendo el resto s + 1, 7411,
no nulo, ya que en ese caso no haria falta realizar méas divisiones. Supongamos
ademas que ha sido posible realizar las correspondientes divisiones en R. Como v
es un isomorfismo coeficiente a coeficiente y el grado de los restos esentonces las
divisiones realizadas en R[z] se corresponden a través de ¢ con las realizadas en
R;[z], 1 < i < t. Particularmente, si el resto de la divisién niimero s en R es 74y, €l
resto de la divisién nimero s en R; es 1;(7s41), 1 <4 < t. Como cada 1);(7s41) tiene
el mismo grado, tiene el mismo grado que 75,1 por ser 1) un isomorfismo coeficiente
a coeficiente y por la unicidad de la divisién euclidea. Veamos que es posible realizar
entonces la siguiente division, la s + 1.

Como la imagen de 74, tiene el mismo grado en cada cuerpo y es no nulo, su
coeficiente director no es nulo en ninguno y, por lo tanto, es unidad en R. Al ser
unidad, puede realizarse la division euclidea entre 74 y 7,1 para obtener 74,5 y seguir
con el Algoritmo de Euclides un paso mas. Si s 4+ 1 es la longitud de la secuencia de

restos, entonces 75,9 = 0 y se ha encontrado h* = 74, 1.
O

Definicion 3.3.2. Sea p un primo en Z tal que no divide a @ ni a b ni a ¢. Si no es
posible completar el Algoritmo de Euclides para encontrar h* en R = R/(p), diremos
que p es un primo fail.

La proposicién 3.3.1 establece una condicion suficiente sobre la secuencia de restos
en los distintos cuerpos para poder calcular h* mediante el algoritmo de Euclides
sobre R. El siguiente teorema aprovecha la relacién entre subresultantes y sucesién
de restos para demostrar la finitud de primos fail.
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Teorema 3.3.3. Sea p primo que no divida a a ni a b ni a A. Entonces, en alguno
de los cuerpos no aparece un resto de grado j en la sucesion de restos del algoritmo
de Fuclides entre las correspondientes imdgenes de f y g si y solo si

pIW; = Res(r, sRes; (£, 9)).

Demostracion. En primer lugar, si sRes;(f,g) = 0 entonces en la sucesién de restos
del algoritmo de Euclides de f y g en R no aparece un resto de grado j. En ese caso,
W; = 0 y por lo tanto es miltiplo de p. Como p no divide a a nia by ay bson
numeros enteros, los polinomios no bajan de grado y se tiene Vi, 1 <7 <t

0= i (sRes;([.9)) = sRes;(W(f). 44(9)).

Por lo tanto, si sRes;(f,¢) = 0 en ningtn cuerpo aparece un resto de grado j en la
sucesion de restos del algoritmo de Euclides.

Supongamos ahora sRes;(f,g) # 0, entonces W; # 0 ya que r es un polinomio
irreducible. Como 7 es ménico y p fa, b,

W; = Res ('F, sRes;(f, g)) = Res(7, sRes;(f,g)) = f[ Res(r;, sRes;(f,g)).

i=1

Por lo tanto, p|W; <= W; = 0 <= Res(r;, sRes;(f,g)) = 0 para uno o varios i con
1 <12 <t. En este punto hay dos casos posibles:

» SisRes;( 1, g) = 0, entonces, por ser los coeficientes directores de f v g nimeros
enteros, 0 = ;(sRes;(f,g)) = sRes;(1;(f),11(g)) V1 <4 < t y asi, en ninguno
de los cuerpos aparece un resto de grado j en la sucesién de restos de 1;(f) v
1i(g). No obstante, como sRes;(f, g) # 0, en la sucesién de restos del algoritmo

de Euclides aplicado a f y g en R si apareceria un resto de grado j.

= Si sRes;(f,g) # 0, tomemos [, 1 < i < t, tal que Res(r;, sRes;(f,3)(y)) = 0.
Como r; es irreducible,

Res(r;, sResj(f, 9)(y)) =0 <= r; divide a sResj(f,g)(y)

<= 1j(sRes;(f, g)) = sRes;(¥i(f), %i(9)) = 0.
Esto tltimo es equivalente a que en la sucesion de restos de 1;(f) v ¢;(g) no
aparezca un resto de grado j.

]

De la demostracion de este teorema se desprende que si W; = 0, entonces no
aparecera en ningun cuerpo un resto de grado j. Mientras que si W; # 0 el resto de
grado j no aparecera en alguno de los cuerpos (o en todos) si W; es divisible por
p. Es en este tultimo caso en el que puede ocurrir que p sea fail si p divide a W;.
Pero, como los grados j tienen que estar entre 0 y min{deg(f),deg(g)} vy, para cada
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uno hay un W; € Z, se tiene que hay una cantidad finita de primos p que dividan a
alguno de los W;. Por lo tanto, el nimero de primos fail también es finito.

Puede ocurrir que atn p dividiendo a algin W; sea posible llegar a calcular A* si
en ningin cuerpo aparece un resto de grado j. En particular, si p es unlucky, para
j = deg(gcd(f, g)), se tiene W; = 0 por el teorema 3.2.8, pero se puede llegar a
calcular h* como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.4. Veamos un ejemplo de cada caso, analizando la sucesion de subre-
sultantes en los respectivos anillos.

= Veamos en primer lugar el caso de un primo lucky pero fail, de manera que
el h* correspondiente seria valido pero no podriamos calcularlo mediante el
algoritmo de Euclides aplicado a f y g. Para buscarlo directamente, vamos a
calcular cada uno de los W; con 0 < j < 6. Esto no se hace en el algoritmo
ya que no es necesario: si cierto p es uncharming no se podria llevar a cabo el
algoritmo de Fuclides, se descartaria y se volveria a intentar con el siguiente

primo.
j W,
6 2% .53.133
5 —1-25.5%-13%.107
4 29.3.51%.13%. 1957478407
3 214.521.11 4349 - 833091244757
2 0
1 0
0 0

Como deg(h) =3 W; =0 si j < 3 como se esperaba. Recordemos que a = 10,
b=130y A =108 y por lo tanto, los primos descartados inicialmente son 2, 3,
5y 13. Los primos fail seran a lo sumo aquellos que dividan a algin W; no
nulo y no estén descartados. Estos son el 11, el 107, el 4349, el 1957478407 y el
833091244757. Los primos que se obtienen para j = 3 ya aparecieron en un
ejemplo anterior y es que son precisamente los primos unlucky.

Para comprobar qué pasa con uno de estos primos, tomemos por ejemplo
p = 107. Se esperaria en principio encontrar problemas a la hora de tratar
de llevar a cabo el algoritmo de Euclides aplicado a f y g. A partir de la
factorizacion de 7 se tiene:

Zly)/(p) _ ZWl/ () ., Z[y)/(p)

~

(r)  (y+101)  (y*>+6y+36)

Al calcular los maximos comun divisor de las imagenes de f y ¢ en los respectivos
cuerpos obtenemos:

hi =312 + 80y +29 v hy= (458 +51)3° + (56 + 8)y + 203 + 67
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donde 8 una de las raices de y? + 6y + 36 en su cuerpo de escisiéon sobre
(Z/(p)[y]-

En la tabla siguiente se muestra el valor de los coeficientes subresultantes

principales calculados sobre R, Ry = (Z[ﬂoﬁ) v Ry = %
j sRes; (R) sRes; (R;) sRes; (Ry)
6 23 23 23
5 9202 — 17« 0 458 + 99
4 —260* + 63 + 87 10 556 + 69

3=k 18a% + 4la - 102 43 965 + 8

2 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

Vemos que, como p es lucky, sRes; se anula para j < 3 en cada anillo pero es
no nulo para j = 3. Para j = 5, la subresultante en uno de los dos cuerpos se
anula pero en el otro no. Por lo tanto, la sucesién de restos no es la misma en
ambos cuerpos y por ello no es posible llevar a cabo el algoritmo de Euclides en
R. En concreto, sabemos que por ser j = 5y deg(g) = 6, el coeficiente director
del resto de dividr f entre g serd divisor de 0. Este coeficiente es 56a? + 92a.

Tomemos ahora
f=2"+42" 4+ (—a—3)2° + (a® + 1)z* + (—4a — 12)2° + (40® + 4)z,
g=2+72° +(=3a—4)r* + (—21la —24)2* +- 2827 4+ (— 12— 16)z — 84a — 112,

manteniendo o como hasta ahora, réiz de r = 23 — 2. El méximo comun divisor
de estos dos polinomios es 3 +4, por lo tanto k = deg(h) = 3. Tomemos p = 7.
En Z(p), la reduccién médulo p de r, 7, sigue siendo irreducible. Por lo tanto,
se tiene que R es un cuerpo lo cual nos asegura el poder calcular h* mediante
el Algoritmo de Euclides. Entonces p no podra ser un primo fail. No obstante,
se llega a que

h* =gcd(f,g) = (a® +5a + 2)z* + (4® + 6o + 1)z

Pero entonces, deg(h*) > deg(h) y p es un primo unlucky. Veamos la sucesién
de subresultantes:

j sRes;(R)

6 1

5 0

4 o +a+3
3=k 0

2 0

1 0

0 0
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Se tiene que el tercer coeficiente subresultante principal se anula, condicién
para que, efectivamente, p sea unlucky. En un caso como este, seria posible
calcular h* con el algoritmo de Euclides, pero este polinomio no seria ttil y
acabaria siendo desechado en el momento que se encuentre otro con grado
menor.

Veamos por tltimo un ejemplo de primo [ucky y no fail que es el que deseariamos
encontrarnos al ejecutar el algoritmo. Retomemos los previos f y ¢:

f=10z" + (300 — 10 + 2)2° + (® + 10a + 10)z* + (=2 — 50)2?
+ (=100 — 10a — 2)2° + (30a* + 2)x + o + 10 + 10,

g =1302° — 65a2° + (390a? + 65 + 26)x* + (80 + 117a — 260) "
+ (=650% — 52 + 377)z% + (64a* + 350 + 13)x — 502 — a — 10.

Vimos en un ejemplo anterior que p = 17 es lucky. Ademas, al tratar de aplicar
el algoritmo de Euclides sobre R se logra alcanzar el resto 0 y, por lo tanto, no
es fail. Se vio también que R es producto producto de dos cuerpos, a los que
denominamos R; y Ry. Observemos la sucesién de subresultantes:

j sRes;(R) sRes;(R,) sRes;(Rs)

6 11 11 11

5 502 + 13a 12 12n+5

4 11a? + 4a + 3« 8 11n+12
3=k 13a2+9a+11 14 9n+5

2 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

Recordemos que 7 representaba una de las dos raices del factor de segundo
grado de 7. Se tiene que no se anula ningin coeficiente subresultante principal
en R; o R, tal que el correspondiente en R no se anule. Ademés, el primero
no nulo es el tercero en todos los casos. Las condiciones impuestas sobre la
sucesion para poder asegurar que el primo es lucky y no fail se cumplen.
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Capitulo 4

Reconstruccion del maximo comun
divisor sobre Z|q]

Resumamos el analisis realizado en el Capitulo 3. Por un lado, se tienen dos
polinomios f y g en Z[a][z] = R[z] cuyo maximo comun divisor en Q(«a)[x] nos
interesa calcular. En realidad, calculamos primero el asociado h = cged(f, g) € R|x].
Para ello, se realiza la reduccion modulo un primo p y se trata de aplicar el algoritmo
de Euclides en R[x] sobre f y g para encontrar un polinomio h*. Para todos salvo
para un numero finito de primos, serd posible calcular h* que servird para recuperar
el maximo comun divisor de f y ¢. En este caso, sabemos que el polinomio A*
calculado satisface cged(f,g) méd p = (¢ mdd p)h*. Los primos para los que esto
no es posible, son:

= Aquellos divisores de A, a o b. Estos primos son descartados directamente.

= Los primos fail, que no permiten completar el algoritmo de Euclides sobre R al
aparecer divisores de cero en el calculo.

= Los primos unlucky, que provocaran que el grado del h* calculado sea mayor
que el de h, por lo que no son tutiles a la hora de recuperar el maximo comun
divisor de f y g.

Debemos repetir este procedimiento varias veces empleando distintos primos para
obtener asi una serie de polinomios h] con los que realizar el levantamiento para
tratar de calcular h. Pero, ;como podemos asegurar que vamos a recuperar el asociado

h al ged(f, 9)?
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4.1. Sobre la condicién de parada

Asumiendo que, tras calcular el méaximo comun divisor de f y g para distintos
anillos R, tendremos que resolver el sistema de congruencias

h' =chi(y,x) mod p,

h' =ch;,(y, ) mod p,,

donde ch} € (Z/(p))ly, x|, deg,(ch;) < n, y todos tienen el mismo grado en x. Por
el Teorema Chino de los Restos aplicados a los coeficientes, existe una tnica clase
R € (Z](w))[y, z] solucién del sistema, donde w = [] p;. Ahora bien, los coeficientes
de h pueden ser positivos o negativos, por lo que a la hora de tomar un representante
canoénico de un coeficiente €, € Z/(w) de k', tomaremos el tnico ej, € Z tal que

—w/2 < ej <w/2.
Sih= Z?:o ( ?:_& ejey’ ) z¢, entonces podremos recuperar h a partir de A’ cuando
2-max{lej : 0<j<n—-1, 0<(<k}+1<w.
Langemyr y McCallum [7] calculan una cota de max{|e;q|}:
K = 2°| A2 min(|| f(2) |2, | g(2)[|2)n(n — 1D (y)]57,

donde k es el grado del maximo comun divisor, A es el discriminante del polinomio
minimo r, n = deg(r). Para r(y) € Zly], ||r]ls = "o r? es la norma euclidea
del vector de coeficientes. Dado un polinomio u(z) en R[z|, se define [|u(z)|]2 =
max; (Yo | 2000 uijaf [*)Y/? donde s es el grado de u(z), u;; es el coeficiente en
Z., que acompaiia a o’ en el término de grado j y o = ay, ..., a, son los conjugados
de a. Es decir, el méaximo de las normas de todos los posibles embebimientos del
vector de coeficientes de u en C**1,

No obstante, existen alternativas heuristicas para intentar recuperar h antes
de alcanzar la cota, de manera que, en la practica, nunca necesitemos alcanzarla.
Obsérvese que si en un momento dado el polinomio A’ balanceado que resuelve el
sistema de congruencias divide a f y a g, necesariamente h’ serd un ged(f, g). Como
los h* que se van calculando tienen grado mayor o igual al grado de h, el grado
de A/ también serda mayor o igual al de h. Esto asegura que no podemos recuperar
nunca un divisor comin de f y g no asociado a h ya que todos los divisores comunes
no asociados tienen un grado menor que h por ser éste el maximo comun divisor.
Entonces, si al dividir f y g por A’ el resto se anula, se tiene h = b/, ya que h es el
unico polinomio que satisface la congruencia y es divisor de f y g, entonces finalizaria
el algoritmo pues ya hemos dado con el médximo comun divisor. En el caso de que el
polinomio A’ calculado no divida a f o a g se continuaria con el algoritmo, utilizando
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otro primo para calcular A* y volviendo a resolver sistema de congruencias con una
congruencia mas.

Una posible estrategia en este sentido es calcular A’ balanceado cada vez que
tengamos una cierta cantidad de polinomios A* y comprobar si A’ divide a f y a g.
Una segunda estrategia es calcular h’ balanceado cada vez que se anade un nuevo
primo. Si i/ es igual al anterior, es un candidato razonable y se comprueba entonces
si divide a f y a g. Ambas estrategias podrian incluso combinarse.

Veamos una cota y comparémosla con el maximo comun divisor.

Ejemplo 4.1.1. Tomemos r, f y g de nuevo como en el Ejemplo 3.1.9. Entonces
n=3, k=3, A =108y, calculando la cota, obtenemos:

2K = 399901,31225743203 . . . .
Por otro lado,
h = 1082 + (3240a” + 216)x + 108a + 1080 + 1080.

El méaximo coeficiente h; ; € Z en valor absoluto de h es 3240, por lo tanto, bastaria
con que w fuese mayor que 6480 para poder realizar el levantamiento con éxito.

4.2. Algoritmo

A continuacién se resume el algoritmo modular que se ha venido analizando paso
a paso.

En primer lugar, supongamos que f y ¢ vienen dados con coeficientes en un
cuerpo de nimeros N. Como estamos en caracteristica 0, por el Teorema del Elemento
Primitivo, podemos encontrar un elemento f tal que N = Q(3). Ahora, si § no es
entero sobre Z, sea 7’ el polinomio minimo de 3. ' = 2™ + 377} %xi, donde d es el
denominador comin de los coeficientes de r’. Entonces el pénimio minimo de df es

n—1
g:,n + Z r;dn—l—z’

1=0

y Q(8) = Q(df) y o = df3 es entero.

El algoritmo trabaja con tres listas: una lista infinita de ntimeros primos, que
seran los p que se iran probando para obtener los polinomios A*; una lista H, al
principio vacia, que contiene a los h* validos ya calculados; y una lista P, al principio
vacia, que contiene los primos empleados para obtener los polinomios en H.

La densidad de niimeros primos unlucky o fail es esperable que sea mayor para
valores bajos. Ademaés, en algunas implementaciones préacticas de anillos finitos,
excepto para primos especiales como el 2, no hay diferencias de computo mientras el
ntmero de bits del primo sea menor que 32. Por ello, es una estrategia inteligente
hacer que los primos de la lista comiencen en un ntimero relativamente alto, por
ejemplo, el minimo entre A y 2%,
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El algoritmo recibe como entrada un entero algebraico o que define Q(a) y dos
polinomios f(z) y g(z) en Q(«a)|x].

El algoritmo devuelve como salida el polinomio h(x) asociado al maximo comin
divisor de f(z) y g(x) sobre el cuerpo de fracciones de R con coeficiente director
¢ = ged(a, b)A, siendo A el discriminante de r(y).

Paso 0: Hacer f y g monicos y limpiar denominadores. Tomar a y b € Z como
los coeficientes directores de f y g respectivamente. Calcular ¢ = A - ged(a, ).

Paso 1: Iniciar las listas P y H vacias.

Paso 2: Tomar p el siguiente primo de la lista de primos que no divida a a ni
abniaA. Seai(y) =r(y) méd py R = Z[y]/(p)/(7(y)). Denotemos f(x) = f(x)
méd py g(z) = g(x) méd p. )

Paso 3: Tratar de aplicar el algoritmo de Euclides a f(z) y g(z). Si finaliza con
éxito, tomar h*(x) igual al tltimo resto no nulo. En caso contrario, descartar p y
volver al Paso 1.

Paso 4: Comparar el grado de h*(x) con el grado de los elementos en H:

» Si H es vacia, anadir h*(z) a H y pa P.

Si el grado de h*(z) es mayor, descartar p de la lista y volver al Paso 2.

Si el grado de h*(x) es igual, anadir h*(z) a Hy p a P.

Si el grado de h*(x) es menor, vaciar H y P y anadir h*(z) aHy pa P.

Paso 5: Calcular w = []p; el producto de todos los primos en P. Resolver el
sistema de congruencias

h'(y, ) =chi(y, x) mod p;

h'(y, x) =ch’, (y,z) mod py,,

para un elemento 2/'(z) € Z[y, z|/(w).

Paso 6: Considerar h/(y,z) en Zly, x| balanceado. Comprobar si su asociado
monico divide a f(y,x) y a g(y,x). Si es asi, h = b’ y el algoritmo finaliza. Si no,
continuar al Paso 2.

4.3. Posibles mejoras del algoritmo

El algoritmo de Langemyr y McCallum se basa en el algoritmo modular para
calcular el maximo comun divisor de dos polinomios con coeficientes en (Q propuesto
por Brown [2]. Posteriormente, han surgido diversas mejoras a este método.

En [5], se elimina la necesidad de que el generador « de la extension Q C Q(«)
sea un elemento primitivo. Ademaés, calcula el maximo comun divisor moénico a
partir de los residuos. Para esto, usa técnicas de reconstruccién racional. Dada una
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clase € € Z/(w), en lugar de tomar un representante balanceado e € (—w/2,w/2], se
buscan enteros e,, ¢4 de tamafio pequefio tales que €,¢€,"' = €.

En [6], se hace una revision de la bibliografia asociada a este problema y se
proponen diversas heuristicas que mezclan las estrategias de Langemyr-McCallum y
Encarnacion, para determinar cuando es razonable intentar reconstruir el polinomio
h sin necesidad de alcanzar la cota de coeficientes esperados.

En [8], los autores proponen diversas mejoras, las mas destacables en el contexto de
esta memoria son la adaptacién del algoritmo a extensiones algebraicas Q(av, ..., a,)
que no estén representadas por un elemento primitivo y en la que no se exige que los
generadores ; sean elementos algebraicos. Y, por otro lado, los autores demuestran
que no es necesario calcular el discriminante A ni comprobar que un primo p sea
divisor de A para que el algoritmo siga siendo correcto.

Como mejora alternativa, en el calculo del maximo comin divisor sobre R, si
los grados de f y g son altos, se pueden implementar algoritmos de complejidad
subcuadratica, asintéticamente mejores que el algoritmo de Euclides.

4.4. Tiempo de ejecucion

En esta seccion vamos a comparar, mediante unos ejemplos sencillos, el desempeno
del algoritmo estudiado con el del algoritmo de Euclides clasico. Para ello, medimos
los tiempos de ejecucion de ambos algoritmos en funcién de los grados de f, g v h
para dos extensiones concretas. Aportamos también el maximo de los coeficientes de
f v h considerados como polinomios en Z|x, y|. Estos resultados se muestran a modo
de ejemplo. Tener una buena bateria de tests para el calculo de ged en esta situacion
no es un problema trivial.

Tabla 4.1: Ejemplos en Q(«) con r(y) =y — 2.

deg(f) deg(g) deg(h) méx(f;) méx(h) tiempo
Euclides 10 10 0 101 1 1.12 ms
Modular 10 10 0 101 1 0.983 us
Euclides 50 50 0 78 1 1.03 s
Modular 50 50 0 78 1 10 ms
Euclides 50 50 25 1222 19 141 ms
Modular 50 50 25 1222 19 7 ms
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Tabla 4.2: Ejemplo Q(«a) con 7(y) = y* — 34y* + 9.

deg(f) deg(g) deg(h) méax(f;) max(h;) tiempo

Euclides 10 10 0 3-10% 1 39.5 ms
Modular 10 10 0 3-108 1 1.95ms
Euclides | 50 50 0 7-10% 1 733 ms
Modular 50 50 0 7-10% 1 2.51 ms
Euclides 50 50 25 4.10%" 10?2 10.7 s

Modular 50 50 25 4.10% 10%2 34.3 ms
Euclides 100 100 12 5-10%2  9.10% > 180s
Modular 100 100 12 5-10%62  9.10% 457 ms
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