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Resumen

En este trabajo, introducimos los niimeros transcendentes a partir de la definicion de los
nimeros algebraicos y probamos que los nimeros e y m cumplen la propiedad de transcen-
dencia basandonos en los resultados cldsicos de Hermite y Lindemann. También probaremos

otros resultados relacionados, como la irracionalidad de e y m o combinaciones de estos.

Palabras clave: nimero algebraico, nimero transcendente, nimero 7 y ntimero e.

Abstract

In this work, we introduce the transcendental numbers from the definition of the algebraic
numbers and prove that the numbers e and 7 fulfill the property of transcendence based on
the classical results of Hermite and Lindemann. We will also prove other related results, such
as the irracionality of e and 7 or combinations of these.

Key words: algebraic number, transcendental number, number 7 and number e.
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Capitulo 1

Introduccién y conceptos basicos

1.1. Contexto historico

En este trabajo vamos a estudiar la irracionalidad y la transcendencia de los ntimeros e

y 7, cuyas propiedades tardaron en ser demostradas.

Vamos a empezar hablando del nimero 7, debido a que las primeras referencias a este
nimero son de antes de Cristo. Los primeros documentos datan de dos mil anos antes de
nuestra era, cuando se escribié el conocido Papiro de Rhind, que representaba un manual de
matematicas de los antiguos egipcios. Se comenzo a estudiar por el interés en averiguar la
naturaleza aritmética del nimero 7 y le relacionaron con el problema de la cuadratura del

circulo (del que se habla en el Capitulo 4).

Dando un salto de unos miles de anos, ya en nuestra era, el ma-
tematico inglés William Oughtred en 1647 fue el primero en utilizar
la letra griega 7w para representar la longitud de la circunferencia y
no iba mal encaminado, ya que hoy en dia utilizamos esta constan-
te para relacionar la longitud de la circunferencia con su diametro.
Oughtred utiliz6 esta notacién porque la letra 7 es la primera letra
de la palabra griega meprpepia, que significa circunferencia. Unos
anos mas tarde, en 1706, el profesor inglés William Jones utilizd
por primera vez en su obra Synopsis Palmorioum Matheseos [9] la
notacién de la letra griega m, como el niimero m que conocemos
hoy en dia. También en 1706, el matematico suizo Leonhard Euler
comenz6 a utilizar en sus trabajos la notacion 7 para el nimero
3,141592. .., esta notacion se difundié rapidamente y se convirtié
en un estandar internacional. Probablemente Jones y Euler comen-
zaran a usar esta notacion sin saber que el otro también la estaba
utilizando.

Figura 1.1: Papiro de
Rhind. Fuente: [§].

Ahora vamos a hablar un poco del nimero e. El nimero e es un nimero relativamente
reciente, ya que no aparecieron las primeras referencias hasta 1619 en una obra sobre loga-

ritmos del matematico escocés John Napier, véase [10].
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Una vez que hemos hablado un poco de como aparecieron los niimeros 7 y e, vamos
a hablar de como fueron surgiendo y evolucionando algunas de las demostraciones de las
propiedades de las que hablamos en el trabajo. Como la irracionalidad y transcendencia,
principalmente.

Casi a mediados del siglo XVIII, mas concretamente en 1744, Euler fue el primero en afir-
mar la existencia de niimeros transcendentes. Pero la primera demostracion rigurosa se debe
al matematico francés Joseph Liouville quién, en 1844, demuestra un teorema que permi-
te construir ntimeros transcendentes mediante fracciones continuas. El matematico aleman
Georg Cantor, en 1874, hace una demostracién conjuntista de la existencia de nimeros trans-
cendentes, demuestra que el conjunto de los nimeros algebraicos es numerable, mientras que
el conjunto de los ntimeros transcendentes es no numerable. Esto significa que casi todos
los nimeros reales en el sentido de Lebesgue son transcendentes. Pero, sin embargo, la de-
mostracion de la transcendencia de los nimeros e, 7w, €" y otros niimeros que desempenan
un papel importante en las matematicas y sus aplicaciones, quedaban como un problema
complicado pendiente de resolucién (hablamos de esto en el Capitulo 4).

En el ano 1766, el matemético aleman Johann Heinrich Lambert demostré por primera
vez la irracionalidad de los ntimeros e y 7, aplicando el desarrollo en fraccion continua ha-

llado por Euler del nimero , Lambert obtuvo los desarrollos en fracciéon continua de

xT —T

, e’ —e ) P . .

los nimeros tan(zx) y pranpry Mediante estos desarrollos demostré la irracionalidad de los
er 4+ e~

nimeros tan(z) y e* para z € Q, cuando x # 0. De este resultado, se puede concluir que el

numero 7 es irracional. Hay que observar que la demostracién de Lambert no era rigurosa

del todo, en ella faltaba un lema sobre la irracionalidad de una clase de fracciones continuas

de un tipo mas general. Este defecto se salvd posteriormente gracias al matematico francés

Adrien-Marie Legendre, quien demostré también la irracionalidad de 2.

El matemaético francés Fourier, en 1815, publica una demostracién de que el nimero e
es irracional, véase [5]. Hubo varios intentos posteriores para demostrar mediante métodos
elementales semejantes a los de Fourier que e no es raiz de una ecuacién con coeficientes de
7. de grado mayor que 2. Lioville, que fue el autor de la primera demostracion del teorema:
El nimero e no es una irracionalidad cuadrdtica, demostrd que el niimero e no puede ser raiz
de una ecuacién bicuadratica. El matematico aleman Adolf Hurwitz aplicando un método
elemental mas complicado, demostré que el nimero e no puede ser raiz de una ecuacion
cubica con coeficientes de Z.

La transcendencia del niimero e fue demostrada por primera vez por el matematico francés
Charles Hermite en el ano 1873. Esta era la primera demostraciéon de la transcendencia de
un numero importante en las mateméaticas que no resultaba como corolario del teorema de
Liouville. Para demostrar la transcendencia del nimero e hay que demostrar que el niimero
e no es raiz de ninguna ecuacién de coeficientes de 7Z de ningin grado. Este problema
se consiguio resolver solamente al aplicar un método analitico creado por Hermite. Este
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método estaba basado en las propiedades analiticas de la funcién exponencial y permitié
mas adelante demostrar la transcendencia de algunas clases de nimeros relacionados con las
funciones exponencial y logaritmica y estudiar sus propiedades aritméticas. El método de
Hermite se basa en la identidad,

n—1 k'J

r+ —| = |nhx
> |ry] =t
para cada x € R y para cada n € Z* [7], establecida por él para la funcién exponencial,
mediante la cual consiguié establecer una relacién entre la naturaleza aritmética de los va-
lores de la funcion exponencial, sus propiedades analiticas y las propiedades aritméticas de
los coeficientes de su serie de Taylor.

Desarrollando el método de Hermite, el matematico aleman Ferdinand von Lindemann
demostrd en 1882 la transcendencia del niimero 7.

Por ultimo, algunos de los resultados més importantes en la teoria de los nimeros trans-
cendentes a principios del siglo XX se deben al matematico ruso Aleksander Guélfond. En el
ano 1929, presenté una demostracion parcial, y en el ano 1934 la demostracion completa del
séptimo problema del matematico aleman David Hilbert, que habia sido anunciado por este
ultimo, junto a otros 22 problemas abiertos, en el IT Congreso Internacional de Matematicas
de Paris del ano 1900. Cuya solucion es la siguiente:

Sioa,B €A a#0,1, ypB esirracional, entonces el nimero o es transcendente.
Este enunciado es equivalente a la siguiente proposicién:

El logaritmo irracional de un nimero algebraico con base algebraica es un nimero trans-
cendente.

Del teorema de Guélfond se deducia como un caso particular de la transcendencia de e™.
En el ano 1934, el matematico aleman Theodor Schneider, independientemente de Guélfond,
expuso otra demostracion del séptimo problema de Hilbert.

1.2. Estructura del trabajo

Ahora vamos a hablar un poco de como hemos estructurado el trabajo. Lo hemos dividido
en 4 capitulos. En el primero, hacemos un pequeno resumen historico de los niimeros e y 7
e introducimos algunos conceptos que utilizaremos en capitulos posteriores.

Los Capitulos 2 y 3 se estructuran de una forma similar. En ambos, se habla de la irra-
cionalidad y transcendencia del nimero e, en el Capitulo 2, y del niimero 7, en el Capitulo 3.

Y por 1ltimo, en el Capitulo 4, hablamos de algunos problemas que siguen abiertos rela-
cionados con los niimeros e y 7 y también algunas curiosidades.
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1.3. Conceptos basicos

A lo largo del trabajo la fuente principal ha sido el libro [14], pero también hemos uti-
lizado apuntes que hemos usado a lo largo de la carrera tanto de la rama de Calculo como
pueden ser los apuntes de Ampliaciéon de Célculo Integral o Variable Compleja, como de la
rama de Algebra como Teorfa de Galois o Algebra Conmutativa.

A continuacién, introducimos algunas definiciones vistas a lo largo de la carrera que es
conveniente refrescar y otras definiciones nuevas que utilizaremos durante el trabajo. Tam-
bién se introducen teoremas o lemas, algunos llevan demostracion, porque nos ayudaran a
demostrar algunos de los teoremas que veremos mas tarde.

Las definiciones, teoremas y lemas que veremos a continuacion, los hemos clasificado en
dos subsecciones distintas en funcién de la rama a la que pertenezcan. Por tanto, tendremos
conceptos algebraicos y conceptos analiticos.

1.3.1. Conceptos algebraicos

Definicién 1.1 Se dice que un cuerpo F es una extension de un cuerpo K cuando K es
un subcuerpo de . Se escribe F/IK. Entonces 1x = 1p y I es espacio vectorial sobre K.
La dimension del K—espacio vectorial F se representa por [F : K] y se llama grado de la
extension IF/KK.

Definicién 1.2 Sea F/K una extension. Se dice que un elemento u € F es algebraico
sobre K si u es raiz de algin polinomio no nulo en K[z|. En caso contrario, se dice que u es
transcendente sobre K.

Introducimos la notacion &~ que hace referencia a un isoformismo entre dos cuerpos.

Teorema 1.3 Sea F un cuerpo y K un subcuerpo de F. Si F/K es una extension y u € F
es algebraico sobre IK, se tiene:

1. Klu] = K(u) =~ K[z]/(f(z)) donde f(z) € Klz] es un polinomio de grado n > 1, que
estd determinado univocamente por las dos condiciones siquientes:

a) es monico y f(u) = 0.

b) f(@)lg(x) Vg(xr) € Klz] tal que g(u) = 0.
O también por la condicion

c) f(z) es irreducible, ménico y f(u) = 0.

2. {1, u,...,u" 1} es una base de K(u)/K y [K(u) : K| = n.

Demostracién. Véase [4], pdgina 10.
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Definicién 1.4 Sean I y K cuerpos. SiIKK CF yu € I es algebraico sobre IK, el polinomio
f(z) determinado univocamente por u en las condiciones del Teorema|1.5, se llama polino-
mio minimo de u sobre IK. Se define el grado de u sobre IK como el grado del polinomio

f(z).
Definicién 1.5 Sea V un anillo conmutativo con unidad y
apy .., O (1.1)
unas indeterminadas. Un polinomio
floa,...,0n) € Viag, ..., a,) (1.2)

se llama polinomio simétrico en las indeterminadas (1.1)), si no varia para cualquier
permutacion de estas indeterminadas.

Definicién 1.6 Llamemos por
g1 :a1+...+an,
09 = \10ig + Qi3 + ... + Qp_100,, (1 3)

Op = Q109 -+ * Oy,

a las funciones simétricas elementales en las indeterminadas (1.1), las cules, salvo
el signo, son los coeficientes del polinomio (x — ay) -+ (. — o).

Definicién 1.7 Un polinomio
f(al,...,an,...,51,...,53) S V[ozl,...,an,...,él,...,(Ss] (14)
se llama polinomio simétrico en varios sistemas de indeterminadas
Q1yeeoy gy 01,00, O, (1.5)
st mo varia para cualquier permutacion de las indeterminadas en cada uno de estos sistemas.

El teorema que trata sobre los polinomios simétricos se generaliza al caso de varios siste-
mas de indeterminadas de la siguiente forma:

Teorema 1.8 Todo polinomio simétrico en varios sistemas de indeterminadas
se expresa univocamente en la forma

flag, ... am, .o 01, 05) = glon, ooy Ony e ey My ey M)y

donde
glot, . yon, o osmyoyns) € Vo, oo 00, e, s

es un polinomio en los polinomios simétricos elementales en las indeterminadas .
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Demostracién. Véase [14], pagina 30.

Lema 1.9 Sean «,...,0 unos numeros algebraicos sobre el cuerpo IK y sean los siste-
mas de numeros conjugados con «, ...,0 sobre K, respectivamente. Sea

f=flxy,. .. zp,00, .. Q.01 .., 05) € Klzg, .o xp, a1, a0, 01,00, 04), k>0,

y supongamos que f, como polinomio en las indeterminadas con coeficientes de
Klxy,...,zk], es un polinomio simétrico en los sistemas de indeterminadas . Entonces

f=flry,... xr) € Koy, ...zl
ypara k=0, feK.

Demostracién. Supongamos que f es un polinomio en las indeterminadas (1.5 con los
coeficientes en el anillo K[z, ..., z;]. Por tanto, como f es un polinomio simétrico en varios
sistemas de indeterminadas ([1.5)) y los polinomios simétricos elementales

01y +50n;5- 5N, 7s

en las indeterminadas (1.5 coinciden salvo el signo con los coeficientes de los polinomios

minimos de los nimeros a,...,0 sobre K y segin el Teorema [I.§ f es un polinomio de
Klxy,...,zx) y para k=0, f € K. O
Lema 1.10 Sean «,...,0 unos numeros enteros algebraicos y sean los numeros sus

conjugados respectivos. Sea también
f=flxy,...,xp,00,. . Qn, ., 01, ..., 0) €E LTy, o T, Q1o Qe oy 01,20, 0], k>0,

y supongamos que f, como polinomio en las indeterminadas con coeficientes de

2z, ..., x5, es un polinomio simétrico en varios sistemas de indeterminadas (1.5). Enton-
5 y Lk,

ces

f=flz,...,x) € Zxq,. ..,z
ypara k=0, f€Z.
Demostracién. Supongamos que f es un polinomio en las indeterminadas (1.5 con los

coeficientes en el anillo Z[zy, ..., x;]. Por tanto, como f es un polinomio simétrico en varios
sistemas de indeterminadas ([1.5)) y los polinomios simétricos elementales

0155 0n;5- 5N, 7]s

en las indeterminadas (1.5 coinciden salvo el signo con los coeficientes de los polinomios
minimos de los numeros «,...,d sobre Z y segun el Teorema f es un polinomio de
Zxy,...,v5) yparak =0, f €Z. O

Definicién 1.11 Llamamos Zi al anillo de todos los niumeros enteros algebraicos.

Teorema 1.12 Para que un numero € € Zix sea una unidad, es necesario y suficiente que
el producto de todos sus conjugados sea iqual a £1.
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Demostraciéon. Supongamos que €y, ..., €, son los nimeros conjugados con la unidad e.
Como € € Z 4, entonces €1 - ... €, € Z. Por otro lado, tenemos que €; ... €, € Z es unidad,
porque es el producto de unidades. También, sabemos que £1 son las tinicas unidades que
tiene el anillo Z, por tanto €; - ... ¢, = +1.

Reciprocamente, supongamos que € - ... €, = 1 y que € = ¢; € Z4, entonces tenemos
1 . .
que — = tey-...- €, € Zia, POrque €y, ..., €, € Z4 por ser conjugados con el nimero € € Z 4.
€
Entonces, por la definicién de unidad, € es una unidad. 0

Definicién 1.13 Se llama fraccion continua a la expresion

1
ao + 1
R
ag + ————
as + .
dondeag € Z yar, € N, k=1,...,n. Los elementos ap, k =0,1,...,n, se llaman elemen-

tos de la fraccion continua.

1.3.2. Conceptos analiticos

Definicién 1.14 Sea () una region de C. Decimos que una funcion f : Q — C es analiti-
ca en () si existe f'(z) para todo z € €.

Por lo tanto, ser analitica significa ser derivable no solo en un punto o una recta, sino en
todo un abierto.

Definicién 1.15 Decimos que una funcion f : C — C es entera si es analitica en todo

C.

Teorema 1.16 (Teorema Integral de Cauchy.) Sea ) una region de C. Sea f : Q2 — C
analitica con Q simplemente conezxo. Sea v un camino cerrado (que puede contener autoin-
tersecciones) contenido en ). Entonces,
/ fdz = 0.
-

Teorema 1.17 (Principio del Médulo Mdximo) Sea §) una region de C. Sea f : Q0 — C
analitica. Supongamos que existe zy € Q en que |f(z)| alcanza su mdximo. Entonces, f es
constante en (2.

Teorema 1.18 Si f es una funcién continua en [a,b], entonces existe algin y de |a,b] tal
que f(y) < f(z) para todo x de [a,b].

Definicién 1.19 Para cualquier nimero real p > 0, definimos

F(p):/ P e dr.
0

Llamamos a T' funcion Gamma de Fuler.
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Proposicién 1.20 Para n entero positivo I'(n) = (n — 1)!.

Demostracion.

I'(n) = /000 " e dx E [—x"ile*ﬂ;o +(n—1) /000 2" ?e  dr = (n — 1)I'(n — 1).

u=a""—du=(n—-12"%dx dv=e"dr —v=—e"

['(n—1)= /000 " 2e " dx @ [—x”’Qe’m]go + (n —2) /000 2" B dy = (n — 2)I'(n — 2).

n

u=a"?—du=(n—-2)2""dx dv=e"dr—v=—e"

T

entonces obtenemos

'n)=n—-DI'n—-1)=n-1)n-2T'n-2)=...=n—-1)(n-2)...-1-I'(1)
=(n-DII'1)=(n-1)!
') = Ooe*zdx:[—e*ﬂgo—l

Integramos por partes.
2Integramos por partes.



Capitulo 2

El nimero e

En este capitulo, vamos a demostrar que el nimero e cumple una serie de propiedades
como son la irracionalidad y la transcendencia, y para ello nos vamos a apoyar en definiciones
y resultados vistos en el capitulo anterior. También, vamos a demostrar como se expresa el
nimero e como una serie de potencias.

A continuaciéon, vamos a dar la definicion del ntimero e.

, \"
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

2.1. El nimero e como serie de potencias

Definiciéon 2.1 Sea

En primer lugar, vamos a enunciar un teorema que utilizaremos en la demostracion.

Teorema 2.2 Sir es un nimero racional positivo y tenemos una sucesion (z,,) € R definida
como

1
Entonces, (x,) — 0 cuando n — oc.
Demostracién. Véase [13].
A continuacién, vamos a dar una caracterizacion del nimero e.

Proposicién 2.3 El nimero e se puede expresar de la siguiente forma:
o0
1
e= E —.
k!
k=0
Demostracién. En primer lugar, sabemos que el nimero e se puede expresar como un

limite:
, \"
e = lim (1 + —)
n—o00 n

9
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y queremos llegar a que
= 1
e = Z E
k=0

Comenzamos la demostracién utilizando el Binomio de Newton en la expresion (1 +

() =Z 06 -6 036w (e ()

S|
~—
3

=0

1 nn-1 1 nn-1)mn-2) 1 1

I TR 3] IER
1 1 n2-n 1 n n-1 n-2 1
o1t w20 m o 3
n n—1 n—-2 n—-3 n—(n-1) 1

S T [ ey O P T et
TR n) 2 n n) 3!
1 2 —1 1
6D )
n n n n n!

Ahora, cogemos un término cualquiera de la suma anterior

(002005 4

Ahora, consideramos la sucesion

(0 =+

y por el Teorema podemos concluir que cuando n — oo, (z,) — 0.

Por 1ltimo, aplicando este tltimo resultado al término x que habiamos cogido antes:

xr = 1—l . 1—z . 1—§ 1—1{:_1 i—>i cuando n — o0.
n n n n k! k!

Y esto aplicado a todos los términos obtenemos que

, N 1 1 1 1 =1
JLIEO<1+;> “atntatatTlm
que es el resultado al que queriamos llegar. O

2.2. Irracionalidad del numero e

La demostracion que explicamos a continuacion pertenece al matematico francés Fourier y
estaba contenida en su curso de andlisis, Mélanges d’analyse algébrique [5], que fue publicado
en 1815.
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Teorema 2.4 El numero e es irracional.

Demostracién. En primer lugar, escribimos el niimero e como una serie
(0.9}
>
B k!
k=0
y ahora esta serie la dividimos en dos

"1 =1
=0

k=n+1

A continuacién, vamos a desarrollar la serie T,

To=— |14+ 1 4 ! Y [N S I
n_(n—l—l)' (n—|—2) (n+2)-(n+3) (n+1)! 2 22
B n+1 'Z2k - n+1
por lo tanto, podemos concluir que
2
0<T,<-—— con nel. (2.1)
(n+1)!

Definimos las siguientes series:

a,=n!'S, vy by,=n!T, con née&lN. (2.2)

De la definicién de S,, y de las definiciones (2.2)) y de la desigualdad (2.1)) obtenemos

"1 11 1 n!  nl
a, =nlS, n.kzk! [1—1—2‘—1—3'—1— +n! n+2'+3|+ -+1=a, €N,
=0
2 2-n! 2
b, = n!T,, <n! = = <1 > 2
" n(n—i—l)! (mn+1)-n! n+1 pata =
por lo tanto,
a, €N y 0<b, <1 con nz=2. (2.3)

De las condiciones ([2.3]) obtenemos que
nle=nl(S,+T,) =a,+0b, €7

para cualquier n € IN. De esto podemos deducir que el niimero e es irracional: supongamos

. " p
que es racional, entonces podemos escribir e = = con p,q € IN. Tomando n = ¢ obtenemos

que n! e € Z, pero ya habiamos probado que n! e € Z, por lo tanto el niimero e es irracional.
O

Para demostrar que el niimero e es irracional, también podemos utilizar que el niimero
e~! es irracional.
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1

Corolario 2.5 FEl numero e~ * es irractonal.

Capitulo 2

Aunque al ser un corolario no necesita demostracion, a continuaciéon damos una demos-
tracién alternativa de que el ntimero e es irracional y similar a la del Teorema [2.4]

Demostraciéon. Como en el caso de la demostraciéon del Teorema [2.4] escribimos el niimero

e~ ! en forma de serie.

1 (1"
e :% B

Ahora dividimos en dos la serie,

k! k!
k=0 k=n+1
y consideramos
1 n+1 . 1 n+1 - <_1)k
(15 = (-1t S0 S
k=n-+1
_ (_1)n+1 (_ )n-i—l N (_1)n+2 N (_1)n+3 L
(n+1)! (n+2)  (n+2)(n+3)
1 [ 1 1 }
= 1-— + — ...
(n+1)! (n+2) (n+2)(n+3)
_ 1 ] 1 n 1
(n+1)! 2 22
I = (=1F 1 2 1 1
= = =< IN.
(n+1)'§ * G+l 3 (mtD @t "
1
0< (=1)"*p, < con ne€N 2.4
(0™ < o (2.4)
Definimos las series
Yo =nla, v 0, =n!B, con neN. (2.5)
Aplicando ([2.4) obtenemos:
e = 111 1 1 1 (=1)"
n!  n! nl "
:a—g—i-z—"‘-i-(—l) = v, € N.
1 1
S, = nlB, < nl = (=1)"*ly, < IN. .
n ﬁ n (n+ 1)!(_1)n+1 ( ) (n+ 1) con n e (2 6)
ok
3La serie Z ( 2}3 = % ha sido calculada utilizando el Software matematico WolframAlpha, [I5].

k=0
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Por lo tanto, tenemos
n! et =nl(an + Bn) = Y+ 0n & Z.

para cualquier n € IN. De esto podemos deducir que el ntimero e~! es irracional: supongamos

que es racional, entonces podemos escribir e~ = b con p,q € IN. Tomando n = ¢q obtenemos
q

que n! e~! € Z, pero ya habiamos probado que n! e™! € Z.

1

Y por tanto, podemos concluir que los niimeros e y e~ son ntimeros irracionales. O

Una vez que hemos visto que los niimeros ¢ y e~! son irracionales, vamos a ver que el

nimero e no es una irracionalidad cuadratica, es decir, el niimero e no es soluciéon de ninguna
ecuacion de segundo grado con coeficientes en Z.

Teorema 2.6 El numero e no es una irracionalidad cuadrdtica.

Demostracién. Por reduccién al absurdo supongamos que si lo es, entonces

ae* +be+c=0, con a,bc€Z, a>0, c#0, (2.7)
por lo tanto,
ac+b+cet€Z = ae +ce ! € Z. (2.8)
E

Ahora utilizando las notaciones anteriores, definamos los siguientes niimeros:

E,=nlae+ce')=R,+P, con neN (2.9)

donde
R, =aa,+cy, y PB,=ab,+cd, con nel. (2.10)

Y n, by, Y v 0, definidas en las demostraciones del Teorema ([2.4)) y del Corolario (2.5)).

De las condiciones ([2.3)), (2.6, (2.7) y (2.8]), tenemos que

R, = aa, + ¢y, € Z, (2.11)
porque sabemos que a y ¢ € Z de (2.7)), a, € N por (2.3) y 7, € N por (2.6), y también

tenemos que
E, =nl(ae+ce™t) € Z, (2.12)

porque hemos supuesto que ae + ce™! € Z y es trivial que n! € IN.

Como acabamos de ver que E, y R, € Z, podemos concluir entonces que P, € Z, pero
esto es absurdo y es lo que vamos a probar a continuacion.
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Ahora vamos a trabajar con P, y lo primero que vamos a hacer es acotarlo.

2 1
[Pl = laby, + cdn| < laby| + [cdn| = al[bn| + |c[|6n] < |a + lef | —
A n+1 n+1
2 1 2
a2 g g 22l e
Pl n—+1 n+1 n—+1

Por lo tanto, para todo n > 2|a| + || se verifica la desigualdad

_ 2a[+ el _ _2[a]+]]
n+1 2la| + |c| +1

(2.13)

De las igualdades (2.9)) v ( - de las condiciones ) v - ) v de la desigualdad
([2-13)), deducimos que para todo n > 2Ja| + |c| se cumple que

|P,| = 0. (2.14)
Por lo tanto, si ahora demostramos que existe una sucesiéon infinita de valores de n tales
que P, # 0, entonces la condicién anterior (2.14]) sera contradictoria y habremos demostrado

el teorema.

Tenemos que,

nP, 1 — P, =n(ab,_1 + ¢d,_1) — (ab, + ¢d,,) = a(nb,_1 — b,) + c(nd,_1 — 0,,)

2.15
=a-14+c¢(-1)"=a+c(-1)", Vnel, (2.15)
donde
b, = = Z—' y 0, =nlB, = . VneN,
k=n k=n+1
y por lo tanto obtenemos
— —-n - — 1) — —nl — =nl — —nl —
nbp_1—b,=n-(n—1)! Z X n! Z X n! Z 1 n! Z 1
k=n—1+1 k=n+1 = k=n-+1
oo oo oo
1 1 1
=n! — _ — _ —
k=n k=n+1 k=n+1 k=n+1
=1, Vnel,
AUt <|—=— <|—].
Utilizamos |by,| < 'n—f—l v 0] < m——]
5Como y |—— | son ntumeros positivos podemos quitar los valores absolutos.
n+1 n+1
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Nop_1 — 0p =n - (n —1)! Z (_kll) _n Z (_kl')

k=n—1+41 ) k=n+1
— (—1)* — (=1)* = (D" & (=)
=) k! —nt 3 moo > ! -2 !
k=n k=n+1 k=n k=n+1
T G N G DL = o LN N G O
=nllet Y T X | T
k=n+1 k=n+1
=(-1)", VneN,

como podemos ver en ([2.15]).

De ([2.15]) llegamos a que al menos uno de los tres numeros P, 1, P,,, P11 es distinto de
cero. En caso contario, tendriamos que a +¢c =0y a—c =0y por tantoa =0y c=0, lo
cual es absurdo por (2.7). Y con esto ya hemos demostrado el teorema. O

2.3. Transcendencia del niimero e

En este apartado hemos seguido la demostracién que se encuentra en [14], pdginas 183-
187. En el libro [16] se da también una demostracion muy similar a la que damos en esta
seccion.

Teorema 2.7 El nimero e es transcendente.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que el niimero e es algebraico. En-
tonces, este nimero serd raiz de una ecuacion de la siguiente forma

ag+ae+ae® +... +ae" =0 ay#0, a,#0, ar€Z, kecl0,n]. (2.16)

Ahora vamos a elegir las aproximaciones racionales a las potencias del nuimero e de la

siguiente forma:
o My, + €,
=k 5

M,
donde My € Z, esto lo demostraremos més adelante, y € , con k € [1,n], son nimeros lo
suficientemente pequenos que elegimos a continuacion.

kell,n], My#0. (2.17)

[ ((x—1) ... (x —n))Pe " dx
My = /0 o , (2.18)
€ = 6k/0 e 1)(p_(1x)'_ n))pe_xd$’ (2.20)

donde p es un nimero primo suficientemente grande.
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De las definiciones (2.18)), (2.19) y (2.20)), se tiene:

Mp+%:eﬁ/”ﬂqu—U~-@—HD%”wQHﬁ/*ﬂ*«x—D”.@—n»%ﬁwj

(p—1)! (p—1)!
_ b 2P (z—1)...(z —n))Pe"dx FarY(z —1)...(z —n))Pe " dx
) (1) < (1)
_ b P (z —1)...(x —n))Pe*dx _ b .
- ] Moo kella

(2.21)

Por tanto, las igualdades (2.17) se cumplen formalmente si My # 0.

Ahora sustituyendo los segundos miembros de las igualdades (2.17)) en la ecuacién ([2.16))
obtenemos:

0 1 MQ 2 MO n MO -

2.22
:a0M0+(11(M1+61)+a2(M2+62)+...+6Ln(Mn+6n):0 ( )
= (CL()MO + a1M1 + CL2M2 + ...+ anMn) + (CL1€1 + ag€9 + ... + anen) =0.
Hemos tomado los nimeros enteros My, M, ..., M, de tal modo que son divisibles por un

nimero primo p lo suficientemente grande, que cumple que p > |ag|, y que el nimero entero
My no es divisible por p, todo esto lo demostraremos luego. Por tanto, el primer paréntesis
del primer miembro de la igualdad es un numero entero distinto de cero, ya que el
primer sumando agMy no es divisible por p, mientras que el resto de sumandos si que son
divisibles por p.

Los ntimeros €1, €9, .. ., €, los hemos elegido tan pequenos que cumplan la desigualdad
\alel + agser + ...+ anen\ <1 (223)

que mas tarde probaremos que se cumple.

Con todo esto, veremos que la igualdad (2.22) es contradictoria, porque la suma de un
entero no nulo y de un niimero menor que uno en valor absoluto, no puede ser igual a cero.
Y con esto habremos probado el teorema.

Ahora vamos a comprobar que se cumplen los requisitos antes mencionados.

Vamos a expresar el polinomio 277! ((z—1) ... (z—n))P, utilizando el Binomio de Newton,
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de la siguiente forma

PN (z—1)...(z—n) =2z —-1)P.. . (z—n)P

_ g (ﬂ 1P 4 pzl (7;) acj(—l)p_j) . (ﬁ —nP 4 : 6) xj(—n)p_j>
_ ) '

J=1 J
p—1 p—1
=P 1 (=1P) .. (—nP) + 2P [ 2P + Z (p o (1P| 2P+ Z <p)  (—n)P™I
— \J — \J
j j
(n+1)p (n+1)p
_ ( 1)np(n|)pxp 1y Z Co 17" 1 _ ((_1)p)n(n')pxp 1y Z Cor® 1
s=p+1 s=p+1
(n+1)p)
= (—1)"(n!)P2P + Z Co1¥Y o1 €Z, s€[p,(n+1)p—1].
s=p+1
(2.24)
Hemos aplicado que (—1)? = —1, ya que p es un numero primo suficientemente grande,

por tanto p es un ntimero impar.

Ahora sustituyendo el segundo miembro de la igualdad (2.24) en la integral (2.18)) y
utilizando la Definicion y la Proposicion de la funcion Gamma de Euler, veremos
que My no es divisible por p, obtenemos

(=1)"(n)” + cpp + cpyrp(p+ 1) + Gprap(p + 1) (P +2) + ...
(=D)"(n)" +plep + cpralp+ 1) + pr2lp + 1) +2) +..)
(=D)"(n)’ +pA, AecZ.

Tomemos p > méx(|ag|,n). Entonces, My € Z y agMy no es divisible por p, y por lo
tanto, My # 0.

Continuamos haciendo un cambio de variable en la integral (2.19)) de la siguiente forma:
r=k+u, dr=du,

obtenemos,

e [T Rt (Bt u—1) . (k+u—n)Petrdy
Mk = ek/o (p — 1)! (2 25)
Oo(kj'i_u)pil((k‘f‘U—1)...(k)+U—n))p67“du .

/0 (p—1)! ., kell,n].
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Ahora bien,

— P—lp 1ujp17j u B " RN

_(j_l e ><< k= 1)t (k=)
(n+1)p

= > dow'™', dii€Z, selp(n+1)p-1]

Sustituyendo la igualdad (2.26]) en la integral (2.25)), aplicando la igualdad (2.24)) y utili-
zando la Definicién y la Proposicién de la funcién Gamma de Euler, obtenemos

nz ds 1u -1 e vd
v :/°° (k+u)p1((k+u—1)...(k:+u—n))”6“dU_/ s=pi1
k o (p—1)! 0 (p—1)!

(n+1)p (n+1)p (n+1)p s 1
o -1 el _
I R S =

5= p+1 s=p+1 s=p+1

= dpp + dpﬂp(p + 1)+ dprop(p+1)(p+2) + ...
=p(dp +dpp1(p+1) +dpa(p+ )(p+2)+...) =pB, BecZ, keclln].

Por tanto, hemos probado que todos los M}, son divisibles por p y en consecuencia, son
también nimeros enteros.

Por tltimo, debido a que el polinomio y la funcién exponencial son funciones continuas,
por el Teorema [1.18| existen unas constantes ¢ y ¢ € R, que no dependen del niimero p
elegido.

lz(z —1)...(x —n)| <¢, x€]0,n], (2.27)

(z—1)...(x —n)e™™™ <g, x€0,n], keclln] (2.28)
Aplicando las desigualdades (2.27) y (2.28) para la acotacién de las integrales (2.20)),

obtenemos:
o /k P (x—1)...(x —n))Pe %dx
0 (p - 1)!

lex| =

/k 2P (x—1)...(z —n))Pe " rdy
0 (p—1)!

Fart(z—1)... (. —n))Pldr| Flr(z—1)... (z —n))P da
<o) ] -] -1
Sg(p—l)-/o dx_kg(p o =M FE Ll

6Como las integrales son finitas, es lo mismo la integral de la suma que la suma de las integrales.
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Pt
Como W — 0 cuando p — oo, entonces los nimeros ¢, — 0 cuando p — oo. Por lo
p—1)!
tanto, existe un py tal que para cualquier p > pg se verifica la desigualdad (2.23]).

Fijando un nimero primo p > max(po, |ag|,n), obtenemos que todos los nimeros Mj, y
€ quedan elegidos cumpliendo las condiciones antes mencionadas. Y con esto queda demos-
trado el teorema. O






Capitulo 3

El niimero =

En este capitulo, vamos a demostrar que el niimero 7 cumple una serie de propiedades
como son la irracionalidad y la transcendencia, y para ello nos vamos a apoyar en definiciones
y resultados vistos en el Capitulo 1. También, vamos a demostrar como se expresa el niimero
7 como una serie de potencias.

En primer lugar, vamos a definir el nimero 7.

Definicién 3.1 Llamamos 7 al niumero que se obtiene al dividir la longitud de una circun-
ferencia y su diametro en geometria euclidea.

3.1. EIl nimero 7 como serie de potencias

En este apartado vamos de demostrar la serie de Leibniz, ya que es una de las series mas
importantes en la que aparece el niimero 7.

Proposicién 3.2 Se verifica la siguiente igualdad:

S
2n+1 4

n=0

Demostracién. En primer lugar, consideremos la serie geométrica

N R S R S (—1)":c2”+(—1)”+lﬁ
1+ 22 1422
2n+2
Para |z| < 1, la suma (—1)”+1m es la suma de los términos restantes de la serie
x

geométrica. Como en la ecuacién no utilizamos series infinitas y se cumple la serie para
cualquier x € R, entonces podemos integrar ambos lados de la igualdad entre 0 y 1.

| 1 ) A 6 g ) 1x2n+2
_ n n n+
/0 1+w2d:1:—/0 (1—x 4ot — a2 b — (D) o+ (—1) —1+x2>dx.

21
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/1 Ly L /4 1 L
T = : : u = . : u
o 1+22 o 1+ %E“u)) cos?(u) o Ccos’(wisin®(w)  cos?(u)

cos?(u)

il 1 i =
— . d = d — 4:—'
| o) | =i =5
» Cuando z = 0: tan (u) = 0, entonces u = tan='(0) = 0.
» Cuando z = 1: tan (u) = 1, entonces u = tan"!(1) = %
' 2, .4 2 .
1-— . 1)z 4+ (—=1)" d
/0( 2?42t — a2 — o (=) + (1) 1+x2> T
1 1 1 1 1
:/ dx — / xQdaz—l—/ dx—/ x6d:c—|—/ xsdaz—--~—|—(—1)”/ " dx
0 0 0 0 0
1 2n+2
+( 1)n+1 d
T g2+l 1 1 2n+2
_ - _ . —1)" -1 n+1/ d
2] H e [l e [l e [
1 ( 1x2n+2
_1__ - A 1n+1/ d
3+5 A R P +1+< A A i

Cuando n — oo, la suma de los términos tiende a la serie de Leibniz, excepto la integral.
Vamos a ver que acotando la integral, esta tiende a 0 cuando n — oo.

1 .2n+2 1 an+3 11 1
/ - dr < / 2?2y = | 2 = —0
o 1+a? 0 2n+3], 2n+3

cuando n — o0. Y con esto acabamos de demostrar la serie de Leibniz.

3.2. Irracionalidad del nimero =

En este apartado, demostraremos que el nimero 7 es irracional. Para ello seguimos la
demostracién que aparece en [I4], paginas 180-183. En [16], paginas 326 y 327, aparece otra
demostracion de que 7 es un nimero irracional diferente a la que aportamos en este apartado.

A continuacién, enunciamos y demostramos un lema que utilizaremos después en la de-
mostracion de que 7 es un nimero irracional.

d
En la demostraciéon de este lema utilizamos las notaciones i F'(x) para referirnos a
x

la primera derivada de un polinomio en funcién de la variable x. También, utilizamos la
notacion f(™(z) para referirnos a la derivada n—ésima en funcién de la variable z.

"Hacemos el siguiente cambio de variable: z = tan(u) = sin(u) y
cos(u)
cos (u) - cos (u) — sin (u) - (— sin (u)) cos? (u) + sin? (u) 1

cos?(u) cos? (u) cos? (u)
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Lema 3.3 Sea f(x) un polinomio arbitrario de R[z]. Definamos
F(z) = f(a) = f"(@) + fO@) = fO) + ...+ ()" (@) con neN

Entonces se cumple

/07T f(z)sin(z)dx = F(7) + F(0). (3.1)

Demostracién. En primer lugar, F(z) es claramente un polinomio ya que es la suma de
polinomios y a partir de un cierto n, f™(z) = 0.

Ahora, veamos que se cumple %(F’(x) sin(z) — F(z) cos(z)) = f(x)sin(z).

d

%(F'(x) sin(z) — F(z) cos(z)) = F"(z) sin(x) + F'(z) cos(x) — (F'(z) cos(x) — F(x)sin(x))
= F"(x)sin(z) + F(z) sin(x)
= (F"(x) + F(x)) sin(x) @ f(z)sin(z).
(3.2)
Ahora hacemos la integral
/07r f(z)sin(z)dz = /07T (%(F’(x) sin(z) — F(x) cos(x))) dx
= [F'(x)sin(z) — F(x) cos(z))]; = F(r) + F(0).
0

Una vez que hemos demostrado el lema anterior, procedemos a demostrar que el niimero
7 es irracional.

Teorema 3.4 El numero m es irracional.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que m € @, entonces podemos escribir
7 de la siguiente forma:

71':% con a,be N.
Ahora definamos el polinomio

fx) = %x"(ﬁ —x)" (3.3)

F(a) = f(z) = f"(z) + D) - FO(2) + .

F%w=ﬂw%¢@mwﬁ@uy¢®umJ“}jF@HﬁW@—ﬂ@
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para n € IN suficientemente grande. Tenemos

b" 1 1
1
@ _'mn [an . a”_lba: + a"_2b2x2 - ¥ (—1)nbnl’n}
n.
1
= [anxn _ an—lbxn—i-l + an—2b2xn+2 -4+ (_1)nbnx2n]
n.
1
= m [Cn.rn + cn—l—lxn-‘—l + Cn+2xn+2 + L + C2nx2n:| , Ck & Z, n S kj S 2n7
De (3.3)) tenemos que f(0) = f/(0) = ... = f»Y(0) = 0. Para cualquier s € Z*
(n+s)! n+s
m+s)...2+s)(1+s) = = . n!

es divisible por n!, porque (”:S) es un numero combinatorio y por lo tanto es un nimero
entero. Tenemos que f*)(0) € Z para k € [n, 2n], luego

f®0) ez para k=0,1,...,n,..., (3.4)

pero f(x) = f(m —x). Por lo tanto, tenemos que f®)(z) = (—1)*f®) (7 —x) para k =0, 1,. ..
de donde obtenemos que

fB () = (=) f9(0) e Z. (3.5)
Por tanto, como
F(0) = £(0) = £"(0) + f(0) = fO0) + - € Z
por y
F(r) = f(m) = f'(m) + fO(x) = fO(m) + - € Z

por (3.5)), entonces podemos concluir que F(m) 4+ F(0) € Z.

Ahora veamos que / f(x)sin(x)dx € Z y la igualdad 1' no se cumplird y habremos
0

demostrado el teorema.

f(z) > 0 para 0 < < 7. Por lo tanto, como f(z) es continua se verifica la desigualdad

i f(z)sin(z)dzx > 0.

9Utilizamos el Binomio de Newton.
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Por otro lado, tenemos las siguientes desigualdades
K ) K ™ b’n bn K
f(z)sin(z)dz § f(:c)d:v = —z"(m —x)"dr = — a:"(ﬂ —x)"dx
0 0 n! n!

st [~ EQ)orse e
[ (0) st

k=
_ n nk k[ on—k
@E;(k)( )" /0 x dx
pn n n xankJrl m
_ -1 n—k__k
n';(k)( o [2n—k+1]0

2n—k+1 71.2n+1

" (1 s " (1
— 1nk kK~ 1 n-k_ "
n';(k)( ) T —k+1 n‘;<k>< ) 2n —k+1

B pn . 71.271—1—1 n (n> (_1)n—k pr . 71.2n—i—1 2_2n_171!ﬁ _ b . 7I.2n—i—1
= ——— — . 1 ,
n! prt k)2n—k+1[3 n! (n+§)! M n!
b . 7T2n+1
Como — Y 0 cuando n — o0, existe un ng tal que se verifica la desigualdad
n!

/0 " fl) sin(z)dr < 1

para cualquier n > ny.

Por lo tanto, se verifica / f(z)sin(x)dx ¢ Z y la igualdad l) resulta contradictoria y

0
el teorema queda demostrado. [

3.3. Transcendencia del niumero 7

En este apartado demostraremos que el niimero 7 es transcendente. Para ello seguimos
la demostracién que aparece en [I4], paginas 187-196.

Ygin(z) en [0, 7] es positivo, por eso lo podemos acotar por 1.

1 tilizamos el Binomio de Newton.

12Como todas las integrales convergen, porque estamos integrando polinomios en un intervalo finito, es lo
mismo la integral de las sumas que la suma de las integrales.

)n k 2 2n 1n]ﬁ
BLa serie Z = ha sido calculada utilizando el Software matemaé&tico
2n —k+1 (n + %)'
WolframAlpha [ ]
n!

< 1y también \f < 1.

1415 serie queda acotada por 1, ya que (n - 221

)!

N[ =
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En esta demostracién va a ser muy importante la identidad de Euler, e +1 = 0. Por
eso, vamos a demostrarla utilizando la Formula de Euler, que es la siguiente

i

e = cos () + isen (z), (3.6)

simplemente sustituimos en (3.6) x = 7 y obtenemos:

e'™ = cos (7)) +isen (7)) = —1

como queriamos probar.
Teorema 3.5 El nimero ™ es transcendente.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que 7 pertenece al cuerpo de los
nimeros algebraicos, al que denotamos por A, entonces im = o € A. Sea grado(a) = n, y
sean o, . .., a, los nimeros conjugados con a. Para hacer mas facil la notaciéon, tomaremos
a = ay. Se tiene, e* + 1 = 0. Por lo tanto,

e* +1)= (e +1D(e*?+1)---(e*"+1)=1 et e 4 e
g(+)(+)<+)<+> + (e + e + ) .-

+ (ea1+042 + ea1+043 + ..+ ean—1+an) + ..+ ea1+042+~-~+an =0.

En los exponentes que aparecen en (3.7) puede haber ceros y entonces, los sumandos son
iguales a uno. Ahora, sumamos todos los términos con los exponentes iguales a cero junto
con la unidad, a esta suma la denotamos a. Los demés exponentes distintos de cero los
numeramos arbitrariamente y los denotaremos por i, ..., Sy. Después de esto, la igualdad

(3.7) se transforma en
ate +e” . +efPN=0, a>1 (3.8)

Vamos a demostrar que /i, ..., By son todas las raices de un mismo polinomio f(x) € Z[z]
con grado(f(z)) = N.

Por hipétesis, todos los nimeros aq, ..., q, son raices de un polinomio fi(z) € Q[z].
Todas las sumas de dos ntimeros tomados el conjunto de los nimeros aq, ..., a, son raices
del polinomio

fale)= ] @=(ai+ay).

1<i<j<n
Todas las sumas de tres nimeros tomados del conjunto de los niimeros aq,...,®, son
raices del polinomio

@)= ] (= (i+a;+a).

1<i<j<k<n

Y asi sucesivamente hasta la suma de todos los nimeros aq, ..., «, es raiz del polinomio
falx) =2 — (g + ...+ ).

Los polinomios fi(x) con k = 2,...,n son funciones simétricas de ay,...,a, con coefi-
cientes en Z[z|. Por esto, segin el Lema para k = 1 obtenemos que

fr(x) € Qlz], k=2,...,n.
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Hagamos
o) = = TL (), olw) € Qlal.
k=1
Es evidente que
o) = = L) = 5 @) o) -+ o)
k=1
1

= (r —ar)(z —ag) (. — an))((x — (1 + ) (7 — (1 +az)) -+
(x—(ap_1+an)) - (z— (a1 +as+ ...+ ay))
1

2o =)@ = o)+ (@ = By) = (& = Bi)(w — Bo) - (= Bu).

@ xa—l
Por tanto, podemos escribir fy(z) de la siguiente forma:
Jo(z) = (x—=PF)(x—PB2) - (x— fBn) = N tay 2N ray 02N TPt aiz+ag, ag # 0.

n .
Ahora definimos a; = d—j, d; # 0, donde n; y d; son dos coeficientes arbitrarios, por tanto,

podemos reescribir el polinomio como

dn_1dn—2---dy N ny_1dn_2---dy N-1 ny_2dn_1dn—_3---doy N—2
x) = X x x
fo( ) dy_1dn_z---dy dy_1dn_g---dy dy_1dn_g---dy

y entonces despreciando el denominador podemos pasar a

+ ...

f(z) =dy_1dn_g--- doxN +ny_1dy—o--- doxN_l + ny_ody_1dn_3 " -doxN—Q 4+
que es un polinomio que pertenece a Z[z], con grado(f(x)) = N,y tal que f(8x) = 0,
k=1,... N.

El teorema quedara demostrado si comprobamos que la igualdad (3.8)) es contradictoria.
Y esto lo vamos a ver con el siguiente lema.

Lema 3.6 Supongamos que los niumeros

Brpseeos Bty k21, I=1,....r (3.9)

forman, para cada |l = 1,...,r una coleccion completa de las raices no nulas del polinomio
fi(z) € Z[z] con grado(fi(z)) =k, l=1,....,r ya, €Z, l=0,1,...,r, ag # 0, donde los
a; son los coeficientes del polinomio fi(z). Entonces, la igualdad

T kl
a0+ZalZe’8’“vl =0, ag#0 (3.10)
1

=1 k=

es imposible.

15Como hemos dicho antes, pueden aparecer ceros entre los sumandos o, por tanto se queda multiplicando
s6lo la x. Antes al nimero de exponentes que sumaban 0 junto a la unidad lo llamabamos a, pues ahora
tenemos que los a; se anulan a — 1 veces y al resto de los a; que no se anulan los llamamos también como
antes arbitrariamente f1,...,Bn.
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Observacion 3.7 Entre los numeros (@) puede haber iguales.

Ahora vamos a demostrar el lema anterior, que se hace de forma similar a la demostracién
del Teorema [2.7 que hicimos en el capitulo anterior.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que en las condiciones del lema no

se cumple la igualdad (3.10)).

Vamos a tomar para los nimeros e’ unas aproximaciones suficientemente buenas me-
diante nimeros algebraicos, expresandolos de la siguiente forma

M
R R A (3.11)
Mo

donde My € Z, My # 0, My, son unos ntimeros enteros de Zy, y €; son numeros suficien-
temente pequenos. Todo esto lo iremos demostrando a medida que vayamos avanzando con
la demostracion.

Ahora introducimos la siguiente notacién

r r ok
f(z) = Hfl(z) = bo +biz+...+ bNZN = by HH(Z - /Bk,l)u
=1 @ =1 k=1 (3‘12)

bo#0, by >0, N=> k.

=1
Entonces, todos los nimeros (3.9)), y sélo ellos, serdn raices del polinomio f(z).

Definimos el nimero M, de la siguiente forma

) b(N_l)p_lzpflfp(Z>efde
My = N , 3.13
° /o (p—1)! (3.13)

donde p es un nimero primo suficientemente grande y la integracién se efectia en el plano
complejo a lo largo del eje real desde el punto 0 hasta oo.

Ahora definimos los numeros Mj; y €

00 b(Nfl)Pfl p—1 £p -z
Mk,l = eﬁk’l / N (Z {>‘(2)e Za k= 17 ) kla (314)
Bk, p—=1):
Br,1 b(Nfl)Pfl p—1 £p ~z
€kl = eﬁk’l / N (Z {)|(Z>e Z; k= 17 s 7kl7 (315)
0 p—1)

16Seguimos el mismo procedimiento que hicimos para pasar del polinomio fo(x) al polinomio f(x). Véase
la pagina 27.
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donde, en (3.14)), la integracién se efectiia sobre una recta paralela al eje real desde el punto
Br. hasta oo, y en (3.15]), sobre el segmento rectilineo que une el origen de coordenadas con

el punto S, (véase la Figura .

v
&

Figura 3.1: Esquema de integracion.

Bajo los signos integrales (3.13)), (3.14) y (3.15)) figura una funcién analitica entera. Por
ello, segin el Teorema de Cauchy (Teorema , la integral de esta funcion no depende
del camino de integracion. Por tanto, la integral sobre la poligonal formada por el segmento
que une el origen de coordenadas con el punto 3, y la recta desde el punto fj,; hasta oo, es
igual a la integral de la misma funcién sobre el eje real desde el punto 0 hasta oo.

De las igualdades (3.13)), (3.14) y (3.15]), se tiene

2 py P (2 e R d Ora pYIP o1 () e 2 d
My + ey = P / + P / N
kil kit - ( — 1) 0 (p - 1)'

_ o [ / oy ez / e O
B 0

9 (p—1)! (p—1)!
o) 1)p—1 p—1 fp —z

= eﬁk,z/ b 2 ( ) dz zeﬂk’lMo, ke [17kl]7 le [1»T]'
0 (P—l)-

Por tanto, las igualdades (3.11]) se cumplen formalmente si My # 0.

Ahora sustituyendo los segundos miembros de las igualdades (3.11)) en la igualdad (3.10))

obtenemos

T k
a0+2alz (Mkl+€kl> :0:>CLOM0+ZCLIZZ:(M1€J+€]€J) =0
=1 =

=1 k=1 (3.16)

:>GOM0+ZGZZMkl+ZGZZEkl—O CLOM()#O
=1 k=1 =1 k=1

Hemos elegido el numero M, de tal modo que no es divisible por un niimero primo p
lo suficientemente grande y tal que ay tampoco es divisible por p. Por tanto, agMy no es
divisible por el nimero p. Esto lo demostraremos mas adelante.
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Los ntimeros M}, los hemos elegido de forma que

r k;

ZalZMm Sy (317)

=1 k=1

y sean divisibles por p. Por lo tanto,

a0M0+ZGZZMkl GZ
=1 k=1

pero no son divisibles por p (més adelante lo comprobaremos), asi que son nimeros enteros
no nulos.

Los ntimeros € ; los hemos elegido tan pequenos para que cumplan la siguiente desigualdad

<1 (3.18)

r
E a E €k,
=1 k=1

que mas tarde probaremos que se cumple.

Entonces, la igualdad (3.16|) resultard contradictoria, ya que el primer miembro es distinto
de cero. Por tanto, la igualdad (3.10)) sera imposible. Y con esto habremos demostrado el

Lema [3.6

Ahora vamos a comprobar que se cumplen los requisitos antes mencionados.

Utilizando la igualdad (3.12)), se tiene

bg\zfvfl)pflzpflfp( ) — b%vfl)pflzpfl(bg +biz+... + bNZN)p

) L Y (2 .+b’jvap+...)

(N+1p (3.19)
=\ plzplbp—ichs 1257

s=p+1

bybo £ 0, co1 €Z, s€[p,(N+1)p—1].

Aplicando la Definicién y la Proposicién de la funcion Gamma de Euler con las
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igualdades (3.13)) v (3.19) obtenemos que

(N+L)p
bg\]]\ffl)Pflzp—lbg_'_ Z 65712571 e ?dz

B e b 1)p—1 P lfp( ) —Z(y B 00 st
MO_/O (p—1)! _/0 (p—1)!

(N+1)p

Z cs12° e 2dz
_/oo b( 1)p—1 P 1bp€7ZdZ +/ septl
0 (p—1)! 0 (p—1)!

T (N+1)p
b%\f Lp 1b18/ ot )
==  _— e “dz + / 2 le % dz
(p - 1)! 0 Z

S

(N+1)p (N+1)p

b(N L)p— 1bp () + Z Coot F(S) b(N L)p— 1pr _|_ Z
4.

-1 & T )]
= b3 PN 4 epp + cpap(p + 1) + cprap(p + 1) (p + 2)
— b0 P 4 plep + cpir(p+ 1) + pra(p+ D(p+2) + .. .>

=PI 4 pCL by £ 0, C € Z.
(3.20)

Por tanto, M, € Z.
Tomemos un nimero primo p que cumpla la condicién p > méx(|agl|, by, |bo|). Entonces
de la igualdad (3.20)) deducimos que ayMj no es divisible por p. Con esto hemos acabado de

probar que el nimero M, cumple todas las condiciones que hemos mencionado antes.

Ahora utilizando las igualdades (3.12) v (3.14]) se deducen las siguientes igualdades:

00 1 (N—1)p—1 _,_ .
My, = eﬂk,z/ bg\/ P fP(z)e*dz
’ 5

%l (p - 1)|
vk P
b(N 1)p— lzp 1 bNHH ﬁ” e~ %dz
— Bk j=1=1
ey e »
Bk, <p o 1)'
N=Dp-1_p1yp T - —z+8 (3:21)
N by 2PN, H H(z — Bi;)Pe " Ridz
B j=1i=1
Br (p—1)!
r kj

pr 1. p-1 H 6” e # P

=1

D) ’

—_

I
9\
Q.
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Ahora haciendo el cambio de variable z = u + fi;, dz = du en las integrales ({3.21)
obtenemos las siguientes igualdades

r kj

oo b%p—l(u + Bk,l)pil H H (U + 6k7l - ﬁm)pe_“du
My, = /
0

j=1i=1
(p—1)!

/
r kj

/OO b%p_l(u + Bk,l)pilup H H (U + B — B@j)pe_udu
0

j=1 i=1

k=1,....k, 1=1,...
(p_1>‘ ) ) y IVl 3

(3.22)
donde la prima en el producto indica que no esta en el producto el factor correspondiente a

los valores i = k, j =1 (el factor u? lo hemos sacado fuera del producto), y la integracién se
realiza sobre el eje real desde 0 hasta oo.

Ahora escribimos la igualdad (3.22)) de la siguiente forma

k'l

(bNu + bNﬁk,l)p_lupHH (bNu + bNﬁkJ — bNﬂi,j)peiudu
M, :/
0

j=1i=1

)

(p—1) ’

co,re (3.23)
donde byP~" = RN TITETY = prN L

Como los ntimeros f; ; son raices del polinomio (3.12)), de la demostracién del Teorema
se deduce que

Oéi,j:bNﬁi,jGZAy izl,...,kj, jzl,...,r.

donde «;; es el término ij del polinomio (3.12) calculado con las Férmulas de Cardano-
Vieta7]

"Férmulas de Cardano-Vieta: Sea el polinomio p(z) = a,2" +a,_12" "1 +...+ a1z + ag, cuyas raices
son 11,72, ..., Ty, las Férmulas de Cardano-Vieta son las siguientes:

p—1 = —ap(r1 +r2+ ... +75),

Ap—o = ap(rire + s + 11 + ... Frors . F 11Ty,

e
a1 = (=1)""an(rirg - rp_oTp_1 + 11T Tp_oTp 4+ ...+ Torg - Tp_2Tp_1),

ag = (—1)"aprire - Tp_17n.
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Con las nuevas notaciones, las igualdades (3.23)) toman la siguiente forma

/
r kj

(bNu + ahl)p—lupHH (bNu + gy — ai,j)pe*“du
o i—1i=1
My, = / ’ ;
0 (p—1)!

Por lo tanto, de las igualdades (3.24)) hallamos

r kj !
(bNu + Ozk,l)p_lupHH (bNu + gy — Oé@j)p@iudu

r k;
j=1i=1
22 =2 1“52/ o=
Zalz bNU+Oéklp 1upHH bNu+akl Oé”) e “du
=1 k=1

Jj=1li=1

:/0 (p—1)!

(3.25)

(-1t~
donde
r kp r kj !
(I)(’LL) = Z ap Z(bNu + Oék’l)pil H H (bNu + OékJ — Oéi’j)p.
=1 k=1 j=1i=1

El polinomio ®(u) es un polinomio simétrico respecto de cada uno de los r sistemas de
nimeros de Z 4,

Qp1,0070,...,01, = 1, e, Ty
los cuales, para cada [, representan el conjunto de las raices de un polinomio de coeficientes
de Z, de grado k;. Razonando del mismo modo que en la demostracion del Lema [1.10)

(cambiando los nimeros conjugados por el conjunto de las raices de un polinomio arbitrario
de Z|[z] con el coeficiente superior igual a 1), obtenemos que ®(u) € Z[u]. Asi pues

k!

r
upCID = UPZ a; Z bNu + Oékl p—1 H H (bNU + Qg1 — Oéi’j)p
=1 k=1 j—li—l
r (N+1)p
—Zalz (bnu + ag )’ 1HH (bnu + gy — o ;)P Z wle,_1, coq € Z.
=1 k=1 Jj=11i=1 s=p+1

(3.26)

De las igualdades (3.25) y (3.26) y usando la Definicién y la Proposicién de la
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funcién Gamma de Euler obtenemos

(N+1)p
s—1 _—u
Ccs_1u” e Mdu
r 0o Z s—1 (N+1)p

k; 0o
s=p+1 Cs—1 s—1 _—u
ar y My, =/ = / e tdu
121 —1 0 (p—1)! Z (p—1!Jo

— 5:p+1
(N+1)p (N+1)p

I'(s) s—1)!
= ) ca—t== > =cpp+ pap(p+1) + ...
—1\! —1)!
s=p+1 (p 1) s—pt+1 (p 1)

=ple, +cpilp+1)+...)=pD, DeZ.

Con esto queda probado que la suma (3.17)) es un nimero entero y divisible por p.

Por ultimo, supongamos que todos los ntimeros Jj; estdn contenidos en un circulo de
radio R con el centro en el origen de coordenadas. Definamos
—Z+5k,z|
Y

— méx |bd
Ikl g‘lg;ghvf@)e

go= _ _ MaxX Gy, (3.27)

1<k<k;, 1<I<r

= max by~ :
g = méx|by~2f(2)]

Sabemos que el médulo méximo de una funcién analitica en un circulo de radio R siempre
se alcanza en la frontera, y que el mdédulo de una subintegral compleja es inferior al médulo
maximo de la funcién subintegral multiplicado por la longitud del camino de integraciéon. De

las igualdades (3.15) y (3.27]) obtenemos que

/Bk,l bg\lfvfl)pflzp—lfp(Z)e—z-i-ﬂk,ldz < 1 /5k,l
0 (p—1)! -

|| = b%\f_l)p—lzp—lfp(Z>€—z+5k,l dz

1 P -N —2z+Br.1 p—1 pp—1 (N=1)(p—1)
< m ; ‘bN f(2)e ’ | P (2)by dz
1 B, . N v
- —24+8 —1 pp—1 (N-1)(p—1)
< m/o ‘bN f(z)e k’l| P (2)by dz
1 Br,t 1 Gog" ! Bre,i Gog?" !
< — by T dz < / dz =
- 1)!/0 it |2F ([ dx < -0 T - 1)!5’“
p—1
_%R, k=1, .k, l=1,....r si by>Ll
p—1)!
p—1
El nimero goR es constante, mientras que ( J il — 0 cuando p — oo. Por lo tanto,
p—1)!
€py — 0 cuando p— o0, k=1,...k, I=1,...,m (3.28)
Como los nimeros ay, ..., q, son constantes, la condicién (3.28) implica que existe un

po € IN tal que, para cualquier p > pg, se cumple la desigualdad (3.18)).
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Fijando un niimero primo p, p > max(po, |ao|, by, |bo|), obtenemos que todos los niimeros
My, My y €, quedan elegidos cumpliendo las condiciones antes mencionadas. Y con esto
queda demostrado el Lema [3.6] y por lo tanto, también el teorema. O






Capitulo 4

Problemas relacionados.

En este capitulo vamos a tratar algunos problemas relacionados con los nimeros e y m
y/o su transcendencia e irracionalidad. Algunos de estos problemas siguen abiertos y todavia
no se han resuelto.

Vamos a empezar por un problema del que ya hemos hablado en el Capitulo 1, la cua-
dratura del circulo.

4.1. Cuadratura del circulo

Como ya hemos mencionado, en el Papiro de Rhind se habla
de este problema relacionado con el nimero w. El escribano que

redacto este Papiro afirmaba que este problema habia sido plan- In
teado al menos varios siglos antes de que fuera escrito el documen-
to. N
»\\/
El problema de la cuadratura del circulo consistia en intentar \ \/

construir con regla y compés un cuadrado equivalente a un circulo,
es decir, que el area de ambas figuras sea la misma. Sabemos que el
drea del cuadrado es [2, donde [ es el lado del cuadrado, y el drea
del circulo es mR?, siendo R el radio del circulo. Ahora, suponga-
mos que tenemos el circulo unidad, es decir, R = 1, por tanto, el
cuadrado que queremos obtener tiene como lado /7.

Figura 4.1: Cuadratura
del circulo. Fuente: [2].

Las tunicas figuras que se pueden construir con regla y compas son aquellas cuyas longi-
tudes se pueden expresar como soluciones de ecuaciones cuadraticas con coeficientes en Q,
soluciones de ecuaciones cuadraticas cuyos coeficientes son soluciones de ecuaciones cuadrati-
cas con coeficientes en @, y asi sucesivamente. Al conjunto de estos niimeros le llamamos €2
y es un subconjunto del cuerpo A. El grado de los niimeros que pertenecen a € es n = 2.

Para poder resolver este problema, resultaria suficiente resolver este otro problema: pro-
bar que el nimero /7 pertenece o no al conjunto 2. Qued6 demostrado que el problema de
la cuadratura del circulo es imposible resolverlo a mano con regla y compas. Gracias a que

37
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Lindermann demostré que el nimero 7 es transcendente se consiguié resolver un problema
geométrico con un método analitico.

En la actualidad, se conocen muchos métodos de construccién de un cuadrado con area

practicamente igual al drea de un circulo dado y utilizando regla y compéas. A continuacién,
se muestran un par de ejemplos.

i
e e

Figura 4.2: Ejemplos de cuadrados y circulos que tienen casi igual drea. Fuente: [20].

4.2. Los nimeros w+ey 7 - e.

Todavia no se sabe si los niimeros ™+ e y 7 - e son irracionales, pero lo que si se sabe es
que por lo menos uno de los dos es irracional. Esto 1ltimo, es lo que vamos a desmostrar a
continuacion.

Comenzamos definiendo un polinomio cuadratico f(x) en el que 7 y e son raices
f@)=(r—m)(z—e)=2"—ex —mr+m-e=a"—(T+e)r+7-e

Hemos demostrado en los Capitulos 2 y 3 que los niimeros 7 y e son transcendentes.
Entonces, por ser 7 y e transcendentes, por lo menos uno de los coeficientes del polinomio
f(x) va a ser irracional. Sabemos que el coeficiente que acompana a z2 no va a ser, porque el
1 sabemos que es un ntmero racional, por lo tanto, podemos concluir que o 7+ e es irracional
o 7 - e es irracional.

4.3. Los niimeros e™ y m°.

En este apartado, estudiamos los niimeros €™ y 7¢ y también vamos a probar la siguiente
desigualdad:

e’ > 7°.
Como comentario previo a las demostraciones, el niimero €™ se puede expresar como una
serie de potencias, partiendo de la serie de potencias de la funcién e*, y tomando x = 7

obtenemos:
2 n o0 k
T _ T, ... _\NT
=l gttt _Zk!.
k=0
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Al niimero €™ se le conoce como constante de Guélfond, ya que Guélfond en 1934 demostrd
que €™ es un numero transcendente, y en consecuencia irracional.

A continuacién, vamos a enunciar el Teorema de Guélfond.

Teorema 4.1 (de Guélfond). Sea o € A, o € {0,1} y sea 5 una irracionalidad cuadrdtica
imaginaria. Entonces, el nimero o es transcendente.

Demostracién. Véase [14], paginas 348-352.

Del Teorema de Guélfond deducimos que si a 7 se le considera cémo el médulo del niimero
complejo €™ y cumple las propiedades de las funciones exponenciales complejas, entonces
cumple la condiciones del teorema y podemos concluir que e™ es transcendente.

Lema 4.2 Se verifica que €™ > w°.

Demostracién. Supongamos que = > e y que tenemos la funcién f(z) = z — e - In(z). Su
primera derivada es

flz)=1-1 (4.1)

T

y slempre es positiva, por tanto la funcién es creciente en el intervalo (e, 00).

Como f(e) = 0 y acabamos de decir que es creciente, entonces f(z) > 0 para x > e. El
resultado que buscamos se deduce de que f(z) = x — e - In(z) > 0 sustituyendo x = 7. O

En esta demostracion, ha aparecido el nimero 7¢. Al contrario que el nimero €™, que se
sabe que es un numero transcendente, de este nimero sigue abierto el problema de si es un
numero transcendente o no.

Como curiosidad, anadir que el matematico ruso Yuri V. Nesterenko demostré que el
ndimero 7 + €™ es irracional, [19].

Por ltimo, sabemos que el niimero e™ es transcendente y que del niimero 7¢ nada se sabe,
por eso es normal que del nimero e™ — ¢ tampoco se sepa si es transcendente o no.
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