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Resumen

A lo largo de este documento veremos en detalle un algoritmo de ramificacion y
poda propuesto por Brucker en 1994 [2] para encontrar la soluciéon 6ptima de una
instancia del Job-Shop Scheduling Problem.
Palabras clave: Job-shop scheduling problem, optimizacién combinatoria, algorit-
mo de ramificaciéon y poda, grafo disyuntivo

Abstract

Throughout this article we will study in detail a branch and bound algorithm
proposed by Brucker in 1994 [2] in order to find the optimal solution of an instance
of theJob-Shop Scheduling Problem.
Key words: Job-shop scheduling problem, combinatorial optimization, branch and
bound method, disjunctive graph
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Capitulo 1

Introduccion

En los sistemas de manufactura contamos con unas operaciones que han de ser
procesadas por unas maquinas en un periodo de tiempo. Normalmente, el ntiimero
de maquinas es limitado y cada méquina solo puede procesar una operacién a la
vez. En general, las operaciones no pueden ser procesadas en un orden cualquiera,
estas poseen ciertas restricciones de orden, los trabajos (conjunto de operaciones)
por ejemplo, se rigen por unas restricciones tecnologicas.

A parte de estas restricciones, existen otras, por ejemplo, fechas de lanzamiento
o finalizacion (suelen ser las mas comunes) que definen otros tipos de problemas.

El objetivo final es establecer una fecha de inicio para cada operacién sin violar
las restricciones establecidas, dando lugar asi a una planificacién. En general, se
trata de obtener la planificacién que optimice distintos aspectos como, por ejemplo,
el tiempo de complecion de todas las operaciones.

Centrandonos en el job-shop scheduling problem (también conocido como JSP),
este puede ser formulado como un conjunto de trabajos (cada uno de ellos consta de
varias operaciones que han de ser procesadas en un determinado orden) y de maqui-
nas (una de cada tipo) de forma que cada trabajo pasa como méaximo una sola vez
por maquina, cada operacién es procesada en una sola maquina en un tiempo deter-
minado y cada maquina solo puede procesar una operacion a la vez. Mas adelante
sera formulado formalmente. El objetivo del job-shop scheduling problem es encontrar
un orden en cada méaquina, de forma que no se viole ninguna restriccién y el tiempo
de complecion de todas las operaciones sea minimo.

El job-shop scheduling problem es un problema NP-duro [§], debido a esto, es
muy dificil encontrar soluciones 6éptimas. A medida que crece el problema, lo hace
también su espacio de soluciones réapidamente.

A lo largo de la historia, con el objetivo de encontrar soluciones 6ptimas para
este problema, se han desarrollado varios algoritmos de ramificaciéon y poda. Durante
varios anos, el algoritmo desarrollado por McMahon y Florian [9] fue el mas eficiente,
sin embargo, el primer algoritmo que resolvid el benchmark porblem de 10 trabajos
y 10 maquinas planteado por Muth y Thompson en 1963 [10], fue el propuesto por
Carlier y Pinson en 1987 [3], esto nos da una idea de la dificultad de su resolucion.

Ademas de los algoritmos de ramificaciéon y poda, también se han desarrollado
heuristicos, siendo los mas famosos aquellos basados en reglas de prioridad. Encontrar
heuristicos que aporten buenas soluciones, es beneficioso también en los algoritmos
de ramificacién y poda, sin embargo, hasta el momento no hay ninguno que garantice
una buena solucién en cualquier situacion.




2 INTRODUCCION

1.1. Motivacion

El problema conocido como Job Shop Scheduling Problem (JSP) consiste en pla-
nificar temporalmente la ejecuciéon de un conjunto de tareas en un conjunto de recur-
sos 0 méquinas sujeto a una serie de restricciones: restricciones de precedencia entre
tareas (las tareas estan organizadas en trabajos y dentro de un trabajo han de ejecu-
tarse en un orden determinado), y restricciones de recurso (cada tarea tiene asignada
una maquina concreta y cada maquina ha de ejecutar las tareas que le pertenecen
de manera secuencial y sin interrupciones). Ademéas de conseguir una planificacion
factible, en el sentido de que se cumplan todas las retricciones, se busca obtener
una solucién 6ptima segtin alguna medida de rendimiento, siendo lo mas habitual
minimizar el tiempo de fin de la ultima tarea en ejecutarse, también conocido como
makespan.

El interés del JSP radica no solo en sus aplicaciones en diversos ambitos indus-
triales y empresariales sino también en su complejidad, puesto que se trata de un
problema de optimizacién combinatoria NP-duro. Desde el ambito de la Inteligencia
Artificial y la Investigacion Operativa se han propuesto y siguen proponiendo mul-
tiples algoritmos de busqueda exacta y aproximada para abordar este problema. De
entre los exactos, uno de los mas exitosos es el algoritmo de ramificaciéon y poda de
Brucker et al. [2].

1.2. Objetivos del TFG

El objetivo final de este TFG es estudiar e implementar el algoritmo propuesto en
[2]. Para ello estudiaremos las distintas partes del algoritmo, en el que se combinan
conceptos como, una generalizacién del esquema de ramificaciéon propuesto por Gra-
bowsky [6] y un método para fijar disyunciones propuesto por Carlier y Pinson [4].
Finalmente, implementaremos el algoritmo utilizando el lenguaje de programaciéon
Python.

1.3. Organizaciéon de la memoria

El resto de la memoria esta organizado de la siguiente manera.

En primer lugar, en el capitulo [2] se expondran y desarrollaran una serie de
conceptos tutiles para la comprension del algoritmo.

Después, en el capitulo [3] entraremos en detalle en el esquema de ramificacion y
la estrategia de ramificaciéon y poda seguida.

Maés adelante, en el capitulo 4] se introduciran los conceptos de cabeza y cola de
una operaciéon en un nodo, estos son de gran importancia para el algoritmo.

Posteriormente, en el capitulo b se desarrollard un método sofisticado que per-
mitira fijar disyunciones adicionales.

El capitulo[g]le dedicaremos al calculo de algunos elementos necesarios para poder
aplicar el proceso de ramificacién y poda como son las cotas inferiores o las soluciones
heuristicas.

Finalmente, a lo largo del capitulo [/} mostraremos la implementacion del algo-
ritmo realizada en Python, asi como los resultados computacionales obtenidos para
diversas instancias utilizando dicha implementacion.




Capitulo 2

Preliminares

A lo largo de este capitulo, expondremos una serie de conceptos, los cuales seran
de utilidad para comprender el algoritmo.

2.1. Job Shop Problem

El job-shop scheduling problem puede ser descrito de la manera siguiente. Con-
sideremos una planta de produccién, en la cual han de realizarse un conjunto de
trabajos Ji, ..., J,. Para ello, contamos con una serie de maquinas My, ..., M,,,. Cada
trabajo J; consiste de un cierto nimero de operaciones O;1,...,0;n,;, que han de
procesarse en ese orden sin solapamiento. Dada una operacién O; x, esta solo puede
procesarse en una unica maquina p; ; = M;, esto conlleva un tiempo p; . Una vez
empezada una operacién, esta no se puede detener. Cada trabajo puede pasar como
maximo una vez por cada méquina. En cuanto a las maquinas, contamos solo con
una de cada tipo y solo pueden procesar una operacion a la vez.

Dadas estas restricciones, el objetivo es encontrar un orden para todas las ope-
raciones O con p; = M; para cada méaquina M;, de forma que se respeten las
restricciones de precedencia establecidas en los trabajos y el tiempo de complecién
de todos los trabajos, Cuqz, sea minimo. Visto de otro modo, nuestro objetivo es
encontrar una planificacién factible, de forma que el tiempo de compleciéon de todos
los trabajos es minimo. Una planificacién factible se obtiene permutando el orden
de las operaciones de las maquinas sin violar las restricciones de precedencia esta-
blecidas en los trabajos, por tanto, nos enfrentamos a un problema de optimizaciéon
combinatoria.

2.2. Modelo de grafo disyuntivo

Podemos definir un grafo disyuntivo G = (V, CU D), como un conjunto de nodos
o vértices (V) y un conjunto de aristas sobre estos que pueden ser dirigidas (C'), o
no dirigidas (D). Estas altimas también reciben el nombre de disyunciones.

El modelo de grafo disyuntivo fue introducido por Roy y Sussman [11] en 1964.

Veamos como se puede representar el job-shop scheduling problem siguiendo el
modelo de grafo disyuntivo.

Sea V el conjunto de nodos que representa todas las operaciones. Cada nodo po-
see un peso igual al tiempo de procesamiento de la operacién que representa. Ademés




4 PRELIMINARES

de las operaciones, V' contendra también dos nodos extra 0 y *, con tiempos de pro-
cesamiento nulos, estos representan el inicio y fin de la produccién respectivamente.

Con el objetivo de expresar en el grafo las restricciones de precedencia establecidas
por los trabajos y maquinas, se crean los conjuntos C' y D.

C es el conjunto de aristas dirigidas que reflejan el orden de las operaciones en
un trabajo (expresan relaciones de precedencia).

Por otro lado, para cada par de operaciones que han de ser procesadas en la
misma méaquina, se establece una arista no dirigida. Al conjunto de estas aristas le
llamaremos D.

o o) (o)

On

o] ©
Odl B —— 042

Figura 2.1: Ejemplo de un grafo disyuntivo para el JSP

AN

La figura2.J)muestra el grafo disyuntivo que representa una instancia del job-shop
scheduling problem con 4 trabajos y 4 maquinas.

El objetivo final, como ya se ha comentado anteriormente, es establecer un orden
de procesamiento de las operaciones en cada méaquina sin violar ninguna restriccion.
En el modelo de grafo disyuntivo, esto se obtiene trasformando las aristas no diri-
gidas en dirigidas, a este proceso le denominaremos fijar aristas. Adicionalmente, al
conjunto de aristas fijadas las llamaremos seleccién. Notemos que una seleccién S,
define una planificacién factible si:

i) Todas las aristas no dirigidas han sido fijadas

ii) El grafo resultante, G(S) = (V,C U S) es aciclico.

En ese caso, diremos que la seleccién es completa.
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Figura 2.2: Ejemplo de una selecciéon completa de un grafo disyuntivo para el JSP

La figura muestra una seleccién completa para la instancia del job-shop sche-

duling problem definida en la figura [2.1]

Dada una seleccion completa S, el tiempo maximo de complecion de todas las
operaciones, Cy,qz, se corresponde con el camino de mayor peso ente 0y % en G(5) =
(V,C'US). Este camino es conocido como el camino critico. Puede haber més de uno.

Por tltimo, dada una seleccién completa, podemos considerar el concepto de
bloque. Una secuencia de operaciones sucesivas en un camino critico, uq, ..., ug es

denominada bloque, si cumple las dos propiedades siguientes:
1. La secuencia contiene al menos dos operaciones.

2. La secuencia representa el maximo ntmero de operaciones que tienen que ser
procesadas en una misma maquina, es decir, las operaciones inmediatamente
anterior y posterior a la secuencia, han de procesarse en una maquina distinta
a la utilizada por las operaciones de la secuencia.

Gracias a estos conceptos, denotamos como B; el bloque j-ésimo del camino critico.

By
O—'O—{)—’O—'O*O—'O—’O—’K
©

Figura 2.3: Ejemplo de bloques para el camino critico de un grafo disyuntivo

La figura [2.3] muestra los bloques asociados a un camino critico, que cuenta con
9 operaciones, para una instancia del job-shop scheduling problem.
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2.3. Orden topolégico de un grafo

Dado un grafo aciclico y dirigido, un ordenamiento topologico produce un or-
denamiento lineal de los vértices o nodos, de forma que, si el grafo posee la arista
(n,m), entonces n aparece ordenado antes que m. Este ordenamiento es util para
expresar relaciones de precedencia.

Es importante el hecho de que el grafo sea aciclico, ya que si no es el caso, no es
posible establecer este orden. Si existiera un cicloa - b —c¢c— ... > d — e —a, el
grafo contaria con las aristas (a,b), (b, c), .., (d, e), (e, a), es decir, a va antes que b, b
va antes que ¢, ..., d va antes que e y e va antes que a. Con lo cual, se obtiene que a
va antes que a, haciendo imposible dicho ordenamiento lineal.

Para construirlo, basta aplicar el siguiente proceso de forma iterativa. En primer
lugar, se escoge un vértice sin aristas incidentes en el (sabemos de su existencia debido
a que no hay ciclos). Este se anade al ordenamiento lineal y se elimina del grafo. Se
aplica el mismo proceso al grafo resultante (de nuevo, sabemos que podemos elegir
un vértice con esas caracteristicas, debido a que el grafo original es aciclico).

2.4. Algoritmo de ramificacién y poda

La ramificacién y poda se puede ver como una variante de la bisqueda por back-
tracking mejorada. Esta, suele ser utilizada para resolver problemas de optimizaciéon
combinatoria.

Entrando en detalle, la estrategia de ramificacién y poda consiste en una busqueda
con backtracking en un arbol de bisqueda donde, cada nodo, representa un conjunto
de soluciones. La poda se realiza cuando se detectan nodos donde las soluciones que
ofrece no son 6ptimas, por ello, se poda la rama correspondiente y se deja de explorar,
evitando de esta forma malgastar recursos.

El algoritmo de ramificaciéon y poda requiere, esencialmente, de dos herramientas.
La primera de las herramientas se trata de un proceso de expansion en el que, dado
un conjunto finito de soluciones S (asociadas a un nodo), se obtienen dos o maés
subconjuntos de S, {S1, ..., S} de forma que, su unién recubre Sy son disjuntos dos
a dos. Notemos que si S contenfa una solucién 6ptima, ahora esta se encontrara en
alguno de los subconjuntos. A este proceso se le conoce como ramificaciéon y, debido
a su aplicacién recursiva sobre los nodos, se logra definir una estructura de arbol.

La otra herramienta es el proceso de poda. Para ello, si se trata de un problema de
minimizacion (como sera el nuestro), establecemos para cada nodo una cota inferior
del coste de las soluciones que representa. Por otro lado, vamos guardando un registro
con la mejor solucion encontrada hasta el momento (se inicializa en +00). Antes de
procesar un nodo, si su cota inferior supera o iguala dicho registro, este deja de ser
explorado y se poda la rama correspondiente, ya que las soluciones que aporta son
peores o iguales que la mejor solucion encontrada hasta el momento.

Por 1ltimo, hay que resaltar la importancia de las cotas, ya que de estas dependera
que se pode o no. Por tanto, nos interesa que las cotas inferiores no sobrestimen el
valor real (si no, perdemos soluciones prometedoras) y que se ajusten lo méaximo
posible a este (nos permitira realizar mas podas y ahorrar recursos).




Capitulo 3

Ramificaciéon y poda para el JSP

3.1. Algoritmo de ramificaciéon y poda aplicado al JSP

A lo largo de este capitulo, desarrollaremos la estrategia de ramificaciéon y poda,
propuesta en [2], que utiliza este algoritmo. Este, puede ser visto como un arbol de
basqueda donde cada nodo se corresponde con un grafo disyuntivo. Inicialmente,
solo contaremos con la raiz, donde todavia no ha sido fijada ninguna disyuncion, por
lo tanto, representa todas las posibles soluciones del problema. Los sucesores de un
nodo cualquiera son calculados fijando nuevas disyunciones, de este modo, el grafo
disyuntivo correspondiente a cada sucesor representa todas las posibles soluciones
que, ademas de respetar las relaciones de precedencia del padre, respetan las nuevas
relaciones de precedencia fijadas en el sucesor en cuestion. El algoritmo trata a los
sucesores de cada nodo de forma recursiva empezando por la raiz. El procesado de
un nodo termina cuando, o bien se ha alcanzado una solucién (seleccion completa),
o bien se puede demostrar que este no contiene una solucién 6ptima.

Entrando mas en detalle, sea r un nodo de nuestro arbol de biisqueda. Dicho
nodo se corresponde con un grafo disyuntivo G(F'D,) = G(V,CUFD,), donde F D,
denota el conjunto de disyunciones fijadas en el nodo 7. Dicho nodo representa todas
las posibles soluciones que respetan las relaciones de precedencia fijadas en el mismo,
las denotaremos Y (r).

El proceso de ramificacion consisten en dividir Y () en subconjuntos que lo re-
cubran, disjuntos dos a dos Y (s1), ..., Y (sx). De nuevo, Y (s;) representa el conjunto
de posibles soluciones que respetan las relaciones de precedencia fijadas en grafo dis-
yuntivo G(FDs,) = G(V,CUFDy,) donde FD, C FDs,, es decir, G(F,) se obtiene
fijando nuevas disyunciones ademas de las de F'D,..

De esta forma, para el nodo r, se obtendrédn sus sucesores si,...,S, que seran
tratados recursivamente.

Por otro lado, para poder deducir si un nodo r no contiene soluciones 6ptimas, se
le asocia un valor LB(r) que acota inferiormente el valor objetivo (Cp,qz) de todas
las soluciones en Y (). Ademas de estas cotas inferiores, contamos con un valor, U B,
que contiene el valor objetivo de la mejor solucién encontrada hasta el momento.
Este nos servird para realizar la poda cada vez que LB(r) > UB, ya que, en ese
caso, las soluciones de Y'(r) son peores o iguales que la mejor soluciéon encontrada
hasta el momento y, por tanto, no debemos malgastar recursos explorando la rama
en cuestion.

En el caso de que el grafo disyuntivo asociado a un nodo cuente con ciclos (no
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representa una solucion factible) se fija LB(r) = oo, de esta forma sera podado.

3.2. Esquema de ramificaciéon

Este se basa en una solucién o planificacion factible del nodo del 4rbol de bus-
queda en cuestion, G(S) = G(V,C U S), siendo S una seleccion completa. Para el
calculo de dicha solucién se hace uso de un heuristico, tal y como se explica en la
seccion

En dicha solucién, consideramos el camino critico P, con longitud L(.S), asi como
los bloques del mismo.

Una vez introducidos estos elementos, se puede enunciar el siguiente teorema que
es la base de la estrategia de ramificacion.

Teorema 3.1. Consideramos una instancia cualquiera del job-shop scheduling pro-
blem. Sea S una seleccion completa. Si existe otra seleccion completa S’, de forma
que L(S") < L(S), al menos una operacion de un bloque de G(S) ha de procesarse
antes de la primera o después de la ultima operacion del bloque correspondiente en

G(S").

Demostracion. Sea P = (O,u%,ué, ...,u}m, ...,u’f,u’j, ...,ufﬁlk, %) el camino critico en
G(S) = (V,CUS) donde el superindice agrupa operaciones consecutivas que han de
procesarse en una misma méquina y el subindice indica la posiciéon de la operacion
dentro del agrupamiento. En el caso de que se tratarse de un bloque, sabemos que
m; > 1. Supongamos que existe S’ seleccion completa de forma que L(S") < L(S)
y ninguna operacién de ningtn bloque de G(S) es procesada antes de la primera o
después de la ultima del bloque correspondiente en G(S’). Debido a esto, sabemos

que G(S’) = G(V,C U S") contiene las siguientes aristas:

° U]1 - u{, Vje{l,....k} tal que mj > 1AVie {2,...,m;}
o ul —uby,, Vi€ {1,...,k} tal que m; > 1AVi € {1,..,m; — 1}

Por otro lado, sabemos que las operaciones que se encuentran entre la primera y la
ultima de cada bloque, en una seleccion completa se encontraran totalmente ordena-
das, pues son operaciones procesadas en una misma maquina.

Ademas, dadas dos operaciones contiguas en P que tengan distinta méquina, la
arista que los une ha de corresponder a una restriccion de trabajo, luego G(S) cuenta
con estas aristas también.

Debido a estos hechos, G(S’) contiene el siguiente camino:

11 1 1 ko k k k
(0,21, Vg, +ees Uy 15 Ugy s ooy UL, V5 ooy U 15 Uy 5 %)
donde v3, ...,vfnj_l es una permutacion de u, ...,uznj_l Vie{l,.., k}.

Dado que G(S’) contiene este camino, su longitud proporciona una cota inferior

de L(S") (tiene ese camino, pero puede tener otro més largo). Tomando v = uj y

’uﬁnj = uinj Vj € {1,...,k} por comodidad con la notaciéon, tenemos entonces:
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Lo cual es una contradiccion, ya que habiamos supuesto L(S") < L(S).
La igualdad central, se puede tomar debido a que se trata de una permutacion y
la suma es conmutativa.

O

Debido al teorema anterior, se obtiene la siguiente consecuencia:
Dada una instancia cualquiera del job-shop scheduling problem y dadas dos seleccio-
nes completas, S'y S" de forma que L(S") < L(S), entonces se da alguna de las dos
siguientes condiciones:

i) Al menos una operacion de un bloque B en G(S) (diferente de la primera
operacion de B) ha de ser procesada antes que el resto de operaciones de B en

G(S").

ii) Al menos una operacion de un bloque B en G(S) (diferente de la ultima ope-
racion de B) ha de ser procesada después que el resto de operaciones de B en

G(9)

Si no se da ninguna de las dos, entramos en contradiccion con el teorema
Volviendo al arbol de bisqueda, sea r un nodo e y € Y (r) una solucion calculada
utilizando un heuristico. Consideremos la selecciéon completa S asociada a y, el ca-
mino critico de G(S) y los bloques By, ..., B definidos en este. Para cada bloque

B =u]l,..., uﬁnj consideramos los siguientes subconjuntos:

i) EF = B;\ {u]}
ii) B4 = B;\ {uh,}

El primero de ellos lo llamaremos before-candidates y el segundo de ellos after-
candidates.

Para cada before-candidate obtendremos un nuevo sucesor s del nodo r movien-
do dicha operaciéon al principio de su bloque. Del mismo modo, para cada after-
candidate, obtendremos un nuevo sucesor moviendo la operacién en cuestion al final
de su bloque. El hecho de mover una operacién al principio o al final de su bloque
establece implicitamente unas relaciones de precedencia, ya que sabemos que dentro
de la maquina, la operaciéon a mover se procesaré, o bien antes, o bien después, del
resto de operaciones del bloque. Para mover una operaciéon [ € EJB al principio del
bloque Bj, basta fijar las disyunciones {{ — i : i € B; \ {l}}. Del mismo modo,
para mover una operacion [ € Ef al final del bloque Bj, basta fijar las disyunciones
{i = 1:ie Bj\{l}}. Sin embargo, estas no son las tnicas aristas que podemos fijar.
Veamos que se pueden fijar més aristas gracias a las siguientes ideas.

En primer lugar, sea s un sucesor inmediato del nodo r, generado al mover la
operaciéon [ € EJB . Como los nodos se exploran de manera recursiva, tras hacer
backtracking a r desde s, se han examinado todas los soluciones en Y (r) con las
disyunciones {{ — i : i € B; \ {l}} fijadas (ademés de las de r). Debido a esto,
sabemos que, en las soluciones que surgen a partir del resto de sucesores inmediatos
de r que quedan por explorar, [ no se procesa antes que el resto de operaciones de
Bj, dicha solucion habria sido encontrada en s o en sus sucesores.

Durante la exploracién de s y sus sucesores, puede que se haya encontrado un
nuevo UB que mejore el anterior.
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Por otro lado, consideremos una permutaciéon arbitraria F1, ..., Eo; de todos los
conjuntos EJB y Ef. Diremos que E; es predecesor de Ey sit < t'. Esta permutacion
define un orden de ramificaciéon, por lo tanto, si generamos un sucesor s de r moviendo
la operacion [ € Ey, los nodos correspondientes a las operaciones I’ € E1 U ... U E;_4
ya han sido procesados.

Teniendo esto en cuenta, en el nodo s generado al mover la operacién [ € F;
podemos fijar ademas las siguientes aristas:

i) Fj = {ujl —1, Vie {u%, ,uﬁn]}} para cada predecesor EJB de E;
i) Ly ={i— ufnj, Vi e {ujl, ...,ufnjfl}} para cada predecesor E;-“ de Fy

Esto se puede hacer ya que, una vez procesado un conjunto EJB , han sido inspeccio-
nadas todas las soluciones en las que otra operacion del bloque es la primera, por
ello, a la hora de inspeccionar el siguiente conjunto, podemos establecer u] como la
primera operacion, ya que solo cabe esa posibilidad. Del mismo modo ocurre para
los EJA, que nos permiten fijar u#, ; como la altima operacion del bloque.

Notemos por tanto que, a la hora de ramificar un nodo r, consideramos todas
las soluciones en Y (r) que puede que mejoren la heuristica y ademaés, los conjuntos
de soluciones que ofrecen los sucesores inmediatos de r, son disjuntos dos a dos. La
primera afirmacién es debida al Teorema ya que, si hay alguna solucion en Y (r)
que mejora la soluciéon heuristica, se encuentra en estos subconjuntos. Para ver la
segunda afirmacién, basta tener en cuenta las aristas que se fijan en cada sucesor
inmediato y notaremos que al menos diferiran en la primera o ultima operacién de
un bloque.

Hasta el momento, no se ha especificado la forma de escoger la permutacién de
los conjuntos EJB y Ef. Uno de los objetivos es fijar el mayor niimero de disyunciones
lo antes posible. Esto tiene una serie de ventajas como por ejemplo:

i) Aumenta el valor de las cotas inferiores, ya que hay mas relaciones de prece-
dencia que respetar.

ii) Aumenta el namero de sucesores con ciclos, por el mismo motivo que en el
punto anterior.

iii) El heuristico busca soluciones més rapido (esto se vera en el algoritmo utilizado
para calcular la solucion heuristica expuesto en la seccion [6.2)).

Por ello, escogeremos dichos conjuntos en orden no creciente en cuanto a la cardina-
lidad de los bloques se refiere, tomando los EJA como sucesores directos de los EJB.
De esta forma, conseguimos fijar el mayor nimero de disyunciones lo antes posible
ya que, observando el proceso de ramificacion, notamos que los sucesores de un nodo
cuentan con las disyunciones fijadas en su padre, asi como las disyunciones fijadas
al mover una operacién al inicio o al final de un bloque. El ntimero de estas dltimas
dependeréa de la longitud del bloque. Por otro lado, en los nodos hermanos fijamos las
disyunciones correspondientes a los conjuntos I} y L; que dependen de la longitud
de los bloques de los predecesores.
El orden seria por tanto el siguiente:

FEyi 1= Ef(z)’ Ey = E?(z) Vi € {1, e ]{3}
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donde 7 es una permutacién del conjunto {1, ..., k} de forma que |Br(;| > |By(j)| si
1<].

Ademaés, teniendo en cuenta las caracteristicas del esquema de ramificaciéon, bajo
ciertas circunstancias, es posible eliminar los sucesores correspondientes a los before-
candidates en el primer bloque, y los correspondientes a los after-candidates en el
ultimo bloque. Esto se debe al siguiente resultado, basado en las ideas de [6] para el
problema de una méquina.

Proposicion 3.2. Sea r un nodo del drbol de busqueda e y € Y (r) la solucion heu-
ristica calculada para dicho nodo. Sea P = (0,u},u3, ..., u}, ey ul Uk, ...,uﬁlk, %) un
camino critico en y, donde el superindice agrupa operaciones consecutivas que han de
procesarse en una misma mdquina y el subindice indica la posicion de la operacion
dentro del agrupamiento. Sean $1, ..., Sm todos los sucesores de r, exceptuando los
correspondientes a los before-candidates en el primer bloque si m1 > 1, y los corres-
pondientes a los after-candidates en el ultimo bloque st my > 1. Tras haber procesado
los nodos s1, ..., Sy, y haber hecho backtracking a r, las soluciones pertenecientes al

congunto Y (r) \ U, Y (s;) no mejoran a y.

Demostracion. Supongamos que han sido procesados los sucesores s1, ..., S, debido
al esquema de ramificacién, es posible fijar ciertas aristas en el resto de sucesores, por
lo tanto, el resto de soluciones contaran con ellas. Consideramos ¥’ € Y (r)\U", Y (s;),
veamos que podemos encontrar en 3’ un camino al menos tan pesado como P, de
este modo, es facil deducir que Chaz(Y') > Criaz (y)-

Sea ji el indice del primer bloque y ji el indice del dltimo bloque. Debido a
lo comentado previamente e independientemente del los valores my y myg, en 3/
encontramos las siguientes aristas:

° ujl — uz, Vie{l,...k}\{/} tal que m; > 1AVie{2,..,m;}
. ui — ugnj, Vie {1, ..k} \ {jk} tal que m; > 1AVie{l,...,m; —1}

Ademas, dadas dos operaciones contiguas en P que tengan distinta maquina, la arista
que las une ha de corresponder a una restricciéon de trabajo, luego contamos con estas
aristas también.

Por otro lado, sabemos que en una seleccién completa las operaciones que se
encuentran entre la primera y la tltima de cada bloque distinto del primero y el
altimo se encontraran totalmente ordenadas, pues son operaciones realizadas en una
misma maquina.

De todo ello, se deduce que 3’ cuenta con el siguiente camino:

J1 J ,J J J Jk

Upp; 5 w0y WT5 Vs ey g1 Uiy ooy U
donde v3, ..., vy, _; es una permutacion de uj, ..., up, _y Vj € {j1 +1,..., ji — 1}.
En cuanto al primer bloque, consideramos dos casos en funciéon del valor de mj.

i) Si my # 1, han sido procesados los sucesores correspondientes a los before-
candidates en el primer bloque y por tanto, contamos con las siguientes aristas
{u]' = ul'} Vi € {2,...,mj, }. Utilizando un razonamiento similar al anterior,
se deduce que y’ cuenta con el siguiente camino:

2 171 51

1 Ji— J1 J1
0,uy,uy,...,uy Uy, ees Uy — 10 Uiy,
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ii) Si m; > 1, el primer agrupamiento se corresponde con un bloque y por tan-
to, j1 = 1. Como ya hemos comentado anteriormente, la operaciéon U#le es
procesada después del resto de operaciones del mismo bloque. Estas ultimas,
presentaran un orden determinado en una solucién, por los motivos expues-
tos anteriormente. Como ademas, cualquier operacion es sucesora del 0, en 7/

encontraremos el camino:

J1 J1 J1
0,...,v1 oo Uy 10 Uiy,
donde v{', ... ]1 _4 €s una permutacion de u s uﬂéjl_l.

Para el dltimo bloque, se puede aplicar un razonamiento similar.

Finalmente, en funcién de los valores que tomen mj y myg, podemos plantear
cuatro casos. Debido a todo lo comentado, en cada uno de ellos es posible construir
en ¢y’ un camino al menos tan pesado como P.

i) Simy, mg # 1, y' cuenta con el siguiente camino:

1,2 Ji=1 31 j1 J1 J1
(0, uy,ui,....,uy' " uy', vy e U 15 Ui e
Ik ,Jk Jk Jk Je+1 k—1
gt 03" e U s U ST Uy LU, %)
ii) Simy,mg > 1,y cuenta con el siguiente camino:
J1 ot J1 Jk ,Jk Jk
0,...,v7", .., Uy, 15 Uy 5 o W15 03 "Umjk>“'7*)

Notemos que ha de ser, j1 =1y jp = k.

iii) Simy > 1y my # 1,y cuenta con el siguiente camino:

J1 ot J1 Jk .k oIk Jk Jr+1 k=1 k
0,...,v7", ..., Uy 10 Wi, s oo U155 Uy oy U gy U U1 e Uy ,UT, %)
Notemos que ha de ser, j; = 1.
iv) Simy ¥ 1y mg > 1, 3/ cuenta con el siguiente camino:
1.1 1 1 Ji o, J1 ]1 J1 Jk ,Jk Jk
(0,U3, V2,5 ooy Uy 15 Uy s ooy UL 5 V' 5 sy Uy, 10 Ui, oo U1 5 09" o Vg s ceey )

Notemos que ha de ser, j, = k.
Tomemos v] = u] y Uﬁnj = uan, en aquellos casos donde no se halla cambiado por
comodidad con la notaciéon. En cualquier caso, se tiene que:

Zp J
Z = Crnax(Y)

Para la primera desigualdad, hemos de tener en cuenta que puede existir otro camino
mas pesado en ¢, asi como el hecho de que no hemos tenido en cuenta el peso de
los caminos entre 0 y v{ cuando my > 1, ni entre vy LY X cuando my > 1, las
cuales son cantidades no negativas. La primera 1gualdad se da, ya que se trata de
una permutacion y la suma es conmutativa. La ultima igualdad, se da por definicion.

De esta cadena de desigualdades, se deduce el resultado. O

Cmax(

uMﬂM»
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Por otro lado, el proceso de ramificacion es también 1util para evitar los ciclos
de longitud dos. Esto se puede hacer durante el célculo de los before-candidates y
after-candidates. Dado un bloque B = u}, ...,uﬁm, si la disyuncion ¢ — j (i,5 € By)
ha sido fijada, la operacién i no seré incluida en ElA, en caso contrario, se produciria
un ciclo y por lo tanto, el sucesor en cuestion no contendria soluciones factibles. Del

mismo modo, j no sera incluida en ElB .

3.3. Algoritmo

Teniendo en cuenta los aspectos comentados a lo largo de este capitulo, estamos
en condiciones de formular el algoritmo de ramificacién y poda. Su pseudocoddigo es
el siguiente:

procedure RAMIFICACION Y PODA(r) /*r nodo del arbol de buisqueda™/
Calcular una soluciéon y € Y (r) utilizando un heuristico
si Cpaz(y) < UB entonces
UB = Cinaz(y)

1:
2
3
4
5: Calcular un camino critico de y, P
6 Calcular los bloques de P

7 Calcular los conjuntos EJJ-3 y EJA

8 mientras Ji € EY para algtn j € {1,...,k} y v € {4, B} hacer
9 Eliminar la operacion ¢ de EY

10: Fijar las disyunciones para el correspondiente sucesor s

11: Calcular una cota inferior para el nodo s, LB(s)

12: si LB(s) < UB entonces

13: Ramificacion y Poda(s)

Algoritmo 3.1: Algoritmo de ramificacién y poda para el JSP

Esta se trata de la versiéon mas primitiva del algoritmo, a la cual, hemos de
anadir distintos aspectos mencionados previamente como, por ejemplo, el fijado de
aristas adicionales al finalizar la inspeccién de todos los sucesores provenientes de
un conjunto, establecer el orden de los bloques o verificar si podemos eliminar algin
Sucesor.

Notemos que la inspeccién de un nodo finaliza si:

i) La cota inferior supera o iguala el U B, en ese caso, las soluciones que ofrece el
nodo son peores o iguales que la mejor solucién obtenida hasta el momento.

ii) El camino critico de la solucién heuristica no contiene bloques, esto quiere
decir que el camino mas largo corresponde a un trabajo y por tanto, todas las
soluciones de ese nodo tienen ese mismo camino y no es posible mejorar.

iii) Los conjuntos E]B y E]A estan vacios para todos los bloques B;, en ese caso, se
han acabado de procesar todos los sucesores del nodo en cuestion.

Finalmente, no se ha especificado el orden de inspeccién de las operaciones dentro de
un conjunto F;. Basandonos en la evidencia de [2], tomaremos los before-candidates
en orden no decreciente en las cabezas y los after-candidates, en orden no decreciente
en las colas. Los conceptos cabeza y cola serédn introducidos en el siguiente capitulo.




Capitulo 4

Cabezas y colas

4.1. Definiciones

Dado un nodo cualquiera de nuestro arbol de busqueda, a cada operacién ¢ le
asociaremos una cabeza y una cola. Estos conceptos son importantes, por ejemplo,
para el calculo de cotas inferiores, asi como para el cdlculo de la solucién heuristica.
También nos permiten definir el orden de ramificacién.

Para el calculo de las cabezas y colas, tendremos en cuenta las aristas dirigidas
(relacion de precedencia en los trabajos) y aquellas disyunciones que hayan sido fija-
das hasta el momento, por lo tanto, dependen del nodo r en el que nos encontremos.

Definicién 4.1. Sea r un nodo del arbol de biisqueda, una cabeza r; de una operaciéon
1 es una cota inferior del tiempo de inicio mas temprano posible para la operacion ¢
en cualquier solucion de Y (7).

Definicién 4.2. Sea r un nodo del arbol de btisqueda, una cola ¢; de una operaciéon
i es una cota inferior del periodo de tiempo comprendido entre la finalizacion de la
operacion ¢ y el tiempo de complecién de todas las operaciones en cualquier solucién
de Y (r).

Claramente, podemos establecer rg = 0 y g, = 0.

4.2. Calculo de las cabezas y colas

Una forma de obtener la cabeza r; de una operacién ¢ en un nodo r, seria cal-
cular el camino mas pesado posible desde el inicio 0 hasta i en el grafo disyuntivo
G(FD,) = (V,CUFD,), sin tener en cuenta el peso de la operacion i. Para que pue-
da iniciar la operacion en cuestion, han de haberse finalizado todos sus predecesores.
Sea y € Y (r), se puede comprobar por inducciéon en el recorrido en orden topologico
del grafo definido por y que, en dicha solucion, el valor del camino mas pesado desde
0 hasta i (en el grafo definido por y) coincide con el tiempo de inicio mas temprano
posible para i (la cabeza de 0 se define como 0). Por lo tanto, concluimos que el
camino mas pesado desde 0 hasta i en G(F D, ) se trata de una cota inferior para el
tiempo de inicio méas temprano posible de i en todas las soluciones de Y (r) ya que, a
medida que fijamos mas aristas, el camino mas pesado se mantiene o aumenta hasta
llegar a una solucién, donde se da la igualdad.
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Del mismo modo, para cada operacion ¢, podemos obtener una cola ¢;, calculando
el camino mas pesado posible entre la operacion ¢ y el fin de todas las operaciones ,
en el mismo grafo disyuntivo definido anteriormente, de nuevo, sin tener en cuenta
el peso de la operacion i. Para que todas las operaciones finalicen, al menos han de
finalizar todos los sucesores de i. Sea y € Y (r), se puede comprobar por inducciéon en
el recorrido en orden topolégico en sentido inverso del grafo definido por y que, en
dicha solucion, este valor (en el grafo definido por y) acota inferiormente el periodo
de tiempo comprendido entre el fin del procesado de i y el fin del procesado de todas
las operaciones (la cola de * se define como 0). Esto se debe a que no se tienen
en cuenta otras operaciones que no estén entre sus predecesores (puede que otras
operaciones tarden més en completarse). Por todo esto, concluimos que se trata de
una cota inferior para todas las soluciones de Y (r) ya que, a medida que fijamos més
aristas, el camino mas pesado se mantiene o aumenta hasta llegar a una solucién,
donde ya hemos visto que se trata de una cota inferior.

Para obtener buenas cotas inferiores para la poda, es necesario obtener unas
buenas cabezas y colas. Por ello, introduciremos el siguiente método mas sofisticado
para su calculo.

Proposicion 4.3. Sea P(i) el conjunto de los predecesores disyuntivos de la opera-
cion i en un nodo r cualquiera. El valor

InéX minr'+ Pi
ICP(i icJ J 2 : J
@ J JjeJ

es una cota inferior para el tiempo de inicio mds temprano de la operacion i en
cualquier solucion alcanzable desde el nodo actual.

Demostracion. Sea J C P(i) cualquiera. Como el conjunto J esta formado por pre-
decesores de i, es necesario completar todas las operaciones de este conjunto para
poder iniciar i. Veamos que la expresion minjcyr; + > jeg Pj acota inferiormente el
tiempo de complecién de J en cualquier solucién alcanzable desde el nodo actual.
Por un lado, por definicién, la cabeza r; de una operacion i es una cota inferior del
tiempo de inicio més temprano posible para la operacién 7 en cualquier solucién de
Y (r), por ello, el minimo de las cabezas acota inferiormente el tiempo de inicio méas
temprano posible de cualquier operacion de J en cualquier solucion de Y (r), es decir,
el tiempo de inicio méas temprano de J en cualquier solucion de Y (r).

Por otro lado, la suma acota inferiormente el tiempo de procesamiento de J, pues
no tiene en cuenta si existen tiempos de espera entre las mismas, ademas, no pueden
ser procesadas en paralelo, pertenecen a la misma maquina.

Por todo ello, esta expresiéon acota inferiormente el tiempo de complecién de
todas las operaciones de J y, por tanto, el inicio més temprano de la operacién i en
cualquier solucién alcanzable desde el nodo actual. O

De esta forma, si tomamos el predecesor en el trabajo h(i), el valor Th(i) +Pn(s) NOS
ofrece también una cota inferior por los mismos motivos expuestos anteriormente.

Teniendo todo lo anterior en cuenta, podemos dar la siguiente expresiéon recursiva
para el calculo la cabeza r; de la operacion i:
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rg =20

r; = MAaX S The) + Pre), Max < minr; + g Dj
i h(i) h(i)> JCP() ) jeJ J j
jeJ
Del mismo modo, aplicando estas ideas a las colas, podemos calcular la cola ¢; de la
operacion i, con la siguiente expresion recursiva:

=0

¢i = max Pr(4) + Ak (i) mgx ij + Ijnll’l q;

donde, k(i) es el sucesor en el trabajo de i y S (2) es el conjunto de sucesores disyun-
tivos de i.

4.3. Revision de ciclos

Es posible aprovechar el calculo de las cabezas para detectar la presencia de
ciclos. Para este proposito, utilizaremos el recorrido en orden topologico de un grafo,
introducido en el capitulo

Diremos que una operacion esté etiquetada si ya se ha calculado su cabeza. Con-
sideramos el conjunto D, que contendra todas las operaciones que estan listas para
ser etiquetadas, es decir, operaciones que todavia no estan etiquetadas y cuentan con
la propiedad de que todos sus predecesores estan etiquetados. Inicializamos D = {0}.
A la hora de etiquetar una operacion ¢ € D, i es eliminado de D y se revisan los
sucesores 1 para posibles inserciones. El proceso finaliza cuando D queda vacio.

Una vez definido este proceso de etiquetado, contamos con el siguiente resultado.

Teorema 4.4. Sea r un nodo del drbol de bisqueda. El grafo disyuntivo G(FD,) =
(V,CUFD,) no contiene ciclos si y solo si se ha asignado una nueva cabeza al nodo
x a través del proceso de etiquetado anterior.

Demostracion. Supongamos primero que el grafo disyuntivo G(F'D,) = (V,CUFD,.)
no contiene ciclos. En ese caso, procedamos por reduccién al absurdo y supongamos
que no se ha asignado una nueva cabeza al nodo *. Si esto ocurre, quiere decir
que algtn predecesor de * no ha sido etiquetado. Continuando con esta estrategia y
teniendo en cuenta que el nimero de operaciones es finito, como hemos supuesto que
el grafo es aciclico y todos los nodos a excepcion del 0 tienen predecesores, llegaremos
a la conclusion de que 0 no ha sido etiquetado (recorremos las operaciones en orden
inverso al topolédgico, no es necesario pasar por todas las operaciones), lo cual es una
contradiccién que viene de suponer que el nodo * no ha sido etiquetado.
Reciprocamente, supongamos ahora que al nodo * se le ha asignado una nueva
cabeza. Para ver que el grafo es aciclico, basta aplicar el mismo razonamiento usado
en la seccion [2.3] Si existiese un ciclo, para etiquetar cualquier operacion del mismo,
habria sido necesario etiquetarla a ella misma previamente, lo cual no es posible y
por lo tanto, el nodo * no seria etiquetado (etiquetar este nodo requiere que todas
las operaciones estén etiquetadas, pues es sucesor de todos los nodos). O




Capitulo 5

Método para fijar disyunciones
adicionales

5.1. Pares primales y duales

Como ya hemos comentado en el capitulo [3) uno de los objetivos del proceso
de ramificacién, es conseguir fijar el mayor nimero de disyunciones lo antes posible
cuando vamos de un nodo 7 a sus sucesores, ya que esto reporta varios beneficios.

A lo largo de este capitulo, presentaremos un método propuesto por Carlier y
Pinson [4] para fijar disyunciones adicionales entre operaciones que comparten una
misma maquina, dado un nodo del arbol de biisqueda. Este método es independiente
del proceso de ramificacion.

Hasta el momento, hemos utilizado la palabra solucion para referirnos a cualquier
seleccion completa. En realidad, solo estamos interesados en soluciones ¥, tales que
Ciaz(y) < UB y por lo tanto, centraremos la bisqueda en estas soluciones, el resto
no aporta ningin beneficio a la biisqueda y hemos de evitar malgastar recursos explo-
randolas. En lo que resta de capitulo, utilizaremos la palabra solucién para referirnos
a aquellas que son de interés. De igual manera, utilizaremos Y (r) para referirnos a
todas las soluciones alcanzables desde el nodo r. Notemos que, a pesar de este cam-
bio, las cabezas y colas calculadas siguen siendo validas (las nuevas soluciones, son
un subconjunto de las anteriores).

En primer lugar, consideremos el valor UB, que contiene el valor objetivo de la
mejor solucioén encontrada hasta el momento, y ciertas cotas inferiores que presenta-
remos a continuaciéon. Veamos que, en el caso de que alguna cota inferior supere el
U B, podemos establecer ciertas relaciones de precedencia.

Proposicion 5.1. Sea r un nodo del drbol de busqueda e I el conjunto de operaciones
que han de ser procesadas en una mdquina. Sea c € I y J C I\ {c}, entonces:

i) Si se da la siguiente desigualdad

{ ; ; ing;: >UB 5.1
i it D pytming > (-1
jeJU{c}

en cualquier solucion de Y (r), ¢ ha de procesarse después de todas las opera-
ciones de J. En ese caso, diremos que (J,c) es un par primal.
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ii) St se da la siguiente desigualdad

nr; E j I i > UB 5.2
Septit 2. pit 0= (5:2)
jeJU{c}

en cualquier solucion de Y (r), ¢ ha de procesarse antes de todas las operaciones
de J. En ese caso, diremos que (c,J) es un par dual.

Demostracion. Para ver este resultado, basta proceder por reduccién al absurdo. Lo
veremos para la primera parte de la proposicién. La segunda se obtiene de manera
analoga.

Supongamos que se daf5.I]para un conjunto J y una operacion ¢ como los descritos
en el enunciado. Consideramos una solucion y € Y (r). Supongamos por reduccion al
absurdo que ¢ no es procesada después de J en y, esto quiere decir que, o bien c es
procesada antes que J, o bien, ¢ es procesada entre las operaciones de J.

En primer lugar, veamos que la parte izquierda de la desigualdad acota infe-
riormente el valor objetivo de dicha soluciéon.

Por un lado, el minimo de las cabezas acota inferiormente el tiempo de inicio mas
temprano de J U {c} en y. Por otro lado, la suma acota inferiormente el tiempo de
procesamiento de J U {c}, pues no tiene en cuenta si existen tiempos de espera entre
las mismas, ademé&s, no pueden ser procesadas en paralelo, pertenecen a la misma
méquina. Por ultimo, el minimo de las colas acota inferiormente el periodo de tiempo
entre el fin de las operaciones de J y el fin de todas las operaciones en y. En esta
solucion, ¢ no es procesada después de J, luego el fin de las operaciones de J coincide
con el fin de las operaciones de J U {c}.

Por todo lo comentado anteriormente, es claro que esta expresién acota infe-
riormente el valor objetivo de y. Por lo tanto, como hemos supuesto que se da
llegamos a una contradiccion con la definicién de solucién, ya que el peso de su ca-
mino critico (Cpaz(y)) no puede ser mayor o igual que U B. Esta contradiccion viene
de suponer que existe una solucién con esta caracteristica. Concluiriamos por tanto,
que ¢ ha de procesarse después de todas las operaciones de J en cualquier soluciéon
de Y (r).

El mismo razonamiento puede ser utilizado para ver el segundo caso. O

Sea (J,c) un par primal, en ese caso, podemos fijar las siguientes disyunciones
{j = ¢: j€J}. A estas las llamaremos aristas primales.

Del mismo modo, sea (¢, J) un par dual, en ese caso, podemos fijar las siguientes
disyunciones {¢ — j : j € J}. A estas las llamaremos aristas duales.

Estas disyunciones pueden ser fijadas ya que, en caso contrario, tenemos garanti-
zado que no se tratan de soluciones y por tanto, no estamos interesados explorarlas.

Ademas, en caso que |J| = 1, contamos con el siguiente resultado también.

Proposicion 5.2. Sea r un nodo del drbol de bisqueda e I el conjunto de operaciones
que han de ser procesadas en una mdquina. Sean c,j € I con ¢ # j, si se da la
siguiente desigualdad

Te+pe+pj+q;>2UB (5.3)

J ha de ser procesado antes que ¢ en cualquier solucion de Y(r).

Demostracion. Al igual que en la proposicion anterior, procedamos por reduccion al
absurdo.
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Supongamos que se da para unas operaciones ¢ y j como las descritas en
el enunciado. Consideramos una solucion y € Y (r). Supongamos por reduccion al
absurdo que c es procesada antes que j en y. Veamos que, en ese caso, la parte
izquierda de la desigualdad [5.3]acota inferiormente el valor objetivo de dicha solucion.

En primer lugar, sabemos que r. acota inferiormente el tiempo de inicio méas
temprano de la operaciéon c en y.

Por otro lado, la expresion p.+p; acota inferiormente el tiempo de procesamiento
de ambas operaciones, pues no tiene en cuenta si existe tiempo de espera entra el
procesado de ambas, ademaés, no pueden ser procesadas en paralelo, pues pertenecen
a una misma maquina.

Por tltimo, ¢; acota inferiormente el periodo de tiempo comprendido entre el fin
de la operacién j y el fin de todas las operaciones en y.

Como hemos supuesto que en y, ¢ es procesada antes que j, deducimos que la
parte izquierda de la desigualdad [5.3] se trata de una cota inferior para el valor
objetivo de dicha solucion (Cynqez(y)). Por lo tanto, como hemos supuesto también
que se da[5.3] llegamos a una contradiccion con la definicion de solucion. Esta viene
de suponer la existencia de una solucién con dicha caracteristica. O

Si nos encontramos bajo las hipotesis de la proposicion [5.2| para unas operaciones
¢y j, podemos fijar la disyuncién j — ¢, a estas las llamaremos aristas directas. De
nuevo, estas pueden ser fijadas ya que en otro caso, tenemos garantizado que no se
tratan de soluciones.

Sea r un nodo del arbol de biisqueda e I el conjunto de operaciones que han de
ser procesadas en una maquina. El siguiente método consigue fijar todas las aristas
directas del conjunto I:

1: procedure SELECT(I) /*I conjunto de operaciones de una maquina™/
2: para todo c¢,j € I, ¢ # j hacer

3: sire+pe+pj+qi >UB A j— cno fijada entonces

4: Fijar la disyuncién j — ¢

Algoritmo 5.1: Algoritmo que permite fijar todas las aristas directas de una mé-
quina

La complejidad temporal de este método es 0(|1]?), ya que ha de revisar todos
los pares ordenados de operaciones distintas que existen en 1.

5.2. Problemas primales y duales

Dado un par primal (J, ¢), este nos permite deducir cierta informaciéon. Del mismo
modo, dado un par dual (¢, J) se puede obtener la misma informacién de manera
analoga.

Sea (J,¢) un par primal, entonces la operacion ¢ ha se ser procesada después de
todas las operaciones de J en cualquier solucién alcanzable desde el nodo del arbol
de bisqueda actual. Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 5.3. Sea r un nodo del drbol de bisqueda y sea (J,c) un par primal entonces,
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en cualquier solucion de Y (r), la operacion ¢ no puede empezar antes de:

rj = max < minr; + E ; 5.4
JCy ) jer ! Pj (5-4)
jed’

Demostracion. Sea y € Y (r), veamos que dicho valor acota inferiormente el tiempo
de complecién de todas las operaciones de J en y. Como ¢ ha de procesarse después
de J en y por ser (J, ¢) un par primal, se deduce el resultado.

Sea J' C J cualquiera, para completar todas las operaciones de J hemos de
completar todas las de J’. Teniendo en cuenta la definicion de cabeza y de minimo de
un conjunto, notemos que el minimo que aparece en la expresion, acota inferiormente
el tiempo de inicio mas temprano de J’ en y. De igual manera, notemos que el
sumatorio acota inferiormente el tiempo de procesamiento de J', pues no se tiene
en cuenta los posibles tiempos de espera entre el procesado de las operaciones, ni
se pueden procesar en paralelo (pertenecen a una misma méquina). Por lo tanto,
concluimos que se trata de una cota inferior del tiempo de complecion de todas las
operaciones de J’' en y, y por tanto, de J también. O

Sea r un nodo del arbol de busqueda, consideremos un par primal (., ¢). Podemos
suponer que r configura una cabeza para ¢ ya que, en otro caso, tenemos garantizado
que no se tratan de soluciones y no estamos interesados en ellas. En el caso de que
r. < rj, podemos actualizar el valor de 7. con el de rj, si este fuese el caso, las
aristas primales {j — ¢ : j € J} serian fijadas por el método SELECT. Esto se
puede deducir gracias al resultado que introduciremos a continuacién.

Lema 5.4. Sea r un nodo del drbol de busqueda y sea (J,c) un par primal. Sire > 17,
entonces el método SELECT fija todos los arcos primales asociados a (J,c).

Demostracion. Debido a que (J, ¢) se trata de un par primal, sabemos que:

‘min 7 + Z pj +ming; > UB
i€Iute} jeJU{c} aet

Como r. > ry, tomando J' = {j} Vj € J en la expresion se obtiene que
re > rj+p; Vj € Jy por tanto, al tratarse de cantidades no negativas, r. > r; Vj € J.
Debido a esto, se tiene que minjes 7 = minje sy rj y por tanto:

mr, - +ming; > UB 5.5
minr; + ), pj+ming > (5.5)
jeJU{c}

Queremos ver que r. + p. + p; + q; > UB Vi € J, de este modo, el método SELECT
fijara las aristas deseadas. Sea @ € J cualquiera. Como 7. > r; entonces:

Te+DPe+Di+q 2715+ De+Di + G

Tomando J' = J en la expresion deducimos que:

ry > minr; +ij
jed ,
jeJ
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y por tanto:
Ty + pe+pi + ¢ = minr; +ij +pct+pi+q;
ies jed
Por tltimo, desprendiéndonos del termino no negativo p;, teniendo en cuenta la
definicion de minimo de un conjunto y la expresion [5.5] obtenemos que:

minr. ) ) S min s ) ing. > URB

jes ) +ZPJ tPe+pitqi= IJDGI?TJ +ij +pc+1;n€1§1qj >
JjedJ jeJ

De esta forma, obtenemos una cadena de desigualdades que nos permite deducir el

resultado. O

Sea r un nodo del arbol de busqueda y ¢ una operacién cualquiera. Consideremos
ahora un par primal (J., ¢) tal que r;, > r; para todo par primal (J, ¢). Si actualiza-
mos el valor de 7. con el de r,, gracias al lema sabemos que el método SELECT
fijaria todas las aristas primales asociadas a todos los pares primales (J, ¢). Debido a
este hecho, es interesante encontrar el valor r;, para cada operacion, ya que esto nos
permitirfa fijar varias aristas adicionales. Todas estas ideas nos hacen plantearnos el
siguiente problema.

Problema primal 5.5. Sea r un nodo del drbol de bisqueda y sea ¢ una operacion.
¢Existe un par primal (J,c) tal que r. < r;? Si existe, encontrar rj, = max{ry :
(J,c) es par primal}

Para su resolucion, nos apoyaremos en el llamado Jackson Preemtive Schedule
(JPS) para todas las operaciones que han de ser procesadas en la misma maquina
que c¢. El JPS es una planificacién solucién del siguiente problema.

Problema 5.6 (Problema de una maquina relajado). Sea I un conjunto de opera-
ciones. Estas serdn procesadas en una misma mdquina. A cada operacion i, se le
asocia un tiempo de inicio mds temprano r; (también denominado cabeza), un tiem-
po de procesamiento p; y un tiempo restante para finalizar la operacion q; (también
denominado cola). El objetivo es encontrar una planificacion en la que estd permitido
interrumpir tareas, de forma que minimize el siguiente valor:

Crae = méx{C; +¢; } (5.6)
i€l
donde C; denota el tiempo de complecion de la operacion .

El JPS obtiene una solucién utilizando la siguiente regla: en cada instante t,
donde t es el tiempo de inicio mas temprano o el tiempo de finalizacién de una
operacion, se planifica la operacion ¢ tal que ¢; = max{q; : r; < t ANC; > t}. En
caso de empate, en cuanto a la prioridad en las colas se refiere, se elige la operaciéon
que haya sido procesada antes en lo que llevamos de planificaciéon. Si ninguna de
ellas ha sido procesada hasta el momento, se elige una cualquiera. En otras palabras,
cada vez que se pueda iniciar una nueva operaciéon o se finalice la actual, se elige
la operacién no acabada, que esté lista para ser procesada y tiene una mayor cola,
deshaciendo los empates como hemos comentado anteriormente.

El siguiente resultado nos garantiza que dicha solucién es éptima.

Proposicion 5.7. El JPS ofrece la solucion dptima al problema (problema de
una mdquina relajado).
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Demostracion. Consideramos el problema 5.6 para un conjunto de operaciones I. En
primer lugar, tomemos la operacion jo € I de forma que:

C;vklaz(JPS) - Cjo + qj,
Gracias al lema [A.3] sabemos que 3K C I de forma que:

i) jo€ K
11) C]O = ml’HkGK (% + ZkGK Pk
iii) qr > qjo Vk € K

Gracias a los puntos i y iii) se deduce que ¢;, = mink K 4k teniendo en cuenta el
p q Qjo €K 9k,
punto 11) también, se tiene:

Crrae(JPS) = minry + keZka + min g (5.7)

Consideremos una planificacion P para el problema definido al inicio de la prueba.
Si consideramos de nuevo el conjunto K en la planificacién P, es claro que:

ix{C; i} < méax{C; r=cr (P 5.8
g%a[?({ J+q]}—l?glx{ ]+q.7} maa:( ) ( )

Por otro lado, es claro que la expresion mingeg 71 + Y _pc i Pk € trata de una cota
inferior del tiempo de complecion de K en cualquier planificacion (el minimo de
las cabezas acota inferiromente el inicio de K y el sumatorio acota inferiormente el
tiempo de procesamiento de K, pues no tiene en cuenta posibles tiempos de espera),
en concreto, lo es para P. Suponiendo que en P, la ultima operacién de K procesada
es 10, se tiene:

min ry + %pk < 1;13%{ C; =C; (5.9)

Finalmente, debido a que ig € K por definicién, se tiene que:

mna < g: 5.10
min gx < gio (5.10)

Teniendo en cuenta todo lo comentado anteriormente, se deduce que:
cr (JPS)=mi {
maz(JPS) =minre + 3 pr+min gy
keK
< Cig + @iy < max{C; + ¢;}
JEK

< mix{Cj + g} = Cp0e(P)
jel

La primera igualdad, se da por Para ver la primera desigualdad, basta tener
en cuenta [5.9 y B.10] La segunda desigualdad, se da por ser iy € K. El resto de la
expresion, se debe a[5.8

Gracias a esta ultima expresion, se deduce la optimalidad del JPS. ]

Por otro lado, gracias al resultado que aparece a continuacién, sabemos que el
valor C}, .. (JPS) para cierta instancia del problema da una cota inferior del
valor objetivo de todas las soluciones alcanzables desde el nodo del arbol de bisqueda

actual.
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Proposicion 5.8. Sea r un nodo del drbol de bisqueda e I el conjunto de operaciones
que han de procesarse en una mdquina para el JSP. El valor C},,.(JPS), para el
JPS que surge como solucion del pmblema para las operaciones de I (tomando
las cabezas y colas obtenidas en el nodo r), ofrece una cota inferior para los valores

objetivos de las soluciones de Y (r).

Demostracion. Consideremos el JPS definido en el enunciado. Utilizando un desa-
rrollo similar al que encontramos en el inicio de la prueba de la proposicion [5.7] es
facil ver que 3K C I de forma que:

Crraa(JPS) delglgrwrg(pwri%fgq/c (5.11)

Por otro lado, tengamos en cuenta también, el hecho de que es indiferente hablar de
cabezas y colas en el JPS que en el nodo nodo r, pues estas coinciden.

Finalmente, es claro que la expresién que aparece a la derecha de la igualdad en
m acota inferiormente el valor objetivo de las soluciones de Y (r). En cualquier
solucién, hemos de procesar las operaciones de K. El minimo de las cabezas acota
inferiormente el tiempo de inicio de K en cualquier solucion de Y (r). Del mismo
modo, el minimo de las colas acota inferiormente el periodo de tiempo comprendido
entre fin del procesado de K y el fin del procesado de todas las operaciones en
cualquier solucién de Y (7). Por dltimo, el sumatorio de los pesos acota inferiormente
el tiempo de procesamiento de K, pues no se tienen en cuenta tiempos de espera
y ademés, no pueden ser procesadas en paralelo, pues todas las operaciones son
procesadas en una misma maquina (K C I).

Una vez visto que se trata de una cota inferior y teniendo en cuenta[5.11] es facil
deducir el resultado. O

A continuacién, introduciremos una serie de conceptos relacionados con el JPS
que nos seran de utilidad mas adelante.

Dado un JPS para un conjunto de operaciones I y sea ¢ € [ fijo. Como ya
hemos comentado anteriormente, denotaremos por C; el tiempo de complecion de
la operacion j. Denotaremos por K el conjunto de operaciones de I con mayor
prioridad en relacion a las colas que ¢ y que son completadas después de r., es decir:

Kf={jel:q>qNnCj>r} (5.12)

Por otro lado, denotaremos por pj el tiempo de procesado restante de la operacion
j tras 7.. Notemos que p;r >0Vje K.
Finalmente, sea K C K, podemos definir:

_ + .
ti =Tc+pe+ ;(pj +ming; (5.13)
J

Gracias a esta notaciéon, podemos definir un segundo problema primal.

Problema primal 5.9. Sea r un nodo del drbol de bisqueda e I el conjunto de
operaciones que han de ser procesadas en una mdquina para el JSP. Sea ¢ € I fijo.
Dado el JPS para las operaciones de I (obtenido tomando las cabezas y colas de r)
¢ Existe algin subconjunto no vacio K C KI de forma que tx > UB? Si emiste,
encontrar el subconjunto K} de cardinal mdximo.
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Este segundo problema primal, que inicialmente ha sido introducido sin motivo
alguno, esté fuertemente relacionado con el primero. Gracias a las ideas de [4] se
obtiene el siguiente resultado que relaciona ambos.

Teorema 5.10. Sea r un nodo del drbol de bisqueda e I el conjunto de operaciones
que han de ser procesadas en una mdquina para el JSP. Consideramos el JPS para
las operaciones de I (obtenido tomando las cabezas y colas de r). Sea ¢ € I fijo.
Entonces, 1y, existe si y solo si K} existe (K¥ # 0). En ese caso, se da la siguiente
relacion:

ry, = Jnel?é C; (5.14)

La prueba de este resultado, se encuentra en el apéndice [A]

Gracias a este resultado, la resolucion del problema primal 5.5 es equivalente a la
resolucién del problema primal En este tltimo, hemos de encontrar el conjunto
K* C K[ para una operacion ¢ dada. Esto es una tarea més facil gracias al siguiente
resultado.

Proposicion 5.11. Si el conjunto K} que surge como solucion de una instancia
cualquiera del problema primal[5.9 es no vacio, entonces tiene la siguiente forma:

K:={je K;“ 1 qj > qjo } para algun jo € K;r (5.15)

Demostracion. Basta escoger jo de forma que g;, = minjeg=q; (jo € K} € Kf)y
tener en cuenta el lema [A.9 O

Por otro lado, como hemos comentado anteriormente, se puede seguir un desa-
rrollo similar para poder fijar los arcos duales.
En primer lugar, dado un par dual (¢, J), tomamos en cuenta el siguiente valor:

¢J = max ij + min g (5.16)
J

Siguiendo demostraciones simétricas a las dadas en en los lemas y es facil ver
que este valor es un candidato a cola para la operacién c en las soluciones alcanzables
desde el nodo del arbol de bisqueda actual, asi como el hecho de que si g. > ¢, el
método SELECT fijaré las aristas duales asociadas.

De estos hechos, se deduce la necesidad de plantear y resolver un nuevo problema
similar al problema primal [5.5] para los pares duales.

Problema dual 5.12. Sea r un nodo del drbol de bisqueda y sea ¢ una operacion.
sEziste un par dual (c,J) tal que q. < qj? Si existe, encontrar q;, = max{qy :
(¢, J) es par dual}

Para resolver el problema primal nos basabamos en el llamado JPS. Para re-
solver este nuevo problema, tomaremos en consideraciéon el denominado Dual Jackson
Preemptive Schedule (DJPS) 5] para las operaciones que comparten méaquina con c,
tomando las cabezas y colas del nodo del arbol de busqueda en cuestiéon. E1 DJPS
se construye del mismo modo que el JPS invirtiendo los roles de las cabezas y colas,
es decir, las colas actiian como cabezas y viceversa.
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De nuevo, utilizando demostraciones simétricas a las dadas en las proposiciones
5.7 y B8 se obtiene que el DJPS ofrece la solucion 6ptima a un problema similar
al problema donde las colas actiian como tiempo de inicio mas temprano, las
cabezas como colas y se busca minimizar el siguiente valor:

/

Cmaz = meéulx{CZ + ’I”i} (517)

donde C; denota el tiempo de complecion de la operacion 7. Ademas, el valor C,, .,
para el DJPS introducido anteriormente ofrece una cota inferior para los valores ob-
jetivos de las soluciones alcanzables desde el nodo del arbol de biisqueda en cuestion.
Para la obtencién de estos dos tltimos resultados, es necesario contar con la versién
dual del lema [A.3] que se puede encontrar en [5].

Finalmente, debido a que en esta nueva planificacién las colas actdan como ca-
bezas, siguiendo las demostraciones dadas, es posible obtener los resultados ya obte-
nidos para las cabezas, ahora para las colas.

Al igual que en el caso de los pares primales, introduciremos la notacién corres-
pondiente.

Dado un DJPS para un conjunto de operaciones I, sea ¢ € [ fijo. Como ya
hemos comentado anteriormente, denotaremos por C; el tiempo de compleciéon de
la operacién j. Denotaremos por D} el conjunto de operaciones de I con mayor
prioridad en relacién a las cabezas que ¢ y que son completadas después de ¢, es
decir:

DY ={jel:r;j>r.ACj>q.} (5.18)

Por otro lado, denotaremos por s;' el tiempo de procesado restante de la operacion
J tras g.. Notemos que sj >0Vje DI
Finalmente, sea D C D, podemos definir:

_ z . +
tD—l}é%rj+EZJDsj +pe + qe (5.19)
J

De esta forma, es posible plantear un problema similar al problema primal [5.9] con
la nueva notacion dada y el DJPS ya mencionado.

Problema dual 5.13. Sea r un nodo del drbol de bisqueda e I el conjunto de
operaciones que han de ser procesadas en una mdquina para el JSP. Sea ¢ € I fijo.
Dado el DJPS para las operaciones de I (obtenido tomando las cabezas y colas de
r) sEziste algin subconjunto no vacio D C DY de forma que tp > UB? Si eiste,
encontrar el subconjunto D} de cardinal mdzimo.

Finalmente, siguiendo las demostraciones dadas como ya hemos comentado, se
obtiene el siguiente teorema:

Teorema 5.14. Sea r un nodo del drbol de bisqueda e I el conjunto de operaciones
que han de ser procesadas en una mdquina para el JSP. Consideramos el DJPS para
las operaciones de I (obtenido tomando las cabezas y colas de r). Sea ¢ € I fijo.
Entonces, q, existe si y solo si D} existe (D} #0). En ese caso, se da la siguiente
relacion:

GJ. = max C; (5.20)
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Al igual que en el el caso de los pares primales y, de nuevo, siguiendo la demos-
tracion de la proposicion [5.11] se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.15. Si el conjunto D} que surge como solucion de una instancia
cualquiera del problema primal[5.13 es no vacio, entonces tiene la siguiente forma:

D ={j e D} :r; >r} para algin jo € DF (5.21)

5.3. Integracion

Una vez visto el desarrollo anterior, estamos en condiciones de exponer el proce-
dimiento para fijar disyunciones adicionales.

Para ello, hemos de contar previamente con los procedimientos para fijar las

aristas primales y duales.
A continuacion, se expondré el procedimiento que permite fijar las aristas primales,
el proceso para fijar las aristas duales es similar, basta seguir los mismos pasos
trabajando con el DJPS y la notacién introducida al final de la seccién anterior para
los pares duales.

Realizaremos la siguiente secuencia de acciones para cada maquina. En primer
lugar, hemos de computar el JPS para las operaciones de la maquina en cuestion
(tomando las cabezas y colas del nodo del arbol de busqueda en el que nos encon-
tramos). Tras ello, basta seguir los siguientes pasos para cada operacion ¢ procesada
en dicha maquina:

i) Calcular el conjunto K. Si dicho conjunto es vacio, el problema no tiene

solucion (lema [A.5]).

ii) Calcular la operacion jo € K con menor cola, de forma que se de la siguiente
desigualdad:
Te + pe + Z p; +4j, >UB
{ieKTq;>a5,}
Si no existe dicha operacion, entonces el problema primal no tiene soluciéon
y por tanto, tampoco la tiene el problema primal (teorema . En otro

caso, establecemos:
K ={j e K :q;>q}

iii) Si K} # 0, entonces podemos calcular rj, = méxjex C; y establecer 7. = 1r,.

Finalmente, al pasar el método SELECT para las operaciones de dicha méquina,
quedarén fijas todas las aristas primales asociadas a las operaciones de la maquina
en cuestion, en el nodo del arbol de bisqueda en el que nos encontramos.

Una vez contamos con estos procedimientos, veamos la estructura del proceso
para fijar disyunciones adicionales:

i) Calculo de todos los arcos primales.

iii) Calculo de todos los arcos duales.

)
ii) Calculo de nuevas cabezas y colas.
)
iv)

Calculo de nuevas cabezas y colas.
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Los pasos ii) y iv), son necesarios ya que, si se han fijado nuevas aristas en los pasos
anteriores, es posible que los valores de las cabezas y colas aumenten. Del mismo
modo, el cilculo de nuevas cabezas y colas puede permitir fijar nuevas disyunciones
adicionales. Por todo ello, se repetirdn estos pasos hasta que no sea posible fijar
ninguna disyuncién mas.

Por ultimo, notemos que el paso ii) es solo necesario si se ha conseguido fijar algin
arco primal, en caso contrario, los valores de las cabezas y colas se mantendrian.




Capitulo 6

Herramientas para el proceso de
ramificacién y poda

6.1. Calculo de cotas inferiores

Echando un vistazo al algoritmo de ramificaciéon y poda descrito en el capitulo
(Algoritmo , se observa que, dado un nodo r, para cada sucesor s se calcula una
cota inferior del valor objetivo de todas las soluciones alcanzables desde el mismo,
LB(s). Si en alguno de los sucesores ocurre que LB(s) > U B, entonces la inspeccion
del sucesor en cuestiéon no es necesaria, ya que sabemos que las soluciones que nos
ofrece son peores o iguales que la mejor encontrada hasta el momento. Sin embargo,
todavia no se ha especificado como se realizara el calculo de las cotas inferiores.

Basandonos en la evidencia aportada en [2], es beneficioso calcular varias cotas
inferiores en distintos momentos del algoritmo, si alguna de ellas sobrepasa el UB,
la inspeccion de ese nodo finaliza.

Sea r un nodo del drbol de biisqueda y s un sucesor de r, veamos entonces cuales
son estas cotas para el nodo s:

i) La primera de las cotas inferiores se calcula durante el tratamiento de los
conjuntos EZB y EZA del nodo r. Si s se ha obtenido moviendo una operacion
1 al principio del bloque B, el siguiente valor es una cota inferior para las
soluciones del nodo s:

ri +p; + mix < max (p; +¢qj), Z pj + min g (6.1)

jeB\(i} Py

donde las cabezas y colas han sido tomadas del nodo r.

Del mismo modo, se puede obtener una cota inferior para las soluciones del
nodo s, en el caso de que este se haya obtenido moviendo la operacién ¢ al final
del bloque B:

max < max (r; +p;), min r;+ i toit+q; 6.2
jEB\{i}( J p]) JeB\{i} J jeg\:{i}PJ biT¢q (6.2)

de nuevo, las cabezas y colas han sido tomadas del nodo 7.
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ii)

iii)

La segunda cota inferior, se obtiene durante el calculo de las cabezas y colas
de s. En este caso, para cada operacién se mira si el valor r; + p; + ¢; es mayor
o igual que el UB, en ese caso, la inspeccion del nodo finaliza. Ademas de esos
valores, también se utilizan los casos particulares gy y . como cotas inferiores.

La ultima de las cotas inferiores, se obtiene gracias al Jackson Preemptive
Schedule (también llamado JPS), introducido en el capitulo 5| Este se calcula
para las operaciones de cada méaquina durante el proceso para fijar disyunciones
adicionales en un nodo del arbol de busqueda (tomando las cabezas y colas de
las operaciones del mismo nodo), es este caso, nos centraremos en s. El valor
Cruw(JPS) (para los JPS indicados anteriormente) definido en el capitulo

max
también, ofrece una cota inferior para todas las soluciones alcanzables desde el

nodo del arbol de blisqueda en el que nos encontramos.

Proposicion 6.1. Sea r un nodo del drbol de busqueda y s un sucesor de r. Las
expresiones que acabamos de introducir, acotan inferiormente el valor objetivo de
todas las soluciones de Y (s).

Demostracion. Veamos el resultado para cada expresion:

i)

En este caso, veremos el resultado para el caso en el que s se obtiene moviendo
una operacion 7, delante del bloque B. El resultado para el otro caso, se obtiene
de forma anéaloga.

Esta cota es comprobada durante el procesado del nodo r, por ello, trabajare-
mos con las cabezas y colas de r.

En primer lugar, es claro que r; + p; acota inferiormente el tiempo de comple-
cion de la operacion i en cualquier solucién de Y (r), en particular para las de
Y (s) también. Por otro lado, sabemos que la operacion i es procesada antes
que el resto de operaciones del bloque B en todas las soluciones de Y'(s). Te-
niendo esto en consideracién, veamos que, para cualquiera de las expresiones
que encontramos dentro del maximo en[6.1] se consigue acotar inferiormente el
valor objetivo de las soluciones de Y'(s).

Para la primera expresion, sea j € B\ {i} cualquiera, p; + ¢; acota inferior-
mente el periodo de tiempo comprendido entre el inicio de la operacién j y la
finalizacion de todos los trabajos en cualquier soluciéon de Y (r), en particular
para las de Y (s) también. Como no se tiene en cuenta si existe tiempo de es-
pera entre el procesado de las operaciones ¢ y j y las operaciones no se pueden
procesar en paralelo, pues se procesan en la misma méquina, queda claro que
ri+pi+pj+q;, acota inferiormente el valor objetivo de una solucion cualquiera
de Y(s).

Para la segunda expresién, notemos los siguientes hechos. El sumatorio acota
inferiormente el tiempo de procesamiento de B\ {i}, pues no tiene en cuenta si
existen tiempos de espera entre el procesado de las operaciones, ademas, como
las operaciones pertenecen a la misma maquina, no pueden ser procesadas en
paralelo.

Por otro lado, utilizando el mismo razonamiento de la prueba de la proposicién
el minimo que aparece, acota inferiormente el periodo de tiempo compren-
dido entre el fin de todas las operaciones de B\ {i} y el fin de todos los trabajos
en cualquier solucion de Y (r), en particular para las de Y(s) también lo acota.
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Como ademés tampoco se tiene en cuenta si existe tiempo de espera entre el
procesado de i y el procesado de la primera operacion de B\ {i}, ni se pueden
procesar en paralelo (de nuevo, pertenecen a la misma maquina), se deduce
que r; + p; + Zjeg\{i} pj + minjep ;) ¢j acota inferiormente el valor objetivo
de cualquier solucion de Y(s).

Tras haber visto ambas cotas, se deduce el resultado.

ii) Para ver el resultado en este tipo de cotas, basta tener en cuenta la definicion
de las cabezas y colas de una operacién. Para ver los casos particulares, basta
con aplicar la definicién de nuevo.

iii) El resultado ya ha sido visto en la proposicion
O

Por altimo, notemos que, debido al procedimiento introducido en el capitulo
para fijar disyunciones adicionales, el valor de las cabezas y colas puede aumentar.
Por ello, es recomendable comprobar estas dos tltimas cotas inferiores cada vez que
se fije alguna disyuncién nueva.

6.2. Calculo de la solucién heuristica

Echando de nuevo un vistazo al algoritmo de ramificacién y poda descrito en el
capitulo 3| (Algoritmo , notemos que es necesario realizar el calculo de una solu-
cion heuristica en cada nodo, sin embargo, hasta el momento no hemos especificado
c6Hmo hacerlo.

Nuevamente, teniendo en cuenta la evidencia aportada en [2] (basada en un es-
tudio de [7]), presentamos el siguiente método para calcular una soluciéon heuristica.
En este, se parte del grafo disyuntivo del nodo del arbol de busqueda en cuestion,
sobre el que se fijan nuevas disyunciones de forma iterativa atendiendo a un criterio
heuristico. La solucién es calculada siguiendo estos pasos:

i) En primer lugar, se calcula el conjunto C' que contiene todas las operaciones
que estan listas para ser planificadas, es decir, aquellas operaciones que todavia
no han sido planificadas, con la caracteristica de que todos sus predecesores
ya han sido planificados. Inicialmente, C' = {0}. De esta forma, recorremos las
operaciones en el orden topoldgico del grafo disyuntivo, respetando las relacio-
nes de precedencia ya fijadas y por tanto, la solucién mantendra la estructura
del nodo del arbol de biisqueda en el que nos encontremos.

ii) Sea u € C una operacion tal que 7, +p, = mincec{r.+p.}. Sea My, la maquina
en la que se tiene que procesar u. Definimos un nuevo conjunto C' (también
llamado conjunto conflicto) formado por las operaciones de la maquina de u que

estan listas para ser planificadas y podrian comenzar antes de que u termine:

C={ceC: r.<ry+pyces procesada en My}

iii) Para cada operacion ¢ € C, se obtiene una cota inferior del valor objetivo
para las soluciones en las que se ha planificado ¢ como siguiente operacién. Se
escoge la operaciéon ¢ € C' con menor cota inferior. Una vez ha sido planificada
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la operacion ¢, puede que se fijen nuevas disyunciones (¢ es procesada antes
que el resto de las operaciones de la misma maquina que todavia no han sido
planificadas). Por lo tanto, hemos de actualizar las cabezas y colas si fijamos
aristas con las que no contamos en el nodo del arbol de biisqueda actual, de
esta forma, contamos con mayor informacion a la hora de planificar la proxima
operacion (las cabezas determinan la operacion u y el conjunto C' y tanto
las cabezas como las colas son utilizadas para calcular la cota inferior). No
obstante, notemos que no es necesario realizar el calculo de las cabezas y colas
al completo, basta con propagar las cabezas a partir de los nuevos sucesores
de € que acabamos de fijar, pues para el resto de iteraciones solo se requiere de
esta informacion.

iv) Se revisan todos los sucesores de ¢ para posibles inserciones. Tras esto, ¢ es
eliminado de C'y se vuelve al paso ii).

El pseudocédigo del algoritmo seria el siguiente:

1: procedure SOLUCION HEURISTICA(r) /*r nodo del drbol de buisqueda™/
2 Copiar el nodo r /*Trabajaremos sobre el, no perdemos informacién*/
3 Inicializar C' = {0}

4 mientras C' # () hacer

5: Escoger u € C tal que 7y, + py, = mingec{r: + pc}

6 Construir el conjunto conflicto C

7 Calcular una cota inferior para cada operacién de C

8 Escoger ¢ € C con menor cota inferior

9 Planificar la tarea ¢ fijando las disyunciones correspondientes

10: Actualizar cabezas y colas si fuese necesario
11: Actualizar el conjunto C
12: return La planificacién obtenida

Algoritmo 6.1: Algoritmo para el cilculo de una solucién heuristica

En cuanto a la cota inferior utilizada en el algoritmo, la que ofrecié mejores
resultados en [7] fue la siguiente.

Sea T el conjunto de las operaciones de la maquina M} que todavia no han
sido planificadas (notemos que C' C T). Tomaremos como cota inferior el valor
Chax(JPS) del JPS obtenido para el conjunto 7', planificando al principio la ope-
racion para la cual queremos calcular la cota inferior.

Por ultimo, notemos que cuantas més disyunciones haya fijadas en el nodo del
arbol de biisqueda en el que nos encontramos, menos tiempo se tardari en calcular
una solucién heuristica. Esto se debe a que, a medida que fijamos disyunciones, se
establece un orden en cada maquina, por ello, disminuye el tamano de los conjuntos
C y C. En el caso de C, aparecen menos operaciones por cada maquina, pues unas
necesitaran del procesado de otras. En el caso de C, el ntimero de conflictos dismi-
nuye al contar con més disyunciones, pues esta informaciéon queda reflejada en las
cabezas, utilizadas para determinar dicho conjunto. Todo esto garantiza elecciones
mas rapidas.




Capitulo 7

Implementaciéon y resultados
computacionales

7.1. Implementacién

Una vez descrito el algoritmo y sus diferentes componentes, estamos en condicio-
nes de implementarlo. Para ello, se ha escogido el lenguaje de programacion Python.

En cuanto a la implementacién, para representar el problema contamos con tres
clases.

En primer lugar, la clase operacion representa el estado de una operacién para un
nodo del arbol de biisqueda de una instancia cualquiera del JSP. Esta cuenta con un
identificador, un peso, una maquina en la que se procesa y sucesores y predecesores
en la maquina asi como sucesores y predecesores en el trabajo. En cuanto a métodos,
se han establecido observadores y modificadores.

Por otro lado, contamos con la clase nodo, que representa un nodo del arbol
de bisqueda de una instancia cualquiera del JSP. Esta cuenta con una lista de
operaciones, que representa las operaciones del problema para dicho nodo, una lista
de listas de operaciones, que almacenan las operaciones agrupadas por méquinas
(esto se hace por cuestiones de eficiencia, sera explicado mas adelante), una lista que
almacena los valores de las cabezas para las operaciones y otra lista que almacena
los valores de las colas para las operaciones. En cuanto a los métodos, esta cuenta
con los necesarios para realizar el calculo de cabezas y colas, el fijado de disyunciones
adicionales, el célculo de la solucién heuristica y la obtencion del camino critico, los
bloques asi como los conjuntos de ramificacién. Adicionalmente contamos con los
observadores oportunos.

Finalmente, contamos con la clase ProblemaJSP, que representa una instancia
del JSP. Esta cuenta con una lista de operaciones que representa las operaciones
relativas a dicha instancia del JSP. Cuenta ademés con una lista de listas de opera-
ciones, donde se almacenan las operaciones agrupadas por maquinas. Como hemos
comentado anteriormente, esto se hace por cuestiones de eficiencia, pues en distintos
momentos del algoritmo es necesario acceder a dicha informacion, de esta forma, evi-
tamos computarla cada vez que sea necesaria. Esta informacién es compartida con
los nodos. Finalmente, cuenta con una variable auxiliar que representa el niimero de
nodos expandidos en cada ejecuciéon del algoritmo de ramificaciéon y poda. En cuanto
a métodos, contamos con el método recursivo relativo al algoritmo de ramificacion y
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poda, asi como otro método que prepara y realiza la llamada al anterior. Se ha imple-
mentado ademés, una version iterativa del mismo algoritmo, equivalente a la de los
dos métodos anteriores. Adicionalmente, contamos con los observadores oportunos.

7.2. Resultados computacionales

Una vez descrito el esquema general de la implementacién, pasaremos a comentar
los resultados computacionales obtenidos para diversas instancias del JSP.

En cuanto a las instancias computadas, las tres primeras se corresponden respec-
tivamente con los 6 x 6, 10 x 10 y 20 x 5 benchmark problems propuestos en [10].
La cuarta y quinta instancia, se corresponden con los problemas 10 x 10 planteados
en [I]. El resto de ellas, son las denominadas Lawrence instances, propuestas en [I]
también.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Instancia Dimension Solucion 6ptima Tiempo Nodos expandidos
ft06 6 Trabajos, 6 Méaquinas 55 0s )
ft10 10 Trabajos, 10 Maquinas 930 61 min 22 s 68948
ft20 20 Trabajos, 5 Maquinas *1193 - -
abzb 10 Trabajos, 10 Maquinas 1234 28 min 24 s 28599
abz6 10 Trabajos, 10 Maquinas 943 3 min 45 s 4148
la01 10 Trabajos, 5 Maquinas 666 5s 175
la02 10 Trabajos, 5 Maquinas 655 9s 370
1a03 10 Trabajos, 5 Maquinas 597 22 s 705
la04 10 Trabajos, 5 Maquinas 590 30s 810
1a05 10 Trabajos, 5 Maquinas 593 0s 1
1a06 15 Trabajos, 5 Maquinas 926 4 min 19 s 604
la07 15 Trabajos, 5 Maquinas 890 2 min 29 s 504
1a08 15 Trabajos, 5 Maquinas 863 32 min 7 s 2805
1a09 15 Trabajos, 5 Maquinas 951 36 s 241
lal0 15 Trabajos, 5 Maquinas 958 59 s 270
lall 20 Trabajos, 5 Maquinas 1222 42 min 56 s 694
lal2 20 Trabajos, 5 Maquinas 1039 162 min 22 s 1667
lal3 20 Trabajos, 5 Maquinas 1150 27 min 6 s 398
lal4 20 Trabajos, 5 Maquinas 1292 1 min 51 s 21
la1lb 20 Trabajos, 5 Maquinas 1207 86 min 59 s 972
lal6 10 Trabajos, 10 Maquinas 945 14 min 56 s 21746
lal7 10 Trabajos, 10 Maquinas 784 3 min 53 s 3973
lal8 10 Trabajos, 10 Maquinas 848 24 min 54 s 27661
lal9 10 Trabajos, 10 Maquinas 842 52 min 59 s 59332
1a20 10 Trabajos, 10 Maquinas 902 63 min 45 s 75084

Tabla 7.1: Tabla que almacena la informacion relativa a los resultados computacio-
nales para distintas instancias.

La tabla incluye, para cada instancia, su dimension, el valor objetivo de la
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soluciéon 6ptima encontrada, asi como el tiempo empleado y el ntimero de nodos
expandidos. Un nodo se considera expandido en el momento en el que comienza a
ser procesado.

Cabe destaque que la instancia ft20 no pudo ser resuelta en una sola ejecucion
del algoritmo, pues se excedié el uso de memoria. Se ha dejado indicado el valor
objetivo de la mejor solucién encontrada.




Apéndice A

Demostracion del teorema

A continuacion, realizaremos la demostracion del teorema Previo a ello,
mostraremos una serie de resultados que nos seran tutiles para las pruebas.

A.1. Resultados previos

Lema A.1. Sea r un nodo del drbol de bisqueda y sea (J,c) un par primal. Si eziste

una solucion en r, entonces se tiene:

minq; >
o) q; > 4e

Demostracion. Para ver la desigualdad, supongamos por reducciéon al absurdo que

min;e s q; < q.. Pueden darse dos casos:

e Caso 1: 7. < minjeyr;

D.

En este caso tenemos:

minr; + E 4+ min g; >r.+ E i+ min q;
jes 7 bi jeJufe) 4G =Te , Py i34
jeJU{c} jeJUu{c}

= min r; + Z pj +ming; > UB
it T 0 ieJ

Para la primera desigualdad, basta tener en cuenta la hipotesis realizada en
el Caso 1 y la suposicion inicial, realizada por reducciéon al absurdo. Para la
igualdad, utilizamos de nuevo la hipétesis del Caso 1. La tltima desigualdad
es debida a que (J, ¢) es un par primal.

Caso 2: . > minjejr;
De nuevo, tenemos las siguientes relaciones:

minr; + g pj+ min ¢j= min r;+ E pj +ming; > UB
) ‘ ‘ )
JE jeoteh jeJUu{c} jeJU{c} jeIoc) je

Para la igualdad, hemos de tener en cuenta la suposicion realizada en el Caso
2, esta nos garantiza que 7. no es la menor de las cabezas en J U {c}. Ademas,
hemos de tener en cuenta también la suposicidn inicial. De nuevo, la desigualdad
es debida a que (J, ¢) es un par primal.
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En ambos casos se llega a que (¢, J) es un par dual, por lo tanto, no es posible que
exista solucidn, pues ¢ deberia ser procesada antes y después de las operaciones de
J. Esto tltimo contradice el enunciado, pues es una de las hipotesis. ]

Nota: En lo que sigue, podemos suponer que existe una solucién en r. Si es cierto,
el proceso para fijar disyunciones adicionales es correcto. En caso contrario, este
proceso no es correcto, sin embargo es beneficioso también, pues puede que fijemos
nuevas aristas con lo que pueden que aumenten las cotas inferiores y podemos antes
un nodo que no posee soluciones. De esta forma, se reducen las hipotesis para aplicar

el lema [A1]

Lema A.2. Consideramos un JPS para un conjunto de operaciones I. Sea J C I y
J' C J, entonces:
min7r; + g p; < maxCj
ieJ’ : jeJ
ieJ’
Demostracion. Como J' C .J, para completar todas las operaciones de J, hemos de
completar todas las de J’, por lo tanto, se tiene que:
méx C; < maxCj
jeJ’ jeJ
Por otro lado, es claro que la expresion min;e j r; + ) ;c 5 pi acota inferiormente el
tiempo de complecion de todas las operaciones de J', pues esta no tiene en cuenta
posibles tiempos de espera ni posibles operaciones que se procesen entre las opera-
ciones de J', ademas, las operaciones son procesadas en una misma maquina. De esto
se deduce que:
minr; + E p; < méxCj
icJ’ J
Gracias a la transitividad, se obtiene el resultado final. ]

Lema A.3. Consideramos un JPS para un conjunto de operaciones I. Sea j € I,
entonces, existe K C I tal que:

i) je K
i) Cj = mingex Tk + D e Pk
W) qr > q; Yk € K

Demostracion. Sea u el tiempo méas grande, menor o igual que C; de forma que, en
[u — 1, u] o bien, ninguna operacion es procesada, o bien, se procesa una operacion 4
con ¢; < ¢;. Este u siempre puede ser encontrado, pues es el maximo de un conjunto
que al menos contiene el tiempo inicial. A continuacion, consideramos el conjunto de
las operaciones que han sido procesadas en [u, C;], lo llamaremos K. En relacion a
K y al intervalo de tiempo [u, C;], podemos deducir algunas propiedades:

i) u < Cj, en [C; —1,C}] es procesada j (g; £ g;), por lo tanto j € Ky K # ().

ii) No existen espacios en [u, C;], si existiesen, u serfa mayor, lo cual es una con-
tradiccion.

ili) gr > ¢; Vk € K, si no, entonces existe kg € K tal que g, < g; y por lo tanto,
u seria mayor, llegando de nuevo a una contradiccion.
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iv)

vi)

mingeg 7y = u. Si mingeg i > u, en [u, mingex 7] no es procesada ninguna
operacion, eso quiere decir que [u,C}] tiene un espacio, lo cual contradice el
punto ii). Por otro lado, si mingex 7 < u quiere decir que existe kg € K de
forma que, ri, < u, es decir, puede empezar en u — 1. Ademaés, como kg € K,
entonces es procesada en [u, C'j] y por tanto en u — 1 no estd terminada. En
[u — 1, u] sabemos que, o bien, no hay ninguna operacién procesada, o bien, es
procesada una operacion i con ¢; < ¢; y por lo tanto ¢; < ¢; < gy, por iii) . En
cualquier caso, llegariamos a la conclusion de que en [u — 1,u] se procesa ko,
lo cual entra en contradiccion con la eleccion de u (g; < gx, por iii)).

Cj —u = Y ,ck Pk- Para ver dicha relacion, tengamos en cuenta los siguientes
hechos:

e Todas las operaciones de K comienzan después de u. Se deduce del punto
iv).

e Todas las operaciones de K finalizan antes de C;. En primer lugar, note-
mos que todas las operaciones de K pueden comenzar antes de Cj, pues
son procesadas en [u, Cj]. Sea k € K, si g, > gj, es claro que sera proce-
sada antes que j, pues puede empezar antes de que acabe j y tiene mayor
prioridad. Si ¢ = ¢;, debido a como se forma el JPS, en especial, a la
forma en la que se deshacen los empates, la operaciéon k ha sido procesa-
da completamente antes que j, o completamente después que j. Por ser
k € K, k es procesada en [u,C;] y deducimos que k ha de ser procesada
completamente antes que j, con lo que se obtiene el resultado.

e Gracias al punto ii), sabemos que no existen espacios en [u, C}].
Teniendo en cuenta estos tres puntos, queda claro que en el intervalo [u, C;] se

procesan integramente la operaciones de K (y solo las de K, por definicion de
dicho conjunto) y por lo tanto, se deduce el resultado.

Teniendo en cuenta la informaciéon obtenida en los puntos iv) y v), se deduce
que Cj = minkeK Tk + ZkEK Pk

Finalmente, notemos que los puntos i), iii) y vi) concluyen la demostracion, ya que
muestran que el conjunto K, definido al principio de la prueba, cumple las propie-
dades buscadas. ]

Lema A.4. Consideramos el JPS para un conjunto de operaciones I. Sea J C I y
J' C J. St méxje; Cj < re (para una operacion ¢ cualquiera), entonces:

Demostracion. Se tiene que:

ml’r}rj + ij <mixCj <.
jeJ oy jeJ

La primera desigualdad proviene de aplicar el lema Para ver la segunda, basta
aplicar la hipdtesis del enunciado. Esta cadena de desigualdades nos da el resultado.

O]
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Lema A.5. Sea r un nodo del drbol de bisqueda y sea I el conjunto de operaciones
que han de realizarse en una mdquina para el JSP. Consideramos el JPS para las
operaciones de I (tomando las cabezas y colas del nodo r). Sea c € T fijo, si KI =10
entonces, no existe ningin par primal (J,c) en r, de forma que r. < rj.

Demostracion. En primer lugar, notemos que es indiferente hablar de las cabezas y
colas en 7 que en el JPS, pues estas coinciden. Supongamos que K = (). Sea (J, c)
un par primal en r. Entonces, sabemos que max;c; C; < 1, si este no fuese el caso,
entonces existe una operacion j € J de forma que C; > r.. Como ademés sabemos
que ¢; > ¢. (lema , entonces j € K, lo cual es una contradiccion.

Sea J' C J, con la informacién que acabamos de obtener, estamos en condiciones de
aplicar el lema[A.4] con lo que se obtiene que:

min + E Pj < Te
jeJ’

Esto nos permite deducir que rjy < r. y por lo tanto, se obtiene el resultado. ]

Lema A.6. Sea r un nodo del drbol de bisqueda y sea I el conjunto de operaciones
que han de realizarse en una mdquina para el JSP. Consideramos el JPS para las
operaciones de I (tomando las cabezas y colas del nodo r). Sea ¢ € I fijo y sea (J,c)
un par primal en r de forma que J* = JNKI # 0, entonces se tiene que ty+ > UB.

Demostracion. En primer lugar, notemos que es indiferente hablar de las cabezas y
colas en 1 que en el JPS, pues estas coinciden. Sea (J,¢) un par primal, gracias al
lema sabemos que ¢q; > g. Vj € J. Pueden producirse dos casos:

e Caso l:pj:pj Vied
En este caso, se tiene que J* = J y por lo tanto:

_ + : L . 3 .
ty+ =Te+pet Z Py + ming; = retpet ) pj+ming,
jeJt jeJ

La segunda igualdad, se obtiene debido a que pj =pjVjeJyaqueJt =J.
La primera desigualdad, se debe a que ¢ € J U {c} y la dltima, a que (J,¢) es
un par primal.

e Caso2:dj ¢ J/p;r < pj
En este caso, existe una operacién de J que se procesa antes de r. en el JPS
definido en el enunciado, este hecho nos da la siguiente desigualdad:

Te > I]Ilel? rj + Z p;
Jj€J
Como sabemos que existe una operacion de J que se procesa antes de 7,
su cabeza serd menor que r. y por lo tanto, el minimo de las cabezas de J
también. Por otro lado, en el sumatorio solo tenemos en cuenta los tiempos
de procesamiento hasta antes de r. (por definicién de p]_) Como ademés no
tenemos en cuenta posibles tiempos de espera ni posibles procesamientos de
otras operaciones que no estén en J, se trata de una cota inferior. Notemos
ademas, los dos siguientes hechos:
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i) min;e + ¢ > minje s gj. Esto es debido a que J* C J.

i) YierPi = YjesP; ¥ jesPj = 2jesPj + 2 e+ Py - La primera igual-
dad, se obtiene por definicion. Para la segunda, sea j € J,sij € J*, ha de
ser que j ¢ K. Como hemos mencionado al inicio de la prueba, ¢; > ¢,
por lo tanto ha de ser que C; < 7., entonces, p;r = 0 y por lo tanto,
podemos despreciar esas operaciones del sumatorio.

Finalmente, gracias a la informacién que acabamos de obtener, se deduce que:

tre =7et+pe+ Y pl+ ming
. jeJt
jeJ+t
> mi N + inq;
> minry + ij + pe + Z p; + ming;
jeJ jeJt
> min rj+ Z pj +ming; > UB
j . Jj€J
jeJu{c}
Para ver la primera desigualdad, basta tener en cuenta la cota inferior de r,
dada al inicio de este caso. Para ver la segunda desigualdad, notemos que

J C JU{c} y los puntos i) y ii) expuestos anteriormente en esta prueba. La
ultima desigualdad, es consecuencia de que (J,¢) es un par primal.

En ambos casos hemos visto que ¢ ;+ > UB y por tanto, finaliza la prueba. O

Lema A.7. Consideramos el JPS para un conjunto de operaciones I. Sea c € I fijoy
sean K y Ky subconjuntos de K que satisfacen que thr > UB y que tK; >UB,

entonces, el conjunto K = KfL U K;r satisface que tg > UB. Por lo tanto, si existe
algiin subconjunto de K} cumpliendo dicha desigualdad, existe un tinico conjunto
al que denominaremos como K} de forma que K} C K, txx > UB y que sea de
cardinal mazimal.

Demostracion. Podemos suponer sin perdida de generalidad que min, KF 9 < min; K 9

Consideramos el conjunto K = K f U K; , entonces tenemos que:

txzrc+pc+2pj+§rgg%

JEK
>retpet Y pf + ming
jeEK JeKS
= >
ty+ > UB

Para la primera desigualdad, basta tener en cuenta que p;r > 0Vj € K debido a
que K C K} (por serlo K{" v K5), que K7 C K y que minjex ¢; = minjek, g; (se
deduce de la suposicion realizada al iniciar la demostracion). Por ultimo, notemos que
la expresion que aparece a la derecha de la primera desigualdad se corresponde con el
valor t K que sabemos que cumple la siguiente propiedad, ¢ Ky > UB. Gracias a este
argumento, es facil deducir el resultado procediendo por reduccién al absurdo. [

Lema A.8. Sea v un nodo del drbol de busqueda e I el conjunto de operaciones que
han de ser procesadas en una mdquina para el JSP. Consideramos el JPS para las
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operaciones de I (tomando las cabezas y colas del nodo r). Sea ¢ € I fijo y sea (J,c)
un par primal. St existe K, entonces:

ry = max { minr; + E pj ¢ < max Cj
J'C | et A JEK:
jeJ’

Demostracion. En primer lugar, notemos que es indiferente hablar de las cabezas y
colas en r que en el JPS, pues estas coinciden. Gracias al lema sabemos que
qj > qc Vj € J. Por otro lado, sea j € J se pueden dar dos casos:

e Caso 1: Cj <.
En este caso se tiene que Cj < r. < max;ei+ C;. La ultima desigualdad se debe
a que KX C K y por lo tanto, C; > r. Vi € K}

o Caso 2: C5 >,

Debido a que g > ¢. (comentado al inicio de la prueba) y a la hipotesis de
este caso, se deduce que j € KJI. Consideramos el conjunto J, por lo visto
anteriormente, j € JT = J N K y podemos aplicar el lema de donde se
deduce que J* (subconjunto de K por definicion) satisface que t;+ > UB .
Por lo tanto, ha de ser J* C K, si este no fuese el caso, podemos considerar
el conjunto K} U Jt (subconjunto de K por serlo cada uno de ellos), por
el lema sabemos que tgy+ > UB y como |[K} U JH| > |K}| (ya que
hemos supuesto que J* ¢ K), llegamos a una contradiccion con la definiciéon
de K*. Por lo tanto, se tiene que j € J* C K, con lo que se deduce que
Cj < méxekr C;

En cualquier caso, hemos visto que Cj < méx;ef; C; Vj € J. Gracias al lema [A.2]y
a la informacién que acabamos de obtener, se deduce lo siguiente:

minr; + <maXC <mixC; VJ' CJ
ieJ’ ! ;pl - J = €KY
1

Con lo que se concluye la prueba. ]

Lema A.9. Consideramos el JPS para un conjunto de operaciones I. Sea c € I fijo.
Supongamos que existe el conjunto K¥. Dada una operacion j € I, si j € K y
q; > minie s q;, entonces j € K.

Demostracion. Supongamos que j € K*. Consideremos el conjunto K*U{j} C K[,
dicho conjunto satisface que ¢y ;3 > UB. Esto se debe a que p;r >0(jeK)ya
que g; > mingex ¢;. Como j & K, entonces K} U {j}| > |K}|. Llegamos entonces
a una contradiccién con la definicion de K, esta viene de suponer que j ¢ K. [

A.2. Demostracion del teorema [5.10

Gracias a estos resultados previos, estamos en condiciones de realizar la prueba
del teorema [5.10

Teorema 5.10. Sea r un nodo del drbol de buisqueda e I el conjunto de operaciones
que han de ser procesadas en una mdquina para el JSP. Consideramos el JPS para
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las operaciones de I (obtenido tomando las cabezas y colas de r). Sea ¢ € I fijo.
Entonces, T, existe si y solo si K} existe (K¥ #0). En ese caso, se da la siguiente

relacion:

= max C} 5.14
rJC ‘;Iel?,(}ci 7 ( )

Demostracion. En primer lugar, notemos que es indiferente hablar de las cabezas
y colas en r que en el JPS, pues estas coinciden. A continuacién, veamos ambas
implicaciones, durante el desarrollo de una de ellas se veré la relaciéon expuesta en el
enunciado, con lo que quedaria demostrado.

=) Supongamos que existe 7, en ese caso, se tiene que:

rj. = minr; + E Dj
JeJ :
JjeJ¢

Para algan J* C J., de forma que (J;, c) es un par primal.

Consideramos el JPS expuesto en el enunciado. Para ver que K} # (), basta ver
que existe un conjunto K de forma que, K C K y tx > UB. De esa forma,
K} es el maximo (en cuanto a cardinal se refiere) de un conjunto no vacio y
por lo tanto, este tampoco lo seré.

Teniendo en cuenta la definicion de 7, y el lema [A.2]se tiene:

re <7y, =minr; + g pj < maxCj
JeJE . j€Je
JjeJt

c

Esto nos permite deducir que existe una operacion j € J. de forma que Cj > r.
Por otro lado, como (J.,¢) es un par primal, gracias al lema se deduce
que g; > ¢c. Estos dos tltimos datos nos indican que j € KJ. Finalmente,
considerando el conjunto J. y aplicando el lema (es posible pues j € JI),
se obtiene que el conjunto J} (subconjunto de K} por definicién) satisface que
b+ 2 UB. De esta forma, hemos encontrado el conjunto buscado y podemos
deducir que K} # ().

Supongamos que K # (). Para esta implicacion, nos centraremos en el estudio
del JPS descrito en el enunciado para poder encontrar r ;. . Distinguimos dos
casos:

e Caso 1: minjeps rj < 7e

Consideramos el intervalo de tiempo [r. — 1,7¢]. Sea j la operacion pro-
cesada en dicho intervalo. Sabemos que en dicho intervalo es procesada
una operacion, pues al menos la operaciéon con menor cabeza de K} esta
disponible en ese intervalo de tiempo, en r. — 1 puede ser empezada (por
la hipotesis del caso) y no esta terminada (K} C KT y la operaciones
de K son procesadas después de 7. por definicion). Ademés, debido a lo
que acabamos de comentar se tiene:

;> min g; = q;
QJ—ingQZ qjy

Si no fuese el caso, la operacion con menor cabeza de K seria procesada
en [r. — 1,7.] (acabamos de ver que esta disponible y en ese caso, tendria
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mayor cola) y no j, siendo estas operaciones distintas (en este caso ten-
drian distinta cola).

Sea 0 el tiempo maés grande, menor o igual que 7, de forma que en [0 —1, 4],
o bien, la mAquina esta vacia, o bien, es procesada una operacién ¢ con
gi < gj,. Utilizando un argumento similar al de la prueba del lema
deducimos que siempre podemos encontrar dicho d. Sea J~ el conjunto de
operaciones procesadas en [d,r.] en el JPS y sea J. = J~ UK, se puede
deducir la siguiente informacion:

i)
ii)
iii)

iv)

vi)

d < reyaqueen [r.— 1,7 es procesada j con g; > g;,. Por lo tanto,
j € J~ y entonces J~ # ().

En [4, rc] no hay espacios, si los hubiese § seria mayor.
qj > qj, V3 € J7, sino fuese el caso, ¢ seria mayor.

mine ;- r; = 6. Si mine ;- r; > 6, entonces en [J, min¢ ;- r;] habria
un espacio, lo cual contradice el punto ii). Si min e ;- r; < J, entonces
existe una operaciéon t € J~ que en § — 1 puede empezar y ademés,
no esta terminada (¢ € J7). En el intervalo [0 — 1, 4], o bien, no es
procesada ninguna operaciéon, o bien, es procesada una operacion ¢
con g; < g;, y por lo tanto, ¢; < ¢; (punto iii)). En cualquier caso,
llegariamos a la conclusion de que en dicho intervalo es procesada t,
lo cual supone una contradiccion con la definicion de 6 (g; > g;, por
el punto iii)).

Debido al punto ii), al punto iv) (este nos dice que las operaciones no
han sido procesadas antes de ) y a la definicion de p; , tenemos que:

Si tenemos en cuenta el punto iv) de nuevo, llegamos a la siguiente
expresion:

min;c ;- rj = 0 < minjegs 75. Si 6 > minjegx 77, entonces existe una
operacion ¢t € K disponible en § — 1 pues puede iniciar y no esta
terminada (¢t € K} C K[, las operaciones de K son procesadas
después de r. y d < r. por el punto i)). Por otro lado, sabemos que
en el intervalo [0 — 1,4] o bien, no es procesada ninguna operacion,
o bien, es procesada una operacién i con ¢; < ¢j, y por lo tanto,
gi < ¢ (t € K}). En ambos caso, llegamos a la conclusion de que ¢
ha de procesarse en dicho intervalo, entrando en contradicciéon con la
definiciéon de ¢ (g > g, por ser t € K}).

A continuacién, veamos que (J, ¢) es un par primal. Es claro que J. C I
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y que ¢ € J., ademaés se tiene que:

min r; + Z p]—i—mlnq]
Je

ede el T e
= ?ébrzr] + ij + ij +pc—i—m1nq]
]EJC jeJc

> min r; + Z p] + Zp] —l—pc—l—mlnqj
jeJ— j€Je

=7re+ ij + pe + mln%
J€Je

>re+ > pl+pet ming; > UB
JEKX

Para la primera igualdad, hemos de tener en cuenta la hipétesis del caso
y las definiciones de p; v pj. La primera desigualdad se debe al punto
vi), a que J~ C J. y a que los p; son cantidades no negativas. Para ver
la segunda igualdad, basta tener en cuenta el punto v). La segunda des-
igualdad, se da debido a que K} C J., los pj son cantidades no negativas
y al punto iii). La dltima desigualdad se da por definicion de K.

Esta cadena de desigualdades nos permiten deducir que (J.,c¢) es un par
primal. Ademas, gracias al lema [A I sabemos también que:

a4 > qc Vj € Je (A1)

Consideremos ahora la operacion jo € K de forma que C}j, = méx;c g Cj.
Gracias al lema[A.3] sabemos que existe un conjunto K C I de forma que:

jo € K por lo tanto, K # ()

Cj, =minr; + E Di
€K .
€K

i = mln
djo = s qi

Siendo K el conjunto de operaciones procesadas en el periodo [u, C},] para
un v determinado (dicha eleccion se justifica en la prueba del lema .
Es claro que tiene que ser u > 4, si u < J, entonces fijémonos que el
intervalo [0 — 1, 6] cae dentro de [u, Cj,]. En dicho intervalo sabemos que,
o bien, no se procesa ninguna operacién, o bien, se procesa una operaciéon
i con ¢; < gj y por lo tanto, ¢; < q;; < gj,- En cualquier caso, vemos
que no es posible, pues contradicen los puntos ii) y iii) respectivamente,
de la demostracion del lema [A73] que necesariamente han de cumplirse
(propiedades relativas al intervalo [u, Cj]). Teniendo también en cuenta
el punto iv) de dicha prueba, se tiene que:

=u>4 A2
gIéIII(l ’I“J u ( )

Veamos a continuacion, que K C J.. Sea k € K, puede ocurrir:

e ke J, porlo tanto k € J., pues J~ C J..
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e k ¢ J~. Debido a sabemos que r; > . Por otro lado, como
k ¢ J~, entonces k no ha sido procesada en el intervalo [, 7], por lo
tanto, solo queda una posibilidad, k ha sido procesada integramente
después de r.. Ademaés, debido a que k € K, jo € K}, K C J.y a
[A1l se tiene:

Tk = Qjo = Tj1 > e (A.3)

Debido a[A.3]y a que k ha sido procesada integramente después de 7,
se deduce que k € K. De nuevo, gracias a podemos aplicar el
lema[A.9y obtenemos que k € K, por lo tanto, k € J. pues K} C Je.

En cualquier caso hemos visto que k € J., por lo tanto, K C J..
Tomemos ahora J; = K, tenemos:

i) J¥ C J siendo (J¢, ¢) un par primal.

ii) 7y, > mingeg:r; + ZiEJC* pi = Cj,. Esto se debe a que J C J,
J¥ = K y a la definicién de K. Por dltimo, como jo € K¥ C K,
Cj, > rc pues las operaciones de K son procesadas después de re,
por lo tanto, se concluye que 75, > re.

iii) Gracias al lema a la definicion de K y a que J! = K, sea (J, ¢)
un par primal, se tiene:

TJSméXCjZCjOmenTi+ E Di
JEK} ieJr :
icJ¥

En particular, tomando J = J., se deduce que r;, = min;e s r; +
> icys Pi y por lo tanto, ;. = max{ry : (J,c) es par primal}.

Finalmente, se tiene que :

rj, = minr; + g p; = Cj, = méax Cj
ieJr - JEKY
e}

Siendo esta la igualdad buscada en la prueba. De esta forma, se concluye
la prueba para este caso.
e Caso 2: minjeks1j > T¢
Debido a la hipétesis, se tiene que p;-“ =p; Vj € K. Sea j la operacion
procesada en [rq, 7. + 1]. Sabemos que la maquina no esta vacia, pues
¢ puede empezar y no esté finalizada en ese momento. En funcion de j
podemos distinguir dos subcasos:
o Caso 2.1: ¢; < minjek> g;
Tomemos J. = K, es claro que J. C I y que ¢ € J., ademas se tiene
que:

~min 7; + E pj + min g,
jeJU{c} jegmole) j€Je
=7+ pe+ E T+ ming;

c T Pc = b; iede qj

— + 2 .
=Tc+pe+ ;{: P; +jr£}%(b >UB
JEKZ
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La primera igualdad, se debe a la hipétesis del Caso 2 y a que p; =
pj Vi € K} (comentado al inicio del Caso 2). La segunda igualdad,
se debe a que J. = K. Por ultimo, la desigualdad final se da por
definicion de K. Gracias a esto, se deduce que (J,, ¢) es un par primal.
Ademas, gracias al lema sabemos que:

g5 > qc VJ c Je (A4)

Por otro lado, consideremos de nuevo la operacion jo € K de forma
que Cj, = maxjcxx C;. Gracias al lema sabemos que existe un
conjunto K C I de forma que:

Jjo € K por lo tanto, K # ()

Cjo = 5161111(17“1 + sz'
€K
i, = ming;
5o o qi
Siendo K el conjunto de operaciones procesadas en el periodo [u, Cj,],
para un u determinado (dicha eleccion se justifica en la prueba del
lema [A.3)).
A continuacion, veamos que K C J.. Sea k € K. Por un lado, se tiene
que:
> qj, > min ¢; > A5
G Z Gjo = I Gi > Ge (A.5)

La primera desigualdad, se da por ser k € K y por definicién de gj,,
la segunda, por ser jo € K y la ultima, por ser K} = J. y por .

Por otro lado, se tiene que u > r.. Si u < ¢, entonces, u < r. < Cj, vy
por lo tanto, j € K, con lo que tendriamos que g; > gj, (por definicion
de gj,). Sin embargo, sabemos que gj, > min;ci: ¢; > ¢;j. La primera
desigualdad se da por ser jp € K y la segunda por la hipétesis del
Caso 2.1. Esto se trata de una contradiccién, que viene de suponer
que u < 7.

Observando la prueba del lema sabemos que u = min;cx 1y,
como u > 1, se tiene que r; > r. Vi € K, en particular, rp > r..
Debido a este tltimo dato y a se obtiene que k € K. Ademés,
gracias a de nuevo, podemos aplicar el lema obteniendo asi
que k € K} = J.. Hemos visto por tanto que K C J..

Tomemos J} = K, entonces tenemos:

i) J¥ C J. siendo (J.,c) un par primal.
ii) ry, > mingess r; + Zing pi = Cj,. Esto se debe a que JI C J,
J¥ = K y a la definicion de K. Por tltimo, como jo € K C K[,
Cj, > 7. pues las operaciones de K son procesadas después de
re, por lo tanto, se concluye que rj, > r..
iii) Gracias al lema a la definiciéon de K y a que J! = K, sea
(J,¢) un par primal, se tiene:

< s — () — min o )
ry < max Cj = Cj, = minr; + > " pi
J&Re 1&e ieJx
c
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En particular, tomando J = J., se deduce que r;, = min;e jx r; +
Y ic+Pi y por lo tanto, ;. = méax{r; : (J,c) es par primal}.
Finalmente, se tiene que :

ry, = Ig}]l;l’l“l + E pi = Cj, = max C}
1
¢ ieJy

Siendo esta la igualdad buscada en la prueba. De esta forma, se con-
cluye la prueba para el Caso 2.1.

Caso 2.2: ¢; > miniek g;

Por comodidad, diremos que ¢j;, = min;ek g;. Sea J el tiempo més
grande posible, menor o igual que 7., de forma que en el intervalo [§ —
1, 4], o bien, no es procesada ninguna operacion, o bien, es procesada
una operacion 7 tal que ¢; < gj,. Utilizando un argumento similar al
de la prueba del lema[A~3] deducimos que siempre podemos encontrar
dicho §. Sea J~ el conjunto de operaciones procesadas en el intervalo
[0,7¢] v sea J. = J~ U K}. Veamos que (J,c) es un par primal. En
funcién de J~ distinguimos dos casos:
o J =10
En este caso, J. = K. Es claro que J. C I y que ¢ € J., ademas
se tiene que:

min r; + E p; + ming;
A J j T L j
eJeu cJe
jeteie} jeJU{c} e

=T¢+pe+ ij—i-?eu}nqj

j€Je
— + P
=7Te+pe+ EZK*pj +jrél}%qj >UB
J c

La primera igualdad, se debe a la hipétesis del Caso 2 y a que
pj = p; Vj € K (comentado al inicio del Caso 2). La segunda
igualdad, se debe a que J. = K. Por ultimo, la desigualdad final
se da por definicion de K. Gracias a esto, se deduce que (Jg, )
es un par primal.

o J £

En este caso, podemos deducir la siguiente informacion:
i) No existen espacios en [0, ], si hubiese alguno, 0 seria mayor.

ii) g > qj, Vj € J7, si este no fuese el caso, 0 seria mayor.

iii) min;c;- 7; = 6. Si min;c;- 7; > 6, entonces en el intervalo
[9, min;c ;- r;] habria un espacio y por lo tanto, lo habria en
[6,7¢], contradiciendo el punto i). Si min;c ;- r; < §, entonces
existe una operacion t € J— que en § — 1 puede empezar y
ademas no estéd terminada (¢ € J7). En el intervalo [§ — 1, 6], o
bien, no es procesada ninguna operacién, o bien, es procesada
una operacion i con g; < g;; y por lo tanto, ¢; < ¢; (punto ii)).
En cualquier caso, llegariamos a la conclusién de que en dicho
intervalo es procesada t, lo cual supone una contradiccién con
la definicion de 6 (¢; > g, por el punto ii)).
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iv) Debido al punto i), al punto iii) y a la definicién de p;, tenemos

que:
re=8=2_p;

JEJ ™
Si tenemos en cuenta el punto iii) de nuevo, llegamos a la si-
guiente expresion:

re = min rj + E pj
jeJ—
jeJ—

v) minje;-r; = 0 < minjegs 7. Si 6 > minjexs rj, entonces
existe una operacion t € K disponible en § — 1, pues puede
iniciar y no esta terminada (¢t € K C K1 y las operaciones
de K[ son procesadas después de r.). Por otro lado, sabemos
que en el intervalo [§ — 1,4], o bien, no es procesada ninguna
operacion, o bien, es procesada una operacion ¢ con ¢; < gj,
y por lo tanto, ¢; < q; (¢ > ¢j, por ser t € K). En ambos
caso, llegamos a la conclusiéon de que t ha de procesarse en
dicho intervalo, entrando en contradiccién con la definicion de
d (¢ > g5, porser t € K).

De nuevo, es claro que J. C I y que ¢ € J., ademés se tiene que:

min r; + Z ]l)]—f—lrnlnqJ
je

jeJU{c} jegeotc}
—?GHJHT] + ij + Zp] +pc+m1nqj
]EJC jeJc

> min r; + Z p] + ij —l—pc—l—mlnqj
jeJ— VISEE

=Tet )Py +petming
Jj€Je

>re+ Zp] + pe + mlnqj >UB
JEKX

Para la primera igualdad, hemos de tener en cuenta que minj¢ 5, r; <
min;c;-7; =8 <r. (J- C Je, punto iii) y definicion de ) y las
definiciones de p;y pj. La primera desigualdad se debe al punto
v), aque J- C J.y a que los p; son cantidades no negativas.
Para ver la segunda igualdad, basta tener en cuenta el punto iv).
La segunda desigualdad se da debido a que K} C J., los p;r son
cantidades no negativas y al punto ii). La desigualdad final se da
por definicion de K.
Esta cadena de desigualdades, nos permiten deducir que (J., ¢) es
un par primal.
En cualquier caso, hemos visto que (J,, ¢) es un par primal. Ademas,
gracias al lema se tiene:

g >qc Vi€ (A.6)
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Por otro lado, consideremos de nuevo la operacién jy € K de forma
que Cj, = méxjefy Cj. Gracias al lema [A.3] sabemos que existe un
conjunto K C I de forma que:

jo € K por lo tanto, K # ()

Cj = IZTEHII(U“Z + Zpi
€K
%jo = ming;

Siendo K el conjunto de operaciones procesadas en el periodo [u, C},]
para un u determinado (dicha eleccion se justifica en la prueba del
lema .
Es claro que tiene que ser u > 6, si u < J, entonces fijémonos que el
intervalo [0 — 1, 6] cae dentro de [u, Cj,]. En dicho intervalo, sabemos
que, o bien, no se procesa ninguna operacion, o bien, se procesa una
operacion i con ¢; < ¢;, y por lo tanto, ¢; < ¢;; < gj, (jo € K}).
En cualquier caso, vemos que no es posible, pues contradicen los pun-
tos ii) y iii) respectivamente, de la demostracion del lema que
necesariamente han de cumplirse (propiedades relativas al intervalo
[u, Cj,]). Teniendo también en cuenta el punto iv) de dicha prueba,
se tiene que:

ﬁ%l}?rj =u>0 (A.7)
Veamos a continuacion, que K C J.. Sea k € K, puede ocurrir:

e ke J, porlotanto k € J., pues J~ C J..

e k¢ J~. Debido a sabemos que 1 > §. Por otro lado, como
k ¢ J~, entonces k no ha sido procesada en el intervalo [d, 7],
por lo tanto, solo queda una posibilidad, k& ha sido procesada
integramente después de r.. Ademas, debido a que k € K, jy €

K}, K} C J.y a[AQ]se tiene:
ak = 9o = 951 > Qe (A'8)

Debido a y a que k ha sido procesada integramente después
de r¢, se deduce que k € K. De nuevo, gracias a podemos
aplicar el lema[A.9)y obtenemos que k € K}, por lo tanto, k € J,
pues KX C J..

En cualquier caso, hemos visto que k € J., por lo tanto, K C J..

Tomemos ahora J; = K, tenemos:

i) J C J. siendo (J,,c) un par primal.

ii) ry, = mingess ri + 3 e 50 pi = Cjy. Esto se debe a que J& C Je,
J¥ = K y ala definicion de K. Por tltimo, como jo € K C K,
Cj, > rc pues las operaciones de K son procesadas después de
re, por lo tanto, se concluye que rj, > r.

iii) Gracias al lema a la definicién de K y a que J} = K, sea
(J,¢) un par primal, se tiene:

< < . — — 1 . .
g S Gy = Cio = inri+ 3 b
JERe e 1E€Jx

(&
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En particular, tomando J = J., se deduce que r;, = min;e s r; +
> icy+ Di y por lo tanto, r;, = méax{r; : (J,c) es par primal}.
Finalmente, se tiene que :

TJC:%};I}Ti+ E pi:CjOZméXCj
i
¢ ieJr

Siendo esta la igualdad buscada en la prueba. De esta forma, se con-
cluye la prueba para el Caso 2.2 y por lo tanto, para el Caso 2,
finalizando asi la prueba del teorema [5.10

O
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