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Resumen

Dada una superficie S en R?, una superficie paralela a S estd formada por los puntos que se
encuentran a la misma distancia euclidiana d de S. En este trabajo se estudiaran algunas propieda-
des geométricas de las superficies paralelas que dependen de las curvaturas de la superficie inicial
S y de la distancia d.

También se analizaran las superficies paralelas de las cuadricas y de otras familias de superficies.
Ademsds, se determinardn las singularidades y las autointersecciones de los distintos ejemplos de
superficies considerados.

En el dltimo capitulo se estudiaran las superficies racionales que admiten superficies paralelas
racionales.

Palabras clave: Superficies paralelas, normal unitaria, cuadrica, singularidades, autointerseccio-
nes, parametrizacién racional.

Abstract

Given a surface S in R3, a surface parallel to S is formed by the points that are at the same
Euclidean distance d from S. In this memory we will study some geometric properties of offset
surfaces that depend on the curvatures of the initial surface S and on the distance d.

Offsets to quadric surfaces and other families of surfaces will also be discussed. In addition,
we will be considering different examples of surfaces and we will determine their singularities and
self-intersections.

In the last chapter of this memory we will study the rational surfaces that admit rational offsets.

Key words: offsets, unit normal, quadric surface, singularities, self-intersections, rational parame-
trization.
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Introduccion

Cuando pensamos en dos planos paralelos, nos vienen a la cabeza distintas ideas o definiciones.
Supongamos dos planos paralelos, llamémoslos o y 3, en R3. Estos cumplen que todos los puntos
de « estan a la misma distancia d de 3, y viceversa. También cumplen que no se cortan, es decir,
que aN B = (. O que tienen la misma pendiente. O que tienen el mismo vector normal unitario.
También podemos ser més rigurosos y decir que a y [ son dos planos paralelos si verifican que
existe d € Ry tal que P € a si y solo si existe Q € 8 tal que PQ L 3y |PQ| = d. Sin embargo,
esto que parece tan intuitivo en el caso del plano, no es tan facil de imaginar para otras superficies.

Cuando se modelan objetos del mundo real, no solo se consideran las superficies, sino que tam-
bién hay que tener en cuenta el grosor del material. Por ello, el proceso de construir la superficie
paralela a una dada es muy utilizado y estd presente en la mayoria de software de geometria y
modelado 3D de la actualidad.

Las superficies paralelas, también llamadas superficies offset, se definen como el lugar geométri-
co de los puntos que estan a distancia constante d a lo largo de la normal de la superficie inicial.
Debido a que en la expresion del vector normal unitario aparece una raiz cuadrada, las superficies
paralelas son, en general, mas complejas que sus superficies iniciales. Por ejemplo, si la superficie
inicial es racional, su superficie paralela suele ser no racional, a excepcién de algunos casos que se
mencionaran mas adelante. También veremos que la orientabilidad de la superficie paralela no tiene
por qué coincidir con la de la superficie inicial. En concreto, estudiaremos un ejemplo de superficie
no orientable cuyas superficies paralelas si son orientables. Otra dificultad que surge a la hora de
hallar las superficies paralelas es la aparicién de singularidades y autointersecciones, incluso si la
superficie inicial es regular. Frecuentemente, en la practica, habra que “recortar” (en ingles, trim
off ) partes de la superficie paralela que surgen a partir de las autointersecciones.

Dos conceptos importantes a la hora de estudiar las superficies paralelas a una superficie regular
son las curvaturas y el operador forma de la superficie inicial. Veremos en el capitulo [2| la relacién
de ambos entre una superficie y su paralela. Acabaremos demostrando un teorema que relaciona
superficies de curvatura de Gauss constante con superficies de curvatura media constante, y que
debe su nombre a Bonnet.

En el capitulo [3] presentaremos algunos ejemplos de superficies y estudiaremos sus superficies
paralelas. Se calculara la formula para la superficie paralela a una superficie de revolucién y a una
superficie reglada cualesquiera. Ademads, se veran ejemplos concretos. Un resultado importante al
que llegaremos es que las tinicas cuadricas cuyas superficies paralelas siguen siendo del mismo tipo
son las cuadricas naturales, esto es, la esfera, el cono circular y el cilindro circular.

Como era de imaginar, las superficies paralelas no serdn siempre regulares. Su regularidad de-
penderd del pardametro d: cuanto mayor sea este en valor absoluto, “mas” irregular sera la superficie
paralela. Veremos que en dichas superficies pueden aparecer dos tipos de singularidades, los puntos
singulares y las autointersecciones. Estas tultimas las estudiaremos tanto para cuadricas en forma
implicita como en forma paramétrica. Lo aqui mencionado aparece en el capitulo



Diremos que una superficie algebraica es racional si admite una parametrizacién racional. Dada
una superficie algebraica racional con representacién paramétrica racional f(u,v) y normal unitaria
N = (fux fo)/lfux foll, la superficie paralela a distancia d dada por f[d](u,v) = f(u,v)+dN (u,v)
no es, en general, una representacion racional, ya que || f, X f,|| no suele ser racional. Sin embargo,
como las superficies racionales son la representacién estandar de las superficies parametrizadas en
los sistemas CAD (diseno asistido por ordenador, del inglés Computer Aided Design), la raciona-
lidad de las superficies juega un papel importante en el modelado geométrico. Esto es lo que se
estudiard en el capitulo [5], llegando asi a un resultado importante, que es que todas las cuddricas
excepto los conos elipticos y los cilindros elipticos e hiperbdlicos son superficies NP, es decir, su-
perficies racionales que admiten superficies paralelas racionales.

Los ejemplos graficos han sido creados por la autora utilizando los programas Geogebra 5 y
Matlab R2020a, a excepcién de aquellos en los que se cita la fuente.



Capitulo 1

Algunos conceptos basicos sobre
superficies en el espacio euclideo

En este primer capitulo se van a definir conceptos basicos relativos a superficies que se utilizaran
a lo largo del desarrollo de este trabajo. En la seccién se presentan las principales nociones sobre
superficies relacionadas con el tema a tratar. En la seccion introducimos el concepto de operador
forma (en inglés, shape operator), que serd muy til para entender algunos resultados del capitulo
siguiente. Por tultimo, un breve repaso sobre las distintas curvaturas relativas a una superficie se
menciona en la seccién [L.3l

La referencia bésica para superficies que se va a seguir es el libro de Alfred Gray [4], asi como
su versién traducida al castellano [I], ademés de las notas de Fernando Etayo de la asignatura
Geometria de Curvas y Superficies [3].

1.1. Superficies en R”

Empezaremos considerando funciones de dos variables cuya imagen es un subconjunto de R™.

Definicién 1.1.1. Una superficie parametrizada o parametrizacion local es una aplicacion
diferenciable
f:U—R",

siendo U un subconjunto abierto de R2.

Lo mas frecuente es que el dominio de definicion de una superficie parametrizada sea o bien
un conjunto abierto o bien un rectangulo cerrado. En caso de que dicho dominio sea un conjunto
arbitrario, llamémoslo A, se dice que una aplicacién f : A — R"™ es una superficie parametrizada si
f puede ser extendida a una aplicacién diferenciable de U en R", siendo U un subconjunto abierto
que contiene a A.

Una superficie parametrizada se puede escribir como una n-tupla de funciones, de la forma

flu,v) = (fl(u,v), N v))

Por tanto, es posible definir la derivada parcial f, de f respecto de w:

0 Ofn
fulu,v) = <£(u,v),...,£(u,v}>,

y la derivada parcial f, de f respecto de v:

folu,v) = (%J;l(u,v), el %(u,v}) )

El resto de derivadas parciales, como por ejemplo fy,, 0 fuy, se definen de forma analoga.



Definicion 1.1.2. La matriz jacobiana de una superficie parametrizada f : U — R" es la
funcién con valores matriciales J(f) dada por

B—J:j(u,v) %(u,v) fulu,v
T (f)(u,v) = & aafn - (fvgu Ui) ,

5 (u,v) ... W(u, v)

para cada (u,v) € U. Si n = 2, se llama determinante jacobiano o jacobiano de f al determi-
nante de la matriz jacobiana de f.

Recordemos que el rango de una matriz A es el mayor entero n tal que A posee una submatriz
n X n de determinante no nulo. De esta forma, ya estamos en condiciones de dar la definicién de
superficie parametrizada regular.

Definicién 1.1.3. Una superficie parametrizada f : U — R" es regular en un punto (ug,vg) € U
si su matriz jacobiana J (f)(u,v) tiene rango 2 en (ug, vg). Se dice que f(ug, vp) es un punto singular
de la superficie si f no es regular en el punto (ug,vp), o equivalentemente, si f,(ug,vp) = 0, o si
folug,v9) = 0, o si fu(ug,vo) v fu(ug,vo) son linealmente dependientes. Llamamos superficie
parametrizada regular a una superficie parametrizada f : U — R cuya matriz jacobiana tiene
rango 2 en todo punto (u,v) € U.

Definicion 1.1.4. Una superficie parametrizada inyectiva es una superficie parametrizada
f:U — R" tal que f(u1,v1) = f(ug,ve) implica que u3 = ug y v1 = vs.

Centramos ahora nuestra atencién en las superficies parametrizadas en R3, puesto que son las
maés faciles de visualizar. En lo que sigue, U es un subconjunto abierto de R2.

El siguiente lema nos proporciona un criterio muy til para determinar si una superficie para-
metrizada en R? es o no regular.

Lema 1.1.5. Una superficie parametrizada f : U — R3 es regular en (ug,vo) € U si y solo si
fu X fu es no nulo en (ug,vp).

Demostracién. La matriz jacobiana de f : U — R3 es

%(u,v) %(u, v) %(Uﬂ)) Ju(u,v)
T ww) = | o . : :< 7 )
Grww) Pelwv) Puo)

para cada (u,v) € U.

Por la definiciéon de superficie parametrizada regular, sabemos que f es regular si la matriz
jacobiana J (f)(u,v) tiene rango 2 en todo punto (u,v) € U.

Las submatrices 2 x 2 de J(f) son

Ofr  9f2 ofi 9fs Of 0Ofs
ou ou ou ou ou ou
Ofr  9f2 |7 ofi 9ofs |’ Ofr  Ofs
ov ov ov ov ov ov
Por otra parte,
gk o 9fs on  ofs on op
—d ofi 9f: Ofs — 4 ou ou . d ou ou . ou ou Kk
fuX fo = det | 9u 9u  Ou = det of, ofs |1~ et of  ofs j+ ofn  Oh .
ofi 9fs 9fs ov ov ov ov ov ov

ov ov ov

Ast, (fu X fu)(uo,vo) = 0 si y solo si el rango de J(f)(up,vp) es menor que 2. Por tanto, f es
regular en (ug, vg) siy solo si (fy X fu)(ug,vg) # 0.
O



Definicién 1.1.6. Para una superficie parametrizada inyectiva f : U — R3, el campo de
vectores normal y unitario o normal unitaria N de la superficie estd dado por

N wv) = fu(U,U) X fv(u7v)
N(wv) = e o) ol o)1

en aquellos puntos (u,v) € U en los cuales f, X f, no se anula. Con frecuencia escribiremos de
forma abreviada
Ju X fo

[ fu X foll

]\7:

Existen ciertos subconjuntos de R” a los que nos gustaria denominar también superficies, pero
que no pueden ser descritos como la imagen biyectiva de una sola superficie parametrizada definida
sobre un conjunto abierto. Algunos ejemplos claros de esta situacién son la esfera y el toro. Es por
ello que introducimos la nocién de superficie regular. La idea es combinar convenientemente varias
superficies parametrizadas.

Definicién 1.1.7. Un subconjunto M C R3 es una superficie regular si para cada punto p € M
existe un entorno abierto V de p en R? y una aplicacién f : U — R? de un subconjunto abierto
U C R? sobre V N M tal que:

(i) f es diferenciable;

(ii) f : U — V. N M es un homeomorfismo. Esto significa que f posee una inversa continua
f~1:VNM — U tal que f~! es la restriccién a VN M de una aplicacién continua F : W — R,
siendo W un subconjunto abierto de R? que contiene a V N M;

(iii) cada aplicacién f: U — M es una superficie parametrizada regular.

Cada aplicaciéon f : U — M se denomina carta local o sistema de coordenadas locales
en un entorno de p € M.

Otro concepto que vamos a necesitar cuando estudiemos las superficies paralelas es el de super-
ficie orientada.

Definicién 1.1.8 (Definicién 1 de [2], pagina 103). Una superficie regular M C R3 se dice que es
orientable si se puede recubrir mediante una familia de sistemas de coordenadas locales de manera
que, si un punto p € M pertenece a dos sistemas de la familia, entonces el cambio de coordenadas
tiene jacobiano positivo en p. La eleccion de una tal familia se llama una orientacién de M. En
ese caso, se dice que M estd orientada. Si no es posible dar esa orientacién, entonces la superficie
es no orientable.

Proposicién 1.1.9 (Proposicién 1 de [2], pagina 105). Una superficie reqular M C R3 es orientable
si y solo si existe un campo de vectores normal y unitario diferenciable N : M — R? en M.

Demostracion. Por la definicién anterior, si M es orientable, es posible recubrirla con una familia
de sistemas de coordenadas de forma que, en la interseccién de dos de ellos cualesquiera, el cambio
de coordenadas tiene jacobiano positivo. En los puntos p = f(u,v) de cada sistema, definimos

N(p) = N(u,v) por
Ju X fo

[ fu % foll

N (p) estd bien definido, ya que si p pertenece a dos sistemas de coordenadas, con pardmetros (u,v)
y (@, v), entonces los vectores normales N (u,v) y N(u,v) coinciden, porque

N = (»). (L1)

ﬁ] X fﬁ = (fu X fv) j(f)(u,v),

donde J(f)(u,v) es la matriz jacobiana del cambio de coordenadas. Ademds, por la ecuacién (|1.1)),
las coordenadas de N (u,v) en R? son funciones diferenciables de (u,v) y, por ello, la aplicacién
N : M — R3 es diferenciable, que es lo que querfamos probar.



Por otro lado, sea N:M— R un campo diferenciable de vectores normales unitarios, y
consideremos una familia de sistemas de coordenadas conexos que recubren M. Para los puntos
p = f(u,v) de cada sistema de coordenadas f(U), U C R?, resulta, por la continuidad de N,

7 fuva
N(p) = I~ Jv
®) = Trx Al

intercambiando u y v si fuese necesario. De hecho, el producto escalar

N7 fuva o o
<N@Wﬁxm0‘“”‘iL

es una funcién continua en f(U). Como f(U) es conexo, el signo de g es constante. Si g = —1,
intercambiamos u y v en la parametrizacién.

Procediendo de esta manera con todos los sistemas de coordenadas, tenemos que en la interseccion
de dos cualesquiera de ellos, supongamos f(u,v) y f(u,v), el determinante de la matriz J(f)(u,v)
es positivo. En otro caso, se tendria
f u X f v Ns JF a X f v N2

T =N =777 = N,

[ fu x foll [ fa x foll
lo cual es una contradicciéon. Por tanto, la familia de sistemas de coordenadas dada, después de
llevar a cabo ciertos intercambios de u y v, satisface las condiciones de la definicion y, en
consecuencia, M es orientable. ]

1.2. El operador forma

Normalmente nos interesard conocer cémo se curva una superficie regular M en R3. Un buen
método para conseguirlo consiste en medir cémo varia la normal unitaria N de la superficie punto
a punto. Para ello usaremos un operador lineal denominado operador forma (shape operator). El
operador forma aplicado a un vector tangente v, es el opuesto de la derivada de N en la direccién
vp. Para entender el concepto de operador forma de una superficie, introduciremos primero algunas
definiciones.

Definiciéon 1.2.1. Un campo de vectores V sobre un subconjunto abierto U de R™ es una
aplicaciéon que a cada punto p € U le asigna un vector tangente V(p) € Rp. Si f:U — R es una
funcién diferenciable, hacemos actuar V sobre f mediante la férmula

VIfip) = V()]

Se dice que el campo de vectores V' es diferenciable si la funcién V[f] : U — R es diferenciable.

Definicion 1.2.2. Sea W un campo de vectores diferenciable sobre un subconjunto abierto U C R™,
y sea v, un vector tangente a R"™ en p € U. Entonces la derivada de W con respecto a v, es el
vector tangente D, W € R} dado por

D,W = W (p + tv)'(0), = lim Wip +tv) - W(p)

t—0 t ’

donde t — W(p + tv) es la curva en R” tal que

W(p+to)prtw = W(p + tv).

Definicién 1.2.3. Sea M C R? una superficie regular y sea N una normal unitaria de la superficie
M definida en un entorno de un punto p € M. Para cada vector v, tangente a M en p, definimos

S(vp) = —D,N.

El operador S asi definido se denomina operador forma de M.

6



Una propiedad elemental del operador forma es la siguiente:

Lema 1.2.4. Sea f: U — R3 una superficie parametrizada regqular. Entonces
S(fu) :_Nu ) S(fv): _]\_fv-

Demostracion. Fijamos v y definimos una curva « por a(u) = f(u,v). Entonces, se verifica

—

S(fulu,v)) = S(a'(u)) = =Dor) N = =(N 0 a)/(u).
Pero (N o a) es precisamente N,. Luego S(f,) = —N,.

De forma andloga, se tiene que S(f,) = —N,.

1.3. Curvatura de Gauss y curvatura media

Consideremos la aplicacién de Weingarten £ : T, — T}, definida del plano tangente en si
mismo. Conocemos dos matrices para L:

Li L3
L= (L% L%) =g 'L, respecto de la base { fu, fu},
1 12

donde g es la matriz de la primera forma fundamental de la superficie, y L es la matriz de la
segunda forma fundamental, y

L= P 0 , respecto de la base {€i,é3}.
0 ke

La traza y el determinante son independientes de la base escogida, por ser £ un endomorfismo
de un espacio vectorial.

Definiciéon 1.3.1. Con la notacién precedente, introducimos los siguientes conceptos:
1. Curvaturas principales: los valores propios k1, ko de L.
2. Curvatura de Gauss K: el determinante de L, es decir,

det L

K =det L = k1ky = .
et L 12 det g

3. Curvatura media H: la media de las curvaturas principales, es decir,

1






Capitulo 2

Superficies paralelas

Este capitulo esté destinado esencialmente a presentar los principales conceptos, propiedades y
resultados sobre las superficies paralelas o superficies offset, con el objetivo de familiarizarse con
ellos y asi entender el desarrollo de este trabajo. El equivalente en dimension 2 a las superficies
paralelas son las curvas paralelas, pero no se estudiaran en este trabajo. En la seccién veremos
cémo construir la superficie paralela M(d) a una superficie dada M C R3. El operador forma S(d)
de M(d) se expresa en términos del operador forma S de M, como se presenta en la seccién
Adems4s, estudiaremos un teorema importante, que debe su nombre a Bonnet, y también veremos
algunos ejemplos.

La referencia bésica para superficies paralelas que se va a seguir es el libro de Alfred Gray [4],
asi como su versién traducida al castellano [1].

2.1. Definiciones

En esta seccién veremos cémo construir la superficie paralela a una superficie dada M C R3.
En lo que sigue, U es un subconjunto abierto de R2.

Definicién 2.1.1. Sea M C R? una superficie regular. La superficie paralela recortada de M
a distancia d > 0 es el conjunto

M(d) = {p € R? | distancia(p, M) = d}.

Si d es grande, M(d) podria no ser una superficie regular, como veremos més adelante en
algin ejemplo. Sin embargo, para d pequeno probaremos que M(d) es una superficie regular.
Para ello, introduzcamos primero la nocién de superficie parametrizada paralela o parametrizacién
local paralela. La idea es trasladar la superficie parametrizada una distancia d a lo largo de su
normal unitaria N. Queremos poder ir en cualquier direccién a lo largo del vector normal, por
lo que permitimos que d sea positivo o negativo. Si el vector normal esta orientado hacia afuera,
llamaremos superficies paralelas exteriores a aquellas en las que d es positivo, e interiores a aquellas
en las que d es negativo. Ademds, M(0) = M.

Definicién 2.1.2. Sea f : U — R? una superficie parametrizada regular. Entonces la superficie
parametrizada paralela a f a distancia d € R es la superficie parametrizada definida por

f[d](ua U) = f(’LL, U) + dﬁ(“?’”))

donde fulu,v) X fo(u, )
- ulU, V) X JulU, v
N(u,v) = || fulu,v) x fo(u,0)|]

El parametro d se denominara distancia offset. Esta definicion se puede extender a superficies
que tengan puntos singulares, como por ejemplo el cono, restringiéndose a las regiones donde la
superficie si es regular. Notemos que la superficie descrita en la definicion es un subconjunto
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de la superficie aqui definida (ver figura[2.1]). En lo que sigue, siempre que utilicemos el término de
superficie paralela nos referiremos a aquella dada por la definicién En caso de que en algin
ejemplo estemos representando la superficie paralela recortada, se indicara explicitamente.

Figura 2.1: Superficie paralela con autointerseccién (izquierda), regién encerrada por las curvas
de autointerseccién (centro) y superficie paralela recortada (derecha), de un paraboloide eliptico
z = 1(1,752” + 2y?) con d = 0,6 [12].

Lema 2.1.3. Sea M C R? una superficie reqular para la cual existe una sola parametrizacion local
reqular f: U — M. Supongamos, ademds, que existe un nimero real dg > 0 tal que

det(I —dS) >0 para|d| <dy sobre M,

donde I es la matriz identidad y S es el operador forma de M. Entonces, para |d| < dy, f[d] es
una parametrizacion local reqular de M(d).

Demostracion. La superficie parametrizada paralela a f a distancia d esta definida por
fld = f+dN.
Luego, derivando respecto de u y usando el lema es facil comprobar que
fldlu = fu+dNy = (I —dS)fu,
y analogamente para f|d],. Por lo tanto,
fldlu < fldly = (I = dS)fu x (I = dS)fy = det(I —dS)fux fo

Asi, f[d], x f]d], es no nulo y, por tanto, por el lema f[d] es regular. En consecuencia, M(d)
es una superficie regular, ya que estd recubierta enteramente por la parametrizacion local regular

fldl.
O

Ahora consideramos superficies paralelas a superficies regulares arbitrarias.

Lema 2.1.4. Sea M C R? una superficie regular, y denotamos por M(d) la superficie paralela a
M a distancia d. Supongamos, ademds, que existe un niumero real dy > 0 tal que

det(I —dS) >0 para |d| < dy sobre M,

donde I es la matriz identidad y S es el operador forma de M. Entonces, para |d| < do, la superficie
paralela M(d) es una superficie reqular.

Demostracion. Sea f: U — M una parametrizacién local regular e inyectiva para M. Definimos

fld] por .
fldl(u,v) = f(u,v) + dN(u,v).

Definimos también la aplicacién y : U x {d : |d| < dp} — R? por
y(u,v,d) = f(u,v) +dN(u,v).
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La matriz jacobiana de y es

(I —dS)fu
j(y): (I*%S)fv
N

Es claro que det (7 (y)(u,v,d)) # 0 para (u,v,d) € U x {d : |d| < do}. Por tanto, y es inyectiva en
un entorno de cada punto de U x {d : |d| < do}. En particular, f[d] es una parametrizacién local
regular e inyectiva sobre un entorno de cada punto de U. Las parametrizaciones locales de la forma
f1d] recubren M(d), luego M(d) es una superficie regular.

O

Con estos dos lemas queda probado que para una distancia d pequena, la superficie paralela
M(d) a una superficie regular M C R? es también regular. Veamos un ejemplo sencillo de cémo
calcular la superficie paralela a una dada.

Ejemplo 2.1.5. En este ejemplo vamos a ver que la superficie paralela a distancia d de una esfera
es otra esfera. Una parametrizacién de la esfera de radio r y centro el origen de coordenadas, de

ecuacion
2

x2+y2+22:r,
es f: D C R? — R3 tal que

f(u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, rcosu),

con D = [0,7) x [0, 27].

Para ver cudl es su superficie paralela a distancia d € R, vamos a calcular
Fld)(u,v) = f(u,v) + dN(u,v).

Empezamos hallando la normal unitaria de la superficie. Sabemos que

]\7 — fu X fv )
|[fu X foll
Asi que calculamos

fu = (rcosucosv,rcosusinv, —rsinu)

y
fv = (—rsinusinv, rsinucosv,0).
Ahora,
i j k
fu X fo=|rcosucosv rcosusinv —rsinu
—rsinusinv  7sinucosv 0
= (r%sin® u cos v, r? sin? w sin v, 72 sin u cos u)
. 2 . 92 . . 2
= sinu (r°sinucos v, r*sinusinv, r* cosu).
Asi,
[ fu % fol| = \/sin2 u (r*sin? u cos? v + r4sin? usin® v + r4 cos? u)

= /sin?u (rtsin®u + 74 cos? u)

= Vrisin? u = r?|sinu| = r? sinu,

teniendo en cuenta para la tltima igualdad que sinwu es no negativo si u € [0, 7). Por tanto,

- X 1
N(u,v) = Jux Ju = —— -sinu (r?sinw cos v, r? sinusin v, 72 cos u)
[|fu x fol|  7%sinu

= (sinwucos v, sinusin v, cosu).

11
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Figura 2.2: Normales a la esfera [13].

De esta forma, se tiene que
f[d](u,v) = f(u,v) + dN(uvU)
= (rsinwucosv, rsinusinv, rcoswu) + d (sinw cos v, sinusin v, cos u)

= ((r + d) sinucosv, (r + d) sinusinv, (r + d) cosu).

Es decir, la superficie paralela a distancia d € R de una esfera de radio r es otra esfera de radio
r + d. Sin pérdida de generalidad, supondremos d > —r.

Figura 2.3: Esfera de radio 2 (medio) con superficies paralelas a distancia d = 1 (exterior) y d = —1
(interior).

Ademds, vamos a calcular las curvaturas principales de una esfera de radio r cuando el vector
normal apunta hacia afuera, ya que las necesitaremos para ejemplos de la seccién siguiente.

12



Para calcular la aplicacién de Weingarten, £, tenemos que calcular previamente la primera y la
segunda forma fundamental, es decir, g y L, respectivamente. Ya tenemos calculadas las derivadas
parciales

fu = (rcosucosv,rcosusinv, —rsinu)

fo = (=rsinusinv, rsinwucos v, 0).

Ahora,

2 2

fu - fu =12 cos® ucos? v+ r? cos?

usin? v + 1% sin? u = 72 cos? u(cos® v + sin? v) + r? sin® u

= r%(cos® u + sin® u) = r?,

fu- fo=—r2cosucosvsinusinv + r2cosusinvsinucosv + 0 = 0,
fo - fo=r2sin®usin® v + r? sin u cos? v = 72 sin” u(sin® v + cos? v) = % sin’ u.
Y asi, la primera forma fundamental esta dada por
_ r? 0
9= <0 rzsin2u> '
Ademsds, ya hemos calculado anteriormente,
N = (sinw cos v, sin usin v, cos u).
Por otro lado,
fuuw = (—rsinucos v, —rsinusin v, —r cos u),
fuv = (=7 cosusinv, r cosucosv,0),
fov = (—rsinucosv, —rsinusinv, 0).
Luego,
fuu - N = —rsinucos? v — rsin® usin? v — r cos? u = —r sin? u(cos? v + sin? v) — r cos®> u
= —r(sin?u + cos? u) = —r,
Sfuw - N = —rcosusinvsinucosv + rcosucosvsinusinv + 0 = 0,
foo - N = —rsin®ucos? v — rsin?usin? v 4+ 0 = —rsin® u(cos? v + sin? v) = —rsin? u.

Y asi, se tiene la segunda forma fundamental

Y como
2 2

r”sin”u 1
-1 _ [ r4sinu 0 — [ r2 0
g r2 0 1 9
2u

1 1
L0 0 1
-l — 72 . = r =
g L= <0 7"2si1n2u> < 0 —rsin? u> < 0 —i) L.

13
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Por tanto, las curvaturas principales de la esfera de radio r y centro el origen de coordenadas son

1
k1:k2:—;.

En consecuencia, su curvatura de Gauss y su curvatura media son

:kl—f—kgif%*% 1

1
K=kky=—= v H = =

r2

respectivamente.

2.2. El operador forma de una superficie paralela

En esta seccién veremos la relacion entre algunos conceptos, como el operador forma, las cur-
vaturas principales, la curvatura de Gauss y la curvatura media, de una superficie y sus superficies
paralelas. Probemos, en primer lugar, que el operador forma de una superficie regular M C R?
determina el operador forma de cada una de sus superficies paralelas.

Lema 2.2.1. Sea M C R? una superficie reqular, y sea M(d) la superficie paralela a M a distancia
d. Supongamos, ademds, que existe un numero real dg > 0 tal que

det(I —dS) >0 para|d| < dy sobre M.
Denotamos por S al operador forma de M y por S(d) al operador forma de M(d). Entonces:

(i) la funcién con valores en el espacio de matrices reales 2 x 2, d — S(d), verifica la ecuacion
diferencial

(ii) S(d) = S(I —dS)~ 1

(i) las curvaturas principales de M(d) estdn dadas por

k;
kild) = =5

para it = 1,2, donde k1 y ko denotan las curvaturas principales de M.

Demostracion. Sea f: U — M una parametrizacién local regular. Entonces, por el lema la
parametrizacion local f[d] sobre M(d) definida por

f[d](u,v) = f(u,v) + dﬁ(“?”)a
es regular. Sea N|d] el campo de vectores sobre M(d) definido por

Fidl (. v) — fld]u(u,v) x fd]y(u,v)
Nld](u,v) TFldlu(a o) % Fldu(a o)l

Puesto que det(I —dS) > 0, la igualdad

fldlu x fldly = (I =dS) fux (I —dS)f, =det(I —dS)fux fo (2.1)
vista en la demostracién del lema implica que

g = S X Sdo et =dS)(fux o) _ fux fo
Fdlu x fldlo]] — det(I —dS)|[fu x foll — [[fu x foll
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es decir, N [d] coincide con N. Por ello, y usando el lema m se verifica
$(d)fd)u = —Nldlu = =Ny = Sfu, (22)
lo que prueba que la funcién d — S(d) f[d],, no depende de d. En consecuencia,
(S(d) fdlu) =0,
donde la prima representa la derivada con respecto a d. Por otra parte, de
fld)(u,v) = f(u,v) +dN(u,v),

se sigue
f[d]:J = Nu=—5fu. (2.3)
Ahora, como (S(d) f[d].)" = 0, se tiene que

(S(d)fld]u) = S'(d) fld]u + S(d) fld]y, = 0 <= S"(d) fld]u = —S(d) f[d],.
A partir de esto y usando y (2-2), se deduce que
S'(d) fldl = —S(d) fld],, = S(d)S fu = S(d)” f[d]..
Asi, se tiene que S'(d) f[d], = S(d)2f[d].. Andlogamente, S’ (d) f[d], = S(d)2f[d],.

La igualdad (2.1)) implica que f[d], y f[d], son linealmente independientes. Por tanto, S’ (d) = S(d)?,
como querfamos ver.

Para probar (ii), definimos S por
S(d)=SIT—dS)” Ztk CLasy

A partir de ello, es claro que S conmuta con §(d) para todo d, y por tanto
S'(d) = S* [(I —dS)"']* = §(d)?,

donde la prima representa la derivada con respecto a d. Puesto que S (~0) = 5, deducimos que S
coincide con S. Y por la definicién de S, podemos concluir que S(d) = S(d) = S(I —dS)~*

Por ltimo, para probar (i), necesitamos introducir un lema del cual se omite la demostracién.

Lema 2.2.2. Los autovalores del operador forma S de una superficie reqular M C R3 en un punto
p € M son precisamente las curvaturas principales k1 y ko de M en p.

Por dicho lema, para calcular las curvaturas principales k1 (d) y ka(d) de M(d), basta calcular los
autovalores del operador forma S(d). Y como por el apartado (i) sabemos que S(d) = S(I—dS)~!
calculando los autovalores de S(I —d S)~! se tiene el resultado. Ahora,

(k1 0 (l—dk O
5‘(0 k2> Y I_d5_< 0 1—dk2>'

_ ki 0\ /== O oy 0
S(I—dS) 1_( >(1 dky )_ 1-dk; _
0 ko 0 1 0 1_’fdzk2

by ko
1—dk; > 1— dky

Por tanto,

Asi,

son las curvaturas principales de M(d).
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Lema 2.2.3. La curvatura de Gauss, K(d), y la curvatura media, H(d), de M(d) vienen dadas

por
K
K(d)_l—QdHer?K
y H-dK
H(d) = _
(d) 1—2dH + 2K’

donde K y H denotan la curvatura de Gauss y la curvatura media de M, respectivamente.
Demostracion. Usamos el apartado (7ii) del lema para calcular

1k k1ko K

K(d) = ki (d) ka(d) = = =
(d) = F1(d) k2 (d) (1 —dki)(1 —dks) 1—d(ki+ke)+d?kiks 1-2dH+ 2K’

y
B . kq ko . k‘l(l—dkg)—l—kig(l—dk’l)
2H(d) = kild) + ke(d) = 37— =+ 0 = (1—dk)(1— dks)
ki + ko — 2d Ky ks 2H — 2d K

(1—dk))(1—dky) 1-2dH+EK
0

Ahora ya podemos presentar uno de los resultados més importantes de este capitulo, dado por
Bonnet. El teorema de Bonnet relaciona superficies de curvatura de Gauss constante con superficies
de curvatura media constante.

Teorema 2.2.4 (Bonnet). Sea M C R3 una superficie reqular y sea M(d) la superficie paralela
a M a distancia d.

(i) Si M tiene curvatura de Gauss constante positiva a
curvatura media constante Fa/2, para d = +1/a.

(ii) Si M tiene curvatura media constante 1/2a, entonces M(d) tiene curvatura de Gauss
constante 1/a2, para d = a.

2 siendo a > 0, entonces M(d) tiene

Demostracién. Tomamos una normal unitaria N sobre M localmente. Sean k1 y ko las curvaturas
principales de M relativas a N. Entonces las curvaturas principales de M(d) vienen dadas por

ki
1—dk;

ki(d) = para i=1,2.

Por tanto, para probar (i), se tiene que la curvatura media H(d) de M(d) estd dada por

ok n ko
C1—dk;  1—dkey

2 H(d) = ky (d) + ka(d)

Si d = £1/a, y teniendo en cuenta que kiks = a?, la igualdad anterior se reduce a

kg kl kik kik
1z 12 12 1h2
()_1¢kl+1$k2_ 1) (152 R
a a :Fa :FCL a a a?
2k1 ko
B ki + ko F  ki+ kT2 _k1+k2$2a_:Fa(k1+k2:F2a)_$a
[y Sy vy S Sy S _kitk N -
1¢g+272 15 12:2+1 ¢122+2 bt ke 520

Por tanto, las superficies paralelas M(+£1/a) tienen curvatura media constante Fa,/2.
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Por otro lado, para probar (i), se tiene que la curvatura de Gauss K (d) de M(d) estd dada por

k1 ko

K(d) = ka(d) ka(d) = 1 - 7

Si d = a, la igualdad anterior se reduce a

k‘l kg kl k2 kl k2

() 1—ak:1 1—(1/{2 (1—ak1)(1—ak2) l—akl—ak2+a2k1k2

B Fot ko . ki ko Ckky 1
N 1—a(k’1+k‘2)—|—a2k1/€2 N

1 - 2 - 2
l—a-~+akiky @Mk a
a

ET IS RPN SO T Y
Por tanto, las superficies paralelas M (a) tienen curvatura de Gauss constante 1/a?.
O

Ahora vamos a probar un reciproco parcial del teorema de Bonnet. Para ello, introducimos la
siguiente definicion.

Definicion 2.2.5. Se dice que un punto es umbilico si sus curvaturas principales coinciden, es
decir, si k1 = ko.

Teorema 2.2.6. Sea M C R3 una superficie reqular con curvatura de Gauss constante positiva
a?, siendo a > 0. Sea M(d) la superficie paralela a M a distancia d. Supongamos que los puntos
umbilicos de M son puntos aislados. Si M(d) tiene curvatura media constante, entonces d = £1/a.

Demostracion. Fijamos d y supongamos que H(d) es constante sobre M(d). Procediendo como en
la demostracion del teorema y siendo k1 y ko las curvaturas principales de M, se tiene que

_ kq n ko _ k1 (1—dk2)+k2 (1—dk1)
Cl—dk1  1—dky (1 —dk1)(1—dko)

2H(d) = k‘l(d) + k‘g(d)

= (1 — dk‘Q) + ko (1 — dk’l) = 2H(d) (1 — dk‘l) (1 — dk’Q)

= ki + ko — 2dkiky = 2H(d) (1 — d (k1 + k) + d* k1 k2) .

Y, teniendo en cuenta que a? = kiks, equivalentemente se verifica
ki + ko — 2da® = 2 H(d) — 2d H(d) (k1 + ko) + 2 H(d) d*a®.
Reordenando, tenemos que
(k1 4+ ko) (1 +2d H(d)) = 2H(d) + 2 H(d) d*a® + 2d a®. (2.4)

Por hipétesis, como la curvatura de Gauss, a®, de M y la curvatura media, H(d), de M(d) son
constantes, el lado derecho de la igualdad es constante. Pero entonces, si el lado izquierdo es
constante, debe anularse en los puntos no umbilicos de M. Por tanto,

1+2dH(d) =0 (2.5)
en los puntos no umbilicos de M. Las ecuaciones ([2.4]) y (2.5) implican que
0=2H(d)+2H(d)d*a® +2da® = 2 H(d)(1 + d*a®) + 2d a*
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1 2 2 2 1.9 2 1 2
= d(1+da)+2da— g da® 4 2da” = d—i—da.

) 1+ 2d H(d) = 0 = 2d H(d) = —1 <= 2 H(d) = _é.

Es decir,

1
O:7&+da2<:>O:—1+d2a2<:>1:d2a2<:>d2:1/a2a

de donde se sigue que d = +1/a.
O

Por tanto, podemos concluir que el teorema de Bonnet implica que la determinacion de super-
ficies de curvatura media constante es equivalente a la determinacion de superficies de curvatura
de Gauss constante positiva.

Ejemplo 2.2.7. Veamos un ejemplo del teorema de Bonnet aplicado a la esfera de radio 1. Como
ya hemos visto en el ejemplo las curvaturas principales de la esfera de radio 1 y centro el
origen de coordenadas son

k1 =ko = —1.

En consecuencia, su curvatura de Gauss y su curvatura media son

_kl—i-kg_—l—l_ 1
22

K = klk‘g =1 y H
respectivamente.

En este ejemplo vamos a tomar como M la esfera de radio 1, y como M (d) su superficie paralela
a distancia d. Como hemos visto en el ejemplo M(d) sera otra esfera de radio 1 + d.

En nuestro caso, como K = 1 = a?, se tiene que a = 1 > 0. Vamos a comprobar que se verifica
el apartado (i) del teorema de Bonnet, es decir, que H(d) = Fa/2 para d = £1/a.

Por el apartado (7ii) del lema se tiene que

k k 1, -1
H(d) = k1(d) + ka(d) _ =it T ik _ T4d T 1td _ T3d _ 1
2 2 2 2 1+d

Distinguimos dos casos:
» Sid=+1/a=+1/1=1, se verifica que

-1 -1 —a
H=HU=179=5 =%

como dice el teorema. En este caso, M(d) es la esfera de radio 2 y centro el origen de

coordenadas.
» Sid=-1/a=-1/1= —1, llegamos a la siguiente contradiccién
-1 -1
Hd=H(-1)= ——=—
(d) = H(-1) = — = =,
ya que no se cumple que d > —1 = —r. Lo que ha ocurrido aqui es un tipo de singularidades

que puede darse a la hora de construir la superficie paralela a una dada. Lo veremos maés en
profundidad en el capitulo [4]
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Veamos ahora que se verifica el apartado (7i) del teorema de Bonnet, es decir, que K (d) = 1/a?
para d = a. En nuestro caso, como H = —1 = 1/2a, se tiene que a = —1/2. Sabemos que

ok ke -1 -1 1
C1l—dky 1—dky 14+d 1+d (1+d)*

K(d) = k1(d) k2(d)

Luego, para d = a = —1/2,

K(d) = K(-1/2) = —+ - 1 !

G 12r Gz s Y

como dice el teorema. En este caso, M(d) es la esfera de radio 1/2 y centro el origen de coordenadas.

Veamos ahora que el reciproco parcial del teorema de Bonnet (teorema|2.2.6)) no se cumple para
la esfera.

Consideramos M la esfera de radio 1 y centro el origen de coordenadas, que tiene curvatura
de Gauss constante positiva K = 1 = a?, luego a = 1 > 0. Sea M (d) la superficie paralela a M
a distancia d. Tomamos d = 2, luego M(2) es la esfera de radio 3. Esta tiene curvatura media
constante H(d) = H(2) = —1/3 = —1/r. Sin embargo, no se verifica que d = £1/a = £1/1 = +1,
puesto que hemos tomado d = 2.

No se cumple porque los puntos umbilicos de la esfera no son puntos aislados. Todos los puntos

de la esfera son umbilicos: k1 = kg = —%.
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Capitulo 3
Ejemplos

En este capitulo vamos a presentar algunos ejemplos de superficies y a estudiar sus superficies
paralelas. En la seccién [3.1] veremos qué parametrizacion toma la superficie paralela a una superficie
de revolucién cualquiera, y analizaremos un caso concreto. En la seccién haremos lo mismo
con las superficies paralelas a una superficie reglada y, ademas, estudiaremos en detalle el caso
de la banda de Mobius, un ejemplo de superficie no orientable cuyas superficies paralelas si son
orientables.

La referencia bdsica para los ejemplos que se va a seguir es el libro de Alfred Gray [4], asi como
las notas de B. Odehnal, H. Stachel y G. Glaeser [10].

Ejemplo 3.0.1 (Elipsoide). Supongamos que el elipsoide estd centrado en el origen de coordena-

das y tiene por ecuacién

$2 y2 2’2

gﬁ+7+072:17

donde a > 0,b > 0,c > 0. Si los tres pardmetros son iguales, la superficie se reduce a una esfera
de radio @ = b = ¢. Si dos de los pardametros a, b, ¢ son iguales, entonces se tiene una superficie de
revolucion con eje de rotacién en uno de los ejes de coordenadas. Una parametrizacién del elipsoide
E serfa f: D C R? — R3 tal que

f(u,v) = (asinucosv, bsinusinv, ccosu),

con D = [0,7) x [0, 27].

Para ver cudl es su superficie paralela a distancia d € R, vamos a calcular
Fld)(u,v) = f(u,v) + d N(u, ).
Empezamos hallando la normal unitaria de la superficie. Sabemos que

Ju X fo

N=_"*22v
|| fu % foll

Asi que calculamos

fu = (acosucosv,bcosusinv, —csinu)

y
fv = (—asinusinwv, bsinu cosv,0)).
Ahora,
fu X fo = (besin?ucosv, acsin® usin v, a bsin u cos u)
=sinu (besinucosv, acsinusinv, abcosu).
Luego,

2 2

[ fu x fol|? = sin?u (b*c? sin? wcos® v + a®c? sin® usin® v + a?b* cos® u).
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Y asi,

[|fu % foll = \/sin2 u (b2c2sin? u cos? v + a2c? sin? usin? v + a2b? cos? u)

=sinu \/ b2¢2 sin® u cos? v + a2¢? sin? usin® v + a2b? cos? u,

teniendo en cuenta que sinu es no negativo si u € [0, 7).

Por tanto,

N(u,v) fu X fo (besinucosv,acsinusinv, abcosu)
u,v) = = .
’ Lfux foll \/b2c2sin? u cos? v + a2c? sin usin® v + a2b? cos? u

De esta forma, se tiene que la superficie paralela £(d) de £ a distancia d € R se puede parame-
trizar como
fld)(u,v) = f(u,v) + dN(u,v)

d
= (asinucosv,bsinusin v, ccosu) + W(bcsmucosv,acsmusmv,abcosu),

donde W := \/b2e2sin u cos?2 v + a2¢2 sin? usin® v + a2b2? cos2 u.

Una distancia positiva d € R conduce a las superficies paralelas exteriores, mientras que una
distancia negativa conduce a las paralelas interiores. Ademas, £(0) = £.

Las superficies paralelas exteriores a un elipsoide, es decir, aquellas en las que el vector normal a
la superficie esta orientado hacia afuera y la distancia d es postiva, son muy similares a un elipsoide,
pero no lo son. A medida que d va aumentando, £(d) va tomando la forma de una esfera, como
podemos ver en la figura [3.1]

Figura 3.1: Elipsoide de pardmetros a = 2, b = 1,5 y ¢ = 1 (interior) con una de sus superficies
paralelas exteriores (exterior).

La figura [3.2] muestra algunas superficies paralelas interiores a un elipsoide. Es importante
senalar que aqui “interior” hace referencia a que el vector normal a la superficie estd orientado

hacia afuera y la distancia d es negativa. Este término puede llevar a confusién ya que las paralelas
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interiores no tienen por qué estar totalmente en el interior del elipsoide, como se puede ver en la
imagen inferior derecha de la figura[3.2] De hecho, escogiendo un d suficientemente grande en valor
absoluto, la superficie paralela interior del elipsoide puede estar completamente fuera de la cuadrica.

Figura 3.2: Elipsoide de pardmetros a =2, b = 1,5y ¢ = 1 (en rojo) con superficies paralelas (en

azul) a distancias d = —%, —%, -1, —%, -2, —% (de arriba a abajo, y de izquierda a derecha).

Como se puede observar en la figura[3.2] las superficies paralelas pueden tener curvas singulares
y autointersecciones. Esto se tratard en el capitulo 4

3.1. Superficies de revolucion
En esta secciéon veremos cémo construir la superficie paralela a una superficie de revolucién
cualquiera en R?. Empezamos dando la definicién de superficie de revolucion.

Definiciéon 3.1.1. Sea «a una curva regular plana y R una recta contenida en el mismo plano que
la curva y que no corta a esta. Se llama superficie de revolucién de generatriz la curva a y
directriz la recta R a la superficie obtenida al girar cada uno de los puntos de la curva tomando
como eje de rotacién la recta R.

Sea @ : R — R? una curva regular donde a(u) = (r(u),z(u)), con 7(u) > 0, entonces la
superficie de revolucion generada por la curva al rotar respecto del eje vertical estd cubierta por
las superficies simples f : U — R? siendo

f(u,v) = (r(u) cosv, r(u) sinv, z(u)),

donde U = (—m,m) x Ry U = (0,27) x R.
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Ahora ya podemos calcular la superficie paralela a distancia d € R de una superficie de revolu-
cién genérica.

Sea f(u,v) = (r(u)cosv,r(u)sinv, z(u)) una parametrizaciéon de la superficie de revolucién
donde a(u) = (r(u), z(u)), con r(u) > 0. Las derivadas parciales son

fu = (r'(u) cosv, 7' (u) sinv, 2’ (u))

y
fo = (—r(u)sinv, r(u) cosv,0).
Ahora,
fu X fo = (=r(u) 2’ (u) cosv, —r(u) ' (u) sinv, r(u) r' (u)).
Luego,
[ fu X fol > = r(u)? 2’ (u)? cos? v 4 r(u)? 2/ (u)? sin® v + r(u)? 7 (u)?
= r(u)?2 (w)? +rw)?r(w)? = rw)? (2 (w)?+ 17 (u)?).
Y asi,
1 fu X foll = V/r(w)? (2 (w)? + 7/(w)?) = [r(u)] /2 (w)? + 7' (u)?
= sign(r(u))r(u) /2" (u)? + r'(u)?.
Por tanto,
V (u,v) = Ju X Jo = sign(r(u)) —2'(u) cosv, —2'(u) sinv, ' (u
W) = 1 = Tt (=) cosv, —2/) sime /).

Asi que la superficie paralela a distancia d € R de una superficie de revolucién cualquiera es

—

fld](u,v) = f(u,v) + dN(u,v) = (r(u) cosv, r(u) sinv, z(u))

+d sign(r(u)) (—2'(u) cosv, —2' (u) sinv, ' (u)).

2 (u)? + r'(u)?

Ejemplo 3.1.2 (Toro eliptico). Veamos ahora el caso de un ejemplo concreto de superficie de
revolucion: el toro eliptico. Supongamos que el toro eliptico se obtiene al rotar sobre el eje z una
elipse de semieje horizontal a y semieje vertical b, contenida en el plano xz, y situada a distancia
c del eje z. Una parametrizacion de este serfa f: D C R?2 — R3 tal que

f(u,v) = ((c+ acosv) cosu, (¢ + acosv) sinu, bsinv),
con D = [0,2m) x [0, 2x].
Para ver cudl es su superficie paralela a distancia d € R, vamos a calcular
Fld)(u,v) = f(u,v) +dN(u,v).
Empezamos hallando la normal unitaria de la superficie. Asi que calculamos

fu=(=(c+acosv)sinu, (¢ + acosv) cosu,0)

fo = (—asinvcosu, —asinvsinu, bcosv).
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Ahora,

fu X fo = (bcosucosv(c+ acosv),bsinucosv(c+ acosv),asinv(c+ acosv)).

Luego,
| fu X foll = \/b2 cos2 v(c+ acosv)? + a?sin® v(c + acosv)?.
Por tanto,
N Ju X fo

B | fu X fv||

De esta forma, se tiene que la superficie paralela a distancia d € R de un toro eliptico se puede
parametrizar como

Fld)(u,v) = f(u,v) + dN(u,v) = ((¢ + acosv) cosu, (¢ + acosv) sin u, bsin v)

d
+W(bcosucosv(c + acosv),bsinucosv(c+ acosv),asinv(c+ acosv)),

donde W := /b2 cos2 v(c + acosv)? + aZsin’ v(c + acosv)?.

Figura 3.3: Toro eliptico de pardmetros a = 0,5, b =1y ¢ = 2,5 (en rojo) con superficies paralelas

(en azul) a distancias d = —3,—1,—3, 1 (de arriba a abajo, y de izquierda a derecha).

3.2. Superficies regladas

En esta seccién veremos como construir la superficie paralela a una superficie reglada cualquiera
en R3. Empezamos dando la definicién de superficie reglada.

Definiciéon 3.2.1. Una superficie reglada es la superficie generada por una recta de direccion
variable 5(u) que se mueve sobre una curva a(u), u € I C R, llamada curva base o directriz. Una
superficie reglada tiene siempre una parametrizacion en forma reglada:

f(u,v) = a(u) +vp(u).

Para cada ug € I tenemos una recta f(ug,v) = a(uo) + v 5(up) llamada generatriz.
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Ahora ya podemos calcular la superficie paralela a distancia d € R de una superficie reglada
genérica.

Sea f(u,v) = a(u)+v f(u) una parametrizacion de la superficie reglada. Las derivadas parciales
son

fu=0a'(u) +v5'(u)

Vamos a considerar

a(u) = a = (o1, az, a3) y Bu) = B = (b1, B2, B3).
Ahora,
fuxfo = ((0 +vB3)Bs — (s + v B3)Ba, (o +vp3)B1 — (af +vB1)Bs, (o) +vpBi)B2 — (o +v53)B1) .

Luego, )
[[fu < fv||2 = ((0/2 + v By)B3 — (a3 + U/Bg’;)ﬁ?)

+ (o + 0B — () +vB)B3)° + (@) +vB))B2— (ah+vB)B1)° .

Y como fox f
- X
N(u,v) = ————
||fu x foll’
la superficie paralela a distancia d € R de una superficie reglada cualquiera es
_ \7 _ fu X fv
f[d](u,v) - f(u,v) —|—dN(u,v) - f(uvv) +d Hf X f ||

Ejemplo 3.2.2 (Cono). Veamos ahora el caso de un ejemplo concreto de superficie reglada: el cono
circular. Supongamos que el cono estd centrado en el origen de coordenadas y tiene por ecuacién

Una parametrizacién de este serfa f: D C R? — R3 tal que
f(u,v) = (rvcosu,rvsinu,v),

con D =[0,27) x R.

Para ver cudl es su superficie paralela a distancia d € R, vamos a calcular
f[d](uav) = f(u,v) + dﬁ(u,v)
Empezamos hallando la normal unitaria de la superficie. Para ello calculamos las derivadas parciales

fu = (—rvsinu,rvcosu,0)

y
fo = (rcosu,rsinu,1).
Ahora,
fu X fo = (rvcosu,rvsinu, —rv).
Luego,
[ fu X fol? = 720 cos® u + 7202 sin® u 4 ro? = r20? + r4? = v*r?(1 + 12).
Y asi,

[|fu X foll = [v|r V14712 = sign(v)vry/1+r2.
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Por tanto,

N2 fuva 1

N(u,v) = = (rv cosu, rvsinu, —r2v)

fux Boll T sign(v)vryT+ 2

= sign(v) (cosu,sinu, —r).

V1412

De esta forma, se tiene que la superficie paralela C(d) de C a distancia d € R se puede parametrizar
como

Fld](u,v) = f(u,v) + dN(u,v)
sign(v)

V1412

= (rvcosu,rvsinu,v) +d (cosu,sinu, —r).

Figura 3.4: Cono circular de radio 1 (en rojo) con superficies paralelas recortadas a distancia d = 1
(en azul, opacidad baja) y d = —1 (en azul).

Notemos que la superficie paralela a un cono cualquiera no serd, en general, otro cono. Solo si
la superficie inicial es un cono circular, su superficie paralela serd también un cono circular.

Definicién 3.2.3. Sea M C R3 una superficie reglada. Entonces M es la desarrollable tangen-
cial de una curva a : I C R — R? si admite una parametrizacién de la forma

flu,v) = a(u) +va(u).

Todas las generatrices de una superficie desarrollable tangencial son tangentes a la curva «, la cual
se llama curva de regresion. Se puede ver que el plano osculador a la curva de regresién en a(ug)
coincide con el plano tangente a la superficie en la generatriz a(ug) + va/(ug). Ademds, en estas
superficies la curvatura de Gauss es cero en todo punto.

La figura muestra la superficie paralela interior de un cono eliptico de parametros a = 2,
b =1,5 a distancia d = —%. Es una superficie desarrollable, distinta de un cono o un cilindro, con
una curva no trivial g de regresién y que tiene autointersecciones.

Ejemplo 3.2.4 (Cilindro). Veamos de forma breve (ya que los célculos son los mismos que los
vistos hasta ahora) que las superficies paralelas a los cilindros circulares son cilindros circulares.
Una parametrizacién del cilindro circular de radio r serfa f : D C R? — R? tal que

f(u,v) = (rcosu,rsinu,v),
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Figura 3.5: Cono eliptico con una de sus paralelas interiores (pagina 433 de [10]).

con D = [0,27) x R. Luego,

fu=(=rsinu,rcosu,0) y f,=(0,0,1).

Asi,
fu X fo = (rcosu,rsinu,0),
y
[ fu x foll = \/7"20082u+1"251n2u —Vr2 =1,

Por tanto,

— X 1

N(u,v) = M = — (rcosu,rsinu,0) = (cosu,sinu,0).

|| fu X foll T

De esta forma, se tiene que la superficie paralela a distancia d € R de un cilindro circular se puede
parametrizar como

Fld)(u,v) = f(u,v) + dN(u,v)
= (rcosu,rsinu,v) +d (cosu,sinw,0) = ((r + d) cosu, (r + d) sinw, v) .

Es decir, la superficie paralela a distancia d € R de un cilindro circular de radio r es otro cilindro
circular de radio r + d.

Al igual que ocurria en el caso del cono, la superficie paralela a un cilindro cualquiera no seré,
en general, otro cilindro. Solo si la superficie inicial es un cilindro circular, su superficie paralela
serd también un cilindro circular.

Ademds del cilindro y del cono, algunas otras cuddricas, como por ejemplo el paraboloide
hiperbdlico y el hiperboloide de una hoja, son también superficies regladas. Estas son, de hecho,
superficies doblemente regladas, que son aquellas en las cuales por cada uno de sus puntos pasan
dos generatrices.

Ejemplo 3.2.5 (Banda de Mdgbius). Podemos definir la banda de Mobius como la superficie
reglada cuya curva directriz es una circunferencia de radio a, y cuyas generatrices son segmentos
acotados de longitud 2b, 0 < b < a. Una parametrizacién de esta serfa f : D C R? — R3 tal que

flu,v) = (acosu + bwvcos (g) cosu, asinu + bvcos (g) sinu, bvsin (%)) , (3.1)

con D =10,27) x (—1,1).

Para presentar la banda de Md&bius formalmente como una superficie regular, se necesitan al
menos dos parametrizaciones o sistemas de coordenadas. Ademds, para ver que no es orientable,
hay que probar que no se puede definir un campo vectorial normal y unitario diferenciable en toda
la banda.
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Una parametrizacién de la banda de Md&bius es la dada por , conl<u<2ry —1l<v<l.
Esta parametrizacién omite la generatriz que se obtendria tomando uw = 0. Por tanto, tomamos
también la parametrizacién con —m < u<my —1 <w <1, que omite la generatriz que se
obtendria tomando u = 7 en la carta anterior. Estos dos sistemas de coordenadas cubren toda la
banda de Mo&bius y se pueden usar para probar que se trata de una superficie regular.

Cualquier intento de definir globalmente un campo de vectores unitario y normal a la banda de
Mobius esta condenado al fracaso. Naturalmente, es posible definir una normal unitaria localmente.
Pero si uno trata de extender esa definicion local de la normal unitaria a toda la banda de Mdobius
siguiendo su circunferencia central, al regresar al punto de partida se la encontrard apuntando al
lado contrario de la superficie [1].

Figura 3.6: Normales a la banda de Mébius (pdgina 270 de [I]).

Ahora vamos a ver que la banda de Mdbius es una superficie no orientable. Llamamos M a la
banda de Md&bius parametrizada por . Supongamos que M si es orientable. Entonces, por la
proposicion existiria un campo diferenciable N : M — R3 de vectores normales unitarios.
Desplazando estos vectores a lo largo de la circunferencia 22 + y? = a? vemos que, después de una
vuelta completa, el vector N vuelve al punto de partida como —N (ver ﬁgura, lo cual es una

contradiccién. Ahora estudiaremos de forma analitica lo que hemos mencionado.

Por simplicidad, podemos suponer que el vector normal se encuentra en la circunferencia central
de la banda de Mdbius, es decir, que v = 0. Por tanto, a partir de (3.1]), se tiene

f(u,0) = (acosu,asinu,0),

fu(u,0) = (—asinu, acosu,0),

folu,v) = <b cos (g) cosu, bcos (g) sinu, bsin (%)) = fu(u,0).
Y asi,
(fu %X fv)(u,0) = (abcosusm (§> , absin usin <§> , —ab cos <§>> :
Este vector (fy X fy)(u,0) representa la direcciéon normal a M en f(u,0), es decir, en los puntos
de la circunferencia central de la banda de Mobius. Notemos que para nuestro razonamiento, el

denominador del vector N no va a intervenir, ya que || f, X fy|| es siempre positivo, luego no afecta
al sentido del vector que estamos considerando.

Ahora, calculando la direccién al llegar por v = 0 (calculamos el limite lateral cuando u — 01)
se tiene
lim (f, % fy)(u,0) = (0,0, —ab),
u—0F
mientras que al llegar por u = 27 (calculamos el limite lateral cuando u — 277) resulta

lim (fy % fu)(u,0) = (0,0,abd).

u—2m—
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Y aqui tenemos la contradiccién, ya que de existir un campo diferenciable N:M— R3de
vectores normales unitarios, se tendria el mismo limite lateral en los dos casos.

Esto es la traduccién analitica del hecho de que al seguir continuamente una determinacién del
vector normal y darle una vuelta a la banda de Mobius, llegamos al valor opuesto del que comen-
zamos teniendo.

Ahora vamos a ver que las superficies paralelas a la banda de Mobius, que es no orientable, son
orientables. Para estudiar sus superficies paralelas a distancia d € R, vamos a calcular

Fld)(u,v) = f(u,v) +dN (u,v).

Para ello utilizaremos Matlab, ya que los calculos son muy tediosos. Ahora, fijando d y tomando
u =0, v =0 se tiene

f[d](oa 0) = (av 0, —d),

mientras que si tomamos u = 27, v = 0 resulta
fld](2m,0) = (a,0,d),

es decir, estos dos puntos se encuentran en la misma recta normal y a la misma distancia de la
banda, pero en sentidos opuestos, como se puede ver en la figura [3.7] .

0.5

-0.5

Figura 3.7: Banda de Mobius (con cuadricula) con su superficie paralela a distancia 0.5, y en color
rojo los puntos f[d](0,0) (inferior) y f[d](2m,0) (superior).

Como podemos ver en la figura [3.7] si recorremos la superficie paralela de 0 a 27, nos queda
una superficie ya orientable, a diferencia de la superficie inicial (la banda de Mobius).

Para llegar a tener la superficie paralela a toda la banda de Mdbius, que es una superficie de una
sola componente y orientable, tenemos dos opciones: o bien fijar d € R y tomar la parametrizacién
de 0 a 4m, recorriendo de esta forma toda la banda de Md&bius para que asi su paralela vuelva al
punto de partida; o bien fijar d y tomar la unién de las superficies paralelas a distancia d y —d. En
ambos casos se obtiene el mismo resultado, que es el que aparece en la figura (3.8

Aunque graficamente se puede ver que la superficie paralela a la banda de Mobius es orientable,
vamos a probarlo analiticamente. Todos los célculos se realizaran con Matlab y no se incluirdn
explicitamente debido a la dimensién de los vectores.

Dada la parametrizacién de la superficie paralela a la banda de Mébius, f[d](u,v), calculamos,
por un lado, f[d](u,0) y derivamos respecto de u, obteniendo asi f[d],(u,0). Y por otro lado,
calculamos f[d],(u,v) para conseguir f[d],(u,0).
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Figura 3.8: Banda de Mé&bius (con cuadricula) con su superficie paralela a distancia 0.5 ampliada
hasta w = 4w, y en color rojo los puntos f[d](0,0) (inferior) y f[d](27,0) (superior).

De esta forma, ya podemos calcular el producto (f[d]., x f[d],)(u,0), que representa la direccién
normal a M(d) en f[d](u,0). Al igual que como razonamos antes, el denominador del vector N/[d]
no va a intervenir, ya que al ser ||f[d], x f[d],|| siempre positivo, no va a afectar al sentido del
vector que estamos considerando.

Ahora, calculando la direccién al llegar por v = 0 (calculamos el limite lateral cuando u — 0T)
se tiene

tim (Fdlu % f1d)(0) = (~a%d, "0 0

2
—a
u—0t 2 )7

mientras que al llegar por u = 27 (calculamos el limite lateral cuando u — 277) resulta

i (fldl % fldly)(w.0) = (—a?bd, 0T

2
u—2m— 2 4 )

Es decir, se obtiene el mismo limite lateral en los dos casos. Por tanto, la superficie paralela
M(d) a la banda de Mobius M si es orientable.

Es importante senialar que aqui no hay superficie paralela exterior (d > 0) y superficie paralela
interior (d < 0). Fijado un d, la unién de las superficies paralelas a distancia d y —d forman una
sola componente.

A modo de conclusién de esta seccién, lo més llamativo que hemos visto es que las superficies
paralelas a las cuddricas naturales, es decir, la esfera, el cono circular y el cilindro circular, son
también cuadricas naturales. Son las Unicas cuddricas en las que ocurre esto. Para el resto, la
superficie paralela a una dada no es del mismo tipo que la superficie inicial.

Ademsds, con el caso de la banda de Mobius, hemos estudiado un ejemplo de superficie no
orientable cuyas superficies paralelas si que son orientables; es decir, que la orientabilidad de una
superficie paralela no depende de la orientabilidad de su superficie inicial.
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Capitulo 4

Singularidades de superficies paralelas

En este capitulo se van a presentar las principales singularidades de las superficies paralelas. En
la seccién [4.1] veremos los tipos de singularidades que pueden darse a la hora de construir la superficie
paralela a una superficie dada. FEn las secciones y estudiaremos las autointersecciones en las
superficies paralelas a las cuadricas en forma implicita y en forma paramétrica, respectivamente.

La referencia basica para singularidades que se va a seguir es el libro de N. M. Patrikalakis y
T. Maekawa [11].

4.1. Puntos singulares en las superficies paralelas

Hay dos tipos de singularidades en las superficies paralelas: los puntos singulares y las autoin-
tersecciones. En primer lugar, sea

Fld](u,v) = f(u,v) + dN(u,v)

la parametrizacién de la superficie paralela M(d) de M a distancia d € R, N la normal unitaria
de My f(u,v) una parametrizacién de la superficie M.

Entonces, los puntos singulares de la parametrizacién f[d] se corresponden con los puntos de
M en los que 1/d es una curvatura principal, es decir, en los puntos que satisfacen

1 1
ki(u,v) = 7 © ka(u,v) = 7

Para verlo, consideramos las curvas coordenadas que pasan por el punto f(ug,vg): con v = cte,
o(u) = f(u,vg), y con u = cte, ¥(v) = f(ug,v) que son, cerca del punto en cuestion, lineas de
curvatura con curvaturas k; y ke, respectivamente.

Entonces tenemos

f[d]v = fv + d]\_f = fv +d(_k2fv)'

Por tanto, vemos que si d = 1/k; para ¢ = 1 o i = 2, una de las derivadas parciales de f[d] se
anula y entonces la parametrizaciéon no es regular en tal punto.

Cuando la superficie es parte de una esfera de radio r, se tiene que k1 = ko = —%
puntos. Por tanto, si la superficie paralela esta a distancia d = —r, entonces esta se degenera a
un punto el cual se corresponde con el centro de la esfera. Esto es lo que vimos que ocurria en el
ejemplo [2.2.7 al tomar d = —1.

en todos los

Por otro lado, las autointersecciones de una superficie paralela se definen encontrando pares de
distintos valores paramétricos (s,t) # (u,v) tales que

f(s,t) + dN(s,t) = f(u,v) + dN(u,v).
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4.2. Autointersecciones de las superficies paralelas de cuadricas
en forma implicita

Las superficies algebraicas de segundo orden, comtinmente conocidas como cuadricas, son muy
utilizadas en el disefio mecanico. En concreto, las cuddricas naturales, es decir, la esfera, el cono
circular y el cilindro circular, son el resultado de operaciones de mecanizado como laminacién (ro-
lling), torneado (turning), fileteado (filleting), taladrado (drilling) y fresado (milling). Como vimos
en el capitulo (3| las superficies paralelas a las cuddricas naturales son también cuddricas naturales.
Maekawa [8] demostré que las curvas de autointerseccién de las superficies paralelas de todas las
cuadricas en forma implicita son conicas planas en forma implicita, y su curva correspondiente
en la superficie inicial se puede expresar como la curva de interseccién entre un elipsoide, cuyos
semiejes son proporcionales a la distancia offset d, y la propia superficie cuadrica en forma implicita.

Las ecuaciones de las cuadricas en forma implicita, incluyendo elipsoides, hiperboloides de una
y dos hojas, conos elipticos, cilindros elipticos y cilindros hiperbdlicos, se pueden expresar en la

siguiente forma estandar:
2 2 2

x z
Fla,y.2) = (o + 125 +£5 =6 =0, (4.1)
donde (,n y & toman los valores —1,0 o 1 y 4 los valores 0 o 1, dependiendo de la clasificacién
de las cuddricas (ver tabla. En lo que sigue, supondremos, sin pérdida de generalidad, a < b < c.

Cuédricas en forma implicita ¢ n & §
Elipsoide 11 1 1
Hiperboloide de una hoja 1 1 -1 1
1 -1 1 1

11 1 1

Hiperboloide de dos hojas 1 -1 -1 1
-1 -1 1

-1-1 1 1

Cono eliptico 1 1 -1 0

1 -1 1 0

-1 1 1 0

Cilindro eliptico 1 1 0 1

1 0 1 1

1 1 1

Cilindro hiperbdlico 1 -1 0 1
-11 0 1

10 -1 1

-1 0 1 1

0 1 -1 1

0 -1 1 1

Tabla 4.1: Clasificaciéon de cuadricas en forma implicita.

Las componentes z[d], y[d], z[d] del vector de posicién f[d] de la superficie paralela a la superficie
implicita F'(x,y, z) = 0 se pueden expresar como

Fy(z,y, 2)

z[d](x,y, 2) :x—l—dm, (4.2)
_ Fy(m,y,z)

yld](z,y, 2) —y+d—HVF($7y7 I (4.3)
. F.(2,y,2)

z[d|(x,y,2) = z+d N E@.y )l (4.4)
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donde (z,y, z) satisface F'(z,y,2) = 0y Fy, F,, F, son las componentes de VF(x,y, z). Notemos
que ||V F(x,y, z)|| es cero en el vértice de un cono y, en este caso, el vector normal no estd definido.

Sustituyendo (4.1]) en (4.2), (4.3)), (4.4) resulta que

zld)(x,y,2) =z + Gad - : (4.5)
aQ\/CQ%—i-anT—i-ﬁzi—z

yld)(2,y,2) =y + Ty (4.6)
b2/ 2t 4 22

)y, 2) = = + sd (4.7)

= )
02\/ng +772%4 +€2%j

Es claro a partir de (4.5)) - (4.7) que las superficies paralelas a una cuddrica en forma implicita
estandar son simétricas respecto de los planos zy, xz y yz.

Las autointersecciones de las paralelas de superficies en forma implicita se pueden formular
buscando pares de puntos distintos en la superficie inicial, es decir, (z1,y1, 21) # (22, Y2, 22), tales
que

xld](z1,y1, 21) = z[d] (22, y2, 22), (4.8)
yld](z1, y1, 21) = yld] (2, y2, 22), (4.9)
z[d)(z1, 1, 21) = z[d](z2, y2, 22). (4.10)
Por lo tanto, usando (4.5) - (4.7), las ecuaciones para las autointersecciones (4.8]) - (4.10]) se
reducen a d d
T+ - G = = = Iy + - Ce2 = =5 (4.11)
x z x Z.
012\/42?11_|_7’231’)’71l _{_526711 a2\/<2a%_|_772%21+§20%
ny1d _ ny2d (4.12)
62\/C2m1 21/1 _’_52711 b2\/<21’2 23/2 5222
d d
2+ . $a1 S—— y S22 — (4.13)
Cz\/gz%Jrnz% + e Cz\/gz%Jrnz%Jrgz%

La curva de autointerseccién de una superficie paralela se puede considerar como el lugar
geométrico del centro de una esfera, cuyo radio es la distancia offset, que se desliza sobre la super-
ficie inicial con dos puntos de contacto. Por la simetria de las superficies paralelas a las cuadricas
en forma implicita, el centro de dicha esfera se debe mover solo en los planos de simetria y, por
tanto, las curvas de autointerseccion estan en los planos de simetria. En otras palabras, un par de
puntos (z1,y1,21) ¥ (22,92, 22) en la superficie inicial estdn situados simétricamente respecto del
plano yz, £z o xy y sus paralelas se autointersecan en el plano yz, xz o xy.

Cuando la curva de autointerseccién de la superficie paralela se encuentra en el plano yz,
podemos establecer © = 21 = —29, y = y1 = ¥y2, 2 = 21 = 22 y ( # 0, luego ¢2 = 1 y, por tanto,

(4.11) se reduce a

\/ +m2 e + 52 = —(d, (4.14)
mientras que (4.12)) y (4.13) se reducen a una identidad. De forma andloga, obtenemos
22 2 52
bQ\/C2a4 + b74 + 52674 = —nd, (415)



22

2 2 y?
c\/c TP+ o = —d (4.16)

para los planos xz y zy, respectivamente. Como el lado izquierdo de las igualdades es positivo, el
lado derecho de ellas, —(d, —nd y —&d, respectivamente, debe ser también positivo. Mirando la
tabla podemos deducir en cudl de las dos superficies paralelas con pie en (z,y, z), dependiendo
del signo de d, se produce la autointerseccion. Elevando al cuadrado ambos lados de - ,
y resumiendo lo que hemos visto, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.2.1. La superficie paralela a una cuddrica en forma implicita se autointerseca en el
plano yz si la superficie inicial interseca con el siguiente elipsoide, siempre que la distancia offset
se tome tal que —(d sea positivo,

2 2 52

Yy 2
EP, =1. 4.17
d2 +77 (3)4d2 +€ (5)4d2 ( )

Andlogamente, las autointersecciones en los planos xz y xy ocurren si la superficie inicial in-
terseca con los siquientes elipsoides

o ° Y’ ) 2
EP, =1 4.18
C (%)4d2 + d2 +§ (%)4d2 ’ ( )
2 2 2
.2 y Z

stempre que —nd y —&d sean positivos, respectivamente. Las curvas de interseccion entre la super-
ficie inicial y cada elipsoide son las curvas en la superficie inicial formadas por los pies del vector
perpendicular dN de los puntos de autointerseccion de la superficie paralela. Nos referiremos a
estas curvas como curvas base.

Nota 4.2.2. Cuando uno de los coeficientes (, 7, & es cero, la superficie inicial se reduce bien a un
cilindro eh’ptico o bien a un cilindro hiperbdlico (ver tabla [4.1)). Ademds, los tres elipsoides (4.17]),

- ) v se reducen a dos cilindros elipticos.

El teorema proporciona un método generalizado para obtener las curvas de autointersec-
cion de las superficies paralelas y las correspondientes curvas base en la superficie cuddrica inicial.
El teorema es 1til para la generacion de trayectorias de herramientas en el control numérico meca-
nizado y otras aplicaciones de ingenieria.

Usando (4.1)), (4.5) - (4.7) y (4.14) - (4.16)), se puede comprobar que las curvas de autointersec-

cién son cénicas en forma implicita en los planos yz, xz y xy dadas por

77b2 - CU2@2 2 502 - 45232 2 _ da* — Cd2

=2 T E e T @ (4.20)
¢a® —n®® , & —ng?? ,  ob? —nd’
I e e L R @)
(a2~ 622 5 PGP, 0~ £
(€@ —¢@" @@t T (4.22)

Ejemplo 4.2.3. Las superficies cilindricas incluyen los cilindros elipticos y los cilindros hiperbdli-

cos, entre otros. Vamos a examinar el caso del cilindro hiperbdlicocon ( =d =1, n= -1y £ =0,
es decir,
2 2
CH:F(w,y,z):ﬁ—bﬁ—l—O (4.23)
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Figura 4.1: Cilindro hiperbdlico de pardmetros ( =d=1,n=—-1y€=0cona=08y b=1.

El resto de casos de superficies cilindricas (ver tabla [4.1)) se pueden deducir de forma similar.
Las curvaturas del cilindro hiperbdlico (4.23)) estan dadas por

_p2g2 2,2
K =0, H= vy
20021 + ¥1)2

—b222 + a?y?
k _—2y§5 ko =0,

L=
a4b4(z—z +41)2

donde (z,y,2) € CH.

Los tres elipsoides (4.17)), (4.18)) y (4.19) se reducen a los siguientes dos cilindros elipticos

22 Y2

-t 7 =1 4.24

2 T (3)4d2 ’ ( )
22 Y2

(%)—4d2 + ﬁ - 1 (425)

Como —(d tiene que ser positivo para que la superficie paralela tenga autointersecciones en el
plano yz, y sabemos que ( = 1, entonces d debera ser negativo. En cambio, d tendra que ser posi-
tivo para tener autointerseccién en el plano zz, y asi satisfacer que —nd sea positivo, ya que n = —1.

Consideramos ahora la autointerseccién en el plano yz, la cudl estd ilustrada en la figura[4.2] De
acuerdo con el teorema el cilindro hiperbdlico (4.23|) debe intersecar con el cilindro eliptico
(4.24) para que haya autointersecciones de la superficie paralela en el plano yz.

La figura [£.2] muestra la seccién transversal de las autointersecciones de las superficies paralelas
de un cilindro hiperbdlico (con a = 0,8, b = 1) en el plano yz con d = —3 (a), y en el plano xz
con d = 3 (b). Las lineas continuas gruesa y fina representan el cilindro hiperbélico y su paralela,
respectivamente. Las lineas gruesas de puntos y rayas representan los cilindros elipticos (4.24) y
. Cuatro lineas finas de rayas originandose en los puntos de interseccion e intersecando con
los puntos de autointerseccién de las paralelas son el vector dN.

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (4.23)) y (4.24)), obtenemos los cuatro puntos
de interseccién entre el cilindro hiperbdlico (4.23) y el cilindro eliptico (4.24) que aparecen en la
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figura (a)
n b2d2+a4, ig d? — a? '
a? + b? aV a®+b?
Andlogamente, los cuatro puntos de interseccién entre el cilindro hiperbdlico (4.23) y el cilindro
eliptico (4.25)) en la figura (b) estdn dados por

2 2 2 292 _ 14
ia\/b +d 7 i\/ad b '
b VaZ+5b a? + b2

Figura 4.2: Secciones transversales de las autointersecciones de las superficies paralelas a un cilindro
hiperbdlico de pardmetros a = 0,8, b = 1: (a) d = —3, (b) d = 3 (pagina 324 de [11]).

4.3. Autointersecciones de las superficies paralelas de cuadricas
en forma paramétrica

Esta seccion se apoyard, ademas de en el libro mencionado en la introduccién del capitulo, en
las notas de N. M. Patrikalakis [12].

Como hemos visto, las autointersecciones de una superficie paralela se definen encontrando
pares de distintos valores paramétricos (s, t) # (u,v) tales que

f(s,t) +dN(s,t) = f(u,v) +dN(u,v).
Para superficies paramétricas
f(u,v) = (z(u,v),y(u, v), 2(u,v)),

la normal unitaria de una superficie regular

]\7 — fu X fv
[ fu x foll
en términos de las componentes de los vectores f, y f, estd dada por
N(u ’U) o (yuzv — YvRuy Tv2y — Tulv, TulYv — wvyu)
V) =

\/(yuzv - yvzu)2 + (Ty2u — xuzv)2 + (Tuyy — ZEvyu)z

_ <Nx(U,U) Ny(U,’L)) Nz(u"[})>
S(u,v) ’ S(u,v)’ S(u,v) )’

donde N;, Ny y N, denotan las componentes z, y y z del vector f, X fu, vy S(u,v) = ||fu X foll.
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Las autointersecciones de las superficies paralelas a una superficie en forma paramétrica se
pueden formular buscando pares de puntos distintos en la superficie inicial, es decir, (s,t) # (u,v),

tales que
2[d)(s. t) = zld)(u, v),
yld](s,t) = yld](u,v),
z[d](s,t) = z[d](u,v)
Esto es, . -
N:(s,t Ny (u,v
gy T ey
y(s, t) + d ]gy(is”;;) = y(”? U) + d]m7
Nz(S,t) _ Nz(uﬂ})
s t) ¥ d gy = Hm) g oy

que es un sistema de tres ecuaciones con cuatro variables s, ¢, u, v.

(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Como podemos fijar una de las cuatro variables (s,t,u,v), el sistema de ecuaciones (4.29) -

(4.31) se reduce a tres ecuaciones con tres variables.

Podemos reemplazar S(s,t) y S(u,v) por variables auxiliares o y w tales que 0% = S%(s,t) y

w? = 5%(u,v).

Como consecuencia, el sistema que involucraba polinomios y raices cuadradas de polinomios se
ha reducido a un sistema polinomial no lineal que consta de cinco ecuaciones con cinco variables:

owlz(s,t) — x(u,v)] + d[wNz(s,t) — o Ny(u,v)] =0,

Jw[y(s,t) - y(“?’u)}
1) —

+ d[wNy(s,t) — o Ny(u,v)] =0,
owlz(s,t) +d| 0

(
z(u,v)] wN,(s,t) — o N, (u,v)]
o2 — N2(s,t) — N;(s,t) — Nf(s,t) =0,

x

)

w? — N2(u,v) — N;(u, v) — N2(u,v) = 0.

Como s = u y t = v son soluciones triviales, tenemos que excluirlas del sistema. Para excluir las
soluciones triviales se requieren métodos que se salen del contenido de este trabajo. Por ejemplo,

se puede ver [9] para més detalles.
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Capitulo 5

Superficies NP

En este udltimo capitulo se van a estudiar las superficies racionales que admiten superficies
paralelas racionales, conocidas como superficies con normal pitagérica o superficies NP. En la
seccién veremos una condicién necesaria y suficiente para que las superficies paralelas a una
superficie racional sean racionales, la cual sera la base para probar que la mayoria de cuddricas
admiten superficies paralelas racionales.

La referencia basica para superficies racionales que se va a seguir son los articulos de W. Lii [6]
y [T, y las notas de R. Krasauskas y M. Peternell [5].

5.1. Introduccion

En esta seccion se presentan las superficies racionales con superficies paralelas racionales. Estas
superficies se caracterizan por tener un campo de vectores normal unitario racional, y se denominan
superficies con normal pitagérica. El procedimiento de construir superficies paralelas esta presente
en la mayoria de herramientas modernas de modelado 3D. Dado que las superficies polinémicas y
racionales a trozos son la representacion estandar de las superficies parametrizadas en los sistemas
CAD (diseno asistido por ordenador, del inglés Computer Aided Design), la racionalidad de las
superficies paralelas juega un papel importante en el modelado geométrico.

Como ya hemos visto en capitulos anteriores, dada una superficie parametrizada racional f(u,v)
con un campo de vectores normal unitario racional N (u,v), la superficie paralela a distancia d se
representa paramétricamente por

Fld)(u,v) = f(u,v) +dN (u,v). (5.1)

Debido a la normalizacién del vector normal N , las superficies paralelas a superficies racionales
f(u,v) son, en general, no racionales. Pero incluso si la superficie racional f(u,v) posee superficies
paralelas racionales, la representacion suele ser no racional.

Definamos las superficies racionales con superficies paralelas racionales.

Definicién 5.1.1. Una superficie S C R? se dice que es una superficie con normal pitagérica
o superficie NP si posee una parametrizaciéon racional f(u,v) y un campo de vectores normal
unitario racional N (u,v) correspondiente a f(u,v). En ese caso, la superficie paralela S(d) de S a
distancia d € R admite una parametrizacién racional f[d](u,v) = f(u,v) + dN(u,v).

La racionalidad de una superficie no depende de la parametrizacién escogida. Sabemos que el
vector N (u,v) se calcula normalizando el producto vectorial f,, x f,, es decir,
N Jux f
u v
N(u,v) = ————.
[ fu X foll
Asi, si la norma ||f, X fy|| es una funcién racional, la parametrizacién (5.1) es una represen-
tacién racional de las superficies paralelas S(d) de S, y se denomina parametrizacién NP. Pero
normalmente esta norma involucra raices cuadradas, incluso para superficies paralelas racionales,
por lo que se tienen que llevar a cabo reparametrizaciones adecuadas.
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5.2. Racionalidad de las cuadricas y de sus superficies paralelas

Empezamos viendo una condicién necesaria y suficiente para que las superficies paralelas a una
superficie racional sean racionales.

Teorema 5.2.1. Supongamos que F(x,y,z) = 0 es una superficie algebraica racional irreducible.
Entonces una condicion necesaria y suficiente para que sus superficies paralelas sean racionales es
que la siguiente superficie en el espacio (x,y, z,r)

F(‘/B7yﬂz) - 0’
(5.2)
F§($,y72) +F5($,y,z) +F3(I,y,z) — T2 = 0’

admita una parametrizacion racional.

Las curvas paralelas a las parabolas son curvas racionales de grado 6. Por desgracia, la parabola
es la tnica cénica con curvas paralelas racionales. Las elipses y las hipérbolas, a excepcién de las
circunferencias, no admiten curvas paralelas racionales (ver seccién 3.1 de [0]).

A partir de estos dos resultados, se puede deducir que las superficies paralelas a los paraboloides
se pueden expresar como superficies racionales en forma paramétrica de grado a lo sumo 6, y que
las superficies paralelas a los conos circulares y a las superficies cilindricas cuyas directrices son
parabolas o circunferencias, son racionales.

A diferencia de las cénicas, el conjunto de cuddricas cuyas superficies paralelas admiten repre-
sentaciones racionales no se limita solo a paraboloides y esferas. De hecho, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 5.2.2. Las superficies paralelas a paraboloides, esferas, elipsoides e hiperboloides son
todas superficies racionales.

Demostracion. Probaremos el resultado para el caso del hiperboloide de una hoja. En el resto de
casos se procede de forma andloga. Como vimos en la tabla los hiperboloides de una hoja se
pueden escribir en la siguiente forma estandar:

2?2 +ay’ +b22=1 con ab<0. (5.3)

Por el teoremam para ver si las superficies paralelas a ([5.3)) son racionales, tenemos que analizar

si la superficie
22 +ay® + b2 —1 =0,

22+ a2y? + b22? — (%)2 =0, (5.4)
se puede parametrizar de forma racional.
Sustituyendo la transformacién cuddrica
r=0+1,
- zg (5.5)
r=2wd+1),
en tenemos que
—2 _ ~2(1 —w) 5.6)

T 1t al+002 1+ a2ul+ 0202 —w?

Por tanto, sustituyendo el segundo miembro de (5.6)) en (5.5)), y esto a su vez en la segunda ecuacién
de ([5.4)), se tiene que la racionalidad de (5.4]) depende solo de la racionalidad de la siguiente superficie
algebraica cubica en el espacio (u, v, w)

S": f(u,v,w) = ala+w — 1)u® + b(b+w — 1)v? + w(l —w) = 0. (5.7)
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Veamos cémo parametrizar (5.7)). Primero, notemos que para cada valor fijado w’, la interseccién
de S’ con el plano w = w’ es una cénica. Sin embargo, como a y b tienen signos opuestos, podemos
elegir dos numeros distintos w = w; (i = 1,2) entre los cuatro planos w =0, w =1, w=1—ay
w = 1 — b tales que cada curva de interseccién de con el plano w = w; contiene una recta en
el espacio real

Li . { f(uvvawi) = 07

w = ws,

con ¢ = 1,2, y las dos lineas de interseccion seleccionadas son no coplanares.

Sean las lineas de interseccién L1 y Lo escritas en las formas paramétricas

ui(s) = a1 + ¢, ug(t) = ag + cot,
Lq ’1)1(8) = by + dis, Loy : Ug(t) = by + dst,
wi(s) = wy, wa(t) = we.

A continuacién, definimos una familia biparamétrica de rectas, variando s y ¢, por

u=(1=Fkui(s) + kua(t),
—( k)oi(s) + kva(t), (5.8)
= (1 = k)wi(s) + kwa(t).

Sustituyendo ([5.8]) en la ecuacién (5.7)) de la superficie S’ resulta una ecuacién cibica en k cuyos
coeficientes son polinomios racionales en s y t. Es claro que £ = 0 y k = 1 satisfacen esta ecuacion,
y por tanto la tercera raiz k = k(s,t) debe ser una funcién racional en s y t.

Con esto y junto con las ecuaciones (5.5)), (5.6 y (5.8) tenemos una parametrizacién racional en s

y t de la superficie ((5.4)). O

Ejemplo 5.2.3. En este ejemplo vamos a ver en detalle cémo hallar la parametrizacion racional
de la superficie paralela a una cuddrica. Consideramos el hiperboloide de una hoja de pardmetros
a=4yb=—

S:a? 4 4y? - 22 =1. (5.9)

Tenemos que ver si la superficie

2?44y 222 -1=0,

2 (5.10)
22 + 16y% + 422 — (%) =0,
admite una parametrizacién racional.
Usando la transformacién cuadrica (5.5) obtenemos
-2 —2(1 —w)
6= = ) 5.11
14+4u? — 202 1+ 16u? + 402 — w? (5.11)
Asi que basta parametrizar de forma racional la superficie
S’ flu,v,w) = 4(3 +w)u? +2(3 — w)v? +w(l —w) = 0. (5.12)
Tomamos
wi=1—-a=1—4=-3 y wy=1—-b=14+2=23.
Luego,
flu,v,-3)=120> =12 =0 <= 1> =1 <= v = +1
y

1 1
f(u,v,B):24u2—6:0<:>u2:1<:>u:j:§.
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Notemos que las dos rectas no coplanares

u=Ss, u:%,
Li:< v=1, Ly: < v=t,
w = —3, w =3,

estan en S’. Por tanto, intersecando S’ con la recta

u=s(l—k)+ 3k,
v=(1-k)+tk, (5.13)
w=—3(1—k)+ 3k,
resulta la raiz no constante
4s? + 4t +1
452 — 22 —4s+ 4t —1°
Con ello, sustituyendo (5.14)) en ([5.13)), obtenemos la parametrizacién racional de S” que buscéba-

1mos

k(s,t) =

(5.14)

(

—252 — 25t — 25 + 2t + 1

t) =
W) = T s a1
4%t + 2t —4s+t—2
t) = .
V) = o gy a1 (5.15)
1252 + 6t2 + 125 + 12t + 9
w(s,t) = :
452 — 22 —4s + 4t — 1
Ademas, sustituyendo (5.15)) en (5.11)), resulta
—45% 4+ 2t2 4 4s — 4t + 1
5(s,1) = Gl s e i e (5.16)

—452t2 + 452 + 12 +4s+ 8t +8st + 3’

Por tanto, sustituyendo (5.15)) y (5.16)) en (5.5 tenemos una parametrizacion racional para (5.10)):

—4s? 4+ 22 +4s — 4t + 1
—45242 4 452 4 t2 + 45 + 8t + 8st + 3’
4s% + 4st? +4s — 4t — 1
—852¢2 4 852 + 212 + 85 + 16t + 165t + 6’

z(s,t) =1+

y(S,t) =

(5.) 4%t + 212 —4s+t — 2 (5.17)
Z(S =
’ 45212 — 452 —t2 — 4s — 8t — 8st — 3’
2(45%t2 + 85 + 5t% + 8s + 4t — 8st + 6)
r(s,t) =

452t2 — 452 —t2 —4s — 8t — 8st — 3

Esta parametrizacién es impropia, es decir, a cada punto de la superficie le corresponde mas de un
par de valores paramétricos distintos. Ahora, sea

F(z,y,2) =2 +4y?> — 222 -1 =0,
nuestro hiperboloide de una hoja . Entonces,
VF(z,y,2) = (Fy, Fy, F,) = (22, 8y, —42).
Ademss, de la segunda ecuacion de tenemos que
r’=F2+ F) + FZ,

es decir, que r = ||V F]|.
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Como ya vimos, las componentes x[d], y[d], z[d] del vector de posicién f[d] de la superficie paralela
a la superficie implicita F'(z,y, z) = 0 se pueden expresar como

F
zld =z +di=mms
[V F||
F,
yld] =y + d =,
[[VF|
F
2ld) = 2z +d—==
[[VF]|

Luego, en este caso, tenemos

y andlogamente para y[d] y z[d].

Por tanto, con esto, utilizando ([5.17)) y simplificando, obtenemos una parametrizacién racional de
la superficie paralela S(d) a distancia d del hiperboloide de una hoja ([5.9):

x[d](st):<1+ —48% + 212 +4s — 4t + 1 )( d(4s2t2—4s2—t2—4s—8t—83t—3))
’ —4522 4 452 +t2 4 45 + 8t + 8st + 3 45212 + 852 + 512 + 85+ 4t —8st +6 )’
Jld(s t):< 452 4+ 4st? + 45 — 4t — 1 ><1 4d(432t2452t2458t85t3)>
’ —852¢2 4 852 4 2t2 + 8s + 16t + 165t + 6 45242 + 852 4 5t2 +8s+ 4t —8st+6 /)’
(s t):< 4% +2t2 —4s+t — 2 >< _2d(4s2t2—432—t2—4s—8t—8st—3)>‘
’ 452t2 — 452 —t2 — 45 — 8 — 8st — 3 45212 + 852 + 5t2 + 8s + 4t — 8st + 6

Nota 5.2.4. Las cuddricas que faltan por mencionar son los cilindros y los conos. Sabiendo que
las elipses y las hipérbolas, a excepcion de los circulos, no admiten superficies paralelas racionales
(ver Corolario 1 de [6]), se puede probar que los cilindros y los conos, a excepcién de los cilindros
parabdlicos, los cilindros circulares y los conos circulares, no poseen superficies paralelas racionales.
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Apéndice A
Anexo

Aqui se pretende explicar brevemente los archivos que se adjuntan en el zip.

= esfera_paralela.m: representacién de la esfera con dos de sus superficies paralelas. Figura [2.3]

= elipsoide_paralela.m: representacion del elipsoide con una de sus superficies paralelas exterio-
res. Figura [3.1]

= elipsoide_paralela.ggh: representacién del elipsoide con seis de sus superficies paralelas inte-
riores. Figura [3.2]

= toro_paralela.ggh: representacién del toro eliptico con tres de sus superficies paralelas interio-
res y una de sus exteriores. Figura [3.3]

= cono_paralela.ggh: representacion del cono circular con dos de sus superficies paralelas, una
interior y otra exterior. Figura [3.4

= mobius_paralela_cuentas.m: cuentas para calcular la superficie paralela a la banda de M&bius:
fld](u,v) = f(u,v) + dN(u,v).

» mobius_paralela_puntos.m: cuentas para calcular los puntos f[d](0,0) y f[d](2m,0) de la su-
perficie paralela a la banda de Md&bius.

= mobius_paralela_figura.m: representacién grafica de la banda de Mdobius y de su superficie

paralela. Figuras [3.7 y

= cuentas_orientabilidad.m: cuentas de la superficie paralela a la banda de Mobius que se utilizan
en el archivo orientabilidad_mobius_paralela.m.

= orientabilidad_mobius_paralela.m: cuentas para probar que la superficie paralela a la banda
de Mobius es orientable.

= cuentas_tmab22_ec56.m: cuentas para obtener la ecuacién ([5.6)) de la demostracion del teorema

0.2.2)

= cuentas_tmab22_ec57.m: cuentas para obtener la ecuacién ([5.7)) de la demostracién del teorema
0.2.2)

» cuentas_ejb23_ec514.m: cuentas para obtener la ecuacién ((5.14) del ejemplo

= cuentas_ejb23_ec515_ec516_ec517.m: cuentas para obtener las ecuaciones (5.15)), (5.16) y (5.17))
del ejemplo [5.2.3

49



	Introducción
	Algunos conceptos básicos sobre superficies en el espacio euclídeo
	Superficies en Rn
	El operador forma
	Curvatura de Gauss y curvatura media

	Superficies paralelas
	Definiciones
	El operador forma de una superficie paralela

	Ejemplos
	Superficies de revolución
	Superficies regladas

	Singularidades de superficies paralelas
	Puntos singulares en las superficies paralelas
	Autointersecciones de las superficies paralelas de cuádricas en forma implícita
	Autointersecciones de las superficies paralelas de cuádricas en forma paramétrica

	Superficies NP
	Introducción
	Racionalidad de las cuádricas y de sus superficies paralelas

	Bibliografía
	Anexo

