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ABSTRACT. This manuscript is devoted to present a detailed, self-contained proof of both:
one of J.P. Serre’s conjectures (1955) about regular local rings and the subsequent answer to
E. Artin’s question about factoriality in said rings, given by M. Auslander and D.A. Buchs-
baum in 1959. The first result states that being a regular local ring is a local property,
while the second one claims that every regular local ring is a unique factorization domain.
Prior to showing the proof of these statements, we analyze the different notions of dimension
in Ring Theory and a particular case in which they all coincide, the so-called Dimension
Theorem. Then, we introduce the concept of regular local ring, as well as the necessary tools
to tackle the problem; that is, bi-functors Tor and Ext, whose properties will play a crucial
role in providing a homological characterization of regular local rings in terms of their global
dimension. This result constitutes the fundamental pillar of the manuscript and will be key
in proving Serre’s and Auslander-Buchsbaum’s Theorems. By drawing on projective resolu-
tions of R-modules and derived functors, this text aims to highlight the relevance and power
of homological methods when solving problems that arise in other branches of Mathematics
such as Commutative Algebra.

Key Words: Serre’s conjecture, regular local ring, projective resolutions, derived functors,
homological methods.

RESUMEN. Este manuscrito se dedica a presentar una prueba detallada y autocontenida de
una de las conjeturas de J.P. Serre (1955) sobre anillos locales regulares y de la respuesta a
la pregunta de E. Artin sobre la factorialidad en dichos anillos, por parte de M. Auslander
y D.A. Buchsbaum en 1959. EIl primero de los resultados dice que ser un anillo local regu-
lar es una propiedad local, mientras que el segundo afirma que todo anillo local regular es
dominio de factorizacién tinica. Antes de mostrar la prueba de estas afirmaciones, se ana-
lizan las distintas nociones de dimensién de la Teoria de Anillos y un caso particular en el
que todas ellas coinciden, el conocido como Teorema de la Dimensién Local. Seguidamente,
se introduce el concepto de anillo local regular, asi como las herramientas necesarias para
abordar el problema; esto es, los bi-functores Tor y Ext, cuyas propiedades jugaran un papel
crucial proporcionando una caracterizacién de los anillos locales regulares en términos de su
dimensién global. Este resultado constituye el pilar fundamental de este manuscrito y serd
clave en la prueba del los Teoremas de Serre y Auslander-Buchsbaum. A través del uso de
resoluciones proyectivas de R-mdédulos y functores derivados, este texto pretende recalcar la
relevancia y el poder de los métodos del Algebra Homoldgica a la hora de resolver problemas
que surgen en otras dreas de las Matematicas como el Algebra Conmutativa.

Palabras Clave: conjetura de Serre, anillo local regular, resoluciones proyectivas, functores
derivados, métodos del Algebra Homolégica.



Indice

Capitulo 0. Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria

0.1.
0.2.
0.3.
0.3.1.
0.3.2.
0.4.

Introduccién y Resumen de resultados

Unas Palabras sobre Anillos Locales Regulares

Resumen de los Contenidos de la Memoria
Resumen del Contenido del Capitulo 1
Resumen del Contenido del Capitulo 2

Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG

Capitulo 1. Teorema de la Dimensién Local

1.1.
1.2

1.3.
1.4.
1.5.

Introducciéon

Anillos y Médulos Graduados y Filtrados. Anillos y Médulos Topoldgicos

(Resumen Extendido)

Lema de Artin-Rees. Teorema de la interseccién de Krull (Resumen Extendido)

Teorema de la Dimension Local
Anillos Locales Regulares

Capitulo 2. Dimensién Homolégica. Teorema de Serre-Auslander-Buchsbaum

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

Introduccién

Complejos de Cadena y Co-cadena, Homologia y Co-homologia.
Existencia de Resolucion Proyectiva de R-mddulos

Functores Tor

Functores Ext

Dimensién Homolégica

Dimensién Inyectiva y Dimension Global

Resolucién de la Ex-conjetura de Serre sobre Anillos Locales Regulares
Factorizacién Unica en Anillos Locales Regulares

Apéndice A. Algunos Resultados Clésicos de Algebra Conmutativa

Al
A2.
A3.
A4
A5
A.6.
A.6.1.
A.6.2.
AT
A8.
A9.
A.10.
A11.

Sucesiones Exactas y Sucesiones Exactas Cortas
Anillos de Fracciones y Localizacién
El Bi-functor Hompg(—, —).
Modulos Libres y Proyectivos: Propiedades Esenciales
Moédulos Inyectivos: Propiedades Béasicas
Producto Tensorial de R-moédulos

Propiedades del Producto Tensorial

Extension de Escalares
Producto Exterior
Anillos y médulos Noetherianos. Lema de Nakayama
Anillos y médulos Artinianos. Teorema de Jordan-Hélder

Descomposicién Primaria. Teorema de Lasker-Noether. Teorema de Akizuki

El Lema de Artin-Rees

Apéndice B. Resultados Técnicos de Algebra Homologica

B.1.
B.2.

Elementos del Algebra Homoldgica
Existencia y Propiedades Esenciales de los Functores Ext

Apéndice. Bibliografia

iii
iv
iv
vii
ix

18

21
21
22
24
30
39
40
44
45
48

o1
o1
52
54
o4
95
56
56
o7
o7
o8
99
60
62

67
67
72

81






CAPITULO 0

Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria

Indice
0.1. Introduccién y Resumen de resultados i
0.2. Unas Palabras sobre Anillos Locales Regulares iii
0.3. Resumen de los Contenidos de la Memoria iv
0.3.1. Resumen del Contenido del Capitulo 1 iv
0.3.2. Resumen del Contenido del Capitulo 2 vii
0.4. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG ix

0.1. Introducciéon y Resumen de resultados

A mediados del pasado siglo XX, el Algebra Conmutativa, fundada en su forma moderna por
E. Noether, sufre un cambio fundamental: la aparicién de Técnicas del Algebra Homoldgica
para responder a preguntas (naturales en el contexto conmutativo) sobre anillos locales regu-
lares. El propésito de este Trabajo Fin de Grado es exponer, de forma tan auto-contenida como
sea posible, las respuestas a estas preguntas, recogidas en el conocido como Teorema de Serre-
Auslander-Buchsbaum (cf. [Auslander-Buchsbaum, 1957], [Auslander-Buchsbaum, 1959]
y [Serre, 1955]).

Para contextualizar el trabajo presentado, recordemos un poco el origen del Algebra Conmu-
tativa moderna. En el primer tercio del pasado siglo, E. Noether fundamenta lo que daria
en llamarse “Algebra Moderna” y, en particular, el “Algebra Conmutativa” entendida como
la teoria de Anillos Conmutativos. El Algebra Conmutativa se convertira, con el tiempo, en
el lenguaje basico natural de la Geometria Algebraica, la Teoria de Nuimeros Algebraicos o la
Geometria Diofantica. En origen, E. Noether estd muy influenciada por el pensamiento axio-
matico de D. Hilbert y E. Artin. Algunas de sus contribuciones originales més destacables son
el famoso Teorema de Lasker-Noether o su desarollo axiomatico de lo que hoy llamamos anillos
noetherianos. Sin embargo, sera en su seminario cotidiano en Gottingen, en el que trabaja junto
a E. Artin, en donde compartird su pensamiento con diversos investigadores. De E. Noether se
ha destacado siempre su enorme generosidad como se ve en la forma de compartir con los bri-
llantes colaboradores de la época (W. Krull, B.L. van der Waerden o G. Herman, por ejemplo)
su pensamiento y sus ideas. Por eso podemos encontrar trazas de esas ideas y pensamiento en
las obras fundamentales de estos autores, en especial en la obra de W. Krull' o B.L. van der
Waerden? y °.

E. Noether muere joven y exiliada en Suiza por su doble condicién de mujer y judia. Pero su
obra, ideas y pensamiento no se pierden y se expandiran por todo el mundo, estableciéndose
como un conocimiento matematico global y usual en la formacién incluso de pre-graduados. En
este punto, se debe senalar que no sélo se expande en el contexto de la matematica europea
occidental, sino que alcanzé gran profundidad, por ejemplo, en la escuela japonesa del Algebra
Conmutativa (Akizuki, Azumaya, Nagata, Nakayama, Matsumura...).

HKrull, 1935] W. Krull, Idealtheorie. Ergebnisse der Mathematik 4, Springer, (1935).

2[van der Waerden, 1930] B.L. van der Waerden, Moderne Algebra. Teil I. Die Grundlehren der matema-
tischen Wissenschaften 33, Springer, (1930).

3[van der Waerden, 1931] B. L. van der Waerden, Moderne Algebra. Teil II. Die Grundlehren der matema-
tischen Wissenschaften 34, Springer, (1931).
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A principios de los afios 50, el Algebra Conmutativa sufrird varios cambios significativos. De
una parte, D.G. Northcott publica un texto sobre Teoria de Ideales*, que compila los resulta-
dos fundamentales sobre ideales en anilos noetherianos y que influird textos posteriores como el
popular [Atiyah, 1969]. De otra parte, A. Weil® introduce el concepto de variedad algebraica
abstracta que influird en la escuela de A. Grothendieck y en la Geometria Algebraica moderna.
Por su parte, C. Chevalley © fortalecerd la iniciativa de A. Weil con su obra del afio 1951.

En 1956, H. Cartan y S. Eilenberg’ introducen el “Algebra Homolo6gica”. Algunos autores
mantienen el estilo y tendencia de la escuela de Noether (como [Zarinski-Samuel, 1958-60]
o [Nagata, 1962]), mientras el Algebra Homoldgica va generando preguntas que requieren res-
puesta.

Segun confesiones de D.A. Buchsbaum, el origen del presente Trabajo Fin de Grado se resume
del modo siguiente:

“In 1953-54, E. Artin asked me to describe homological algebra to him. In addition to Ext and
Tor, I decided to show him the ‘homological proof’ of the Hilbert Basis Theorem and indicated
that the same proof showed that a reqular local ring had finite dimension. Artin then mentioned
the open localization problem, and I said that if the converse of the Theorem I just showed him
were true, the localization result would be trivial. He asked if I could prove the converse, I said
no, and we both agreed that it would be be nice to prove it. The question of factoriality in regular
local rings also came up in that conversation, and so I set myself the goal of proving those two
theorems. I persuaded Auslander to join me in that project...” .

A la sazdn, J.P. Serre habia llegado también a las mismas preguntas que Artin y Buchsbaum.
Asi, Serre responde (afirmativamente en el sentido de la pregunta de Artin) probando que un
anillo es local regular si y solamente si es de dimensién homolégica finita en [Serre, 1955]
(Auslander y Buchsbaum lo hardn en [Auslander-Buchsbaum, 1957]). Como consecuencia
casi inmediata, la propiedad de ser regular serd una propiedad local. Son los primeros resul-
tados significativos en los que se prueba el potencial del Algebra Homoldgica en el Algebra
Conmutativa, que se resume en los enunciados siguientes:

TEOREMA (Serre-Auslander-Buchsbaum). Sea (R,m) un anillo local noetheriano. En-
tonces, (R, m) es local regular si y solamente si es de dimensidn homoldgica finita.

TEOREMA (Serre). La propiedad de ser “reqular” en anillos locales noetherianos es una propiedad
local. Es decir, sea (R, m) un anillo local noetheriano. (R, m) es local reqular si y solamente si
para cada ideal primo p € Spec(R), (Rp,pRy) es un anillo local regular.

Estos dos resultados son probados en el presente Trabajo Fin de Grado: véase Teorema
2.8.5 y 2.8.6; y se complementan con el conocido como Teorema de Auslander-Buchsbaum:
[Auslander-Buchsbaum, 1959]

TEOREMA (Auslander-Buchsbaum). Si (R,m) es un anillo local regular, entonces es do-
minio de factorizacion unica.

Este teorema se expone en este Trabajo Fin de Grado: véase Teorema 2.9.7.

A este respecto, deben senalarse dos resultados que preceden al Teorema de Auslander-Buchsbaum
y que, sin embargo, no requieren técnicas de Algebra Homoldgica.

i) En [Nagata, 1962], M. Nagata ya habia demostrado que los anillos locales regulares
eran dominios de factorizacién Unica para el caso de dimensiéon mayor o igual que 3.

ii) 1.S. Cohen en [Cohen, 1949], ha probado ya que todo anillo local noetheriano (R, m)
equicaracteristico es un anillo local regular. Un anillo local noetheriano (R, m) se

4[Northcott, 1953] D. G. Northcott, Ideal Theory. Cambridge University Press, (1953).

55 [Weil, 1946] A. Weil, Foundations of Algebraic Geometry. Amer. Mat. Soc., (1946).

6[Chevalley, 1951] C. Chevalley, Introduction to the Theory of algebraic functions in one variable. Amer.
Mat. Soc., (1951).

"[Cartan-Eil., 1956], H. Cartan, S. Eilenberg, Homological Algebra. Princeton University Press, (1956).
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dice equicaracteristico si tiene la misma caracteristica que su cuerpo residual k(m) =
R/m. Los ejemplos naturales son las K—4&lgebras K[V],, localizacién en un primo
p € Spec(K[V]) de un anillo K[V] de funciones polinomiales sobre una variedad
algebraica V' C K™, donde K es un cuerpo. Cohen prueba que todo anillo local
noetheriano equicaracterfstico y completo (R, m) contiene un cuerpo isomorfo a k(m)
(cuerpo de representantes). Asi, prueba que todo anillo local regular equicaracteristico
y completo es isomorfo a un anillo de series de potencias formales y, por los Teoremas
de Preparacién y Divisién de Weierstrass, es dominio de factorizacion unica. De ahi
conluye su particular version del resultado de Auslander-Buchsbaum.

Estos Teoremas de Serre-Auslander-Buchsbaum causaran un gran impcato en la comunidad
de Algebra Conmutativa. Parecerfa que todo el Algebra Conmutativa se subsume en Técnicas
del Algebra Homoldgica si no fuera por un resultado también famoso de la segunda mitad del
pasado siglo: El Teorema de Quillen ® y Suslin®. Este Teorema resuelve afirmativamente otra
conjetura de Serre usando técnicas mas préximas a la filosoffa de trabajo original de E. Noether
y sus primeros seguidores que al Algebra Homolégica.

En todo caso, el presente TFG se dedicara a presentar una prueba tan completa y autocontenida
como sea posible de los citados Teoremas de Serre y Auslander-Buchsbaum.

0.2. Unas Palabras sobre Anillos Locales Regulares

En el apartado precedente hemos discutido el contexto histérico de los problemas tratados
en este Trabajo Fin de Grado y de su significado. Sin embargo, un término es repetido sis-
tematicamente sin definir: los anillos locales regulares. En esta Seccién pretendemos mostrar
al lector como y por qué son relevantes estos anillos.

Comencemos por el ejemplo més cldsico: los anillos de series de potencias formales K[[ X7, ..., X,]].
La prueba se remonta a los Teoremas de Division y Preparaciéon de Weierstrass de 1895,
que permiten concluir que K[[X1,...,X,]] es un anillo local noetheriano cuyo maximal m =
(X1,...,X,) estd generado por tantos elementos como su dimensién de Krull y, ademds,
permiten concluir que K[[X7,...,X,]] es un dominio de factorizacién tnica. Por supuesto,
si K = RV C, los mismos resultados son vélidos para los anillos de series convergentes
K{Xi,...,X,}. Recuérdese que la dimensién de Krull de un anillo es el méximo de las longi-
tudes de cadenas de ideales primos en R, es decir, la longitud maxima de caminos en el grafo
orientado (Spec(R),C), donde las aristas vienen dadas por la relacién de inclusién. Un anillo
local regular es un anillo local noetheriano (R, m), donde el ideal maximal m estd generado por
un conjunto finito de elementos de m de cardinal igual a la dimensién de Krull del anillo R. (cf.
Proposicién 1.5.3 para caracterizaciones equivalentes).

En el caso n = 1, el anillo local regular K[[X]] (v las ideas de Weierstrass) entronca con un tipo
de anillos que nos retro-trae a los trabajos de R. Dedekind: los anillos de valoracion discreta.
Si (R, m) es un anillo de valoracién discreta, el sistema regular de pardmetros {z} estd formado
por un solo elemento, los ideales primos de R son (0) y m y todo elemento a € R se puede
escribir como a = u-x™, donde u € R* es una unidad. El exponente n es tnico y se llama orden
(o valoracién discreta) de a. En el caso analitico o en el caso de series de potencias formales es
el orden de 0 como cero de la “funcién”. Dedekind estudi6 estos anillos al estudiar los anillos
de enteros algebraicos de un cuerpo de nimeros. Asi, sea K = C[f] una extensién finita de
C y sea Zg la clausura entera de Z en K, esto es, el conjunto de los elementos @ € C[f] que
satisfacen una ecuacién ménica con coeficientes en Z. Entonces, Zy es un dominio de Dedekind,
esto es, un dominio de integridad de dimensién 1 que es integramente cerrado en su cuerpo de
fracciones. Se puede probar que un dominio R de dimensién 1 es dominio de Dedekind si y
solamente si todas sus localizaciones R, por un primo no nulo son anillos de valoracién discreta

8[Quillen, 1976] D. Quillen, Projective modules over polynomial rings. Inventiones Mathematicae 36 (1976),
167-171.

9[Suslin, 1976] A.A. Suslin, Projective modules over polynomial rings are free (in russian). Doklady
Akademii Nauk SSSR 229 (1976), 1063-1066. Translated in Projective modules over polynomial rings are
free, Soviet Mathematics, 17 (1976),1160-1164.
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(esto es, si y solamente si R, es un anillo local regular de dimensién 1). El lector interesado
puede seguir estos detalles en el Capitulo 9 de [Atiyah, 1969].

Los anillos locales regulares apareceran también de manera natural en Geometria Algebraica.
El caso de curvas es un caso también de dominios de Dedekind. Asi, una curva irreducible
C C A"(K), con K algebraicamente cerrado, verifica que para cada punto p € C' la localizacién
K[C]m, es local regular si y solamente si K[C] es dominio de Dedekind. Se trata de curvas
lisas o sin puntos singulares. En el caso K = C, serfan las curvas que son subvariedad € (y
analitica) de C™. Esto no sélo se restringe a curvas. Vedmoslo sucintamente.

Sea V' C A™(K) una variedad algebraica irreducible en el espacio afin n—dimensional. Sea
p € V un punto y T,V el espacio tangente a V' en p (en [Shafarevich, 2007] puede seguirse
una definicién de T,V cuando K no necesariamente es C). Un punto p € V se dice punto liso
o regular de V' cuando la dimensién de 7,V coincide con la dimensién de V' como variedad
(dimensién de Krull de K[V]). Al resto de puntos se les denomina singulares. Sea m, C K[V]
el ideal de las funciones polinomiales definidas en V' que se anulan en p.

m, = {f € K[V]: f(p) =0}.
Se puede probar que T,V = (mp/m2)* = Homg(m»/m2,K) es el dual de este cociente de ideales

como K-espacio vectorial. De hecho, ™»/m? es el K-espacio vectorial de las diferenciales en
p € V. Esto conduce a un elegante resultado clasico conocido como el Criterio del Jacobiano:

TEOREMA (Criterio del Jacobiano). Sea K un cuepo algebraicamente cerrado, V- C A™(K)
una variedad algebraica afin, p € V' un punto, (K[V,],m,) el anillo de gérmenes de funciones
racionales definidas en p, mp/mz el médulo de diferenciales de V enp y T,V el espacio tangente
a'V en p. Son equivalentes:

i) p es un punto regular de V.

it) dim(T,V) = dim(K[V]) = dim(K[V,)]).
iii) dim(m,/m?) = dim(K[V,]), dimensién como K-espacios vectoriales.
iv) El anillo K[V,] es un anillo local regular de dimension igual a dim(V).

Por supuesto, en el caso K = C, la condicién p € V es regular equivale a que V sea una
subvariedad analitica (Riemanniana, de hecho) de C™ en un entorno de p € V.

Con todos estos comentarios hemos pretendido exhibir la omnipresencia de la nocién de anillo
local regular fuera del contexto del Algebra Conmutativa.

0.3. Resumen de los Contenidos de la Memoria

En atencion a las dos “escuelas” antes descritas del Algebra Conmutativa, hemos dividido la
memoria en dos partes distinguidas:

i) El Capitulo 1 estd dedicado a probar el Teorema de la Dimensién Local y fijar la
nocion de anillo local regular, asi como sus primeras propiedades. Este capitulo no
contiene elementos de Algebra Homoldgica y sigue la escuela de E. Noether y E. Artin.

ii) El Capitulo 2 estd dedicado a probar los Teoremas de Serre y Auslander-Buchsbaum.
Para hacerlo, hemos introducido las sucesiones de homologia de complejos de R-
modulos, hemos probado la existencia de resoluciones proyectivas de R-médulos, hemos
introducido los bifunctores Ext y Tor (como Buchsbaum hiciera con Artin), la nocién
de dimension homoldgica y hemos probado los citados teoremas. Aqui se muestra la
fuerza del Algebra Homolégica.

A continuacién resumimos los principales hitos de cada capitulo.

0.3.1. Resumen del Contenido del Capitulo 1. El capitulo comienza con la Seccién
1.2 dedicada a establecer nociones basicas y los enunciados bésicos esenciales relativos a ani-
llos y mddulos graduados y filtrados. Dedicamos especial atencién a las filtraciones a-ddicas
definidas por un ideal a en un anillo noetheriano, la metrizabilidad de las topologias asociadas
o la construccién del anillo graduado asociado Go(R) = €D, o ™/ a™*! asf como las condiciones
de noetherianidad. Dado que el desarrollo completo de estos temas llevaria por encima el limite
de 50 péginas establecido para los Trabajos Fin de Grado, hemos optado por presentar estos
resultados en forma de “Extended Abstract” (“Resumen Extendido”), remitiendo al lector a
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[Pardo, 21] o [Raghavan et al., 1975] para las demostraciones de los principales resultados
enunciados. También la Seccién 1.4 de este capitulo se presenta en forma de Resumen Exten-
dido: se trata de la seccién dedicada al Lema de Artin-Rees y al Teorema de la Interseccion
de Krull. En este caso, dada la relevancia de los resultados, hemos preferido incluir una de-
mostracién de los mismos en la Seccién A.11 del Apéndice A.

El Lema de Artin-Rees puede resumirse del modo siguiente:

Consideremos R un anillo noetheriano, a un ideal de R, M un R-mddulo finitamente generado (y,
por tanto, noetheriano) y N un submdédulo de M (por tanto, finitamente generado). Disponemos
de la filtracion a—édica en M dada mediante la siguiente cadena de submodulos:

Yo(M):={M2aM Da’M D ..Da"M D ..}.
Esta filtracién induce en N una filtracién como submédulo:
So(M,N):={N=MNN2DaMNN2a*MNND..2a"MNN D ..}
De otro lado, N posee la filtracién natural a-ddica como R-médulo:
Yo(N):={NDaNDa’ND..Da"N D ..}.

El Lema de Artin-Rees afirma, esencialmente, que las filtraciones inducida X,(M, N) y su
filtracién a-ddica X4(N) son equivalentes sobre N:

TEOREMA (Lema de Artin-Rees). Sea R un anillo noetheriano, a un ideal de R, M un
R-maédulo finitamente generado y N un submddulo de M. Entonces, existe n € N tal que

a-(@"MNN)=a"""MnN, Ym>n.

En nuestro manuscrito este resultado se presenta como Corolario 1.3.3. Una consecuencia
relevante de este resultado es el siguiente Teorema de Krull:

TEOREMA (Teorema de Interseccién de Krull). Sean R un anillo noetheriano, a un ideal
de R y M un R-mddulo finitamente generado. Entonces,

i) Si N :=(),en@"M, aN = N.

i1) Si a estd contenido en el radical de Jacobson de R,

() a"M = (0)
neN
y la topologia definida por la filtracion a-ddica sobre M es Hausdorff y metrizable.
iii) Si R es dominio noetheriano, para cada ideal propio a de R se tiene:

ﬂ a” = (0)

neN
y la topologia a-ddica sobre R es Hausdorff y metrizable.

Este resultado aparece como Teorema 1.3.4. Nétese que significa que si R es noetheriano, a es
un ideal de R y M es un R-mdédulo finitamente generado, entonces la topologia inducida por
la filtracién X,(R) también es metrizable. También implica que si a C R es un ideal contenido
en el radical de Jacobson de R, el anillo graduado Gq(R) = @,y a"/a™ ! es un dominio de
integridad.

Pasamos asi a las secciones principales de este capitulo: las Secciones 1.4 y 1.5.

La Seccién 1.4 estd dedicada a probar el Teorema de la Dimension Local. La idea es probar la
coincidencia de tres nociones de dimensién para anillos locales noetherianos. La primera (grado
del polinomio de Hilbert-Samuel) hace referencia a una generalizacién (por parte de P. Samuel)
del polinomio de Hilbert para los anillos graduados K[V] de funciones polinomiales sobre una
variedad proyectiva V' C P, (K). El grado del polinomio de Hilbert serd la dimensién de V.
Para generalizarlo, se considera (R, m) un anillo local noetheriano, ¢ C m un ideal de definicién
de (R,m) (i.e. un ideal q tal que I3m € N con m™ C q C m) y el anillo graduado asociado a la
filtracion g-adica:
Gq(R)=EPa"/a".

neN
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La funcién de Hilbert de este anillo graduado coincide con un polinomio (ver Proposicién 1.4.4)
y, por tanto, se puede extender a la funcién de Hilbert-Samuel (que resultard ser polinomial):

Pq: N — N
n +— Lgq(R/q"),

donde R/q es un anillo artiniano de dimensién 0 y £y, significa longitud en el sentido del
Teorema de Jordan-Holder (cf. Teorema A.9.6). Se prueba que el grado de Py es independiente
del ideal de definicién q elegido (ver Proposiciéon 1.4.7) y se define la dimension de Hilbert-
Samuel de (R, m) como el grado de Py.
Por una parte, C. Chevalley esta interesado en el nimero minimo de generadores de un ideal de
definicién. Asi, la dimensidn de Chevalley de un anillo local noetheriano (R, m) es el minimo
de los ntimeros naturales r € N tales que existen {aq,...,a,} generando un ideal de definicién
de (R, m).
Por tdltimo, aunque es la primera histéricamente y la mas natural, tenemos la dimension de
Krull de un anillo local noetheriano (R, m) como el maximo de las longitudes de caminos en el
grafo orientado (con un nimero infinito de vértices) (Spec(R), C), donde C es la inclusién. Es
decir, el maximo de las longitudes r de cadenas de primos

PoSP1 & Cpr &,
en Spec(R).
El Teorema de la Dimensién Local afirma que las tres nociones anteriores coinciden (cf. Teorema
1.4.13). Esto es,

TEOREMA. Sea (R,m) un anillo local noetheriano. Las tres cantidades siguientes son iguales y
finitas:

i) La dimensidn de Krull de (R, m).
it) La dimension de Hilbert-Samuel de (R, m).
iit) La dimension de Chevalley de (R, m).

En particular, el resultado prueba que la dimensién de Krull de los anillos locales noetheriano es
finita (a pesar de ser Spec(R) potencialmente infinito, los caminos més largos de (Spec(R), C)
tienen longitud acotada e igual entre todos ellos). Y, por tanto, las alturas de todo primo en un
anillo local noetheriano son finitas (i.e. el subgrafo de (Spec(R),C) de los primos contenidos
en un ideal p € Spec(R) tiene altura finita). En cambio, como probé M. Nagata, no todo anillo
noetheriano posee dimensién de Krull finita.

El Teorema de la Dimension Local conduce naturalmente a la nocién de anillo local regular,
que se discute en la Seccién 1.5. El resultado fundamental es la siguiente proposicién (que se
demuestra como Proposicién 1.5.3 en la memoria):

PROPOSICION 0.3.1. Sea (R,m) un anillo local noetheriano, k(m) = R/m su cuerpo residual y
sea r = dim(R). Son equivalentes:

i) El ideal mazimal m estd generado por r elementos. Tales sistemas de generadores de
m con R elementos se denominan sistemas requlares de pardmetros.
ii) El k(m)-espacio vectorial m/m? es de dimension r.
iii) El anillo G (R) es un anillo de polinomios en r variables sobre el cuerpo k(m), con
la graduacion natural de k(m)[T,...,T,].

Cualquier anillo local noetheriano (R, m) que satisfaga una (y, por tanto, todas) de las propiedades
precedentes se denomina anillo local regular.

A partir de esta nocién, podemos probar algunas propiedades elementales de los anillos locales
regulares: son dominios de integridad (Corolario 1.5.4), los sistemas regulares de pardmetros
forman una sucesién regular y los cocientes R; = R/(a1,...,a;) también son anillos locales
regulares (Proposicién 1.5.5). Como ultimo resultado elemental probamos que un anillo local
noetheriano es regular si y solamente si el ideal maximal estd generado por una sucesién regular
de longitud igual a la dimensién de Krull (cf. Proposicién 1.5.7).
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0.3.2. Resumen del Contenido del Capitulo 2. El Capitulo 2 se dedica a establecer
los elementos de Algebra Homoldgica que conducen a probar los Teoremas de Serre y Auslander-
Buchsbaum citados al comienzo de esta Introduccién. De nuevo, por no sobrepasar los limites
previstos en la normativa de la Facultad de Ciencias, comenzamos con una Seccién 2.2 en for-
mato de “Resumen Extendido”. Trabajaremos en la categoria de R — Mod, cuyos objetos
son los médulos sobre un anillo R fijado, y cuyos morfismos son los elementos del R-médulo
Hompg(M,N) con la operacién usual de composicién de morfismos. Usaremos el lenguaje de
Teorfa de Categorfas para referirnos a functores (covariantes y contravariantes), equivalencia
natural, etc. Pero seran usados meramente como lenguaje y no se necesitaran mas alla de los
elementos minimos que pueden verse en los primeros capitulos de [Pardo, 21]. En esta Seccién
2.2 recordamos las nociones de complejos de cadena y co-cadena de R-modulos, las sucesiones de
homologia (para complejos de cadena) y co-homologia (para complejos de co-cadena) y enun-
ciamos algunas de sus propiedades maés elementales. Asimismo, definimos los morfismos de
cadena y co-cadena, los morfismos conectores entre médulos de homologia y la sucesién exacta
larga de homologia asociada a una sucesién exacta corta de complejos de cadena. También
definimos la nocién de homotopia entre morfismos de complejos de cadena y recordamos que la
existencia de una homotopia genera médulos de homologia isomorfos. El material se ha tomado
de [Raghavan et al., 1975].

La Seccién 2.3 esta dedicada a probar la existencia de resoluciones proyectivas de R-mddulos.
Dado un R-médulo M, una resolucién proyectiva de M es una sucesién exacta de R-médulos
(potencialmente infinita):

i P, — Py —— P — Py - M —0,

donde cada R-médulo P; es un R-médulo proyectivo. En la Proposicién 2.3.1 probamos que todo
R-médulo admite una resolucién proyectiva y que, si R y M son noetherianos, los R-mddulos
proyectivos P; pueden elegirse libres de rango finito. Seguidamente, probaremos algunos re-
sultados elementales de resoluciones proyectivas: El Lifting Theorem (Proposicién 2.3.2), que
afirma que los morfismos entre R-moédulos pueden “levantarse” a morfismos entre resoluciones
proyectivas; el Horseshoe Lemma (Proposicién 2.3.3), que muestra cémo una sucesién exacta de
R-médulos permite “levantamiento” a una resoluciéon proyectiva de sucesiones exactas cortas; o
la Proposicion 2.3.4, que muestra como un diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas
de R-médulos puede “levantarse” a un diagrama conmutativo de resoluciones proyectivas de
sucesiones exactas cortas. Las demostraciones son tomadas de [Raghavan et al., 1975].

Asf llegamos a la Seccién 2.4, en la que introducimos los bifunctores TorZ(M, N). Dados M y
N dos R-médulos y una resolucién proyectiva de M:

P:...—P,—P,_—-—P — P - M-—0,
se considera el complejo de cadena inducido por — ®pg IV, donde ®p es el producto tensorial:
PRrN: -+ — P, g N — P, 1g N — -+ — PLRr N — Ph®r N — 0.

Los n-ésimos médulos de torsiéon Torf(M,N) son los n—ésimos médulos de homologia de
P ®gr N, entonces:

Tor(M,N) := H,(P ®g N).
Obviamente, esta definicién depende (aparentemente) de la resolucién P elegida. Por eso hay
que hacer un esfuerzo en probar la buena definicién de esta nocién (ver la Proposicién 2.4.2);
también establecer su functorialidad y su independencia de las resoluciones proyectivas elegidas
(ver la Proposicién 2.4.2) asf como su caracter de bifunctor (i.e. los functores T'orf*(N, —) y los
functores Torft(—, N)).
Consolidada la nocién, estudiamos su comportamiento sobre diagramas conmutativos de suce-
siones exactas cortas de R-médulos (Teorema 2.4.3) y que Torf (M, N) = M ®r N. Probamos
también la “conmutatividad” (TorZ(M, N) = TorZ(N, M)) en la Proposicién 2.4.5 y su com-
portamiento con los R-médulos proyectivos.

La Seccién 2.5 pretende hacer la misma tarea con los bifunctores Ext (M, N). De nuevo, por
las limitaciones de tamano en la Normativa de la Facultad de Ciencias, hemos optado por dar un
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formato de “Resumen Extendido” a esta Seccién. Pero dada la relevancia de los functores Ext
en los Teoremas de Serre y Auslander-Buchsbaum, hemos preferido incluir una construccién
detallada de estos bifunctores en la Seccién B.2 del Apéndice B.

Los functores Ext toman, en lugar del producto tensorial, el bifunctor Homg(—, —) como punto
de partida. Asi, tomamos dos R-médulos M y N y una resolucién proyectiva P de M como la
precedente y obtenemos un complejo de co-cadena:

Homg(P,N): 0 — Homg(Py,N) — Hompg(P,,N) — --- — Hompg(P,,N) — ---
Los moédulos de co-homologia seran los médulos FExt:
Exti(M,N) := H"(Homg(P, N)).

Ciertamente hay que probar la buena definicién de esta nocién (independencia de P) y sus
propiedades (que se analizan en el Lema B.2.1). Asimismo, el andlisis de su cardcter bifuncto-
rial (Ezth(—,N) y Exts(N,—)) y la prueba de sus principales propiedades (resumidas en el
Teorema 2.5.1) se incluyen en la Seccién B.2 del Apéndice B.

La Seccién 2.6 estd dedicada a introducir la dimensién homolégica y a caracterizarla mediante
los functores Tor y Ext. Se define la dimension homoldgica de un R-médulo M como el menor
n € N tal que existe una resolucién proyectiva de longitud n, es decir, al minimo de los n € N
tales que existe una sucesion de la forma:

P:0—PFP — - —PFP—M—70,

que es exacta y los P;’s son R-moédulos proyectivos.
Por una parte, los R-mddulos proyectivos tienen una sencilla caracterizacién mediante los func-
tores Tor y Ext (véase Proposicién 2.6.1 y 2.6.2). Resumiendo, se tiene:

PROPOSICION 0.3.2. Dado un (R, m) un anillo local noetheriano y P un R-mddulo finitamente
generado, las siguientes propiedades son equivalentes:
i) P es proyectivo.
i) Tor(P,N) =0, para todo R-mddulo N y para todon € N, n > 1.
i) Ext}(P,N) =0, para todo R-mddulo N y para todon € N, n > 1.

Asi se puede caracterizar la dimensién homoldgica (hdr(M)) de un R-mdédulo no nulo mediante
(cf. Corolario 2.6.4):

hdgr(M) = sup{n € N: 3N € R — Mod| Exty (M, N) # 0}.

Técnicamente, podriamos trabajar solamente con los functores Torff y médulos proyectivos,
pero surge una dificultad relevante en caso de R—mddulos no finitamente generados. Esto se
entiende mejor con la nocién de dimension global. En la Seccién 2.7 se define la dimensién
global de un anillo R mediante:

gl.dim(R) = sup{hdr(M): M € R— Mod}.

Justamente usando los functores Ext%, y la nocién (que trataremos como auxiliar) de dimensién
inyectiva, la Proposicién 2.7.4 permite redefinir la dimensiéon global mediante el uso de R-
modulos finitamente generados. Es decir, se prueba que

gl.dim(R) = sup{hdr(M): M € R— Mod, M f.g.}.

Asi se produce el paso esencial previo a los Teoremas de Serre y Auslander-Buchsbaum, que se
resume en el Corolario 2.7.6 y que reproducimos aqui:

COROLARIO 0.3.3. Si (R, m) es un anillo local noetheriano y k(m) = R/m es el cuerpo residual,
entonces la dimension global de R es la dimension homoldgica de k(m) como R-mdédulo, esto
es,

gl.dim(R) = hdg(k(m)).

Asi llegamos a la Seccién 2.8 de la memoria, en la que se enuncia y demuestra el resultado clave
del Teorema de Serre y Auslander-Buchsbaum y que reproducimos aqui:
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TEOREMA. Sea (R,m) un anillo local noetheriano. Entonces, R es un anillo local regqular si y
solamente si se da la siguiente igualdad:

gldzm(R) = hdR(k(m)) = dimKru”(R) = dzmHg(R) = dimChev(R).

(En vista de la informacién que nos aporta El Teorema de la Dimensién Local sobre la dimensién
de anillos locales noetherianos). Este importante resultado puede resumirse diciendo: Un anillo
local noetheriano (R, m) es local reqular si y solamente si tiene dimension homoldgica finita, en
cuyo caso la dimension global coincide con las otras nociones de dimension de R utilizadas en
el Teorema de la Dimension Local.

Como Buchsbaum explicé a Artin, disponiendo de este resultado es facil demostrar que la
condiciéon de ser local regular es una propiedad local. Fue Serre quien se “adelanté” en
[Serre, 1955]. Sin embargo, los tres estaban en la misma direccién de pensamiento (ver
[Auslander-Buchsbaum, 1957]). Por eso lo tenemos asignado a Serre y lo demostramos
también en la Seccién 2.8:

TEOREMA (Serre). Sea (R,m) un anillo local noetheriano. Son equivalentes:

i) (R,m) es un anillo local regular.
it) Para cada p € Spec(R), el anillo (R,,pRy) es un anillo local reqular.

Con todos estos resultados, Auslander y Buchsbaum pueden finalmente responder a la cuestién
de la factorialidad. Es lo que se hace en la Seccién 2.9 y probando el siguiente resultado que
reproducimos aqui:

TEOREMA (Auslander-Buchsbaum). Si (R,m) es un anillo local regular, entonces es un
dominio de factorizacion unica.

Para concluir, digamos que lo realmente revolucionario de este trabajo no es tanto los resultados
en si (versiones parciales eran conocidas por Nagata o Cohen, como ya se indicd), sino el tipo de
herramientas para demostrarlos, que suponen una entrada poderosa para el Algebra Homologica
en el Algebra Conmutativa.

0.4. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG

En algin caso precedente se ha discutido el estilo y la ortografia de las memorias presentadas
como Trabajo de Fin de Grado en Matemdticas. En evitacién de intervenciones innecesarias,
queremos clarificar algunos aspectos relativos al estilo elegido en este texto. Se ha elegido
el formato de libro (book) de la American Mathematical Society (AMS). Aunque el idioma
utilizado es el espanol, hemos tratado de seguir lo mas fielmente posible las recomendaciones
del Libro de Estilo de esta asociacién !° | juntamente con las reglas de estilo recomendadas por
D. E. Knuth y co-autores para la Mathematical Association of America (MAA) L.
Especificamente, hemos tratado de seguir atentamente las siguientes dos reglas:
o “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: The-
orem 2.3, Lemma 3.1, Figure 4.5” (p. 79 del AMS Style Guide).
o  “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 4” (en
D. E. Knuth et al.).

Lop1. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, 2017
lp. E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, 1989
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1.1. Introduccién

Este capitulo representa, dentro del cuerpo de la memoria, la componente mas “cldsica” de nues-
tra exposiciéon. Como se indica en la Introduccién, se trata de exponer una serie de resultados
en la estela de la forma en la que E. Noether y E. Artin interpretaban el Algebra Conmutativa,
antes de la aparicién de las elegantes técnicas homoldgicas (objetivo de la segunda parte de esta
memoria). Tres son los resultados cuyas demostraciones desedbamos introducir aqui: el Lema
de Artin-Rees, el Teorema de la Dimension Local y el Teorema de la Intersecciéon de Krull. El
propdsito ultimo es el de dar la definicién de anillos locales regulares y exponer algunas de sus
propiedades elementales iniciales.

Por razones de limitacién de espacio en los Trabajos Fin de Grado de la Facultad de Ciencias
(limite de 50 pdginas) hemos tenido que decidir qué puntos preservar, trasladando otros a los
apéndices finales de la memoria. En este sentido, las Secciones 1.2 y 1.3 quedan redactadas en
formato de “Resumen Extendido” (Extended Abstract). La Seccién 1.2 se ha tomado de una
combinacién de [Pardo, 21] y [Raghavan et al., 1975] y el lector interesado puede acudir
a esas fuentes para consultar las demostraciones. También por razones de espacio, hemos de-
cidido usar el mismo formato para la Secciéon 1.3, pero, en este caso, hemos considerado la
relevancia del Lema de Artin-Rees (y del Teorema de la Interseccién de Krull) y hemos incluido
las demostraciones de los principales resultados en la Seccién A.11 del Apéndice A.

Las Secciones 1.4 y 1.5 se han preservado en la forma natural de exposicion de textos matematicos.
Asi, la Seccién 1.4 prueba en detalle el Teorema de la Dimensién Local que, en esencia, demues-
tra la igualdad entre la diversas nociones de dimensién (concebidas por D. Hilbert-P.Samuel,
W. Krull y C. Chevalley) en el caso de anillos locales noetherianos. La Seccién 1.5 presenta los
anillos locales regulares y describe sus primeras propiedades esenciales.

Para la elaboracién de este capitulo se han seguido materiales de [Pardo, 21], [Atiyah, 1969]
y [Raghavan et al., 1975].

1.2. Anillos y Mdédulos Graduados y Filtrados. Anillos y Médulos Topolégicos
(Resumen Extendido)

Con el propésito de respetar las limitaciones de tamano de los Trabajos Fin de Grado de la
Facultad de Ciencias, hemos optado por introducir esta seccién solamente con las definiciones
y resultados esenciales relativos a anillos y médulos graduados, filtrados o topoldgicos.

DEFINICION 1. Sea R un anillo. Una graduacion sobre R es una descomposicién de R en grupos
abelianos R = GanEN R,, de forma que Ry, R, C Ry+n para todo n,m € N. Un anillo con una

1
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graduacion se dice anillo graduado. R, se denomina n-ésima componente de R y sus elementos
no nulos se llaman elementos homogéneos de grado n.

DEFINICION 2. Sea R = @, oy
M es una descomposicion de M en subgrupos M = @, oy
Un mddulo con una graduacion se dice modulo graduado.

LEMA 1.2.1. Sean R =
Entonces, se tiene:

R, un anillo graduado y M un R-mddulo. Una graduacion sobre
M, de forma que R, M, C My +n.

nen B un anillo graduado y M = @, .y My, un R-mddulo graduado.

i) Ry es un subanillo de R, R es una Ry-dlgebra y R; es un Rg-mddulo.
it) Para cadan € N, M,, es un Ro-mddulo.

DEFINICION 3. Sean M, N R-mddulos graduados. Un morfismo de mdédulos graduados de grado
r es un morfismo de R-mddulos f : M — N que verifica f(M,) C Ny, para todo n € N. Si
r =0 se dice simplemente morfismo de modulos graduados.

DEFINICION 4. Sea M un R-mdédulo graduado. Un submddulo N de M se dice graduado si se
puede escribir como N = @, (N N M,,)

LEMA 1.2.2. Sea R = @D, cy Rn un anillo graduado y M = P
Definamos Ny, == D,,>,,

PROPOSICION 1.2.3. Sean R = @, cyRn y M = P
respectivamente. Entonces,

nen My un R-médulo graduado.
M,,. Entonces, N,, es un submddulo graduado de M.

nen My un anillo y R-médulo graduado
i) Si M es noetheriano, M,, es finitamente generado como Rg-mddulo para cada n € N.
i1) Si R estd generado por Ry como Ry-dlgebra, entonces R es noetheriano si y solamente

si Ry es noetheriano y R, es finitamente generado como Ry-mddulo para cada n € N.

DEFINICION 5. Sea R un anillo. Una filtracion sobre R es una cadena descendente de ideales
Y={R=0ay2Da; D..2a, 2 ..} que verifica que ap0y, C dy1n para todo m,n € N. Se dice
que el par (R,X) es un anillo filtrado.

DEFINICION 6. Sea (R,X) un anillo filtrado y M un R-mddulo. Una filtracién sobre M com-
patible con ¥ = {a, : n € N} es una cadena descendente de submddulos de M: ¥ = {M =
My 2 M D...2 M, D ..} tal que a,M,, C My 4, para todo n,m € N. Si M es un R-mddulo
y X es una filtracion compatible con X, se dice que el par (M, %) es un R-mddulo filtrado.

A partir de este momento cuando se haga mencién de un R-mdédulo filtrado (M, '), se supondra
(R, X) filtrado tal que ¥’ es compatible con ¥ aunque no se especifique explicitamente.

OBSERVACION 1. Sea (M,Y') un R-mddulo filtrado y N un submddulo de M. Entonces X'
induce un filtracion en N compatible con ¥ dada por ¥ = {N = Ny D N; 2 Ny D ...} donde
N; = NN M; para todo ¢ € N. Basta notar que st x € ap,Ny,, * € a,M,, C My, yx € N.
Por tanto, x € NN My4+m = Nptm-

Dado un anillo R y una filtracién ¥ = {ag 2 ... 2 a, 2 ...} sobre R se puede definir el
conjunto Gx(R) 1= Bnen(an/an+1) al que se le puede dar estructura de anillo graduado con
las operaciones inducidas por el producto y la suma en R. Sean a,b € Gx(R), entonces existen
conjuntos finitos {a; € a;/a;11 : i € I}, {b; € aj/a;41 :j € J} y conjuntos finitos I, J C N de

tal forma que
a=>Y (ai+ai1), b= (bj+aj1).
icl jeJ
Ahora, consideramos el conjunto I U J, que es finito por serlo [ y J. Tomando ay =0si k & I
y by =0 si k ¢ J definimos la suma de elementos de la siguiente manera:

a+b:= > ((ar+b) + ars1),
ey,

que es una suma finita por ser I U J finito y donde el elemento (ay + bx) + ags1 es claramente
homogéneo de grado k. Por otra parte, definimos el producto de la siguiente manera:

a-b:= Z (@i +aip1) - (bj +aj11),
iel,jeJ
que es una suma finita porque I y J son conjuntos finitos, y donde para cada n,m € N el
producto de elementos homogéneos viene dado por:



1.2. ANILLOS Y MODULOS GRADUADOS Y FILTRADOS. ANILLOS Y MODULOS TOPOLOGICOS 3

an/an-‘rl X am/am+1 — an-‘rm/an-‘rm-‘rl
(an + nt1, b + am+1) > apby, + An4m+1-
Veamos que estd bien definido comprobando que el resultado de operar dos elementos ho-
mogéneos no depende de los representantes elegidos: si ap, — al, € apy1 ¥ by — bl € A1,
entonces ay, (by, — b)) + b, (an, — al) = apby, — albl, € appmy.

DEFINICION 7 (Anillo graduado asociado a una filtracién). Con las notaciones y defini-

ciones precedentes, el anillo Gx(R) se denomina el anillo graduado asociado a la filtracién X
sobre R.

Dado R un anillo, ¥ = {R =qayp 2 --- 2 a, 2 ...} una filtracién sobre R, Gx(R) el anillo
graduado asociado a la filtracién ¥ sobre R y (M,Y’) un R-médulo con una filtracién ¥/ =
{M =My2>M; 2 -2 M,2D...} compatible con ¥. Se puede construir el Gx(R)-médulo
graduado Gy (M) := ®pen(Mp/Mp11). Sean x,y € Gsy (M), entonces existen conjuntos finitos
{x; € M;/Miq :i €I} y{y; € Mj/Mjy 2 j € J} de tal modo que I,J C N son conjuntos
finitos y
T = Z(mi + Mit1), y= Z(Z/j + Mji1).
il jeJ
Tomando z, = 0sik &€ I ey; =0sij ¢ J, definimos la suma de elementos de la siguiente
manera:
rTt+y= Z ((zr +yx) + Myy1),
keIuJ
que es una suma finita por ser I U J un conjunto finito. Por otra parte, dados a € Gs(R) e
y € Gx/(M), existen conjuntos finitos {a; € a;/a;41 : i € I} {y; € M;/M;yq1 :j € J} de tal
modo que I,J C N son conjuntos finitos y
a=> (ai+ait1), y= Y (y; + M)
icl jeJ
Definimos el producto de la siguiente manera:
a-y= > (ai+ai1)- (g + M),
iel,jeJt
que es una suma finita por ser I y J conjuntos finitos y donde para cada m,n € N el producto
de elementos homogéneos viene dado por
an/anJrl X Mm/Merl — Mn+m/Mn+m+1
(a’n + An+1,Ym + Mm-‘rl) —  AnYm + Mn+m+1~
Por una parte, como ¥’ es compatible con 3 se tiene que a,.M,, C M,,., para todo n € N.
Por otra parte, si a, — al, € an11 € Ym — Yo, € Myy41, entonces an (Ym — yh,) + Y (an — al) =
anYm — anyr. € My, 1ma1, con lo que queda probada la buena definicién del producto.

DEFINICION 8 (Médulo graduado asociado a una filtracion). Con las notaciones y defini-

ciones precedentes, el Gx(R)-mddulo Gx/(M) se denomina mddulo graduado asociado a la fil-
tracion X' sobre M.

Un ejemplo relevante de filtraciones son aquellas definidas por las potencias un ideal a de R.

DEFINICION 9. Sea R un anillo, M un R-médulo y a un ideal de R. Se denominan filtraciones
a-ddicas a aquellas definidas por los conjuntos

Yo(R):={R=0a"Da' D..}, Yo(M):={M =a’M Da'M D ..}

DEFINICION 10. Sea R un anillo, M un R-mddulo y a un ideal de R. Se llama anillo graduado
asociado a la filtracion a-ddica en R, G4(R) y Gq(R)-mddulo asociado a la filtracion a-ddica
en M, G,(M) a los siguientes mddulo y anillo graduados:

Ga(R) = @(an/an-‘rl), Ga(M) — @(CULM/C["—HM).
neN neN

DEFINICION 11. Un anillo topolégico R es un anillo R dotado de una topologia 7 de forma
que las aplicaciones

i) —:RXR— R, —(a,b) =a—0, Ya,b € R,

i) -: RX R— R, -(a,b) = ab, Ya,b € R,
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sean continuas considerando la topologia producto en R X R.

DEFINICION 12. Sea (R, ) un anillo topoldgico, M un (R, T )-mddulo y T una topologia
sobre M. Se dice que (M, J") es un R-mddulo topoldgico si las aplicaciones

i) — MxM-—M, —(x,y) =z—y, Yo,y € M,

ii) :RxM —R, -(a,z) =a-gz, Va € R, Vo € M,
son continuas. Donde en M x M consideramos la topologia producto inducida por T’ y en
R x M consideramos la topologia producto inducida por 7 en Ry T’ en M.

OBSERVACION 2. Cada anillo topoldgico (R, T ) puede verse como un (R, T )-mddulo topoldgico.

PROPOSICION 1.2.4. Sean (R, ) y (M, ") un anillo y (R, Z)-mddulo topoldgico respectiva-
mente. Para cada a € R yx € M se tiene:

i) ta : R— R, to(b) =a+Db

W)ty M — M, t,(y) =x+y

son homeomorfismos.

LEMA 1.2.5. Sean (R, 7) un anillo topoldgico y (M, .7") un (R, 7)-mddulo topoldgico, x € M
y Vo un entorno de x. Entonces, si f : M — M es una aplicacion continua, f~1(V,) es
entorno de f~1(x). Mds atin, si f es homeomorfismo se verifica, ademds, que f(V,) es entorno

de f(x).

PROPOSICION 1.2.6. Sean (R, J) un anillo topoldgico y (M, 7") un (R, )-mddulo topoldgico.
Sea ¥’ una base de entornos de 0 en M. Entonces, para cada x € M, la siguiente es una base
de entornos de x: X'(z) :=t,(X) ={t,(V): VeX}={z+V: :Ve¥}

COROLARIO 1.2.7. Sea (R, ) un anillo topoldgico y (M, ") un (R, 7)—mddulo topoldgico.
La topologia T sobre M estd univocamente determinada por una base de entornos del 0 € M.

OBSERVACION 3. En wista de la Observacién 2, la propiedad descrita en el Corolario 1.2.7
también se cumple para cualquier anillo topoldgico (R, T).

LEMA 1.2.8. Sea (R, 7) un anillo topoldgico y (M, 7") un (R, T )-mddulo topoldgico con re-
specto a la topologia 7 de R y X' una base de entornos de 0. FEntonces, la clausura de un
atomo coincide con la interseccion de todos los entornos del punto que define dicho conjunto.
Es decir, para todo x € M se tiene: (), (yyes(z) ta(V) = {z}.

PROPOSICION 1.2.9. Sea R,.7 un anillo topoldgico y (M, ') un (R, T )-mddulo topoldgico con
respecto a la topologia 7 de R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (M,7") es Hausdorff
i1) El conjunto {0} es cerrado
i) Si ¥ es una base de entornos de 0, se verifica: (Vs V = {0}.

Sea R un anillo y sea ¥ = {R =09 2 a; 2 --- D a, 2 ...} una filtracién. Definamos el
conjunto .7 de subconjuntos de R mediante la siguiente propiedad: Para cada A C R, A € 7
si y solamente si se verifica la siguiente propiedad: Va € A, In € N: a+a, C A.

PROPOSICION 1.2.10. Con las notaciones precedentes, si R es un anillo y ¥ es una filtracién
sobre R, 7 es una topologia sobre R que hace que (R, ) sea un anillo topoldgico. Ademds, T
es la dnica topologia sobre R que tiene a X como base de entornos de 0 € R y tal que (R, )
es anillo topoldgico.

Supongamos ahora R un anillo con una filtracién ¥ = {ap 2 a3 2 ...} y sea .7 la tnica
topologia sobre R, existente conforme a la Proposicion 1.2.10 precedente. Sea M un R-moédulo
y X' ={My 2 M; D ...} una filtracién sobre M compatible con 3.

Definimos un conjunto .7/ de subconjuntos de M dados por la siguiente propiedad: Para cada
AC M, Ae T’ siy solamente si

Vee A, dneN: z+ M, C A.

PROPOSICION 1.2.11. Con las notaciones precedentes, (M, 7') es un (RJ)—mddulo topoldgico
donde o' es una base de entornos del 0 € M.
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PROPOSICION 1.2.12. Sea R un anillo, M un R-mddulo y a C R un ideal de R. Sean ¥4(R) y
Yo (M) respectivamente las filtraciones a-ddicas en R y M. Sean T y T’ respectivamente las
topologias inducidas por Sq(R) en R y Xq(M) en M. Se verifica:

i) La topologia 7 en R es metrizable si y solamente si se verifica [, o a™ = {0}.
ii) La topologia T' en M es metrizable si y solamente si se verifica [, o o" M = {0}.

Obsérvese que, en virtud de la Proposicion 1.2.9, esto significa que las topologias inducidas
por las filtraciones a-ddicas son metrizables si y solamente si los anillos o modulos topoldgicos
correspondientes son espacios de Hausdorff.

1.3. Lema de Artin-Rees. Teorema de la interseccién de Krull (Resumen
Extendido)

Como ya indicamos en la Introduccién, esta Seccién presenta el Lema de Artin-Rees y el Teo-
rema de la Interseccién de Krull en formato “Resumen Extendido”. Las demostraciones de
todos los enunciados que se exponen se encuentran en la Seccién A.11 del Apéndice A.

DEFINICION 13. Sean (R,Y) y (M,Y) anillo y R-mddulo filtrado respectivamente. Dado un
ideal a € R se dice que una filtracion X' es compatible con a si aM™ C M"*+! para todo n € N.
Se dice que la filtracion X' es a-estable si eviste ng € N tal que aM™ = M™*" para todo
m > ng.

OBSERVACION 4. Sea R es un anillo, a C R un ideal, M un R-mddulo y N un submddulo de
M. Entonces,

i) Si una filtracion X' sobre M es compatible con a se tiene, en virtud de la Observacion
1, que la filtracion X" inducida en N por X' es también compatible con a.
1) La filtracion a-ddica sobre M es un claro ejemplo de filtracién a-estable.

Dados un anillo R y un ideal a C R, se puede definir el conjunto R:= R®a®a’? @ ... al que
se puede dotar de estructura de anillo graduado mediante las operaciones que inducen la suma
y el producto de R. Dados a,b € R, existen conjuntos finitos I,J C N y conjuntos finitos de
elementos homogéneos {a; € a’:i € I'}, {b; € a’ : j € J} tales que:

a=> a, b= b

il jed
Ahora, consideramos el conjunto I U J. Anadiendo ap = 0 para k € TUJ\ I y by = 0 para
keIuJ\J,dado que I UJ es finito, podemos definir la suma de a y b mediante la siguiente
identidad:
a+b:= Z (ag + bi),
keluJ

Dado que R es suma directa de subgrupos {a’ : i € N}, esta definicién es tinica y ax + by, € a*
es claramente un elemento homogéneo de grado k£ en R. De modo similar, usando las mismas
presentaciones de a y b podemos definir el producto:

a-b:= Z a; - b;.

iel,jeJ

De nuevo, la naturaleza de R como suma directa de sus subgrupos nos garantiza la buena
definicién del producto, donde el producto natural a™ x a™ — a™*" nos indica que a; - b; es
un elemento homogéneo de grado i + j de R.

De manera similar, consideremos un anillo R un ideal ¢ C R y un R-médulo M. Como en
la definicién, consideremos el anillo R = R@® a® --- y el grupo abeliano M := M @& aM &
a?M --- Sobre M podemos, de manera natural, inducir una estructura de R-médulo, mediante
la siguiente operacion:

(Zai)-(ij) :=Zai~mj, a; €a', m; € a'M,
iel JjeJ i,7

siendo los argumentos elementales los esperados.
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LEMA 1.3.1. Sea a un ideal de R, M un R-mddulo con una filtracién ¥ ={My2> M D ..}
compatible con a. Entonces, M es finitamente generado como R-mddulo si y solamente si ¥’
es a-estable.

Seguidamente enunciamos un resultado técnico de gran utilidad, encontrado, al menos por E.
Artin y D. Rees.

TEOREMA 1.3.2 (Lema de Artin-Rees). Sea R un anillo noetheriano, a un ideal de R, M
un R-mddulo finitamente generado y N un submddulo de M. Entonces, dada una filtracion
a-estable ¥/ sobre M, la filtracion X" = {N N M, : n € N} inducida sobre N es a-estable.

COROLARIO 1.3.3. Sean R un anillo noetheriano, a ideal de R, M un R-mddulo finitamente
generado y N un submddulo de M. Entonces existe n € N tal que a(a™M NN) = a1 M NN
para todo m > n.

A continuacién presentamos un enunciado del cldsico Teorema de la Interseccién de Krull de
W. Krull que, entre otras cosas, establece que la topologia a-adica es metrizable en el caso de
los médulos finitamente generados sobre anillos noetherianos.

TEOREMA 1.3.4 (Teorema de la Interseccién de Krull). Sean R un anillo noetheriano, a
un ideal de R y M un R-mddulo finitamente generado. Entonces,

i) Si N:=(),ena"M, aN = N.

it) Si a estd contenido en el radical de Jacobson de R,

() a"M = (0)
neN
y la topologia definida por la filtracion a-ddica sobre M es Hausdorff y metrizable.
it1) Si R es dominio noetheriano, para cada ideal propio a de R se tiene:

o=
neN
y la topologia a-ddica sobre R es Hausdorff y metrizable.

COROLARIO 1.3.5. Sea R es un anillo noetheriano y a es un ideal de R contenido en el radical
de Jacobson. Entonces, si el anillo graduado G4(R) asociado a la filtracion a-ddica sobre R es
dominio, también lo es R.

1.4. Teorema de la Dimension Local

DEFINICION 14. Sea f : N — Q una aplicacién. Se dice que f es polinomial si existe ng € N
y q € Q[X] tal que f(n) = q(n) para todo n > ng.

OBSERVACION 5. Para cada aplicacién polinomial f existe un tinico polinomio coincidente con
ella (salvo un nidmero finito de puntos). La razdén es que dos polinomios en Q[X] que coincidan
en un numero infinito de puntos tienen que ser el mismo polinomio. Por eso, se denomina
grado de una funcion polinomial al grado de su dnico polinomio asociado. Del mismo modo,
se habla del coeficiente director de una funcion polinomial como el coeficiente director de su
polinomio asociado.

Ahora, para una aplicacién f : N — Q se definen las aplicaciones incremento como:

AY(f)(n) = f(n)
AT(f)(n) = A" (n+1) = A" (n)

LEMA 1.4.1. Sea r € N. Una aplicacion f : N — Q es polinomial de grado r si y solamente st
Af es una aplicacion polinomial de grado r — 1.

DEMOSTRACION. Por una parte, sea ¢ = > jic, a; X" el polinomio asociado a f. En-
tonces, el polinomio asociado a Af viene dado por ¢'[X] = ¢[X + 1] — ¢[X]. Esto es, ¢'[X] =
Y o<icr @i((X +1)" — X%). En virtud del binomio de Newton, ¢'[X] = ra, X"~ 4+ h(X) con
deg(h) <r —2.Y el grado de q[X] es r — 1.

Por otra parte, sea A f es una aplicacién polinomial de grado r—1 y sea h su polinomio asociado.
Veamos que f es polinomial de grado r por induccién en el grado de h:
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o Sideg(h) =0, Af(n) = f(n+1) — f(n) = ¢ para n > ng, ¢c € Q. Esto es, f(n) =
c(n —mno) + f(no) para n > ng. Por tanto f es polinomial de grado 1.

e Supongamos cierto para deg(h) =r—1. Seah =3, a; X*. En virtud del binomio
de Newton, Af = G {(n+1)"*" —n""! 4 g(n)} con deg(g) < r—1. Ahora se define
la aplicacion

* Ay r+1
n):= f(n) — ——n
7o) = fn) - =
y se tiene, por construccién, que Af* = g(n). Aplicando hipétesis inductiva, f* es
.7 . . . . r +1
una funcién polinomial de grado menor o igual a 7. Ahora, f(n) = f*(n) + ;250"
y se tiene que f es polinomial de grado r + 1.

O

LEMA 1.4.2. La aplicacion f : N — N definida por f(n) := (n:rr) es una aplicacion polinomial
de grado r.

DEMOSTRACION. Obvia por induccién en 7. O

1 . ., . . . .
Observemos que (”j:l ) es la dimension del espacio vectorial H,, formado por los polinomios

homogéneos de grado n en r variables. Por esta razén, el Lema 1.4.2 serd de gran utilidad en
la prueba de la Proposicién 1.4.10 y, posteriormente, en la Proposicién 1.5.3.
Ahora, fijemos unas condiciones que aparecerdn reiteradamente a lo largo del resto del capitulo:

e Sea R = ®penR, un anillo graduado con Ry artiniano de forma que R esté generado
como Ry-algebra por {zi1,...,x,} C R;. Entonces, por el Teorema de la Base de
Hilbert (ver Teorema A.8.6), se tiene que R es noetheriano.

e Sea M = @®,enM, un R-médulo graduado finitamente generado. Por el Corolario
A.8.5 se tiene que M es noetheriano. Y, en virtud de la Proposicién 1.2.3, M, es
finitamente generado como Rp-mdédulo para todo n € N. Ahora, por el Corolario
A.9.2, se tiene que M, es artiniano para todo n € N. Finalmente, en vista del
Corolario A.10.16, M, es de longitud finita y tiene sentido considerar ¢g,(M,).

PROPOSICION 1.4.3. Con las notaciones precedentes, supongamos {x1,..., T} un conjunto de
elementos que generan Ry como Rg-mddulo. Entonces, la siguiente funcion x(M,—) es una
funcion polinomial de grado menor o igual que r — 1:
x(M,—-): N — N
n +— x(M,n):={lr,(Mp,).
A esta funcion polinomial se la denomina funcion de Hilbert del R-mddulo graduado M.

DEMOSTRACION. La Proposicién se prueba por induccién en 7:
Para r = 0 se tiene que R = Ry. Sea S el conjunto finito de generadores homogéneos de M y
sea ng = maxscs{deg(s)}. Entonces cualquier elemento de M tiene como méximo grado ng y
M,, = 0 para todo n > ng y x(M,n) = {g,(M,) = 0 para todo n > ng, que es de grado —1.
Supuesto cierto para r — 1, se considera la aplicacién:

No,: M — M
mo o Tym.

Como z, € Ry y .M, C M,41, puede considerarse la restriccién ¢, := 1, |nm,. Estas
aplicaciones ayudan a definir para cada n € N una sucesién exacta

0 — K, — My, 2% M1, — Cpi1,

donde K,, := ker(¢,) y Cp, := My11/imep,. Ahora consideramos los submédulos graduados de
M:
K=K, =PWM,.nK); C= P C.= P (M,nC),
neN neN n>—1 n>—1

que son noetherianos porque M lo es, y que tienen estructura de R’-mdédulo donde R’ =
R/(x,) = R[z1,...z,)/(x;) = R[z1,...,2r—1]. Ademds, como z, € Anng(K);z, € Anng(C),
sus estructuras como R-mddulos y R’-mdédulos coinciden. En consecuencia, las aplicaciones
x(C, =) y x(K,—) verifican las hipétesis anteriores a la Proposicién y, por hipétesis inductiva,
son aplicaciones polinomiales de grado menor o igual a  — 2. Ahora, en virtud del Corolario
A.9.9, se tiene que lr,(K,) — lry(My) + lry(Mpt1) — lry (Crny1) = 0. Esto es, Ax(M,n) =
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x(Cyn+1) — x(K,n) y en consecuencia Ax(M,—) es una aplicacién polinomial de grado a lo
sumo r — 2. Finalmente, por el Lema 1.4.1, x(M, —) es una aplicacién polinomial de grado a lo
sumo r — 1. g

DEFINICION 15. Con las notaciones precedentes, al polinomio en Q[T] asociado a la funcién
polinomial x(M,—) se se le denomina polinomio de Hilbert de M y se denota también mediante
x(M,—) cuando no lleve a confusidn.

DEFINICION 16. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, un ideal q de R se denomina ideal de
definicion de R si existe n € N tal gque m™ C q C m.

PROPOSICION 1.4.4. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, q un ideal de definicién de R y M un
R-médulo finitamente generado. Las funciones x(Gq(R),—) y x(Gq(M),—) son polinomiales
de grado a lo sumo r—1 donde r es el minimo de los cardinales de los subconjuntos que generan
q como ideal de R.

DEMOSTRACION. (G4(R),—) es un anillo graduado con Ry = R/q. Ademds, como R es
anillo local de maximal m, R/q es local de maximal m/q. Por otra parte si a es un ideal primo
de R/q, entonces existe p € Spec(R) tal que a = R/p y p 2 q. Ahora comom™ CqCpCm
tenemos que p es un ideal primo que contiene a m™. Luego, por ser m maximal, se tiene:
m=+vm* C /p =p Cm, Es decir, m = p, y el tinico ideal primo de R/q es m/q, con lo
que Spec(R/q) = MaxSpec(R/q) = {m/q}. En particular, R/q es un anillo artiniano (ver el
Teorema de Akizuki en el Teorema A.10.14). De otro lado, como R es noetheriano, g es un ideal
finitamente generado. Més aun, si {x1,...,2,} generan ¢ como ideal de R, sus clases médulo
g2 generan q/q% como R/g-médulo. Es decir,

q/9*> = R/q < {x1,... 2.} >,
como R/g-médulo. Finalmente, G4(R) es una g-dlgebra generada por los elementos homogéneos
de grado 1, es decir por los elementos de q/q?. Ahora, observamos que tenemos un epimorfismo
natural de R/g-médulos:

qn/qn-‘rl % M/qM — an/qn-i-lM
A+q"thz+qM) — Az +q"TiM.

Por tanto, M/qM = R/q ®r M genera G4(R) como G4(R)-médulo. Ademds, M/qM es
finitamente generado como R/g-médulo. Como R/q es un anillo artiniano, q"M/q" 1 M es un
R/g-médulo artiniano (ver Corolario A.9.2).
En suma, tenemos las hipétesis de la Proposicién 1.4.3 y podemos concluir que
e El polinomio de Hilbert de G4(R) tiene grado a lo sumo r — 1.
e El polinomio de Hilbert de G4(M) tiene grado a lo sumo r — 1.
O

OBSERVACION 6. En las condiciones de la Proposicidn anterior, el soporte verifica Supp(M/q"M) =
{m}. La prueba es idéntica al argumento sequido en la Proposicion 1.4.4. Ademds, en virtud
de la Proposicion A.10.13, se tiene que M/q"M es de longitud finita.

TEOREMA 1.4.5. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, M un R-mddulo finitamente generado
y q un ideal de definicion de R. Definamos la siguiente funcion:
Py(M,-): N — N
n +— Py(M,n):=Lr(M/q"M).
Entonces, APy(M,—) = x(Gq(M),—). En particular, Py(M,—) es una funcion polinomial
llamada funcion de Samuel (o de Hilbert-Samuel). Se tiene que el grado de Py(M,—) estd
acotado por el numero minimo de generadores de (.

DEMOSTRACION. Sea 7 := min{#(S) : S genera q} € N. Se considera la sucesién de
R-médulos:
0 — q"M/q" " M L5 M/qTIM 25 M/q"M — 0,
que es exacta, lo que se prueba de modo inmediato. En vista de la Observacién 6 precedente,
q"M/q" T IM, M/q"TIM y M/q"M son R-médulos de longitud finita que, en virtud de la
Proposicién A.9.8, verifican:

CR(q"M/q" M) = (r(M/q" " M) — Lr(M/q" M).
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Como q C Anng(q"M/q" Tt M), se tiene que las estructuras de q"M/q"*1 M como R-médulo
y como R/g-médulo coinciden y, dado que la longitud de q"M/q"T*M solo depende de sus
submédulos, se sigue que Lr(q"M/q" T M) = lg/q(q"M/q" T M) = x(G4(M),n). Finalmente,
se induce que

X(Go(M),n) = Lr(q"M/q" ' M) = Lr(M/q" ' M) — (r(M/q" M)
Py(M,n+1) — Py(M,n) = AP,(M,n).

Ahora, por la Proposicién 1.4.4, x(Gq(M), —) es una aplicacién de grado a lo sumo r — 1. En
virtud del Lema 1.4.1, P;(M, —) es una aplicacién polinomial de grado a lo sumo . O

Veamos, seguidamente, que el grado de la funcién polinomial de Samuel es independiente del
ideal de definicién q elegido.

LEMA 1.4.6. Sean f,g: N — N dos funciones polinomiales. Supongamos que existen m,mgy €
N tal que

fn) <g(n) < f(mn+ myp).
Entonces, deg(f) = deg(g). Mds ain, si aq es el coeficiente director de f y by es el coeficiente
director de g, se tiene que
ag < by < admd.

DEMOSTRACION. Definamos h(n) := f(mn+mg). Veamos que h es una funcién polinomial
de grado deg(h) = deg(f). Sea f' := E;j:o a; X" el polinomio asociado a la aplicacién polinomial
f, entonces, en virtud del Binomio de Newton:

d
f'(mn +mg) = Z ai(mn +mg)t = aq((mn)? + d(mn)?=
i=0

tmo + - -+ mg) + f"(mn + mo),

donde f” es un polinomio de grado estrictamente menor que d. Por tanto, el polinomio aso-
ciado a la aplicacién polinomial h serd h' = agm?X? + h”(X) con h”(X) polinomio de grado
estrictamente menor que d o, equivalentemente h’ = Z?:o ¢; X" donde ¢y = agm®. Y, en con-
secuencia, se tiene que f y h son aplicaciones polinomiales de grado d (tienen el mismo grado).
Probemos que deg(f) = deg(g) por induccién en deg(f). Si deg(f) = —1, existe ng € N tal que
f(n) = 0 para todo n > ng. Como deg(f) = deg(h) = 0, existe n; € N tal que h(n) = 0 para
todo n > n;. Esta condicién implica que g(n) = 0 para todo n > max{ng,n1} y, por tanto,
deg(g) = —1. Supongamos, ahora, deg(f) > 0. Consideremos las aplicaciones incremento Af,
Ag y Ah. Por el Lema 1.4.1, deg(Af) = deg(f) — 1 y deg(Ah) = deg(h) — 1 = deg(f) — 1.
Ademis se tiene que

(1.4.1) Af(n) < Ag(n) < Ah(n).

Por una parte Af(n) < Ag(n) si y solamente si f(n+ 1) —g(n+ 1) < f(n) — g(n). Si esto
no fuese asi, existiria {; € N tal que 0 > f(l; +1) —g(l1 + 1 > f(l1) — g(l1), lo que implicaria
f() > g(l), entrando en contradiccién con la hipétesis f(n) < g(n). De la misma manera,
Ag(n) < Ah(n) si y solamente si g(n + 1) — h(n + 1) < g(n) — h(n). Si esto no fuese asi,
existirfa lo € N tal que 0 > g(lo + 1) — h(l2 + 1) > g(I2) — h(l2), lo que implicaria g(l2) > h(l2),
entrando en contradiccién con la hipétesis g(n) < f(mn—+mp) = h(n). En suma, se tiene que las
aplicaciones A f y Ah son aplicaciones polinomiales de grado deg(f) — 1 y verifican la Igualdad
(1.4.1). Entonces, por hipétesis inductiva se tiene que Ag es una aplicacién polinomial de grado
deg(f) — 1. En virtud del Lema 1.4.1, se tiene que g es una aplicacién polinomial de grado
deg(g) = deg(f).

Sea d := deg(f) = deg(g). Veamos que ag < by < agm? por induccién en d. Sid = —1, entonces
aq = by = ag.m? = 0. Si d = 0, entonces existen ng,ni,ns € N tales que f(n) = aq para todo
n > ng; g(n) = bg para todo n > ny y h(n) = agm? = agz.m° = a4 para todo n > ny. Por tanto,
la desigualdad f(n) < g(n) < h(n) se escribe aq < bg < aq para todo n > maz{ng,ni,ns}, con
lo que queda probado este caso. Supongamos d > 0. Consideremos nuevamente las aplicaciones
incremento Af, Ag y Ah. Sean f’, ¢’, h’ sus polinomios asociados respectivamente. En virtud
del Lema 1.4.1, se tiene que

fI(X)=dag X'+ fo(X),  ¢(X)=dbg X+ g2(X)  W(T) = dagm®T! + ho(T),
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donde f3, g2, he € Q[X] son polinomios de grado a lo sumo d — 2. Por hipétesis de induccién:
dag < dbg < dagm®.

Como d > 0, se tiene que
ag < by < admd.
O

PROPOSICION 1.4.7. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, q un ideal de definicion de R y M
un mddulo finitamente generado, entonces Py(M,—) y Pn(M,—) tienen el mismo grado. En
particular, el grado del polinomio de Samuel no depende del ideal de definicion elegido.

DEMOSTRACION. Como q es ideal de definicién de R, existe m € N con m™ C q C m. Por
consiguiente, m™" C q" C m” para todo n € N. Ahora consideramos los siguiente morfismos
suprayectivos, que no son mds que las proyecciones canénicas: M/q" — M/m"™ y M /q™" —
M/q™. Entonces se tiene que £r(M/m"™) < Lr(M/q™) < Lr(M/m™™). O lo que es lo mismo,

Py (M,n) < Py(M,n) < Py(M,mn).
En virtud del Lema 1.4.6 precedente, deg(Py(M, —)) = deg(Pwn (M, —)). O

DEFINICION 17. En las condiciones de la Proposicién 1.4.5, se define la dimension de Hilbert-
Samuel de M, y se denota dimps(M), al grado del polinomio de Samuel respecto de cualquier
ideal de definicion q de R.

OBSERVACION 7. En las condiciones de la Proposicion 1.4.5, los coeficientes directores aq de los
polinomios de Samuel verifican siempre ag > 0: basta notar que Py(M,n) = Lr(M/q"M) > 0
para todo n € N y aplicar el Lema 1.4.6 a las aplicaciones polinomiales Pq(M,n) y f =
0. Ademds, si aq = 0, existe ng € N tal que Py(M,n) = 0 para todo n > ng, entonces
(r(M/q™M) =0y M/q"*°M = 0. O, equivalentemente, M = q™ M. Como R es local,
R ={m} yq" Cm es un ideal contenido en el ideal de Jacobson de R. En consecuencia, por
el Lema de Nakayama (ver Proposicion A.8.12), se tiene que M = 0.

PROPOSICION 1.4.8. Sea (R,m) un anillo local noetheriano. q un ideal de definicién de R y
0— M L5 ML M — 0
una sucesion exacta corta de R-mddulos finitamente generados. Entonces, existe una aplicacion

polinomial R : N — N de coeficiente director no negativo cuyo grado es estrictamente menor
que el grado de Py(M,—) y verificdndose:

Py(M',n) 4+ Py(M",n) = Py(M,n) + R(n)
para todo n € N.

DEMOSTRACION. Primero notamos que como f es inyectiva, puede entenderse M’ como
submdédulo de My tiene sentido considerar M’ N g™ M. Entonces, construimos la sucesién de
R-médulos )

0 — M'/(M' nq"M) L5 M/q"M 25 M"Jq"M" — 0 ,
que es exacta corta. Para verlo basta notar que f es inyectiva por serlo f y g es suprayec-
tiva y estd bien definida por ser g suprayectiva. De otro lado, ker(g) = ker(g)/q"M =
im(f)/q"M = Im(f). Ademds, por la Observaciéon 6, M/q"M es de longitud finita. En
virtud de la Proposicién A.9.8, M'/(M'Ng" M)y M"/q*M" son de longitud finita y se tiene
la relacién:

(1.4.2) CR(M/q" M) = Lr(M'/(M' N q"M)) + Lr(M"/q" M").
Observamos, entonces, que {r(M'/(M' N q"M)) = Py(M,n) — Py(M"”,n) es una aplicacién
polinomial. Definimos M} := M’ N ¢™"M y obtenemos una filtracién en M’ a partir de la

filtracién g-ddica en M. Ahora, por el Corolario 1.3.3 del Teorema de Artin-Rees (ver Teorema
1.3.2), se tiene que existe ng € N tal que qM}, = q(q"M N M') = q""'M N M' = M} _, para
todo n > ng. En particular, para cada n € N, q"*™ M’ C M, , = q"M, C q"M'. Esto
implica:

Py(M',n) = Cp(M' [q"M") < Lp(M' /M), ) < Cr(M'/q"+"0M") = Py(M',n + no).

+no
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A partir de la relacién anterior, en virtud del Lema 1.4.6, se sigue que (r(M'/M] ., ) v
Py(M’,n) tienen el mismo grado y mismo coeficiente director. Ahora, se construye la apli-
cacién polinomial R : N — N dada por

R(n) := Py(M',n) — Lp(M'/My) ,

que, en virtud de la Igualdad (1.4.2), verifica Py(M’, n)+ Pqy(M",n) = Py(M,n)+ R(n). Note-
mos que tiene coeficiente director no negativo porque R(n) > 0 para n > ng. Ademds, como
R(T) esta definida como la diferencia de dos aplicaciones polinomiales con mismo grado y coe-
ficiente director, se tiene que deg(R(T)) < deg(¢r(M’/M])). Finalmente, como ¢r(M'/M]) =
Py(M,n)—Py(M",n), se tiene que deg({r(M' /M) < max{deg(Pq(M,n)),deg(Pq(M",n))} =
deg(Py(M,n) dada la Igualdad (1.4.2), y en consecuencia, deg(R(T")) < deg(Py(M,n)). O

COROLARIO 1.4.9. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, q un ideal de definicion de R, M un
R-maodulo finitamente generado y N un submddulo de M. Entonces,

dimHs(N) < dimHs(M>
dimHs(M/N) S dimHs(M)

DEMOSTRACION. Consideramos la sucesién exacta corta 0 — N — M — M/N — 0.
Por 1.4.8, Py(N,n) + Py(M/N,n) = P;(M,n) + R(n). Como los coeficientes de Py(N,n) y
P,(N,n) son no negativos y deg(R(T")) < deg(Py(M,—)) se tiene que los grados de Py(N,—) y
Py(M/N,—) no pueden ser superiores al grado de Py(M, —). O

PROPOSICION 1.4.10. Sea (R,m) un anillo local noetheriano, k = R/m y r el minimo de los
cardinales de los conjuntos que generan m como ideal de R. Se tiene que deg(x(Gm(R),—)) =
r—1 si y solamente si ¢ : k[X1...,X,] — Gu(R) es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Notemos que, en general, se puede definir el epimorfismo de grado 0 de
k-algebras graduadas ¢ : k[X; ..., X,] — Gn(R) tomando ¢(X;) := z; + m? para 1 < i <,
donde {z1...z,} es el conjunto generador minimal de m como ideal de R (esto se debe a que,
como se vio en la Proposicién 1.4.4, el conjunto {z; + m? : 1 < i < r} genera m/m? como
k-médulo y G (R) es una k—4algebra generada por los elementos de m/m?); k[X; ..., X,] = H,
donde H := @, .y Hn y Hy es el espacio vectorial de polinomios homogéneos de grado n con
coeficientes en k. Méds atn, se puede definir el epimorfismo de k-médulos:

On = |y, : Hy, — m”/m"'H.

Por una parte, ¢ : k[X1...,X;] — Gun(R) es claramente un morfismo de k-algebras, pues se
han definido la imagen de un conjunto generador {X7 ..., X, } y se ha extendido por linealidad.
Por otra parte, es un morfismo graduado de grado 0, pues si h € H,,, entonces h es de la forma

h=Y (][ X, Xije{X,... X}
i=0 =0

En consecuencia, tenemos:

S n S n
p(h) = (@i [[e(Xi) =D ai [] 7ss
i=0  j=1 =0 j=1
con Z; j € {Z1,...,%,}, siendo T = x +m? € m/m?. Por tanto, f(h) € m"/m" 1. Retomemos

el morfismo ¢, : H, — m"/m"*l. Estd bien definido porque ¢ es morfismo graduado de
grado 0y ¢,(H,) € m"/m"T!l. Ademés, es suprayectivo porque m" es el ideal generado por
los productos {[[7_, @i ; : zi,; € {z1,...,2,}}. Finalmente, como ¢, es suprayectivo para cada
n € N, entonces, dado

t
x = sz € Gn(R),
i=0

donde z; € m*/mi*! y dado h; € H; tal que ¢;(h;) = x;, concluimos
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y ¢ es un epimorfismo de anillos.
Supongamos que ¢ es un isomorfismo. Entonces, para cada n € N se tiene que

On : Hy — m"™/m" !

es un isomorfismo. Ya se ha visto que ¢,, es morfismo suprayectivo. Ademds, como ¢, = ¢|g, ,
si ¢, no fuese inyectiva, ¢ tampoco seria inyectiva. Esto entra en contradiccién con la hipétesis
de que ¢ es isomorfismo.

Ahora, como ¢, es isomorfismo, x(Gm(A),n) = £ (m"/m" ) = (. (H,) = dimp(H,) =
("jﬁ;l) En virtud del Lema 1.4.2, x(G(R),n) es una aplicacién polinomial de grado r — 1.
Por otra parte, si ¢ no es isomorfismo, definamos N := ker(y) # 0. Nétese que N es un ideal
homogéneo de H. Es decir, N estd generado por elementos homogéneos de H. Como k es
cuerpo, k es noetheriano y, en virtud del Teorema de la Base de Hilbert (cf. Teorema A.8.6),
k[X1,...,X,] = H es noetheriano. Con lo que se tiene que N es un ideal finitamente generado.
Sea F' un conjunto generador finito de N como ideal de H. Supongamos f un elemento no
homogéneo de F'. Entonces, existe un conjunto I C N finito tal que f = >, fi, donde f; € H;
es un elemento homogéneo de grado ¢ de H. Como F genera N = kerpy f € F, o(f)=0.Y
dado ip € I se tendria f;, = — Ziel’ itio fi que son dos fomas distintas de expresar un mismo
elemento en H, lo que entra en contradiccion con que H = @, cnH,, sea una suma directa. Por
tanto, visto que N es un ideal homogéneo de H, podemos escribir

N = @ N,, N, =H,Nker(p) =ker(vn).
neN
Ahora, se tiene que N es un ideal de H, en particular es un subespacio vectorial del k-espacio
vectorial H. Luego N, = N N H, es la interseccién de dos subespacios vectoriales de H y
es, a su vez, subespacio vectorial de H. Mas aun, como N,, C H,,. N, puede verse como un
subespacio vectorial del k-espacio vectorial H,,. En virtud de la Proposicién A.9.10, ¢ (N,,) =
dimy(N,) < dimy(H,) = lx(H,) y N, es de longitud finita como k-mdédulo. Mds ain, para
cada n € N se tiene la sucesion exacta corta de k-espacios vectoriales de dimensién finita:

0 — N, = H, 2% m"/m"*t — 0.

En virtud de la Proposicién A.9.8, se tiene la relacién:

(1.43) A(Gon(A), ) = (” e 1) (V)

r—1
Témese f € N homogéneo. Sea d = deg(f). Se tiene que f.H, C N,yq para todo n € N.
Por una parte, por la estructura de anillo graduado en H, se tiene el contenido f.H,, C Hy,44.
De otro lado, como N es ideal de H, f.H, C N. Ahora, como N,, C H,, {;(N,) < ¢i(Hy).
Ademads, como H, es dominio de integridad y f # 0 se tiene que la aplicaciéon H,, — fH,
dada por g — fg es isomorfismo de k-espacios vectoriales y por tanto, dimy(H,,) = ¢ (H,) =
lp(fH,) = dimi(fHy,). En consecuencia, se tiene:

gk(Nn) < gk(Hn) = gk(an) < gk(Nner)

Finalmente, en virtud del Lema 1.4.6, ¢, (H,) = (”jﬁ;l) y Ui (Ny,) son aplicaciones polinomiales
con el mismo grado y coeficiente director. Como deg(¢(H,,)) = r—1, laIgualdad (1.4.3) implica

que deg(x(Gm(A),—)) <r—1. O

COROLARIO 1.4.11. Con las notaciones de la Proposicion precedente, si q es un ideal de
definicion de R, se tiene que deg(Py(R,—)) =r si y solamente si

¢ k[X1...,X,] — Gu(R)

es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Por una parte, supongamos que deg(Py(R,—)) = r. Entonces, en vir-
tud de la Proposicién 1.4.7, deg(Py(R, —)) = deg(Pw(R,—)). Ahora, por el Teorema 1.4.5 se
tiene que x(Gm(R),—) = APy (R,—) ¥, por el Lema 1.4.1, se infiere que deg(x(Gm(R),—)) =
deg(APy(R,—)) =7 — 1. Aplicando la Proposicién 1.4.10 precedente, ¢ es un isomorfismo.
De otro lado, supongamos que ¢ es un isomorfismo. Por la Proposicion anterior 1.4.10,
deg(x(Gm(R),—)) = r—1. En virtud del Teorema 1.4.5, x(Gw(R), —) = APn(R, —) Aplicando
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nuevamente el Lema 1.4.1, deg(Py (R, —)) = r. Finalmente, la Proposicién 1.4.7 garantiza que
deg(Pn(R, —)) = deg(Py(R,—)) = . O

En la definicién siguiente usaremos el soporte de un R-mdédulo Supp(M) y los primos asociados
de un R-médulo Ass(M), que se describen en la Seccién A.10 del Apéndice A. Como no tenemos
especial interés en casos mas sofisticados en este Trabajo Fin de Grado, nos restringimos al caso
noetheriano.

DEFINICION 18. Sean R un anillo noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado. Se
consideran las siguientes nociones:

1) Una cadena en R es una sucesidn de ideales primos pg C p1 C -+ C p, tal que p; # Pit1
para 0 < i <r —1. Se dice, ademds, que esta cadena es de longitud r.

1) La altura de un ideal p se define como:

ht(p) := sup {r: Hpo,...,pr} C Spec(R): po C--- Cp, =p}.
Es decir, el supremo de las longitudes de las cadenas en R de la forma po C -+ C p,. = p.
141) La co-altura de un ideal p se define como:

cohtp == sup {r = Hpo,....pr} C Spec(R) : p=po C - Cpy}.
Es decir, el supremo de las longitudes de las cadenas en R de la forma p =py C --- C p,..
1) La dimensién de Krull de M, denotada dimy, (M), se define de la siguiente manera:

dimyg,. (M) := sup {coht(p) : p € Supp(M)}.
Si M =0 se define dimg,. (M) := —1.
v) La dimension de Krull del anillo R se define como la dimensidn de R visto como R-mddulo.
Como estamos en el caso noetheriano y como la dimension de Krull es el supremo de las co-

alturas de los ideales del soporte, dicho supremo, de alcanzarse, sera en los primos minimales
de Supp(M). En virtud del Corolario A.10.12, se tiene que

dimg,(M) = sup {coht(p) : p € Ass(M)}.

PROPOSICION 1.4.12. Sea R un anillo y p un ideal primo de R. Entonces,

i) dimg,(R/p) = coht(p)

DEMOSTRACION. Ambas afirmaciones se siguen de modo inmediato dado que
Supp(R/p) = Spec(R/p) ={a/p : q € Spec(R), q 2 p},
Supp(Ry) = Spec(Ry) = {q € Spec(R) : q € p}.
Ver la Proposicién A.10.11. O

DEFINICION 19. Sea (R, m) un anillo local noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado.
Se llamard dimensidn de Chevalley de M y se denotard dimcne,(M) a

dimcpey(M) :=min {n e N: Jay,...,a, €m, Lr(M/(ay,...,an)M < +00}.
Si M =0, se define dimgopen (M) := —1.

OBSERVACION 8. Notemos que como R es local M/mM es un R/m-espacio vectorial de di-
mension finita. Y en virtud de la Proposicion A.9.10, {p m(M/mM) < 4o0. Ademds, su
estructura como R-mddulo coincide con la de R/m-mddulo porque m C Anng(M/mM). En
consecuencia, Lr(M/mM) = Lp/m(M/mM) < co. Ademds, como R es noetheriano, m es fini-
tamente generado y se tiene que dimgpey, (M) estd acotado por el cardinal de cualquier conjunto
que genere a m como ideal de R.

El siguiente Teorema unifica los conceptos de dimensién de Krull, dimensiéon de Samuel y
dimensién de Chevalley para mdédulos finitamente generados sobre anillos locales noetherianos.
Una consideracion a tener en cuenta previa a la demostracién es que, la Observacién 8 y el
Teorema 1.4.5 garantizan que, en este caso particular, dimcpe, (M) < 400y dimgs(M) < +oo.

TEOREMA 1.4.13 (Teorema de la Dimensién Local). Sea (R, m) un anillo local noetheriano
y M un R-mddulo finitamente generado, entonces

dimKT(M) = dimHs(M) = dimC’hev(M) < +o00.
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DEMOSTRACION. Dividamos la prueba en 3 partes:

(1.4.4) dimgcr (M) < dims(M)
(145) dlmHs(M) S dimChev(M)
(1.4.6) dimChev(M) < dimKr(M)
1) Como dimpgg(M) < 400, probémoslo por induccién en dimggs(M): Si dimgs(M) = —1,

entonces existe ng € N tal que Py, (M,n) = 0 para todo n > ng. Es decir, M = m"M. Por el
Lema de Nakayama (cf. Proposicién A.8.12), M =0y dimg,(M) = —1.

Sea dimps(M) > 0. Por el Teorema A.10.3, Assr(M) es un conjunto finito y, en consecuencia,
existe p € Assr(M) verificando

sup {coht(q) : q € Assp(M)} = coht(p).

En virtud de la Proposicién 1.4.12, coht(p) = dimg,(R/p). Por otra parte, como p € Assg(M),
en vista de la Observacién 17, R/p — M es un monomorfismo de R-médulos. En consecuen-
cia, R/p puede verse como un submdédulo de M. Entonces, por el Corolario 1.4.9, se tiene que
dimpgs(R/p) < dimys(M).

Por tanto, para probar la Desigualdad (1.4.4) es suficiente probar que dimg.,.(R/p) < dimgs(R/p).
Como hay una correspondencia biyectiva entre los primos de R/p y los primos de R que con-
tienen a p, debemos comprobar que si p = pg C --- C p, es una cadena de ideales en R,
entonces r < dimpgs(R/p). Probémoslo por induccién en r: Supongamos r = 0. Si fuese
dimpgs(R/p) = —1, existirfa ng € N de modo que Py (R/p,n) = 0 para todo n > ng, esto
es, (R/p)/m™ = R/pm™ = 0. Por el Lema de Nakayama (Proposicién A.8.12), R = pm” C m
contradiciendo la maximalidad de m. Por tanto, debe ser r = 0 < dimgg(R/p).

Sear > 1. Seanp = pg C --- C p,. una cadena de ideales de R, a € p1\pg y p’ el ideal primo mini-
mal que contiene al ideal suma p+(a) a su vez contenido en p;. Se construye la cadena de ideales
p’ C ps C -+ C p,, que tiene longitud » — 1. Por hipdtesis inductiva, r — 1 < dimpggs(R/p’).
Ademas, si z € Anng(B/((a) +»)), entonces zy € R/(a)+p C p’ para todo y € R. En particular,
para todo y € R\p’. Por primalidad de p’ se tiene que = € p’ y, por tanto, p’ 2O Anng(R/((a) + p))-
En virtud del apartado 4ii) de la Proposicién A.10.11, p’ € Supp(£/((a) + p)). Es més, como p’ es
primo minimal que contiene a (a)+p, p’ es primo minimal de Supp(£/((a) + p)). Por el Corolario
A.10.12, p’ € Assr(B/((a) +p)). Ahora, de acuerdo a la Observacién 17, R/p" — B/((a) +p) €s
monomorfismo. En consecuencia, R/p’ puede verse como un submédulo de £/((a) +p). Por el
Corolario 1.4.9, se tiene que dimpgs(p’) < dimpgs (B/((a) +p)) . Consideremos la sucesién exacta
de R-médulos:

0 — R/p 5 R/p — R/((a) +p),

donde ¢ es la homotecia por a en R/p y 7 es la proyeccién canénica. Por una parte 7 es
suprayectiva por ser proyeccién y estd bien definida porque p C (a) + p. Por otra parte, la
inyectividad de ¢ queda garantizada por la primalidad de p. Ademés, (a)+p = ker(w) = Im(p).
En virtud de la Proposicion 1.4.8,

B (R/p,n) + Pu(F/((@) +9),1) = Pu(R/p,n) + R(n),
donde deg(R) < deg(Pn(R/p,—)). Entonces, R(n) = Pn(B/((a) +p)),n) y se tiene:
r—1<dim(R/p") < dimpus(B/(a)+p) < dimus(R/p).
Por tanto, r < dimpgs(R/p).
i1) Probemos la Desigualdad (1.4.5). Por una parte, si dimpgs(M) = —1, entonces M =0y
dimepe, (M) = —1.

Sea s := dimpgs(M) > 0; ay,...,as € m tales que M/(ay,...,as)M es de longitud finita;
a:=Anng(M); y b:=(a1,...,as) + a.

AFIRMACION. Supp(R/b) = {m}.

DEMOSTRACION. Veamos primero que Supp(M/(aj ...,as)M) = {m}. Por una parte, la
Proposicién A.6.6 garantiza que M/(aq,...,as)M = R/(a1,...,as) ®g M. Por otra parte, la
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Proposicién A.8.15 establece que Supp(R/ (a1, . ..,as)@rM) = Supp(M)NSupp(R/ (a1, ..., as)).
Combinando ambos resultados, se tiene:

Supp(M/(ax, ... as)M) = Supp(M) N Supp(R/(a1,...,as)).

Como M/(ay,...,as)M es de longitud finita, en virtud de la Proposicion A.10.13 se tiene
que todo ideal de Supp(M/(a1,...,as)M) es maximal. Pero como (R, m) es local, debe ser
Supp(M/(ala cee 7as)M) - {m}

Ahora, si z € Annr(R/b) entonces za € b C m para todo a € R\ m. Por la primalidad de
m se tiene que x € m y, en consecuencia, m 2 Anng(R/b). En vista del apartado #ii) de la
Proposicién A.10.11, m € Supp(R/b). Por otra parte, si p € Supp(R/b), por el apartado iii)
de la Proposicién A.10.11 se tiene que p O Anng(R/b). En particular, p O Anng(R/b) D
a = Anng(M). Por el apartado iii) de la Proposicién A.10.11, p € Supp(M). Ademds, p D
Anng(R/b) 2 b D (a1,...,as) 2 Anng(R/(a1,...,as)). Por tanto, p € Supp(R/(ay,...,as)).
Entonces p € Supp(M) N Supp(R/(aq,...,as)) = Supp(M/(a1,...,as)M). Por consiguiente, p
debe ser maximal, con lo que se tiene p = m. O

Ahora, en virtud del Corolario A.10.12, los elementos minimales de Supp(R/b) y Ass(R/b)
coinciden y se tiene Ass(R/b) = {m}. Por el Teorema de Unicidad (cf. Teorema A.10.3),
Ass(R/b) es independiente de la descomposicién primaria escogida y se tiene que b es un ideal
m-primario. Esto es, m;* € b para todo m; € m. Como R un anillo noetheriano, m es un
ideal finitamente generado. Sea T conjunto finito generador de m. Para cada t; € T definimos
ni:=min{n € N: t € b} y l := mazx {n; : t; € T}. Entonces, m' Cb Cmy b es un ideal
de definicién de A.

Definimos R := R/ay b := b/a. Como existe una biyeccién entre los ideales de R que contienen
a ay los ideales de R/a que preserva la inclusién, el anillo noetheriano (R, m/a) es local y b es
un ideal de definicién de R. Ademds, como b = (ay,...,as) +a, b = (dy,...,d,) donde a; es la
imagen de a; por la proyeccién canénica R — R/a.

Finalmente, como M es finitamente generado, (R,m/a) es un anillo local noetheriano y b
es un ideal de definicién de R generado por s elementos, el Teorema 1.4.5 garantiza que
deg(Py(M,—)) < s. Pero la estructura de M como R-médulo y como R-médulo coinciden
por ser a = Anng(M). Como la longitud solo depende de los submdédulos de M, se tiene que
Cr(M/6" M) = £z(M/6™M). Por consiguiente, Pg(M,—) = Py(M,—) y

dimgs(M) = deg(Ps(M, —)) < s = dimches(M).

i11) Probemos la Desigualdad (1.4.6) por induccién en dimg,.(M). Si dimg,. (M) = -1, M =0
y dimches(M) = —1.

Si dimg,(M) = 0 se tiene que Supp(M) = {m}. Como (R, m) es local y Anng(M) es un
ideal de R se sigue que m D Anng(M) y en virtud del apartado iii) de la Proposicién A.10.11,
m € Supp(M). De otro lado, si p es un primo de Supp(M), p C m. Como dimg,(M) = 0 debe
ser p = m. Ahora, como Supp(M) = {m}, todo elemento del soporte de M es maximal y, en
virtud de la Proposicién A.10.13, M es de longitud finita. Por tanto, dimcpe, (M) = 0.

Sea dimg,(M) > 0. Como M es finitamente generado y R es noetheriano, el Teorema A.10.3
garantiza que Assr(M) es finito. Sea {p;}1<i<g C Assr(M) el conjunto de primos asociados de
M con dimg,(M) = coht(p;), es decir, el conjunto de primos minimales de Assr(M). Como
dimg,(M) > 0, m no puede ser un ideal minimal de Supp(M) y, en consecuencia, p; C m
para cada ¢, 1 < i < g. Por el Lema A.2.1, no es, por tanto, posible que m C Up<;<q4p;. En
particular, existird a € m\ (Up<i<g9;). Definase M’ := M/aM.

AFIRMACION. Supp(M') C Supp(M) \ {p1,...,pg}

DEMOSTRACION. Por una parte, como Anng(M) C Anng(M/aM), se tiene que si q C
Anng(M), entonces q C Anng(M/aM). En virtud del apartado #ii) de la Proposicién A.10.11,
Supp(M') C Supp(M). Por otra parte, si p; € Supp(M’) con 0 < i < g, p; 2 Anng(M’). Pero
a € Anng(M'), por tanto a € p; y se llega a una contradiccién. O

Por tanto, como el soporte de M’ estd contenido en el soporte de M pero no contiene a los
primos minimales de R, se tiene que dimpg,(M') < dimg.,.(M).
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Sea t := dimgper(M') y {a1,...,a;} C m tales que M'/(aq,...,a;)M’ es de longitud finita. Se
tiene, ademés
M'/(a1,...,a))M' = M/(a,ay,...,a;)M’.

Pero como (a,ay,...,a;)M' C (a,aq,...,a:) M,
M/(a,ay,...,a))M C M'/(a1,...,a;)M".
Por consiguiente, M/(a,a1,...,a:)M puede verse como un submédulo de un R-médulo de

longitud finita. En virtud del Corolario A.9.7, M/(a, a1, ...,a;)M es de longitud finita y, por
tanto,
dimcnes(M) <t + 1.

Finalmente, por hipétesis de induccién, t = dimcper (M) < dimg,(M'), pero se habia visto
que dimg,(M') < dimg,(M). Por lo tanto debe ser t + 1 < dimg, (M) y se tiene

dimches (M) <t +1 < dimg,.(M).
O

Dentro de la prueba del anterior teorema ya hemos probado la finidad de la dimensién de
Krull de anillo locales noetherianos (las otras dos nociones de dimensién eran ya finitas por
definicién). En particular, hemos probado el siguiente:

COROLARIO 1.4.14. Si (R, m) es un anillo local noetheriano se tiene:
(1.4.7) dimg,(R) = ht(m) < +o0.
Del mismo modo, si M es un R-mddulo finitamente generado tenemos:
i) dimg, (M) < dimg,(R) < +o0.
i1) coht(p) < 400, para todo p € Supp(M).

Si R’ es un anillo noetheriano cualquiera, tenemos:
(1.4.8) ht(q) < +oo, Vq € Spec(R').

DEMOSTRACION. Por una parte, notemos que Anng(R) = (0), luego Supp(R) = Spec(R).
Ademads, como (R, m) es un anillo local, p C m para todo p € Spec(R). Por tanto,

dimg,(R) = sup{coht(p): p € Spec(R)}
= sup{r: Hpo,...,pr} S Spec(R): p=po C - - Cp, =m} = ht(m).
Para un (R, m)-médulo M, es claro que
Supp(M) C Spec(R) = Supp(R).
Por el apartado i) de la Proposicién 1.4.12,
dimg,(R/p) = coht(p) < sup{coht(q) : q € Spec(R)} = dimg,(R), Vp e Spec(R),

con lo que se siguen las propiedados @) y ii).

Finalmente, como R’ es un anillo noetheriano, en virtud de la Proposicién A.8.1, Rj es un
anillo local noetheriano para cada q € Spec(R’). Por la Desigualdad (1.4.7) se tiene que
dim(Ry) < +oc. En virtud del apartado ii) de la Proposicién 1.4.12,

ht(q) = dimg,(Ry) < +oo0,
y queda probada la Desigualdad (1.4.8). O

OBSERVACION 9. Aunque todo anillo local noetheriano tiene dimensién de Krull finita, esto no
es cierto para cualquier anillo noetheriano ni, menos aun, para anillos no noetherianos. Ver
ejemplos en [Nagata, 1962] y [Gordon-Jobson, 1973].

Un resultado importante para el que el Teorema de la Dimensién es una herramienta especial-
mente 1til de la que nos serviremos mas adelante es el Teorema del Ideal Principal de Krull:

LEMA 1.4.15. Sea R un anillo noetheriano y a un ideal de R generado por r elementos. En-
tonces, todo ideal primo minimal p de R que contiene a a verifica ht(p) < r.

DEMOSTRACION. Considérese el anillo local (Ry,pR)).

AFIRMACION. Supp(R,/aR,) = {pR,}.
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DEMOSTRACION. Por una parte, si « € Anng, (Ry/aRy,), zy € aR, C pR, para todo
y € (Ry\pRy)/(aR,). Entonces zy € pR,, y & pRy, por la primalidad de pR,, se tiene € pR,,.
En virtud del apartado #ii) de la Proposicién A.10.11, pR, € Supp(R,/aR,). Por otra parte,
en virtud del Corolario A.2.5, cualquier ideal primo de R, es de la forma qR, donde q es un
ideal primo de R contenido en p. Més atn, si qR, C pR,, entonces q C p. De ser este el caso,
por minimalidad de p se tiene que ¢ C a C p. Sea a € a, a € q. Entonces ¢ ¢ qR,. Pero
¢ € Anng,(Ry/aR,). Luego Anng,(Rp/aR,) € qR, y por el apartado iii) de la Proposicién

A10.11, qR, & Supp(Ry/aRy). O

Ahora bien, como Supp(Rp/aR,) = {pR,} vy pR, es maximal, en virtud de la Proposicién
A.10.13, Ry/aR, es de longitud finita como R,-mddulo, y también lo serd R,/pR, viéndolo
como un submédulo del anterior mediante la proyeccién natural R,/aR, — R,/pR, (cf.
Corolario A.9.7). Ahora, como p (y, en consecuencia, pR,) estd generado por r elementos, se
tiene que dimcpes(Rp) < 7. Finalmente, en virtud del Teorema de la Dimensién Local (ver
Teorema 1.4.13) y el apartado ii) de la Proposicién 1.4.12; se tiene:

ht(p) = dimg,(Rp) = dimcheo(Rp) < 7.
O

DEFINICION 20. Sea R un anillo, una sucesién reqular de longitud r es una cadena de elementos
ai,...,a, € R tales que se verifican las propiedades siguientes:

i) a=(a1,...,a,) es un ideal propio de R (i.e. a C R)

1) Para cada i, 1 <i <7 el elemento a; no es un divisor de cero en R/(a1,...,a;-1)
TEOREMA 1.4.16 (Teorema del Ideal Principal de Krull). Sea R un anillo noetheriano y
a=(a,...,a.) un ideal propio de R. Entonces

i) Para cada ideal primo p € Spec(R), minimal sobre a se tiene

hi(p) <.
1) Si la sucesion ay,...,a, € R es una sucesion regular en R, entonces para cada ideal
primo p € Spec(R), minimal sobre el ideal a, se tiene
ht(p) =r.

DEMOSTRACION. La primera parte del Teorema estd demostrada en el Lema 1.4.15.
Probemos 4i) por induccién en r. Supongamos r = 1, como a; es una sucesién regular, a; no
es divisor de cero en R. En virtud de la Proposicién A.10.5, se tiene que

a1 ¢ U q

q€Assr(R)

Por tanto, se verifica a1 ¢ q para todo q € Assg(R). Ahora, si x € Anng(#/(a1)), 2y € (a1) Cp
para todo y € R\p. Por primalidad de p se tiene que © € p y, en consecuencia, p 2 Anng(£/(a1)).
En virtud del apartado #i:) de la Proposicién A.10.11, p € Supp(R/(a1)). De otro lado,
como p O Anngr(R/(a1)) O Anng(R), por el apartado i) de la Proposicién A.10.11, existe
q € Assg(R) con q C p. Pero como a; & q se tiene la cadena q C p y ht(p) > 1. Por i), debe
ser ht(p) = 1.

Sea r > 1. Como aj,...,a, € R es una sucesion regular, a, no es divisor de cero de
R/(a1,...,a.—1). En virtud de la Proposicién A.10.5,

ay & U q.

q€Assr(R/(ay, ..., ap_1)

Por tanto, se verifica a, ¢ q para todo q € Assg(®/(ai,..., ar—1). Ahora bien, si se tiene
x € Anng(R/(ay,..., ar—1), entonces zy € (a1,...,a,-1) C (a1,...,a,) C p para todo y € R\ p.
En consecuencia, € p. Por tanto p O Anng(®/(a1,...,a.—1). En virtud del apartado i) de la
Proposicién A.10.11, existe q € Assg(8/(as,...,ar—1) minimal sobre (a1,...,a,-1) tal que g C p.
Pero como a, € p y a, € q para todo q € Assr(B/(ai1,...,ar—1), se tiene que ¢ C p. Ahora, por
hipétesis inductiva se sigue que ht(q) = r — 1. En consecuencia, ht(p) > r. Finalmente, en
virtud del apartado @), ht(p) = 7. O
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1.5. Anillos Locales Regulares

Sea (R, m) un anillo local noetheriano. En virtud del Corolario 1.4.14, R es de dimensién finita.
Sea r = dimg,(R). El Teorema de la Dimensién Local (ver Teorema 1.4.13) garantiza que
dimches(R) = 7y, en consecuencia, m no puede estar generado por menos de r elementos.
Como usualmente, escribiremos k = k(m) = R/m para denotar el cuepo de restos médulo m
del anillo local (R, m).

DEFINICION 21. Con las notaciones precedentes, un anillo local notheriano (R, m) se dice reqular
st m posee un conjunto generador de cardinal igual a r = dim g, (R).

El siguiente Lema expone un resultado clasico, adaptado al caso de anillos locales, consecuencia
del Lema de Nakayama. El lector puede acudir a [Pardo, 21] para una prueba.

LEMA 1.5.1. Sea (R,m) un anillo local de cuerpo residual k :== R/m y M un R-mddulo finita-
mente generado. Entonces, son equivalentes:

i) {x1,...,x,} generan M como R-mddulo;
i) {Z1,...,Zn} generan M/mM como k-espacio vectorial,

donde, para cada i, 1 <1 <mn, Z; es la clase de x; modulo mM .

PROPOSICION 1.5.2. Sea (R, m) un anillo local, k := R/m su cuerpo residual, M un R-mddulo

finitamente generado y M/mM el k-espacio vectorial correspondiente. Sea {x1,...,z,} C M
un conjunto generador M y sean {Z1,...,Tn} C M/mM sus clases residuales mddulo mM.
Son equivalentes:
i) {x1,...,x,} es un conjunto de generadores de M de cardinal minimal;
it) {Z1,...,%n} forman una base de M /mM como k-espacio vectorial.
DEMOSTRACION. Si S = {41,...,4,} genera M/mM como k-espacio vectorial y no es

base, entonces S no es minimal. Por consiguiente, existe un conjunto de cardinal s < n que
genera M /mM como k-espacio vectorial y, por el Lema 1.5.1 precedente, existird un conjunto
de cardinal s < n que genere M como R-médulo. En consecuencia, S = {x1,...,2,} no es un
conjunto generador minimal de M.

Reciprocamente, si S no es un conjunto generador minimal de m, existird un conjunto generador
de cardinal s < n que genere m como ideal de R y, por el Lema 1.5.1, habrd un conjunto de
cardinal s < n que genere M/mM como k-espacio vectorial. En consecuencia, S no puede ser
base. O

PROPOSICION 1.5.3. Sea (R, m) un anillo local noetheriano de cuerpo residual k := R/m y sea
r =dimg.(R). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) R es regular;
ii) la dimension del k-espacio vectorial m/m? es igual a r;
iit) La aplicacion:
e kX1, X = €D Hu(Xy,..., Xp) — Pm"/m™ ! = Gu(R)
neN neN

es un isomorfismo de k— dlgebras graduadas.

DEMOSTRACION. i) = ) Como (R, m) es un anillo local noetheriano, el ideal m es un R-
moédulo finitamente generado. Aplicando la Proposicién 1.5.2 precedente a M = m, m admite
un conjunto generador de r elementos y, en consecuencia, R es regular.

iii) = i) Sea ¢ : k[X1,...,X,;] — Gn(R) un isomorfismo de k-dlgebras graduadas. Entonces,
la aplicacién:

Pn t Hl(le s 7Xr) — m/m2
es un isomorfismo de k-espacios vectoriales (ver la demostracién de la Proposicién 1.4.10) vy,
por consiguiente, dimy,(m/m?) = dimy(H1(X1,...,X,). Pero

dim(H\ (X1, ..., X)) = (T B 1) =7

En consecuencia, dimy(m/m?) = r.
i) = iii) Sea {z1,...,z,} un conjunto generador de m. Como dimg,(R) = r, r es el minimo
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de los cardinales de los posibles conjuntos que generan m como ideal de R. Ahora bien, como
dimg,(R) = dimchev(R) = deg(Pwn (R, —)) = r, en virtud del Corolario 1.4.11,

v Ek[X1,..., X] — Gu(R)
es isomorfismo. O

COROLARIO 1.5.4. Todo anillo local regular (R, m) de cuerpo residual k := R/m es dominio de
integridad.

DEMOSTRACION. En virtud de la Proposicién anterior, G (R) = k[X1,...,X,]. Ahora
bien, como k[X1,...,X,] es dominio de integridad, Gy, (R) también lo es. Finalmente, como
Gm(R) es dominio de integridad, por el Corolario 1.3.5, se sigue que R es dominio de integridad.

O

DEFINICION 22. Sea (R,m) un anillo local reqular tal que dimg,.(R) = r. Se llama sistema
regular de pardmetros de R a cualquier conjunto generador de m de cardinal 7.

OBSERVACION 10. Notemos que, dado (R, m) anillo local regular de dimension, cualquier sis-
tema regular de pardmetros es un conjunto generador minimal de m.

PROPOSICION 1.5.5. Sean (R, m) un anillo local de cuerpo residual k := R/m con dimg,(R) =
r, y sea {ai,...,a;}, 0 < j < r un subconjunto de m. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) {a1,...,a;} es subconjunto de un sistema reqular de pardmetros de R;
it) las imdgenes @1, ...,a; de ai1,...,a; respectivamente por la proyeccion candnica: T :
m — m/m?, son linealmente independientes sobre k;
iti) R/(a1,...,a;) es un anillo local regular de dimension r — j.
DEMOSTRACION. i) < ii) Sea {a,...,a;} un subconjunto de un sistema regular de pardmetros

S ={a1,...,aj,aj41,...,a,}. Como S es un conjunto generador minimal de m, en virtud de
la Proposicién 1.5.2, el conjunto S = {ay,..., Gj,8j4+1,---,0r} €s una base para el k—espacio
vectorial m/m?. En particular, @y, ..., a; son linealmente independientes.
Reciprocamente, si @i,...,a; son linealmente independientes sobre k, se puede construir una
base para el k-espacio vectorial m/m? B = {ay, ..., aj,bi,...,b,—j}. Notemos que, en virtud

de la Proposicién 1.5.3, debe ser dimy,(m/m?) = r. Ademéds, como 7 : m — m/m? es suprayec-
tiva, para cada i, 1 < i < r — j podemos tomar b; = m(a;1+;) = G;4+; para algin a;+; € m.
De esta forma, como B = {ai,...,a;j,dj+1,...,a,} es base para el k-espacio vectorial m/m?,
S={ai,...,a;,a541,...,a,} es un conjuto generador de m de cardinal . En consecuencia, S
es un sistema regular de pardmetros de R con {a1,...,a;} C S.

i) = iii) Sean R = R/(ay,...a;), M = ™f(ay,...,a5), {a1,...,aj,a;41,...,a,} un sistema regular
de parametros de R. Como existe una correspondencia biyectiva que preserva el orden en-
tre los ideales de R y los ideales de R que contienen a (ay,. ..a;), el anillo (R,m) es local.
Ademds, como ay,...,a, generan m, a;;1,...,a, generan m. En virtud del Teorema 1.4.5,
dimg,(R) = deg(Pn(R,—)) <7 —j. Sea s = dimg,(R) = dimcpeo(R) y sean by,...,by € m
tales que R/(b,,...,b,) es de longitud finita, donde para cada i, 1 < i < s, b; es la imagen de
algtin b; € m mediante la proyeccién canénica m — ™/(ay,...,q;) = M. Entonces, como

Rl(ay, .. a5,b1,.. . bs) & Flerap [y, b)) = BBy, ..., by),

se sigue que B/(a1,...,a;,b1,...,b,) es de longitud finita y, por tanto, r = dimg,(R) = dimcpe, (R) <
j+s, es decir, r—j < s. Pero se tenfa que s < r—j. Por tanto, debe ser dimg,(R) = s =r —j.

iii) = i) Sea {@;t1,...,a,} un sistema regular de pardmetros de R, donde para cada i,

j+1<i<r, a; eslaimagen de a; € m por la proyeccién canénica m — m = M/(ay,...ay).

Como m N (ai,...,a;) = {0}, en virtud del Segundo Teorema de Isomorfia,™/(ay,..., a;)
m = (m+(a1,-,45))f(ay,...,a;). Ahora, en virtud del Tercer Teorema de Isomorfia, m
m + (ai,...,a;). Como {@ji1,...,8r,a1,...,a,} generan m + (ai,...,a;), el isomorfismo
@ :m+ (ai,...,a;) — m estard determinado por las imédgenes de dicho conjunto genera-
dor. Tomando ¢(a;) := a; para 1 < i < jy ¢(a;) := a; para j +1 < i < r, se tiene que
{a1,...,a5,a541,...,a,} es un sistema generador de m de cardinal r y, por tanto, un sistema
regular de pardmentros de R con {a1,...,a;} € S. O

~)
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PROPOSICION 1.5.6. Sea (R,m) un anillo local reqular de cuerpo residual k := R/m y de di-
mension r; sea{a1,...,a;} un subconjunto de un sistema regular de pardmetros de R. Entonces,
el ideal p = (a1, ...,a;) es un ideal primo de altura j.

DEMOSTRACION. En virtud de la Proposicién 1.5.5 precedente, R/p es un anillo local re-
gular y, por el Corolario 1.5.4, R/p es dominio de integridad. En consecuencia, p es un ideal
primo. Probemos que ht(p) = j por induccién en j. Sij=0,p =0y ht(p) =0.

Sea j > 1. Se tiene, por hipétesis inductiva que el ideal (ai,...,a;—1) es un ideal primo de
altura j — 1.

AFIRMACION. {aq,...,a;} es un conjunto generador minimal de p.

DEMOSTRACION. Por una parte, como {a, ..., a;} es conjunto generador de p, la proyeccién
p — p/(mp) garantiza que {a; mod (mp),...,a; mod (mp)} es un conjunto generador de
p/(mp). Por otra parte, en virtud del apartado ii) de la Proposicién 1.5.5, las imdgenes
ai,...,a; de aq,...,a; respectivamente mediante la proyeccién 7 : m — m/m? son lineal-
mente independientes sobre k. Ahora, como pm C m? se tiene que, para cada i, 1 < i < j,
a; mod (pm) = a; mod m? = a;. Por consiguiente, d1,...,d; € p/mp son linealmente independi-
entes sobre k. En virtud de la Proposicién 1.5.2, {a1,...,a;} es un conjunto generador minimal
de p. O

La Afirmacién precedente garantiza la contencién estricta (aq,...,a;-1) € p. En consecuencia,
ht(p) > j. De otro lado, aplicando el Lema 1.4.15 al ideal p, se sigue que ht(p) < j. Por
consiguiente, ht(p) = j. O

PROPOSICION 1.5.7. Sea (R,m) un anillo local noetheriano de cuerpo residual k := R/m. En-
tonces, R es regular si y solamente si m estd generado por una sucesion reqular en R.

DEMOSTRACION. Supongamos que R esregular y {a; ..., a,} un sistema regular de pardmetros

de R. Probemos que ay,...a, es una sucesién regular por induccién en r. Si r = 1, entonces
m = (a1) y dimg,(R) =r = 1. Por reduccién al absurdo, si a; fuese divisor de cero de R, por
la Proposicién A.10.5, a; € quAss(R) g. En consecuencia, m = (a1) C quASS(R) q. Ahora, por
el Lema A.2.1, existe q € Ass(R) tal que m C q. Por maximalidad de m, debe ser ¢ = m. Con
lo que se sigue que dimg,(R) = r = 0, lo cual contradice la hipétesis r = 1.
Supongamos r > 1, por hipétesis inductiva, {a1,...,a,_1} es una sucesién regular. Por tanto,
solo queda probar que a, no es divisor de cero de B/(as,...ar—1). Como {ai,...,a,—1} es un
subconjunto del sistema regular de pardmetros {ai,...,a,}, en virtud de la Proposicién 1.5.5
y con las notaciones utilizadas en la misma, tomando j = 7 — 1 se sigue que (R, m) es un anillo
local regular de dimensién 7 — (r — 1) = 1, donde R = B/(a1,...ar1) y M = ®™/(a1,...,ar_1).
Ademas, como aj ...,a, generan m, la imagen de a, por la proyeccién R — R genera m.
Ahora bien, si a, fuese divisor de cero de R, entonces, siguiendo el mismo razonamiento que en
el caso r = 1, se tendria que m € Ass(R). En consecuencia, se concluirfa que dimg,(R) = 0,
lo cual es una contradiccion.

De otro lado, supongamos que ag ..., a, es una sucesién regular. Notemos que, como (R, m)
es un anillo local noetheriano, por el Corolario 1.4.14, dimg,(R) = ht(m). Ahora, tomando
p=m=(aj...,a,) en el apartado ii) del Teorema 1.4.16, se sigue que dimg,(R) = ht(m) = r.

En consecuencia, (R, m) es un anillo local regular de dimensién r. O
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2.1. Introduccién

Este capitulo esta dedicado a culminar el Trabajo Fin de Grado. Dos son los propésitos esen-
ciales de su contenido. De una parte, como se indicaba en la Introduccién, nos ocupamos de
introducir los elementos esenciales del Algebra Homolégica que fueron usados por J.P. Serre,
M. Auslander y D.A. Buchsbaum para desembarcar con nuevas herramientas en el contexto
del Algebra Conmutativa a la manera de E. Noether, E. Artin o B.L.. van der Waerden. De
otro lado, se muestra como esos elementos son utilizados para responder a las preguntas sobre
anillos locales regulares en la forma de los Teoremas de Serre y Auslander-Buchsbaum.

Mi4s concretamente, los instrumentos de Algebra Homologica que se introducen son los siguien-
tes:

En primer lugar trabajaremos en la categoria de R — Mod, cuyos objetos son los R-médulos
sobre un anillo fijado y cuyos morfismos son los elementos de Hompg(M, N). En la Seccién 2.2
introduciremos el lenguaje de complejos de cadena y co-cadena, los médulos de homologia y co-
homologia y la relacién de homotopia. Dada la restriccion de paginas en la normativa de Trabajo
Fin de Grado, hemos optado por introducir en esta Seccién solamente las nociones, comentarios
y enunciados de los resultados principales. En la Seccién B.1 del Apéndice B hemos incluido los
mismos resultados con demostracién completa de todos ellos. Seguidamente nos ocupamos de
demostrar la existencia de resolucién proyectiva de R-mddulos, asi como algunas propiedades
esenciales (con demostraciones). Con estas herramientas, introducimos los bi-functores Tor
en la Seccion 2.4. Hacemos una introduccién completa (con demostraciones detalladas) de las
nociones y sus principales propiedades. La Seccién 2.5 siguiente se dedica a los bi-functores
FExt. Esta vez, por causa de las limitaciones de paginas, nos limitamos a presentar las nociones
y sus propiedades (enunciados) esenciales. Hemos dispuesto la Seccién B.2 del Apéndice B para
exponer las demostraciones completas de esta construccién del bi-functor Fxt y sus propiedades.

En segundo lugar, nos ocupamos del uso de esas herramientas en relacién con los anillos locales
regulares, objeto de esta memoria. Ademads de las nociones de dimensién usadas en el Teorema
de la Dimensién Local, introduciremos la dimensién homolégica, la dimensién inyectiva y la
dimensién global de anillos en las Secciones 2.6 y 2.7 (completas). Con ellas llegamos al primer
resultado esencial de esta memoria: el Teorema 2.8.5, que afirma que un anillo local noetheriano
es local regular si y solamente si su dimensién homoldgica es finita, en cuyo caso la dimensién

21
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global coincide con su dimensién de Krull. Armado con esta caracterizacién, J.P. Serre pudo
resolver la primera de las conjeturas (Teorema 2.8.6): Ser local regular es una propiedad local,
esto es, un anillo local noetheriano (R, m) es regular si y solamente si todas sus localizaciones
Ry, por un primo p € Spec(R), son anillos locales regulares. Finalmente, la Seccién 2.9 es
dedicada a probar el Teorema de Auslander-Buchsbaum (Teorema 2.9.7): todo anillo local
regular es dominio de factorizacién unica.

2.2. Complejos de Cadena y Co-cadena, Homologia y Co-homologia.

Como ya se indic6 en la Introduccién precedente, las demostraciones de los resultados descritos
en esta Seccién pueden seguirse en la Seccién B.1 del Apéndice B. Asimismo, recordamos que
nuestra categoria es la categoria R — Mod antes descrita.

DEFINICION 23. Sea R un anillo y M := {M,, : n € Z} una familia numerable de R-mddulos.

i) Un complejo de cadena con soporte M es un par {M,D} donde D = {d,, : n € Z}
es una familia numerable de morfismos d, € Homp(M,, M,_1) de tal modo que
dn—l o dn =0.

it) Un complejo de co-cadena con soporte M es un par (M,C) donde C = {c" : n € Z}
es una familia numerable de morfismos ¢ € Homp(M,, M,11) de tal forma que
ctloe, =0

Los complejos de cadena y co-cadena se representan usualmente mediante:

dn n dn— dn—
(2.2.1) C. cadena M /% M, G M, _1 Y M,,_o 2
(2.2.2) C. co-cadena M PR VLN VIS RSN Y N

El paso de complejos de cadena a complejos de co-cadena puede hacerse mediante dualizacion.
Tomemos el functor contravariante Hompg(—, R) (cf. Seccién A.3 del Apéndice A). Asi, dado un
comlejo de cadena como (2.2.1), podemos definir N := HomMp, R) y "= Homg(d,, R)
y tendremos un complejo de co-cadena (N™, {c"},¢cz).

i) Dado un complejo de cadena como (2.2.1), al indice del R-médulo M, se le llama
grado. Los elementos de ker(d,) denominan ciclos de grado n, mientras que a los
elementos de Im(d,+1) se les denomina bordes de grado n del complejo. El n-ésimo
maodulo de homologia se define como el R-mdédulo cociente:

Hn(M) = ker(dn)/]m(dnJrl).

ii) Igualmente, para un complejo de co-cadena como (2.2.2), los elementos de ker(c™)
se denominan co-ciclos de grado n; los elementos de = I'm(c"~!) se denominan co-
bordes de grado n y al R-médulo cociente siguiente se le denomina n-ésimo maodulo de
co-homologia:

Hn(ﬁ = ker(cn)/lm(cnfl).
Un complejo de cadena (respectivamente co-cadena) de R-médulos M (resp. M) es una sucesion
exacta de R-moédulos si y solamente si todos sus médulos de homologia (resp. co-homologia)
son nulos.

DEFINICION 24. Sean M, N dos complejos de cadena de R-mddulos, un morfismo de complejos
de R-maodulos o aplicacion de cadena f: M — N es una familia de morfismos de R-mddulos
{fn : My, — Np}tnez de forma que fn—1 0d, = d., o f, para cadan € Z. Es decir, de forma
que los siguiente diagramas conmuten para todo n € Z:

PROPOSICION 2.2.1. Si M y N son dos complejos de cadena de R-mddulos y f : M — N una
aplicacion de cadena, para cada n € N, f,, : M,, — N, induce un morfismo de R-mddulos:

2+ Im(dnss) = ful@) + Im(d,,,).
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EEFINICEON 25. Sean M, N dos complejos de co-cadena. Una aplicacion de co-cadena f :
M — N es una una familia de morfismos de R-mddulos {f™ : M™ — N™},cz tales que los
diagramas siguientes conmuten para todo n € Z:

M —L° Nn

bl

n+1 fn+1 n+1
M —— N

OBSERVACION 11. Los mddulos de homologia y co-homologia tienen un caracter functorial sobre
los morfismos de cadena y co-cadena. Es claro que H,(Idy, ) = Idy, (resp. H"(Id) = Idgn)
y dados f : M — N, g : N — P dos morfismos de cadena, H,(go f) = Hn(g) o H,(f) y
similarmente pasa con los morfismos de co-cadena.

DEFINICION 26 (Functor exacto). Sea F es un functor de la categoria de R-mddulos en si
misma.

i) Si F' es covariante, se dice exacto a izquierda (resp. a derecha) si para cada s.e.c.
0— M — M — M" — 0, la siguiente es una sucesién eracta:

0— F(M') — F(M) — F(M").

(Resp. sila sucesion F(M') — F(M) — F(M") — 0 es ezacta).
i1) Si F es contravariante, se dice que F' es exacto a izquierda (resp. a derecha) si para
cada s.e.c. 0 — M' — M — M" — 0, la siguiente es una sucesién eracta:

0— F(M") — F(M) — F(M'").
(Resp. sila sucesion F(M") — F(M) — F(M') — 0 es ezacta).
Un functor se dice exacto si es exacto a izquierda y a derecha.

DEFINICION 27. Sean M, N, P complejos de cadena de R-médulosy f : M — N, g: N — P
aplicaciones de cadena. Se dice que la sucesion de complejos de cadena

0—M-L NP0
es exacta si, para cada n € Z, las siguientes son sucesiones exactas de R-modulos:

0— M, L% N, 2% P, — 0

ProproSICION 2.2.2. Sea 0 — M —f> N AN P — 0 una sucesion exacta de complejos de
cadena de R-mddulos. Entonces, existe un morfismo de R-mddulos

6n : Hn(B) — Hn—l(M)'

A esta familia de morfismos de R-modulos {0y, }nez se la denomina morfismos conectores.

PROPOSICION 2.2.3. Sea 0 — M i> N AN P — 0 una sucesion exacta de complejos de
cadena de R-mddulos. Entonces, la sucesion de R-mddulos

o Ho ) 0 () ™9 L) 2 H () T ()
es exacta.

PROPOSICION 2.2.4. Sean M, N y P complejos de cadena de R-mddulos; sea

0 M-t sN-—92,p 0
|
0 M I’ N’ g’ P 0

un diagrama conmutativo cuyas filas son sucesiones exactas. Entonces, el diagrama

O gy 2D g ey 2 g, ) R
le) lHnw) lHn(v) lHH(a) lHH(ﬂ)

i —— HyM)) ) gy Y g ey o v Y () ——

. —— Hy(M) (N) —— ...

es conmutativo.
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DEFINICION 28. Sean M, N complejos de cadena de R-médulos. Sean f,g : M — N dos
morfismos de cadena. Una homotopia entre f y g es una familia de morfismos de R-mddulos
{hn : My — Nypy1}nez que verifican la siguiente propiedad:

(2.2.3) (hp—10dp)(x) + (d, 11 0 hn)(x) = fulx) — gn(x) Vo e M,, ¥YnecZ.
Cuando existe una homotopia entre f y g se dice que f y g son homdtopos.

La homotopia define una relacién de equivalencia ~ en el conjunto de morfismos de cadena
de M en N, donde dos morfismos de cadena f,g : M — N estan relacionados si existe una
homotopia entre ellos, es decir, si son hométopos. Para ver que f ~ f basta tomar h, = d,.
Ahora, si f ~ g, entonces existen {hy}necz verificando la Igualdad (2.2.3). Por tanto, se tiene
que
—(hp—10dy)(x) = (d, 11 0hp)(x) = gn(x) — fn(z) VaeM,, Vnecl.
Como d,, d], y hy, son morfismos de R-mdédulos, se sigue que
(—hp—10dp)(x)+ (d, 11 0 —hyp)(z) = gn(x) — fu(x) VaeM,, Ynecl.
Por tanto se tiene que {h/, },,cz donde h!, = —h,, es una homotopia entre g y f, concluyendo que
g ~ f. Finalmente, sean f', f2, f3: M — N verificando f' ~ f2y f? ~ f3 con homotopias
{hi ez v {h2}nez respectivamente. Tomando h, = hl + h2 se tiene que
(hn—10dn)(@) + (11 0 hn) (@) = (hy_y 0 dn)(2) + (h7;_y © dn)(2)
H(dpp1 0 hy) (@) + (dr gy 0 B2) (@) = fr(@) — f1(2) + fa(2) — fi(2) = fa(2) — fi(x)
para cada * € M, y cada n € Z. Por tanto, {hy}necz es una homotopia entre f} y f3.
Concluimos asf que f} ~ f3.

PROPOSICION 2.2.5. Sean M, N complejos de cadena de R-mdédulos; f,g: M — N morfismos
de cadena homdtopos. Entonces, Hy,(f) = H,(g) para todo n € Z.
2.3. Existencia de Resolucion Proyectiva de R-médulos

Recordamos sucintamente la nocién de R-mddulo proyectivo. El lector puede seguir estas
nociones en [Pardo, 21], [Raghavan et al., 1975] o el TFG [Lépez, 21].

DEFINICION 29 (Médulo Libre). Un R-mddulo M se dice libre si existe un conjunto X de tal
modo que M es isomorfo al R-mddulo siguiente:

@R:: {f:X — R: f esaplicacién y 3Y C X finito con f(z) =0, Vo € X \ Y}
X

St podemos elegir X de cardinal finito diremos que M es un R-mddulo libre de rango finito.
Denotaremos por rankg(M) el rango de un R-médulo de rango finito.

DEFINICION 30 (Médulo Proyectivo). Un R-mddulo P se dice proyectivo si el functor co-
variante Hompg(P, —) es ezacto.

Por la Proposicién A.3.1, Homg (P, —) es un functor exacto a izquierda si y solamente si trans-
forma epimorfismos en epimorfismos. Esto es equivalente a la siguiente propiedad: Dado
g : N — M un epimorfismo de R-médulos y dado f : P — M un morfismo, existe
h: P — N tal que f = g o h. Esto se resume con el diagrama siguiente:

P
Lﬂh_.--- J{f

N 25 M—o0.
Otras caracterizaciones son descritas en la Secciéon A.4 del Apéndice A.
DEFINICION 31 (Resolucién Proyectiva). Sea M un R-mddulo. Una resolucion proyectiva

de M es un par (P, ¢), donde P = {P, }nen es un complejo de cadena de R-mddulos proyectivos,
€: Py :—> M es un morfismo de R-mddulos y la siguiente es una sucesion exacta de R-maodulos:

dn
s p, P, Py —€

M 0,

A los morfismo d, se denominan morfismos borde. La resolucion proyectiva se dice libre si los
modulos proyectivos P,, son libres y se dice resolucion finita si Ik € N tal que P, =0, Vn > k.
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PRrOPOSICION 2.3.1 (Existencia de Resolucién Proyectiva). Sean R un anillo. Todo R-
mddulo M admite una resolucion libre (y, por tanto, una resolucidn proyectiva). Ademds, si
M y R son noetherianos, se puede suponer que los R-modulos libres P, de la resolucion son
todos de rango finito.

DEMOSTRACION. Nétese que si M es un R-médulo y B es un sistema generador de M
como R-médulo, existe el epimorfismo natural 7 : F':= @z R — M, donde F' = @z R es el
R-médulo libre que tiene a B como base. De este modo, comenzamos con una base By de M y
Fy = EBBO R genera un primer epimorfismo Fy —% M. Ahora, construimos la resolucién libre
de M inductivamente. Supongamos que tenemos ya construida una sucesion exacta:

F, " F, 4 — - — Fy =% M — 0.

Sea K, = ker(ey) el niicleo de €, y consideramos B,, 1 un sistema generador de K,,. Definamos
F,+1 como el R-médulo libre con base Byy1. Esto es, F,11 = @Bnﬂ R. Definamos €,41 :
F,+1 — K, la proyecciéon natutal. Entonces, tenemos un nuevo término en nuestra cadena:
€n n
Fo1 ™8 F, 5 F,y— - — F % M—0,
donde usamos que K, C F,,. Ademds, como Im(e,+1) =k, = ker(e,), la sucesién es exacta.
Como R es noetheriano y M es finitamente generado, se prueba ficilmente por induccién
que cada F, es un R-mdédulo libre finitamente generado (y, por tanto, noetheriano) y cada
K, +1 C F, es un R-médulo noetheriano, lo que implicard que Fj, 1 sea también noetheriano y
finitamente generado. O

DEFINICION 32. Sea f : M — M’ un morfismo de R-mddulos. Sean (P,¢) y (P',€') re-
soluciones proyectivas de M y M' respectivamente. Una aplicacion de cadena F : P — P,
F ={F, : n €N} se dice que es una aplicacion de cadena sobre f si se verifica que foe = €'oFy.

PROPOSICION 2.3.2 (Lifting Theorem). Sea f : M — M’ un morfismo de R-mddulos, (P, ¢)
Y (B’, €') resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente. Entonces, existe una aplicacion
de cadena F : P — P’ sobre f. Mds ain, si F,G : P — P’ son aplicaciones de cadena sobre
f, entonces F' y G son homdtopas.

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente diagrama cuyas filas son sucesiones exactas.
Por la Proposicién A.4.2, siendo Py proyectivo, existird Fy : Py — P que hace conmutativo
el diagrama:

Pp——>M—0

3F, lf

P, —< M —— 0.

Definamos F;, inductivamente. Sea n > 1. Tomando F_; = f, dy = € y d, = €, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:
dn, dn—1
Pn Pn—l Pn—2
J{Fn—l J/Fn72
d! dy, 4
/ n n /
P! P, P _,
Por tanto, d,_; o Fj,_1od, = F,_20d,_1 od,. Pero como d,_1 od, = 0, se sigue que

dl,_,oF,_10d, = 0. Por consiguiente, Im(F,,_10d,) C ker(d],_;). De nuevo, por la Proposicién
A.4.2, como P, es proyectivo, existird un morfismo F,, : P, — P, tal que d,, o F,, = F,,_1 0d,,.
Esto se resume en el siguiente diagrama conmutativo:

dn
P, —— P,

I, anq

e ’

P, —— Im(d),) —— 0.

Por tanto, se tiene que F' = {F,, : n € N} es una aplicacién de cadena sobre f. Supongamos
que F;,G: P — P’ donde F = {F, : n € N}y G ={G, : n € N} son aplicaciones de
cadena sobre f. Esto significa que € o Gg = f oe = € o Fy. En consecuencia ¢ (Fy — Gy) =0
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e Im(Fy — Go) C ker(¢'). Como (P’,€') es una resolucién proyectiva de M, ker(¢') = Im(d}).
Por tanto, podemos considerar el diagrama:

P

ho - : P
I
P —— Im(d}) —— 0.
Por la Proposicién A.4.2, como Py es proyectivo, existe hg : Py — Pj verificando d} o hg =
Fy—Gyp. Ahora, procedamos inductivamente. Supongamos n > 1. Como F'y G son aplicaciones
de cadena, se verifica d], oF,, = F,,_j0d,, y d},0G,, = G,,_10d,. Por consiguiente, d/, o(F,,—G,,) =
(F—1 — Gp—1) od,. Ahora, por hipétesis inductiva,

(anl - anl) od, = d;z ohyp 10dy+hy20d, 10d,.

Como d,,—1 od,, = 0, se tiene finalmente d/, o (F,, — G,) = (Fy,—1 — Gp_1)0od, =d, 0o hy_10d,.
Entonces, se sigue que d), o (F,, — G, — hp_10d,) =0e Im(F, — G, —hp_10d,) C ker(d,) =
Im(d;, ). En consecuencia, podemos considerar el siguiente diagrama:

Jhy, l

i Frn—Gpn—hn_10dy
/ - ‘d/”+1 !
Pl —5 Im(d, ;) — 0.

n

Por la Proposicién A.4.2, como P, es un R-mdédulo proyectivo, existe h,, : P, — P, 41 verifi-
cando hypod;, | = F,, =G, — hp_10d,. Es decir, h,od), | +h,_10d, = F,, — G),. Por tanto,
h ={h, : n € N} es una homotopia entre F'y G. Es decir, F' y G son homdétopas. d

?

PRrROPOSICION 2.3.3 (Horseshoe Lemma). Sea 0 — M’ — M 5 M" — 0 una sucesion
ezacta de R-mddulos. Sean (P',¢') y (P",€") resoluciones proyectivas de M’ y M" respecti-
vamente. Entonces, existe una resolucion proyectiva (P,€) de M de modo que la sucesion de
complejos de cadena:

0—P Lptp 0,
con f={futnez v 9 ={gn}tnez, sea exacta. Y tal que el diagrama:

0 p, Ly p 2, pr 0
(2.3.1) J l J
0 M —is ML 0

conmute.

DEMOSTRACION. Para cada n € N definimos P, := P, & P! y tomamos f, : P, — P,
con fn(2') =2'; go : P, — P con gn(z' & 2") = 2", que no son més que la inclusién y la
proyeccién natural en la suma directa.

AFIRMACION. Emisten morfismos de R-mddulos | : Py — M y, para cada n € N con n > 0,
kn : P! — P! _, wverificando:

i) €' =jol, io€oki+lod!=0;
it) dj,_y0kp+kp_10d, =0, YneN, n>1.

DEMOSTRACION. Por una parte, consideremos el diagrama:
/!
Fy

a l
€
E

M —L— M” 0,

cuya fila inferior es una sucesién exacta de R-médulos. Como P es un R-médulo proyectivo,
por la Proposicién A.4.2, existe un morfismo [ : Py — M verificando ¢’/ = jol. Construimos k,,
inductivamente. Consideremos la composicién jo(—I)odY. Por i), se tiene jo(—l)od] = —€"ody.
Como (P”,€”) es una resolucién proyectiva de M”, ¢’ o d] = 0. Por tanto, se sigue que
jo(=l)od] =0e Im(—=lod]) C ker(j) = Im(i). Ahora, como (P’,¢) es una resolucién
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proyectiva de M’ ¢ es epimorfismo e Im(i) = Im(io€'). En consecuencia, Im(—l o df) C
Im(io¢€'), y podemos considerar el diagrama:

/"
Pl

Iy
lflod’l’

L.
Pl - Im(io€) —— 0,

Como Pj’ es proyectivo, existe ky : P’ — P} verificando la segunda igualdad de ). Sea
n > 1, definiendo df, := i o €’; kg := [ se tiene, por hipétesis inductiva, d),_, o (—k,_1) o dll =
—kp—10d]_jod!. Comod, _jod!=0,d,_o(—kn_10dl)=0eIm(—k,_10d)) C ker(d,_ 2)
Im(d],_,). Por tanto, como P, es proyectivo, existird k, : P,/ — P)_; tal que el siguiente

diagrama es conmutativo:
P//
. n

ELZ
= l—kmod;;
K

d
P’ —S Im(d, ) — 0,

Definimos ahora los morfimos {d,, : n € N, n > 0} y € del modo siguiente:

€: Py — M d, : P, — P,
der —  (io€)(z)+1(z"), der = (d(2)+ k. (2) B dl(2").
Comprobemos que (P, €) es una resolucién proyeciva de M, i.e. que la sucesién:

(2.3.2) i py, My p I Py —<

M 0

es exacta. Sea m € M. Consideremos j(m) € M"”. Como (P”,¢") es una resolucién proyectiva
de M”, € es epimorfismo. Sea z” € P} tal que €’(2") = j(m). Tomamos [(z”) € M. Como
jol=¢€",m—1(z") € ker(j) = Im(i). Entonces, existe m’ € M’ verificando ¢(m') = m—1(z").
Ahora, como (P’ €') es una resolucién proyectiva de M’, € es epimorfismo y, por tanto, existe
a2’ € P} demodo que €’(z') = m/. Por consiguiente, ioe(z’) = m—I(z"). Es decir, e(2’, 2"") = m.
Por tanto, € es epimorfismo y la Sucesién (2.3.2) es exacta en M. Ademds, se tiene que, por
una parte:

(dioe)(z’@a") = (ioc odi)(a') + (io€ o k) (") + (Lo di)(2") =0,
pues dj o€’ = 0 por ser (P', ') resolucién proyectiva de M’ e (io€’oky)(z')+(lod{)(x") = 0 por la
propiedad 7). Por tanto, Im(d;) C ker(e). De otro lado, si 2'®z" € ker(e), (ioe')(z')+1(z") = 0.

Entonces se sigue que —(j ojoe’)(x ) (jol)(z") = €'(2") = 0, pues joi = 0. En consecuencia,
"e k:er( "y =1Im(d)), y existe 2 € P| verificando df (z}) = ”. Ademsds,

(2.3.3) (io€)(z') — (io€ oky)(z]) =0.

Para verlo, basta aplicar la propiedad i) a la parte 1zqu1erda de la igualdad anterior teniendo en
cuenta que, por hipétesis, (ioe’)(z') = I(a”) = (lod])(«!). Ahora bien, como i es monomorfismo,
la Tgualdad (2.3.3) implica que €'(z') — €' (k1(z))) = €' (¢’ — k1(2))) = 0. Por consiguiente,
x —ki(zf) € ker(¢') = Im(dl) y existe z} € P1 verlﬁcando dy(z}) = o' — k1(2f). Se sigue que
dy (2} @ 2f) = (d)(z}) + k1(2])) @ d{ (2}) = 2/ & =" y, por tanto, ker(e) C Im(dl). Con esto
queda probada la exactitud en Py. Sea n > 0. De un lado, se tiene que:

dpodp—1 = (d/n—l(d/n +kn) +kn_10 dlr;) @ (dlvi—l © dlri) =0,

pues d!_jod!! =0;d],_,od, =0;y, por la propiedad ii), d,_; ok, + kn—1 0d, = 0. Por tanto,
se sigue que I'm(d,) C ker(d,—_1). Por otra parte, si '’ ® 2" € ker(d,—1), d,,_ 1( ")+ kn—1(2")
ydr_ (") = 0. Es decir, 2’ € ker(d,_;) = Im(d]}), y existe 2f € P}/ verificando d/!(z) = z".

Ademas como kn,1(x”) = (kp—10d!)(z)) = (d,_1 o ky)(xf), se tiene:

0=dy, (2') + kn1(2") = dj,_y () + (d},_y 0 k) () = ),y (2" = En(27).
Luego x’ — kn(2)) € ker(d),_,) = Im(d),), y existe 2} € P}, verificando d} (z}) = 2’ — k,(27).
Entonces, se sigue que d,,(z] ®zf) =2’ @ 2", y ker(d,—1) C Im(d,,). Con esto queda probada
la exactitud en P,. Finalmente, es claro que (e o fy)(a') = e(z’) = (i o €)(2’) por definicién de
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€. Ahora, usando la definicién de gg y la propiedad i), (¢” o go)(z' & z") = €’ (z") = (j o 1)(z").
De otro lado, (2’ ® 2”) = (i o €')(2') + I(2"). Componiendo con j, se tiene

(Joe)@ @a") =jo((iod)(z)+1U(z")) = (Foiod) (@) + (jol)(a") = (jo ("),

pues i o j = 0. Con esto queda probada la conmutatividad del Diagrama (2.3.1). g

DEFINICION 33. Sea C': 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesion exacta de R-mddulos.
Una resolucion proyectiva de C' es una sucesion exacta de complejos de cadena de R-mddulos
0— P — P —P'"—0, donde (P',¢), (P,e) y (P",€") son resoluciones proyectivas de
M', M y M" respectivamente, de forma que el Diagrama (2.5.1) sea conmutativo.

La Proposicion 2.3.3 precedente prueba que las sucesiones exactas cortas poseen resolucién
proyectiva.

PROPOSICION 2.3.4. Sea dado un diagrama conmutativo cuyas fila son sucesiones exactas de la
forma siguiente:

0 M p P A 0
(2.3.4) lf' lf l e
0 N 2y N P2, N 0.

Supongamos dadas las resoluciones proyectivas de ambas filas que se siguen del Horseshoe
Lemma (Proposicion 2.3.3 anterior):

0—P —P—P'—0, 0—Q —Q—Q"—0
respectivamente resoluciones proyectivas de:
00— M — M— M'"—0, 0— N — N — N"—0.

Y sean F' : PP — Q', F" : P" — Q" morfismos entre resoluciones proyectivas que levantan
respectivamente a los morfismos [y f” conforme a la Proposicién 2.3.3 anterior. Entonces,
existe un morfismo F : P — @Q sobre f de manera que el diagrama siguiente conmuta:

0 Bl B BH 0
(2.3.5) lF’ lF lF
0 o Q Q" 0.

DEMOSTRACION. En vista de la demostracién de la Proposicién 2.3.3 podemos suponer que:
P,=P o P! Q,=0Q, ®Q; existen morfismos | : Py — M, k,, : P!/ — P! _, verificando
las propiedades i) y i) de la Proposicién 2.3.3 precedente; existen morfismos I’ : Qf — @,
k! - QU — Q! _, verificando las propiedades andlogas a 1) y 4i) de la Proposicién 2.3.3 anterior
para los @’s. Notemos que los morfismos borde d,, : P, — P,_1 y el morfismo ep : Pp — M
son los definidos en la Proposicion 2.3.3 precedente. Se verifica la afirmacién anédloga para los

morfismos borde ¢, : Q, — Qn—_1 y €l morfismo €¢g : Q, — N.

/
n’

AFIRMACION. Ezisten morfismos ¢o : P} — Qf y ¢ = P — QL,, n > 0 verificando:

(1) igo€ opg+1 o Fy = fol;
(2) c;zo(ﬁn_(bnflodx:F;lflokn—k';lOFr/L/.

DEMOSTRACION. Consideremos, ahora, el morfismo (f ol — 1" o F}/) : Py — N y su
composicién con ps : N — N”. Se tiene que pa(fol—1U'o F') = pao fol—paol’ o F}/. Como el
Diagrama (2.3.4) conmuta, se tiene que pyo f = f” op;, y por la propiedad i) de la Proposicién
2.3.3, p1 ol = €p. Ahora, utilizando la propiedad i) andloga para los Q’s, pp oI’ = €). Ahora
bien, por ser I un morfismo sobre f”, se sigue que pa(f ol —1"o Fy') = f" o€} — € o Fp = 0.
En consecuencia, Im(fol—1"o Fy') C ker(pz) = Im(iz) = Im(iz o €g), por ser e, epimorfismo.

Por tanto, Como P} es un R-mddulo proyectivo, existe ¢g : Py — @ tal que el diagrama
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siguiente es conmutativo y verificando (1):
/!
T

_ lfol—l'oFé'
L 5206,(2

Qo —— Im(izoen) —— 0.

3o

Supongamos, por induccién, que existe ¢,—1 : P,_; — Q},_; verificando (2), tomando dj =
igoeg, F'y = f, ¢_1 =0, kg =, kj = I’ para el caso n = 1. Consideremos el morfismo
Fo10K,— K| oF!+ ¢, 10d!:P/!— Q,_1y sucomposicién con ¢, ;:

e 1(F 10K, =K oF"+¢, 10d))

2.3.6

( ) =cp10F, 10K, —ch 10K, oF! +¢cp_10¢,_10d.

Ahora bien,

2.3.7 ¢ _JoF, 10k,=F ,od |ok,=—-F, 90k, 10d,
n—1 n—2 n—1 n

donde la primera igualdad se debe a que F’ es aplicacién de cadena, y la segunda se tiene por
la propiedad i) (ver demostracién de la Proposicién 2.3.3). De otro lado,
(2.3.8) okl o Pl = Koo Fll = Ky o Pl od,

donde la primera igualdad se debe a la propiedad andloga a ii) para los @’s (ver demostracién
de la Proposicién 2.3.3), y la segunda se sigue de que F”’ es una aplicacién de cadena. Adem4s,
se verifica:

’ "o 1" 1" / 1" / 17 1"
Cp—10° ¢n—1 o dn - ¢n—2 o dn—l © dn + Fn—2 © kn—l © dn - kn—l © Fn—l © dn

2.3.9
( ) =F) y0kpad, —k, oF/ od,,

donde la primera igualdad se tiene por hipétesis inductiva, y la segunda se sigue de que d//_; o
d’ = 0. Utilizando las Igualdades (2.3.7), (2.3.8) y (2.3.9) en la Igualdad (2.3.6) se concluye
que ¢, 1(Fp-10K, — K] oF 4+ ¢,_10d]) =0. Por tanto,
Im(F,_10K,— K, oF) + ¢,_10d,) C ker(c,_,) = Im(c,).
Como P! es proyectivo, existe ¢, : P/ — @), haciendo conmutativo el siguiente diagrama y
verificando (2):
P//

b
d)‘ . J{Fn_loKn—K;loFé/+¢n_1od£{

Ky
Q,, —— Im(c,) — 0,

Definimos {F}, }nen = F : P — Q como sigue:

Fn : Pn — Qn

(@' @) = F( o) = (F )+ on(z")) & F(z").
Ahora bien, para cada n € N, n > 0 se tiene:
Fooyodn =Fua((d, +kn) ®dy) = (Fy_yod, + F,_yokn+dnyod) @ (F,ody)

= (cn o Fy + ¢y 0 0n + Ky 0 ) @ (cy 0 FY) = en((Fy, + ) @ F) = cn 0 F,
donde la tercera igualdad se sigue de que F,_; od) = ¢} o F! por ser F’ aplicacién de cadena;
F!' jod! =c!'oF! por ser F” aplicacién de cadena; y F/,_okp+¢p_10dl =cl, op,+k,oF

por la propiedad (2). Por tanto, concluimos que F': P — @ es una aplicacién de cadena. Mas
aun,

€qoFy = eq((Fy+ o) ® Fy) =igoegoFy+izoegogy+1loFy =igoegoFy+ fol
=izofoep+fol=foiroep+ fol=f(iroep+1)=foep,

donde la tercera igualdad se sigue de que, por la propiedad (1), iz o e’Q opg+loFy=fol;la
cuarta igualdad se debe a que e, o Ffy = f" o€}, por ser I’ una aplicacién de cadena sobre f'; y
en la quinta igualdad se tiene que iz o f = f o4y por la conmutatividad del Diagrama (2.3.4).
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Por tanto, se infiere que F' es una aplicacion de cadena sobre f. Finalmente, para cada n € N se
tiene que, si ¢n; ¥ T4, ¢ = 1,2 son las inclusiones y proyecciones canénicas respectivamente,

Fo(pna(2) = Fu(2' ©0) = Fy(2') © 0 = gn 2(F, (2"));

Tn2(Fn(@' @ a")) = mn2((F(2') + dn(a")) ® F(a")) = F/(a') = F/(mn (2" ® 2")).
En consecuencia, el diagrama:

/ Pn,1 Tn,1 7
P, —— P, —— P,

o

Pn,2 Tn,2
Q, —— Qn — Q)

es conmutativo. Lo que equivale a decir que el Diagrama (2.3.5) es conmutativo. d

2.4. Functores Tor

Sea M un R-médulo y (P, €) una resolucién proyectiva de M. Entonces, dado un R-médulo N,
podemos considerar el complejo de cadena de R-moédulos:

PQrN: i PL@pg NN p o N s Py N — 0.

Basta notar que (d,—1 ® Idy) o (d,, ® Idy) = (dp—1 0d,,) ® Idy =0® Idy = 0. Los médulos
de homologia H, (P ®gr N) del complejo de cadena P ®p N se denotan por H,(M,N;P).
Sea, ahora, f : M — M’ un morfismo de R-médulos; (P, €), (P’ €) resoluciones proyectivas de
M y M’ respectivamente. Notemos que, en virtud de la Proposicién 2.3.2, existe una aplicacion
de cadena {F, },en = F : P — P’ sobre f. Ademas, se tiene que:

(d, @ Idy)o (F,®Idy) = (d, 0o F,)®Idy = (F,_10d,)®Idy = (Fr—1 ® Idy) o (d, @ Idy).
En consecuencia, el diagrama:

Poop N 22, prg, N

J{d"®1d1\r J{d;@IdN
Frn_1®ldy

Poi@pr N 222 Pl @p N
conmuta para todon € N, n > 1, y {F, ® Idn}nen = F® Idy : P®r N — P' @ N es
una aplicaciéon de cadena. En virtud de la Proposicién 2.2.1, F' ® Idy induce un morfismo de
R-moédulos:

H,(f,N;P,P'):= H,(F®Idy) : H,(M,N; P) — H,(M',N; P").

Veamos que H,(f, N; P, P') esta bien definido al no depender de la eleccién de F. Si F,G :
P — P’ son aplicaciones de cadena sobre f, entonces, por la Proposicién 2.3.2, F y G son
hométopas, i.e. existe una homotopia h = {h, : P, — P, } entre dichas aplicaciones.
Entonces, para cada n € N se tiene:

(hn_1 ®IdN) o (dn ®IdN) + (d;H-l ®IdN) o (hn ®Id]v)
= (hp—10dp) @ Idn + (dy, 1y 0 hyn) @ Idy = (hy—1 0dp +d;, 1 0 hy) @ Idy
=(F,— G QIdy = F,®Idy — G, ® Idy.

En consecuencia, F ® Idy,G ® Idy : P®r N — P’ ®r N son aplicaciones hométopas. En
virtud de la Proposiciéon 2.2.5, se sigue que F' ® Idy v G ® Idy inducen el mismo morfismo

K2

H,(f,N;P,P"). Dada 0 — M’ — M - M” — 0 una sucesién exacta de R-médulos
consideremos una resolucién proyectiva de la misma P: 00— P — P — P” — 0. La
siguiente es una sucesién exacta (cf. Lema 2.4.1):

PRrN:0— P @r N—P@rN — P'®@r N —0.

Denotaremos por: 9,,(N,P) : H,(M",N; P") — H,,_1(M’, N; P') a los morfismos conectores
asociados a P ® g N conforme a la Proposicién 2.2.2.
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LEMA 2.4.1. i) Sean f : M — M', g : M' — M" morfismos de R-mddulos; y sean P, Py
P" resoluciones proyectivas de M, M' M" respectivamente. Entonces, para cada n € N se
tiene:

Hy(go f:N§B7£H) = Hn(ngQBlvﬂ//) o Hn(vaQBaB/)-
Ma’smin H(lM,NP P):IdH (M,N;P)-
ii) Si P:0 — P ANy P" — 0 es una resolucion proyectiva de una sucesion exacta

de R-médulos 0 —s M’ — M 2+ M" — 0, entonces la siguiente sucesion de R-mddulos es

exacta:

NP Hyp—1(4,N;P', P
( ) 1( )

s Hy(M" N P P g, N P H,_1(M,N;P)
HnaGNSEED) (M7 NG PY) — -« — Ho(M”, N3 P") — 0.

1i1) Dado un diagrama conmutativo, cuyas filas son sucesiones exactas:

M: 0 M’ M M 0
J P lf J P
£L: 0 r L L 0,

y dado el diagrama conmutativo de resoluciones proyectivas siguiente:

1 1

P 0 B ¥ B ™ BN 0
(2.4.1) lF' lF lF”
Q . 0 QI 491 Q 7'I'2 Q 0’

donde P y Q son resoluciones proyectivas de M y L respectivamente; F, F' y F" son aplica-
ciones de cadena sobre f, f' y [ respectivamente. Entonces, el siguiente diagrama es conmu-
tativo para cadan € N, n > 1:
Hn(f//7N;£,,,Q//)
Hn(MHa N;BH) E— Hn(L/,v N;Q//)
(2.4.2) lanuv,p) lc’?n(N,Q)

Hn— flvN;B/vQ/
Hy (M, NPy 2B L) N Q).

DEMOSTRACION. 7) Sean F'y G aplicaciones de cadena sobre f y g respectivamente. En-
tonces, el diagrama

p, -, p S, pr

M —— M —2— M"

conmuta y, en consecuencia, €’ oGgo Fy = go foe, i.e. GoF es una aplicacién de cadena sobre
g o f. Por tanto, en vista de la Observacion 11,

Hy(go f,N; P',P") = Hy((G @ Idy) o (F® Idy) = Ho(G ® Idy) o Hy(F @ Idy)
= H,(g,N; P, P) o H,(f,N; P, P").
Mas aun, {Idp, : P, — Pp}neny = Idp : P — P es una aplicacién de cadena sobre Idy;. En
consecuencia, H, (Idy, N; P,P) = H,(Idp ® Idn) = Idy, (P xn) = Idm, (v, P)-
1) Como la Sucesién P es exacta, se tiene que, para cada n € N, la sucesién:
P.:0— P E5p, T P50

es exacta. Ademds, como en virtud de la Proposicién A.6.5, el functor (— ®r N) es exacto a
derecha, se tiene que la sucesion:

RIdN

P/ ®r N <Pn P, N ﬂn&h)iN PTIL/ @r N — 0
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es exacta. Ahora bien, sea m ® n € P} ®r N tal que (¢, @ Idy)(m @ n) = 0. Como P/
es proyectivo, en virtud de la Proposicién A.4.2, la sucesion P, se escinde. Esto es, existe
hy = P, — P}, tal que h,, o ¢, = Idp;. Entonces,

0= (h, ®Idn)(0) = ((hn ® IdN) o (pn ® Idn))(m @ n) = (Idp, @ Idy)(m @n) =mn.

Por tanto, ¢ ® Idy es monomorfismo de R-médulos y, en consecuencia, la sucesién:

0— P, og N2 p o N ™Y plo, N — 0

es exacta para cada n € N. Es decir, la sucesion de complejos de cadena:

(2.4.3) 0— P apN 2 pop N2 oy N —0

es exacta, donde ¢ = {¢ptnen ¥ ™ = {7n}nen. Ahora, aplicando la Proposicién 2.2.3 a la
Sucesién (2.4.3) precedente, se sigue que la sucesién:

s Hy (P 2r N) "N (P 9r N Ho 1(P®g N)

Q1) (P @p N) —> - — Hy(P" ®5 N) — 0

Ho 1d
) 1@; N)

K2

es exacta. Pero como P es una resolucién proyectiva de 0 —» M’ — M -5 M" — 0,
¢ : P/ — P es una aplicacién de cadena sobre i; y m : P — P” es una aplicacién de cadena
sobre j. En consecuencia, H,(¢ ® Idy) = H,(i,N;P',P) y H,(n ® Idy) = H,(j, N; P,P")
para cada n € N. Ademds, H,(P' @z N) = H,(M',N;P"); H,(P®r N) = H,(M,N;P); y
H,(P" ®r N)= H,(M",N;P"), con lo que se tiene ii).

1i1) Siguiendo el mismo argumento que en el apartado i), se tiene que las sucesiones de complejos
de cadena:

0 — P’®gN — P@rN — P"®@rN — 0, 0— Q'®rN — Q®rN — Q"®rN — 0

son exactas. Ademds, como el Diagrama (2.4.1) es conmutativo, también lo serd el diagrama:

1 1
00— P opg N2 po, N=Y pro. N — 0
lF/@)IdN Feldy lF”@IdN

2 2
O‘)Ql(@RNWMQ@RNWMQN@RN;)O

Aplicando la Proposicién 2.2.4, se sigue que el diagrama:

Trl n— 1
Hy (P &g N) 2200 g (pr g Ny — 2D g (P ) e

Hn—l(B ®R N)
lHn(F®IdN) J{H,,L(F”@)IdN) Hn,l(F’®IdN)J( Hn,l(F®IdN)l
H,(x®®Id 90 (N,Q Hn_1(p*@1dy)

Hy(Qor N) 22 (@ wp N) —222 5 g (@ op N) 222 g (Q @ N)
es conmutativo. Ahora bien, como F, F’ y F" son aplicaciones de cadena sobre f, f' y f" res-
pectivamente, se tiene que H,(F ® Idy) = H,(f, N; P,Q); H,(F' ® Idy) = Hn(f’,N;E',Q/);
vy H,(F"®N) = H,(f",N; P",Q"). Por tanto, en particular, el Diagrama (2.4.2) conmuta. [J

PROPOSICION 2.4.2. Sea M un R-mddulo y sean (P,ep), (Q,€q) dos resoluciones proyectivas
de M. Entonces,

Hn(IdMaN;£7Q) : HTL(MaN;E) — Hn(MaN;Q)

es un isomorfismo de R-mddulos, para cada n € N. Ademds, si f : M — M’ es un morfismo
de R-médulos y P’, Q’ son resoluciones proyectivas de M’, entonces el diagrama:

Hn(IdM7N§£aQ)

H,(M,N;P) H,(M,N;Q)

(2.4.4) lHn(f,N;g,gﬂ lm(f,fv;g,g’)
Hy,(Idy,N;P' Q'
(0 NPy SRS o N Q)
es conmutativo para todo n € N. Mds atin, si M : 0 — M — M — M"” — 0 es una
sucesion exacta de R-mddulos y

P: 0—P —P—P'—0 Q: 0—Q —>Q—Q"—0
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son resoluciones proyectivas de M, entonces el diagrama:

Hpn(Idpn N;P",Q")

H,(M",N;P") Hy,(M",N;Q")

(2.4.5) lan(zv,va) lan(N,Q)

H,_1(Idy,N;P' Q'
Hn—l(MlvN;Bl) M)Hn—l(M/aN;Ql)

conmuta para todon € N, n > 1.
DEMOSTRACION. Tomando M = M' = M"; f = g = Idy; P = P"; P' = Q en el apartado
1) del Lema 2.4.1 precedente, se tiene que:
Hy,(Idy, N;Q,P)o H,(Idy, N; P,Q) = Hu(Idy, N3 P, P) = Idg, (v,N;p)-
De la misma manera,
H,(Idy, N; P,Q) o Hy(Idy, N;Q, P) = Hy,(Idy, N;Q,Q) = Idy, (v,NQ)-

En consecuencia, H,, (Idy, N; P,Q) v H,(Idy, N;Q, P) son isomorfismos de R-mdédulos.
Ahora, si f : M — M’ es un morfismo de R-médulos, de nuevo, aplicando el apartado ) del
Lema 2.4.1 a la composicién de f con las aplicaciones identidad correspondientes a izquierda y
derecha, se tiene:

Hn(f7N7QaQ/) OHYL(IdM7N7£79) = Hn(fOIdeNvgaQ/) = Hn(f,N7£,Q/)
= Hn(IdM/ OfaN;B;Q/) = Hn(IdM’aN;BlaQI) OHn(faN;BaB,)v

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (2.4.4).
Finalmente, consideremos el diagrama conmutativo:

0 M’ M M 0
J{Idlu’ J/IdM J{IdM”
0 M M M 0,

cuyas filas son la sucesién exacta M. Entonces, estamos en las condiciones de la Proposicién
2.3.4. Por tanto, existen aplicaciones de cadena F': P — Q; F' : P — Q'; F"" : P" — Q"
sobre f, f’ y f” respectivamente de forma que el diagrama:

0 P’ Vid P’ 0
(2.4.6) JF JF JF,,
0 Q Q Q" 0

conmute. Notemos que se trata de un caso particular del enunciado iii) del Lema 2.4.1 prece-
dente, donde se han tomado L = M, L' = M', L" = M"; f = Idy, ' = Idyy, f” = Idpr.
Por tanto, se sigue que el Diagrama (2.4.5) es conmutativo. O

DEFINICION 34 (Functores Tor). Sea N un R-mdédulo yn € N. Se define el functor TorE(—, N),
de la categoria de R-mddulos en si misma, de la manera siguiente:
i) A cada R-médulo M le asigna el R-mddulo Tor(M,N) := H,(M,N;P), donde P
es una resolucion proyectiva de M ;
ii) a cada morfismo f: M — M’ de R-mddulos le asigna el morfismo :

Tor(f,N) := H,(f,N; P,P') : Tor(M,N) — Tor(M’', N),
donde P y P’ son resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente.

Notemos que el enunciado 4) del Lema 2.4.1 prueba que TorZ(—, N) es un functor covariante.
La Proposicién 2.4.2 implica que H,(M,N;P) = TorE(M,N) no depende de la resolucién
proyectiva P de M elegida (salvo isomorfismo). Ademds, si f : M — M’ es un morfismo de
R-médulos v P’,Q’" son resoluciones proyectivas de M’, se tiene, de nuevo, por la Proposicién
2.4.2, H,(f, N; P, P') es independiente de las resoluciones P, P’ elegidas, por lo que se denotara
como TorZ(f, N). Mas ain, dado un R-médulo N y una sucesién exacta de R-médulos M :
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0— M — M — M"” — 0, el Diagrama (2.4.5) de la Proposicién 2.4.2 garantiza que los
morfismos conectores:

On,(N,P): H,(M" ,N; P") — H,_(M',N; P
no dependen de la resolucién 0 — P — P — P"” — 0 de M elegida (salvo composicién
con isomorfismos). Por tanto, se denotardn por:

On(M",M';N) : TorB(M",N) — TorE ,(M', N) neN, n>1.
Supongamos ahora que P es una resolucién proyectiva de M y f : N — N’ es un morfismo
de R-médulos. Entonces, f induce una aplicacién de cadena

{IdPn ®f}neN :Id£®f5£®RN —>£®RN,,
donde:
Idp, ® f: P®prN — P@gN’
pPRN = p® f(n).
Ahora, en virtud de la Proposicién 2.2.1, Idp ® f induce un morfismo de R-médulos:
Hn(Id£® f) : Hn(B Or N) — Hn(B ORr N,)'

Ahora bien, se tiene que H,(P ®r N) = H,(M,N;P) = Tor®(M,N) y H,(P ®r N') =
H,(M,N'; P) = TorZ(M,N'). En vista de estas consideraciones, podemos dar la siguiente
definicion:
DEFINICION 35 (Functores Tor). Sea M un R-mddulo y n € N. Se define el functor
TorE(M,—), de la categoria de R-mddulos en si misma, como sigue:

i) A cada R-médulo N le asigna el R-mddulo TorE (M, N);

it) a cada morfismo de R-mddulos f : N — N’ le asigna el morfismo:

TorE(N, f) := H,(Idp ® f) : Tor(M,N) — TorZ(M,N'),

donde P es una resolucion proyectiva de M.

Es sencillo verificar, usando la Proposicién 2.2.1, que TorZ(M, —) es un functor covariante de la
categoria de R-mddulos en sf misma. Ahora bien, si f : N — N’ es un morfismo de R-mdédulos
y P, Q son resoluciones proyectivas de M y n € N, consideremos el diagrama:

Hn(ldﬂ®f)

H,(M,N;P) H,(M,N'; P)
(2.4.7) Hn(IdM,N;B,Q)l lHn(IdM,N/;B,Q)
Hy, (Idg®f)
H,(M,N;Q) H,(M,N";Q)

Notemos que Hy(Idy, N;P,Q) = Hy(F ® Idy) y Hy(Idy, N'; P,Q) = Hp(F ® Idy) para
cualquier F': P — @ aplicacién de cadena sobre Idys. Entonces, se sigue que:

H,(F ® Idy) o Hy(Idp @ f) = Hy((F o Idp) ® (Idy o f)) = H,(F ® f)
— H,((Idg o F)® (f o Idy)) = H,(Idg ® f) o Hy(F @ Idy),

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (2.4.7). Ademds, por la Proposicion 2.4.2, se
tiene que H,,(Idpy, N;Q, P)y H,(Idpy, N'; P, Q) son isomorfismos. Por consiguiente, H,,(Idp®
f) = Tor(M, f) es independiente de la resolucién proyectiva P de M elegida (salvo com-
posicién con isomorfismos). Consideremos ahora un R-médulo M, una resolucién proyectiva
(P,€) de M y una sucesién exacta de R-médulos: 0 — N’ — N — N” — 0. Como P, es
un R-médulo proyectivo para todo n € N, en virtud de la Proposicién A.4.4,0 — P,Qr N’ —
P, ®r N — P, ®r N” — 0 es una sucesién exacta de R-mdédulos para todo n € N. Por
tanto la sucesién de complejos de cadena P : 0 — PRr N’ — P®r N — P®r N" — 0
es exacta. En virtud de la Proposicion 2.2.2, existen morfismos conectores:

On : Tor®(M,N") = H,(P®prN") — H,_1(P2rN') = Tor_ (M,N’), neN, n>1.

Veamos ahora que estos morfismos conectores no dependen de la resolucién proyectiva (P, €)
de M elegida (salvo composicién con isomorfismos). Sean (P,ep) y (Q,€q) dos resoluciones

proyectivas de M y 0 — N’ —5 N -5 N” — 0 una sucesién exacta de R-médulos. Por la
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Proposicion 2.3.2, existe F' : P — ) una aplicaciéon de cadena sobre Idy;. En consecuencia,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo cuyas filas son sucesiones exactas:

, Idﬂ@l Id£®] "
0 —— P®r N' —— PQr N — P®rN" —— 0
J{F®IdN’ lF@IdN J{F@IdN//
Ido®i Idg®j

0 — QRN —— QAr N — Q@rN" —— 0

Por la Proposicion 2.2.4, se sigue que el siguiente diagrama es conmutativo para todo n > 1:

H,(P®grN") M Hn(Q®R N")

b e

H,_1(FQRIdy/
Hn—1(£®R N/) &)Hn—l(g(@R Nl)a

donde H, 1(F ® Idn') = Hp_1(Idpy, N'; P,Q) vy Hy(F ® Idy») = Hyp(Idy, N”; P; Q) son
isomorfismos (cf. Proposicién 2.4.2). Por tanto, estos morfismos conectores se denotardn por
On(M; N" N") : TorB(M,N") — TorZ (M, N").

TEOREMA 2.4.3. i) Sean N un R-mddulo y 0 — M’ Ly M % M7 —5 0 es una
sucesion exacta de R-modulos. Entonces, se tienen las sucesiones exactas:

TorE N Tor, _,(g9,N
Torf (M, N) "N pori (g, vy T

Torf_l(M”,N) — HTOT(I)?'(M",N) — 0,

co— TorB(M7, N) O VAT

Tor, _,(g,N)
—

"o gt TO’I‘,R; N, TOT':L, N,
oo s TorR(N, M) M) pom gy TN or (v TN

Tor; _,(N,g)

Torl (N,M") —s -+ — Torf{(N,M") — 0.
ii) Si el diagrama:
M 0 M’ M M" 0
(2.4.8) lf’ Jf lf”
K: 0 K' K K" 0,

cuyas filas son sucesiones exactas de R-mddulos, es conmutativo, se tiene que los
diagramas siguientes son conmutativos para todon € N, n > 1:

TorE(M", N)BMV)Torf_l (M',N) TorE(N, M”)aw)Torf_l (N, M)
lTorf‘(f”,N) lTOTf'—l(f/aN) lTorf?(N,f”) lTOTf;ﬂN:fl)
TorB (k" N) K pork (k7N TorB(N, k") ") pork (N K.

i) El functor TorE(M,N) es lineal en M y N para todo n € N.
i) Existe un isomorfismo Torf(M,N) = M ®gr N que es functorial en M y N.

DEMOSTRACION. i) La primera de las sucesiones es exactamente la sucesién del apartado
1) del Lema 2.4.1, que es exacta. Para comprobar la exactitud de la segunda se aplica la
Proposicién 2.2.3 a la sucesién exacta de complejos de cadena: 0 — Q®r M’ — Qg M —
Q ®r M" — 0, donde @ es una resolucién proyectiva cualquiera de N.
i1) Por una parte, tomemos resoluciones proyectivas 0 — P — P — P — 0y 0 —
Q — Q — Q" — 0 de M y K respectivamente. Por la Proposicién 2.3.2, se tiene que
existen aplicaciones de cadena F' : P — Q' y F"' : P — Q" sobre f’ y f" respectivamente.
Ahora, en virtud de la Proposicién 2.3.4, existe una aplicacién de cadena F : P — Q sobre f
que hace el Diagrama (2.4.1) conmute. Por el apartado iii) del Lema 2.4.1, el Diagrama (2.4.2),
que es el primer diagrama de i), conmuta. De otro lado, si P es una resolucién proyectiva
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cualquiera de N, como el Diagrama (2.4.8) es conmutativo, también lo serd el diagrama:
0 — PrM' —— PQrM —— PRrM" —— 0
ljd,ﬂ@f’ lfdz@f l]dg(@f”
0 —— Pr K' — > PRr K —— Pr K" —— 0
Aplicando la Proposicién 2.2.4 al diagrama anterior, se sigue que el diagrama:

Hy(P &g M') == P @p M"

H"(Id£®f/)l JH,L(IdEeaf“)
8,/
PerK' ——— Por K"

donde 9,, y 0;, son los morfismos conectores correspondientes, es conmutativo. Es decir, el
segundo diagrama del apartado i) es conmutativo.
iii) De un lado, sean k,l : N — N’ morfismos de R-mddulos; a,b € R; P una resolucién
proyectiva de un R-médulo M. Entonces, para cada n € N, se tiene que:

aTor(M, k) + bTorf(M,1) = aH,((Idp @ k)) + bH,((Idp ® 1))

= H,(Idp ® ak + Idp ® bl) = H,(Idp,ak + bl) = Torf”(M7 ak + bl).
En consecuencia, se tiene la linealidad en N. De otro lado, sea N un R-médulo; f,g: M —
M’ morfismos de R-médulos; a,b € R; (P,¢) y (P',€') resoluciones proyectivas de M y M’

respectivamente; y n € N. Por la Proposicion 2.3.2, existen aplicaciones de cadena F,G : P —
P’ sobre f y g respectivamente. Entonces,

(af +bg)oe=a(foe)+blgoe)=aleoFy)+b(e oGy) =€ o(aFy+ bGy).
Por tanto, aF' + bG es una aplicacién de cadena sobre af + bg. En consecuencia,
Torf(af +bg,N) = Hy(af +bg, N; P, P') = H,((aF + bG) ® Idy)
= Hu((aF @ Idy) + (bG ® Idy)) = Hn(aF @ Idy) + H, (bG ® Idy)
=aH,(F ® Idy) + bH,(G ® Idy) = aTorf (f, M) + bTor (g, N),

donde las igualdades se siguen de la linealidad del morfismo inducido por una aplicaciéon de
cadena (ver Proposicién 2.2.1). Por tanto, TorZ(M, N) es lineal en M.
1) Sean N y M dos R-médulos, y sea (P, €) una resolucién proyectiva de M. Entonces, como

la sucesiéon Py A, Py —<+ M — 0 es exacta y, por la Proposicién A.6.5, el functor (— ®p N)
es exacto a derecha, se sigue que la sucesién de R-médulos:

(2.4.9) PLor N 29 P oy N 29N prop N —— 0

es exacta. En particular, e ® Idy : Ph ®g N — M ®gr N es epimorfismo de R-moédulos.
En virtud del Primer Teorema de Isomorfia, Po ®r N /ker(c @ 1dn) = M ®pr N. Ahora bien, por
exactitud de la Sucesién (2.4.9), ker(e ® Idy) = Im(dy ® Idy). Entonces,

Torl{(M,N) = Po®N /1m(dy @ 1dn) = M @p N,
Dicho isomorfismo se denotard por:

«M,N): TorB(M,N) — MegN
z+Im(d @ Idy) +— (e®Idy)(z),

para cada € Py ® g N. Veamos que ¢(M,N) es functorial en M y N. Sea f : M —
M’ un morfismo de R-médulos y sean (P,¢), (P',€') resoluciones proyectivas de M y M’
respectivamente. En virtud de la Proposicién 2.3.2, podemos suponer que existe una aplicacién
de cadena F : P — P’ sobre f. Consideremos el siguiente diagrama:

TorB(M,N) MM prop N
(2.4.10) Tor(})%(f,N)l J{f@IdN

TorB (M, N) Y 0 g N
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Utilizando F' para evaluar Torf'(f, N), se tiene que:
e(M',N)oTorf(f,N) =e(M',N) o Hy(F @ Idy) =
—(€oF)@Ildy = (foe)®Idy = f®Idyoe® Idy = f® Idy o (M, N),
de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (2.4.10). Esto prueba que ¢(M, N) es func-

torial en M. De otro lado, si g : N — N’ es un morfismo de R-mddulos y P es una resolucién
proyectiva de M, podemos considerar el diagramas:

TorB(M, N) MM v op N

(2.4.11) Tor[l)?'(]\/l,g)l J{IdM®g
Torb (M, N') L) 0 s N7
Se tiene que:
e(M,N")oTorf(M,g) = e(M,N') o Hy(Idp ® g) = €@ Idn/ 0 Idp, ® g = €® g
={Udy®g)o(e®Idy)=Idy @ goe(M,N),

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (2.4.11). Esto prueba que ¢(M, N) es func-
torial en N. 0

LEMA 2.4.4. Sea P un R-médulo proyectivo. Entonces, TorE(P,M) = 0 y TorE(M,P) = 0
para todo R-mddulo M y todon € N, n > 1.

DEMOSTRACION. Como P es un R-médulo proyectivo, se tiene que P : 0 — P i p

0 es una resolucién proyectiva de P. Por tanto, Py = P y P, = 0 para todon € N, n > 1.
Utilizando P para calcular TorZ(P, M), se tiene que TorZ(P, M) = 0 para todo n € N, n > 1.
De otro lado, sea (Q, €) una resolucmn proyectiva de M. Entonces, por la Proposicién A.4.4, la
sucesion:

Qi — 5 Quer PN Q, Jor N — - — 5 Quer P XN Mo P —— 0

es exacta. Entonces, H,(Q) = 0 para todo n € N. En particular, 0 = H,1(Q) = H,(Q ®r
P) =Tor(M, P) para todon € N, n > 1. O

PROPOSICION 2.4.5. Sean M y N R-mddulos. Entonces, para cadan € N existe un isomorfismo
TorE(M,N) = Torl (N, M) que es functorial en M y N.

DEMOSTRACION. Probémoslo por induccién en n. Para n = 0, se tiene Torf(M, N) =
M ®r N 2 N ®r M = Torf(N, M) por la Proposicién A.6.2. Ademds, este isomorfismo es
functorial en M y N. Sea n > 1. Tomamos el R-médulo libre F' = @, R, el epimorfismo
canénico 7 : F' — M y K = ker(w). Consideramos la sucesién exacta de R-médulos: 0 —

K- F " M— 0, donde i es la inclusién natural. Por el apartado i) del Teorema 2.4.3,
las sucesiones de R-médulos:

orf(m TorZ | (i,N

TorB(F,N) 20N 1opkag, Ny O OLEN) ponk (e ny TN ok (v
or, T On Torf;l N,i

Tor(N, F) TS o (v, apy O VM) po k() TN pok ()

son exactas. Notemos que como F' es un R-médulo libre, por el Corolario A.4.3, F' es proyectivo
y, por el Lema 2.4.4, Tor(F, N) =0, paran > 1. Ademads, por hipdtesis inductiva, existen iso-
morfismos ¢(K, N) = ¢ : Tor® | (K,N) — Torl® (N, K), Y(F,N) =1 : Tor® (F/N) —
TorE | (N, F) functoriales en ambas variables. Entonces, se tiene el diagrama:

Torf  (i,N
0 — TorB(M, N) 2OLENy por gy TN o (5 vy

(2.4.12) - lq& f’”
N,
0 TorB(N, M) 22ME) o r (o gy T ) ok v ),
cuya conmutatividad viene garantizada por la functorialidad de los isomorfismos ¢ y ¥, y
cuyas filas son sucesiones exactas de R-mddulos. Entonces, 0, (M, K;N) y 9,(N; M, K) son
monomorfismos y ¢ induce un morfismo de R-moddulos:
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¢: TorB(M,N) — TorE(N,M)
x — Oy (N M,K) ¢ o0 d,(M,K;N)(z)).

Por una parte, como el Diagrama (2.4.12) conmuta, se tiene que:
TorE |(N,i)o¢od,(M,K;N)=1oTork ,(i,N)od,(M,K;N).

Pero Torf ,(i,N) o 0,(M,K;N) = 0. Por tanto, ¢ o 9,(M,K;N) € ker(Tork |(N,i)) =
Im(0,(N; M, K)). De otro lado, como 8, (N; M, K) es inyectivo, ¢ queda univocamente de-
terminado, lo que garantiza su buena definicién. Ahora bien, como 9,(M,K;N) y ¢ son
monomorfismos, también lo serd su composicién. De ahi se sigue que ¢ es monomorfismo. Por
otro lado, sea = € TorZ(N, M). Claramente, (Tor® | (N,i)0d,(N; M, K))(x) = 0. Como 1 es
isomorfismo, (¢! o Tornfl(N,z) 0 9p(N; M, K))(z) = 0. Pero

(¥~ o (Tory_y(N,i) 0 9,)(N: M, K)(z) = (Tory_y (i, N) 0 ¢~ ' 0 0,(N; M, K)) ().
Por tanto,
(0" 0 0u(N; M, K))(x) € ker(Tory (i, N)) = Im(9,(M, K; N)).

Entonces, existe y € TorE(M, N) verificando (¢ o 8, (M, K; N))(y) = 0n(N; M, K)(x). En
consecuencia, (y) = x y ¢ es epimorfismo. Por consiguiente, ¢ es isomorfismo. Veamos que
¢ es functorial en M y N. Sea f : M — M’ un morfismo de R-médulos. Podemos tomar

= @, R, F' = @, R; las proyecciones canbnicas 7 : ' — M, n' : F/ — M'; y
K = ker(m), K' = ker(n’). Ademas, se puede definir h : F' — F’ mediante h(dmn) := f(m)n
y extendiéndolo por linealidad, donde &, (resp. d¢(m)n) es la Delta de Kronecker, i.e. el
elemento natural de la base candnica de F (resp. F’). Con esta definicién, es claro que el
diagrama:

0 K—‘SF-—T"4M 0
(2.4.13) o | |
0 K L T 0,

cuyas filas son sucesiones exactas de R-médulos, conmuta. Ademds, h induce un morfismo
g : K — K’ dado por g(z) = i'""1((h o i)(x)). Notemos que estd bien definido, pues por
exactitud de la fila superior del Diagrama (2.4.13) precedente:

7 ohoi=fomoi=0.

Por tanto, Im(h o) C ker(n’) = Im(i'), donde el 1dltimo contenido se sigue de la exactitud de
la fila inferior. Ademds, como i’ es monomorfismo, g queda univocamente determinado. Ahora
bien, podemos considerar el diagrama:

Tor(a, Ny 2N, ok (g Ny M R (N K
(2414) J{Tor (f,N) J{Torf_l(g,N) J{Torf_l(N,g)
TorE(M’', N) 8—>"(M K ;N)Torf_l(K’,N) —>¢(K N) TorE | (N,K')

cuya conmutatividad queda garantizada por la functorialidad de ¢ y por el apartado ii) del
Teorema 2.4.3. Pero, como por el Diagrama (2.4.12),

(K, M) 0 0p,(M,K;N)=0,(N,M,K) op(M,N)

H(K'\M")00,(M',K'; N) = 8,(N,M',K") o p(M', N),
se tiene que el diagrama:

N) 8, (N;M,K)
_—

TorE(M,N) TorE(N, M) Torjl 1(N,K)
(2.4.15) J{Torf(f,N) l n1(9)
TorB(M’, N) p(M7N) TorE(N, ]\4/)8 n (VT K) 1 (N, K)
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conmuta. Ademds, de nuevo, por el apartado ii) del Teorema 2.4.3, se tiene el diagrama
conmutativo:

TorB(N, M) &M o k(N K
(2.4.16) Tor®(N, f)J{ lTorffl(N,g)
TorE(N, M’)BM)Torf_l(N,K’)

Entonces, combinando los Diagramas (2.4.14) y (2.4.16) se tiene que
On(N; M K"y o o(M',N)oTorE(N, f) = 8,(N; M',K') o TorE(N, f) o (M, N).

En consecuencia, o(M', N)oTorE(N, f) — TorE(N, f) o (M, N) € ker(d, (N, M’ K’)) = {0},
pues se habfa visto prev1amente que O, (N, M’ K ') era monomorfismo. Por tanto, TorZ(N, f)o
©(M,N) = p(M',N)oTorE(N, f). Es decir, el diagrama:

TorB(M, Ny~ porR(N, M)

lTorR(f N) lTOTR(Nf)
7 ‘P(Mw ) /
TorB(M',N) ——— TorE(N, M")
conmuta y, por consiguiente, ¢(M, N) es functorial en M. Se utiliza un argumento anédlogo
para probar la functorialidad en N. O

2.5. Functores Ext

Como se indicé en la Introduccion, nos limitamos a exponer las nociones y resultados esenciales
(véase Seccién B.2 para los detalles). Sean M, N R-mé6dulos y (P, €) una resolucién proyectiva
de M. Como el functor Homp(—, N) es contravariante, se puede considerar la sucesién:

HomR(dl,N) Homp(d2,N)

Homg(P,N):0— Hompg(Py,N) Hompg(Py,N)

de acuerdo a las notaciones establecidas en la Seccién A.3 del Apéndice A. Notemos que, dado
n €N, Homg(dp+1, N)o Hompg(d,, N) = Hompg(d,odp+1, N) = Homg(0, N) = 0. Por tanto,
Hompg(P,N) es un complejo de co-cadena, cuyos médulos de co-homologia se denotardn por
H"(Hompgr(P,N)) = H"(M,N;P). Sea ahora f : M — M’ un morfismo de R-mddulos y
(P,€), (P, €) resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente. Por la Proposicién 2.3.2,
existe una aplicacién {F,},en = F : P — P’ de co-cadena sobre f. Ahora bien, podemos
considerar la aplicacién de co-cadena:

{Homp(F,,N)}nen = Hompg(F,N) : Homg(P', N) — Hompg(P, N).

Entonces, en virtud de la Proposicién 2.2.1, Homg(F, N) induce un morfismo de R-mdédulos
en los médulos de co-homologia del complejo Hompg(P, N):

H"(f,N;P',P): H"(Homg(P',N)) — H"(Homg(P,N)).

DEFINICION 36 (Functores Ext). Sea N un R-mddulo y n € N. Se define el functor con-
travariante Ext’h(—, N), de la categoria de R-mddulos en st misma, de la manera siguiente:
i) A cada R-mddulo M le asigna en R-mddulo Ext(M,N) := H"(Homg(M,P)),
donde P es una resolucion proyectiva de M ;
it) a cada morfismo f: M — M’ de R-mddulos le asigna el morfismo:

Ext}(f,N):= H"(f,N;P',P) : Ext},(M',N) — Ext},(M,N),
donde P y P’ son resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente.

Dada una sucesién exacta de R-médulos 0 — M’ — M — M"” — 0, los morfismos
concectores correspondientes se denotardn por:

Exth(M',M" N) : Exty(M',N) — Exts™ (M", N).
DEFINICION 37 (Functores Ext). Sea M un R-mddulo yn € N. Se define el functor covariante
Extl (M, —) como sigue:
i) A cada R-médulo N le asigna el R-médulo Extl (M, N);
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1) a cada morfismo de R-mddulos f : N — N’ le asigna el morfismo de R-mddulos:
Ext®(M, f) .= H"(Homg(P, f)) : Ext?(M,N) — ExtE(M,N'),
donde P es una resolucion proyectiva de M.

Dada una sucesién exacta de R-médulos 0 — N’ — N — N” — 0, los morfismos
conectores correspondientes se denotaran por:

Ext}h(M,N",N') : Exth(M,N") — Ext};t' (M, N').

TEOREMA 2.5.1. i) Sean N un R-mddulo y 0 — M’ Ly M L M7 — 0 es una
sucesion exacta de R-mddulos. Entonces, se tiene las sucesiones exactas:

T n—1
0 — Eatd(M”,N) —s - — Bt 1 (M7, N) 70 pagn (01, N)

Emtj:z{’_l()f,N) E:L’tnil(M/ N) an_l(f‘/f_/’>M//§N) Ext%(M” N) — -
R ’ ’ ’

Bzt ' (f,N)

T n—1
0 — ExtQ(N, M’) — - —s Eat YN, M) "0 pan (v, 2y

Eactg;lgN,g) El‘t%_l(N M//) 871,_1(]E)/jzl7M') E:vt%(N M/) ..

Ert?fl (N,g)
-

it) Si el diagrama:

M: 0 M’ M M 0
RN
K: 0 K’ K K" 0,

cuyas filas son sucesiones exactas de R-modulos, es conmutativo, entonces, los dia-
gramas:

n—1 " /. n—1 Y ’
Eat (M, N — 2 gm0 Ny Batn (N, M — Y g (7 N

Ewtyf',N)T Bath(f".N ﬁ lE“E(N’f K lE”g(N’f')
n—1 ’ ", n—1 N 7<d /
Ext'réfl(Kl’ N){)M)Ext%([(”’ N) Ext%ﬁl(N’ K”)GM)EZ't%(Na K/)

son conmutativos para todo n € N, n > 1.
iii) El functor Exty (M, N) es lineal en M y N para todo n € N.
i) Eziste un isomorfismo Ext%(M,N) = Homp(M,N) que es functorial en M y N.
v) Si P es un R-mddulo proyectivo, entonces Ext}(P,N) = 0 para todo R-médulo N y
todon € N conn > 1.

2.6. Dimensién Homolégica
Dado un R-médulo M y una resolucién proyectiva:

Pivi— P, P~ P - M —0
de M, se dice que P es de longitud n si P, # 0y P; = 0 para todo i > n.

DEFINICION 38. Se define la dimension homoldgica de M, y se denota por hdr(M), al menor
n € N de forma que existe una resolucion proyectiva de M de longitud n. Si no existe una
resolucidn proyectiva de M de longitud finita, se define hdr(M) := +o00. Si M = 0 se toma
hdr(M) = —1.

OBSERVACION 12. Una consecuencia inmediata de la Definicidn 38 precedente es que M es un
R-mddulo proyectivo si y solamente si hdr(M) < 0.

PROPOSICION 2.6.1. Sea (R,m) un anillo local noetheriano y M un R-mddulo finitamente
generado. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) M es libre;
it) M es proyectivo;
i11) Torf(M, N) =0 para todo R-mddulo N y j €N, 7 >1;
iv) Torf(M,k) = 0 para todo R-médulo, donde k = R/m es el cuerpo de restos médulo
m del anillo local (R, m).
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DEMOSTRACION. i) = 4i) Inmediato; ii) = iii) se sigue del Lema 2.4.4; iii) = iv) es
inmediato, pues iv) es un caso particular de ii); iv) = ¢) Sea M un R-médulo finitamente
generado, {z1,...,2,} un conjunto generador minimal de M y ¢ : F — M el epimorfismo
canénico donde F es un R-médulo libre con una base de n elementos. Si escribimos Q = ker(p),
entonces se tiene la sucesién exacta:

(2.6.1) 0—Q -5 F-4 M—o0.
En virtud del apartado ¢) del Teorema 2.4.3, se tiene la sucesién exacta:
Torkn(M, k) — Torf(Q, k) — Torf(F, k) — Torf (M, k) — 0.

Por hipétesis, Tork (M, k) = 0. Ademds, los isomorfismos functoriales: Torf(Q, k) = Q®pr k =
k®r Q= Q/mQ (respectivamente para F'y M) implican que la sucesién:

0— Q/mQ —= F/mF ~Z5 M/mM — 0

es exacta. Por la Proposicién 1.5.2, @ es isomorfismo de k-espacios vectoriales y Q/m@Q = 0.
Ademids, como F' = R" y R es un anillo noetheriano, por el Corolario A.8.4, F' es un R-moédulo
noetheriano. Como @ = ker(¢) C F es un submédulo de F, @ es finitamente generado. Por el
Lema de Nakayama (cf. Proposicién A.8.12), @ = 0. Por tanto, ¢ es isomorfismo y M es un
R-médulo libre. g

PROPOSICION 2.6.2. Dado un R-médulo M, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) M es proyectivo;
i) Extiz(M, N) =0 para todo R-mddulo N y todo j € N, j > 1;
ii) Exty,(M,N) =0 para todo R-mddulo N.

DEMOSTRACION. i) = ii) Se sigue del apartado v) del Teorema 2.5.1; i7) = #ii) Inmediato,
pues 4ii) es un caso particular de #4); i4i) = i) Consideremos el diagrama:

M
(2.6.2) lf
N—5 N"——0
cuya fila inferior es una sucesién exacta de R-médulos. Definamos N’ := ker(y). Entonces, la
sucesiéon 0 — N’ — N — N” — 0 es exacta. Por el apartado i) del Teorema 2.5.1, se
tiene la sucesién exacta:

Ext% (M,p)

a'ﬂ ;,/1l
Ext% (M, N) A gy (g, Ny O NN

Exty,(M,N').

Ahora bien por hipétesis, Fath(M,N’) = 0. En consecuencia, Fxt%(M,p) es epimorfismo.
Ademsds, por el apartado iv) del Teorema 2.5.1, se tienen los isomorfismos functoriales Homg (M, N)
Ext%(M,N), Hom%(M,N") = Ext%(M,N"). En consecuencia, se tiene el diagrama conmu-
tativo:

1%

T 0
Eatl(M, N) 2229 g (v, N

|

HomnOMB) b o m (M, N")

HomR(M, N)
Por tanto, se sigue que Hompg(M, ) es epimorfismo de R-médulos y, por consiguiente existe
g: M — N tal que pog = f. En vista del Diagrama 2.6.2, esto significa que M es
proyectivo. 0

PROPOSICION 2.6.3. Dado un R-mdédulo M yn € N, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) hdr(M) < n;
i) Ext{gi(M, N) =0 para todo R-mddulo N y todo j € N, j >n+1;
iti) Extyt (M, N) =0 para todo R-mddulo N;
) $i0 — K, — P,y — -+ — Py — M — 0 es una sucesidn exacta, donde P;
es un R-mddulo proyectivo para todo j, 0 < j < n —1, entonces K,, es un R-mddulo

proyectivo.
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DEMOSTRACION. i) = ii) Si hdr(M) < n, existe una resolucién proyectiva - - - — P, —

-— Py — M — 0 de M con P, =0 para todo j > n + 1. Utilizando esta resolucién
proyectiva para calcular Ext), (M, N) se tiene ii).
i1) = 4it) Inmediato, pues i) es un caso particular de 7).
1i1) = iv) Sin = 0, se tiene la sucesién exacta 0 — Ky — M — 0, lo que implica que
Ky = M. Ademsds, por hipétesis, se tiene que Emt}z(M, N) = 0. En virtud de la Proposicién
2.6.2 precedente, M es proyectivo y, por tanto, también lo es K. Supongamos n > 1. La
sucesion exacta 0 — K, — P,y — -+ — Py — M — 0 induce, para cada j,
0 <7 <n—1, lasucesion exacta:

0—)Kj+1—)Pj—)Kj—>O,

donde K; = Im(P; — P;j_1) paracada j, 1 < j <n—1y Ko= M. Por el apartado i) del
Teorema 2.5.1, para cada j, 0 < j < n — 1, se tiene que la sucesion:

Exty 7 (Pj,N) — Ext}y 7 (Kj1,N) — Baty 7T (K;, N) — Eaty 7t (P;, N)

es exacta. Pero como P; es proyectivo y n —j+1>n—j > 1, en virtud de la Proposicién

2.6.2, se sigue que Ext ' (P;, N) = Ext}y 7/ (P;, N) = 0. En consecuencia, se tiene que

Ezt%'*‘l(KO’N) ~ Fath (K, N) = - = E‘Tt}%(Kn,N).

Ahora bien, por hipdtesis se tiene que Eact’é“(Ko, N) =0, luego Exth(K,,N) = 0. En virtud
de la Proposicién 2.6.2, K,, es un R-médulo proyectivo.

iv) = i) Si n = 0, por hipdtesis se tiene que Py = M con Py proyectivo. En consecuencia, M es
proyectivo y, por consiguiente hdg(M) = 0. Supongamos n > 1. En virtud de la demostracién
de la Proposicién 2.3.1, existe una sucesién exacta 0 — Ky — Py — M — 0 siendo Py un
R-médulo proyectivo. Por hipétesis, Ky es proyectivo. Por tanto, se sigue que dicha sucesién
exacta es una resolucién proyectiva de M y, en consecuencia, hdr(M) <1 < n. O

COROLARIO 2.6.4. Si M es un R-mddulo distinto de cero, entonces

hdr(M) = sup {n € N: 3N € R — Mod |Exzt}(M,N) # 0}.

DEMOSTRACION. Sila parte de la derecha de la igualdad no es finita, entonces Ext%(M, N) =
HI(Hompg(P, N)) # 0 para todo R-médulo N, j € N y resolucién proyectiva (P, ¢) de M. En
consecuencia, P, # 0 para todo n € N y por tanto hdr(M) = +00. Sea l = sup {n e N: 3N €
R—Mod |Ext} (M, N) = 0}, por la Proposicién 2.6.3 precedente, hdr (M) < I. De otro lado, si
(P, €) es una resolucién proyectiva de M, P; = 0 para todo j > hdr(M) + 1. En consecuencia,
0= HI(Hompg(P,N)) = Ext%(M, N) para todo j > hdgr(M)+ 1. Por tanto, | < hdr(M). O

COROLARIO 2.6.5. Sea M un R-mddulo, entonces si M’ es un sumando directo de M, se tiene
que hdr(M') < hdg(M).

DEMOSTRACION. Es inmediato en vista del Corolario 2.6.4 teniendo en cuenta que, por #ii)
del Teorema 2.5.1, Ext},(M’, N) es un sumando directo de Ext’},(M, N) para cadan € N. O

PROPOSICION 2.6.6. Sea 0 — M' — P — M" — 0 una sucesion ezacta de R-mddulos
donde P es proyectivo. Entonces,

i) st M" es proyectivo, entonces también lo es M’;

it) si hdr(M") > 1, hdr(M") = hdr(M') + 1, donde se admite que ambas partes de la
igualdad sean no finitas.

DEMOSTRACION. %) Es una consecuencia inmediata de la Proposicién A.4.2.
1) En virtud del apartado i) del Teorema 2.5.1, se tiene, para cada R-médulo N y n € N con
n > 1, la sucesién exacta:

Ext}h(P,N) — Exth(M',N) — Ext"t'(M",N) — Ext';T (P, N).
Ahora bien, como P es proyectivoy n > 1, por la Proposicién 2.6.2, Ext', (P, N) = Ext’é“ (P,N) =

0. Entonces, Exty(M’,N) = Ext);t'(M”,N) y la afirmacién ii) se sigue del Corolario 2.6.4.
O
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PROPOSICION 2.6.7. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, M un R-mddulo finitamente gene-
rado, n € N y k = R/m es el cuerpo de restos médulo m del anillo local (R, m). Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) hdr(M) < n;
i) Torf'(M, N) =0 para todo R-mddulo M y todo j €N, j >n+1;
iti) Torlt (M, k) = 0.

DEMOSTRACION. %) = 7). Por i) existe una resolucién proyectiva de M de longitud menor
o igual que n. Utilizando dicha resolucién para calcular Tor se sigue ii). i) = 4ii) trivial, pues
i4i) es un caso particular de 7). i%) = ¢) Probémoslo por induccién en n. Si n = 0, entonces
por hipétesis, Torf (M, k) = 0y, por la Proposicién 2.6.1, M es proyectivo. Por la Observacién
12, hdr(M) < 0. Supongamos n > 1. Siguiendo el mismo razonamiento que en la Proposicién
2.6.1, podemos considerar una sucesién exacta de R-médulos: 0 — M’ — P — M — 0,
donde P es proyectivo. Por el Teorema 2.4.3, se tiene la sucesiéon exacta:

Toer(M, k) — Tor®(M' k) — TorZ(P, k).

Ahora bien, por hipétesis, Tor,IfH(M, k) = 0. Ademds, como n > 1 y P es proyectivo, por
la Proposicién 2.6.1, TorZ(P,k) = 0. Por tanto, TorZ(M’ k) = 0. Por hipétesis inductiva,
hdr(M', k) <n —1. En virtud del apartado ) de la Proposicién 2.6.6, hdr(M) < n. O

PROPOSICION 2.6.8. Sea M un R-mddulo con hdr(M) < 4+00. Sia € R no es un dwisor de 0
de M ni de R, entonces hdg ;) (M/aM) < +o0.

DEMOSTRACION. Probémoslo por induccién en hdg(M). Supongamos M # 0, si hdg(M) =
0 entonces, por la Observacién 12, M es proyectivo. Por el Corolario A.4.5, R/(a) ®p M
es un R/(a)-médulo proyectivo. Pero por la Proposicion A.6.6, R/(a) ®g M = M/aM,
luego M/aM es un R/(a)-médulo proyectivo. De nuevo, por la Observacién 12, esto implica
hdg @) (M/aM) = 0. Supongamos hdr(M) > 0. En vista de la demostracién de la Proposicién
2.3.1, podemos considerar una sucesion exacta de R-médulos: 0 — N — P — M — 0
donde P es proyectivo. En virtud de la Proposicién 2.6.6, hdg(N) = hdgr(M) — 1. Ademds,
por el apartado ¢) del Teorema 2.4.3 se tiene que la sucesién de R-mé6dulos:

(2.6.3) Tor{{(M,R/(a)) — Tort (N, R/(a)) — Tor{(P,R/(a)) — Torf(M,R/(a)) — 0

es exacta. Ahora bien, como a no es un divisor de 0 de R, la homotecia ar : R — R por
a es monomorfismo. Por tanto, se tiene que la sucesién de R-médulos: 0 — R “% R —
R/(a) —> 0 es exacta. De nuevo, por el Teorema 2.4.3, se tiene la sucesion exacta de R-mddulos:

Torf(aR,M) R

(2.6.4) Torf(R/(a), M) — TorE®(R, M) """ Tor®(R, M).

Ahora bien, la afirmacién iv) del Teorema 2.4.3 y la Proposicién A.6.2 garantizan la existencia
de isomorfismos functoriales: Torf (R, M) = R ®zr M = M. En consecuencia, se tiene el
diagrama conmutativo:

Torf(R,M) —— R@r M —— M

lTor?(aR,M) J{‘U’{@Idz\/f J{‘IM

Torf(R,M) —— RR®r M —— M

Como a no es divisor de 0 de M, la homotecia apr; : M — M por a en M es monomofismo
de R-médulos y, en consecuencia, también lo serd Torf(ar, M). Por exactitud de la Sucesién
(2.6.4), debe ser Torf{(R/(a), M) = 0. De nuevo, por la Proposicién A.6.2 y el Teorema 2.4.3,
Torf(R/(a), M) = M/aM (respectivamente para N y P). Por consiguiente, la Sucesién exacta
(2.6.3) es de la forma:

0 — N/aN — P/aP — M/aM — 0.

Ahora bien, como P es un R-médulo proyectivo, por el Corolario A.4.5, P/aP es un R/(a)-
modulo proyectivo. Luego por la Proposicién 2.6.6, hdgr,(a)(N/aN) = hdg /) (M/aM)—1. Pero
como hdr(N) < hdr(M), aplicando hipétesis inductiva se tiene que hdg/(q)(N/aN) < 400y,
por tanto,

hdR/(a)(M/aM) = hdR/(a)(N/aN) + 1 < +o0.
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2.7. Dimension Inyectiva y Dimensién Global
PROPOSICION 2.7.1. Sea R un anillo noetheriano y N un R-mddulo. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
i) N es inyectivo;
i) Exth(M,N) =0 para todo R-mddulo M ;
i) Extly(M,N) =0 para todo R-mddulo M y todo j € N, j > 1;
w) Exth(M,N) =0 para todo R-mddulo M finitamente generado;
v) Exth(a, N) =0 para todo ideal a de R.

DEMOSTRACION. Véase una prueba en la Seccién B.2 del Apéndice B. O

DEFINICION 39. Sea N un R-mddulo se define la dimension inyectiva de N, denotada inj.dimg(N),
de la siguiente manera:

inj.dimp(N) =sup {n e N: IM € R— Mod | Ext}y (M, N) # 0}
si existe. En caso contrario, se escribe inj.dimr(N) = 4+o00. Si N = 0, entonces se escribe
inj.dimg(N) = —1.
PROPOSICION 2.7.2. Para todo R-médulo N se verifica la siguiente propiedad:
inj.dimr(N) =sup {n e N: IM € R— Mod, M f.g. | Exts(M,N) # 0}.

DEMOSTRACION. En vista de la Definicién 39, bastars probar la siguiente afirmacién: Sea
N un R-médulo e i € N. Entonces, si Extiy(M,N) = 0 para todo R-mddulo M finitamente
generado, Ext'y(M,N) = 0 para todo R-mddulo M. Probémoslo por induccién en 4. Sii =0,
se tiene que N & Homp(R,N) = Ext%(R,N) = 0 porque R es finitamente generado como
R-médulo. Luego Emt%(M, N) = 0 para todo R-médulo M. Para i = 1 el resultado se sigue
de la equivalencia i) < 4v) de la Proposicién 2.7.1 precedente. Supongamos i > 2. Por
la Proposicién A.5.2, N es isomorfo a un submdédulo de un R-mdédulo inyectivo Q). Por tanto,
existe una sucesion exacta de R-médulos: 0 — N — Q — Q/N — 0, donde @ es inyectivo.
Por el Teorema 2.5.1, se tiene la sucesion exacta:

(2.7.1) Ext's ' (M, Q) — Ext's ' (M,Q/N) — Ext's(M,N) — Ext'y(M, Q).

Ahora bien, como @ es inyectivo e ¢ > 2, en vista de la Proposicién 2.7.1, Extzgl(M, Q) =
Ext'y(M,Q) = 0. Ademads, como, por hipétesis, se tiene que Ext’y (M, N) = 0 para todo R-
médulo M finitamente generado y por exactitud de la Sucesién (2.7.1), Extly '(M,Q/N) =
Ext'y(M,N), se sigue que E:z:tgl(M, Q/N) = 0 para todo R-médulo M finitamente genera-
do. Por hipétesis inductiva, Extgl(M, Q/N) = 0 para todo R-médulo M. En virtud del
isomorfismo Extsy ' (M,Q/N) = Extty (M, N), Extiy(M,N) = 0 para todo R-médulo M. O

DEFINICION 40. Se define la dimension global de un anillo R como sigue:
gl.dim(R) = sup{hdr(M): M € R— Mod}.
PROPOSICION 2.7.3. Para cada anillo R,
gl.dim(R) = sup {inj.dimr(N): N € R— Mod}.
DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.6.4,
gl.dim(R) = supp{hdr(M)}
= supy{sup{n e N: 3N € R — Mod| Ext%(M,N) # 0}}
=sup{n e N:3M,N € R— Mod| Ext%(M,N) # 0}
= supy{sup{n € N:IM € R — Mod| Extix(M,N) # 0}} = supn (inj.dimpr(N)).
g
PROPOSICION 2.7.4. Para cada anillo R,
gl.dim(R) = sup{hdr(M): M € R— Mod, M f.g.}.
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DEMOSTRACION.
gl.dim(R) = supn{inj.dimr(N)}
= supn{sup{n e N:3IM € R— Mod, M f.g.| Exti(M,N) # 0}}
= suprf.g{sup{n € N: AN € R — Mod | Exty(M,N) # 0}}
= supas .. {hdr(M)},

donde la primera igualdad se sigue de la Proposicion 2.7.3 precedente; la segunda igualdad, de
la Proposicion 2.7.2; y la dltima, del Corolario 2.6.4. O

PROPOSICION 2.7.5. Sea (R,m) un anillo local noetheriano y k = R/m su cuerpo de restos
modulo m. Entonces, para cada n € N, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) gl.dim(R) < n;
i) Torf‘(M, N) =0 para cada par de R-mddulos M, N y para todo j € N, j >n+1;
iii) Torl, ,(k, k) = 0.

DEMOSTRACION. i) = ii) gl.dim(R) < n implica que hdr(M) < n para todo R-médulo M.
Por tanto, i) se sigue de la implicacién i) = i) de la Proposicién 2.6.7. ii) = 4ii) Inmediato,
pues iii) es un caso particular de 4i). i4i) = 7) Como R es un anillo noetheriano, k = R/m es
un anillo noetheriano y & es finitamente generado como R-médulo (cf. Corolario A.8.3). Por
la Proposicién 2.6.7, Tork, , (k, k) = 0 implica Tor]R(k, M) = 0 para todo R-médulo M y todo
7 € Ncon 5 > n+ 1. Pero por la Proposicién 2.4.5, TOT'JR(k7M) = Torf(M, k) para cada
j € N. Por tanto, Torfgrl(M, k) = 0. De nuevo, por la Proposicién 2.6.7, se tiene que, si M
es finitamente generado, hdr(M) < n. Por tanto, supars g {hdr(M)} < n. En virtud de la
Proposicién 2.7.4, gl.dim(R) < n. O

COROLARIO 2.7.6. Si (R,m) es un anillo local noetheriano y k = R/m es su cuerpo de restos
mddulo m, se tiene que gl.dim(R) = hdgr(k).

DEMOSTRACION. De un lado, es claro que hdg(k) < supp{hdr(M)} = gl.dim(R). En

consecuncia, si hdg(k) = +oo, debe ser gl.dim(R) = +oo. Si hdr(k) < 400, sea | = hdg(k).
Como ya se habia visto anteriormente, k es un R-médulo finitamente generado, luego tomando
n =1y M =k en la Proposicién 2.6.7, se sigue que TorlR(k', k) = 0. Ahora, por la Proposicién
2.7.5, esto significa que gl.dim(R) <1 = hdgr(k). O

2.8. Resolucién de la Ex-conjetura de Serre sobre Anillos Locales Regulares

En esta seccién R = (R, m) serd un anillo local noetheriano de maximal m y se denotard por
k = R/m a su cuerpo de restos médulo m.

LEMA 2.8.1. Si (R, m) es un anillo local noetheriano y a € m'\ m?, entonces la sucesion ezacta:
(2.8.1) 0 — aR/am 25 m/am -2 m/aR — 0,
donde ¢ y ¢ son la inclusion y proyeccion canonica respectivamente, se escinde.

DEMOSTRACION. Sea d la dimensién del k—espacio vectorial m/m?. Como a ¢ m?, por

la Proposicién 1.5.2, existen aj ...,aq—; tales que {a,a,...,aq_1} es un conjunto generador
minimal de m. Sea a el ideal de R generado por {ai,...,aq-1} y sea b € R verificando ba € a.
Entonces, ab = Z:.i:_ol r;a; con r; € R para todo ¢. Si b fuese unidad, se tendria que a =
Z?;OI b='r;a; y, en consecuencia, a € a =< {ai,...,a4_1} >, contradiciendo la minimalidad
de {a,a1,...,a4-1} como conjunto generador de m. Se sigue que b no es una unidad de R

y, por ende, b € m. En consecuencia, a N aR C aNam. Como, en general, se cumple que
anNam C anakR, se sigue que a Nam = a N aR. Ahora bien, por el Segundo Teorema de
Isomorfia se tiene que:

(a+am)/am =Za/anam =a/aNaR = (a+aR)/aR =m/aR.

En consecuencia, ¢|qtam @ (@ + am)/am — m/aR es isomorfismo y la Sucesién (2.8.1) se
escinde. 0

COROLARIO 2.8.2. Sea (R, m) un anillo local noetheriano con gl.dim(R) < +oco. Sia € m\ m?
no es divisor de cero de R, entonces gl.dim(R/aR) < +o0.
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DEMOSTRACION. Por el Tercer Teorema de Isomorfia, se tiene que R/aR/m/ar = R/m = k.
Por tanto, se tiene la sucesién exacta: 0 — m/aR — R/aR — k — 0. Por el Coro-
lario 2.7.6, gl.dim(R/aR) = hdg/qr(k/aR), pero como a € m, k/aR = k. En consecuencia,
gl.dim(R/aR) = hdp,or(k). En vista de la afirmacién i) de la Proposicién 2.6.6, hdg/r(k) <
+00 si y solamente si hdg/,p(m/aR) < +o0o. Ahora bien, como hdr(m) < gl.dim(R) < +o0,
por la Proposicién 2.6.8, hdp/,r(m/am) < +oo. Ademas, virtud del Lema 2.8.1 precedente,

m/am = m/aR ® aR/am. Es decir, m/aR es un sumando directo de m/am. Luego por el
Corolario 2.6.5, hdg/qr(m/aR) < hdg/qr(m/am) < +oo. O

LEMA 2.8.3. Sea M un (R,m) un anillo local noetheriano y a € m un elemento de R que no es
divisor de cero de M. Entonces, hdr(M/aM) = hdr(M)+1, donde ambos lados de la igualdad
pueden ser no finitos.

DEMOSTRACION. Como a no es divisor de cero de M, la homotecia aps : M — M por a
es monomorfismo de R-moédulos y se tiene la sucesién exacta:

0— M2 M -" M/aM — 0,

donde 7 es la proyeccién natural. Por el Teorema 2.4.3, se tiene, para cada n € N, la sucesién
exacta de R-médulos:

Tor (anr,k)
A

Torn_H(M k) — Torn+1(M/aM k) — Tor (M, k) Tor,lf(M, k).

Ahora bien, por la linealidad de T'or (ver iii) en el Teorema 2.4.3),
TorE(ay, k) = aTorE(Idy, k) = a(TorB(Idy, k)oTorE(M, Idy,)) = TorE(Idy, k)oTorE(M, ay),

donde ay, : k — k es la homotecia por a en k. Notemos que, como k = R/my a € m, aj, es el
morfismo nulo. Por tanto, TorZ(M,a;) = 0y, por ende, TorE(ay, k) = 0. En consecuencia,
para cada n € N, se tiene la sucesién exacta:

(2.8.2) Tor (M, k) — Torl (M/aM,k) — Tor[ (M, k) — 0.

Por un lado, si hdr(M) = +o0, en virtud de la Proposicién 2.6.7, Tor (M,Ek) # 0 para
todo j € N. Por exactitud de la Sucesién (2.8.2), TorZ(M/aM, k) # 0 para todo j € N
y se sigue que hdr(M) = hdR(M/aM) = 4o00. De otro lado, sea n = hdgr(M), entonces,
por la Proposicién 2.6.7, Tor®(M,k) # 0y Tor (M,k) = 0 para todo j > n+ 1. Por
exactitud de la Sucesién (2.8.2), TornJrl(M/aM7 k) Torl{(M,k) # 0y Torf(M/aM,k) =0
para todo j > n + 2. De nuevo, por la Proposicién 2.6.7,Tork, (M /aM, k) 7é 0 implica que
hdgr(M/aM) >ny Tor® ,(M/aM,k) = 0 implica que hdg(M/aM) < n+ 1. Por tanto, debe
ser hdr(M/aM)=n+1=hdr(M)+ 1. O

LEMA 2.8.4. Sea (R,m) un anillo local noetheriano tal que m # m? y tal que todo elemento de
m\ m? es divisor de cero de R. Entonces, todo R-médulo M de dimension homoldgica finita es
un R-mddulo libre.

DEMOSTRACION. Como R es un anillo noetheriano, por el Teorema A.10.3 y la Proposicién
A.10.5, el conjunto de ideales primos asociados a M (ver Definicién 62) Assg(M) = {p1,...,ps}
es un conjunto finito, y se verifica:

m\m2 C Opi.
i=1

Por consiguiente, m C p; Upo U ---Up, Um?. Como m # m?, aplicando el Lema A.2.2 de
manera recursiva, se concluye que m C p, para algin i, 1 < i < s. Pero como (R,m) es
un anillo local, debe ser m = p,;. Por tanto, m € Assgr(M). En vista de la Observacién
17, existe un monomorfismo de R-mdédulos: & = R/m — R. Sea ahora M un R-médulo
con hdg(M) = n < 4o00. Sin = —1, M = 0 y no hay nada que probar. Supongamos
n > 0. Entonces, como k — R es monomorfismo, se tiene una sucesion exacta de R-médulos
0 — k — R — R/k. Por el Teorema 2.4.3, se sigue que la sucesién de R-mé6dulos:

(2.8.3) Torl, (M,R/k) — Tor (M, k) — Torf (M, R).

es exacta. Ademas, en virtud de la Proposicién 2.6.7, debe ser Tor (M, k) # 0y Tor, (M, R/k) =
0. Por exactitud de la Sucesién (2.8.3), Tor (M, R) # 0. Como R es un R-médulo libre, por el
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Lema 2.4.4, Tor®(R, M) = 0 para todo n > 1. Luego debe ser hdg(M) = n = 0. En vista de
la Observacién 12, M es un R-moédulo proyectivo. Por la Proposicién 2.6.1, M es un R-médulo
libre. g

TEOREMA 2.8.5 (Serre-Auslander-Buchsbaum). Sea (R,m) un anillo local noetheriano.
Entonces, R es local reqular si y solamente si tiene dimension global finita, en cuyo caso
gl.dim(R) = dimk,(R).

DEMOSTRACION. Supongamos que R es regular. Entonces, por la Proposicién 1.5.7, m est4
generado por una sucesiéon regular aq,...,a, en R. Como aj no es divisor de 0 de R, por el
Lema 2.8.3:

hdr(R/a1R) = hdr(R) +1=1,

pues hdr(R) = 0 por ser R un R-médulo libre. Ahora, (R/aR,m/aR) es un anillo local
noetheriano y, como ay, ..., a, es una sucesién regular, as no es divisor de 0 de R/a;R. De
nuevo, por el Lema 2.8.3:

hdR(R/(CLl, CLQ)R) = hdR(R/alR) +1=2.
Aplicando repetidamente el Lema 2.8.3, se concluye que:
hdr(k) = hdgr(R/m) = hdr(R/(a1,...,a,)R) = hdr(R/(a1,...,ar—1)R)+1=r—1+1=r.

Pero por el Corolario 2.7.6, r = hdg(k) = gl.dim(R) < +oo. M4és atin, como (R, m) es un
anillo local noetheriano, por el Corolario 1.4.14, dimg,(R) = ht(m) y, como m = (ay,...,a,),
en particular m es minimal sobre (aq,...,a,). Por el Teorema del Ideal Principal de Krull (ver
Teorema 1.4.16), ht(m) = r. Por tanto, se tiene que:

gl.dim(R) = r = ht(m) = dimg,(R).

Supongamos ahora que gl.dim(R) < 4+o0o0. En virtud de la Proposicién 1.5.7, para ver que R
es regular bastard con probar que m estd generado por una sucesion regular en R. Probémoslo
por induccién en la dimensién del k-espacio vectorial m/m?. Si r = dimy(m/m?) = 0, entonces
m = m2. Ademds, como R es un anillo noetheriano, m es finitamente generado. Por el Lema
de Nakayama (ver Proposicién A.8.12), m = 0 y m estd generado por la sucesién regular nula.
Supongamos r > 0. Como hdr(k) < gl.dim(R) < +0o0, si cada elemento de m\ m? es un divisor
de cero de R, por el Lema 2.8.4, se tiene que k = R/m es un R-médulo libre. Por tanto, debe ser
m = 0, lo que contradice la hipdtesis 7 > 0. En consecuencia, debe existir un elemento a € m\m?
que no es divisor de cero de R. Definiendo R := R/aR, m := m/aR, se sigue que (R, m) es un
anillo local noetheriano cuyo cuerpo de restos médulo m es R/m = (R/aR)/(m/aR) = k. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que la clase de @ médulo m? forma parte de una base
para el k-espacio vectorial m/m?. En virtud la Proposicién 1.5.2, que m admite un conjunto
generador minimal que contiene a a de cardinal r. Por tanto, m admite un conjunto generador
minimal de cardinal r — 1 y, aplicando la Proposicién 1.5.2 de nuevo, se tiene que la dimensién
del k-espacio vectorial m/m? es r — 1. Ademds, como a no es divisor de cero de R, por el

Corolario 2.8.2, gl.dim(R) < 4oo. Por hipétesis inductiva, m estd generado por una sucesién

regular aj,...,a,_1 en R, donde para cada ¢, 1 < i < r — 1, a; es a clase de a; € m médulo
aR. Como a no es divisor de cero de R, se tiene que a,aq,...,a,_1 €s una sucesion regular en
R que genera m. O

TEOREMA 2.8.6 (Serre). Sea R un anillo local reqular y sea p € Spec(R) un ideal primo de R.
Entonces, R, es un anillo local reqular.

DEMOSTRACION. En virtud del Teorema 2.8.5, gl.dim(R) < +oo. Por tanto, para pro-
bar este resultado, bastard comprobar que se cumple gl.dim(R,) < gl.dim(R) para cada
p € Spec(R). Sea p € Spec(R). Como hdr(R/p) < gl.dim(R) < 400, podemos tomar una
resolucién libre

0—F, —F,1— - —Fp—R/p—0
de R/p, donde n < gl.dim(R). Como, por la Proposicién A.2.7, el functor (—), es exacto, se
tiene la sucesién exacta:

0 — (Fu)p — (Fn-1)p — --- — (Fo)p — (R/p)p — 0.
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Ahora bien, para cada i, 0 < i < n, se sigue que, en virtud de la Proposicién A.6.2 y el Corolario
A.6.4,
F, ®r Rp = Rp ®p F, = (Fn)p

Ademas, por la Proposiciéon A.6.6,
Ry/pRy = (R/p) ®r Ry = (R/p),-
Por tanto, la sucesién:
(2.8.4) 0 —F,®rRy — -+ — Fy®r R, — R, /pR, — 0

es exacta. Notemos que, como F; es un R-mddulo libre para cada i, 0 < ¢ < n, F; = @Xi R
para algun conjunto X;. Por la Proposicién A.6.2,

F®RRp @R ®RRp @R@)RRP @RP

Por tanto, F; ®g Rp, es un Rp-modulo libre para cada i, 0 < ¢ < n. Por tanto, la Sucesién
(2.8.4) es una resolucién libre del Ry,-médulo R, /pRy v hdr,(R,/pRp) < n. Como R es un
anillo noetheriano, por la Proposicién A.8.1, (R,,pR,) es un anillo local noetheriano y, en
virtud del Corolario 2.7.6,

gl.dim(Ry) = hdr, (Ry/pRp) < n < 4o00.

2.9. Factorizacién Unica en Anillos Locales Regulares

Sean R un anillo noetheriano, p € Spec(R) un ideal primo de R y P un R-médulo proyectivo
finitamente generado. Entonces, el Ry,-médulo P, es libre (cf. Teorema A.4.7). Al ser finita-
mente generado (cf. Proposicién A.8.1 y Corolario A.8.5), es de rango finito y tenemos una
aplicacién rankp : Spec(R) — N dada por rankp(p) = rankr, (P,). Notemos que si P es un
R-mdédulo libre finitamente generado, rankgr(P) = rankp(p), Vp € Spec(R) (cf. Proposicién
A4.1).

PROPOSICION 2.9.1. S50 — P' — P — P"” — 0 es una sucesion ezacta de R-mddulos
proyectivos finitamente generados, rankgr(P) = rankg(P’) + rankg(P"), Yp € Spec(R).

DEMOSTRACION. Como la localizacién es un functor exacto, la siguiente es una sucesién
exacta para cada p € Spec(R): 0 — P, — P, — P, — 0. Como todos son proyectivos, la
sucesion precedente se escinde, i.e. P, = Py @ P, y se da la igualdad de rangos enunciada. [

PROPOSICION 2.9.2. Sea R un anillo noetheriano y a € Spec(R) un ideal no nulo de R que es
proyectivo como R-mddulo. Entonces, rankq(p) = 1, Vp € Spec(R), a C p.

DEMOSTRACION. En un anillo cualquiera R, un ideal a C R es un R-médulo libre si y
solamente si es un ideal principal y rankq(p) = 1 (ver [Pardo, 21] Problema 155). Por tanto,
ap es un Ry-médulo libre Vp € Spec(R), p 2 a implica rankq(p) = 1. O

En lo que sigue, cuando hagamos referencia a una resolucién libre finita, entenderemos que cada
R-mdédulo libre de la familia {P; : ¢ € N} es finitamente generado (ver Definicién 31).

LEMA 2.9.3. Sea P un R-mddulo proyectivo que admite una resolucion libre finita. Entonces,
existe F' un R-mddulo libre finitamente generado de manera que P @ F es un R-mddulo libre
finitamente generado.

DEMOSTRACION. Sea 0 — F,, — --- — Fy — P — 0 una resolucién libre finita de
P. Probemos el lema por induccién en n. Sin =0, P 22 Fy y se tiene trivialmente el resultado.
Supongamos n > 0y K = ker(Fy, — P). Entonces, como P es proyectivo, la sucesién exacta
corta: 0 — K — Fy — P — 0 se escinde y Fy &2 P @ K. Por tanto, K es un R-moédulo
proyectivo. Més ain, se tiene que 0 — F,, — -+ — F; — K — 0 es una resolucion libre
finita de K. Por hipdtesis inductiva, existe G un R-médulo libre finitamente generado de forma
que F = K @ G es un R-médulo libre finitamente generado. Pero como Fy y G son R-médulos
libres finitamente generados también lo serd:

ReG2PoK)@G2Po(KaG) =PaF.
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LEMA 2.9.4. Sean R un anillo noetheriano y P un R-mddulo verificando: P @ R™ = R™*! para
algun n € N. Entonces, P = R.

DEMOSTRACION. Véase una prueba en la Seccién A.7 del Apéndice A. g

COROLARIO 2.9.5. Sea R un anillo noetheriano y a un ideal no nulo de R que es proyectivo
como R-mddulo y que admite una resolucion libre finita. Entonces, a = R.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de combinar las Proposiciones 2.9.1 y 2.9.2
con el Lema 2.9.4. O

LEMA 2.9.6. Sea R un dominio noetheriano. Entonces, R es dominio de factorizacion unica si
y solamente si cada ideal primo de altura 1 es principal.

El lector puede encontrar una demostracién en [Pardo, 21].

TEOREMA 2.9.7 (Auslander-Buchsbaum). Todo anillo local regular (R,m) es dominio de
factorizacion unica.

DEMOSTRACION. Sea (R,m) un anillo local regular de cuerpo residual k := R/m y de
dimensién r. Probemos el teorema por induccién en r. Si r = 0, el ideal cero es maximal y,
por tanto, R es cuerpo. Supongamos r > 1. Como R es local regular, en virtud del Corolario
1.5.4, R es dominio de integridad y, en vista del Lema 2.9.6, bastara ver que todo ideal de R
de altura 1 es principal. Sea p € Spec(R) un ideal primo de R de altura 1. Notemos que,
como 7 > 1, m # 0. Por el Lema de Nakayama (ver Proposiciéon A.8.12) debe ser m # m?. Sea
a € m\ m?, entonces la clase de a médulo m? pertenece a una base del k-espacio vectorial m/m?
y, por la Proposicién 1.5.2, a pertenece a un conjunto generador minimal de m. Es decir, a es
parte de un sistema regular de pardametros de m. Por el Corolario 1.5.6, aR es un ideal primo
de R, i.e. a es un elemento primo de R. Consideremos el conjunto multiplicativamente cerrado
S ={l,a,a®...} yelanilloT = S'R. Sia € p, aR C p es un ideal primo contenido en p.
Como p es de altura 1 debe ser aR = p y se tiene que p es principal. Por tanto, podemos suponer
que a ¢ p. Por primalidad de p, debe verificarse: a™ & p para cualquier n € N, n > 1. Por
tanto, SN p = (). Como existe una correspondencia entre ideales primos de R con interseccién
vacia con S e ideales de ST™'R =T, pT = S~ !'p es un ideal primo de 7. M4s atin, como dicha
correspondencia preserva la inclusiéon y p es un ideal primo de R de altura 1, p7T" es un ideal
primo de T de altura 1 (ver Proposicién A.2.4). Si a pertenece a todo ideal primo de R, en
particular pertenece a todo ideal primo de altura 1. Siguiendo el mismo argumento que para el
ideal p, se sigue que todo ideal primo de R de altura 1 es principal y, por tanto, R es DFU (cf.
Lema 2.9.6). Sea q un ideal primo de R que no contiene a a.

AFIRMACION. Tyr = Ry.
DEMOSTRACION. De un lado, sea © € Ry, entonces 1 € Ry s ¢ q. Por consiguiente,

L= 27/1, donde /1 € ST'R = T y s/1 ¢ qT. Entonces, r/s € Tyr. De otro lado, sea

7;//sm = mnsfm € Ty, donde m,n € N. Por una parte, si n > m, ra”~™ € R. Por otra parte,
sin < m,comoa™ "™ & q; s € qyqesun ideal primo de R, sa™ " ¢ q. En conclusién,
r/a™

s/a™ € R‘T O

Notemos que como R es un anillo local regular, en vista de la demostraciéon del Teorema 2.8.6,
Ry, es un anillo local regular de dimensién menor o igual que 7. Ademads, como a ¢ q, ¢ C m.
En virtud de la Proposicion 1.4.12:

dimgr(Rq) = ht(q) < ht(m) = dimg,(Rwm) < 7.

En virtud de la Afirmacién precedente, Tqr es un anillo local regular de dimensién estrictamente
menor que 7. Por hipétesis de induccién, Tyr es dominio de factorizacién tinica. Ahora bien,
sip ¢ q, existe z € p con x ¢ q. Por tanto, z/1 € pRy es una unidad de Ry. Por consiguiente,
pTyr = pRq = Rq = Tyr es un Typ-médulo libre. De otro lado, sip C q, pN (R \ q) = 0. Por
tanto, en virtud de la correspondencia que preserva el orden de la Proposicion A.2.4, pRq = pTqr
es un ideal primo de Rq = Ty de altura 1. Por el Lema 2.9.6, pTyr es un ideal principal. Como
Tyr es dominio de integridad, el elemento que genera el ideal p7},7 no es un divisor de cero. Por
consiguiente, pTqr = (pT)q7 es un Typ-médulo libre. Pero todo ideal primo de T es de la forma
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qT para algin ideal q de R (cf. Proposicién A.2.4). Por tanto, en virtud del Teorema A.4.7, el
ideal pT es proyectivo como T-mdédulo. Ahora bien, como R es noetheriano, p es finitamente
generado como R-moddulo, por la demostracion de la Proposicién 2.3.1, se puede construir una
sucesion exacta de la forma:

P:0—K, —P_1— - —PFP—p—0,

donde P; es un R-médulo proyectivo finitamente generado para todo i, 1 <i <r —1y K, es
un R-mddulo finitamente generado. Como R es regular de dimensién r, por el Teorema 2.8.5,
se sigue que:
hdg(p) < gl.dim(R) = r < 4oc.

Por la equivalencia i) < iv) de la Proposicién 2.6.3, P. := K, es un R-mdédulo proyectivo.
Ahora bien, como P; es un R-mdédulo finitamente generado para cada i, 1 < ¢ < r, por la
Proposicién 2.6.1, {P;},_, es una familia de R-mdédulos libres finitamente generados, i.e. P
es una resolucién libre finita de p como R-médulo. Como P es una sucesién exacta, por la
Proposicién A.2.7, también lo serd la sucesién:

(2.9.1) 0—S'P—. ... —85'P— S 'p=pT —0.

Mas atun, como P; es un R-mdédulo libre finitamente generado para cada i,1 <1 < r, en virtud
del Corolario A.6.4, se tiene que:

SIP~2S 'ROrP=T@rPL2T®r R" = (T® R)" =T",

con n; € Ny donde las ultimas dos igualdades se tienen por la Proposicién A.6.2. Por con-
siguiente, S~'P; es un T-médulo libre finitamente generado para todo i, 1 < i < r, i.e. la
Sucesién (2.9.1) es una resolucién libre finita de pT' como T-mddulo. Como pT es proyectivo
como T-médulo, en virtud del Corolario 2.9.5, pT' = T'. En particular, pT es un ideal principal.
Sea p € p tal que pT' = pT. Si a’ | p para todo i € Ny a := aR es el ideal de R generado por
a, entonces p € a'R = (aR)* = a’ para todo i € N. Como (R, m) es un anillo local noetheriano,
a C m = R es un ideal contenido en el radical de Jacobson de R; y R es finitamente generado
como R-mddulo, por el Teorema de la Interseccién de Krull (cf. Teorema 1.3.4), se tiene que:

DE ﬂ a’ = (0).

ieN
En consecuencia, p = 0 y pT = (0). Pero como R es dominio de integridad, (0) es un ideal
primo de R. Por la correspondencia biyectiva que preserva el orden dada en la Proposicién
A.2.4, debe ser p = (0) y, por tanto, p es un ideal principal. De otro lado, sea n € N tal que
a” | p, a™*1 { p. Entonces, p = a™q para algtin ¢ en R verificando a { g. Como a"™ & p y p es
un ideal primo, debe ser ¢ € p. Entonces, pT" = pT C ¢qT C pT. Sustituyendo p por ¢ podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que a1 p.

AFIRMACION. pT' N R = pR.

DEMOSTRACION. De un lado, como R C T mediante el morfismo natural R — S™'R =T,
pR C pT. Ademas, pR C R. Por tanto, pR C pT' N R. De otro lado, un elemento de pT' N R
serd de la forma ¢p/a™ con ¢ € Ry m € N verificando a™ | ¢p. Entonces, a | ¢p. Como atpy
a es primo, a | c. Sea c¢; = c¢/a. Se tiene que a™ ! | ¢1p, siguiendo el mismo razonamiento, se
llega a que a | ¢, i.e. a® | c¢. Repitiendo este proceso m — 2 veces se concluye que a™ | c. En
consecuencia, cp/a™ = p(c/a™) € pT. O

Finalmente, por la Proposicién A.2.4, p = ip'(pT) = pT N R = pT'N R = pR. Por tanto, p es
un ideal principal. O



APENDICE A
Algunos Resultados Clasicos de Algebra Conmutativa

En este Apéndice vamos a recopilar algunos resultados clasicos de Algebra Conmutativa, esen-
cialmente a la manera de los seguidores de E. Noether y E. Artin. Aprovecharemos también
para dar pruebas detalladas que no caben en el cuerpo del TFG y que creemos, ayudan a com-
prender las secciones 1.2 y 1.3 del Capitulo 1.

Las demostraciones no incluidas pueden encontrarse en cualquiera de las referencias béasicas de
este TFG: [Pardo, 21], [Raghavan et al., 1975] y [Atiyah, 1969].

A.1l. Sucesiones Exactas y Sucesiones Exactas Cortas

DEFINICION 41 (Sucesiones exactas de R-mddulos). Las sucesiones exactas de R-mddulos
son complejos de cadena de R-mddulos

dn dn_1 dp—2
2

C:M T M, My My

que verfican:
Im(dyn+1) = ker(dy), ¥Yn € Z.
Se llaman sucesiones exactas cortas a las sucesiones exactas de la forma:
0— M L Mm% M — 0
PROPOSICION A.1.1. Una sucesién de R-mddulos
0— M L Mm% M — 0

es exacta si y solamente si f es un monomorfismo de R-mddulos, g es un epimorfismo de
R-médulos y ker(g) = Im(f).

DEMOSTRACION. Es inmediata teniendo en cuenta que la condicién de que f sea monomor-
fismo es equivalente a la condicién de exactitud de la sucesién en M’ y que la condicién de que
g sea epimorfismo es equivalente a la condicién de exactitud de la sucesién en M". O

. iy p fn n fr—
OBSERVACION 13. Toda sucesién ezacta de R-mddulos ... =5 M, f—> M,_1 == ... puede
descomponerse en sucesiones exactas cortas de R-mddulos

Frta

0 M M, M 0
fn

0 M) _, M,y —— M/, ——0
fr-1

definiendo M = Im(fny1) y M| = ker(fy).

PROPOSICION A.1.2. Sea {0 — M/ LNy VAN M]" — 0}ier una familia de sucesiones de
R-maddulos. Entonces,

0 — M} 15 My 25 MY — 0

51
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es una sucesion exacta para cada © € I si y solamente si la sucesion:
0— @M P Bu = Pur— o
i€l i€l i€l
es ervacta. Donde para definir el morfismo de R-médulos @,y fi : @er M| — D,y Mi, dado
i€l ym' €M, sedefine (D,c; fi)(m}) = fi(m}), y se extiende por linealidad a ;. M.
El morfismo de R-mddulos @,; gi se define de manera andloga.

LEMA A.1.3 (Snake Lemma). Consideremos un diagrama de R-mddulos y morfismos como
el siguiente, en el que las filas son sucesiones exactas cortas:

0 M M M 0
J P lf J P
0 M M M 0,

Entonces, exite un morfismo de R-mddulos: d : ker(f") — Coker(f') tal que la siguiente
sucesion es exacta:

0 ——— ker(f') ——— ker(f) ——— ker(f")
d

L Coker(f') —— Coker(f) —— Coker(f") —— 0,
donde los demds morfismos son inducidos por las filas horizontales del diagrama inicial.

Una prueba puede encontrarse en [Pardo, 21].

A.2. Anillos de Fracciones y Localizacion

La construccién de anillos de fracciones es una generalizacién natural de la construccion del
cuerpo de fracciones de un dominio de integridad, en la que dado un conjunto S que verifica
ciertas propiedades, se construye un anillo en el que los elementos de S son unidades.

DEFINICION 42. Sea R un anillo. Un subconjunto S de R se dice multiplicativamente cerrado
sile S yS es cerrado para el producto.

Dado un anillo R y S C R multiplicativamente cerrado, se puede definir una relacién de
equivalencia = en R x S de manera que (a, s) = (b,t) si (at — bs)u = 0 para algin u en S.

El conjunto de clases de equivalencia se denota S™'R y se le dota de estructura de anillo con
las siguientes operaciones (que son independientes de la clase elegida):

(a,s) + (b,t) = (at + bs, st);
(a, s)(b,t) = (ab,ts).
El anillo S~ R se denomina anillo de fracciones de R con respecto a S.
Existe un morfismo natural entre R y S~'R dado por ig : R — S™'R con ig(a) = (a,1) =

(a/1) para cada a € R que verifica que si s € S, entonces ig(s) es una unidad en S™'R. De
hecho, dicho morfismo es universal con respecto a esta propiedad.

DEFINICION 43. Con las notaciones precedentes se consideran las siguientes nociones:
i) Sea a es un ideal de R, entonces se define el ideal extendido de a y se denota a® al
ideal de ST'R generado por f(a).
ii) Sea b un ideal de ST'R, se define el ideal contraido de de b y se denota b¢ al ideal
f71(b) de R.
LEMA A.2.1. Sea a un ideal propio de un anillo R y p1,...,ps € Spec(R) un conjunto finito de
ideales primos. Si a C |JI_, pi, entonces existe j con 0 < j < s tal que a C p;.

LEMA A.2.2. Sean a, by, by,..., b, ideales de un anillo R, donde by es un ideal primo. En-
tonces, existe un subconjunto propio J C {0,1,...,n} tal que a C UjeJ b;.

PROPOSICION A.2.3. Con las notaciones precedentes, todo ideal de S™'R es ideal extendido de
algun ideal de R. Mads aun, existe una correspondencia biyectiva que conserva el orden entre
los ideales contraidos de R vy los ideales de ST R
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Hay, ademds, una relacién estrecha entre los ideales de un anillo R y los ideales de S™'R
localizado de R en p con p € Spec(R):

PROPOSICION A.2.4. Sea R un anillo y S un subconjunto de R multiplicativamente cerrado,
entonces:
o: {pe€Spec(R): SNp=0} — {pS™'R=S"1pe Spec(S™1R)}
p — pSTIR
in (P) i P

es una biyeccion que preserva la inclusién entre los ideales primos de R con SNp = 0 y los
ideales primos de ST'R, dondeir : R — S™'R es el morfismo natural descrito anteriormente.

Dado un anillo R y p un ideal primo de R, un conjunto multiplicativamente cerrado de especial
interés serd S = R\ p. En este caso, S™'R se escribe R,. Ademéds, R, es un anillo que tiene
am={a/s : a € p} como unico maximal. Un anillo que verifica esta propiedad se dice anillo
local. En particular, R, se denomina el localizado de R en p.

De manera andloga a partir de un R-mddulo M se puede construir su médulo de fracciones
S~1M, que tiene estructura de S™!R-médulo. Cuando S = p con p € Spec(R) se denota por
M, y se denomina el localizado de M en p.

De la misma forma, aplicando La Proposicién A.2.4 a S = R\ p se tiene el siguiente resultado
sobre anillos localizados:

COROLARIO A.2.5. Sea R un anillo y p un ideal primo de R. Los ideales primos de R, estdn en
correspondencia biyectiva con los ideales primos de R contenidos en p. Ademds, dicha biyeccion
preserva el orden.

Al proceso por el cual se pasa de M a M, se denomina localizacién en p. Es una herramienta
especialmente 1itil en la rama de Geometria Algebraica, donde se analiza el comportamiento de
anillos de funciones alrededor de un punto p: permite considerar exclusivamente una coleccién
de ellas que son no nulas en dicho punto y estudiar cémo se comportan en un entorno ob-
viando informacién no local. Esto nos permite definir la conocidas como propiedades locales en
moédulos.

La localizacién define, ademds, un functor covariante S~! de la categoria de R-médulos a la ca-
tegoria de S~!R-médulos que asigna a cada morfismo de R-médulos f : M — N un morfismo
de ST!'R-médulos S71f : ST'M — STIN con (S71f)(a/t) = f(a)/t para cada a/t € ST M.
Este functor serd de gran utilidad a la hora de probar dichas propiedades locales.

PROPOSICION A.2.6. Sea M un R-mddulo. Ser cero es una propiedad local. Es decir, son
equivalentes:

i) M =0.
it) My =0 para todo p € Spec(R).
iii) My =0 para todo m € MaxSpec(R).

Ademds, se tiene esta propiedad, que afirma la exactitud del functor localizacién y establece
una relacién entre los soportes de médulos (Ver Definicién 62 en la Seccién A.10 del Apéndice
A) que forman parte de una sucesién exacta corta:

PROPOSICION A.2.7. Dada una sucesion exacta corta de R-mddulos
0— M —M-—M —0

se tiene que
0— S'M' — S™'M — S™'M" — 0

es también una sucesion exacta corta. En particular, la localizacion en p es un functor exacto.
Esto implica que My = 0 si y solamente si My =0 y My =0 o equivalentemente:

Supp(M) = Supp(M") U Supp(M")
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A.3. El Bi-functor Homp(—,—).

Dado un anillo R, a partir del R-médulo Homgr(M, N), donde M y N son R-mddulos, se
pueden definir dos functores de la categoria de R-mddulos en si misma, uno covariante y otro
contravariante.
El functor covariante Homp (M, —) asigna a cada R-médulo N el R-médulo Homp(M,N) y a
cada morfismo de R-mdédulos f: N —> N’ el morfismo
Homg(M, f): Homg(M,N) — Homgr(M,N’)
g — Hompg(M, f)(g):=fog.
El functor contravariante Hompg(—, N) asigna a cada R-médulo M el R-médulo Homp(M, N)
y a cada morfismo de R-médulos f: M — M’ el morfismo
Hompg(f,N): Homgr(M',N) — Homgr(M,N)
g —  Hompg(f,N)(g) :==gof.
A la combinacién de ambos functores se le denomina bi-functor. Hompg(—, —).
PROPOSICION A.3.1. Sea R un anillo y M un R-mddulo. Entonces, Homgp(M,—) y Homg(—, M)
son functores exactos a izquierda. Esto es, si 0 — N’ TN LN 0 es una sucesion
exacta de R-modulos. Entonces, se tienen las sucesiones exactas:

Homp(M,f)

0 —s Homp(M, N") ") gom p(ar, Ny Hommho)

HomR(M, N”)

0 —s Homp(N", M) """ Homp(N, 1) "M Homp(N', M)
A.4. Moddulos Libres y Proyectivos: Propiedades Esenciales

DEFINICION 44 (Médulo Libre). Un R-mddulo M se dice libre si existe un conjunto X de tal
modo que M es isomorfo al R-mddulo siguiente:

@R ={f:X — R: f esaplicacién y Y C X finito con f(z) =0, Ve € X \ Y}
X
Si podemos elegir X de cardinal finito diremos que M es un R-mddulo libre de rango finito.
Si M es un R-mdédulo libre de rango finito, entonces todas sus bases tienen el mismo cardinal.
A ese cardinal se le denomina rango de M como R-médulo libre y se denota por rankg(M).
Una prueba de esta afirmacién puede encontrarse en [Pardo, 21].
PROPOSICION A.4.1. Sea M un R-mddulo libre. Entonces,
i) M, es un R,—mddulo libre para todo p € Spec(R). Ademds, si M es de rango finito
y n = rankr(M), entonces n = rankg, (My);
1) My es un Ry—mddulo libre para todo m € MaxSpec(R). Ademds, si M es de rango
finito y n = rankr(M), entonces n = rankp,, (Mn).
DEFINICION 45 (Mdédulo Proyectivo). Un R-mddulo P se dice proyectivo si el functor co-
variante Hompg(P,—) es exacto.
PROPOSICION A.4.2. Sea P un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) P es un R-mddulo proyectivo;
1) el R-mddulo P satisface la siguiente propiedad: dado un epimorfismo de R-mddulos
cualquiera g : N — M y dado cualquier morfismo de R-mddulos f : P — M, existe
un morfismo de R-mddulos h: P — N tal que goh = f. Esto es, dado un diagrama

P
|
N%M%O,

donde la sucesion horizontal es exacta, existe h : P — N tal que el siguiente diagrama

es conmutativo:
P
2 b

N5 M —o0;
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ii1) toda sucesion exacta corta de la forma:

!

0 N M2 P 0,

se escinde. Es decir, existe un isomorfismo v : M — M’ & M" que, ademds, hace
conmutativo el siguiente diagrama cuyas filas son sucesiones exactas cortas:

0 M — 9N 0
l[dM, lw lIdMn
0—— M —“ s MaoM = M 0,

donde i : M' — M'®& M" y«" : M' & M" — M" son la inclusiéon y proyeccidn
candnica respectivamente.

i) el R-mddulo P es un sumando directo de un R-mddulo libre. Es decir, existe un
R-maddulo Q tal que F = P & Q es un R-mddulo libre.

COROLARIO A.4.3. Todo R-mddulo libre es proyectivo; toda suma directa de R-mddulos proyec-
tivo es un R-modulo proyectivo; todo sumando directo de un R-mddulo proyectivo es un R-
maodulo proyectivo.

PROPOSICION A.4.4. Sea
0— M L5 ML M — 0
una sucesion exacta de R-mddulos. Si P es un R-mddulo proyectivo, la sucesion de R-mddulos:
0—— PogM 2 poy M 2% pon M” — 0,
es exacta.

COROLARIO A.4.5. Si P es un R-mddulo proyectivo y f : R — S es un morfismo de anillos,
entonces S ®r P es un S-mddulo proyectivo.

DEFINICION 46 (Mdédulo Plano). Un R-mddulo N se dice plano si el functor (— Qg N) es
exacto.

TEOREMA A.4.6. Sea M un R-mddulo. Entonces,
M es libre = M es proyectivo = M es plano.

TEOREMA A.4.7. Sea R un anillo noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado. Son
equivalentes:

i) M es un R-mddulo proyectivo.
it) My es un Ry,-mddulo libre para cada p € Spec(R).
A.5. Mdédulos Inyectivos: Propiedades Basicas

DEFINICION 47. Un R-mddulo I se dice inyectivo si el functor contravariante Hompg(—,I) es
un functor exacto.

OBSERVACION 14. Notemos que, en virtud de la Proposicion A.3.1, Homg(—,I) es un func-
tor exacto a izquierda para cualquier R-mddulo I. Por tanto, Hompg(—,I) serd exacto si y
solamente si dada una sucesion exacta de R-mddulos

0 N — % N "5 N” 0,

se tiene que, en la sucesion de R-maodulos:

Homp(w,I)

0 — Homp(N", 1) Homg(N, I) "0 Homp(N', 1),

el morfismo Hompg(i,I) es suprayectivo.

De manera andloga a la propiedad de levantamiento para médulos proyectivos, la condicién de
ser inyectivo puede expresarse del modo siguiente:
Un R-médulo I es inyectivo si y solamente si dado cualquier monomorfismo i : N — N y
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dado cualquier morfismo f : N’ — I, existe un morfismo h : N — I tal que el siguiente
diagrama conmuta:

i

0 —— N’ — N
lf
L 3k
I

El siguiente resultado clésico de R. Baer simplifica la caracterizacion de los R-mdédulos inyectivos
(ver una prueba en [Pardo, 21], por ejemplo).

TEOREMA A.5.1 (Criterio de Baer). Un R-mddulo es inyectivo si y solamente si para cada
ideal a de R y cada morfismo f :a — N, existe una extension g : R — N wverificando que

g|a:f-

PROPOSICION A.5.2. Todo R-mddulo es isomorfo a un submddulo de un R-mddulo inyectivo.

A.6. Producto Tensorial de R-médulos

PROPOSICION A.6.1. Sean M,N dos R-mddulos. Eziste un par (T, ®) con T R-mddulo, ® :
M x N — T bilineal que verifica la siguiente propiedad: para todo R—mddulo T' y toda
aplicacion f: M x N — P bilineal existe un dnico morfismo de R-mddulos p : T — P que
hace el diagrama

M x N

| ™
®

T — P
conmutativo. Ademds, T es unico salvo isomorfismo.

DEFINICION 48. Dados M, N dos R-mddulos, el par (T,®) que verifica A.6.1 se denomina
producto tensorial de M y N. Se denota por (M ®r N,®), aunque de manera habitual la
aplicacion @ se omite. Las imdgenes de los elementos (m,n) € M x N se escriben ®(m,n) =
men.

De esta manera se establece una correspondencia biyectiva entre aplicaciones bilineales M x
N — P y morfismos de R-médulos T — P.

La demostracién de la existencia del par (®,7T) en la Proposicién A.6.1 se hace construyendo
el cociente del R-médulo libre Ty = @,,, 5 R por el submédulo N generado por el conjunto
{)\1(7711 + TTLQ) * )\2(711 + ng) - )\1/\2(m1 * nl) — /\1)\2(’/711 * n2> — )\1)\2(7712 *Tll) — /\1/\2(7712 * ng)}
Por tanto, se tiene que cada elemento (m,n) € M x N determina univocamente un elemento de
la base de Tj. Como la proyeccién candnica 7 : Ty — T es morfismo suprayectivo, {®(m,n) :
(m,n) € M x N} es un conjunto generador de T. Sin embargo, no todos los elementos en T'
son de la forma ®(m,n) para algin (m,n) € M x N.

A.6.1. Propiedades del Producto Tensorial.

PROPOSICION A.6.2. Sea {M;}icr una familia de R-mddulos. Dados M,N y P R-mddulos, el
producto tensorial verifica las siguientes propiedades:
i) Conmuta con la suma directa: (@; M;) @r N = @, (M; ®r N).
i) Es conmutativo: M @g N =2 N Qg M. Mds ain, el isomorfismo M Qg N 2 N @r M
es functorial en M y N.
iii) Fs asociativo: (M @ r N)®r P = M ®r (N ®g P).
iv) Posee “elemento neutro”: (R@pr M) = M.

OBSERVACION 15. Un caso mds general de la propiedad iii) en la Proposicién A.6.2 se da
st M es un R-médulo, P es un S-mddulo y N es un R — S-bimddulo (es decir, N tiene
estructura de R-mddulo y S-mddulo). En este caso, M @ g N y N ®s P son R — S-bimddulos
y (M ®rN)®@sP=M®r (N ®s P)

OBSERVACION 16. La propiedad enunciada en la Proposicion A.6.1 admite una version mds
general para aplicaciones multilineales dando lugar al conocido como producto multi-tensorial y
se relaciona con el producto tensorial de la siguiente forma:

My ®@r My Qg ... r M, & (...(M; @ M3) Qg ..My _1) Qr M,,.
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De esta manera se elimina cualquier tipo de ambigiiedad.

PROPOSICION A.6.3. Sean M, y N R-mdédulos. Entonces, se tiene:
STIM ®g-15 STIN =2 S (M ®g N).
En particular, sip € spec(R),
M, ®r, Ny = (M ®g N)g, .
COROLARIO A.6.4. Sean M, y N R-mddulos. Entonces,
ST'M~ST'R@r M.
En particular, si p € spec(R),
M, = R, ®g M.
PROPOSICION A.6.5. Sea N un R-mddulo, entonces el functor — @ N es un functor exacto a
derecha. Es decir, dada una sucesion evacta de R-mddulos: 0 — M’ — M — M" — 0,

la sucesion:
0—>M/®RN—>M®RN—)MH®RN—>O

es exacta.
A.6.2. Extension de Escalares.

DEFINICION 49. Sea f : R — T un morfismo de anillos y sea N un R-médulo. Entonces,
podemos definir una estructura de T-mddulo sobre T @z N de la manera siguiente:
T . TX(T@RN) — T®rN
(/\’ Zie[ Ty @ny (Zie[()‘xi) XN
para cada conjunto finito I con x; € T, n; € N. Se dice que T ®pr N es el modulo obtenido por
extension de escalares a partir de f: R — T

Como consecuencia de esta construccién se tiene el siguiente resultado:

PROPOSICION A.6.6. Sea M un R-mddulo y a un ideal de R. Entonces, la extensidn de escalares
de M a través de la proyeccion candnica m : R — R/a satisface:

R/a®@p M = M/aM.
A.7. Producto Exterior

DEFINICION 50. Sean M, N R-mddulos; p > 1 un entero y @M el producto tensorial de
M consigo mismo p veces. Se dice que un morfismo f : QM — N es alterno si para cada
Tl p €M, f(21QR...Qrzy,) = 0 siempre que x; = x; para algini,j coni # j, 1 <i,j < p.

PROPOSICION A.7.1. Sea M un R-mddulo yp > 1 un entero. Existe un par (E,,1) donde E, es
un R-mddulo y 1 : @M — E, es un morfismo alterno que verifica la siguiente propiedad: para
todo R-mdédulo N y morfismo alterno f: @M — N existe un unico morfismo f B, — N
que hace el diagrama

®FM

1N

E,——N
!
conmutativo. Ademds, E, es dnico salvo isomorfismo.

DEFINICION 51. Dado un R-mddulo M el par (E,,v) que verifica A.7.1 se denomina p-ésima
potencia exterior. Se denota por (ANPM, 1), aunque de manera habitual la aplicacion ¢ se omite.
Las imdgenes de los elementos 21 @r...Qrxy € @M se escriben (1 ®p...QrZp) = T1N...ATp.

Para demostrar la existencia del producto exterior se utiliza un argumento analogo al enunciado
para el producto tensorial de R-mdédulos. Se considera el conjunto Ty generado por los elementos
de la forma 1 ®g ... ®r xp ¥ se toma su cociente por el submédulo N que estd generado el
subconjunto {mq g ... QpM; Or ... OrM; QR ... QR My, : T; = T h1<i<j<p Por tanto, To/N estd
generado por {1 A ... Az, tal que z; € M}. Sin embargo, al igual que en el producto tensorial,
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no todos los elementos en AP M son de esta forma.

Se toma /\OM = R para que el producto exterior esté definido para todo p € N. Ademss,
notemos que /\1 M = M para cualquier R-médulo M.

Las bilinealidad (o multilinealidad) del producto (multi-)tensorial es heredada por el producto
exterior, que ademé&s cuenta con un afiadido: desarrollando el elemento (mj +ms) A (mq+ma) A
mgA...Am, = 0 se ve que my Ama A...Am, = —(mg Amq A...Amy). De hecho, més en general,
para cualquier permutacién o € 5, my Ama A ... Amy, = sgn(0)(Me(1) A Me@) A oo AMg(py)-
El producto exterior es, entonces, anticonmutativo.

PROPOSICION A.7.2. Sean M, N R-mddulos, f : R — S un morfismo de anillos. Se tiene que
i) El producto exterior conmuta con el producto tensorial: NP(S @r M) =S ®@r NP M.
ii) N(M @& N) = Byepey (N M @R A N).
iit) Si M es libre de rango finito con base {ey,...,en}, APM es libre de rango (Z) y el
conjunto {e;; N ... Nei,,1 <ip <..<i, <n} esuna base. En particular, "M = R.
Ademds, /\Z M =0 para todo i € N con i > n.

LEMA A.7.3. Sean R un anillo noetheriano y P un R-mddulo verificando: P® R" = R™*! para
algin n € N. Entonces, P = R.

DEMOSTRACION. Como P @ R™ = R"*! es un R-médulo libre, P es un R-médulo proyec-
tivo. En vista de la Proposicién 2.9.1 y la Proposicién A.4.1,

rankg(P) = rankg, (R"™),)—rankg, (R"),) = rankgr(R""")—rankgr(R™) = 1, Vp € Spec(R).
Por tanto, P, es un R,-médulo libre de rango 1 para todo p € Spec(R). En consecuencia, para
cada p € Spec(R) e i € N con i > 1, se tiene que:

(A\P)p =Ry ®r (\P)= \R,@r P)= \ P, =0,
donde la primera y tercera igualdad se siguen del Corolario A.6.4; y la segunda y cuarta igualdad
se tienen por 7) y i) de la Proposicién A.7.1 respectivamente. Ahora bien, por la Proposicién
A.10.10, la aplicacién A" P — [], (A" P), es inyectiva. Luego debe ser \" P = 0 para todo
i € N,7 > 1. Entonces:
n+1 n+1 7 n+1l—1 1 n
R= \R= A(Per)= P (ANPer \ RYV=/A\Per/\R"=PorR=P,
0<i<n+41
donde la tercera igualdad se tiene por i) de la Proposicién A.7.1 y la cuarta se sigue de que,
para i = 0, /\ 0 (cf. #iz) de la Proposicién A.7.1); de otro lado, para i > 1 se habia
visto que A" P = 0. O

n+1 R" =

A.8. Anillos y médulos Noetherianos. Lema de Nakayama

DEFINICION 52. Un R-mddulo M se dice noetheriano si satisface cualquiera de las siguientes
condiciones equivalentes:

i) Cada submddulo de M es finitamente generado.
i1) Cada cadena ascendente numerable de submddulos Ny C ... C N, C ... se estabiliza.
Esto es, existe n € N tal que M,, = M,, para todo m > n (c.c.a.).
i11) Todo conjunto no vacio de submddulos de M posee elemento mazimal para la inclusion.

DEFINICION 53. Un anillo R se dice noetheriano si es noetheriano como R-mddulo.
Una propiedad que se deriva como consecuencia directa de la Proposicion A.2.3 es la siguiente:

PROPOSICION A.8.1. Sea R un anillo noetheriano y p un ideal primo de R, entonces Ry, es un
anillo local noetheriano.

Los moédulos noetherianos se relacionan con las sucesiones exactas cortas de la siguiente manera:

PROPOSICION A.8.2. Sea 0 — M' — M — M"” — 0 una sucesion exacta corta de
R-mddulos, entonces M es noetheriano si y solamente si M' y M" son noetherianos.
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COROLARIO A.8.3. Sea M es un R-mddulo y N un submddulo de M. Entonces M es noetheria-
no si y solamente si N y M/N son noetherianos. En particular, si R es un anillo noetheriano
y a es un ideal propio de R entonces R/a es noetheriano.

COROLARIO A.8.4. Si {M;}1<i<n es una familia de R-mddulos noetherianos, @;_, M; es
noetheriano.

COROLARIO A.8.5. Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mddulo finitamente generado,
M es noetheriano.

TEOREMA A.8.6 (Hilbert Basissatz). Si R un anillo noetheriano, R[ X1, ..., X,] es un anillo
noetheriano.

COROLARIO A.8.7. Si R es un anillo noetheriano, toda R-dlgebra finitamente generada es
noetheriana. Es decir, para cada n € N y cada ideal a C R[X1,...,X,], si R es noetheriano
también lo es la R-dlgebra cociente R[X71, ..., X,]/a.

DEFINICION 54. Sea R un anillo y a un ideal de R. Se define el radical de a y se denota /a al
tdeal
Va:={a€R: Ine N, a" € a}

En particular, si a = (0), v/a se denomina nilradical de R y se denota n(R).

DEFINICION 55. Sea R un anillo. El radical de Jacobson R de R es la interseccion de todos los
ideales maximales de R.

PROPOSICION A.8.8. Si R es un anillo noetheriano, cada ideal contiene una potencia de su
radical.

Aplicando la Proposicién A.8.8 al ideal (0) se tiene:
COROLARIO A.8.9. Si R es un anillo noetheriano el nilradical es nilpotente.

PROPOSICION A.8.10. Sea M un R-mddulo finitamente generado, a un ideal de R y ® €
Homp(M, M) un endomorfismo de M tal que ®(M) C aM. Entonces, ® es la raiz de un
polinomio monico con coeficientes en a.

COROLARIO A.8.11. Sea M un R-mddulo finitamente generado e a un ideal de R que verficica
aM = M. Entonces, existe x € 1+ a tal que xM = 0.

PROPOSICION A.8.12. Sean M un R-mddulo de generacién finita y a un ideal contenido en el
radical de Jacobson R de R. Si aM = M entonces M = 0.

COROLARIO A.8.13. Sean M es un R-mddulo de generacion finita, N un submddulo de M y
ac€R. SiaM =M+ N, entonces M = N.

LEMA A8.14. Si R es un anillo local y M, N son R-mddulos finitamente generados distintos
de cero, entonces M @ N # 0.

PROPOSICION A.8.15. Si M y N son R-mddulos finitamente generados, entonces
Supp(M ®@r N) = Supp(M) N Supp(N).

A.9. Anillos y médulos Artinianos. Teorema de Jordan-Holder

DEFINICION 56. Un R-mddulo se dice artiniano si verifica cualquiera de las siguientes condi-
ciones equivalentes:
i) Toda cadena descendente numerable de submddulos My C My C ... C M, C ... se
estabiliza. Esto es, existe n € N tal que M, = M,, para todo m > n (c.c.d.).
ii) Todo conjunto no vacio de M posee elemento minimal para la inclusion.

DEFINICION 57. Un anillo R se dice artiniano si lo es como R-mddulo.

PROPOSICION A.9.1. Sea 0 — M' — M — M" — 0 una sucesién exacta corta de
R-mddulos, entonces M es artiniano si y solamente si M' y M" son artinianos.

COROLARIO A.9.2. 57 R un anillo artiniano y M un R-mddulo finitamente generado, entonces
M es artiniano.
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COROLARIO A.9.3. Sea R un anillo tal que el ideal (0) se puede escribir como producto de ideales
mazimales my...m,. (no necesariamente distintos). Entonces R es artiniano si y solamente si R
es noetheriano

PROPOSICION A.9.4. Sea R un anillo artiniano, entonces

i) Cada ideal primo de R es maximal.
1) El radical de Jacobson de R es un conjunto finito.
iii) Fl radical de Jacobson de R (que en virtud de i) coincide con la interseccion de todos
los ideales primos de R) es un ideal nilpotente.

DEFINICION 58. Se consideran las siguientes nociones:

i) Un R-mddulo M se dice simple si sus unicos submddulos son (0) y M.

it) Una cadena estricta finita de submddulos de M es una cadena de submddulos (0) C
My € ... C M,. Se dice que esta cadena es de longitud n.

i11) Una serie de composicion en un R-mddulo es una cadena estricta finita 0 C My C
e @ M, =M tal que M1 /M; para 1 <i <n son mddulos simples. En este caso se
dird que esta serie tiene longitud n.

iv) La longitud de un R-mddulo es el minimo de las longitudes de sus series de com-
posicion, si posee alguna. En caso contrario se dice que M es de longitud infinita. Se
denota por Lr(M).

PROPOSICION A.9.5. S§i M es un R-mddulo artiniano y noetheriano, entonces posee una serie
de composicidn (i.e. es de longitud finita).

TEOREMA A.9.6 (Jordan-Hélder). Si M es un R-mddulo de longitud finita, entonces:
i) Todas las series de composicion de M tienen la misma longitud Lr(M).
ii) Si N C M, entonces {r(N) < Lr(M).
iit) Toda cadena finita estricta tiene longitud menor que Lr(M).
iv) Un R-mddulo M es de longitud finita si y solamente si M es noetheriano y artiniano.

COROLARIO A.9.7. Si M es un R-mddulo de longitud finita y N es un submddulo de M,
entonces N es de longitud finita.

PROPOSICION A.9.8. Sea 0 — M’ — M — M" — una sucesion ezacta corta de R-
mddulos. Son equivalentes

i) M' y M" son de longitud finita.

it) M es de longitud finita.
Ademds, si todos ellos son de longitud finita, {r(M') — lr(M) + Lr(M") = 0.

Descomponiendo una sucesién exacta en sucesiones exactas cortas y aplicando repetidamente
la Proposicion anterior se tiene el siguiente corolario para sucesiones exactas de R-mdédulos de
longitud finita:

COROLARIO A.9.9. Sea 0 — My — My — -+ — My — 0 una sucesion exacta de
R-mddulos de longitud finita, entonces Zizo(—l)"ﬁR(Mn) =0.

PROPOSICION A.9.10. Si V es un k-espacio vectorial, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

i) V es de longitud finita (como k-mddulo).

i) V es de dimensidn finita (como k-espacio vectorial).
iii) Condicion de Cadena Ascendente (c.c.a.).

iv) Condicion de Cadena Descendente (c.c.d.).

Ademds, si estas condiciones se dan, longitud=dimension.
A.10. Descomposicién Primaria. Teorema de Lasker-Noether. Teorema de
AXkizuki

DEFINICION 59. Sea M un R-médulo, N un submddulo de M y a € R.

i) El morfismo de R-mddulos apr : M —> M con ap(x) = ax se denomina homotecia
por a.
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ii) Se dice que N es un submddulo primario de M si N # M y para cada a € R, apy/n

es inyectiva o nilpotente (i.e. eviste n € N tal que ap/n © Mo ayy/n es la aplicacion
nula.
ii) Un ideal a de R se dice primario si lo es como submddulo.

PROPOSICION A.10.1. Sea M un R-mddulo y N un submddulo primario en M. El conjunto
p={a€eR: ap/N No es inyectiva} es un ideal primo de R

DEFINICION 60. Sea M un R-médulo y N un submddulo de M.

i) Elideal p descrito en A.10.1 se denomina ideal primo perteneciente a N en M. Y se
dice que N es p-primario.

it) Una descomposicion de la forma N = N1y N ---N N, donde {N,}1<i<, es una familia
de submoddulos primarios en M se denomina descomposicion primaria de N. FEsta
descomposicion se dice irredundante st N no puede expresarse como interseccion de
un subconjunto propio de {N;}1<i<r Y Pi #Pj i # j para todo 1 < i,j <r donde p;
es el ideal primo perteneciente a Nj.

DEFINICION 61. Sea M un R-mddulo. Un submddulo N de M se dice irreducible si N # M y
N no se puede escribir como N = N1 N Ny con N1, No C N.

TEOREMA A.10.2 (Lasker-Noether). Todo submddulo propio de un R-mddulo noetheriano
posee una descomposicion primaria irredundante.

La demostracion de este Teorema se realiza viendo que para un R-médulo M se tiene que:
e Si M es noetheriano, todo submdédulo propio de M se puede escribir como interseccion
finita de submédulos irreducibles y cada submoédulo irreducible es primario.
e La interseccién de una familia finita de submdédulos p-primarios de M es un submédulo
p-primario.
DEFINICION 62. Sea M un R-mddulo:
i) Dado un subconjunto S C M se define Anng(S):={a € R : as=0Vs € S}.
it) Un ideal primo p de R se dice asociado a M si existe x € M tal que p = Anng(x).
ii1) El conjunto de todos los ideales primos asociados a M se escribe Assgp(M).
iv) Dado un R-mddulo M, se define el soporte de M y se denota Supp(M) como el
conjunto de localizados de M distintos de cero. FEsto es,

Supp(M) ={pe R : M, #0}.
OBSERVACION 17. Dado un R-mddulo M, una caracterizacidn itil de Assgr(M) también uti-
lizada como forma alternativa para definir este conjunto es la siguiente:
Si p es un ideal primo de R, entonces p € Assr(M) si y solamente si R/p — M es un
morfismo inyectivo de R-maodulos.

El siguiente Teorema es conocido como Primer Teorema de Unicidad y tendra relevancia en
la prueba de propiedades que establecen relaciones entre el soporte y el conjunto de primos
asociados de un R-mdédulo.

TEOREMA A.10.3 (Primer Teorema de Unicidad). Sea R un anillo noetheriano, M un
R-mddulo finitamente generado, (0) = N1N---N N, una descomposicién primaria irredundante
de (0) y N; submddulos p;-primarios con 1 < i < r. Entonces, Assg(M) = {p1,...,pr}. En
particular, Ass(M) es finito y Ass(M) =0 si y solamente si M = 0.

COROLARIO A.10.4. Sea R un anillo noetheriano, M un R-mddulo y N un submddulo de N
finitamente generado con descomposicion primaria irredundante N = Ny N ---N N,.. Entonces,
Assr(M/N) = {p1,...,pr} donde p; es el ideal primo perteneciente a N; con 1 < i <r. En
particular, el conjunto {p1,...,p,} no depende de la descomposicion.

El Primer Teorema de Unicidad nos da, ademds, una manera alternativa de expresar el conjunto
de divisores de cero de un R-mdédulo finitamente generado cuando R es noetheriano:

PROPOSICION A.10.5. Sea R un anillo noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado.
Entonces, el conjunto de divisores de cero de M se puede expresar como

U »

pEAssr(M)
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Una caracterizacion muy usada del nilradical de un anillo y que se utilizaréd frecuentemente en
lo que sigue es:

PROPOSICION A.10.6. Sea R un anillo, entonces

n(R) = ﬂ p.

pESpec(R)

Notemos que para un anillo R y un ideal a C R se tiene que v/a = n(R/a). Por otra parte,
los ideales primos de R/a se pueden identificar con ideales primos de R que contienen a a.
Aplicanco la Proposicién anterior al anillo R/a se tiene:

COROLARIO A.10.7. Sea R un anillo y a un ideal de R, entonces
va= - (] »
peSpec(R),pDa
Ademss, el Teorema A.10.3 proporciona una forma distinta de expresar el radical del anulador

de un R-moédulo M en términos del conjunto de sus ideales primos asociados:

COROLARIO A.10.8. Sea R un anillo noetheriano M y un R-mddulo finitamente generado
entonces

Anng(M) = ﬂ p.
pEAssr(M)

Ahora, observando que Anng(R) = (0) y v/0 = n(R), en virtud del Corolario A.10.8 se deduce
el siguiente resultado:

COROLARIO A.10.9. Si R es un anillo noetheriano entonces,

nR)= ] »
pEAssr(R)
PRrROPOSICION A.10.10. Sea M un R-mddulo. Entonces el morfismo de R-mddulos M —
HpESpec(R) M, inducido por los morfismos candnicos M — M, es inyectivo.

PROPOSICION A.10.11. Sea R un anillo noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado.
Para cada ideal p € Spec(R) las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) p € Supp(M).
ii) Existe p’ € Assp(M) tal que p D p’.
iii) p D Anng(M).

COROLARIO A.10.12. Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mddulo finitamente generado
se tiene que Assp(M) C Supp(M). Ademds, los primos minimales de Assr(M) y Supp(M)
coinciden.

El Primer Teorema de Unicidad (cf. Teorema A.10.3) sirve también como herramienta para
probar los siguientes resultados:

PROPOSICION A.10.13. Sea R un anillo noetheriano y M un R-mddulo finitamente generado,
entonces M es de longitud finita si y solamente si cada p € Supp(M) es un ideal mazimal.

TEOREMA A.10.14 (Akizuki). Un anillo R es artiniano si y solamente si R es noetheriano y
todo ideal primo p de R es maximal.

COROLARIO A.10.15. Todo anillo artiniano es noetheriano.

COROLARIO A.10.16. Si R es un anillo artiniano y M es un R-mddulo finitamente generado,
entonces R es de longitud finita (como R-mddulo) y M es de longitud finita.

A.11. El Lema de Artin-Rees

DEFINICION 63. Sean (R,X) y (M,Y’) anillo y R-mddulo filtrado respectivamente. Dado un
ideal a € R se dice que una filtracion ¥’ es compatible con a si aM™ C M"™*! para todo n € N.
Se dice que la filtracion X' es a-estable si eriste ng € N tal que aM™ = M™'! para todo
m > ng.
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OBSERVACION 18. Sea R es un anillo, a C R un ideal, M un R-médulo y N un submddulo de
M. Entonces,

i) Si una filtracidn ¥ sobre M es compatible con a se tiene, en virtud de la Observacidn
1, que la filtracion ¥" inducida en N por X' es también compatible con a.
1) La filtracién a-ddica sobre M es un claro ejemplo de filtracidn a-estable.

Dados un anillo R y un ideal a C R, se puede definir el conjunto R:= R@&a®a’? @ ... al que
se puede dotar de estructura de anillo graduado mediante las operaciones que inducen la suma
y el producto de R. Dados a,b € R, existen conjuntos finitos I, J C N y conjuntos finitos de
elementos homogéneos {a; € a’ : i € I}, {b; € a/ : j € J} tales que:

il jeJ
Ahora, consideramos el conjunto I U J. Anadiendo ap = 0 para k € ITUJ\ I y by = 0 para
kelIuJ\J,dado que I UJ es finito, podemos definir la suma de a y b mediante la siguiente

identidad:
a+b:= Z (ag + bi),
keIuJ
Dado que R es suma directa de subgrupos {a’ : i € N}, esta definicién es tnica y ay, + by, € a¥
es claramente un elemento homogéneo de grado k en R. De modo similar, usando las mismas
presentaciones de a y b podemos definir el producto:

a-b:= Z ai~bj.

iel,jed

De nuevo, la naturaleza de R como suma directa de sus subgrupos nos garantiza la buena
definicién del producto, donde el producto natural a™ x a™ — a™*" nos indica que a; - b; es
un elemento homogéneo de grado i + j de R.

De manera similar, consideremos un anillo R un ideal ¢ C R y un R-médulo M. Como en
la definicién, consideremos el anillo R = R@® a® --- y el grupo abeliano M := M @ aM @
a?M --- Sobre M podemos, de manera natural, inducir una estructura de R-médulo, mediante
la siguiente operacion:

(Zaz)(zm]) ::Zai'mj7 aieai, mjeaiM,
i3

icl jed
siendo los argumentos elementales los esperados.

LEMA A.11.1. Sea a un idealie R, M un R-mddulo con una filtracion ¥/ = {My 2> My 2 ...}

compatible con a. Entonces, M es finitamente generado como R-mddulo si y solamente si ¥/
es a-estable.

DEMOSTRACION. Por una parte, si M es finitamente generado, existen {ti,...,¢,} que lo
generan, con t; = Zle t;;, donde t;; € M;,. Para cada i con 1 < ¢ < r se define n; =
maz;{ji} y n = mazi<i<r{n;}. Entonces, t; € My & ... & M, paratodoicon0<1<ry,
en consecuencia, Mo @ ... ® M,, genera a M como R-médulo. Veamos que alM,,, = M,,+1 para
todo m > n. Por una parte, se tiene que, como X’ es compatible con a, aM,,, C M,,+1. Sea,
ahora, x € M,,,1 C M un elemento homogéneo de grado m + 1. Entonces, = se puede expresar
como una combinacién lineal del sistema generador ya fijado. Es decir, existe un subconjunto
{1, 2} C{ti;: 1<i<r, 1<j<k;}yexisten {ai,...,a:} C R de tal modo que:

e x; € My, es un elemento homogéneo de grado d; < n

e a; € a4 es un elemento homogéneo de grado m + 1 — d;

e = Zle a;.T;.
Ahora, en virtud de la definicién del producto de ideales, cada a; puede verse como a; =
Zj bi,jciyj con bz’,j cayc,; € am—di, Entonces, x = Zl}j bi,j(ci,jl'i> con ¢; ;x; € amidiMdi -
M,, vy por tanto se tiene aM,, = M, +1.
Reciprocamente, supongamos que la filtracién X’ es a-estable. Entonces existe n € N con
aM,, = M,,+1 para todo m > n. Aplicando esta relacién de manera recursiva se observa que
para cualquier m € N, m > n se tiene que M,,, = a™ " M,,. Como a™ " C R, M,, genera M,,
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como R-médulo para todo m > n. En consecuencia, My & ... ® M,, genera M como R-médulo
y por tanto, también como R-médulo. Considérese ahora el R-médulo My @ ... @ M,,. Sea i con
0 <i<n. Como M = My es noetheriano y M; C M es un submddulo de M, se tiene que M;
es finitamente generado como R-mdédulo. Es decir, existe un conjunto F; C M; finito de manera
que M; = R< F; >. Seax € My®...M,. Entonces z = Z?:o x; donde x; € M; es un elemento
homogéneo de grado i. Como M; estd generado por F; como submddulo, existen conjuntos
finitos { fix frer, {7i,x frerx donde K C N es un conjunto finito tal que z; = >, o (rin) - (fik)-
Por consiguiente, se tiene

x = le = Z (ri) - (fi)-

i=0 0<i<n, k€K

En consecuencia se tiene que My @ --- @ M, estd generado como R-médulo por F := J,;.; F5,

que es un conjunto finito por se unién finita de conjuntos finitos. Por tanto, My & --- & M,, =
R<F >y My® - - ® M, es finitamente generado como R-médulo. Como R puede verse

como un submddulo de R mediante la inclusion candnica R — R=R®ada’..., se tiene que
Mo®---® ML: Ji< F >. Pero como M estaba generadoi)or My®---® M, como R-mébdulo,
se tiene que M = R < F > es finitamente generado como R-mddulo. O

Seguidamente enunciamos un resultado técnico de gran utilidad, encontrado, al menos por E.
Artin y D. Rees.

TEOREMA A.11.2 (Lema de Artin-Rees). Sea R un anillo noetheriano, a un ideal de R, M
un R-mddulo finitamente generado y N un submddulo de M. FEntonces, dada una filtracion
a-estable ¥/ sobre M, la filtracion X" = {N N M, : n € N} inducida sobre N es a-estable.

DEMOSTRACION. Supongamos que %' = {M = My D M; D ...} es una filtracién a-estable
sobre M y sea X = {N = MyNN DO M; NN D ...} la filtracién inducida por ¥ sobre N.
Consideremos los graduados:

e R=R®adad*®...

e M=MoM SM®...

e N=N& (M NN)®d (M NN)&...
Observamos que, como Y’ es una filtracién a-compatible en M, entonces la filtraciéon X" en
a-compatible en N. Es decir, dado que aM,, C M,,+1, tenemos que

a(NNMy,) CaNnaM,, CNN(aMy,) C NN My,

donde hemos usado que aN C N por ser N un submédulo de M. Por tanto, al ser ¥” una
filtracién a-estable sobre M, se tiene que N es un R-médulo con las operaciones descritas
anteriormente.
De otro lado, tenemos las inclusiones canénicas entre las componentes homogéneas de N y M.
Es decir, los monomorfismos:

in: NN My, — M,,,
donde ig : N — M es la inclusiéon natural. Estos monomorfismos inducen un monomorfismo
graduado entre las respectivas sumas directas

i=@in: N=WNNM,) — M= M,.

neN neN neN

Como i es momomorfismo de R-médulos, podemos identificar N con un submédulo de M.
Observemos ahora que R = R@® a® a?> @ ... es un R-algebra generada por los elementos de
a, es decir, por los elementos homogéneos de grado 1. Si R es anillo noetheriano, a es un
ideal finitamente generado y, por tanto, un R-mdédulo finitamente generado. Estamos asi en
las hipétesis del apartado ii) de la Proposicién 1.2.3: R es un anillo graduado y una R-algebra
generada por un nimero finito de elementos homogéneos de grado 1. En particular, existe t € N
y un ideal b en R[X},... X;] tales que

R R[Xy,...,X,]/b.

Luego R es un anillo noetheriano. Por el Lema 1.3.1 precedente, como R es noetheriano y la
filtracion X es a-estable, entonces M es un R-médulo finitamente generado. Por el Corolario
A.8.5, M es un R-médulo noetheriano. Por tanto, todos los submdédulos de M son finitamente
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generados y, en particular, N es un R-mdédulo finitamnete generado. Aplicando de nuevo el
Lema 1.3.1, inducimos que la filtracién X" es a-estable en N. O

COROLARIO A.11.3. Sean R un anillo noetheriano, a ideal de R, M un R-mddulo finitamente
generado y N un submddulo de M. Entonces existe n € N tal que a(a™M N N) =a™ M NN
para todo m > n.

DEMOSTRACION. Consideremos las filtraciones a-ddicasen Ry M: X4(R) y Xq(M). Como
Ya(M) es a-estable, por el Teorema 1.3.2 precedente, la filtracion {M NN D M; NN D ...} es
a-estable en N. Es decir, existe n € N tal que a(a™ N N) = a™+ 1M N N para todom >n. O

A continuacién presentamos un enunciado del clasico Teorema de la Interseccién de Krull de
W. Krull que, entre otras cosas, establece que la topologia a-adica es metrizable en el caso de
los médulos finitamente geenrados sobre anillos noetherianos.

TEOREMA A.11.4 (Teorema de la Interseccién de Krull). Sean R un anillo noetheriano,
a un ideal de R y M un R-mddulo finitamente generado. Entonces,

i) Si N :=(),en0"M, aN = N.

i1) Si a estd contenido en el radical de Jacobson de R,

ﬂ aM = (0)
neN

y la topologia definida por la filtracion a-ddica sobre M es Hausdorff y metrizable.
it1) St R es dominio noetheriano, para cada ideal propio a de R se tiene:

ﬂ a” = (0)

neN
y la topologia a-ddica sobre R es Hausdorff y metrizable.

DEMOSTRACION. %) Aplicando el Corolario 1.3.3 al submddulo de M dado mediante

N:= () a"M,
neN
existird ng € N tal que para cada m € N, m > ng, a(a™M N N)) = a™T'M N N. Dado que
aN C N, probemos el otro contenido. Supongamos que = € N. Por tanto, x € a M para cada
n € N. En particular, € a™*t!' NN = a(a™M N N). Como a®™M N N C N, concluimos que
z €al(a®™M N N) C aN y habremos probado el otro contenido.

11) Como R es noetheriano y M es un R-mdédulo finitamente generado, M es un R-médulo
noetheriano (cf. Corolario A.8.5). Como N es submédulo de M, entonces N es un R-médulo
finitamente generado. Por el Lema de Nakayama (cf. Corolario A.8.13), si a es un ideal con-
tenido en el radical de Jacobson, entonces aN = N implica N = 0. Asi, i4) es una consecuencia
inmediata de lo probado en 7). El resto de las afirmaciones se siguen de la Proposicién 1.2.12.

i1i) Sea b := (,cya" ideal de R. Por la afirmacién i) precedente, tenemos que ab = b.
Entonces, por el Corolario A.8.11 concluimos que existe x € 1 4+ b tal que b = 0. Escribimos
x =14y, cony € b. Necesariamente, y # 0 porque, en otro caso, tendriamos (1 + y).1 =
(14+0)1 =1=0, que no se da en anillos conmutativos con unidad. De otro lado, 1+ y # 0,
pues si 1 +y = 0, entonces 1 € b C a y estarfamos en contradiccién con la hipétesis de que
a ¢ R es un ideal propio. Ahora, si b # (0), existird z € b\ {0} y se ha de verificar (1+y)z = 0.
Pero hemos visto que 1+ y # 0 y hemos supuesto z # 0, por lo tanto concluirfamos que R tiene
divisores de cero no nulos, lo que contradice la hipétesis de que R es dominio de integridad. En
conclusién, no puede existir un elemento no nulo z € b\ {0} y, en consecuencia, se tiene que
b = (0). El resto de las afirmaciones se siguen de la Proposicién 1.2.12. O

COROLARIO A.11.5. Sea R es un anillo noetheriano y a es un ideal de R contenido en el radical
de Jacobson. Entonces, si el anillo graduado G4(R) asociado a la filtracidn a-ddica sobre R es
dominio, también lo es R.
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DEMOSTRACION. Sean z,y € R, z,y # 0. Veamos que zy # 0. Por el apartado ii)
del Teorema precedente 1.3.4, (), cya™ = (0). Por tanto, existen m,n € N con z € a™,
x g a™tl gy ean, y ¢ a”tl. Ahora, sean T, ¥ las clases de z e y médulo a™/a™m L y q"/ant!
respectivamente. Como G4(R) es dominio, Z§ = 7y # 0, lo que implica que zy # 0. O



APENDICE B
Resultados Técnicos de Algebra Homoloégica

B.1. Elementos del Algebra Homolégica

DEFINICION 64. Sea R un anillo y M := {M,, : n € Z} una familia numerable de R-mddulos.

i) Un complejo de cadena con soporte M es un par {M,D} donde D = {d,, : n € Z}
es una familia numerable de morfismos d, € Hompg(My,, M,_1) de tal modo que
dp_10d, =0.

it) Un complejo de co-cadena con soporte M es un par (M,C) donde C = {c" : n € Z}
es una familia numerable de morfismos ¢ € Homp(M,, M,11) de tal forma que
AMtloe,=0

Los complejos de cadena y co-cadena se representan usualmente mediante:

(B.1.1) C. cadena M LSS N N A N Y A
(B.1.2) C. co-cadena M RGN, VSN VEE S SRGARNG V(8 S JRCaki

A priori no parece que haya gran diferencia entre las nociones salvo los indices ascendentes
o descendentes de las relaciones. Sin embargo, tendran roles diferentes en cuanto sigue. Una
forma de ver como surgen los complejos de co-cadena pasa por dualizar los complejos de cadena.
Asi, supongamos dado un complejo de cadena como el descrito en (B.1.1). Podemos dualizar
mediante el functor contravariante Homp(—, R) (cf. Seccién A.3 del Apéndice A). Asi, defini-
mos los R-médulos N™ como los duales de los R-médulos M, (i.e. N := HomM,, R)) y los
morfismos ¢~ como Hompg(d,, R) : N*~! — N™. Claramente, por el caracter functorial de
Hompg(—, R) tenemos un complejo de co-cadena en (B.1.2).

i) Dado un complejo de cadena como (B.1.1), al indice del R-médulo M, se le llama
grado. Los elementos de ker(d,) denominan ciclos de grado n, mientras que a los
elementos de Im(d,+1) se les denomina bordes de grado n del complejo. El n-ésimo
mddulo de homologia se define como el R-médulo cociente:

Hy (M) = ker(dn) [Im(dp 11).

ii) Igualmente, para un complejo de co-cadena como (B.1.2), los elementos de ker(c™)
se denominan co-ciclos de grado n; los elementos de = I'm(c"~!) se denominan co-
bordes de grado n y al R-médulo cociente siguiente se le denomina n-ésimo maddulo de
co-homologia:

Hn(ﬁ = ker(cn)/lm(cnfl).
Un complejo de cadena (respectivamente co-cadena) de R-médulos M (resp. M) es una sucesion
exacta de R-mdédulos si y solamente si todos sus médulos de homologia (resp. co-homologia)
son nulos.

DEFINICION 65. Sean M, N dos complejos de cadena de R-mddulos, un morfismo de complejos
de R-mddulos o aplicacion de cadena f: M — N es una familia de morfismos de R-mddulos
{fn: M, — Nyp}nez de forma que fr,_10d, =d, o f, para cada n € Z. Es decir, de forma
que los siguiente diagramas conmuten para todo n € Z:

M, —f— N,

(B.1.3) ldn ld’n
M, I N,

67
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PROPOSICION B.1.1. Sean M y N dos complejos de cadena de R-mddulos y f : M — N una
aplicacion de cadena. FEntonces, para cada n € N, f,, : M,, — N, induce un morfismo de
R-maédulos:

Ha(f):  HaM) — — Ho ()
t+Im(duss) = ful@) + Im(d,,,).

DEMOSTRACION. Veamos que H,(f) estd bien definido. Por una parte, si z € f(ker(dy,)),
existe 2/ € ker(d,) tal que f(z') = x. Como f es una aplicacién de cadena, el Diagrama
(B.1.3) es conmutativo y se tiene que d! () = (d, o fn)(@") = (fa—10dn) (@) = fr_1(dn(2))) =
fn—1(0) = 0. En consecuencia, f(ker(d,)) C ker(d),). Por otra parte, si € f,(Im(dn+1)),
existe ' € Im(d,41) tal que f(2') = 2. Ademds, 2’ = d,,+1(y) para algin y € M,, 1. Como f

es una aplicacién de cadena, d;,  (fry1(¥)) = (dy 41 0 fog1) (W) = (faodny1)(y) = fu(2') = .
En consecuencia, x € I'm(d,, ). Finalmente, las propiedades de linealidad de H,(f) se derivan
de las del morfismo f,. O

BEFINI(LIGN 66. Sean M, N dos complejos de co-cadena. Una aplicacion de co-cadena f :
M — N es una una familia de morfismos de R-mddulos {f™ : M™ — N™},.cz tales que los
diagramas siguientes conmuten para todo n € Z:

M —L° Nn

n+1
Mn+1 ! Nn+1

OBSERVACION 19. Los mddulos de homologia y co-homologia tienen un caracter functorial sobre
los morfismos de cadena y co-cadena. Es claro que H,(Idy, ) = Idp, (resp. H"(Id) = Idgn)
y dados f: M — N, g : N — P dos morfismos de cadena, Hy(go f) = H,(g9) c H,(f) y
similarmente pasa con los morfismos de co-cadena.

DEFINICION 67 (Functor exacto). Sea F' es un functor de la categoria de R-mddulos en si
misma.

i) Si F es covariante, se dice exacto a izquierda (resp. a derecha) si para cada s.e.c.
0— M — M — M" — 0, la siguiente es una sucesion exacta:

0— F(M') — F(M) — F(M").

(Resp. sila sucesion F(M') — F(M) — F(M") — 0 es exacta).
i1) Si F es contravariante, se dice que F' es exacto a izquierda (resp. a derecha) si para
cada s.e.c. 0 — M' — M — M"” — 0, la siguiente es una sucesion exacta:

0— F(M") — F(M) — F(M").
(Resp. sila sucesion F(M") — F(M) — F(M') — 0 es ezacta).

Un functor se dice exacto si es exacto a izquierda y a derecha.

DEFINICION 68. Sean M, N, P complejos de cadena de R-médulosy f : M — N, g: N — P
aplicaciones de cadena. Se dice que la sucesion de complejos de cadena

0—M-L NP0
es exacta si, para cada n € Z, las siguientes son sucesiones exactas de R-mddulos:
0— M, 1% N, 2% P, — 0

PRrROPOSICION B.1.2. Sea 0 — M i) N 2, P — 0 una sucesion exacta de complejos de
cadena de R-mdédulos. Entonces, existe un morfismo de R-mddulos

O+ Hy(P) — Hy1(M).

A esta familia de morfismos de R-modulos {0y }nez se la denomina morfismos conectores.
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DEMOSTRACION. Como f y g son aplicaciones de cadena, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

Nn—i—l ot Pn+1 0
ldilﬂ ld:i+l
0 Mn fn Nn 9n Pn 0
(B.1.4) ld" M ldi{

fn-1 gn-1

0 Mn—l Nn—l Pn—l 0
[

fn—Z

0 Mn—2 Nn—2-

Sea z € H,(P), z=z+Im(d], ;) con z € ker(d}). Como la sucesién

n

(B.1.5) 0—M, — N, —PF, —0

es exacta, g, es un epimorfismo de R-mdédulos y existe y € N, con g,(y) = z. Sea y' =
d! (y). Entonces, gn—1(y") = (gn—10d,)(y) = (d! o g,)(y) = d!!(z) = 0. Por consiguiente,
y' € ker(gn—1). Como la sucesién

(B.1.6) 0—M,.1— N1 —P,_1—0

es exacta, ker(gn—1) = Im(fn—1) y por tanto, existe x € M, _; tal que y' = f,_1(z). Ahora,
(dy—1 0 frn—1)(x) = djy_1(y') = (dj,_y 0 dy)(y) = 0. En consecuencia, fn—2(dn—1(z)) = (fa—20
A 1)(@) = (1 © fa)(®) =0 dn_1(2) € Ker(fn_s). Como

(B17) 00— M, o— N, o — P, o—0

es una sucesién exacta, fn_o2 es un monomorfismo de R-mddulos y se tiene que d,,—1(z) = 0,
concluyendo asf que x € ker(d,—1). Definimos as{ el morfismo de R-mddulos

On HnEB) — H,_1(M)

Z = Oh(2) =17,

donde = x4+ I'm(d,,). Veamos que 9y, estd bien definido comprobando que Z no depende de la
eleccién de z ni de y. Por una parte, con las notaciones precedentes, sea z € ker(d!); y1,y2 € Ny
tales que g, (y1) = gn(y2) = 23 ¥1 = dp (1), yo = d(y2); ©1 = 1+ Im(dy) y T2 = 22+ Im(dy,)
tales que fn, (z1) = y1 v fa—1(22) = y3. Se tiene que gn(y1) — gn(y2) = gn(y1 —y2) = O e
Y1 — Y2 € ker(g,). Como la Sucesién (B.1.5) es exacta, y1 — y2 € ker(gn) = Im(fy) y existe
z' € M, tal que fn(x/) = y1 — y2. Ademas, (d;L o fn)(x/> = (fn-10 dn)(xl) = yll - y/2 Pero
fr—1(x1 — 22) = ¥} — y4. Como la Sucesién (B.1.6) es exacta, f,—1 es monomorfismo de R-
médulos y debe ser d, (') = 1 — z2. En consecuencia x1 —xo € Im(d,) y ©1 = 1+ Im(d,) =
29 + Im(d,) = @2. En conclusién, T no depende de la eleccién de y. Por otra parte, para
verificar que Z no depende de la eleccién de z bastard comprobar que si z € I'm(d), ), entonces
x € Im(dy). Siz € Im(d), ) entonces existe 2’ € P, tal que d),;(2') = z. Ademads, como
la sucesion

(B.1.8) 0— Mp+1 — Nps1 — Ppy1 — 0

es exacta, gn41 es epimorfismo de R-médulos y existe ¥ € P,41 de modo que g,41(y") = 2.
Ademds, se tiene que (dj, 1 0 gnt1)(y”) = (9n o dj,11)(y"”). Como ya se ha visto que Z no
depende de la eleccién de y, se puede tomar y = d;,,;(y") sin pérdida de generalidad. Entonces
se tiene que y' = d,(y) = (d,, od;,;1)(%¥") = 0. Como f,_1 es monomorfismo de R-médulos
debe ser x =0 € Im(d,).

Las propiedades de linealidad de 0, se derivan de las propiedades de linealidad de los morfismos

del Diagrama (B.1.4). O

Algunos autores prueban la siguiente Proposicién mediante el “Snake Lemma”. Hemos preferido
usar la Proposicién de [Raghavan et al., 1975].
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ProrosicioN B.1.3. Sea 0 — M L) N N P — 0 una sucesion exacta de complejos de
cadena de R-mdodulos. Entonces, la sucesion de R-mddulos

i, ) 0 w8y T m ey 2 1, () TS ()

es exacta.

DEMOSTRACION. i) Veamos que es exacta en Hy,(P). Por una parte, sea zZ = z+Im(d], | €
Im(Hy,(g)), entonces existe § € H,(N) tal que H,(g)(y) = z; § =y +Im(d, ) e y € ker(d},).
Entonces y' = d],(y) = 0. Como la Sucesién (B.1.6) es exacta, f,—1 es monomorfismo de R-
médulos y, por construccién (ver la demostracién de la Proposicién 2.2.2), 9,,(2) = Z, donde
Z =2+ Im(dy) con = 0. Por consiguiente, T =0 e Im(H,(g)) C ker(9,). Por otra parte,
siz=z+Im(d),,) € ker(0,) entonces d(z) = & = x + Im(d,) con x € Im(d,). Por tanto,
existe ' € M, tal que d,,(2') = z. Definimos 3" := y — f,,(2’), donde y es un elemento de Y,
tal que g, (y) = z (ver demostracién de la Proposicién 2.2.2). Como el diagrama

Mn L Nn

(B.l.g) ldn ld’
frn—1

Mn 1 Nn 1
es conmutativo, d,, (fn(2')) = fn_1(dn(2)) = ¢/. Por consiguiente, d! (y") = d, (y — fu(2')) =
dy(y) —d;, (fu(2") =y —y' =0ey” € ker(dy,). Por tanto, y"" 4+ Im(d;, ) € H,(N). Ademés,
In(¥") = gn(y— fr(2") = gn(y) — (gn o frn)(2"). Como la Sucesién (B.1.5) es exacta, fr,og, =0
y se tiene que g,(y") = 2. En consecuencia, z = H,(g)(y") donde y" = y" + Im(d,,,,) y se
tiene que ker(0,) C Im(H,(g)).
1) Probemos la exactitud en H,_;(M). Supongamos que Z = z + Im(d,) € Im(0,). Entonces
Z = 0,(%) paraalgin z = z+Im(d;, ) € H,(P). Supongamos z = g(y) ey’ = d,,(y) de acuerdo
a las notaciones en la Proposicién 2.2.2. Entonces, H,—1(f)(Z) = fn-1(x) + Im(d,). Pero
fr—1(x) =y =d (y) € Im(d],). Por tanto, fr,_1(z) € Im(d},), Hn—1(f)(x) = 0 e Im(0,) C
ker(H,—1(f)). De otro lado, si & = = + Im(d,) € ker(H,—1(f)), entonces H,,_1(f)(z) =
fa—1(z) + Im(d)) = 0, es decir, f,—1(x) € Im(d]). Sea y € N, tal que d,,(y) = fn—1(z);
z2=gn(y) y 2= 2+ Im(d],,). Como el diagrama

g’Vl
Nn — P7L+1

2. |

Nn 1 % Pn 1
es conmutativo, se tiene que d/!(z) = (df 0 gn)(y) = (gn-1°d},)(y) = (gn-10° fn—1)(x). Ademds,
como la Sucesién (B.1.6) es exacta se tiene que g,_1 o f,—1 = 0. En consecuencia, z € ker(d!!)
y Z € Hy(P). Més atin, por construccién (ver Proposicién 2.2.2), se tiene que 9, (Z) = Z y, por
consiguiente, T € Im(9,,). Se concluye de esta forma que ker(H,—1(f)) C Im(0,).

i17) Veamos la exactitud en H,(N). Sea § = y + Im(d;, ) € H,(N) con § € Im(H,(f)).
Entonces, § = H,(f)(Z) para algin & = x + Im(d,+1) € H,(M). Entonces, y = f(x) para
algin = € ker(d,). Entonces, Hy (g )(_) = (Hp(g9) o Hp(f))(Z) = (gn o fn)(z )—|—Im(d;;+1) Pero
como la Sucesién (B.1.5) es exacta, gnofr, = 0y Hy,(g9)(§) = 0. Se conluye asi que Im(H,(f)) C
ker(Hy(g)). Finalmente, supongamos § =y + Im(d;, ) € H,(N), § € ker(Hy(g)). Entonces,
H,(9)(y) = g(y) + Im(d;,,,) = 0. Es decir, g(y) € Im(d;, ;). Sea 2z’ € Z,41 tal que
dy1(2") = g(y). Como la Sucesién (B.1.8) es exacta, gn41 es epimorfismo de R-médulos. Sea
Yy’ € Nyy1 tal que g, q1(y”) = 2”. Como el diagrama

In+1
Npp1 — P,

J{dlﬂ J{d:i+l
N, -2 P,
es conmutativo, gn(y) = (dy 110 gn+1)(Y') = (9n © dyy 1) (y") = gn(d}, 11 (y")). Entonces, gn(y —

i1 W") =gn(y) —gn(y) =0ey —d;, 1 (y") € ker(gn). Como la Sucesién (B.1.5) es exacta,
ker(gn) = Im(fy,) y, en consecuencia, existe € X, con f,(z) =y — d},,1(y"”). Ahora bien,
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se tiene que d)(fa(@)) = dy(y — dppr (5)) = dy(y) — (d 0 dyy)(y"). Pero dy o dlsy = 0
y d,(y) = 0 porque § = y + Im(d), ;) € Hy(N) = ker(d,)/1m(d, ). Luego f,(x) € ker(d,).
Notemos que, como el Diagrama (B.1.9) es conmutativo, f,_1(d,(x)) = d,,(fn(x)) = 0. Como
la Sucesién (B.1.5) es exacta, f,—1 es monomorfismo de R-mdédulos y debe ser d,(xz) = 0,
con lo que se tiene que x € ker(d,). Definimos Z := x + Im(d,+1) € H,(M). Se tiene que
Jal@)+Im(d 1) = 5+ Im(d) 1) POTQUE fu(2)—y = Yy (5" —y = —dysr (5") € Il ).

Por tanto, se concluye que § = H,,(f)(Z) v ker(Hn,(g9)) C Im(H,(f)). O
PROPOSICION B.1.4. Sean M, N y P complejos de cadena de R-mddulos; sea

0 M—toN-—2sp 0
(B.1.10) la lg b

0—— M Lo N TP 0

un diagrama conmutativo cuyas filas son sucesiones exactas. Entonces, el diagrama

s =) Y gy 29 g ey 2w, ) T W o, () ——

lH (a) lH ®) lH ) lH @) le(ﬁ)

s m ) 2 g vy 2 g ey 2 g, oy, (V) ——
es conmutativo.

DEMOSTRACION. Para probar esta Proposicién bastars ver que para cada n € Z se tiene:
i) Hn(B) o Hyu(f) = Hn(f') 0 Hu().
“) Hn(’}/) © Hn(g) = Hn(g/) © Hn(ﬁ)
i) Hyp—1(f) 0 0p =0, 0 Hy_1(f).
i) y i) Por una parte, en virtud de la Proposicién 2.2.1 se tiene que si
Z=x+ Im(dyy1) € Hy (M), y+Im(d, ) € Hy(N),

entonces

(Hn(B) o Hn()(2) = (Bn © fo)(x) + Im(cl),  (Hn(y) © Hn(9))(#) = (yn © gn)(y) + Im(cy,).-

Como el Diagrama (B.1.10) es conmutativo, se sigue que los diagramas:

M, I N, N, -9 p,
o o o |
M, 2 N N, 2 P

son conmutativos. Por tanto,
(Hn(B) o Hu(£))(@) = (B o fu)(@) + Im(cy,) = (fy, 0 an)(2) + Im(cy,) = (Hau(f') o Hn(a)) (@)
y

Hy () © Hu(9)(F) = (v © gn)(y) + Im(cyy) = (g © Ba)(y) + Im(cy) = Hn(g') © Hn(B)(7).

i1i) Sea Z = z 4+ Im(d;, ) € Hp(P). En virtud de la Proposicién 2.2.2 y con las notaciones
utilizadas en ella, podemos tomar y € N, tal que g,(y) = z v On(2) = T = x + Im(d,).
Ademas, se tiene que Hy,(v)(2) = vn(2) + Im(cy 1) = (o gn)(y) + Im(c, ). Y, por lo
visto en 1), vn(2) = (vn 0 gn)(y) = (g5, © Bn)(y). Entonces, por una parte, H,,_1(f) 0 9,(2) =
an—1(z) + Im(c,). Ademds, por construccidn, se verifica que f,,—1(z) = d},(y). Por otra parte,
evaluemos la funcién 8/, : Hy,(P') — Hy,_1(M') en v, (2) + Im(c) ;) tomando 8,(y) € Y, tal
que gl (Bn(y)) = vn(2) y siguiendo el procedimiento de la Proposicién 2.2.2. Sea 2/ = 2'+Im(c,,)
tal que 0), (v(z)+Im(c},,)) = x'. Por construccién, se tiene que f;,_;(z') = ¢}, (Bn(y)). Ademés,
los diagramas

Nn Bn N;L Mn 1 fn 1 Nn 1

[« B == =
cr

- fr_
Npoy 2224 N M, N N

n—1
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conmutan. El primero porque 3 : N — N’ es un morfismo de complejos de R-mdédulos, y el
segundo porque el Diagrama B.1.10 es conmutativo. Por consiguiente,

¢ (Bn(y) = Bn-1(dy(y)) = Bn-1(fr-1(2)) = fr 1 (an-1(2)).

En suma, se tiene que f,_;(z') = f!_;(an—1(x)). Como las filas del Diagrama B.1.10 son

sucesiones exactas, fr,—1 es monomorfismo de R-médulos, ' = «;,—1(x). Por tanto,
(Hn-1(a)00,)(2) = an—1(z) +Im(cy) = 2’ +Im(cn) = 0, (v (2) +Im(cp1q) = (0,0 Hu(7))(2).
Il

DEFINICION 69. Sean M, N complejos de cadena de R-mdédulos. Sean f,g : M — N dos
morfismos de cadena. Una homotopia entre f y g es una familia de morfismos de R-mddulos
{hn : My — Nypy1}nez que verifican la siguiente propiedad:

(B.1.11) (hp—10dp)(x) + (d, 11 0 hn)(x) = fulx) — gn(x) Vo e M,, YneZ.
Cuando existe una homotopia entre f y g se dice que f y g son homdtopos.

La homotopia define una relacién de equivalencia ~ en el conjunto de morfismos de cadena
de M en N, donde dos morfismos de cadena f,g : M — N estan relacionados si existe una
homotopia entre ellos, es decir, si son homdétopos. Para ver que f ~ f basta tomar h, = d,.
Ahora, si f ~ g, entonces existen {hy, }necz verificando la Igualdad (B.1.11). Por tanto, se tiene
que

—(hp—10dy)(x) = (d, 11 0hp)(x) = gn(x) — fu(z) VaeM,, Vnecl.
Como d,, d], y hy, son morfismos de R-mdédulos, se sigue que

(—hp—10dp)(x)+ (d, 11 0 —hyp)(x) = gn(x) — fu(x) VaeM,, Ynecl.

Por tanto se tiene que {h/, },,cz donde h!, = —h,, es una homotopia entre g y f, concluyendo que
g ~ f. Finalmente, sean f', f2, f3: M — N verificando f' ~ f2y f? ~ f3 con homotopias
ALY, e h21, cz respectivamente. Tomando h,, = hl 4+ h2 se tiene que
nfn€z Y nJfne P n n q

(hnt 0 dn)(@) + (d 11 © ho) () = (hL_y 0 du)(@) + (h2_, o d)(a)

(g1 0 hn) (@) + (dpgy 0 1) (2) = fr(@) = f1(2) + £7(2) = £(2) = fa(e) = fo(@)
para cada * € M, y cada n € Z. Por tanto, {h,}n,ez es una homotopia entre fl y f3.
Concluimos asf que f;} ~ f3.

PROPOSICION B.1.5. Sean M, N complejos de cadena de R-mddulos; f,qg : M — N morfismos
de cadena homdtopos. Entonces, Hy,(f) = H,(g) para todo n € Z.

DEMOSTRACION. Sean n € Z, & = x + Im(d,41) € H,(M). Entonces, H,(f)(z) =
Ja@)+ Il 41) = gn() + Im(dl 1) = Ha(g)() si v solamente si fu(w) — gn(x) € T(d, ).
Pero como f y g son hométopos, existe un morfismo de R-médulos h,, : M,, — N, 41 tal que
fn(®) = gn(x) = (hn—1 0o dyp)(z) + (d), 41 © hyn)(z). Ademds, como T € H,(M), = € ker(d,).
En consecuencia, (hp,—1 0 dy,)(x) = hp—1(0) = 0. Por tanto, f,(z) — gn(x) = d;, 1 (hn(x)) €
Im(dy, 1) O

B.2. Existencia y Propiedades Esenciales de los Functores Ext

Sean M,N R-médulos y (P, €) una resolucién proyectiva de M. Como el functor Hompg(—, N)
es contravariante, se puede considerar la sucesion:

Homp(d1,N)

HOmR(B,N)ZOHHomR(PO,N) oy HomR(Pl,N) HomR_(a;z,N)_“

de acuerdo a las notaciones establecidas en la Seccién A.3 del Apéndice A. Notemos que, dado
n € N, Homg(dpt1, N)oHompg(d,, N) = Hompg(d,odp+1, N) = Homg(0, N) = 0. Por tanto,
Hompg(P,N) es un complejo de co-cadena, cuyos médulos de co-homologia se denotaran por
H"(Hompgr(P,N)) = H"(M,N;P). Sea ahora f : M — M’ un morfismo de R-mddulos y
(P,€), (P, €) resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente. Por la Proposicién 2.3.2,
existe una aplicacién {F, }peny = F : P — P’ de cadena sobre f. Ademds, se tiene que:

HomR(d’n+1,N)oH0mR(F7,,,N) = HomR(F7lod’,L+1,N) = Hompg(Fn11,N)oHompg(dpi1,N).
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En consecuencia, el diagrama:

Homp(Ppiy, N) 2omntnesN)

Hompg(P, ,,,N)
THom(dn“ N) THomzz(din )
Homp(Py, N) «22225  pom p (P, N)
conmuta paratodon € Ny {Homg(F,, N)}nen := Homg(F,N) : Homg(P',N) — Hompg(P,N)

es una aplicacién de co-cadena. En v1rtud de la Proposicién 2.2.1, Homg(F, N) induce un mor-
fismo de R-médulos:

H"(f,N;P',P):= H"(Homg(F,N)): H"(M,N;P') — H"(M, N; P).

Veamos que dicho morfismo estd bien definido al no depender de la eleccién de F'. Si F'y G
son aplicaciones de cadena sobre f, entonces por la Proposicién 2.3.2, F' y G son aplicaciones
hométopas, i.e. existe una homotopia h = {h, : P, — P} }. Entonces, se tiene:

Hompg(dn, N)o Hompg(hy—1,N) + Hompg(hn, N) o Hompg(d,, 1, N)
= Homp(hn—10d,,N)+ Hompg(d,, 1 0 hn, N) = Hompg(hp—10d, +dj, 1 0 hy, N)
= Homp(F, — Gn,N) = Homp(F,, N) — Homg(G,, N).
En consecuencia, {Hompg(hn,N) : Homg(P),,N) — Homg(P,,N)} es una homotopia

entre Homg(F,N) y Homg(G, N). En virtud de la Proposicién 2.2.5, ambas inducen el mismo
morfismo H"(f, N; P', P). Dadas una sucesién exacta de R-médulos y

P:0—P —P—P' —0
una resolucién proyectiva de dicha sucesién, se tiene que la sucesiéon de complejos de co-cadena:
Homp(P,N): 0 — Hompg(P",N) — Hompg(P,N) — Homg(P',N) — 0
es exacta (ver la demostracién del apartado i) del Lema B.2.1). Denotaremos por:
o"(N,P): H"(M',N;P") — H"TY(M" N;P').
a los morfismos conectores asociados a Hompg(P, N) de la Proposicién 2.2.2.
LEMA B.2.1. i) Sean f: M — M’, g : M’ — M" morfismos de R-mddulos; y sean P, P' y

P" resoluciones proyectivas de M, M' y M" respectivamente. Entonces, para cada n € N se
tiene:

H"(go f,N;P",P)=H"(f,N;P',P)o H"(9,N; P", P).
Mas atin Hn(].M,NP P) :IdH”(]\/INP)

ii) Si P:0 — P ANy P" — 0 es una resolucion proyectiva de una sucesion exacta
i

de R-médulos 0 — M’ — M 5 M"” — 0, entonces la siguiente sucesién de R-mddulos es
exacta:
" (NP)

0— H(M',N;P') — - —>H”( ""N; P " H" Y (M, N; P")
H"“(ﬂ}P .P) "+1(4,N;P,P")

g, Ny ) T ENEE) gy NPy

i) Dado un diagrama conmutativo, cuyas filas son sucesiones exactas:

M: 0 M’ M M 0
J P lf J P
£L: 0 r L L 0,

y dado el diagrama conmutativo de resoluciones proyectivas siguiente:

1

P 0 E/ ® P t P// 0
(B.2.1) JF, J F~
Q Q

7\' /l 0
7

!
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donde P y Q son resoluciones proyectivas de M y L respectivamente; y F, F' y F"" son aplica-
ciones de cadena sobre f, f' y [ respectivamente. Entonces, el siguiente diagrama es conmu-
tativo para cada n € N:

HoH (M7, N P e

(B.2.2) Taw NP)

H™(M',N; P')

H™ (L, N Q")
Ta“ (N,Q)

H71+1 /7N§£/,Ql

DEMOSTRACION. 7) Sean F'y G aplicaciones de cadena sobre f y g respectivamente. En-
tonces de igual forma que en el Lema 2.4.1, se sigue que G o F' es una aplicacion de cadena
sobre g o f y se tiene que:

H"(go f,N;P",P)= H"(Hompr(Go F,N)) = H"(Homg(F,N) o Homg(G, N))
= H"(Hompg(F,N)) o H"(Homg(G,N)) = H"(f,N;P',P)o H"(g,N; P", P).

M4s atn, al igual que en el Lema 2.4.1, Idp es una aplicacién de cadena sobre Idys y, en
consecuencia,

Hn(IdM,N,E,E) = Hn(HOTTLR(IdB, N)) = IdH"(HomR(B,N)) = IdH"(]V[,N;B)-
1) Como P es una sucesién exacta, la sucesién siguiente es exacta para cada n € N:
P,:0— P % p, ™ P 0.

Fijado n € N, como en virtud de la Proposicién A.3.1, el functor Hompg(—, N) es exacto a
izquierda, se tiene que la sucesién:

Hompg(mn, Homp(pn,N
) r( r( )

0 — Homp(P",N N Homp(P,, N)

n’

HomR(P»,/“N)-

es exacta. Ahora bien, como P/ es proyectivo, la Sucesién P,, se escinde. Es decir, existe
h: P, — P}, tal que h oy, = Idp;. Entonces dada g € Homg(P,,, N) podemos considerar
goh € Homg(P,, N) y se tiene que:

Hompg(on,N)(goh)=gohoyp,=goldp =g.

En consecuencia, Hompg(p,, N) es suprayectivo y se tiene la siguiente sucesién exacta para
cadan € N:

) HO’”LR_(T;n,

0 — Homgp(P",N N Homp(Po, N) 77" 2% N) g om (P!, N) — 0.

Es decir, se tiene la sucesion exacta de complejos de co-cadena:

Hompg(m,N)
—

0 — Homp(P",N) Homp(P,N) "™ ™) Homp(P',N) — 0

Razonando de la misma manera que en el Lema 2.4.1, por la Proposicion 2.2.3, se tiene la
siguiente sucesién exacta:

0 —s H(Homg(P',N)) —s --- — H"(Homg(P',N)) ") Bt (Homp(P", N))

"+ Homp(w "+l (Hom
H (H_>R( ) Hn+1(M,N;£) H (H_>R(807N)) H”JFI(M/,N;B/) v

K3

Pero como P es una resolucién proyectiva de 0 —» M’ —— M -2 M” — 0, ¢ y 7 son
aplicaciones de cadena sobre i y j respectivamente. Por tanto, Hompg(p, N) = H"(i, N; P, P)
y Homp(w, N) = H"(j, N; P", P), con lo que se tiene ii).

191) Siguiendo el mismo argumento que en el apartado ii) precedente, se tienen las sucesiones
exactas de complejos de co-cadena:

0 — Homg(P",N) — Hompr(P,N) — Hompg(P',N) — 0,
0 — Homp(Q",N) — Homp(Q,N) — Homp(Q',N) — 0.
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Ademds, como el Diagrama (B.2.1) es conmutativo, también lo serd el diagrama:

/1 Hompg(n*,N) Hompg(e*,N) ,
0 —— Homp(P",N) 2" prom (2, NY 2N (P N) ——— 0
THomR(F”,N) THomR(F,N) THomR(F',N)

Hompg(n2,N) )HomR(LpQ,N)
— EE—

Hompg(Q',N) ————— 0

0 ———— Hompg(Q",N)

Hompg(Q,N

Por la Proposicion 2.2.4, se tiene el diagrama conmutativo:

Hn+1(HOmR(£N,N)) H"(Hompg(F",N))

Ta"(N,P) Ta"%zv?@)
H™(Homp(P',N)) o2 g g om i (QF, N)).

H"  (Homp(Q",N))

O

PROPOSICION B.2.2. Sea M un R-mddulo y sean P,Q dos resoluciones proyectivas de M.
Entonces,

H"(Idy, N;P,Q) : H"(M,N; P) — H"(M,N;Q)
es un isomorfismo de R-mddulos, para cada n € N. Ademds, si f : M — M’ es un morfismo
de R-mddulos y P’, Q’ son resoluciones proyectivas de M', entonces el diagrama:

H"(Idwm,N;P,Q)

H"(M,N;P) H"(M,N;Q)
(B.2.3) TH"(f,N;B’,E) TH”(ﬁN;QQQ)
H"™(Id,; N;P',Q'
]{n(]\4/7 NBI) ( M Q) Hn(M/7 N,Q/)

es conmutativo para todo n € N. Mds ain, si M : 0 — M' — M — M" — 0 es una
sucesion exacta de R-mddulos y

P: 0—P —P—P' —0 Q: 0—Q —Q—Q"—0
son resoluciones proyectivas de M, entonces el diagrama siguiente conmuta para todo n € N:

Hn+1(MN,N;£H) Hn(IdM//,N§£”7Q//) Hn+1(M/,7N;Q,,)

(B.2.4) Ta"w,p) Jorave)
H, (Idy;,N;P',Q’
(M N; Py S IBREE ) g N Q).

DEMOSTRACION. Tomando M = M’ = M"; f = g = Idy; P = P"; P' = Q en el apartado
1) del Lema B.2.1 precedente, se tiene que:

H"(Idpy, N;Q,P)o H"(Idy, N; P,Q) = H"(Idy, N3 P, P) = Idgn(v,n:p)-
De la misma manera,

H"(Idy, N3 P,Q) o H"(Idy, N;Q,P) = H"(Idy, N;Q, Q) = IdgnvniQ)-
En consecuencia, H"(Idy, N; P, Q) y H"(Idy, N; Q, P) son isomorfismos de R-médulos.
Ahora, si f : M — M’ es un morfismo de R-mdédulos, de nuevo, aplicando el apartado ) del

Lema B.2.1 a la composicién de f con las aplicaciones identidad correspondientes a izquierda
y derecha, se tiene:

Hn(f7N7Q/7Q) OH”(IdM’7N;£I7Q/) = Hn<]dM’ OfaN;£/7Q) = Hn(f7N7BI7Q)
= Hn(fOIdM7N7£7QI) = Hn(Id]\/va;B7Q) OHn(faN;B/aB)a

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (B.2.3).
14¢) Finalmente, consideremos el diagrama conmutativo:

0 M’ M M 0

J/IdM/ J/]dlu J/Idlw”

0 M M M 0,
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cuyas filas son la sucesion exacta M. Entonces, estamos en las condiciones de la Proposicién
2.3.4. Por tanto, existen aplicaciones de cadena F: P — Q; F' : P — Q'; F"" : P" — Q"
sobre f, f’ y f” respectivamente de forma que el diagrama:

0 P’ Vid P’ 0
(B.2.5) lF JF lF”
0 Q Q Q" 0

conmute. Notemos que se trata de un caso particular del enunciado i) del Lema B.2.1 prece-
dente, donde se han tomado L = M, L' = M', L" = M"; f = Idy, ' = Idyy, f"” = Idpr.
Por tanto, se sigue que el Diagrama (B.2.4) es conmutativo. O

DEFINICION 70 (Functores Ext). Sea N un R-mddulo y n € N. Se define el functor con-
travariante Ext}h(—, N), de la categoria de R-mddulos en st misma, de la manera siguiente:

i) A cada R-mddulo M le asigna en R-mddulo Ext}(M,N) := H"(Hompg(M,P)),
donde P es una resolucion proyectiva de M ;
it) a cada morfismo f: M — M’ de R-mddulos le asigna el morfismo:

Exty(f,N) == H"(f,N; P, P) : Extx(M',N) — Extyp(M,N),
donde P y P’ son resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente.

Del Lema B.2.1 se sigue que Ext(—, N) es un functor contravariante. Ahora bien, si Py @ son
resoluciones proyectivas de un R-mddulo M, se sigue de la Proposicién B.2.2 precedente que
H"(M,N;P)= H"(M,N;Q). Por tanto, los R-médulos { Ext% (M, N)},en son independientes
de la resolucién proyectiva P de M elegida (salvo isomorfismo). Ademés, si f: M — M’ es
un morfismo de R-médulos y B’,Q’ son resoluciones proyectivas de M’, se tiene, de nuevo, por
la Proposicién B.2.2:

Hn(faN;Q/7Q) o Hn(IdM'7N;£/7Q/) = HTL(Id]VI7N;£7Q) o Hn(f7N;£/7B)-
Es decir,

Hn(faNaglvg) = Hn(IdeNvgaQ) © Hn(.f7N7£/7£) © Hn(IdM/7N;QI7£/)7

donde H"(Idy,N;P,Q) y H"(Idy, N; Q/,Bl) son isomorfismos. En consecuencia, el mor-
fismo H"(f, N; P, P') = Exts(f, N) es independiente de las resoluciones P, P’ elegidas (salvo
composicién con isomorfismos). Mds atin, dado un R-médulo N y una sucesién exacta de R-
médulos M : 0 — M’ — M — M"” — 0, el Diagrama (B.2.4) de la Proposicién B.2.2
garantiza que los morfismos conectores:
O"(N,P): H"(M',N;P') — H""*(M" ,N;P")

no dependen de la resolucién 0 — P’ — P — P” — 0 de M elegida (salvo composicién
con isomorfismos). Por tanto, se denotarén por:

o"(M',M";N): Exth(M',N) — Ext™™(M" ,N) n € N.
Supongamos ahora que P es una resolucién proyectiva de M y f : N — N’ es un morfismo
de R-médulos. Entonces, f induce una aplicacién de cadena:

{HomR(Pn7 f)}nEN = HO’ITLR(B, f) : HomR(Ba N) — HomR(B’ N/)’
donde:
Hompg(P,, f): Hompg(P,,N) — Hompg(P,,N’)
g = feog

Ahora, en virtud de la Proposicién 2.2.1, Homg(P, f) induce un morfismo de R-médulos:

H"(Hompg(P, f)) : H*(Homg(P,N)) — H"(Hompg(P,N')).

Ahora bien, se tiene que H"(Hompg(P,N)) = H"(M, N; P) = Ext},(M,N)y H"(Homg(P,N')) =
H"(M,N'";P) = Ext’},(M,N’). En vista de estas consideraciones, podemos dar la siguiente
definicién:

DEFINICION 71 (Functores Ext). Sea M un R-mddulo yn € N. Se define el functor covariante
Ext®(M,—) como sigue:
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i) A cada R-médulo N le asigna el R-médulo Extl (M, N);
ii) a cada morfismo de R-mddulos f : N — N’ le asigna el morfismo de R-mddulos:

Eatf (M, f) = H"(Hom(P, f)) : Eat?(M,N) — Eat®(M,N'),
donde P es una resolucion proyectiva de M.

Es facil comprobar que Ext}(M,—) es un functor covariante. Ahora bien, si f : N — N’ es
un morfismo de R-médulos y P, @ son resoluciones proyectivas de M y n € N, consideremos el
diagrama:

Hn(M7N,£) H"(Hompg(P,f))

(B.2.6) H”(IdM,N;QaE)T
H"(M,N;Q)

H"(M,N'; P)
TH,,L(IdM,N/;Q,B)

H"(Homg(Q,
Homn @) g e )

Notemos que H"(Idy, N; Q, P) = H"(Homg(F,N))y H"(Idy, N'; Q, P) = H"(Hompg(F, N'))
para cualquier F' : P — @ aplicacién de cadena sobre Idys. Pero, para cada g € Homp(Qn, N)
se verifica:

(HomR(Pru f) o HomR(Fna N))(g) = HomR(Pna f)(HomR(Fn>N)(g)) = HomR(Pn7 f(g o Fn))
= fogoFn=(Homp(Qn, f)(9)) o Fn = (Homp(Fy,N') o Hompg(Qn, f))(9)-

Entonces, se sigue que:
H"(Hompg(P, f)) o H"(Homp(F,N)) = H"(F,N') o H"(Q, N),

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (B.2.6). Ademds, por la Proposicion
2.4.2; se tiene que H,(Idy, N;Q,P) y H,(Idy, N'; P, Q) son isomorfismos. Por consiguiente,
H"(Homg(P, f)) = Ext}(M, f) es independiente de la resolucién proyectiva P de M elegida
(salvo composicién con isomorfismos).
Consideremos ahora un R-médulo M, una resolucién proyectiva (P,e) de M y una sucesién
exacta de R-moédulos:

0— N — N — N"—0.

Como P, es un R-médulo proyectivo, Hompg(P,, —) es un functor exacto para todo n € N, i.e.
0 — Hompg(P,,N') — Hompg(P,,N) — Hompg(P,,N") — 0

es una sucesién exacta de R-mddulos para todo n € N. Por tanto la sucesién de complejos de
cadena:

P 0 — Homg(P,N') — Homg(P,N) — Homg(P,N") — 0
es exacta y, en virtud de la Proposicién 2.2.2, existen morfismos conectores:
" : Ext’y(M,N") = H"(Homgr(P,N")) — H""'(Homg(P,N'")) = Exti" (M,N), neN.

Veamos ahora que estos morfismos conectores no dependen de la resolucién proyectiva (P, €)
de M elegida (salvo composicién con isomorfismos). Sean (P,ep) y (Q,€q) dos resoluciones

proyectivas de M y 0 — N’ — N -1 N” — 0 una sucesién exacta de R-médulos. Por la

Proposicién 2.3.2, existe F' : P — @ una aplicacién de cadena sobre Idy;. En consecuencia,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo cuyas filas son sucesiones exactas:

0 —— Homp(P,N") 2" L pomp(P, Ny 2B fom (P, N") ——5 0

THO"LR(F,N/) THO“’LR(FJV) TH()TVLR(F,N”)
, Homp(Q,1) Homp(Q,7) 1
0 ——— Homp(Q,N') ————— Homp(Q,N) ————— Homp(Q,N") ———— 0

Por la Proposicién 2.2.4, se sigue que el siguiente diagrama es conmutativo para todo n € N:

n+1 om ’
B (Homp (P, N')) YD ot (fomp (Q, N'))

I I

H*(Homp(P, N")) &-Em2END) - prn( Homp(Q, N™)),
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donde H™ ™ (Homp(F,N')) = H"**(Idpy, N';Q, P) y H*(Homp(F,N")) = H,(Idy,N";Q, P)
son isomorfismos (cf. Proposicién B.2.2). Por tanto, estos morfismos conectores se denotaran
por:

O"(M;N",N') : Ext’},(M,N") — Ext%™ (M, N').

TEOREMA B.2.3. i) Sean N un R-mddulo y 0 — M’ Ly M L M" — 0 es una
sucesion exacta de R-mddulos. Entonces, las sucesiones:

Exzt™ "1 (g,N
0 — Bat®(M”,N) — - — Bttt (M, N) “ 0™ g (a1, N)

Ext L (f,N (M M
Y part o, N) 7T Bag i, N) — -

Exth ™ (f,N)

Exth ™ (N,f) Exth ™' (N,g)

0 — ExtQ(N,M') — -+ — Ext’s ' (N, M)

E tn—l N, _ an—l N;M”,M’
N9 pegnety, pny O A

Ext™ (N, M)
Ext(N, M) —» -

son exactas.
1) Si el diagrama:

M: 0 M M M 0
(B.2.7) lf’ Jf lf”
K: 0 K’ K K" 0,

cuyas filas son sucesiones exactas de R-mddulos, es conmutativo, entonces, los dia-
gramas:

'rL—l(M//7M/;N)
5

n—1 . " ’
Batn(M",N)  Batn (N, prf — D

Ext? (M, NY Bt (M, N)

Ext?%(f/,N)T Ewt}%(f”,N)T J{Eﬂftﬁ(l\/,f”) letﬁ(Mf/)

n—1 ’ ", n—1 . " ’
Bat Y (K, N S pagn (k7 NY  Batn (N, KD pagn (N K

son conmutativos para todon € N, n > 1.
i43) El functor Extly (M, N) es lineal en M y N para todo n € N.
i) Existe un isomorfismo Ext% (M, N) = Homp(M,N) que es functorial en M y N.
v) Si P es un R-mddulo proyectivo, entonces Ext}(P,N) = 0 para todo R-médulo N y
todon € N conn > 1.

DEMOSTRACION. %) La primera de las sucesiones es exactamente la sucesién del apartado
i1) del Lema B.2.1, que es exacta. Para comprobar la exactitud de la segunda se aplica la
Proposicion 2.2.3 a la sucesion exacta de complejos de co-cadena:

0 — Homp(Q,M') — Hompg(Q, M) — Hompg(Q, M") — 0,

donde @ es una resolucién proyectiva cualquiera de N.

i1) Por una parte, tomemos resoluciones proyectivas 0 — P’ — P — P — 0y 0 —
Q — Q — Q" — 0 de M y K respectivamente. Por la Proposicién 2.3.2, se tiene que
existen aplicaciones de cadena F': P — Q' y F"' : P — Q" sobre f’ y f” respectivamente.
Ahora, en virtud de la Proposicién 2.3.4, existe una aplicacién de cadena F : P — Q sobre f
que hace el Diagrama (B.2.1) conmute. Ahora estamos en las condiciones del apartado ii) del
Lema B.2.1. En consecuencia, el Diagrama (B.2.2), que es precisamente el primer diagrama del
apartado i), conmuta. De otro lado, si P es una resolucién proyectiva cualquiera de N, como
el Diagrama (B.2.7) es conmutativo, también lo serd el diagrama:

0 —— Hompr(P,M') —— Hompg(P,M) —— Homg(P,M") —— 0
J{Homn(ﬁ,f') lHomR(E,f) J{HomR(B,f”)

0 —— Homg(P,K') —— Homg(P,K) —— Homgr(P,K") —— 0
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Aplicando la Proposicién 2.2.4 al diagrama anterior, se sigue que el diagrama:

H* Y (Homp(P, M")) 2" H"(Homp(P,M"))
H"*(HomR@,f“))l JH"(HomR@,f'))

1

H" Y(Homp(P,K")) L H"(Homp(P, K"))

donde 0"~ ! y @™ ! son los morfismos conectores correspondientes, es conmutativo. Es decir,
el segundo diagrama del apartado ii) es conmutativo. 4ii) De un lado, sean k,l : N — N’
morfismos de R-mddulos; a,b € R; P una resolucién proyectiva de un R-mddulo M. Entonces,
para cada n € N, se tiene que:
aBxth(M, k) + bExty(M,1) = aH" (Hompg(P,k)) + bH"(Hompg(P,1))
= H"(Hompg(P,ak)) + H*"(Hompg(P,bl)) = H"(Homp (P, ak + bl)) = Exts (M, ak + bl).
En consecuencia, se tiene la linealidad en N. De otro lado, sea N un R-médulo; f,g: M —
M’ morfismos de R-médulos; a,b € R; (P,¢) y (P, €') resoluciones proyectivas de M y M’

respectivamente; y n € N. Por la Proposicién 2.3.2, existen aplicaciones de cadena F,G : P —»
P’ sobre f y g respectivamente. Entonces,

(af +bg)oe=ua(foe)+blgoe)=aleoFy)+b(e oGy) =€ o(aFy+ bGy).
Por tanto, aF' + bG es una aplicacién de cadena sobre af + bg. En consecuencia,
Exth(af +bg, N) = H"(af + bg, N; P, P) = H"(Hompg(aF + bG, N))
= H"(Hompg(aF,N)+ Hompr(bG,N)) = H"(aHomgr(F,N)) + H"(bHomgr(G, N))
=aH"(Homg(F,N))+bH"(Homg(G,N)) = aExzty(f, N) + bExt% (g, N),
donde las igualdades se siguen de la linealidad del morfismo inducido por una aplicacién de

cadena (ver Proposicién 2.2.1). Por tanto, Ext,(M,N) es lineal en M. iv) Sean N y M
dos R-mddulos, y sea (P,¢) una resoluciéon proyectiva de M. Entonces, como la sucesién

d L
P, % Py - M — 0 es exacta y, como el functor Hompg(—, N) es exacto a izquierda, se
sigue que la sucesién de R-moédulos:

HOmR(dl,N)
—

(B2.8) 0 —— Homp(M,N) 22N gomp(Py, N) Homp(P1, N)

es exacta. En particular, Hompg(e, N) es monomorfismo de R-mddulos y, por el Primer Teo-
rema de Isomorfia, Homg(M,N) =2 Im(Hompg(e, N)). Por exactitud de la Sucesién (B.2.8):
Ext% (M, N) = ker(Hompg(d1,N)) = Im(Hompg(e, N)) & Hompg(M, N). Dicho isomorfismo se
denotaré por:

Y(M,N): Homgr(M,N) — Ext%(M,N)
g — goe=Hompg(e,N)(g9) € Im(Homp(e, N)),

para cada g € Homg(M, N). Veamos que ¥(M, N) es functorial en M y N. Sea f: M —
M’ un morfismo de R-médulos y sean (P,¢), (P',€') resoluciones proyectivas de M y M’
respectivamente. En virtud de la Proposicién 2.3.2, podemos suponer que existe una aplicacién
de cadena F : P — P’ sobre f. Consideremos el siguiente diagrama:

Ext%(M, N) Y Homp (M, N)

(B.2.9) Ezt%(f,N)T THomR(ny)

Eat® (M, N) 'Y Homp (M7, N)

Utilizando F para evaluar Ext}(f, N), se tiene que:
(Eathy(f, N) o (M, N))(g) = HO(Homp(F, N)) o (M, N)(g) = g o o Fy
=gofoe=((M,N)oHomg(f,M))(g),

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (B.2.9). Esto prueba que ¢¥(M, N) es func-
torial en M. De otro lado, si g : N — N’ es un morfismo de R-médulos y P es una resolucién
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proyectiva de M, podemos considerar el diagrama:

Ext®(M, N) YY) Homp(M, N)

(B.2.10) Extg(M,gd JHomMM,g)

Ext® (M, N') "2 Hom (M, N')

Se tiene que:
(Extg(M,g) o (M, N))(h) = H*(Homp (P, g)) o (hoe)=gohoe
=(goh)oe= ((M,N')o Homp(M,g))(h),

de donde se sigue la conmutatividad del Diagrama (B.2.10). Esto prueba que (M, N) es

functorial en N. v) Si P es un R-mddulo proyectivo, 0 — P 198 P 4 0 es una resolucién

proyectiva de P. Utilizdndola para calcular Ext, (M, N) se tiene que, como P,, = 0 para todo
n€ N conn>1, H*(Homgr(P,N)) = ExtE(M, N) = 0 para todo R-médulo N y todo n € N
conn > 1. O

PROPOSICION B.2.4. Sea R un anillo noetheriano y N un R-mddulo. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
i) N es inyectivo;
i) Exth(M,N) =0 para todo R-mddulo M ;
i11) Ext%(M, N) =0 para todo R-mddulo M y todo j €N, 5 > 1;
w) Exth(M,N) =0 para todo R-mddulo M finitamente generado;
v) Exth(a, N) =0 para todo ideal a de R.

DEMOSTRACION. %) = i) Sea M un R-mdédulo cualquiera. En virtud de la demostracién

de la Proposicién 2.3.1, podemos considerar una sucesién exacta de R-médulos: 0 — Q ——
P — M — 0, donde P es proyectivo. Por el apartado i) del Teorema 2.5.1, se tiene la
sucesion exacta de R-mdédulos:

0 s
(B.2.11) Ext%(P,N) 728N B0 (Q, N) —s Eatly(M, N) —s Exth(P,N).
Ahora bien, como P es proyectivo, en virtud de la Proposicién 2.6.2, ExthL(P, N) = 0. Ademds,
por el apartado iv) del Teorema 2.5.1, existen isomorfismos functoriales Hompg(P, N) = Ext% (P, N)
y Homg(Q,N) = Ext%(Q, N). Es decir, se tiene el diagrama conmutativo:

2t i,
Ext%(P,N) 220N g0 (9, N)

l l

Homg(P,N) 22N o 2(Q, N)

Como N es inyectivo, en vista de la Observacién 14, Homg (i, N) es epimorfismo y, en consecuen-
cia, también lo serd Ext% (i, N). Por exactitud de la Sucesién (B.2.11), debe ser ExthL (M, N) =
0. 4i) = 4ii) Probémoslo por induccién. Si n = 1 el resultado es cierto por hipétesis.
Supongamos n > 2. Dado un R-mdédulo M consideramos una sucesién exacta de R-mddulos:

0 — Q - P — M — 0, donde P es proyectivo. En virtud de la afirmacién i) del Teorema
2.5.1, se tiene la sucesién exacta: Ext’s '(Q, N) — Exth(M,N) — Ext% (P, N). Ahora bien,
Ext"~1(Q, N) = 0 por hipétesis inductiva y como P es proyectivo, por la Proposicién 2.6.2,
Exth(P,N) = 0. Luego por exactitud debe ser Ext’ (M, N) = 0. iii) = iv) Inmediato, pues
i) es un caso particular de #ii). iv) = v) Inmediato, pues como R es un anillo noetheriano,
todo ideal de R es finitamente generado como R-médulo. v = i) Para cada ideal a de R se tiene

la sucesién exacta de R-médulos: 0 — a — R —— R/a — 0. De nuevo, por el Teorema

Ext%(i,N .
2.5.1, se tiene la sucesién exacta: Ext% (R, N) (M) Ext%(a, N) — Exth(R/a,N). Los iso-

morfismos functoriales Ext% (R, N) & Hompg(R,N) y Ext%(a,N) = Hompg(a, N) garantizan
la exactitud de la sucesién: Homp(R, N) Homn(,N) Hompg(a,N) — Exth(R/a,N). Ahora
bien, por hipétesis se tiene que ExtL(R/a, N) = 0. Por tanto, Hompg(i, N) es epimorfismo. Es
decir, dado f € Hompg(a, N), existe g € Homg(R, N) tal que goi = f. En virtud del Teorema
de Baer (cf. Teorema A.5.1), N es inyectivo. O
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