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Resumen

La distribucion de puntos es un objeto de estudio de gran interés y claras aplicaciones
practicas. En este trabajo se ha buscado distribuir puntos sobre la esfera S® con el ob-
jetivo de minimizar la energia logaritmica. Para ello, se ha empleado como herramienta
fundamental a lo largo del trabajo la fibraciéon de Hopf.

La fibracién de Hopf permite asociar a cada punto de S? una circunferencia méaxima
de S3. Esto ha permitido emplear distribuciones de puntos con energfa logaritmica baja
en S? para obtener asi distribuciones de puntos en S3.

Se ha comenzado por distribuir los puntos aleatoriamente de manera uniforme. Se he-
cho esto tanto en S® como en S?, usando después la fibracién de Hopf para obtener puntos
en S3. Se han empleado también nociones de simetria para mejorar dichas distribuciones.

Tras esto, se han distribuido puntos empleando el conjunto diamante, presentado en
[1]. Sin embargo, no ha sido posible obtener resultados de manera analitica, y se ha re-
currido al célculo numérico. Esto ha permitido recuperar los dos primeros términos de la
expansion asintética y obtener un término lineal con coeficiente cercano a 0.

Finalmente, se ha empleado un proceso de puntos determinantal, el spherical ensemble
presentado en [2]. Este proceso ha permitido obtener la siguiente expansién asintotica:

N 1 N or 1,
_ = s - \___ = /3 1/3
E=———3NlogN+ 7 <2+10g 64> s N+ OW).

La comparativa de este resultado con el proceso determinantal harmonic ensemble
(presentado en [3]) ha permitido ver como los puntos dados por la combinacién de la
fibracion de Hopf con el spherical ensemble presentan una energia logaritmica menor.
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Abstract

The distribution of points is an object of study of great interest and clear practical
applications. In this work, the aim has been to distribute points on the sphere S* with
minimal logarithmic energy. In order to do so, the Hopf fibration has been used as the
main tool.

The Hopf fibration allows us to associate a maximal circumference of S3 to each point
in S2. This has made it possible to use point distributions with small logarithmic energy
in S? to obtain point distributions in S3.

The first step was to randomly distribute the points uniformly. This was made both
in 5% and S?, making use of the Hopf fibration to obtain points in S®. Some symmetry
notions have been used to improve these distributions.

Following this, points have been distributed making use of the Diamond ensemble,
presented in [1]. However, it has not been possible to obtain results analytically. This has
led to numerical analysis and the first two terms of the asymptotical expansién have been
recovered. Furthermore, a linear term with a coefficient close to 0 has been found.

Finally, a determinantal point process called Spherical ensemble and presented in
[2] has been used. Combined with the Hopf fibration, this point process has led to the
following asymptotical expansion:
N? 1 N 97
Comparing this result with the point process Harmonic ensemble (presented in [3])
allows us to notice how the points given by the combination of the Hopf fibration and the
Spherical ensemble present lower logarithmic energy.

N2/3 + O(N1/3).

Keywords

Logarithmic energy, sphere, Hopf fibration, Diamond ensemble.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Marco del problema

La distribucion de puntos en un subconjunto de R™ con un objetivo dado es un objeto
de estudio de gran interés. Entre los posibles subconjuntos de R™ que se pueden tomar,
cabe destacar la esfera, por su simetria y simple formulacion:

§T={xeR"" . [[x||=1},

donde ||x|| denota la norma Euclidea.

En particular, la buena distribucién de puntos sobre la esfera es el hilo conductor de
varios trabajos, que se pueden encontrar recogidos en [4]. Sin embargo, dependiendo del
objetivo de la distribuciéon de puntos, queda por definir o concretar qué es una buena
distribuciéon. De esta manera, existen varios problemas centrados en la distribucion de
puntos sobre la esfera que tienen por objetivo distintas métricas. En primer lugar, existen
trabajos que tratan de maximizar la minima distancia entre dos puntos cualesquiera del
conjunto:

max min _||x; — xl].
Xl,...,XNGSd 1<i<G<N
Esto se conoce como best packing problem y su formulacién se atribuye al ambito de
la biologia. Existen también trabajos que tratan de minimizar la méaxima distancia entre
un punto cualquiera de la esfera y el punto mas cercano del conjunto elegido:

min ~ max min ||y — x;l|.
X1,..,XNyESY yesd 1<i<N
Esto se conoce como best covering problem y responde por ejemplo a la pregunta de
como situar un servicio dado en varias localizaciones minimizando la distancia maxima
(por ejemplo a la hora de situar gasolineras).

Tanto el best packing problem como el best covering problem se suelen dar en términos
de la distancia Euclidea, aunque también puede emplearse la distancia geodésica, pues
ambas son aproximadamente iguales para distancias pequenas:
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HXQHE = sin (@) = ||x||¢ = 2 arcsin (@) ~|x||lg Vx e R":||x]| =0,

donde se ha denotado por ||x||g la distancia Euclidea y por ||x||q la geodésica.

Otra definicién de buena distribuciéon de puntos en la esfera surge de la integracién
numérica. Se entiende en este contexto por buena distribucién aquella que proporciona un
error bajo al emplear los puntos para aproximar integrales mediante métodos numeéricos.

Entre los distintos enfoques posibles destaca la buena distribucién de puntos en el
sentido de minimizar una energia

N
Ex(x1,...,Xy) = g K (x;,x;).
ij=1
i#]
De nuevo, la eleccion de K se corresponde con diferentes problemas de similar formu-
lacién. Tomando

1
R0 = o —x]
se tiene el problema de Thomson. Este problema surge de la electrostatica, y se corres-
ponde con la distribucién de N cargas puntuales en un conductor tal que este esté en
equilibrio. La generalizacion del problema de Thomson se tiene con el s-potencial de
Riesz

1

[Ixi = x|

K(XZ‘, Xj) =

que permite modelar otras cantidades fisicas. También son objeto comin de estudio el
problema de polarizaciéon o el problema de maximizacion de determinantes, entre otros,
que no se describen por tener menor parecido a lo realizado en este trabajo. Un problema
de especial interés relacionado con la minimizacién de energia en la esfera es el definido
por M. Shub y S. Smale: Encontrar un algoritmo que, dado N, devuelva N puntos sobre
la esfera de Riemann xq, ..., xy tal que, para una constante universal c, se tenga

1
g log —— — Vy < clog N,
. X.

donde Vi es la energia logaritmica minima de /N puntos sobre la esfera de Riemann.
Este problema recibe el nombre de problema 7 de Smale, y motiva asi el interés en el
estudio de la energia logaritmica, dada por
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y su valor minimo se denota por

510g(5d’, N)= min FE(x1,....Xn).
X1,..., XNy ESY

La eleccion del uso de la energia logaritmica no es arbitraria en el problema 7 de Smale,
pues en [5] se muestra su relacién con el condicionamiento de polinomios y la resolucién
de ecuaciones polinomiales. En la bisqueda de un conjunto en la esfera que minimice la
energia logaritmica (y resuelva asi el problema 7 de Smale) se ha estudiado la expansién
asintética de dicha energia. Sobre esta expansién existe la siguiente conjetura para la
esfera S?, presentada en [6]:

1
Elog (5%, N) = Wi (S*)N? — 5Nlog N + CiogN + o(N),

segin N — oo, donde Wj,e(S?) es la energia minima para el caso continuo (de valor
conocido) y Cj,e una constante de valor conjeturado

1. 2 N3
Clog = 2log2 + = log = 4+ 3log ———— = —0,055605... 1.1
log 0og + 92 og 3 + 0og F(l/?)) ( )
Como se puede ver, el valor de Viy (que es igual a €1,4(S?, N)) del problema 7 de Smale
no solo es desconocido, sino que no se conoce su expansion en el orden logaritmico, orden

necesario para la resolucion del problema.

Una extensién légica del problema de minimizar la energia logaritmica en la esfera es
hacerlo sobre dimensiones mayores. En el caso S%, la expansién asintética (presentada en
[7]) de la energia es

1
glog(sda N) = VVlog(Sd>N2 - ENIOgN + O(N)7

segiin N — oo. No existen conjeturas por tanto sobre el término lineal. Para la esfera S3,
sustituyendo, se tiene

1
8log<537]\/v) = VVlog<SB>N2 - gNlOgN + O(N)7
segin N — o0, con

d
VV]Og(S3) = % Ws(ss) -
s=0

d
ds

— (2%(3__” = -1/4

La expansién asintdtica de la energfa logaritmica en la esfera S® queda entonces

—1 1
El0g(S%, N) = TN2 - §NlogN+O(N). (1.2)
Este trabajo se centrara en proponer distribuciones de puntos que permitan minimizar

la energia logaritmica en S®, obteniendo el término lineal en la ecuacién (1.2)).
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1.2. Enfoques presentados

Una vez definido el objetivo principal de este trabajo, es momento de presentar las
distintas herramientas que se emplearan para llevar a cabo dicho objetivo. El hilo conduc-
tor del trabajo va a ser la fibraciéon de Hopf. La fibracion de Hopf es una funciéon continua
de S3 en S? que asigna a cada circunferencia méxima de S® un punto de S2%. De esta
manera, se va a buscar buenas distribuciones de puntos en S? para, después, emplear la
contraimagen de la fibracién de Hopf y obtener puntos en S°.

Dado un punto en S?, la contraimagen de la fibracién de Hopf proporcionard una
circunferencia maxima (S') en S®. Sin embargo, distribuir puntos en S* es un problema
sencillo de solucién conocida, pues basta tomar las raices de la unidad. Esto permitira ge-
neralizar una distribucién de puntos en S? a una en S3. Por lo tanto, en este trabajo se
tratard de, empleando buenas distribuciones de puntos en S?, conseguir buenas distribu-
ciones de puntos en S3.

En primer lugar, se va a comenzar por el conjunto diamante, un conjunto de puntos
determinista (o mds bien no completamente aleatorio) definido en [1]. Este conjunto cons-
truye una configuracién en S? con el objetivo de minimizar la energfa logaritmica. Para
ello, se sitian los puntos en raices de la unidad en paralelos. Las alturas de los paralelos
y el nimero de puntos en cada uno se eligen para optimizar la energia logaritmica.

En segundo lugar, se han empleado distribuciones aleatorias uniformes tanto en S?
como en S® con la finalidad de tener un punto de partida para comparar las energias lo-
garftmicas de las distintas distribuciones. Como es l4gico, en el caso S? ha sido necesario
aplicar después la contraimagen de la fibracion de Hopf.

Finalmente, se han empleado los puntos generados a partir de el proceso de puntos
determinantal spherical ensemble sobre la recta proyectiva compleja. La definicion de la
recta proyectiva compleja como esfera de Riemann ha permitido situar los puntos en S? y,
de nuevo, la fibracién de Hopf ha permitido obtener puntos en S®. Estos resultados se han
comparado con los dados por otro proceso de puntos determinantal, el harmonic ensemble.

1.3. Resultados principales

Con los enfoques expuestos anteriormente, se han obtenido dos resultados principales.

En primer lugar, el calculo de la expansion asintotica de la energia logaritmica no se ha
podido realizar de manera analitica para los puntos obtenidos a partir de la contraimagen
de la fibracién de Hopf de puntos en S? dados por el conjunto diamante. Sin embargo, se
han obtenido resultados positivos de manera numérica, pudiendo obtener los dos primeros
términos de la expansién asintotica mostrada en la ecuacion y un término lineal de
coeficiente cercano a 0. Los resultados obtenidos numéricamente se han representado en

las figuras [3.1] y
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En segundo lugar, el calculo de la expansion de la energia logaritmica para los puntos
dados por las fibras del spherical ensemble presenta un valor
-1

1
Biog = - N* = gNlog N + CilN — CoN*P - O(NY?),

con C7 y (5 constantes cuyo valor se puede aproximar con precision arbitraria a dos

~

constantes C'; y (s cuyo valor se muestra a continuacién:
-1 iy
» O =3 (2+10g64).
_ 4
» O = 34/3,2/3

La expansion dada por el proceso de puntos determinantal spherical ensemble permite
obtener asi una cota superior para el coeficiente lineal de la expansién asintética de la
energia minima.

Este resultado se ha comparado con el harmonic ensemble, presentado en [3], que su-
pone la colecciéon de puntos con mejor energia logaritmica conocida. Se ha visto como el
spherical ensemble proporciona un término lineal menor en la expansion asintdtica. Se
tiene por tanto que el conjunto dado por el proceso de puntos determinantal spherical
ensemble presenta una energia menor que el harmonic ensemble. Los resultados obtenidos
con los distintos conjuntos se muestran en la tabla (1.1}

Distribucién Expansién asintotica

Spherical ensemble EN? —iNlogN + & (2+1og &) — CoN?/3 + O(N1/3)
Harmonic ensemble FNZ—INlogN + (3log i +1log2+1p (3) +3) N +o(N)
Uniforme S® ZN?4+3IN

Uniforme S? y simetria _TINQ + (% — log 2) N

Uniforme S? y fibras =IN%+(1—2log2) N

Uniforme S2, simetria y fibras %NQ + (g (1 —log2) — log 7) N

Tabla 1.1: Expansiones asintéticas de las distintas distribuciones de puntos estudiadas.
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Capitulo 2

La esfera S°

Se va a estudiar en este capitulo la esfera S3. Para ello, se comenzaré presentando los
cuaterniones. Esto permitira una mayor comprension de la fibracién de Hopf, herramienta
fundamental de este trabajo. Finalmente, se presentara la recta proyectiva compleja y su
relacién con la esfera S2.

2.1. Los cuaterniones

De forma similar a los nimeros complejos, los cuaterniones son una extension de los
nimeros reales. Mientras que los nimeros complejos representan rotaciones en el plano,
los cuaterniones surgen con la finalidad de codificar rotaciones en R3.

Los cuaterniones son el resultado de anadir tres unidades imaginarias ¢z, j y k£ a R.
Estas verifican i2 = j? = k? = —1. De esta manera, el conjunto de los cuaterniones se
puede expresar como:

H={a+0bi+cj+dk|ab,cdeR}.
Los cuaterniones forman un anillo (aunque no un cuerpo, como se vera a continuacién).
La suma es la heredada de R. La multiplicacion sigue las reglas:
ij =k, jk=1i, ki=yj,
ji=—k, kj=—i, ik=—j.
Consecuencia clara de estas reglas resulta la no conmutatividad de la multiplicacion.

Por ejemplo, se tiene ij # ji. Por lo tanto, los cuaterniones no forman un cuerpo.

De manera analoga a los complejos, se tiene que la norma de un cuaternién r =
a+ bi + ¢j + dk, definida como la norma como vector en R*, viene dada por:

|| = Va2 + 0> + ¢ + d* = VT,

donde ¥ = a — bt — ¢j — dk es el conjugado de r.
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Todo cuaternién no nulo r tiene un inverso multiplicativo, que viene dado por

Se define como cuaternién unitario aquel de norma unidad. Se tiene que si r es unita-
rio, su inverso es igual a su conjugado.

Una caracteristica clave de los cuaterniones, especialmente en su relacién con la fi-
bracién de Hopf, es su capacidad para codificar rotaciones en R?. Dado un punto p =
(r,9,2) € R® y un cuaternién r, se define el cuaternién puro (sin parte real) p =
xi 4+ yj + zk. Entonces se define la rotacion

Fy(p) = rir " = v,

donde la iltima igualdad se cumple si r es unitario. Es facil ver que R, conserva la norma y
que su inversa viene dada por R = R(,-1y, aplicando la asociatividad de la multiplicacion
de cuaterniones. Ademas, los cuaterniones permiten calcular facilmente la composicion de
rotaciones:

Rr o Rs = Rrs

Se puede ver también como dividir r por su norma no modifica R,, por lo que nos cen-
traremos en cuaterniones unitarios de ahora en adelante (luego hay 3 grados de libertad,
lo cual encaja con una rotacién en R3).

Por 1ltimo, queda ver como codifica la informacién sobre la rotacién R, el cuaternion
r =a+ bi + cj + dk. Se tiene que R, se corresponde con la rotaciéon determinada por el
eje (b,c,d) € R® y el d4ngulo

0 =2cos !(a) = 2sin (Vb2 + 2 + d?).
Esto se tiene en varios pasos:
1. Ver que (b, ¢, d) es invariante por R,.
2. Tomar un vector w perpendicular a (b, ¢, d).

3. Calcular el angulo entre w y R, w.

2.2. La fibraciéon de Hopf

La fibracién de Hopf es una funcién continua h : S® — S? dada por:

h(a,b,c,d) = (a* + b* — ¢* — d*,2(ad + be), 2(bd — ac)). (2.1)

Resulta fécil ver que los cuadrados de las componentes del lado derecho de la igualdad
suman (a? + b* + ¢ + d?)? = 1, por lo que la imagen est4 en efecto en S2:

8
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|h(a,b,c,d)||* = (a® +b* — ¢ — d*)* + 4(ad + bc)* + 4(bd — ac)?
= (a®+b*)* + (A +d*)? —2(a* +b*) (P +d?) +4(a’d* +b** 4 2abed) +4(b*d* + a?c — 2abed)
= a'+0' +2a°0* +t +d* 22 A - 2aPC® — 207 d* — 207 C* — 267 d* +4a’ AP +4b P+ 4b° d* +-4a P
= a* b A 20 0 2P AP 4207 P28 P 202 202 AP = (aP bR Hd?)? = 12 = 1.

En la notacién introducida anteriormente con los cuaterniones, dado Py = (1,0,0) €
S?2yre S CR? lafibracién de Hopf tiene la forma

h(r) = R.(Po) = rPyF = rir, (2.2)

donde r se ha expresado como cuaternién r para la multiplicaciéon. Es decir, la fibracion
de Hopf manda el punto r € S al punto que representa el giro de (1,0,0) € S? codificado
por r segun lo visto anteriormente. La equivalencia de las férmulas (2.1) y (2.2) se muestra

en el lema 2.2.2]

Dado un punto P € S? se tiene que la preimagen h~'(P) es un circulo maximo en S°.
Dicha preimagen recibe el nombre de fibra de P y se dice entonces que S? es un fibrado
no trivial sobre S?, con fibra una circunferencia (S').

La preimagen de un punto P = (py, p2, p3) € S? se corresponde con todas las posibles
rotaciones de (1,0,0) € S? en P. Se tiene entonces que el eje de rotacién debe estar
necesariamente en la circunferencia mediatriz de {(1,0,0), P}. Un caso sencillo para el
calculo del cuaternion es cuando el eje de rotacién es perpendicular al plano dado por el
origen y los dos puntos. Esto se muestra en el siguiente lema:

Lema 2.2.1. El cuaternién que codifica la rotacién del punto (1,0,0) € S% en P =
(p1,p2,p3) € S? de eje perpendicular al plano formado por ambos puntos y el origen viene
dado por

>
|

L+ (1_ Psj p2k>
2 1+p 14+p /)

Demostracion. Buscamos el cuaternién r = a + bi + ¢j + dk que codifica la rotacion. De
acuerdo con lo visto en la seccién [2.1] se tiene que el a vendra dado por el dngulo de
rotacion:

0 (1,0,0) - ((1+p1)/2,p2/2,p3/2) L+p

a = COS 7 = ==

2 I1+p+ 03+ 0%+ 2p V2(L+p1)

donde se ha aplicado que P € S2.

El eje sera proporcional a un vector perpendicular a los dados por ambos puntos.
Mediante el producto escalar se tiene

(b’ C, d) = k(o) _p37p2)7

9
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con k una constante dada.

Imponiendo que a? + b% + ¢ + d? = 1 se tiene k = ———— y por tanto el resultado

v/ 2(1+p1)
buscado. O

Una vez presentado el cuaternion que codifica este caso mas simple, un calculo rapido
permite ver que la fibra viene dada por:

h_l(P> = {feit}03t<27r~

Expresando esto en R* se tiene:

h='((p1, D2, p3))

1
=————((14p1)cost, (1 +py)sint,pysint — p3cost,pycost + pgsint), (2.3)
2(1+m)

cont € [0, 2m).

Como se puede ver en la férmula de 7, el punto P = (—1,0,0) representa un caso
especial (pues (1,0,0), P y el origen estan alineados) y entonces la fibra viene dada por:

hH(=1,0,0)) = {e" }o<r<an.

Dado que la esfera S® se encuentra en R*, la visualizacién de las fibras no resulta
trivial. Se emplea para ello la proyeccién estereografica que establece una funcién continua

$3\(1,0,0,0) — R3:

(w7fc,y72)r—>( SE )

l—wl—w' 1l—w
La proyeccién estereografica permite ver que toda pareja de fibras esta entrelazada,
teniendo ademaés interseccion vacia.

—_ T . o

Figura 2.1: Representacién gréafica de la fibracién de Hopf mediante la proyeccion este-
reografica. Figura obtenida de [8].

10
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Otra forma de expresar la fibraciéon de Hopf, que serd util en el desarrollo de este
trabajo, es la siguiente:

h:C*—CxR
(20,21) — (2202_1, ’20‘2 — |21’2). (24)

La equivalencia de las férmulas (2.1)), (2.2) y (2.4)) se verifica en el siguiente lema:

Lema 2.2.2. Las tres formulaciones de la fibracion de Hopf dadas por las ecuaciones

(2.1), (2.2) v (2.4) son equivalentes.

Demostracion. Desarrollando ([2.2)) se tiene:

h(r) = h(a+bi +cj+dk) = (a + bi+ cj + dk)i(a — bi — ¢j — dk)
= (=b+ai+dj — ck)(a—bi —cj — dk) = (a® +b* — ¢ — d?)i + 2(bc + ad)j + 2(bd — ac)k,

con lo que se recupera ([2.1)) identificando los cuaterniones con R*. De la misma manera,

desarrollando (2.4) se tiene:

h(z,21) = h(a + bi,c + di) = (2(ac — bd) + 2(ad + be)i,a® + b* — & — d?).

En este caso, es necesario realizar una permutacion de los ejes para obtener el resultado
deseado. Se tiene asi la equivalencia de las tres formulaciones. O

2.3. La recta proyectiva compleja

En esta seccion se presentan ciertos fundamentos sobre los espacios proyectivos, con
el caso particular de la recta proyectiva compleja (CIP’l). A continuacion se demuestra la
existencia de un homeomorfismo entre S? y CP'. Lo presentado en esta seccién estd ba-
sado en [9], a donde se remite al lector para mayor detalle.

Definicién 2.3.1. Sea E un K — espacio vectorial, se llama espacio proyectivo asociado
a E al conjunto de todas las rectas vectoriales de E y se denota por P(E).

También puede definirse el espacio proyectivo asociado a E como el cociente de E\{0}
con respecto a la relacién de equivalencia u ~ v si u = Av para cierto A € K\{0}.

Definicién 2.3.2. Sea K un cuerpo. Se define como espacio proyectivo estandar al espacio
proyectivo asociado a E = K" y se denota por P := P(K"H). En caso de ser necesario
especificar el cuerpo asociado se emplea la notacion KP" := P(K”+1).

11
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Como se ha comentado ya, en este trabajo presenta un interés especial la recta pro-
yectiva compleja:

CP' = P(C?)

Una caracteristica clave de la recta compleja, fundamental para este trabajo, se expone
en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.3. Eziste un homeomorfismo entre S? y CP'.

Demostracion.
Sea

U:= {w =a+ibcC* : ||wW|]?=|wo|* + |wi* = ||a|]* + ||b]|* = 1}

Se puede identificar U con S% C R* = C?. Se usaré la fibracién de Hopf para construir
una biyeccién entre CP' y S? ¢ R® = C x R.

1. Consideramos la fibracién de Hopf h : U — S? C C x R expresada segtin la ecua-
cién (2.4)).

2. Veamos que h es suprayectiva:

Sea z = (21,t) € S? C C x R. Veamos que existen (wp,w;) € S* C C? tal que se
cumple

Z1 = 22001171,

t = |wo|* — |wi]?.

wozﬁ,wlz()sitzo.

= Si se tiene z; = 0, entonces basta tomar
! {wozo,wlzv—tsit<0.

» Sise tiene t =0 (y 21 # 0), entonces se tiene

— Qwow
AW g e 8T Cwp = dwy = 2 = 2\ | .
\@UOP = ]w1\2

Basta entonces tomar wy = é—il % v w = %

= Supongamos entonces t # 0y z; # 0. Escribimos wg = Aw; para cierto A € C.
Se tiene entonces

21 = 2\ |wy)? ) Y )
= 2 (A2 —1) = 20 = |5 [2(A> = 1) = 2A5L (25
{t=\w112<w2—1> APE D = D = 2t (29)

12



Energia logaritmica en la esfera de dimension 3 Pablo Garcia Arce

Sea p := Az;. Analizando la ultima igualdad en (2.5 se puede ver que p € R.
Se tiene entonces sustituyendo en (2.5)):

t+ /=2 + 12

pr—lnP=2ut = p=tt /|02 +2=\=
21

Para averiguar el signo correcto se sustituye en la primera igualdad de (2.5)) y
se tiene asi

) t++/|z1)% + t2 y |
pr— — 1 pr— .
1 \/2(t+\/\zl\2+t2)

Basta tomar entonces w; = |wq| y wo = A|wy].

|21]

Se tiene entonces que h es suprayectiva.

3. Veamos ahora cudles son las fibras de h:

Veamos en primer lugar que dados w = (wg, wy),v = (vg,v1) € U : h(w) = h(v), se
tiene w = Av con |\| = 1.

Siwg = 0, comprobando la ecuacién ([2.4)) se tiene que vy = 0y w; = Avy con |\ = 1.
Lo mismo sucede si w; = 0 (se tiene que v; =0y wy = Ay con || = 1).

Supongamos entonces wy # 0 y wy # 0. Existen ag, 1 € C : v; = aquwy, i € {1,2}.
Se tiene que

2w = 209t = 209 W = Qo = 1
{ ’ :>a0:a1651CC.

[wol? — |wi]? = |vo? — 1] = |awwo|® — |oqws |2,

Veamos ahora el reciproco. Dados w = (wp,w1),v = (vg,v1) € U : w = Av con
|A| = 1, veamos que se tiene h(w) = h(v).

h(w) = (2wowy, |w0|2 - |w1|2) = (2U0771|)\|27 |/\|2(|U0|2 - |Ul|2))

= (2vo01|, |vo|* = [v1]*) = h(v).

w

4. Consideramos entonces la aplicacién g : CP* — S? dada por g([w]) = h <ﬁ>

Veamos que es biyectiva.

En primer lugar, veamos que g estd bien definida. Dados v,w € C*\{0} : v = \w
con A € C\{0} sus imagenes por g han de ser iguales. En efecto

13
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v A w
= = X
VIl AL fwl

luego por el apartado 2. se tiene que

h(ﬁ%)zh(ﬁﬁ)$MWD=MWD

y h estd bien definida. Veamos ahora que es inyectiva. Dados [w],[v] € CP' con
9([v]) = g([wl), se tiene que

mwn:mwb:h(ﬁ%)zh(ﬁﬁ)

=JaeStcC:—=a—no
V]| |[w]|

con a € St

= [v] = [W]

y se tiene entonces que ¢ es inyectiva. Ademds, al ser h suprayectiva, se tiene que g
también lo es. Por lo tanto, se tiene que g es biyectiva, como se queria ver.

5. Por tltimo, concluimos que ¢ es continua por serlo h. Ademés, al ser CP' compacto
y S? Hausdorff, se tiene que g es un homeomorfismo, como se queria demostrar.

14



Capitulo 3

Conjuntos deterministas

3.1. El conjunto diamante

El conjunto diamante se define en [1] con el objetivo de minimizar la energia logaritmica
de un conjunto de N puntos repartidos sobre la esfera S2. Ademds, este conjunto permite
obtener analiticamente términos para la expansion asintética de la energia, proporcionan-
do asi una prueba rigurosa mas alld de los resultados numéricos.

El conjunto diamante se define a partir de raices de la unidad en paralelos definidos
por unas alturas dadas. Por lo tanto, queda definido a partir del niimero de paralelos, el
nuimero de raices por paralelo y las alturas de estos:

Qp, {r;},{z}) = {X;} = { (@/1 — z]2 cOS (? + Hj) /1= 232 sin (? +(9j) ,zj) } )
! ’ (3.1)
Sin embargo, los puntos de este conjunto son aleatorios, pues quedan definidos a partir
de 6, variables aleatorias uniformemente distribuidas en el intervalo [0,27). No puede
decirse por tanto que el conjunto sea totalmente determinista (y claramente tampoco es
aleatorio). La esperanza de la energia logaritmica de los puntos descritos anteriormente
viene entonces dada por

Eo,....0,[€10g (2P, {75}, {2i})]

1 P og(1 = zizp + |2, — 2
= —2log(2) — er {log(ll) + 3 log(1 — 2]2) + logrj} _ Z 8( j Ic2 |2 k|)
J=1 G k=1

La férmula anterior permite obtener, dados los distintos {r,}, el valor de z; que mini-
miza la energia logaritmica, que viene dado por

STl - L+r+23 00y

z = r; = , 3.2
: 1+37 7 N -1 (32)

15
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donde N =2 + Z§:1 r; es el nimero total de puntos.

Queda entonces reducido el problema a la correcta eleccion del nimero de raices de la
unidad 7; en el paralelo [ dado p, el nimero de paralelos.

Para la eleccién del nimero de raices de la unidad en cada paralelo se ha empleado
inicialmente el siguiente argumento. Suponiendo que dicho niimero pudiera ser no natural,
una aproximacion razonable seria que la distancia entre raices de la unidad fuese igual a
una constante por la distancia entre paralelos. De esta forma se tendria

Kymsin (%)
sin (5757

y, tras calcular la expansion de la energia logaritmica (en S?) con este valor de r;, se tiene
KO = 3/71'

ry =

Sin embargo, como se ha comentado ya, esta construccion no es posible, pues el niimero
de puntos en cada paralelo ha de ser natural. Se ha empleado entonces una aproximacion
mediante una funcién continua definida a trozos lineales. La seleccién 6ptima se muestra

en (3.3).

Dado M = 7m, con m entero positivo y sea p = 2M — 1, entonces

(

6x 0<z<2m,

2m +o5x 2m < x < 3m,
dm+4xr  3Im < x <4m,
Im+3x 4dm < x <bm,
1dm +2x 5m <z < 6m,

r(z) = 20m+x  6m<x<7m, (3.3)
3dm —x Tm < x < 8m,
42m — 22 8m < x < 9m,
5lm — 3z 9m < x < 10m,
61lm —4x 10m <z < 11m,
2m—5x 11lm <z <12m,
\84m—6a: P2m<r<1dm=p+ 1.

proporciona la eleccion 6ptima de raices de la unidad para cada paralelo. A partir de esta
eleccién se tiene la expansion asintética de la energia logaritmica

1
Elog = I/Vlog(‘sd)j\ﬂ - §N10gN + N + O(N)>

donde ¢, = —0,049222.... Comparando este valor con el presentado en la ecuacién (1.1
se puede comprobar la cercania entre el valor obtenido a partir del conjunto diamante y

16
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el valor conjeturado como valor minimo para la expansién asintotica.

Debido a los buenos resultados presentados en S? por el conjunto diamante para la
minimizacion de la energia logaritmica, este sera un buen punto de partida para tratar
de minimizar la energia logaritmica en S a partir de la fibracién de Hopf.

Sin embargo, el cdlculo de la expansién asintética de la energia logaritmica no ha sido
posible de manera analitica, como se muestra en la seccién Como consecuencia, se ha
decidido proceder empleando métodos numéricos para evaluar este enfoque. Esto se ha
realizado mediante |10] de Python. También se ha empleado la libreria [11] para acelerar
los calculos mediante la traduccion de parte del cédigo a C.

Se han combinado las ecuaciones (2.3) y (3.1]), de manera similar a lo descrito en la
seccién . Esto ha permitido obtener la siguiente expresién para las fibras en S3:

1
V2

2mi 2mi
<\/1+zjcost, 1+ z;sint, 1—zjsin<t—ﬂ—0j),\/1—zjcos<t—ﬂ—9j)).

Ty Ty

R (xh) =

J

Cabe recordar que los puntos se han obtenido a partir de estas fibras tomando

2ml i
=t

con 1 aleatorio con distribucién uniforme en [0, 27). La combinacién de esta expresion
con las ecuaciones (3.2) y (3.3) ha permitido calcular de manera numérica las distancias
y, a partir de estas, la energia logaritmica.

Se ha visto como el conjunto diamante se ve determinado a partir del niimero de para-
lelos, luego la seleccién de este valor ya determina tanto el niimero de puntos como el resto
de pardmetros del conjunto. Sin embargo, al pasar a la esfera S® mediante la fibracién de
Hopf, un parametro cuyo valor éptimo es desconocido es el nimero de puntos por fibra,
denotado por k.

Al igual que en la seccién [5.3| se ha experimentado con varias opciones para tomar k,
resultando 6ptimo tomar k = p®, siendo p el nimero de paralelos (valor que determina el
resto de parametros del conjunto diamante). De nuevo, se han realizado miltiples simu-
laciones para distintos valores de «, siendo el valor éptimo o ~ 1,2.

Los valores del término N log N de la expansion asintotica de la energia con a = 1,2
se muestran en la figura [3.1}

17
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—0.310

—0.315

—0.320

(E +2)/iNlogN)

—0.325

—0.330

0 200000 400000 00000 800000
Nimero de puntos

Figura 3.1: (E + NTQ) /Nlog N frente al nimero de puntos, donde E denota la energia

logaritmica.

Como se puede ver en la figura , los valores tienden —1/3, hacia —1/3, el valor
mostrado en la ecuacién (1.2)).

Se ha representado también el término lineal en N de la expansion asintética de la
energfa con o = 1,2. Los resultados se muestran en la figura [3.2}

0200

0175

0150

N

0125

g N
3

0100

[E+8 42

0075

0.050

0025

0000

0 200000 400000 £00000 800000
Nimero de puntos

Figura 3.2: (E + NT2 + w> /N frente al niimero de puntos, donde F denota la energia

logaritmica.

En la figura[3.2] se observa como el término lineal en N tiende a valores cercanos a 0.
Este resultado es muy positivo comparado con el resto de resultados de este trabajo.



Capitulo 4

Conjuntos aleatorios

4.1. Distribuciones uniformes

Como punto de partida, se ha comenzado empleando la distribucién uniforme tanto
sobre S? como S3. Al igual que en otras partes de este trabajo, en el caso de los puntos
distribuidos sobre S? se ha usado después la fibracién de Hopf para situar los puntos en S3.

En primer lugar, se ha comenzado por emplear la distribucién uniforme en S® por
ser el caso més simple. Los puntos en S? distribuidos aleatoriamente de manera uniforme
vienen dados por

x=+1—v2V/1 —u?cos¢
y=+v1—1v2/1—u2sen¢
z=+1-2v%

=

¢ € [0, 27] uniforme,
con { u € [—1,1] uniforme,
v € [—1,1] con funcién de densidad fy(v),

con

fy(v) = g\/1 — 02

™

A partir de dicha distribucién se ha obtenido la siguiente expansion asintotica para la
energia logaritmica:

—1 1
E=—N?4+-N.
TR

Los célculos se presentan en la seccién [5.2.1]

Una vez calculada la expansién asintotica de la energia para este caso, se ha presentado
el siguiente razonamiento. Dado un inico punto en la esfera, se tiene que el punto antipo-
dal dado por la simetria central es la mejor distribucién posible de dos puntos. Ademas, de
cara al calculo de la energia con un tercer punto, cada uno de los puntos podran tratarse
como puntos aleatorios distribuidos de manera uniforme. Por lo tanto, esto sugiere que la
generacién de N/2 puntos y posterior simetria central deberia proporcionar puntos mejor
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distribuidos.

La expansion asintética de la energia obtenida a partir de este razonamiento es

-1 1
E=—N?+(-—log2]N.
1 (2 s >
De nuevo, los calculos se presentan en la seccién [5.2.1. Como se puede comprobar, este
valor es mejor que el mostrado para la distribucion uniforme.

En segundo lugar, se ha empleado la distribucién uniforme en S? junto con la con-
traimagen de la fibracién de Hopf para obtener puntos distribuidos sobre S2. Los puntos
distribuidos uniformemente en S? son de la forma

¢ € [0, 27] uniforme,

y=+v1—u?sen¢

Z=1U

x=+1—u?cos¢
con{

u € [—1, 1] uniforme.

A partir de estos y mediante el empleo de la ecuacion (2.3)) se ha podido calcular (como
se muestra en la seccién [5.2.2)) la siguiente expansién asintética de la energia:

~1
E = TN2 + (1 —2log2)N.

Por 1ltimo, un argumento de simetria similar al empleado con la distribuciéon uniforme
en S% puede usarse ahora. Sin embargo, surgen ahora dos posibilidades. Por un lado, se
podria emplear la simetria central en S3, con los puntos en las fibras de Hopf. Sin embargo,
al ser las fibras circulos maximos, la simetria central situaria mas puntos en la misma fibra.
Esto resultaria contrario a la elecciéon del nimero de puntos 6ptimo por fibra. Se ha elegido
por tanto emplear la simetria en S?, para tener puntos mejor distribuidos en S? y calcular
las fibras después. Se ha obtenido entonces la siguiente expansién asintotica de la energia:

~1
E = TN2 + <; (1—1log2) — log?) N.

De nuevo, el calculo de esta expansion asintética de la energia se muestra en [5.2.2]

Comparando los términos lineales se puede ver como los mejores resultados se obtie-
nen con la distribucién uniforme en S? y posterior simetria central y distribucién en S3
mediante la fibracién de Hopf. Dicha comparacién se muestra en la tabla [4.T}

Distribucién Término lineal
Uniforme S3 1/4

Uniforme S? y simetria + —log2=—0,193...
Uniforme S? y fibras 1—2log2 = —0,386...

Uniforme S?, simetria y fibras g(l —log2) —log7=—0,871...

Tabla 4.1: Términos lineales de las distintas distribuciones uniformes.
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4.2. Procesos de puntos determinantales

En esta seccion se introducen los procesos de puntos determinantales, con el objetivo
de emplear el proceso determinantal spherical ensemble junto con la fibracién de Hopf
para distribuir puntos en S3. Se presentan por tanto los fundamentos teéricos basicos
para poder llevar a cabo el cdlculo de la expansion asintotica de la energia dada por dicho
conjunto. Un desarrollo exhaustivo queda fuera de los objetivos de este trabajo, y puede
encontrarse en [12].

Definicién 4.2.1. Un espacio polaco es un espacio topoldgico separable completamente
metrizable.

Definicién 4.2.2. Sea A un espacio topoldgico localmente compacto, polaco, dotado de
una medida de Radon p. Un proceso simple de N puntos en A es una variable aleatoria
en AN (o0 lo que es equivalente, N variables aleatorias elegidas simultdneamente en A).

Un proceso simple de puntos es por tanto aquel con un N fijo y finito. Algunos pro-
cesos de puntos tienen asociadas las denominadas funciones de intensidad, definidas a
continuacion.

Definicién 4.2.3. Sean A y X un espacio y un proceso de puntos como en la definicion
anterior. Las funciones de intensidad son funciones

pr: AF —[0,00),k > 1

tales que para cualquier familia de subconjuntos D1, ..., Dy de A disjuntos dos a dos se
tiene

k

Hﬁ(xﬂDl)] :/HD‘pk(xl,...,xk)du(xl,...,xk).

=1

E:BNX

Proposicion 4.2.4. Sean A y X un espacio y un proceso de puntos con funcion de

intensidad como en la definicién anterior. Se verifica para cualquier funcién f : A¥ —
[0,00), k > 1 medible:

]EJCNX Z f(xiu""xik) :/ f(yla7yk)pk(y17ayk)du(ylaayk)
i1,...,i distintos Y1y Yk €A
Demostracion. Se remite a [13], ecuacién (1.13). O

Ciertos procesos de puntos cumplen ademés que su funciéon de intensidad es de la
forma:

pk(l’l, ey ZL’k> = det (K(I“ QJj)lgi,jSk:) . (41)
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Los procesos de puntos con funcién de intensidad verificando (4.1]) se denominan pro-
cesos de puntos determinantales. Comparandolo con una distribucién uniforme, se tiene
que los puntos generados mediante estos procesos presentan repulsion local.

Una vez presentados los procesos de puntos determinantales, es momento de introducir
aquel que se empleard en este trabajo, el spherical ensemble.

El proceso determinantal spherical ensemble se introduce en [2]. Se muestra como
tomando dos matrices A y B con entradas gaussianas, los puntos vienen dados por los au-
tovalores de A~ B. Denotemos el spherical ensemble por X,. Se tiene entonces la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.2.5. Sean L > 0 y sea r de la forma r = L+ 1. Se tiene entonces que la
proyeccion de los puntos obtenidos mediante X, con

Y : C — P(C?
z— (z,1)

es un proceso determinantal en ]P’((C2) de kernel

L
r p q
K},(‘T)(pﬂ]) - — ‘< TIRTER TS
70 D=2 1< Tl T
Demostracion. La demostracion se remite a [14], lema 3.2. [

A partir de la proposicién se ha podido calcular la expansién asintética de la
energia logaritmica. Los célculos se muestran en la seccién [5.3] Se ha obtenido asi la
siguiente expansion:

2

E =
4

2
Nlogk + g\/ﬁlﬁ/? — kz + k20 ( %) ,

donde k hace referencia al nimero de puntos por fibra. La correcta seleccion de k en
funcién del numero de puntos N ha permitido obtener la expansién asintdtica

NZ 1 N
E’:————Nlog]\f—l——<2+logg—7T

. 2/3 1/3
I3 3 64) gzl T O

Sin embargo, esta expansion representa una construccion imposible, pues se da para
valores de k£ no necesariamente enteros positivos. En cualquier caso, como se explica en
la seccion , estos términos se pueden aproximar con precisién arbitraria (aunque esto
suponga restricciones sobre el nimero de puntos).
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Comparacion con el harmonic ensemble

Este resultado se puede comparar con el obtenido en [3], donde se presenta el harmonic
ensemble, un proceso de puntos determinantal cuya expansién asintotica de la energia
logaritmica es

—1 1
Erog = TN2 - §NlogN + CN + o(N),

con

1 1 3 1
C = -log = +log?2 )
30g3—|—0g +wo(2)—|—3,

donde 1y = (logI')’ es la funcién digamma.

Se tiene que las expansiones asintéticas dadas por ambos conjuntos coinciden hasta
el término lineal, pues ambas reproducen correctamente el término en N? y el término
en N log N vistos en la ecuacion . Comparando los términos lineales en N de ambas
expansiones se tiene

A 1 9 1 1 3 1
=-(2+4+log— | = 4. < = —log = +1log2 = ==
4 3( + 0g64) 0,39 < C 3 0g3+ 0g 2+ 1y (2)—|—3 0,696

Esto permite concluir que el spherical ensemble junto con la fibracién de Hopf propor-
cionan una distribucién de puntos en S® con menor energfa logaritmica que el harmonic
ensemble.
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Capitulo 5

Calculos y demostraciones de los
resultados principales

5.1. Fibras del conjunto diamante

Se tiene que la contraimagen de la fibracién de Hopf, de acuerdo con la ecuacién ([2.3)),
viene dada por

1
h ' ((z,y,2)) = ——=——=((1 + z) cost, (1 + z)sint, ysint — zcost,ycost + zsint),

2(1+x)

donde t € [0, 27) representa el angulo en la fibra. Como se puede ver, la contraimagen no
estd definida si se tiene x = —1. Para evitar esto, se ha elegido rotar el conjunto diamante
y evitar poner puntos en los polos. Con esta rotacién sobre la ecuacion los puntos
del conjunto diamante son de la forma

. 2mi [ 2 2mi
X}—(zj,,/l—z?cos(g—i—ej), 1—z?sin(g+9j)),

J J

cuya fibra por la fibracién de Hopf es

, 1
h~(x%) = ———( (1 + 2;)cost, (1 + z;)sint,
(06) = s (L + =) eost (145)

omi 2mi
1-— zj2 (sin(t) cos (ﬂ + Hj) — cos(t) sin (ﬂ + 93’)) )
7"]‘ rj

J1-# (Cos(t) cos <? 4 ej) + sin(t) sin (? + 9]-))) |

J J

Simplificando se tiene
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o 1
I(Xj):—
' / 2 2mi / 2me
(14 zj)cost,(1+ z;)sint, 1 — 2%sin t———@ 1—z coS t———e
1 9 5
:ﬁ( L zjcost, 1+ zsint, 1_ZjSin(_ﬂ_Hﬂ) 1—zg008(t—ril—9))
j

Una vez se tienen las fibras resulta légico calcular las distancias entre dos puntos da-
dos en S3, obtenidos a partir del conjunto diamante en S? y la fibracién de Hopf. Es
importante recordar aqui que en las fibras se tomaran raices de la unidad desplazadas por
un angulo aleatorio con distribucién uniforme.

Por simplicidad en los célculos, se denotara el dngulo azimutal en S? como ¢. Es decir,
se tiene

27l , 271
:—+¢; ) ¢:_+9j7

T'j

con 1 <[ <k, siendo k un entero con positivo con valor por fijar.

Al calcular la distancia entre dos puntos entonces se tiene

|[x1 — Xo||* = % “\/1 + z1cost; — 1+ 29 cost2]2 + [\/1 + zsint; — 1+ zgsintg}z
-+ |:\/ 1— 21 sin(t1 — (bl) — 1— Z9 sin(t2 — (bg):|2
-+ [\/1 — z1cos(ty — 1) — V1 — 29 cos(ty — ¢2)]2]

= % [2+z1 + 20 — 2¢/1 + 21V 1 + 29 cos(ty — to)
+2 — 21 — 20 — 21 — 21/ 1 — 23 cos((t1 — t2)) — (1 — ¢2))]

— V14 2V1+ z5c08(t; — ta) — V1 — 21V 1 — 25 cos((ty — t2)) — (61 — ¢2)).

Por lo que se tiene entonces

||x1—x2|| = [2 —V1+z2vV1+4 z9cos(ty —ta) — V1 — 21V 1 — zpcos((t; — t2)) — (1 — ¢2))] V2

Retomando la notacién presentada con el conjunto diamante
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i i 2m i i
ijllh _ inZQH = |:2 — \/1 -+ Zj \/1 + Zj, COS (?(ll — lg) + wﬁ - wjz)

2m 2miy  2mig i i 12
—\/1—Zj1\/1—ZjQCOS ?(ll—lz)— + +wj1_ j2_9j1+6j2

T T'jy

Se tiene entonces que el calculo de la energia se correspondera con la suma de dos
cantidades:

= La energia logaritmica de los puntos que se encuentren en la misma fibra, que se
denotara como cantidad A.

= La esperanza de la energia logaritmica de los puntos pertenecientes a distintas fibras,
que se denotara como cantidad B.

5.1.1. Calculo de la cantidad A

Lema 5.1.1. El producto de las distancias de las k — 1 raices k-ésimas de la unidad

distintas de'1 a1l es k:
k-1

(1 o el%) = k?
11

=1

donde 1 denota la unidad 1maginaria.

Demostracion. Las k-ésimas raices de la unidad son las raices del polinomio z* — 1. Es
decir, se tiene que

b — 1= H(w - eﬁTﬂl).

Al dividir ambos lados de la igualdad entre x — 1 se tiene

k—1
=" a2 b+ 1= [ - e,
=1

xk—1

r—1

y basta sustituir x = 1 para obtener el resultado deseado:
k—1

n=[J0-e%).

=1

Proposicion 5.1.2. La energia logaritmica asociada a una fibra con k raices de la unidad
es —klogk.
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Demostracion. Se tiene que la energia de una fibra dada serd

k k—1 k—1
D —log|x" —x"|| = kY —log||t — eF|| = —klog (H(l - >> '
Iy,1=0 1=1 I=1
l1#l2

Aplicando el lema [5.1.1] se tiene entonces

k
Z —log ||x"* — x2|| = —klogk,

l1,12=0
l1#l2

como se queria ver. 0

Proposicion 5.1.3. La energia logaritmica asociada al total de fibras de Hopf dadas por
el conjunto diamante (y por tanto la cantidad A) es igual a —N log k.

Demostracion. Al ser todas las fibras circunferencias maximas, su energia serd igual. Basta
por tanto tener en cuenta el niimero total de fibras:

p
A=—(klogk)) rj=—Nlogk.

i=1

5.1.2. Calculo de la cantidad B

Antes de pasar al calculo de la cantidad B, resulta necesario introducir el siguiente
lema:

Lema 5.1.4.

VIR

/ log(a + beosx)dx = Wloga 5 , st a>|bl>0.
0

Demostracion. Férmula obtenida de [15]. O

Una vez introducido el lema [5.1.4] es momento de pasar al calculo de la cantidad
B. Con la intencién de simplificar la notacion, se denotara la distancia entre dos puntos
cualesquiera pertenecientes a distintas fibras de la siguiente forma:

||Xi—X]’|| = \/2 — V 1 + Zin/ 1 + Zj COS(¢¢ — ¢]) — \/1 — ZZ\/l — Zj COS((’QDi — @ZJ]) — (91 — 9]')),
donde 7 indica el dngulo en la fibra y € el angulo en el paralelo de la esfera S2.

Dados dos puntos pertenecientes a distintas fibras, el cdlculo de la esperanza de su
energia logaritmica permitird calcular la cantidad B.
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27 2 2m 27
E9 05:bi1bs [ log(HXZ B XJH)] - ( 4 /0 /0 ~/0 /0

—log (\/2 — V142 /142 cos(1; V1—z\/1— COS — (6, — Qj))> d0;d6;dap;dv,
257T4 / / log 2— V14 ziy/1+ zj cos(¥ — V1 —zy/1— zjcos(yp — 9))d0d1/;

Aplicando el lema [5.1.4] se tiene

472

log (Q—M\/Tz]- cos(y)+y/ (2~ VIFzi\/T+% cos<w>>2—<m\/1—_z]->2) a0
- .

27
—Tr
Eov0, 00, [ log (% — ;)] = — /
0

Simplificando la expresion se tiene

Eo:.0,,5:0, [— log(|[x; — x;]])]
1 gon 2= VTT 2y /T2 cos()+1/ (2—v/TF 71y /T2 cos(¥))2 —(1-2i)(1-%;)
Tn log 3 dw

0

:Z—; 02’Tlog (2—\/1+zi\/1+zjcos(1/1)+\/(2—\/1+zi1/1+zjcos(¢))2—(1—zi)(1—zj)) dip+
log 2
+ 5

Sin embargo, no ha sido posible resolver la tltima integral de manera analitica. Esto se
ha intentado por medios manuales, computacionales y recurriendo a tablas de integrales
(como por ejemplo [15]), siempre con resultados negativos.

Como consecuencia, se ha abandonado esta aproximacion para el calculo analitico de
la expansion asintética. Se pasado entonces a un enfoque numérico.

5.2. Puntos obtenidos mediante distribuciones uni-
formes

5.2.1. Distribucién uniforme en S*

Los puntos en S? vienen dados por
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x=1+1—v2V1 —u?cos¢
y=v1—v2/1—u?sen¢
z=+1—v%u

t=v

¢ € [0, 27] uniforme,
con ¢ u € [—1, 1] uniforme,
v € [—1, 1] con funcién de densidad fy(v),

con 5
fv(v) = —V 1 —2

Al calcular la distancia entre dos puntos se tiene

1/2
||Xi_xj|| = |:2 — 2\/1 — UZQ\/]_ — U]2~ (\/1 —UZQ\/]. — u?cos(d)i — ¢]) +uluj> — 27)in:| .

Se va a calcular a continuacion la esperanza de la energia logaritmica de una pareja
de puntos. Sin embargo, al ser la distribucién sobre S? uniforme y ser esta homogénea, se
puede simplificar la distancia tomando x; = (0,0, 0, 1). Se tiene entonces:

||Xi —XJ|| = \/2—2’0]'.

Calculando la esperanza para la energia logaritmica:

]E¢j7uja71j [_ log ||(07 0,0, 1) - ij
1
2
= —/ —V1 —v2?log(y/2 — 2v;)dv,
-1 T

-1 [t —1 —1
_ _/ VI= 2 log(2 — 20)dv = — % = L
T J_1 T 4 4

donde se ha calculado la ultima integral mediante el sofware de integracién [16] de
Python.

Se tiene entonces que la esperanza de la energia logaritmica para un total de N puntos
sera
-1 -1 1

E=—N(N—-1)=—N?+-N.
4< ) 4 +4

Calculo con los puntos antipodales

El objetivo ahora es hacer uso de la simetria central para distribuir la mitad de los
puntos. Se obtendrdn por lo tanto N/2 puntos mediante una distribucién uniforme en S3.
Para cada uno de estos puntos, situar un punto mediante simetria central supondra un
distanciamiento 6ptimo del par de puntos. Ademas, para el resto de los puntos el simétri-
co seguird obedeciendo una distribucién uniforme en S®. De esta manera, la expansién
asintotica de la energia logaritmica vendra dada por dos términos:
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= La energia dada por los puntos antipodales.

= La energia dada por los puntos no antipodales.

Fijando un punto x;, se ha visto antes que

—1
B[ log |x: = x,1l] = -

para cualquier x; dado por la distribucién uniforme en S®. Ademds, para el punto anti-
podal se tendra
E[—log |[x; — (=xi)|[] = —log||2x;[| = —log 2.

Teniendo en cuenta ambos términos, la expansién asintotica de la energia logaritmica
serd entonces

-1 -1 1
E=—N(N-2)—Nlog2=—N?+ (= —1log2| N.

4 4 2

5.2.2. Distribucién uniforme en S? y fibras

Se tratara en esta seccién de obtener puntos mediante la distribucién uniforme en la
esfera S? y luego, a partir de estos, fibras en la esfera S3. Esto permitird situar en dichas
fibras puntos mediante las raices de la unidad.

Los puntos distribuidos uniformemente en S? serdn de la forma

¢ € [0, 27| uniforme,

y=+v1—u?sen¢

Z=1U

x=+1—u?cos¢
COH{

u € [—1, 1] uniforme.

A partir de estos y mediante la fibraciéon de Hopf se tendran los puntos

X = % <\/1 +wucost,vV1+usint,v/1 —usin(t — ¢), V1 —ucos(t—gﬁ)) ,

y se puede calcular la distancia

HXZ‘—X]'H = [2 — \/1 + Ul\/l + Uj COS(ti — t]) — \/1 — Ul\/l — Uj COS((ti — t]) — <¢z — ¢]))} 1/2 .

De manera similar a S3, se puede tomar x; = (1,0,0,0) para simplificar los célculos.
Se tiene asi que la distancia es

||x; — ;|| = \/2— \/2(1 + u;) cost,.

La esperanza de la energia logaritmica de una pareja de puntos pertenecientes a dis-
tintas fibras sera entonces
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-1 1 2w
E(z)j’uj’tj[_l()gwl’o’O’O)_ij:4_/ / o <\/2_ 2(1+Uj)costj> dt jdu;
m™J-1Jo
—11 1 2m _9 1 9 \/W
/ / log(2 — 2(1+u)cost)dtdu:8— Wlog( * . (1+u) du
~1Jo

T 4m2 T
\/2—2u)d -1
— | du=—.
2 4

= — log(1+

donde se ha empleado el lema ([5.1.4]) en la tercera igualdad.

Para el calculo de la esperanza de la energia logaritmica total se ha de tener en cuenta
también los puntos pertenecientes a la misma fibra. En este caso se tendra que la energia
se correspondera con las raices de la unidad, por lo que de acuerdo con la proposicion

(1.2 se tendra

E_tiyra = —logk

para cada punto de la fibra. Entonces la energia sera

—1 ~1 1
E = N[E_fipra + E4fitra) = N T(N — k) —logk| = TN2 + Nk — Nlogk,

donde se ha tenido en cuenta que para cada punto hay N — k puntos en otras fibras.

Una vez obtenida la expansion asintética de la energia logaritmica, es momento de
plantear si existe un valor 6ptimo de k£ que minimice la misma. En primer lugar, se busca
que el empleo de la distribucién uniforme en S? y la fibracién de Hopf proporcione una
energia menor que la distribucién uniforme en S®. Esto propicia la siguiente desigualdad.

-1 1 -1 1
—N?4+-Nk—Nloghk< —N?+-N
TR N

:k—1<4logk:>1<k<—4W_1< >:>k;e(1,11).

-1
4y/e
donde W es la funcién W de Lambert ([17]).

Se tendra por ello que el valor de k serd necesariamente menor que 11. Derivar la
energia con respecto a k permite encontrar un valor 6ptimo:

1 N
E,=-N— —.
KTy k

[gualando a cero se tiene
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Ek20$k:4.

Por lo tanto, el valor éptimo de puntos en cada fibra serd 4. Esto puede resultar
contraintuitivo, pues independientemente del nimero de puntos que se tengan en S2, el
numero 6ptimo de puntos por fibra siempre sera 4. La expansion asintotica de la energia
logaritmica serd entonces

—1
E = TN2 + (1 —2log2)N.

Calculo con los puntos antipodales

De manera similar a la estrategia empleada con la distribucién uniforme en S®, se
puede usar también la simetria central para distribuir la mitad de los puntos. Como se
ha comentado en el capitulo |4, se ha elegido emplear la simetria en S?, para tener puntos
mejor distribuidos en S? y calcular las fibras después.

Como se ha visto antes, los puntos distribuidos uniformemente en S? son de la forma

x=+1—u?cos¢

0,2 if
y=+v1—u?sen¢ con {¢€[’ ] uniforme
z

=Uu

u € [—1, 1] uniforme

Por lo que los puntos antipodales serdan la forma

y=+v1—u’sen(¢+ )

x=+v1—u?cos(¢p+m) ~
con {
Z=—u
donde (13 y @ denotan las coordenadas de los puntos antipodales. A partir de estos y
mediante la fibracién de Hopf dada por la ecuacién ([2.3) se tendran las fibras

X = % (vl —wucost,v1—usint, \/1+usin(t—q§—7r),\/1+ucos(t—gb—7r)> :

donde t denota el dngulo en la fibra. Los puntos seran de la forma ¢ = 277” + 6, con
0 € [0,2m) aleatorio con distribucién uniforme.

De manera andloga a la distribucién uniforme en S3, solo sera necesario tener en cuenta
la simetria central para las parejas antipodales. Para el resto de puntos sera similar a una
distribucién uniforme en S2, caso anterior. Se calculara por tanto la distancia entre los
puntos dados por la fibra de un punto en S? y su antipodal:
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2

N | —

|x — X||? = H\/l—i——ucost— \/ECosfr—i— [\/H—usint— \/Esinf]
V1—usin(t — ¢) — V1 +usin(f — ¢ — 7T):|2
+ [ ucos(t — ¢) — V1 +ucos(t — ¢ — w)] 21

= [ —2v1 —u? [costcost + sintsint
+ cos(t — ¢) cos(t — ¢ — 7) + sin(t — ¢)sin(f — ¢ — )]
=2—V1—u?[cos(t — 1)+ cos(t —t +7)] =2,

+

—

—_

por lo que se tiene

—1
|x —%|| = V2 = —log||x — X|| = 710g2.

Se tiene entonces que la expansion asintdtica de la energia logaritmica sera

E=N E:fz'bra + Eﬁbm antipodal +E #fibra :|

no antipodal

—log2, -1
:N[—logszr ;g k+ (N —2k)
~1 Nk
:TNZ—FT(l—logQ)—Nlogk.

De manera similar al caso anterior, resulta pertinente ahora plantear la eleccion 6pti-
ma del nimero de puntos por fibra, denotado por k.

Derivando con respecto de k se tiene

N N

Igualando a cero
E,=0=k= 2 ~ 6,51
b T 1-log2 T
Se tiene ademas que la segunda derivada es
N
E = E > 0.

Por lo tanto, el minimo se tendré con k = 6 o k = 7. Sustituyendo y viendo el término
lineal:
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» k=6— 3(1 —log2) —log6 ~ —0,8712...
n k=7— 2(1—log2) —log7 ~ —0,8719...

Por lo que el minimo se dard con k = 7 y entonces la expansién sera

—1
E= INz + (;(1 —log2) —log?) N.

De nuevo se tiene que el nimero de puntos por fibra 6ptimo es fijo e independiente
del ntmero total de puntos.

5.3. Proceso de puntos determinantal y fibracién

Sean X, ...,x, € CP' ~ S? obtenidos mediante un proceso de puntos 2determinantal
con kernel conocido. Sea ¢ = v/—1 la unidad imaginaria. Sean y;; = x;el0it T e §3 C 2
los puntos en las fibras dadas por la fibracién de Hopf expresada en su forma compleja.

En el calculo de la esperanza de la energia logaritmica se veran involucradas dos
cantidades:

= La energia dada por los puntos en la misma fibra, sumado sobre el total de fibras.
Esta cantidad se denotard J;.

= La energia dada por los puntos en distintas fibras, que se denotara .Js.

La energia total sera la suma de ambas cantidades.

5.3.1. Calculo de J;

En S? todas las fibras serdn circulos maximos con k puntos. Por lo tanto, la cantidad
Ji serd igual a la energia de una fibra multiplicada por el niimero de fibras.

L1 i(0s4- 2L (04272
h=Y 5 / B | 3 —loglle+ #x, — e+ ||| do,
i=1

J1,J2=0
J1#£72
or o4 2 2
- 2mjq -2 jo
- =, 1 R — etk | = —rklogk.
o Z ogle R rklog
J1,J2=0
J1#£72
En la segunda igualdad se ha aplicado que ||x;|| = 1. En la tltima igualdad se ha em-

pleado la proposicion p.1.2] Ademés, se ha tenido en cuenta el hecho de que las distancias
no dependen de 6;, al ser la misma fibra.
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5.3.2. Calculo de J>

Antes de proceder al calculo de la cantidad J,, resulta importante introducir un lema
que se empleara durante dicho calculo:

Lema 5.3.1. Sea ¢ la aplicacion:

Yq: C — P(C?)
z+— (z,1),

se tiene que su jacobiano normal es:

N Jac(h)(z) = (mf

Demostracion. Véase para la demostracién [13], lema 1.1.7. O

Una vez introducido el lema/5.3.1], puede procederse a calcular la cantidad J5. En dicho
calculo se tendran en cuenta puntos correspondientes a distintas fibras.

. 2mjq . 2mj2
i(0; +=1 i(0iy+=52
e+ )x, — 0tk 11 d6; db;,

1 k—1 r o o
JQZHEXL.“’XT Z Z/o /0 — log

J1,J2=011,i2=0
11712

Empleando una identidad trigonométrica se tiene

T

k-1 2
2m
Jo = Eth’xr E E R/O — log(\/2 —2< X, X4y > COS 9)d9

J1,J2=011,i2=0
11742

T

k—1
1 iy
=Ey .x Z Z %/0 —log(2 — 2 < x;,,%;, > cosf)db

J1,J2=0141,i2=0

i1io
Aplicando el lema[5.1.4
k—1 T
—1 2+\/4—4<xi,xi >2
JQ = EXI’._.7XT 2 Z g’ﬂ' 10g ( 5 1 2 >
J1,92=0141,i2=0
i17in

— k2 T
= TEM,...,XT Z log (1 + \/1— < Xiy, Xy >2)

11,i2=0

11712
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Usando el hecho de que los puntos x; se han obtenido mediante un proceso de puntos
determinantal de kernel conocido, se puede aplicar la proposicion 4.2.5}

_kQ
=5 log (1+ /1= < p.a>?) (K'(p,p)* - |K" (P, a)l*) dpda
CP! xCP?
—k}QT’Q
_ log (1 +v1- <p.a >2) (1-1<pa>[?"")dpda.
272 1 Cp!
CP* xCP

Aplicando el hecho de que es un espacio homogéneo y el volumen de CP! es 7

—k2T2
s [ 1o (14 VI <ena>?) (1- | <ena> ) da
CP

Integrando sobre los ntimeros complejos segin lo mostrado en el lema [5.3.1}

—k’27’2
J:
2 2m /«:
(1,2) > ‘< (1,2) >
log [14+4]1—{ e, ——2 1— (e, —222
< V1|22 V1|22

—k2r2/ 1 ( 1 ) 1
= lo 14+4/1— —-—— 1— dz.
) g( 1+r|z\|2> A+ P ) T TP

Realizando ahora un cambio de variable a coordenadas polares:

—k%r? o 1 1 1
Jo = 2 log | 1 1——— | (1- tdt
? 27 77/0 Og( - 1+t2) ( (1+t2)r—1> (1+1t2)2
> 1 tdt > 1 tdt
N / log | 1 1— —/ log [ 1 1— :
" [ 0 Og( i 1+t2) (142 ), s\t 14+t ) (1+¢2)+t

Separando ambas integrales para su resoluciéon, en primer lugar se tiene que

/001 L tdt 1
(0] — = —.
, 8 1+2) 1+e2)2 4

Esta integral se ha calculado mediante el sofware de integracién [16] de Python.

Jy =

2(r—1)

1
————dz
(1 + [[z][*)?
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En segundo lugar:

/°° oo (101 1 tdt
;e 1+ ) (1+¢2)r+
dt

1 1 *
= ~log (1 Tyt ~|—t2> 2r(t2 +1)7| +/0 2r(t2 + 1)r[(2 + 1)(t + V1 + £2)]
R A dt
2y (B0 VI B
1 [—72sen(rm)[(1/2 — ) + 732 cos(rm)T(=r) — al(—=r)[(1/2 — r)T(r + 1)
2r [ 273/2 cos(rm)T(1 — r)
=) ()7 -T1/2—=r)T(1+r)] (“1)TA/2-7"I1+7)—+/7
Ay /mr(—=1)T(1 —r) 4/7r? ’
donde se ha tenido en cuenta que r € N. De nuevo, la integral se ha calculado mediante
el sofware de integracion |16] de Python.

o

De esta manera se tiene que

Lol ()T 2=r)T(A+r) =7
Jy = —k°r L_l — o ]

y entonces

2,.2 2

E=Ji+J,— —’“TT —rklogk—l—fﬁ {(—wr (% —r) (1 4 1) — \/ﬂ LG

5.3.3. Simplificacion

En esta seccién se plantea la simplificacion de la expresiéon mostrada en la ecuacién
(5.1) para la expansién asintotica de la energia logaritmica. Para ello, se comienza por
dos lemas que facilitaran cdlculos posteriores.

Lema 5.3.2. Sea I'(r) la funciéon Gamma y sea v un entero positivo. Se tiene que

")

Demostracion. Aplicando la definicién de la funcién Gamma:

1 o0 o0
r (— — r) = / t/2=r=le=tqt = / 120t g,
2 0 0

Integrando por partes se tiene:

1 o0 1. [~ 1 1
r (5 - r) = [—t’“lﬂe’t}o —(r+ 5)/0 t 32t dt =0 — (r + 5)11 (—5 - r) :
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Haciendo el cambio n = r 4+ 1 y dividiendo se tiene entonces:

RO o € et () I G iV A | B G ) 1
== (=Y (n-3)..2 (@n-12n-3)..(1) = (=172 \/_(271)! - (2n)!

como se queria demostrar.

Lema 5.3.3. Sea r un entero positivo. Se tiene que

o =V o ()

Demostracion. Se aplicard la formula de Stirling. Esta establece que

w=vam(3)' (10 (7)) =vam (2) +o ()

para n grande. Sustituyendo se tiene

(o1 92r [ o (z)T <”;/2)]2 _ 22 [2#7” (Z)ZT ( i 1) +0 (621«)]
@0 o () 4 (@”j;;’ ”2) VT (2)7 + (M>
)

4

22r [27r7“ ( 2 <e2r>
2 ()70 (B
2 (%)™ 70 (i)
2 (2)7 40 (BEE) oy ()7 10 (250
Var . o 1

T10() o(%)rown 1100

Para desarrollar el primer sumando obtenido se empleara lo siguiente:

A A Ae

1 14+e 14¢€
Se tiene entonces

s °(%)
oM =Y 100y
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y desarrollando el segundo sumando:

Ol (1) 200 _o(r)

Sustituyendo se tiene

221"(7,.[)2

1+Q) Vo () = Tant = v o ()

como se queria demostrar.

O

Una vez planteados los lemas y 9.3.3 es momento de realizar los calculos de la
expansion asintotica de la energia, que se presentan en la siguiente proposicion:

Proposicion 5.3.4. La expansion asintotica de la energia logaritmica para los puntos
dados por el proceso de puntos determinantal spherical ensemble y la fibracion de Hopf es

_ N? \/_ 3/2 2 k
E=—=-~Nlogh+ ¥~ VI Nk 4+1<:0 v |

Demostracion. De momento se tiene

k22 k2 1
E=-"" ok 1)T(= — P14 7) —
1 rkogk+4ﬁ( ) (2 )1 +r) \/7?1
k22 k2 k2 1
T klogk— —1)T(= — PT(1 + 7).
rklogk 4+4ﬁ( ) (2 mT(1+7r)

k? 1 k2 —4)"r!
— r.< )T

4¢E@4YM§—TWQ+W): '
T (o )

donde se ha aplicado el lema [5.3.2] en la primera igualdad y el lema [5.3.3| en la tultima.
Sustituyendo en la expansion asintotica de la energia:

k*r® kT 20
E——T—rkrl k_Z+ ——r+ k0 (ﬁ)

y teniendo en cuenta que N = rk:
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k22 k2 k2 k
E:—Tr—rklogk——+ ﬁ\/N/kJrkZO( N)

como se queria demostrar. O

5.3.4. Eleccién 6ptima de k

Una vez obtenida la expansion asintotica de la energia logaritmica en funcion del
nimero de puntos total y el nimero de puntos por fibra, resulta conveniente escoger k
de manera adecuada para asi obtener la expansion asintotica en funciéon tinicamente del
nimero de puntos. Se desea minimizar la expresion

N? k2
E=-"— —Nlogk+ﬁVNk3/2 -
4 4 4
en funcién de k.

Una primera aproximacion puede ser derivar la expresién anterior en funcién del
parametro k, obteniendo asi

N 3 k
PR SNV Y

Sin embargo, igualar esta expresion a cero proporciona soluciones muy complejas que
no permiten obtener una expansién asintética de la energia clara. Se estudiaran por lo
tanto varias formas de seleccionar k:

s Tomar k = cte..

» Tomar k = C'N® como el producto de una constante por una potencia de N (se
tendrd necesariamente « € [0, 1].

» Tomar & = C(log N)*, dando lugar a un crecimiento asintético més lento que el
caso anterior.

Tomando un valor constante

Se tiene entonces que el término lineal en N dominard el resto de entre los que inter-
fiere el parametro k. Dicho término serd menor cuanto mayor sea k. Esto hace plantearse
otra forma de elegir dicho parametro.
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Tomando kK = CN*“

Se tiene entonces

N? k
E=———Nlogk+ g\/ﬁk?’ﬂ -

2 a2

= —NT — Nlog(CN®) + \/_\/_((JN&)?’/? %
2 2 \T2a—1
- —NT + N |—log(CN®) + 403/%3%1 - CNT

Se quiere que el término entre corchetes sea lo menor posible. Cabe destacar para ello
varios hechos. En primer lugar, se tiene que % > 2a —1 Va € [0,1]. Por lo tanto,
el segundo sumando dominard la expresién si se tiene 2% > 0. Al ser dicho sumando
positivo, se buscara que 3”‘2—’1 < 0, lo cual sucede con « € [0,1/3]. Se tendra entonces que

el sumando dominante sera el primero. Desarrollando este:
—log(CN®) = —logC — aclog N,
que claramente sera menor cuanto mayor sea «. Por lo tanto, se tendra que el valor 6ptimo

serd v = 1/3.

Una vez definido el valor de a;, minimizar de nuevo el término lineal proporciona un
valor para la constante

4
32/371/3°

Se obtiene asi una expansion para la energia logaritmica de

C:

N?2 1

N 9
E:————NlogN—l——(Q—{—log u

64) 34/3 2/3

El término lineal en esta expansion es % (2 + log 2—2) =0,3%4....

55N+ O,
4 3 3 oW

Sin embargo, este valor de C' proporcionaria una construcciéon imposible, pues se
tendria

a 4 1/3
k=CN"= rpg 1/31\7/ ¢ N. (5.2)

Se buscara por tanto aproximar el valor de la constante C' para que tanto k como N
sean enteros positivos.

A partir de la ecuacion (5.2)) se tiene
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. 2 . , . el s
y se tiene que 1—3” ~ 0,44. Aproximarlo por un nimero racional permitira que tanto k como

N sean enteros positivos. Dicha aproximacion puede ser arbitrariamente buena, aunque
. . el o7 s . . 2
esto restringird las posibilidades en la eleccion de k. Como ejemplo se aproxima i—gﬂ ~ %

Entonces se tiene

1
N = 5/& y tomando k = 2k’ = N = 4k € N.

Esta aproximacion proporciona un término lineal —ﬂf” —log v/2 = 0,396.... Sin embargo,
como se ha comentado ya, se puede aproximar con precisiéon arbitraria. Por ejemplo,

tomando 35—3” ~ % se tiene un término lineal %Ei/g — log {’/g = 0,395....

Tomando k = C(log N)*

Sustituyendo en la expresion de la energia

N?

E = T N log[C(log N)“]) + \/T%\/N[C(log N)**/2 — [Cllog N)*7 N)a]2.

4

Se tiene que el término —N log[C'(log N)?]) domina sobre el resto de los términos que
dependen de C' y «. Por lo tanto, se buscara minimizar dicho término. Se observa que
dicho término es menor cuanto mayor sea «, luego no existirfa un valor éptimo. Ademas,
al comparar este término con el caso anterior, tomando k = CN'/3, se puede ver que
siempre serd peor que dicho caso.
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Apéndice A

Cdédigo desarrollado

A.l.

Calculo numérico del conjunto diamante

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from numba import njit

# conjunto diamante dado por el articulo, se ha tomado la eleccion de r mas simple
class R4DiamondEnsemble:

def

def

def

def

def

def

init__(self, p, k):

assert p %2 =— 1 # p ha de ser impar
self .p = p
self .k = k

self.lista_theta = np.random.rand(p) * 2 * np.pi # angulo aleatorio en S°2

self.lista_phi = np.random.rand(p, int(self.r((p + 1) / 2))) * 2 % np.pi # <«
angulo aleatorio en la fibra

self.array = []

len__(self):

if len(self.array) != O0:
return len(self.array)
n =20

for j in range(self.p):
for i in range(self.r(j)):
n += self.k
return n

r4_diamond_point (self, j, i, 1):

angulo_fibra = 2 % np.pi * 1 / self.k + self.phi(j, i)
angulo_paralelo = 2 * np.pi * i / self.r(j) + self.theta(j)

x1 = np.sqrt(l + self.z(j)) * np.cos(angulo_fibra)

x2 = np.sqrt(l + self.z(j)) * np.sin(angulo_fibra)

x3 = np.sqrt(l — self.z(j)) * np.sin(angulo_fibra — angulo_paralelo)
x4 = np.sqrt(l — self.z(j)) * np.cos(angulo_fibra — angulo_paralelo)
return np.array ([xl, x2, x3, x4]) / np.sqrt(2)

r(self, j):
if j > (self.p + 1) / 2:

return self.r(self.p + 1 — j)
else:

return 4 x j

theta(self, j):
return self.lista_theta[j]

phi(self, j, i):
return self.lista_phi[j, i]
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def

def

def

def

def

z(self, j):

rs = [self.r(l) for 1 in range(l, self.p + 1)]
N =2 4+ sum(rs)

num = 1 + self.r(j) + 2 % sum(rs[:j—1])

return 1 — num / (N — 1)

create_array (self):
self.array = [] # making sure it is empty
for j in range(self.p):
for i in range(self.r(j)):
for 1 in range(self.k):
self .array.append(self.r4_diamond_point(j, i, 1))

distance(self, j1, i1, 11, j2, i2, 12):

ang_fibral = 2 % np.pi * 11 / self.k + self.phi(j1l, il)

ang_fibra2 = 2 % np.pi % 12 / self.k + self.phi(j2, i2)

ang_paralelol = 2 % np.pi * il / self.r(jl) + self.theta(jl)

ang_paralelo2 = 2 % np.pi * i2 / self.r(j2) + self.theta(j2)

suml = np.sqrt(l + self.z(jl)) * np.sqrt(l + self.z(j2)) * np.cos(ang_fibral — <«
ang_fibra2)

sum2 = np.sqrt(l — self.z(jl)) * np.sqrt(l — self.z(j2)) * np.cos(ang_fibral — <
ang_fibra2 — (ang_paralelol — ang_paralelo2))

return np.sqrt(2 — suml — sum2)

energy (self) —> float:
self.create_array ()
return energy(np.array(self.array))

energy_from_distance(self):
energy = 0
for jl1 in range(self.p):
for il in range(self.r(j1l)):
for 11 in range(self.k):
for j2 in range(self.p):
for i2 in range(self.r(j2)):
for 12 in range(self.k):

if not (j1 = j2 and il = i2 and 11 = 12):
energy += np.log(l / self.distance(j1, i1, 11, j2, «
i2, 12))

return energy

# version de la clase R4DiamondEnsemble con la eleccion de r quasioptima dada por el <«
articulo
class R4DiamondEnsembleOptim(R4DiamondEnsemble):

def

def

__init__(self, p, k):
assert (p + 1) %14 = 0
self.m = int ((p + 1) / 14)
super () .__init__(p, k)

r(self, j):
if j > (self.p + 1) / 2:
return self.r(self.p + 1 — j)
else:
if j < 2 % self.m:
return 2 x j
elif j < 3 * self.m:

return 2 % self.m 4+ 5 * j
elif j < 4 * self.m:

return 5 * self.m + 4 x j
elif j < 5 * self.m:

return 9 x self.m + 3 * j
elif j < 6 * self.m:

return 14 * self.m + 2 * j
elif j < 7 * self.m:

return 20 * self.m + j
elif j < 8 * self .m:

return 34 * self.m — j
else:

print(j, self.p, self.m)
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raise NotImplementedError

# funciones creadas fuera de la clase para poder acelerarlas con numba
@enjit ()
def euclidean_distance(x, y):

return np.sqrt(sum((x — y) * (x — y)))

enjit ()
def energy(arr) —> float:
energy = 0

for i in range(len(arr)):
for j in range(i+1, len(arr)):
energy += 2 % np.log(l / euclidean_distance(arr[i], arr[j]))
return energy

# funcion creada para obtener el segundo termino de la expansion asintotica
def sec_ord(lista, lens):
sec_lista = []
for i in range(len(lista)):
n = lens[i]
sec_lista.append((lista[i] + 0.25 % n %% 2 ) / (n * np.log(n)))
return sec_lista

# funcion creada para obtener el tercer termino de la expansion asintotica
def third_ord(lista, lens):
third_lista = []
for i in range(len(lista)):
n = lens[i]
third_lista.append((lista[i] 4+ 0.25 * n *x 2 + n * np.log(n) / 3) / n)
return third_lista

def main():
# claramente k tiene que ser funcion de p, probamos con distintos exponentes
dict_sec_term = {}

dict_n = {}
for exp in np.linspace(l.1, 1.5, 5):
dict_sec_term[exp| = []
dict_n[exp] = []
for n in range(1l, 4):
p=14 * n — 1
diamond = R4DiamondEnsembleOptim(p, int(p#*xexp))
e = diamond.energy ()
n = len(diamond)
dict_sec_term[exp].append((e + 0.25 * n % n)/(n * np.log(n)))
dict_n[exp].append(n)

# representamos los resultados para el segundo termino de la expansion
plt.figure(figsize=(12, 8))
min_n = max(dict_n[1.1])
for exp in dict_sec_term.keys():
plt.plot(dict_n[exp], dict_sec_term[exp], label=exp)
plt.legend ()
plt.x1im (0, min_n)
plt.show ()

# representamos los resultados para el segundo termino de la expansion
plt.figure(figsize=(12, 8))

min_n = max(dict_n[1.1])

for exp in dict_sec_term.keys():
ns = dict_n[exp]
sec_t = dict_sec_term|exp]

third_t = (sec_t * (ns * np.log(mns)) + (ns * np.log(ms)) / 3) / ns
plt.plot(ns, third_t, label=exp)

plt.legend ()

plt.x1im (0, min_n)

plt.show ()
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if

A

# el mejor exponente es 1.2,
= 1.2

exp
e_1i

st = ]

ns = (]

for

sec_

n in range(1l, 6):
p=14 * n — 1

diamond = R4DiamondEnsembleOptim(p,

representamos con mas puntos

int (p**exp))

e_list.append(diamond.energy())
ns.append(len(diamond))
list = sec_ord(e_list, ns)

third_list = third_ord(e_list, ns)

# segundo termino
figure(figsize=(12,6))

plt.
plt.
plt.
plt.
plt

plot(ns, sec_list)

plot(ns, —np.ones(len(ns))/3,

liil)

xlabel ('Numero de puntos')

# tercer termino

ylabel (r'$\left (E+\frac{N"2}{4}+\frac{N\log N}{3}\right)/N$')

.ylabel(r'$\left (E+\frac{N"2}{4}\right)/(N\log N)$')

|77:)

plt.figure(figsize=(12,6))
plt.plot(ns, third_list)
plt.plot(ns, np.zeros(len(mns)),
plt.xlabel('Numero de puntos')
plt.

__name__=='__main__"':

main ()

2.

Integrales calculadas

from sympy.integrals import integrate
from sympy import =

def int_1():

def

def

if

t =

Symbol ('t')

f = log(l 4+ sqrt(l — 1 / (1 4+ t*%2))) * t / (1 4+ t*%2)xx2

inte
inte

int_
t =
r =

inte
inte
prin

__nam
main

gral = integrate(f,

(t7

0, o00))

gral = simplify(integral)
print (integral)

2():

Symbol('t')

Symbol ('r', positive=True,

1/ ((sqrt(l + t #x 2) + t) % (1 + t *x 2) *x (r + 1))

gral = integrate(f,

(t7

integer=True)

0, oo)) / (2 % r)

gral = simplify(integral)

t(integral)

e__::' r.

O

__main__
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