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Resumen

El grupo especial ortogonal de dimensién tres SO(3) es un objeto matematico de
gran riqueza de estructuras. En este trabajo se presenta como grupo de matrices,
isomorfo al grupo de movimientos directos de R3, se relaciona con los grupos unitarios
de matrices, con los cuaterniones, con la esfera S® y el espacio proyectivo tridimensional,
y se presenta como grupo de Lie.

Palabras clave: grupo especial ortogonal, grupo unitario, cuaterniones, rotaciones.

Abstract

The three-dimensional special orthogonal group SO(3) is a very rich mathematical
object structure-wise. In this project it is presented as a matrix group, isomorphic to the
direct movement group of R3, related to the matrix unitary group, to the quaternions,
to the S2 sphere and the three-dimensional projective space, and presented as a Lie
group.

Key words: special orthogonal group, unitary group, quaternions, rotations.
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1 Introduccion

En este trabajo introducimos SO(3) como grupo grupo de matrices, viéndolo como un
subgrupo del grupo ortogonal O(3). Una vez visto esto, estudiamos cémo se relacionan
dichos grupos con las isometrias del espacio real tridimensional: O(3) es isomorfo al
grupo formado por las isometrias del espacio tridimensional y SO(3) es a su vez isomorfo
al grupo de isometrias del espacio que preservan la orientacién del mismo. Seguidamente
pasamos a ver como una matriz de SO(3) determina una rotacién de R? y viceversa.
Primero, vemos como dada una matriz de SO(3) podemos determinar la rotacién que
representa, hayando el eje de rotacién y el angulo que la definen. Por otro lado, vemos
como obtener una matriz de SO(3) a partir de una rotacion, es decir, dados un eje de
rotacién y un dngulo. Después de esto, pasamos a ver como SO(3) es homeomorfo a
SU(2)/Zy. Para ello, introducimos primero el grupo especial unitario SU(2), viendo
que es subgrupo del grupo unitario U(2), para ver después que U(2) y SU(2) son
isomorfos a los grupos de isometrias de C? y al grupo de las isometrias de C? que
preservan la orientacién, respectivamente. Una vez introducido SU(2), vemos que es
homeomorfo a la esfera S2, y después que SO(3) es homeomorfo al espacio proyectivo
real de dimensién 3 P3, y por ello SO(3) es homeomorfo a S3/Zs. Una vez hemos visto
esto, pasamos a concluir que SO(3) es homeomorfo a SU(2)/Zs, y que el homeomorfismo
nos proporciona un doble cubrimiento de SU(2) en SO(3).

En la siguiente seccion del trabajo pasamos a estudiar los cuaterniones. Para ello
vemos primero como representarlos, de forma vectorial, como matrices reales y como
matrices complejas, y damos algunas propiedades bdsicas de este conjunto. Después
pasamos a ver como un cuaternion nos determina una rotacién de SO(3), para después
concluir como determinar la rotacién que nos define un cuaternion.

En la dltima seccién del trabajo trabajamos con SO(3) como grupo de Lie, para
lo cual vemos primero que SO(3) es en efecto un grupo de Lie, para lo cual también
vemos que es una variedad diferenciable. Después, introducimos las algebras de Lie y
vemos que el conjunto s0(3) formado por las matrices antisimétricas de dimensién 3 es
un dlgebra de Lie, para finalmente concluir que so(3) es el dlgebra de Lie de SO(3).

Para todo esto estudiamos SO(3) a través de diversos campos matemadticos que
hemos estudiado durante la carrera, como la teoria de grupos, la geometria clésica, el
algebra lineal, la topologia y la geometria diferencial. Ademds, hemos completado varias
demostraciones a lo largo del trabajo.

A lo largo de este trabajo manejaremos R? como espacio vectorial y las isometrias
que trataremos seran lineales.






2 SO(3) como estructura algebraica

En esta seccién introducimos y estudiamos SO(3), asi como su relacién con otros con-
juntos, y vemos como representar una matriz de rotacion. Los conceptos de esta seccién
han sido extraidos de [2], [3], [4] v [12].

Comencemos desde el grupo ortogonal O(3). Este estd compuesto por las matrices
reales cuadradas de dimension 3 tales que su inversa es igual a su traspuesta, es decir

0(3) ={A € M3sxs: At = A_l}

Visto desde un punto de vista geométrico, este grupo esta formado por las trans-
formaciones lineales del espacio R? que preservan el producto escalar canénico, el cual
se define como es usual, es decir, dados a = (a1, a9,as3),b = (b1, ba, b3) respecto de la
base canénica {e1, ez, e3} de R3, a-b = a1b; + asbs + asbs. Dichas transformaciones son
conocidas como isometrias lineales. Veamos esto més detenidamente.

Definicién 2.1 f : R3 — R3? lineal es isometria si preserva el producto escalar, es

decir, dados U, se cumple que V- = f(¥) - f(wW) siendo - el producto escalar usual de
R3.

Proposiciéon 2.2 Si f es una isometria, entonces f preserva normas y dngulos.

Demostracion
Sea ¥, € R3. Primero, tenemos que || f(9)|| = \/f(?) - f(

- U = ||7]|, con lo que
) v

( _ _
IF@I- L@ (21 (1]

f preserva la norma. Por otra parte, cos(f(7), f(W)) =

cos(¥, ) con lo que también preserva los dngulos. [

Corolario 2.3 Si f es una isometria, entonces f lleva bases ortonormales en bases
ortonormales, con lo que es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion
Sea eq, e, e3 una base ortonormal de R?.Como f preserva angulos y normas por ser
isometria, f(e1), f(e2), f(e3) serd también una base ortonormal.

Vedmos ahora como es la estructura de O(3).

Proposicién 2.4 O(3) es un grupo respecto del producto de matrices.
Demostracion

e El producto de matrices de O(3) es cerrado, es decir, queremos ver que si A, B €
O(3), entonces AB € SO(3). Sean A, B € O(3):

Consideramos el producto de la matriz AB por su traspuesta:

AB(AB)" = ABBTAT = ATAT = AAT = I, con lo que resulta que AB € O(3).



e (O(3) tiene elemento neutro respecto de la multiplicacién de matrices. Tomemos la
matriz identidad I, que es el elemento neutro para la multiplicaciéon de matrices.

IIT =11 =1, conlo que I € O(3).

e O(3) tiene elemento inverso para la multiplicacién de matrices. Sea A € O(3):

Como A~! = AT y ATA = I, entonces se tiene que A~! € O(3).

e Tenemos que ver que la operacion es asociativa, es decir, para cualesquiera A, B, C €
O(3), se verifica que (AB)C = A(BC).

Como el producto de matrices cumple esta propiedad en general, la cumple también

en O(3).

Con todo esto, concluimos que O(3) es un grupo respecto de la multiplicacién de ma-
trices. [

Proposicién 2.5 El conjunto Isom(R?) = {f : R? — R3 : f es isometria lineal} es un
grupo respecto a la composicion de aplicaciones.

Demostracion

Para esta demostracion, damos por sabido que el conjunto de isomorfismos lineales es un
grupo, y comprobamos que la composiciéon de dos isometrias, la identidad, y el inverso
de una isometria también lo son, esto es, que también preservan el producto escalar.
No es necesario comprobar la propiedad asociativa ya que esta se cumple por cumplirse
para los isomorfismos lineales en general.

e Tenemos que ver que es cerrado para la composiciéon de aplicaciones, es decir,
que para cualesquiera f,g € O(3), su composicién (f o g) € Isom(R3). Sean
f,g € Isom(R3):

Queremos que ver que (fog)(¥)-(fog)(w
tenemos que (f o g)(v) - (f o g)(@) = f(g(
f v g son isometrias.

~—

<y

- para todo ¥, W € R3. Entonces,
(9(w)) = g(v) - g(¥) = - W ya que

~ <y

o

e El elemento neutro para la composicién de aplicaciones pertenece a Isom(R?), es
decir, tenemos que ver que la aplicacién identidad, denotada por Id pertenece a
Isom(R3).

Queremos ver que [d(V) - Id(wW) = ¥ - @, pero Id(?¥)
trivialmente.

¥, V& € R3, con lo que se ve

e Isom(R?) tiene elemento inverso para toda f € Isom(R?). Sea f € Isom(R3):

Tenemos que ver que f~1(7)- f~}(w) = ¥- 0 para cualesquiera 7,1 € R3. Consid-
eramos la igualdad f(7) - f(w) = ¥ - @ que sabemos cierta por ser f € Isom(R3).
Como f~!(f(v)) = v para cualquier v, podemos escribir la misma igualdad en

términos de f~!, y quedarfa @ - @ = f~Y(¥) - f~1(@W) que es el resultado que
queriamos.



Con lo que concluimos que Isom(R?) tiene estructura de grupo con la composicién de
aplicaciones. [

Y ahora que hemos visto que tanto O(3) como Isom(R?) tienen estructura pasamos
a ver la relacién entre estas.

Teorema 2.6 La aplicacion:

g:0(3) = Isom(R?)
A f € Isom(R3) tal que M(f) = A

estd bien definida y es un isomorfismo de grupos, donde M(f) es la matriz de f respecto
de la base candnica de R3.

Demostracion

Veamos primero que estd bien definida. Para ello tenemos que ver que g(A) = f es tnica
y que existe dicha f en Isom(R3) tal que g(A) = f. Es claro que dicha f es tinica. Queda,
ver que tenemos tal f € Isom(R?). Sean ahora v = Y wie; y w = Y wie;. Entonces
f)-f(w) = (Av)TAw =v" AT Aw = v"w = v-w y efectivamente una matriz A € O(3)
tiene como imagen f que serd isomorfismo lineal porque det(M (f)) = det(A) # 0, y por
ello f € Isom(R?). Con lo que g est4 bien definida.

Veamos ahora que g : O(3) — Isom(R?) es inyectiva. Para ello, tenemos que
ver que a dos elementos distintos de O(3) nunca les corresponde la misma isometria
f € Isom(R?). Razonamos por reducccién al absurdo. Supongamos que la aplicacién
no es inyectiva. Entonces, para algunas matrices A, B € O(3), A # B, se tendria que
g(A) = g(B). En ese caso tendriamos f € Isom(R3) de forma que g(A) = g(b) = f, es
decir, tendriamos que M (f) = A = B. Pero esto es absurdo, puesto que hemos tomado
matrices distintas. Como hemos supuesto que la aplicacién no era inyectiva y hemos
llegado a un absurdo, concluyimos que la aplicacién es inyectiva.

Veamos ahora que la aplicacion es sobreyectiva. Tenemos que ver que dada para
todo elemento de I'som(R?®) tenemos otro elemento en O(3) que sea su contraimagen.
Sea A = M(f) con f € Isom(R3). Como f es isometria, conserva el producto escalar,
es decir, ¥+ = f(¥) - f() para todo v, w € R3. Matricialmente, el producto escalar se
puede expresar de la siguiente forma:

F(@) - f(5) = (AD)T Aw = TAT Aw = 7 -

Estudiemos mds detenidamente la 1ltima igualdad. Sea ¢ un vector cuya entrada i-
ésima es igual a 1, y el resto son 0, y @ un vector un vector cuya entrada j-ésima es
igual a 1, y el resto son 0. Entonces, el elemento b;; de la matriz AT A seré:

bij =0 (ATA)G = (0,---,1,--- ,0)(ATA) | 1 [=0dTd=6;= {



de donde concluimos que A" A = I y por lo tanto A € O(3) serd su contraimagen.

Como hemos visto que g : O(3) — Isom(R?) es inyectiva y sobreyectiva, se tiene
que g es una biyeccién.

Por ultimo, para poder concluir que es un isomorfismo de grupos, tenemos que ver
que la aplicacién ¢ y su inversa ¢~ son homomorfismos, es decir, que las aplicaciones
gy g~ ! respetan las operaciones al pasar de un conjunto a otro. Para ello tenemos que
comprobar que dadas A, B € O(3), g(AB) = g(A) o g(B). Sean f,h € Isom(R?) tales
que g(A) = f,g9(B) = h, es decir M(f) = Ay M(h) = B. Ahora bien, la composicién
(foh)(x) = f(h(x)) se expresa matricialmente como M (f)M(h)x = ABx para x € R3,
con lo que efectivamente, la imagen de AB a través de g serd la composiciéon f o h con
M(f) = Ay M(h) = B. Por otra parte, también tenemos que ver que para cualesquiera
f,h € Isom(R3), se tiene que g~ '(f o h) = ¢g~'(f)g (k). La aplicacién inversa hard
corresponder a cada f € Isom(R?) la matriz A tal que M(f) = A. Sean f h €
Isom(R3), y consideramos su composicién f o h. Como ya hemos visto, la composicién
(f oh)(x) = f(h(z)) para z € R3 se expresa matricialmente como M (f)M (h)z. Sean
ahora A, B tales que M(f) = Ay M(h) = B. Entonces la matriz de la composicién
foh serd AB y tendremos que g~ (foh) = AB = g~ *(f)g~'(h) que es lo que queriamos
ver. Con esto, g es un homomorfismo de grupos.

Como hemos probado que g es un homomorfismo biyectivo de grupos, concluimos
que g es un isomorfismo de grupos. [J

Al probar este resultado hemos llegado a que podemos identificar cualquier matriz
del grupo ortogonal con una isometria de R3.

2.1 SO(3) como grupo

Estudiemos ahora la igualdad AAT = I que cumplen por definicién todas las matrices
de O(3). Si consideramos el determinante a ambos lados de la igualdad llegamos a que
1 = det(A)det(A") = det(A)?, y por lo tanto det(A) = +1. Las matrices de O(3) que
cumplen det(A) = 1 forman un subgrupo, conocido como grupo especial ortogonal y se
denota por SO(3). Estas isometrias preservan la orientacién del espacio, mientras que
las que tienen determinante -1 la invierten.

Definicion 2.7 El conjunto definido de la siguiente forma:
{A € M3x3(R) : AAT =1, det(A) =1}

donde I es la matriz identidad de dimension 3 se denomina grupo especial ortogonal o

SO(3).

Como su nombre indica, O(3) tiene estructura de grupo con el producto de matrices
puesto que el producto de dos matrices que preservan el producto escalar lo seguird
preservando.

Veamos ahora cémo se relacionan las estructuras de O(3) y SO(3).

Proposicién 2.8 SO(3) es subgrupo de O(3).

Demostracion



e SO(3) C O(3)

Se ve trivialmente por definicién.

e El producto de matrices de SO(3) es cerrado, es decir, queremos ver que si C, D €
SO(3), entonces CD € SO(3). Sean C, D € SO(3):

Consideramos el determinante del producto de matrices C'D:

det(CD) = det(C)det(D) = 1 ya que CD € SO(3), luego CD € SO(3) y es
cerrado para la multiplicaciéon de matrices.

e SO(3) tiene al elemento neutro para la multiplicacién de matrices. Tomamos la
matriz I, que es el elemento neutro de O(3):

Como det(I) = 1, entonces I € SO(3) y SO(3) tiene elemento neutro para la
multiplicacién.

e Tiene elemento inverso para la multiplicacién de matrices. Sea C' € SO(3):
1

Como det(C™1) =

omo det(C™") et ()

S0(3).

= 1, entonces la inversa de C pertenece también a

Con todo esto hemos demostrado que SO(3) es un subgrupo de O(3). O
Ademsds, es un grupo no conmutativo. Por ejemplo:

4 3 =2 -2 1
%5 ] R
Sean A=| = £ 0 |,B= _? 3 5 | A BecSO@3).
S22
Consideremos ahora los siguientes productos de matrices:
—14 -1 =2 -2 14 1
T 1 1 1 3
ap={ g 1 4t |pa=| 3 2 2
TS 3 R
3 3 3 3 3 3

Como se puede apreciar, AB # BA. Esto tiene sentido geométricamente ya que
dados dos ejes de rotacién se obtienen resultados distintos segiin cual elijamos para
rotar primero.

Hasta ahora hemos introducido el conjunto O(3), hemos visto que es un grupo y su
relaciéon con Isom(R3) por medio de un isomorfismo de grupos. Por otra parte hemos
introducido SO(3) y hemos visto que es un subgrupo de O(3). Entonces, es razonable
pensar que SO(3) estard relacionado con un subgrupo de Isom(R?). Efectivamente esto
es asi, veamoslo con detenimiento:

Definicién 2.9 f preserva la orientacion si det(M(f)) > 0.

Proposiciéon 2.10 FEl conjunto

Isom™(R3) = {f : R3 — R3 : f es isometria lineal y preserva la orientacion}



es subgrupo de Isom(R3).

Demostracion

e Isom™(R?) C Isom(R?)

Se ve trivialmente por definicion.

e La composicién de aplicaciones es cerrada, es decir, queremos ver que dadas f, g €
Isom™(R3), entonces (f o g) € Isom™(R?). Sean f,g € Isom™(R3):

Sean A = M(f) y B = M(g). Considero la composicién de aplicaciones f o
g. Matricialmente, se expresaria como (f o g)(v) = f(g(v)) = f(Bv) = ABv
para v € R3. Resulta que la matriz de f o g es AB. Pero entonces det(AB) =
det(A)det(B) > 0 por ser producto de dos nimeros mayores que 0. Con lo que
efectivamente, f o g preserva la orientacion.

e El elemento neutro de la composicién de aplicaciones pertenece a Isom™ (R?). Sea
id la aplicacién identidad, que es el neutro para la composiciéon de aplicaciones:
M (Id) = I3 la matriz identidad. det(I3) =1 > 0, con lo que el elemento neutro

pertenece a Isom™(R?).

e Para toda f € Isom™(R3), se tiene que el elemento inverso de f pertenece a
Isom™(R3). Sea f € Isom™(R3)

Si M(f) = A, entonces M(f~!) = A~!. Entonces, det(A~!) = det(A)
e
det(A) > 0 por ser f € Isom™(R?), con lo que f~! € I'som™(R3).

> 0 ya que

Con todo esto, concluimos que Isom™(R3) es subgrupo de Isom(R3) respecto a la
composicién de aplicaciones. [
Y ahora pasamos a ver la relacién entre SO(3) y Isom™ (R?):

Teorema 2.11 La aplicacion:

glso@) : SO(3) — Isom™(R?)
A f € Isom™(R3) tal que M(f) = A

donde g es la aplicacion definida en el teorema[2.6 es un isomorfismo de grupos.

Demostracion
Podemos ver que ¢ s0(3) €s un homomorfismo de la misma forma que en el teorema
y lo mismo ocurre con la inyectividad.

En cuanto a la sobrectividad, tenemos que ver que para todo elemento de Isom™ (R3)
tenemos un elemento de SO(3) que sea su contraimagen. Sea f € Isom™(R3), con
M(f) = A. Como f € Isom™*(R3), det(A) > 0. Sean ¥, € R?. Expresamos matricial-
mente el producto escalar como hicimos en el teorema [2.6}

9(¥) - g(w8) = TAT Aw = 7@



Y estudiamos una vez maés la iltima igualdad de la misma forma que hicimos previa-
mente, y llegamos a que AT A = I. Nos faltarfa ver que det(A) = 1 para poder concluir
que A € SO(3). Viendo el determinante a ambos lados de la igualdad obtenemos que
1 = det(I) = det(ATA) = det(AT)det(A). Tenemos que det(AT) = det(A), luego
det(A) = £1. Pero sabemos que det(A) > 0 ya que A = M(f) y f € Isom™(R3). Con
lo que A € SO(3) y la aplicacién es sobreyectiva.

Como hemos visto que es un homomorfismo, que es inyectiva y biyectiva concluimos
que es un isomorfismo de grupos. [

Con todo lo que hemos visto en esta seccion, nos quedaria el siguiente esquema:

0(3) +Ls Isom(R?)
U U
S0(3) «& Isom™ (R?)

Con el cual vemos no solo que SO(3) e Isom™ (R3) son subgrupos de O(3) e Isom(R?)
respectivamente, si no también como las relaciones entre estos se mantienen a través
del isomorfismo g al pasar de un lado a otro.

Visto desde un punto de vista geométrico, los elementos de SO(3) son las rotaciones
del espacio R?, es decir, transformaciones lineales que son un giro respecto de una recta
vectorial de R? que queda fija a través de la rotacién. Veamos esto con més detalle:

2.2 Determinando la rotacién definida por una matriz de SO(3)

Como ya se ha mencionado previamente, las matrices de SO(3) definen rotaciones vecto-
riales en R3. Toda rotacién distinta de la identidad deja fijo un subespacio de dimensién
1 al que conocemos como eje de la rotacién. Una vez conocemos el eje de rotacién pode-
mos ver la rotacién en tres dimensiones como una rotacién en dos dimensiones en el
plano ortogonal al eje en cada punto de este.
Ademsds, para determinar la rotacién necesitamos un angulo que nos diga cudnto girar.
También hay que determinar una forma de saber en que sentido rotamos para un cierto
eje generado por t € R3, pero podemos solucionar esto asumiendo un sentido de rotacion
y si queremos girar en el sentido opuesto simplemente tomamos —¢ como denerador del
eje.

Ahora sea A € SO(3). En esta seccién estudiaremos cémo encontrar la rotacién
cuya matriz es A.

Proposicién 2.12 La matriz A siempre posee X = 1 como autovalor. El resto de
autovalores dependerdn de como sea la rotacion que define A. Si tenemos la rotacion
trivial aparecerd el autovalor A =1 otras 2 veces. Si tenemos una rotacion de dngulo ,
aparecerd el autovalor A = —1 dos veces. En el caso general tendremos dos autovalores
complejos conjugados.

Demostracion
Sea t € R3 tal que |t| = 1 y sean u,v € R3 ortonormales a t. Estos vectores forman
una base ortonormal, luego podemos expresar una matriz de rotacién en funcién de



ellos. Supongamos que t genera el eje de la rotaciéon. Como ya hemos mencionado, las
columnas de la matriz de rotacién seran la imagen de los vectores de la base candnica
a través de la rotacién. Como t es el eje de esta, quedara invariante, luego la primera
columna serd (1,0,0). Por otra parte, como los otros dos vectores de la base son
ortonormales a t, la rotacién actuara sobre ellos como si fuese una rotacion en el plano.
Veamoslo detenidamente:

Sea f € Isom(R?) la isometria tal que M(f) = A y sea II el plano generado por
u,v. Queremos ver que II queda fijo a través de f, es decir, f(II) = II. Tenemos la
base {u,v} de II por lo que IT L ¢ ya que v L t y v L ¢t. Vemos ahora que pasa con
f(u) y f(v). Como f es una isometria, preserva los dngulos por lo que f(u) L f(t) y
f(v) L f(t). Pero f(t) =t por ser t el generador del eje de rotacién, con lo que f(u) L ¢
y f(v) L t. Como consecuencia de esto, tendremos que f(u), f(v) € II, y por ello y ser
f isomorfismo, tendremos que f(II) = II que es lo que queriamos.

Con todo esto, una rotacién de eje ¢ y angulo 6 tendra la siguiente forma en la base
descrita:

1 0 0
M = 0 cosO —sinb
0 sinf cosb

Como el polinomio caracteristico de la matriz es independiente de la base escogida,
puedo usar esta matriz para calcular los autovalores de una rotacién en general, puesto
que dada una rotacion cualquiera siempre la puedo expresar en funcién de una base de
la que se ha usado. Hagamoslo:

1—A 0 0
det(M — \I) = det 0 cos@—X\ —sinb = (1 - \)((cost) — \)? + sin?0)
0 sin @  cos 0 — A

Obtenemos del primer paréntesis la solucion A = 1. Desarrollamos el segundo y llegamos
ala ecuacién de segundo grado A% —2\cosf+cos?0+sin?0 = A\2—2\cosf+1. Resolvemos
y llegamos a A = cosf) + v/cos20 — 1. Como cos?f € [0,1], tendremos una raiz de un
nimero negativo siempre que 6 ¢ {0,7}, y tendremos en ese caso dos autovalores
complejos A1 = € y Ay = 7% siendo uno el conjugado del otro. Sif =006 =7, la
raiz se anulard y tendremos repetidos los autovalores A = 1 y A = —1 respectivamente.

El autovalor 1 siempre esta presente en la primera raiz del polinomio puesto que es
el que se corresponde con el eje de la rotacién, que queda fijo por la misma. En cuanto a
las otras dos raices, si # = 0 solo tenemos el 1 repetido otras dos veces como autovalor,
puesto que si rotamos el espacio un angulo 6 = 0 el espacio entero se queda fijo. Por
otra parte, si # = 7w nos encontramos el autovalor -1 repetido dos veces ya que girar el
espacio w rad es equivalente a transformar cada vector en su opuesto. En el resto de
casos nos encontraremos con dos autovalores complejos conjugados ya que el polinomio
coaracteristico es real.[]
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2.2.1 Eje

Proposicion 2.13 Fl eje de la rotacion dada por la siguiente matriz

ail al2 a3
A= a1 a2 a3
a3; a32 ass

estd generado por t = (age — ag3,a13 — as1, s — a12).

Demostracion
Sabemos que el eje de la rotacién es invariante por la rotacion definida por A, con lo
que si llamamos ¢ a un generador del eje, se cumplira:

At = t, que es equivalente a At = It

Lo cual nos lleva a que (A — I)t = 0, es decir ¢ pertenece al nicleo de A — I, o visto de
otra forma, A = 1 es valor propio de A y t es un vector propio asociado. Como ya hemos
visto, las matrices de rotacion simpre poseen este valor propio, mientras que los otros
dos seran complejos en el caso general. De aqui deducimos que una matriz de rotacion
tiene un unico vector propio real salvo multiplicacién por constante.

Ahora, para llegar al eje de rotacion, consideramos la siguiente cadena de igualdades:

0=AT0+0=AT(A-Dt+(A-Dt=(ATA-AT+A-Dt=(A-AT)t

Ahora estudiamos cémo es la matriz A — A", Para 1 <1, j < 3, siendo a;; el elemento
de la i-ésima fija y de la j-ésima columna de la matriz A tendremos que (A — AT)ij =
a;j — aj;. Concretamente, si i = j, (A — AT)ij = 0. Si consideramos su traspuesta,
vemos que (A — AT);; = aj; — a;; = —(A — AT);;. Con esto, concluimos que la matriz
A— AT es antisimétrica.

Ahora que sabemos que la matriz A — AT es antisimétrica, podemos tomar un t de
forma que:

[t = (A—AT)
donde
0 —t3 1o
t=(t1,t2,t3), y [t]x = t3 0 -t
—to 1 0

Con esto, consideramos el siguiente producto:

0 —t3 to th tots — tato 0
[t]xt = t3 0 —11 to = t3t1 — t1ts =txt= 0
—ty 1 0 t3 t1to — taty 0

Con esto, el t que hemos escogido nos garantiza que el resultado siempre sea 0. Entonces:
Si
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a1l a1z a13
A= a2 az azs |,entoncest= (asy — ag3,a13 — asi,az — ai2).
az1 asz2 ass

Y queda probado lo que queriamos ver. [

Si la matriz A fuese simétrica este proceso no seria valido. En este caso, tendriamos
que A — AT = 0. Al seguir el proceso descrito, tomarfamos [t]x y por ello llegarfamos
a que el vector ¢ = (0,0,0) es el eje de la rotacién, lo cual no tiene sentido. En este
caso una forma alternativa de calcular el eje de la rotacion seria diagonalizar la matriz
y calcular el vector propio correspondiente al valor propio 1.

2.2.2 Angulo

Proposicién 2.14 FEl dngulo de la rotacion definida por una matriz A € SO(3) es
(Av)v >

o =arcos | ———
<\AvHv!

Demostracion

Sea una matriz A € SO(3) y sea v € R3 ortogonal al eje de rotacién dado por A.
Entonces, v estard en el plano ortogonal al eje de rotacién, y también lo estara su
transformado Av. La forma mds sencilla de hallar el angulo de rotacién es calculando

V)
el angulo entre v y Av, es decir, calculariamos « = arcos (](A H) |>
vl|v

Otra forma de llegar a este resultado es considerar la traza de la matriz A. La traza
de la matriz es igual a la suma de los valores propios, y como ya conocemos estos,
tr(A) —1
2

Podemos llegar a este resultado por otro camino, ya que como la traza de la matriz es
un invariante algebraico, tr(A) serd igual a la traza de la matriz que expresa la misma
rotacién en funcién de la base ortonormal formada por el eje de la rotaciéon con norma
igual a 1, y dos vectores ortonormales a este. Como ya se ha visto previamente en la
seccion 2.2 de este trabajo, nos quedard una matriz con la forma de la M descrita en
dicha seccién. La traza de esa matriz es la misma que a la que hemos llegado con el

tr(A) - 1)_

tr(A) =1+ 2cosf. De aqui deducimos que 0 = arcos (

método anterior, y concluirfamos de la misma forma que 6 = arcos < >
2.3 Determinando la matriz de rotacién dada por un eje de rotacién
y un angulo

Cuando aplicamos una rotacién al espacio, lo que estamos haciendo realmente es asig-
narle una nueva base ortonormal. Si consideramos la base canénica de R?, {e1,e2,e3},
las columnas de una matriz A € SO(3) serdn Aej, Aes y Aes. Como sabemos que
esta matriz representa una isometria, sabemos que preservara la norma, por lo que los
vectores Aep, Aes, Aes también serdn ortogonales entre si y seguirdn teniendo norma 1,
luego formaran una nueva base ortonormal.

Para determinar una matriz de rotacién con un eje cualquiera, primero tenemos que
conocer las matrices de rotacién de ejes x,y o z. Consideremos primero una matriz de

12



rotacién en dos dimensiones. Como esta matriz es una transformacién lineal, sus colum-
nas seran la imagen de los vectores de la base canodnica a través de esta transformacion.

Como los vectores de la base candnica e, es tienen norma 1, los estaremos de-
splazando a través de la circunferencia S' tanto como nos diga el 4ngulo # de rotacién.
Por tanto, si giramos e; = (1,0) su imagen serd (cos#, sinf). Por otra parte, el trans-
formado de ez = (0, 1) estaréd girado § més que el transformado de e; ya que estos son
ortogonales entre si. Por tanto podemos ver la imagen de es como la imagen de rotar
e1 el dngulo 6 + %, es decir (cos (0 + %) ,sin (0 + F)).

Por un lado, se tiene que sin (9 + %) = cosf. Por otro, usando la misma igualdad,
cos (0 + %) = sin(0 + m) que es a su vez —sind, con lo que el transformado de ey serd
(—sinb, cosb).

i)

r(e,)

En esta imagen vemos lo descrito en el parrafo anterior, donde r(v) denota el
transformado de un vector v a través de una rotaciéon de angulo .

Con todo esto, llegamos a que una matriz de rotaciéon en dos dimensiones de angulo

0 tiene la siguiente forma:
cos 0 —sin 0
M =
( sin @  cos 6 )

Si ahora consideramos esa misma rotacion en un espacio de tres dimensiones, es decir,
una rotacién del plano xy, podemos expresarla extendiendo la matriz que ya teniamos
y (coloquialmente hablando) ”rellendndola” con componentes de la matriz identidad.
Esto resultara en una matriz que no solo gira el plano xy, si no todo el espacio alrededor
del eje z:

cos @ —sinf 0
M,=1| sinf0 cosf 0
0 0 1

Si ahora en vez de rellenar la iltima columna con la identidad, "rellenamos” la primera
o la segunda columna obtendremos matrices que giran todo el espacio alrededor de los
ejes X e y respectivamente:

1 0 0 cos 0 —sin b
My=1| 0 cos —sinf |, M,= 0 1 0
0 sinf cosb sinf 0 cos@
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Ahora que conocemos las matrices de rotacién elementales, sea v = (v1, v2, v3) € R3
un eje de rotacién cualquiera y 6 un dngulo. Para llegar a la matriz que describe la
rotacién de eje v y angulo 6 el proceso que seguiremos serd el de transformarla en una
rotacion alrededor del eje z mediante rotaciones cuya forma ya conocemos.

1. Lo primero que haremos serd girar nuestro eje alrededor del eje z hasta que esté
en el plano xz. Como ya conocemos las matrices de rotacién alrededor del eje z,
lo tnico que necesitamos conocer es el angulo que debemos rotar.

Para ello consideramos los vectores v, = (v1,v2,0) y e1 = (1,0,0). Si calculo el
angulo entre estos vectores tendré el angulo para construir la rotacién que busco,
ya que el vector e esta en el plano xz y en el plano xy, y el vector v, es la proyeccién

Up * €1 V1
de v sobre el plano xy. Con esto, calculamos cos(a) = —2 = —- Como
‘Up||€1| Ul +U2
. . V2 . .
sin*a + cos’a =1, sin a = + 5 - El signo que satisface que se anule la
VY + v
1 2

segunda coordenada y por ello nos proporciona el resultado que queremos es el
menos, asi que con todo esto la matriz de rotacién de este primer paso es:

V1 v

2
0
\/v%+v§ \/U12U+ v%
P = _ U2 1 0
VUi g ol o)
0 0 1

Al vector que obtenemos como transformado de v le llamaremos w = (1/v? + v3,0,v3) .

2. Después, tendremos que transformar w de forma que se superponga con el eje

z. Para ello tendremos que rotar alrededor del eje y el angulo formado entre w
w-e v

y es = (0,0,1). Calculamos cos(3) 3= 2 , v siguiendo el

Jwlles] o2+ 02 + 02
\/U%Jrv%
\/v%%—vg—{—vg'

mismo proceso que en el paso anterior, sin § = £ Esta vez el
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signo que hace que se anule el valor de la primera coordenada es el méas. Con esto,
la matriz de rotacién de este paso es:

21 .2
U3 \/ Vi + 035

[ — vV - 4
VU3 + v3 + 03 VU3 + v3 + 03

P = 0 1 0
Vi + o2 0 U3
VU3 + v3 + 03 VU3 + v3 + 03

3. Ahora que ya hemos trasladado nuestro eje original de forma que se superpone con
el eje z, tenemos que rotar respecto de este el angulo de nuestra rotacién original
0. Entonces, la matriz de rotacién sera:

cos —sinf 0
Ps=| sinf cosf O
0 0 1

2D

e

4. Una vez ya hemos hecho la rotacién original en el eje z, tenemos que ”deshacer
el camino” que hemos seguido en los dos primeros pasos. Para ello, tenemos que
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hacer los movimientos opuestos a los que hemos hemos hecho. Como las matrices
de rotacién que hemos usado pertenecen a SO(3), cumplen que su inversa es su
traspuesta, por lo que no tenemos que calcular nuevas matrices, con trasponer las
que ya hemos usado obtendremos lo que necesitamos.

Para deshacer la rotacién del paso 2, usaremos la siguiente matriz:

U3 0 Vi + 03
Vvl + 3+ 03 v3 + v3 + 3
0 0

1
IVAL G P S
Vvl + 3 4 03 V3 + v3 + U3

5. Igual que en el paso anterior, para deshacer el paso 1, uso la matriz traspuesta:

Py=P =

U1 ()
\/v2+v§ \/%%—kv%
2 1

Voi+vd o ol + ol
0 0 1

P=P =

Con todo esto, hemos expresado una rotacién de eje cualquiera en funcién de rotaciones
de ejes x, y 0 z. Como SO(3) es un grupo con respecto a la multiplicacién de matrices,
el producto de todas las matrices que hemos usado serd la matriz de rotacion de eje v
y angulo 6 que queriamos obtener:

Ry 0) = Ps Py P3Po Py

2.4 Relacién entre SO(3) y SU(2)

El grupo unitario U(2) estd formado por las matrices cuadradas complejas de dimensién
2 unitarias, es decir, cuya inversa es igual a su traspuesta conjugada. Estas matrices
representan las transformaciones lineales de C? que conservan el producto escalar de
C?, es decir, las isometrias lineales de C2. Pero para considerar las isometrias de C2,
tenemos que conocer primero su producto escalar.

Si tratdsemos de usar el mismo producto que en R?, nos encontrarfamos con un
problema. Consideremos la siguiente aplicacién ((z1, 22), (w1, w2)) — 21wy + 22w como
producto escalar en C2. Si fuese un producto escalar, se verificaria que dado (z1, 29) €
C?, 21 = a+ bi, 20 = ¢+ di tales que (z1,22) # (0,0), entonces (z1,29) - (21,22) >
0. Pero esto no se cumple. Por ejemplo, si tomamos z; = bi y 29 = di tendriamos
(21,22) - (21,22) = 2121 + 2220 = a®> — b?> + 2abi + 2 +d? +2cdi = 0> —d*> <0y
la propiedad no se verificaria. De hecho, en un caso general no tendria ni por que
pertenecer a R. Es por esto que tenemos que conocer primero cémo son los productos
escalares en espacios vectoriales complejos, y por tanto, como definimos un espacio
vectorial complejo:
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Definicion 2.15 Sea V' un espacio vectorial sobre C. Una aplicacion ¢ : V xV — C
es una forma sesquilineal si cumple las siguientes propiedades:

r+y,z) = p(x,2) + 9y, 2)

oz, y +2) = o(x,y) + oz, 2)

para todo x,y,z € V, A € C y Z denota el conjugado de un nimero complejo.

Definicién 2.16 Sea ¢ : V x V. — C una forma sesquilineal. Si o(z,y) = ¢(y,x),
entonces es una forma hermitica.

Observacién 2.17 Si queremos ver si una aplicacion es una forma hermitica, bastaria
con comprobar que se cumplen las condiciones 1 y 3 de la deﬁnicio’n y que o(x,y) =
o(y, ), ya que con todas estas se pueden deducir las otras dos condiciones para que sea
sesquilineal.

En particular, si ¢ es hermitica, se tiene que ¢(z,z) = ¢(x,z), con lo que ¢(z,z) €
R, y la siguiente definicién tiene sentido:

Definiciéon 2.18 Una forma hermitica ¢ : V x V. — C se dice definida positiva si
o(x,z) >0 Vo #0.

Con todo esto, ahora ya podemos pasar a ver como es la versién de los productos
escalares en espacios vectoriales complejos. Consideramos la aplicacion dada de la
siguiente forma:

d:C2xC2=>C
(21, 22), (w1, w2)) — 21WT + 22W3

con z;,w; € C.
Proposicién 2.19 La aplicacion @ define una forma hermitica definida positiva en C?.

Demostracion
Sean z = (21, 22),w = (wi,ws),r = (x1,22) € C?> y a,b € C:

e @ verifica la hermiticidad:

O(w,z) = (w1Z] + weZz) = 21w + 20wz = P(z,w), con lo que efectivamente
b(z,w) = P(w, z).

e & es lineal en la primera coordenada:

D(az+bw,x) = (az1 + bw1)T1 + (aze + bwy) T3 = az1T1 + 29T + b T1 + bweTs =
a®(z,x) + b@(w, ), luego se verifica que P(az + bw, x) = aP(z,z) + bd(w, ).
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o @ es definida positiva:

Sea 21 = c+diy zo = e+ fi. Entonces ®(z,2) = 2121 + 2073 = > +d* +e?+ f2 > 0,
con lo que ¢(z,z) > 0. Ademds, de aqui deducimos que si ¢(z,z) = 0 entonces
c=d=e=f=0yporello ?(z,z) =0<= 2z = (0,0).

Con lo que efectivamente @ es una forma hermitica en C2. O

Definicion 2.20 Si ¢ es una forma hermitica definida positiva, entonces ¢ define una
norma con \/¢(x,x) a la que denominamos norma inducida por ¢.

A partir de ahora, cuando hablemos del producto escalar de C2?, nos estaremos
refiriendo a @ ya descrita previamente, es decir, para z,w € C? con z = (z1,22) y
w = (w1, ws) tendremos que z - w = ®(z,w) y cuando hablemos de la norma en C2,
estaremos hablando de la norma inducida por la aplicaciéon @, es decir, tendremos que

para z = (21, 22) € C%, su norma serd ||z|| = v/z121 + 2222
Ademds, ahora ya podemos hablar de isometrias en C2, que se definen igual que en

R3:

Definicién 2.21 f:C? — C? lineal es una isometria si preserva el producto escalar,
es decir, para cualesquiera z,w € C2, se verifica que z -w = f(2) - f(w).

Ahora que ya hemos definido un producto escalar, y con el la norma y las isometrias
en C?, pasamos a ver como es la estrutura de U(2) y su relacién con las isometrias.

Proposicién 2.22 U(2) = {A € Myyxs(C) : A* = A~} donde A* denota la traspuesta
conjugada de la matriz A es un grupo respecto del producto de matrices.

Demostracion

e El producto de matrices en U(2) es cerrado, es decir, para cualesquiera A, B €
U(2) se tiene que AB € U(2). Para verlo, sean A, B € U(2):

Consideramos el producto de AB por su traspuesta conjugada:
(AB)*AB = B*A*AB = B*IB = B*B =1 ya que A,B € U(2), con lo que
resulta que AB € U(2) que es lo que queriamos ver.

e U(2) tiene al neutro respecto de la multipicacién de matrices. Tomamos la matriz
identidad I, que es el neutro de la multiplicacién de matrices:

Se tiene que I* = I, con lo que I*I = I y resulta que I € U(2).

e U(2) tiene elemento inverso para toda A € U(2). Sea A € U(2):
Tenemos que ver que A~ € U(2). Resulta que A~! = A*, y conello AA* =1y
por tanto A~! € U(2).

e Tenemos que ver que la operacion es asociativa, es decir, para cualesquiera A, B; ¢ €
U(2), se verifica que (AB)C = A(BC).

Como el producto de matrices cumple esta propiedad en general, la cumple también
en U(2).
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Con todo esto concluimos que U(2) es grupo respecto del producto de matrices. O
Y por otro lado, vemos también que las isometrias de C2 también son un grupo:

Proposicién 2.23 El conjunto Isom(C?) = {f : C*> — C? : f es isometria lineal} es
un grupo respecto de la composicion de aplicaciones.

Demostracion

Para esta demostracion, damos por sabido que el conjunto de isomorfismos lineales es un
grupo, y comprobamos que la composiciéon de dos isometrias, la identidad, y el inverso
de una isometria también lo son, esto es, que también preservan el producto escalar.
No es necesario comprobar la propiedad asociativa ya que esta se cumple por cumplirse
para los isomorfismos lineales en general.

e Queremos ver que es cerrado para la composicién de aplicaciones, es decir, que
para cualesquiera f,g € Isom(C?) se cumple que (f o g) € Isom(C?) . Sean
f,g € Isom(C?):

Sean z,w € C?. Consideramos las siguientes igualdades:

(fog)(z) (feg)(w) = f(g(2))- f(g(w)) = g(2) - g(w) = z - w luego efectivamente
(f o g) es isometria de C?y con ello (f o g) € Isom(C?).

e Tenemos que ver que el elemento neutro para la composiciéon de aplicaciones
pertenece a Isom(C?). Tomamos la aplicacién identidad, que denotamos por
Id, y es el neutro para la composiciéon de aplicaciones:

Como Id(z) = z, Vz € C2, entonces se tiene que Id(z) - Id(w) = z - w para
cualesquiera z,w € C2, con lo que Id € Isom(C?)

e Tenemos que ver que Isom(C?) tiene elemento inverso para cualquier f € Isom(C?).
Sea f € Isom(C?):

Queremos ver que f~!(z) - f~!(w) = 2z - w para cualesquiera z,w € C? .Sabemos
que f(2) - f(w) = z - w. Podemos escribir esta misma igualdad en términos de
f~! ya que sabemos que f~!(f(z)) = z para cualquier z. Obtenemos asi que
42 - fY(w) =z-wy porello f~! € Isom(C?).

Con esto hemos visto que Isom(C?) es un grupo respecto de la composicién de aplica-
ciones.

Y ahora que hemos visto que I'som(C?) y U(2) son grupos, vemos como estan
relacionados:

Teorema 2.24 La aplicacion
h:U(2) — Isom(C?)
A f € Isom(C?) tal que M(f) = A

estd bien definida y es un isomorfismo de grupos, donde M(f) es la matriz de f respecto
de la base candnica de R3.
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Demostracion

Primero vemos que estd bien definida, es decir, vemos que h(A) = f es Unica y que
existe dicha f que verifica h(A) = f. Es claro que esa f es tnica. Tenemos que ver que
existe esa f € Isom(C?). Sea A € U(2) y sean z,w € C2. Entonces, podemos expresar
matricialmente el producto escalar complejo como (Az)*Aw = 2*A*Aw = z*w = z - w
y tenemos la f dada por A = M(f).

Veamos ahora que h es inyectiva por reduccion al absurdo. Supongamos que existe
algin par de matrices A, B € U(2) distintas tales que h(A) = h(B) = f. Entonces
resultaria que M(f) = A = B, pero como hemos tomado matrices distintas hemos
llegado a un absurdo, con lo que h es inyectiva.

Para ver la sobrectividad, tenemos que ver que para todo elemento de Isom(C?) hay
un elemento de U(2) que es su contraimagen. Sea f € Isom(C?) con A = M(f). Como
f es isometria, tenemos que f(2)- f(w) = z-w para cualesquiera z,w € C?. Expresamos
matricialmente el producto escalar complejo de la siguiente forma:

f(2) flw) = (Az)*Aw = z*A*Aw = z - w

Veamos més detalladamente la ltima igualdad. Sea ¢ un vector cuya entrada i-
ésima es 1, y elr esto son 0, y @ un vector un vector cuya entrada j-ésima es 1, y elr
esto son 0. Entonces, el elemento b;; de la matriz A*A serd:

Con lo que llegamos a que A*A =1 y por ello A € U(2) serd la contraimagen de f.

Para concluir que g es un isomorfismo, queda ver que es un homomorfismo, o lo que
es lo mismo, que g respeta las operaciones al pasar de un conjunto a otro. Tenemos que
comprobar que dadas A, B € U(2), se verifica que h(AB) = h(A)oh(B). Sean entonces
A,BeU(2)con A= M(f)y B= M(g). Tenemos por un lado que h(AB) = fog. Por
otro, tenemos que la expresiéon matricial de (fog)(z) para z € C? es M(f)M(g)z = ABz,
con lo que g respeta las operaciones internas al pasar de un conjunto a otro y por ello
es un homomorfismo.

Como hemos probado que es un homomorfismo biyectivo, conluimos que es un iso-
morfismo. [J

Como consecuencia de lo que hemos visto, como las matrices de U(2) representan
isometrias, estas preservan el producto escalar, con lo que sus columnas formaran una
base ortonormal de C2? ya que seran las iméagenes de los vectores de la base candnica de
C2.

Con esto, el grupo unitario especial SU(2) estd definido de la siguiente forma:

SU(2) = {A € Mayy: AA* = I, det(A) =1}

Donde I es la matriz identidad y A* representa la traspuesta conjugada de la matriz.
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Proposicién 2.25 SU(2) es subgrupo de U(2).
Demostracion

e Hay que ver que SU(2) C U(2)
Se ve trivialmente por definicién
e Tenemos que ver que el producto de matrices es cerrado en SU(2), es decir, que

para cualesquiera A, B € SU(2), se verifica que AB € SU(2). Para ello, sean
A,B e SU(2).

Consideramos el determinante de AB: det(AB) = det(A)det(B) = 1 ya que
A,B € SU(2), con lo que AB € SU(2).

e Tenemos que ver que el elemento neutro para la multiplicacion de matrices pertenece
a SU(2). Tomamos la matriz identidad I, que es el neutro para la multiplicacién
de matrices:

Como det(l) =1, entonces I € SU(2) y el elemento neutro pertenece a SU(2).

e Tiene elemento inverso para la multiplicacién de matrices. Sea A € SU(2):

1
Consideramos el determinante de la inversa de A: det(A™1) = =1 ya que

det(A)
det(A) = 1 porque A € SU(2), luego A~ € SU(2).

Con lo que concluimos que SU(2) es subgrupo de U(2).
Siguiendo el mismo razonamiento que hicimos son SO(3) e Isom(R3), podemos
esperar que a SU(2) le corresponda un subgrupo de Isom(C?). Vedmoslo a continuacion:

Proposiciéon 2.26 FEl conjunto
Isom™(C?) = {f : C2 — C? : f es isometria lineal y preserva la orientacion}

es subgrupo de Isom(C?).

Demostracion
e Isom™(C?) C Isom(C?)

Trivial por definicién.

e La composicién de aplicaciones es cerrada, es decir, tenemos que ver que para
cualesquiera f,g € Isom™*(C?) se tiene que (f o g) € Isom™(C?). Sean f,g €
Isom™(C?):

Sean A = M(f) y B = M(g). Considero la composicién de aplicaciones f o g.
Matricialmente, esta se expresaria como (f o g)(v) = f(g(v)) = f(Bv) = ABv
para v € C2. Entonces, tenemos que la matriz de f o g es AB. Pero entonces
det(AB) = det(A)det(B) > 0 por ser producto de dos numeros mayores que

va que f,g € Isom™(C?). Con lo que f o g preserva la orientaciény por ello
f € Isom™(C?).
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e Isom™(C?) tiene al elemento neutro para la composicién de aplicaciones. Tomamos
la aplicacion identidad Id, que es el neutro para la composicién:

M(Id) = Iy det(I) =1 >0, con lo que Id € Isom™(C?).
e Queda ver que para cualquier f € Isom™(C?), su elemento inverso correspondiente
pertenece a Isom™(C?). Sea f € Isom™(C?):
Sea A = M(f). Entonces M(f~!) = A. Entonces tenemos que det(A~!) =
1
> 0 ya que det(A) > 0 por ser f € Isom™(C?). Con lo que f~! €

det(A)
Isom™(C?).

Y con ello concluimos que I'som™(C?) es subgrupo de Isom(C?). O

Teorema 2.27 La aplicacion
hlsu(2) : SU(2) = Isom™ (C?)
A f € Isom™(C?) tal que M(f) = A

donde h es la aplicacion definida en el teorema|2.24] es un isomorfismo de grupos.

Vemos que es un homomorfismo y que es inyectivo de la misma forma que en el
teorema

Para ver que es sobreyectiva, comenzamos el razonamiento de la misma forma,
tomando f € Isom™(C?) con M(f) = A. Y expresando la igualdad f(z) - f(w) =v - w
que f verifica de forma matricial:

f(2) f(w) = (A2)*Aw = z*A*Aw = z - w

Con el mismo razonamiento que seguimos previamente, llegamos a que A*A = I. Queda
ver que det(A) = 1. Tomando el determinante a ambos lados de la igualdad A*A = I,
llegamos a que 1 = det(I) = det(A*A) = det(A*)det(A). Como det(A*) = det(A) y
sabemos que R > det(A) > 0, llegamos a que det(A*) = det(A). Con esto, tenemos que
det(A)? = +1, pero como sabemos que det(A) > 0 concluimos que det(A) = 1, con lo
que A € SU(2) serd la contraimagen de f y la aplicacién serd sobreyectiva.

Con todo esto, concluimos que h|sg(2) es un isomorfismo de grupos. [

Como consecuencia de todo lo que hemos visto, tenemos que U(2) e Isom(C?) siguen
un esquema similar al que vimos para O(3) e Isom(R3):

U(2) +& Isom(C2)
U U
SU(2) < I'som™(C2)

Definicion 2.28 Una sucesion exacta de grupos es una secuencia

Go 1oy By, L I g,
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donde G; son grupos y fi son homomorfismos tales que im(f;) = ker(fiyx1) V1 <i<n
conn € N.
Si la sucesion tiene la forma

0—A-SB 2040

se denomina sucesion exacta de grupos corta.

Observacién 2.29 Realmente podemos dar una definicion de sucesion exacta para
otros tipos de estructuras que no sean grupos. Por ejemplo, si los conjuntos fuesen
espacios vectoriales y las aplicaciones fuesen lineales, tendriamos secuencias exactas de
espactos vectoriales.

Vamos a establecer una sucesién exacta de grupos corta que tiene a SU(2) y U(2)
como conjuntos, pero para hacerlo vamos a ver un resultado previo que necesitaremos.
Es por ello que estudiamos el determinante de las matrices de U(2).

Sea A € U(2), tal que A = < :ZU ? ) con x,y, z,t € C. Entonces, su determinante

serd det(A) =zt —yz € C.
Proposicién 2.30 Si A € U(2), entonces |det(A)| = 1, y por ello det(A) € S*.

Demostracion

Sea A € U(2). Sabemos por definicién que A*A = I. Considerando el determinante a
ambos lados de la igualdad, obtenemos que det(I) = det(A*A), que a su vez podemos
expresar como det(l) = det(A*)det(A). Como det(A*) = det(A), tenemos que 1 =
det(I) = det(A)det(A) = |det(A)|?. Como la norma es siempre mayor que cero, podemos
descartar la solucién negativa del cuadrado y concluimos que = |det(A)| = 1, que es el
resultado que queriamos. [

Por otra parte, se puede ver que S' = U(1), ya que U(1) = {4 € M141(C) : A* =
A~1}. Las matrices complejas de dimensién 1 x 1 claramente son elementos de C, y al
estar tratando con estos elementos la el trasponer la matriz no supone nigin cambio,
con lo que podemos reescribir el conjunto como U(1) = {a+bi =2z € C: 2z = |z|> = 1}.
Usando el mismo razonamiento que en la anterior demostracién, |22 = 1 nos da que
|z| =1y tendriamos U(1) = {a+bi = z € C: |z| = a® + b> = 1} que es la definicién de
St

Ahora que hemos visto todo esto, podemos ver el siguiente resultado:

Proposicion 2.31 La sucesion
0— SU©2) -5 U@ 2 Uun) —o

donde © denota la inyeccion es una sucesion exacta corta de grupos.

Demostracion
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Para ver esto tenemos que demostrar tres cosas: que cada conjunto es un grupo, que
las aplicaciones son homomorfismos, y que la imagen de una aplicacion coincide con el
nucleo de la siguiente. Veamoslo:

El conjunto 0 es el grupo trivial, y ya hemos probado en las proposiciones y[2.:25]
que U(2) y SU(2) son grupos, respectivamente. Ademads, es sabido que la circunferencia
unidad es un grupo respecto de la multiplicaciéon vista como el conjunto de ntmeros
complejos de moédulo uno.

Por otra parte, es trivial que la primera y la tultima aplicaciéon son homomorfismos.
La inyeccién ¢ tmabién lo es, puesto que es la identidad restringida a SU(2). Con lo
que nos queda el determinante. Sean A, B € U(2), tenemos que ver que det(AB) =
det(A)det(B), pero esto es una propiedad que cumple el determinante con lo que también
es un homomorfismo.

Por ultimo, tenemos que ver que la imagen de cada aplicacion es igual al nucleo de
la siguiente:

e En el primer caso, la imagen de la aplicacién 0 — A es el neutro, ya que por
ser homomorfismo el neutro, que es el Gnico elemento del primero conjunto, tiene
como imagen el neutro del segundo, que en nuestro caso es la matriz identidad
I. Tenemos que considerar ahora el nicleo de la inyeccion i. Pero como es la
inyeccién, es claro ver que ker(i) = I y se verifica la propiedad en este primer
€caso.

e Ahora tenemos que ver que im(i) = ker(det). Es claro que la imagen de ¢ serd
SU(2) C U(2). Por otra parte, para ver el nicleo de det tendriamos que ver el con-
junto {A € U(2) : det(A) = 1} olo que eslo mismo, {A € Moo : AA* =1, det(A)
que es la definicién de SU(2), con lo que tenemos que im(i) = ker(det) = SU(2)
que es lo que queriamos probar.

e Por ultimo, queremos demostrar que la imagen de det es igual al nicleo de la
ulitma aplicacién. El nicleo de la aplicacién cero es todo U(1). Sabemos por la
proposicion que la imagen estd contenida en U(1), con lo que solo quedaria
ver que para cada z € S! hay un elemento en U(2) que lo tiene como imagen,
equivalente a probar que es sobreyectiva. Pero esto es sencillo, ya que podemos
tomar una matriz diagonal que tenga z en uno de sus elementos distintos de cero,
y que el otro sea 1, es decir, construimos una matriz A de la siguiente formas:

A= (g ?),queveriﬁcaA*Azl

y con esto tendriamos la matriz tal que det(A) = z para cualquier z € S'. Por
esto, im(det) = U(1) y se cumple la tltima propiedad que querfamos demostrar

Como hemos visto que los conjuntos son grupos, y que las aplicaciones son homomor-
fismos que satisfacen que la imagen de cada una de ellas es el nticleo de la siguiente,
concluimos que efectivamente tenemos una sucesion exacta corta de grupos. [

Ahora que ya conocemos SU(2), vamos a ver la relacién entre este y SO(3). Para
ello, vamos a ver primero la relacién entre cada uno de estos con la esfera S°.
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2.4.1 SU((2)y S?

Ahora vamos a ver que SU(2) es isomorfo a §% = {(a, bye,d) ERY a2 + 02+ 2 +d? = 1}.
Podemos identificar los puntos de esta esfera con elementos de C?, de forma que
tendriamos z,y € C2, x = a+bi, y = c+di tales que |z|> +|y|? = a®> + b2+ 2 +d? = 1.
Para ver que son isomorfos consideramos la siguiente aplicacion:

@ : 8% — SU(2)

(2,y) — (

SIS

>conx,y6(C

Teorema 2.32 ¢ es un homeomorfismo.

Demostracion

Tenemos que demostrar que ¢ es un homeomorfismo, es decir, tenemos que ver que
@ es biyectiva, continua, y que su inversa es continua.

Primero veamos que es inyectiva. Tenemos que ver que dos elementos distintos
tienen siempre una imagen distinta. Razonamos por reduccién al absurdo. Para ello,
sean (x1,71) € S% con x1,91 € Cy (29,72) € S® con 29,92 € C tales que (z1,y1) #
(z2,y2). Suponemos que ¢(r1,y1) = @(x2,y2). Esto implicaria la siguiente igualdad

entre matrices:
1 N _ T2 Y2
—y1 1 —y2 T2

Para que se verifique la igualdad, las matrices tendrian que ser iguales coordenada a
coordenada. Entonces, tendriamos que 1 = x3 y que y; = y2, con lo que resultaria que
(x1,y1) = (x2,y2). Pero esto es absurdo, puesto que hemos tomado (z1,y1) y (x2,y2)
distintos, con lo que concluimos que ¢ es inyectiva.

Veamos ahora que es sobreyectiva. Para demostrar esto, tenemos que ver que para
cualquier matriz A € SU(2) hay un elemento en S® que es la contraimagen de A.
Para ello, estudiamos las condiciones que satisfacen todas las matrices que pertenecen
a SU(2).

a b

SeaA:(C d

es decir:
a b a c 1 0 , .
< . d > < 7 d ) = ( 01 ) De aqui deducimos que

aa +bb = |a®> + [b]* = 1
ac+bd =0
ca+db=0

ce+dd=|c|*>+1d?=1

) € SU(2), con a,b,c,d € C. Sabemos que A satisface AA* =1,

Por otra parte, también se cumplird que A*A = 1:
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a b 10 , .
> ( . d ) = ( 01 ) De aqui deducimos que
aa +

ce = lal* + |c* =1

ab+cd =0

ba+dc =0
bb+dd = |b]* + |d]* = 1

bb

De aa +bb = 1y aa + c¢ = 1 deducimos que bb = c€ lo cual implica que ¢ = —. De
C —
forma similar, usando a@ + bb = 1 y bb + dd = 1 llegamos a dd = @a y con ello d = %1.
Habiendo visto estas dos cosas, podemos reescribir nuestra matriz como
a b
A= bj aa | € SU(2)
¢t d
- — _ ,—a b _
Ahora, como ac+bd = 0 con lo que bd = —ac¢ y de aqui = = —, y de nuevo, reescribimos
c
nuestra matriz:
a b
A= _gg ga S SU(?)
d d
a

Veamos que podemos averiguar sobre 5 Tenemos de los sistemas de ecuaciones previos

que ¢ +dd = |c|> + |d|> = 1y aa + cc = |a|> + |c|*> = 1, de donde llegamos a que
la]? = |d|>. Como |z|? = |2z|? para cualquier z € C, entonces tenemos que |a|> = |d|? y

2
a
con ello |d:2 = 1. Como las normas siempre son mayores que 0, podemos eliminar el
a _
-1 al despejar el cuadrado y quedarnos con Ll; = 1. Esta igualdad nos dice que a y d

tienen la misma norma, y por ello se verifica que

Z’ = 1. Con esto hemos llegado a

a / . . d 7’
que = es un numero complejo con norma igual a 1. Entonces, para alguin angulo «,

a .. -
podremos expresarlo como == cos(a) + isin(a) que a su vez podemos escribir como

e'®. Con todo esto, volvemos a reescribir nuestra matriz:

A= ( _eaiag eilia ) € SU(2)

Finalmente, como las matrices de SU(2) cumplen que su determinante vale 1,
evaluamos el determinante de la matriz a la que hemos llegado, que serd det(A) =
e“aa + e“bb = €' (|a)? + |b?). De las igualdades que deducimos de las matrices sabe-
mos que |a|? + |[b|> = 1 y llegamos finalmente a que det(A) = ¢’ = 1, con lo que
concluimos que nuestra matriz tiene la nueva forma
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2 ) € SU(2)

=

y sabemos que verifica que |a|? + |b|> = 1 luego el par (a,b) pertenece a S% y serd la
contraimagen de la matriz A.

Por ltimo, para poder hablar de continuidad, tenemos que hablar previamente

de topologia. Como S® C R?* luego no hay problema con la topologia usual de R*.

Por otro lado, las matrices de SU(2) quedan determinadas por . Como las

funciones de cada componente de la matriz de la imagen a la que hemos llegado no

presentan discontinuidades la aplicacién serd continua. Definimos la inversa como

<p_1(< a b >) = (z,y) y claramente es continua.

S

b a
Con todo esto concluimos que ¢ es un homeomorfismo y con ello S$® = SU(2). O

2.4.2 SO(3)y S?

Ahora vamos a estudiar la relacién entre SO(3) y S2, para luego relacionar SO(3) y
SU(2) a través de S3. Vamos a ver que SO(3) es homeomorfo al espacio proyectivo
P3 de dos formas, y estableceremos de esta forma la relacién que buscamos ya que
P3 >~ g3 / Zo:

Para ello construyamos primero el espacio proyectivo P2. Seguimos el mismo proceso
que con P?. Para este tltimo, considerabamos todos los vectores del espacio tridimen-
sional R3 y dada la relaciéon ¢ ~ y si y solo si y = Az, con z,y € R3 y A € R,
construfamos el cociente R?/ ~. Podemos ver esto como que cada elemento de P? es
una recta vectorial de R?, o como el resultado de tomar la esfera S? e identificar cada
punto con su antipodal.

Ahora, seguimos el mismo proceso para R*. Establecemos la relacién = ~ y si y solo si
y = Az, con z,y € R* y A € R. Al igual que en R3, podemos ver cada elemento como
una recta vectorial o como un elemento de la esfera identificando puntos antipodales.
Centrémonos en esto tltimo. Identificar puntos antipodales es relacionar x ~ y si y solo
siy € {x, —x}, con lo que tendriamos que P? 22 S3/ ~. 0 lo que es lo mismo P? = S3/Z,.

Para la primera demostracion, sabemos que necesitamos una forma de identificar
los elementos de P3 con los de SO(3). Como ya hemos visto, cada elemento de SO(3)
se puede identificar de manera univoca dado un eje de rotaciéon y un angulo.

Consideramos la bola B3(0) = {(z,y,2) € R3 : 22 + y? + 22 < 7%} y la siguiente
aplicacién:

f: B2(0) = SO(3)

P = B, 1671

donde la matriz R(j;4) denota la matriz de rotacién cuyo eje estd generado por @'y cuyo
angulo es 6.

Pero esta aplicacién darfa lugar a un problema, que un punto de B3(0) y su antipodal
darian lugar a la misma rotacion. Es por ello que consideramos la relacion ~, donde
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p ~ qsiysolosiqé€ {p,—p} que identificaria los puntos que dan lugar a la misma
matriz de rotacién de SO(3).

Con ello consideramos la misma aplicacién f ya descrita, pero que relaciona puntos
de B3(0)/ ~ con matrices de SO(3), en vez de puntos de B3(0):

f*:B3(0)/ ~=P3 = SO(3)
P = By i)
Proposiciéon 2.33 La aplicacion f* es un homeomorfismo.

Demostracion

Para poder considerar un homeomorfismo tenemos que hablar previamente de las topologias
de ambos espacios. Primero, en cuanto a P3, este vive en R?*, luego lo vemos como sub-
conjunto de este y podemos usar su topologia usual. Por otra parte, SO(3) es una
matriz cuadrada de dimensién 3, por lo que podemos verlo un elemento de SO(3) como
uno de R? el cual obtendrfamos poniendo sus componentes en una 9-tupla. Por ello,
podemos usar para SO(3) la topologia usual de R?.

Esta aplicacién es continua por serlo las funciones de las componentes de la matriz
R(O;) 10l Ademas, f* es inyectiva ya que nos hemos deshecho de los puntos de Bif’r(())
que determinaban rotaciones repetidas, y es sobreyectiva porque podemos determinar
cualquier rotacién de SO(3) mediante un generador del eje y un dngulo dados por un
elemento p € B3(0)/ ~. Obtenemos estos con 0p y ||0p|| respectivamente.

La inversa de esta aplicacién relacionaria cada matriz de SO(3) de eje t y dngulo
6 € [0,7) con un punto de B3(0)/ ~ que obtendriamos con 6t/||t||. La matriz identidad
estarfa relacionada con el centro de B3(0)/ ~. Con esto, la aplicacién inversa serfa
continua ya que ||t|| nunca se anulard.

Con todo esto la aplicacién f es un homeomorfismo y concluimos que P? 22 B3(0)/ ~2
SO(3). O

En cuanto a la segunda forma de ver este resultado, vamos a trabajar con cuater-
niones. Los cuaterniones son tratados de forma més detallada en una seccién posterior
de este trabajo.

Consideramos la base {1,14,7,k} de H y el producto escalar ¢ definido en la seccién
de este trabajo. Podemos identificar la esfera S con los cuaterniones de norma 1.
Llamemos Hl, al subespacio vectorial de H generado por {7, j, k} y seax € S 3. Definimos
la siguiente aplicacion:

F,:H, - H,
Yy — :ny_l
Proposicion 2.34 La aplicacion F, estd bien definida, es lineal y es una isometria.

Demostracion

1. Bien definida:

Sean y = bi+cj+dk € H, y 2 = el+ fi+gj+hk € S3, estoes e>+ f2+g*>+h? = 1.
Identificando H con R?, tenemos lo siguiente:
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[(—fb—gc—hd)1—|—(eb—|—gd—hc)i—|—(ec—fd_—l—hb)j—l—(ed—l—fc—gb)k](el—fi—gj—hk) =

= [(—fbe — gce — hde + ebf + gbf — hef + ecg — fdg + hbg + edh + fch — gbh)1+
(f?b+ gcf + hdfe? + gde — hee — ech + fdh — h%b + edg + fcg — g?b)i+
(fbg + g¢ + hdg + ebh + gdh — h?c + e*c — fde + hbe — edf — f?c + gbf)j+
(fbh + gch + h%d — ebg — g*d + heg + ecf — f2d + hbf + e + fce — gbe)k] =

= [(b(f?+e%—h?—g%)+2(gcf + hdf +gde—hce))i+ (c(g? —h? +e% — f2)+2(fbg+
hdg + ebh — fde))j+ (d(h* — g*> — f* + €2) + 2(fbh + gch + ecf — gbe))k] € H,

Ya que la parte real se anula.

2. Lineal:
Sea A € R. Entonces F,(\y) = zAyx~! = dzyz~! = AF,(y)

3. Conserva la el producto escalar, y por ello es isometria:

Como ||uv|| = [|ul| - [[v|| para u,v € H, entonces [[zya~"|| = [lz||-||y[| - [[+~"]|. Us-
ando que ||z|| = [|[z7Y] = 1 ya que z € S3, llegamos a que ||F.(y)|| = ||zyz~!|| =
[l yll - =] = [yl

Con lo que F}; esta bien definida y es una isometria lineal. [J
Ahora consideramos la aplicacién F, la cual asocia a cada elemento de S® con su
matriz de la aplicacién F,, la cual denotamos A, respecto de la base {i.j.k}:

F:8% = S0(3)
a’? 4+ b? —c? — d? 2(bc — ad) 2(ac + bd)
r— Ay = 2(bc + ad) a? - b+ —d? 2(cd — ab) matriz de F
2(bd — ac) 2(ab+ cd) a? —b* -+ d?

donde z = a + bi + ¢j + dk. La matriz que obtenemos con F' es la matriz de rotacion
asociada al cuaterniéon x.

Nos encontramos con el mismo problema de antes, que es que tenemos elementos de
S3 que definen la misma rotacién. Por ello consideramos el niicleo de la aplicacién F.

Proposicién 2.35 El nicleo de F' es {1,—1}.
Demostracion
Sean y = bi + c¢j + dk € H, e x = el + fi+ gj + hk € S3. Consideramos la siguiente

cadena de implicaciones:

zE€ker F < F, =id <> F,(y) =y, Yy € H, & zyz~!, Vy e H, <= ay =
yx, Vy € H,
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Entonces, x € ker F' <= xy = yx Vy € H,. Con esto, desarrollando la expresion
xzy —yr = 0:

xy —yx = [(—fb—gc— hd)1 + (eb+ gd — he)i+ (ec — fd + hb)j + (ed + fc — gb)k]—
[(=bf —cg — dh)1 + (be + ch — dg)i+ (ce — bh + df )j + (de + bg — cf)k] =
2[(gd — ch)i+ (hb— fd)j+ (fc— gb)k] =0

con lo que f,g,h = 0 y nos quedaria z = el € S3, es decir, z € {1,—1} que es lo que
queriamos ver. [

Corolario 2.36 F(z) = F(y) <= z € {y, —y}

Demostracion Tenemos que F(x) = F(y), y queremos llegar a que z € {y, —y}. Con-
sideramos las siguientes implicaciones:

F(z) = F(y) <= Fy(2) = Fy(2) Vz € H <= aza ! = yzy ' Vz € H,, <
=y lrzrl=y Ve e, <= (y 2)z(y ta) =2 V2 € H, =

= F,=mid=ylrckaF =y lo=tl<= o=ty <=z c{y —y}

Que es lo que querfamos probar. Como todas las implicaciones son del tipo si y solo si,
podemos seguir el razonamiento para demostrar ambos sentidos de implicacién, luego
queda probado que F(z) = F(y) <= z € {y,—y}. O

Proposicién 2.37 SO(3) es homeomorfo a P3.

Demostracion

Sabemos que para una aplicacién lineal f : V' — W, se tiene que Im(f) = V/ker F.
Como un cuaternion determina de forma univoca una rotacién, esta aplicacién es so-
breyectiva y por ello su imagen es todo SO(3). Con esto, podemos aplicar la propiedad
mencionada y concluimos que SO(3) = $3/{1,-1} =2 P3. O

2.4.3 Conclusion

Una vez visto todo esto, hemos llegado por un lado a que SO(3) = P? = S3/Z, y por
otro a que SU(2) = 53, por lo que podemos concluir que SO(3) = SU(2)/Zs.
Es més, podemos construir un doble cubrimiento de SU(2) en SO(3). Vedmoslo.
Ya hemos visto que las matrices de SU(2) tienen la siguiente forma:

< Ty > con |z + |y =1y x,yecC
-y =
y en la seccién de este trabajo que trata los cuaterniones vemos que también podemos
identificar este tipo de matrices con los cuaterniones. Concretamente, si tenemos una
matriz como la anterior, y ¢ = a+bi,y = c+ di, entonces estaria asociada al cuaternion
g = a+bi+cj+ dk y tenemos la siguiente aplicacién que identificaria elementos de
SU(2) con cuaterniones:
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( vy > > a+bi+cj+dkeH
Y T
con |z|2+|y|> =1y 2 = a+bi,y = c+di € C. Laimagen de esta aplicacién serd entonces
el conjunto de cuaterniones cuya norma es 1. Sea ¢ € SU(2) C H. Consideremos ahora
la aplicacién Fy : x +— qrqg~ L.

En la seccion dedicada a los cuaterniones se demuestra que este producto deja fija
la parte real de v, y envia H,, a s{ mismo. Ademads, como ||u - v|| = ||u|| - [|v|| para
cualesquiera cuaterniones u, v se tiene que f, también envia S C H a S! y fija q.

De forma similar a como hemos hecho previamente, definimos la aplicacién F':

F:80(3) > SU(2) — SO(3)

a?+b? - —d? 2(bc — ad) 2(ac + bd)
q— Ay = 2(bc + ad) a?—b*+c*—d? 2(cd — ab)
2(bd — ac) 2(ab+ cd) a? —b% -2+ d?

donde ¢ = a + bi + ¢j + dk. La matriz que obtenemos con F' es la matriz de rotacion
asociada al cuaternién q.

Teorema 2.38 La aplicacion F nos da un doble cubrimiento de SU(2) en SO(3).

Demostracion
Para ver que tenemos un doble cubrimiento, basta ver que ¢ y —¢q tienen la misma
imagen. Se tiene que (—¢)z(—¢)~" = (—=q)x(—q)/|lqll = ¢zq/|lq|| = gzg™", con lo que

efectivamente, la matriz que define su rotacién serd la misma y por ello tenemos un
doble cubrimiento. [J
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3 SO(3) y los cuaterniones

3.1 Introduccién

A lo largo de esta seccién vamos a introducir el conjunto de los cuaterniones y algunas
de sus propiedades, y veremos como se relaciona con SO(3). Los resultados de esta
seccién han sido extraidos de [6], [7] y [10].

Comencemos considerando la circunferencia unidad S de C. Si relacionamos los
elementos de C con los de R? de forma que (x + iy) € C se identifica con (x,y) € R?,
podemos obtener rotaciones vectoriales en el plano: la rotacion de angulo 6 respecto
del origen se obtiene multiplicando por €, es decir, obtendriamos la rotacion de z =
(z +iy) € C con ze?. Por ejemplo, si tomo z = (14 i)/+/2 y quiero girarlo § = 7/2 me
quedaria:

zel? = < = + z) /2 = (1 + 1i> i—— L + 1,
V2 V2 V2 V2 V2 V2
Asi, la rotacién tendrd un vector fijo o invariante (el vector (0,0)), y todo el resto del
plano gira a su alrededor.

Si ahora consideramos las rotaciones en R3, en lugar de un punto invariante tenemos
el eje de la rotacién en su lugar, y los vectores rotan alrededor de este a través de su
plano ortogonal. Una forma de expresar estas rotaciones es mediante los cuaterniones.
3.2 Formas de representar los cuaterniones

3.2.1 Representacion Vectorial

Definicién 3.1 El conjunto:
H=a1+4bi+cj+dk, a,b,c,d e R

en el se siguen las siguientes relaciones:

G=—ji=k
k= —kj=i
ki = —ik =

se conoce como los cuarteniones o numeros cuaternionicos.

El cuaternion nulo se denominard como 0, y los cuaterniones con a = 0 se conocen
como cuaterniones puros, y se denotan con H,. Gracias a estas relaciones podemos
considerar el producto entre cuaterniones, que dados X = a1 + b1i + ¢1j + dik e
Y = aol + boi + c2j + dok sera:

XY = (a1a2 —biby — c1c9 — d1d2)1 + (a1b2 + brag + c1dy — dlcg)i—i-
(a1ca + cra + bida — dib2)j + (a1da + dras + bica — c1bo)k
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Una vez conocemos este producto vemos que los cuaterniones forman un anillo, y un
espacio vectorial de dimension 4. Ademas, por ser un espacio vectorial con un producto
interno, deducimos que también forman un dlgebra.

También podemos ver los niimeros reales R como un subanillo de H si consider-
amos la inyeccién a + al, y de forma similar, podemos ver R? como subespacio de H
(concretamente, H)con la inyeccién (b, ¢, d) — bi + cj + dk.

Definicién 3.2 Sea un cuaternion X = al + bi + c¢j+ dk. Definimos su conjugado
como X =al—bi—cj— dk.

Si multiplicamos un cuaternién por su conjugado, obtenemos X X = (a?+b?+c?+d?)1 =
N(X)1. La cantidad N(X) se conoce como norma reducida del cuaternién. Si X # 0,
N(X) # 0 y podemos obtener el inverso multiplicativo de X:

Definicién 3.3 Sea X = al+ bi+ cj+ dk un cuaternion con N(X) # 0. Su inverso
se define como X1 = X /(a? + b* + % + d?).

3.2.2 Representacion como matrices reales

Por otra parte, también se pueden expresar los cuaterniones con matrices cuadradas
reales de dimensién 4. Para verlo, consideramos primero la representacién de los
nimeros complejos como matrices cuadradas reales de dimension 2.

Dado un niimero complejo z = a + bi, podemos obtener su representacion matricial
mediante la siguiente aplicacion:

(b . (C — M2><2(R)

ce (@0
b a
Teorema 3.4 La aplicacion ¢ es un homomorfismo de dlgebras.

Demostracion
Sea z=a+bi,w=c+dicon a,b,c,d€R.

coro=(5 10 D)= (5 ) (0 ) =ee e
o= ) =A(5 )=
cowom=(5 ) (5 7 ) = (harhe et ) =eew

Obsérvese que cada columna de la matriz de la imagen de ¢ puede ser vista como
las coordenadas reales de z = (a,b) y de zi = (—b,a)

Ahora seguimos el mismo proceso para un cuaternién: X = al + bi + ¢j + dk,
a,b,c,d € R:

g
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e X1=X

e Xi=ai—b—ck+dj
o Xj=aj+bk—c—di
e Xk=ak—bj+ci—d

Y con esto llegamos a la aplicacién ¢ : H — My, 4(R) dada por:

a —b —c —d
b a —-d c
X = c d a —b
d —c b a

Teorema 3.5 La aplicacion ¢ es un homomorfismo de dlgebras.

Demostracion
Sean X =al +bi+cj+dk, Y =el+ fit+gj+hkyAeR

at+e —(b+f) —(c+g) —(d+h)
b+f a+e —(d+h) c+g

X+Y)=
¢ p(X+Y) c+g d+h  a+e —(b+f)
d+h —(c+g) b+ f a+e
a —-b —c —d e —f —g —-h
b a —d ¢ f e —=h g _
“l e a o —»|7T g h e —f = ¢(X) + ()
d —c b a h —g f e
Aa —Xb =X —X\d a —b —c —d
Ab Aa —Ad e b a —-d c
cPQAO=1 30 M xa - [T e d a0 - | TE
Ad —Xc b Aa d —c b a
a —b —c —d e —f —g —h
b a —-d c e —h
e O R IR I I AR
d —c b a h —g f e

ae —bf —cg—dh —af —be—ch+dg —ag—ce—bh+df —ah—de—bg-+cf

af +be+ch—dg ae—bf—cg—dh —ah—de—bg+cf ag-+ce+bh—df

ag+ce+bh—df ah+de+bg—cf ae—bf—cg—dh —af—be—ch+dg

ah+de+bg—cf —ag—ce—bh+df af+be+ch—dg ae—>bf—cg—dh
P(XY)

Con lo que efectivamente ¢ es un homomorfismo de &dlgebras, y la matriz que nos
proporciona para un cuaternién X es su representacién matricial. [
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3.2.3 Representacion como matrices complejas

Por dltimo veremos la representacion de los cuaterniones como matrices cuadradas com-
plejas de dimensién 2. Hemos visto previamente que H es equivalente a R* como espacio
vectorial, y sabemos que los complejos C son a su vez equivalentes a R?. Con esto,
podemos tomar dos nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di y expresar un nimero
cuaterniénico en funcion de ellos ya que (a + bi) + (¢ +di)j = a+ bi + ¢j + dk € H. Sa-
biendo esto, consideramos la siguiente aplicacion, que nos permite expresar un numero
cuaterniénico como matriz compleja de dimension 2 x 2:

¢ :H— M2><2(C)

S a+bi c+di\ Zw
a+bl+c‘7+dk’_><—c+di a—bi>_<—w z)

Curiosamente, en este caso no ha funcionado el proceso que hemos usado previamente
de multiplicar el cuaternién por las coordenadas de la base, quizas por no ser la multi-
plicacién conmutativa para cuaterniones.

Podemos expresar dichas matrices complejas en funcién de una base, definida como

sigue:
10 1 0 0 1 0 1
ne(o )= (0 2 ) o= (G a) = (0 0)

Y reescribir de nuevo la aplicacién como:
& H — Moy (C)
a+bi+cj+dkw— aly +bl 4+ cJ +dK
Teorema 3.6 La aplicacion @ es un homomorfismo de dlgebras.

Demostracion
Sean X =al +bi+cj+dk, Y =el+ fi+gj+ hk y A € R. Entonces:

e p(X+Y)=((a+e)la+ b+ )+ (c+g)J+(d+h)K) = (aly + bl +cJ +dK) +
(ela+ fI+gJ +hK)=¢(X)+ oY)

o p(AX) = Aaly + AbT + AeJ + MK = Aaly + bI + ¢J + dK) = Ap(X)

e Para ver que p(X)p(Y) = ¢(XY), basta con comprobar que las matrices de la
base de Max2(C) siguen las mismas relaciones que i, j, k € H:

r=(o 5) (G ) =00 5=
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Con lo que @ es un homomorfismo de dlgebras cuya matriz es la representacién de un

cuaterniéon como matriz compleja. U
Ademas, el determinante de A seré:

|A| = 2T + yy = a® + b* + 2 + d?
Se define ahora la aplicacién ¢ : H x H — R como:
©(X,Y) = a1az + biba + crca + didy
Donde X = a11 +bii+c1j+dik e Y = agl + bai + c2j + dak.
Proposiciéon 3.7 La aplicacion ¢ es un producto escalar en H.

Demostracion

La matriz asociada a esta aplicacién es I, y por ello la aplicacion es bilineal, simétrica
y definida positiva. [J

Con esto, llamaremos norma del cuaternién A a: /|A| = /2T + vy = Va2 + b? + c2 + d2.

Corolario 3.8 H es un espacio euclideo con el producto escalar definido por .

3.3 Los cuaterniones y SO(3)

Ahora consideramos las aplicaciones Y + XY para un X dado, y X — XY paraun Y
dado. Estas son aplicaciones lineales y se pueden expresar como:

aq —b1 —C1 —dl az
XY = LXY _ bl al —d1 C1 bg
C1 d1 al —b1 Co
d1 —C1 bl aq dg
az —by —co —da a
XY = RyX _ bz a9 d2 —C9 b1
co —da as bo a
d2 C2 —bQ as d1
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Lema 3.9 Las matrices Lx y Ry de las aplicaciones previamente descritas son ortog-
onales.

Demostracion
Primero, observamos que:

ap by ca  dr

—b a d —c
T _ 1 1 1 1 R
¢ LX - —C1 —d1 al bl - LX
—d1 C1 —b1 aq
a9 bg C2 d2
« Rl — —by az —dy ~ Ry

_b2
—C9 b2 as

—ca dy  ap
—dy

Y con ello, consideramos los siguientes productos de matrices:
o Lyl =

N(X) aiby —biai +c1di —dic1  aicy —bidi —cia1 +dib1 aidi +bict —diar —c1by

biar —a1by +dic1 —c1dy

cia1 —diby —aic1 +bidy
diay +c1by — bicr —aidy
= N(X)I
[ ] Rny =
N(X)

baas — a2by — daca + cada
coaz + d2ba — azca — bads
daag — ca2ba + baca — azdo

N(X)
c1b1 +diar —ardi — by
diby —cra1 —bid1 + a1y

azby — baaz — cads + daca
N(X)

c2by — d2az + azda — baco

daba + coaz — bada — azc2

bici +aid; —dyay —c1dy
N(X)
dic1 —c1dy +biar —a1by

azcg + bade — caaz — dabs

baca — azdz + d2az — cadz
N(X)

daca — cada — baaz + a2bs

bidi —aic1 —diby +aicy
c1d1 —dica + aibr —biay
N(X)

agda — baca + daaz — c2b2
bada + azco — daba — azca
cadg — daca — agba + baas

N(X)
=N({Y)I
Ademsds, si hacemos el determinante con estos productos llegamos a que:

o det(LxL+) = det(LX)det(LY) = det(Lx)? = N(X)* = det(N(X)I), y con esto
Hegamos adet(Lx) = £N(X)2. Como el primer término del determinante de L
es af, llegamos a que det( x) = N(X)2

o det(Ry Ry) = det(Ry)det(Ry) = det(Ry)? = N(V)* = det(N
llegamos a det(Ry) = £N(Y)2.
es a3, llegamos a que det(Ry) =

(Y)I), y con esto
Como el primer término del determinante de Ry
N(Y)2.

Entonces, hemos llegado a que Lx y Ry son ortogonales, puesto que multiplicandolas
por su traspuesta obtenemos la identidad, y que su determinante es N(X)? y N(Y)?2
respectivamente. [

Proposicién 3.10 Si tomamos X e Y unitarios, las matrices Lx y Ry serdn matrices
de rotacion.

38



Demostracion
El lema anterior nos da la ortogonalidad de Lx v Ry. A lo largo de la demostracién
de dicho lema se ve que det(Ly) = +N(X)? y det(Ry) = =N (Y)%. Como X e Y son
unitarios, N(X) = N(Y) = 1y con esto det(Lx) = det(Ry) = 1. Como son ortogonales
y su determinante vale 1, Lx, Ry € H. [J

Consideremos ahora la aplicacién py,z : H — H que lleva X — Y XZ, donde
Y,Z € H tales que N(Y)N(Z) = 1. Como N(UV) = N(U)N(V) VU,V € H, vemos
que esta aplicacién es una isometria. Ademads, py,z = py,1 0 p1,z, ¥y como sabemos que
Py,1 Y p1,z son rotaciones, py,z lo es por ser composicion de estas.

Proposicién 3.11 La aplicacion pyy , (que denominaremos py ) es la identidad para
IR y envia H, a st mismo, como podemos observar a continuacion:

Demostracion

1. py =idir
Sean X =aleY =el + fi+ gj+ hk:
YXY~! = (ael +afi+ agj + ahk)(el — fi— gj — hk)/N(Y) =
= [(a(e® + 2+ ¢®> + h®))1 + (—aef + aef — agh + agh)l (—aeg + afh + aeg —
afh)j+ (—aeh —afg+afg—ach)k]/N(Y) = (a(e? + f2+ g*> + h?))1/N(Y) = al

2. py envia H,, a si mismo
Sean X =bi+cj+dk e H,eY =el + fi+ gj+ hk:

YXY~ =
= [(—fb—gc—hd)1(eb+ gd — he)i+ (ec — fd+ hb)j+ (ed + fc — gb)k|(el — fi—
9i —hk)/N(Y) =
= [(b(f?+e2—h2—g? )—I—2(gcf+hdf+gde—hce)) +(c(g® —h?+e2— f2)+2(fbg +
hdg + ebh — fde))j + (d(h* — g*> — f* + €2) + 2(fbh + gch + ecf — gbe))k]/N(Y)

Que pertenece a H, ya que la parte real se anula.

O
Teorema 3.12 La aplicacion py € SO(3).

Demostracion o
Primero, vemos que py (X + Z) = py(X) + py(Z) y py(X) = py(X).

L py(X 4+ 2) =py(X) +py(2)
Sean X =al+bi+cj+dk, Y =el+ fi+gj+hky Z=ml+ni+oj+pk

py (X) + py(Z) = [(a(e® + f> + ¢° +h2)) + (b(e* + f? — g* = h*) + 2(—hce +
gcf+hdf+gde))' (c(e? — f2+ g% — )—|—2(hbe—fde+gbf+hdg)) (d(eQ—
2 — g%+ h?) +2(fbh + gch + ecf — gbe) k] + [(m(e? + f2 + g% + h?))1 + (n(e?
f? = g% = 1) +2(~hoe + gof + hpf + gpe))i +(0(€2—f2+92—h2)+2(hn6—
fpe+gnf +hpg))j + (p(e? — f2 — g?> + h?) + 2(fnh + goh + eof — gne))k| =
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=[((a+m)(e®+ 2+ g +h2)1+ ((b+n)(e®+ f2—g*> —h?)+2(—h(o+c)e+

glo+e)f +h(d+p)f +g(d+p)e))i+ ((o+c)(e® = f*+g° — h?) +2(h(b+n)e —

fld+ple+gb+n)f+h(d+p)g)i+((d+p)(e® — f2—g°+ 1) +2(f(b+n)h+
glot+c)h+elo+o)f —glb+n)e)k] =py(X + 2)

2. py(X) = py(X)
py (X) = (a(e? +f2+g +h?)1+ (=b(e® + f* — ¢* — h*) + 2(hce — gef — hdf —
gde))i+ (—c(e? — f2 + g% — h%) + 2(—hbe + fde — gbf — hdg))j + (—d(e* — f> —
g% + h?) 4 2(—fbh — gch — ecf + gbe) )k =

=< (e? +f2+g +h?)L — (b(e® + f* — g* — h?) + 2(—hce + gcf + hdf +
de))i— (c(e* — f? + g% — h?) 4 2(hbe — fde + gbf + hdg))j — (d(e* — f* — g* +
h?) + 2(fbh + gch + ecf — gbe))k = py (X)

Como consecuencia de estas dos propiedades, se tiene que py (X + X) = py(X) +
py(X) = py(X) +py(X). o

También tenemos que X + X = 2al, y concretamente, si X € H,, X + X = 0. Con
esto, y con lo que hemos visto previamente llegamos a py (X +X) = py (X)+py (X) = 0.
Como conclusion, si tenemos un cuaternion puro X, sabemos que su transformado
py (X) también lo es, y no solo eso, si no que el opuesto de este es py (X) = py(X) y
con esto queda probado que py € SO(3). O

Ahora que he visto que py € SO(3), me falta ver que todas las rotaciones de SO(3)
tienen forma de py.

Teorema 3.13 Toda rotacion de SO(3) es de la forma p, con y € H.

Demostracion

Es facil ver que py x = pyopx, es decir, la composicién de dos rotaciones es una rotacion,
y sabemos que toda rotacion distinta de la identidad es el resultado de componer dos
reflexiones. Entonces, ahora vamos a ver que para toda reflexion o de H, respecto de
un plano H, existe Z € Hj,, z # 0 de forma que o(X) = —ZX7Z7 ', VX € H,:

Si tomamos Z € H, ortogonal a H, sabemos que

X -Z

para todo X € Hj,. Ademds, para dos cuaterniones puros X,Y € H,:
2(X-Y)1=—-(XY -YX)
Y (Z-Z)1 = —Z2 por ser Z cuaternién puro. Ahora, con todo esto:
o(X)=X-23272=X+2X -2)Z' =X - (XZ+ZX)Z ' =-ZXZ!
Con lo que hemos visto que o(X) = ~ZXZ ! VX € H), para un Z € H,, Z # 0 que

era lo que queriamos. [
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3.4 Determinando una rotacion a partir de un cuaternién

Ahora vamos a ver como obtener el eje y el angulo de una rotacién a partir del cuaternion
que la representa.

3.4.1 Determinando el eje

Si consideramos la rotacién representada por Z = al +t, con t € H), el eje de rotacién
quedara fijo a través de esta.

Proposiciéon 3.14 FEl eje de la rotacion dada por el cuaternion Z = al+t es el vector
t en R3.

Demostracion
Para ver que t es el eje de rotacion, tengo que ver que es invariante por esta. Entonces,
tomando t = bi + ¢j 4+ dk consideramos:

pz(t) = ZtZ71 = ((=b? — 2 — cd®)1 + abi + acj + adk) Z~! =
= ((a?b+b3+bc?+bd?)i+ (a’c+bP e+ +cd?)j+ (a?d+-b2d+c2d+d3)k) /(a® + b+ +d?) =
—bitcj+dk =t

Con lo que efectivamente, t es invariante con la rotacién pz, y por ello es el eje de esta.
O
Ahora que conocemos el eje de rotacién, vemos como obtener el dngulo.

3.4.2 Determinando el angulo

Proposicién 3.15 Dados dos cuaterniones puros no nulos X,Y tales que N(X) =
N(Y), ezistird W € H no nulo tal que pw(X) =WXW- =Y

Demostracion

Para cualesquiera vectores X,Y € R3 tales que N(X) = N(Y) existe una rotacién p
tal que p(X) =Y. Si X =Y seria la identidad y en caso contrario tomariamos como
eje de rotacién W = X x Y para rotar X hasta Y a lo largo del plano que contiene a
ambos. [

Proposicion 3.16 El dngulo de las rotaciones pz y pwzw-1 es el mismo.

Demostracion
Sea Z =al +t, t € Hy,. Veamos primero que el eje de pyy -1 es WEtW ™1 = py (¢):

WZW L =W(al+ )W =WalW ' + WitW ! =al + WtW !
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Como ya se ha visto previamente, py envia H, a si mismo, luego Wtw -1 e H, y
concluimos que es el eje de la rotacion py, 7y -1.

Por otra parte, para X € H, no nulo y ortogonal a t, el 4ngulo de la rotacién pz
es el dngulo que forman X y pz(X). Como las rotaciones son isometrias, si X -t =
0, cosa que sabemos porque son ortogonales, entonces py (X) - pw(t) = 0. Ademds,
también sabemos que el dngulo de la rotacién py -1 es el dngulo entre py (X) y
pwzw—1(pw (X)) por lo que hemos visto previamente. Con todo esto:

pwzw-1(pw (X)) = (pw © pz o (pw) ™' o pw)(X) = pw (pz(X))

Con lo que el dngulo de pyrzy-1 es el angulo entre pz(X) y pw(pz(X)), que serd el
mismo que el dngulo entre X y pz(X) puesto que las rotaciones conservan los angulos,
es decir, el dngulo de la rotacion pz, que era lo que querfamos demostrar.

Una vez visto esto, y sabiendo que para todo Z = al + t existe W # 0 tal que
WtW—t = \/N{t)iy WZW~! = al + /N(t)i, es suficiente con hayar el dngulo de
rotacién para un Z = al + bi. Para ello, calculo pz(j) puesto que i L j. Se diferencian
dos casos:

e Sia=0
pz(j) = (B1)j(bi) " = 5bk(=bi) = b(~j) = —j
Y entonces el dangulo serda 0 = 7
e Sia#0

_0L2—b2,+ 2ab K
T2t T 2

1
pz(j) = (a1 +bi)j(al + bi)~' = m(al + bi)j(al — bi)

Figure 1: En la imagen se puede observar de forma maés visual qué estamos obteniendo
con la cuenta anterior.

Y con esto, llego a que
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2ab B 2ab
2 _ 12 2
a b 1— (é)

a

tan(f) =

Ahora, con la férmula del angulo doble obtengo lo siguiente:

2tan(0/2)
tan(l) = —————
0) = T Fan2(0/2)
N(t
Y de aqui obtengo tan <9> = b = ( )
2)  la |al
0 1— 6
Ademas, de la formula de la tangente del dngulo doble tg | = | = £ w,
2 1+ cos(6)
1—tg%(0/2
despejando cos(6) llego a que cos(f) = HZ% Como hemos visto que

tan fN_ b llegamos a que cos(f) = A )
2) " Ja] "® d T2 @+ N@E)

Usando lo que acabamos de ver, si Z € H fuese unitario, tendriamos 1 = N(Z) =

- N(t
a’+ N(t) y por ello —N(t) = a® — 1. Entonces, cos(#) = M =a?>-N(t) =

2a% — 1.

Para acabar, usando que cos() = 2cos?(0/2) — 1 llegamos a que cos(f) = |al.
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4 SO(3) como grupo de Lie

Los resultados de esta seccién se han extraido de [I1], [1], [5], [8] ¥ [9].

4.1 El grupo de Lie SO(3)

En esta seccién estudiaremos SO(3) a través de la topologia diferencial, y nuestro ob-
jetivo es hallar el algebra de Lie asociada al grupo especial ortogonal.

Para ello, primero tenemos que conocer cémo son los grupos de Lie, y ver que
estamos frente a uno de ellos.

Definicion 4.1 Un grupo de Lie es un grupo que también tiene estructura de variedad
diferenciable, y en el que las funciones multiplicacion e inversion son diferenciables.

Proposicion 4.2 En la definicion[{.1], la condicién de que los operadores multiplicacion
e inversion son diferenciables es equivalente en que lo sea el operador definido como

(z,y) — zty.

Demostracion
Tenemos que ver que (x,y) — x~ 'y es diferenciable si y sélo si la multiplicacién y la
inversion son diferenciables.

Veamos primero que si el operador (x,y) — 1y es difereneciable, entonces también
lo son la multiplicacién y la inversién. Para la inversion, consideramos el operador
(z,e) — 271, que nos da la inversién. Este puede verse como el operador que teniamos
pero tomando siempre el neutro como segundo elemento, con lo que sera diferenciable
por ser una restriccién del operador que ya sabemos que lo es. Por otra parte, para
la multiplicacién, consideramos el siguiente operador (z,y) +— (z71,y) — =y que nos
darfa como resultado la multiplicacién. Como la primera parte es la inversién, que
acabamos de ver que es diferenciable, no nos supondra un problema, y la segunda es el
operador que tenfamos en un principio que es diferenciable. Como la composiciéon de
aplicaciones diferenciables es diferenciable, concluimos que la multiplicacion también es
diferenciable.

Ahora vemos que si la multiplicacién y la inversién son diferenciables, también lo es
(z,y) — x~ly. Tomamos (z,y) — (z~!,y) — 27!y que resulta en (z,y) — z~'y. La
primera parte es una inversion, y la segunda una multiplicacién, la cuales sabemos que
son diferenciables. Como la composicién de aplicaciones diferenciables es diferenciable,
concluimos que el operador (z,y) — 2~ 'y también es diferenciable.

Hemos visto que ambas implicaciones son ciertas, luego concluimos que (z,y) —
x ™1y es diferenciable si y sélo si la multiplicacién y la inversién son diferenciables. [J

Una vez visto esto, veamos que SO(3) es un grupo de Lie:

Teorema 4.3 El grupo SO(3) es un grupo de Lie.

Demostracion
La proposicién ya demostrada nos dice que SO(3) es grupo con la multiplicacién
de matrices. Por otra parte, para ver que es una variedad diferenciable usaremos que
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SO(3) = P, que ya hemos visto en la seccién Sabiendo esto, nos bastara con ver
que el espacio proyectivo P? es variedad diferenciable. Vedmoslo:

Sabemos que P? es el resultado del cociente de la esfera S3/Zy. Para ver que tenemos
una variedad diferenciable usamos la siguiente propiedad:

Sea G un grupo finito o numerable de difeomorfismos de una variedad M tales que
para cada p € M, existe un entorno U de p tal que U N g(U) = 0 para todo g € G
distinto de la identidad. Entonces M /G es también una variedad diferenciable de la
misma dimensién que M. Esto se conoce como un grupo que actia de modo discontinuo.

En este caso, tenemos M = S® y G = Zy. Con lo que si vemos que la esfera S3 es
variedad diferenciable habremos demostrado esta parte. Pero ver que S es una variedad
diferenciable es mucho mas sencillo que lo que tenfamos que demostrar en un primer
momento. Basta considerar el siguiente atlas A = {a, 8}:

a:S%—{(1,0,0,0)} - R3
@ (P )

l—z'1l—-2"1—2

B : Sd - {(_1707050)} — RS
<x,y,z,t>~><y : t)

1+z2’ 142" 1+

Veamos primero que A es un atlas. Las aplicaciones o y 8 son dos proyecciones
estereograficas de la esfera S3. Son inyectivas puesto que el tinico punto que no tendria
imagen para cada una estd excluido de sus dominios, y su imagen es un abierto puesto
que es todo R3. Con lo que estas dos aplicaciones son cartas. Como la unién de sus
dominios cubre toda S tenemos un atlas. Falta ver que este altas es C>:

Llamamos U y V al dominio de « y 8 respectivamente. Tenemos que o(U NV) =
BUNV) =R3—{(0,0,0)}, que es abierto por ser el complementario de un cerrado.
Veamos que el cambio de cartas es un difeomorfismo:

aUNV) S unv 2 gwnv)

x4y 4221 2x 2y 2z
(z,y,2) — <1+x2+y2+22 ) 15221y 422 1402 4y2 422 1402 +y2422

) —

X Yy z
272+y2+,22 9 £B2+y2+22 9 $2+y2+22

Las funciones de cada componente son continuas, puesto que el denominador no se va
a anular ya que (0,0,0) ¢ a(U NV). Lo mismo sucede con sus derivadas. Ademas, es
biyectiva por construccién. Luego efectivamente Soa~! es un difeomorfismo. Un proceso
similar también nos permite llegar a que avo 57! también es un difeomorfismo. Con esto
hemos visto que el cambio de cartas es siempre un difeomorfismo y por ello concluimos
que A es un atlas C°°. Como todo atlas C'*° estd contenido en uno maximal, concluimos
que S3 con el atlas maximal dado por A tiene estructura de variedad diferenciable.
Por dltimo, consideramos las siguientes aplicaciones:
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-1 50(3) x SO(3) = SO(3)
(A,B)— AB

Esta aplicacién sera diferenciable puesto que las entradas de la matriz AB seran expre-
siones polinémicas.

-1 50(3) = SO(3)

A AL

Como A™! = AT ya que A € SO(3), la inversa siempre estaré definida y las entradas de
la matriz A~! serdn polinénmicas de nuevo, y con ello la aplicacién serd diferenciable.

Con todo esto, hemos visto que SO(3) es variedad diferenciable, grupo, y esta dotado
de las funciones multiplicacién e inversién, las cuales son diferenciables. Es por ello que
concluimos que es un grupo de Lie. [J

Ademds, el teorema 3.25 de [I1], dice que todo grupo de Lie conexo admite un
recubrimiento simplemente conexo , que es a su vez grupo de Lie y tal que la aplicacion
del recubrimiento es un homomorfismo de grupos.

Si lo aplicamos a nuestra situacién, hemos visto que SO(3) es un grupo de Lie
y sabemos que es conexo, y ademds tenemos que 71(S3) = {e}, con lo que S? es
recubrimiento simplemente conexo de SO(3) y S? es grupo de Lie.

Ahora que hemos visto que SO(3) es un grupo de Lie, podemos pasar a ver que es
un algebra de Lie y como se relaciona con un grupo de Lie.

4.2 El algebra de Lie de SO(3)

Definicion 4.4 Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial g sobre un cuerpo F' que tiene
definida una operacion binaria [-,-] : g X g — g que cumple las siguientes propiedades:

1. [ax + by, z] = a[z, 2] + by, #]
2. [z,ay + bz| = a[z,y] + b[z, 2]
3. [yl = ~ly,«]
4 o [y, 2+ s [z, 2] + [z [2,9]] = 0
para todo x,y,z € g, a,b € F.
Consideremos ahora el siguiente conjunto:
50(3) = {A € M3,3(R): AT = —A}

El corchete de Lie de so(3) viene dado por el conmutador de matrices, que dadas A, B €
50(3), se tiene [A, B] = AB — BA.

Teorema 4.5 s0(3) con el conmutador de matrices es un dlgebra de Lie.
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Demostracion

Como las matrices cuadradas de dimensién n forman un espacio vectorial y el conmu-
tador de matrices satisface las condiciones de la definicién [4.4] son un &dlgebra de Lie
que denominamos como gl(n,R). Es por ello que también podriamos demostrar este
teorema viendo que s0(3) es subdlgebra de Lie de gl(n,R).

Veamos primero que $0(3) es un espacio vectorial real.

Primero tenemos que ver que la suma es conmutativa y asociativa, y que tiene neutro
e inverso. Claramente la suma de matrices es conmutativa y asociativa. Tenemos el
elemento neutro para la suma de matrices en s0(3), que es la matriz cuyas entradas
son todas 0, ya que esta es antisimétrica. Dada una matriz A € s0(3), sabemos que
AT = —A. Como A € s0(3), entonces A" € s0(3), y por tanto —A € s0(3).

Por otra parte, en cuanto a la multiplicacién por escalar tenemos que ver que sea
asociativa, que tenga neutro, y la propiedad distributiva respecto de la suma tanto
escalar como vectorial. Vedmoslo. Sea A, B € s0(3). Tenemos elemento neutro puesto
que 1A = A. Ademés, dados a,b € R, claramente (ab)A = a(bA) con lo que es
asociativa. En cuanto a las propiedades distributivas, se cumple que a(A+B) = aA+aB
y (a+b)A = aA+ bA ya que funciona para matrices en general.

Ahora nos queda ver que el conmutador de matrices verifica las condiciones de la
definicién Vedmoslo. Sean a,b € Ry A, B,C € s0(3):

1. Vedmos que [aA + bB,C] = a[A,C] + b[B, C]:
[aA + bB,C] = (aA + bB)C — C(aA + bB) = aAC + bBC — aCA — bCB =
a[A,C] + b[B,C]

2. Vedmos que [C,aA + bB,C| = a[C, A] + b[C, B]:
[C,aA + bB] = C(aA + bB) — (aA + bB)C = aCA + bCB — aAC — bBC =
a[C, A] + b[C, B]

3. Comprobemos que es anticonmutativa, esto es, [A, B] = —[B, 4]
Tenemos que [A, B] = AB — BA= —(BA — AB) = —[B, 4]

4. Por ultimo, comprobemos que verifica la identidad de Jacobi. Para ello calculamos
primero cada término por separado:

[A,[B,C]|=]A,BC —CB]|=ABC — ACB - BCA+ CBA
[B,[C,A]] = [B,CA— AC] = BCA—- BAC — CAB + ACB
[C,[A,B]] =[C,AB — BA] = CAB — CBA — ABC + BAC
Y con esto se ve que [A, [B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0.
Con todo esto, concluimos que s0(3) es un élgebra de Lie.[J
Ahora bien, podemos decir més que so(3) es un algebra de Lie. A cada grupo de Lie
se le puede asociar un élgebra de Lie, luego queremos ver que s0(3) es el algebra de Lie

que le corresponde al grupo de Lie que es SO(3). Para ello necesitamos definir ciertos
conceptos previamente:
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Definicion 4.6 Sea G un grupo de Lie, y sea X un campo vectorial en G. Se dice que
X es invariante por la izquierda Si:

(Lg)+(Xe) = X
donde Lg(x) = gz, VY € G, (f)« denota la aplicacion tangente:
(Lg)s : TG — T,G

Xe = (Lg)«(Xe)
y para todo g,h € G, X € X(G).

Teorema 4.7 El conjunto L(X) definido como:
L(X)={X € X(G) : X es invariante por la izquierda}

es un dlgebra de Lie, con la operacion [, | dada por el corchete de Lie de campos
vectoriales.

Demostracion
Vemos solo una idea de la demostraciéon, ya que para verla con todo detalle tendriamos
que tratar conceptos que se escapan de los limites del trabajo.

La propiedad anticonmutativa y la identidad de Jacobi se verifican porque las cumple
el corchete de Lie de campos vectoriales para todo X € X(G).

Me falta ver que dados X,Y € X(G), entonces [X,Y] € L(X). Para ello tengo que
ver que [X,Y] es invariante por la izquierda, es decir, que (Lg)«([X,Y]e) = [X,Y],.
Veamoslo:

Como ya hemos visto que el producto de elementos de G es diferenciable, podemos
usar que (Ly). (X, Y1,)(f) = [X.¥](/ o Ly).

Sean X\ Y € X(G), f € §(G), g € Gy e € G elemento neutro de G:

(X, Y]g(f) = Xg(Y(9)) = Yg(X(9)) = (Lg)«(Xe) (Y (f)) = (Lg)«(Ye)(X(f)) = Xe(Y(f) 0
Lg)=Ye(X(f)oLg) = Xe(Y (foLg)) Ye(X(foLg)) = [X,Y]e (fOL) (Lg)«([X, Y]e)(f

que es lo que querfamos ver. Con todo esto, concluimos que £(X) es un dlgebra de Lie
con la operacién definida por el corchete de Lie de campos vectoriales. [
Ahora que hemos probado el teorema anterior, consideramos la siguiente aplicacion:

n: LX) TG

X +— X, =7 con lo que serd X, = (Lgy)«(?)

Proposiciéon 4.8 La aplicacion n es una biyeccion de espacios vectoriales.
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Demostracion
Se ve trivialmente que es lineal.

Para ver que es inyectiva, como para todo g € G, X; = (Lg)«(Xc), con lo que si
X. = 0, entonces tendremos que X = 0. Por otra parte, es sobreyectiva puesto que
dado v = X, € T.G, solo hay un unico campo que para e nos da X., que es el campo
tal que para cada g € G, Xy = (Lg)«(Xe). Con lo que efectivamente es una biyeccion.
O

Ahora que hemos visto este resultado, podemos pasar a ver cual es el algebra de
Lie de SO(3), ya que al haber visto la relacién entre £(X) y T.G, podemos construirla
viendo cémo es T.SO(3). En realidad, podriamos tomar el espacio tangente en cualquier
punto, ya que podemos pasar de T.G a T4G para cualquier g € G grupo de Lie a través
de un isomorfismo. Pero tomamos el neutro porque este es el elemento que siempre va
a aparecer en todo G.

Ahora que hemos visto esto, podemos considerar que todo grupo de Lie es par-
alelizable, es decir, admite una base global de campos. Esto se ve tomando una base
{v1,v2, -+ ,v,} y construyendo los campos invariantes a la izquierda { X7, Xo,--- , X, }
tales que (X;)e = v; para cualquier i € {1,2,--- ,n}. Es por esto que podemos decir
que tanto SO(3) es paralelizable.

Teorema 4.9 El dlgebra de Lie de SO(3) es s0(3).

En cuanto a la demostracién de este teorema, se queda fuera del trabajo ya que
para poder verla tendriamos que tratar conceptos que quedan fuera de los limites del
trabajo.
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5 Conclusion

Para finalizar el trabajo, vamos a resumir todo lo que hemos visto.

Primero de todo, hemos visto cémo es SO(3) como estructura algebraica. Hemos
visto que es subgrupo del grupo ortogonal O(3), y que es isomorfo al grupo de isometrias
lineales que preservan la orientacién, que a su vez es subgrupo de el grupo de isometrias
lineales del espacio.

Después, también hemos estudiado el cémo hallar la rotacién del espacio que deter-
mina una matriz de SO(3), y también el proceso contrario, es decir, conociendo una
rotaciéon por medio de su eje y su angulo de rotacién, hemos visto un proceso para
determinar la matriz de SO(3) que representa dicha rotacién.

Ademads hemos visto la relacién entre SO(3) y el grupo especial unitario SU(2), para
lo cual primero hemos estudiado SU(2) y hemos visto como representa las isometrias
lineales que conservan la orientacién de C2. Una vez visto esto, hemos visto como es
la relacion entre SO(3) y SU(2) desde un punto de vista topoldgico. Primero vimos
que SU(2) es homeomorfo a S3, y después que SO(3) es homeomorfo a S3/Zs, es decir,
el espacio proyectivo P3, y con ello concluimos que SO(3) es homeomorfo a SU(2)/Zs.
Ademds, la aplicacién que nos daba el homeomorfismo nos daba un doble cubrimiento de
SU(2) en SO(3). Esto nos permite deducir propiedades topoldgicas de SO(3) que serian
mas complicadas de ver como grupo de matrices. Por ejemplo, como es homeomorfo al
espacio proyectivo real P3, se tiene que SO(3) es compacto y conexo. Ademds, hemos
visto que S3 es recubridor universal de SO(3) por ser S* homeomorfo a SU(2), con lo
que resulta que 7(SO(3)) = Zs.

Por otra parte, hemos introducido los cuaterniones y hemos visto algunas de sus
propiedades bésicas, para después ver su relacién con el grupo especial ortogonal: un
cuaternién determina una rotacién y por ello una matriz de SO(3). Ademds, estudiamos
cémo un cuaternién define una rotacién, y por ello una matriz de SO(3) y viceversa.

Por ultimo, hemos estudiado la estructura de SO(3) como grupo de Lie, para lo
cual también hemos visto que es una variedad diferenciable, y también hemos visto su
algebra de Lie s0(3) compuesta por las matrices antisimétricas de dimensién 3.

Como conlusién, podemos afirmar que el grupo especial ortogonal es un objeto
matematico con propiedades muy interesantes, sin importar a través de que rama
matematica lo estudiemos. A lo largo de este trabajo hemos visto algunas de estas
propiedades, y nos quedan fuera de este otras tantas igualmente interesantes.
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