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RESUMEN

Consicleranos ol wodelo de superpoblacion lineal mndltiple ¥ tomamos como estimador
de 1o media poblacional el ostimador de regresion generalizado. Estudiamos la p-insesgader
asintGtica de oste estiimador hajo ciertas condiciones v vemos que, introduciends condi-
clones alpe mas restrictivas que lag anteriores, se llega a determinar wétodos de seleccion
e diserios de mnestreo que, janto con ol estimador de represidn generalizado, constituyen

estratesias robustas frente a fallos de especificacidn de 1 watriz de variables explicativis.

FPolobras clove: Modelo de Superpoblacion, Estimador de Regresién Genera-
lizado, P-insesgadez Asintética, Estrategias Robmstas.

Clasificacion AMS: 62D05.

Articnlo recibide cn noviembre de 1997, Revisarlo en Febrero 1908,

1. Introduccion

El planteamniento general de un modelo de muestreo consiste en considerar una
poblacion finita U = {1,...,4,.. ., N} de tamaho &, cu donde ¢ representa la
midad é-ésima de la poblacién, designando por s una mucstra forinada por
1 subconjunto de clementos de la poblacion, por S ol conjunto de todas las
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posibles muestras, s, v por ¢ ol conjunto de clementos de la poblacion que no
pertencceen a la muestra s.

Divemnos e un disefio muestral es una funcion p(-) definida sobre S, tal
que, plst > 00 Vs € 5y Y.cop{s) = 1) su tamadio muestral lo repre-
sentaretos por #(s) y supondremos que es fijo, es decir, v(s) = n, cuando
pls) = A

Desipuarcmos por @, = 3, e,p(s) la probabilidad de que la unidad
-Gsimna de la poblacion pertenezea a la muestra s, Asociada a ella defini-
mos la variable [; tal que:

l siv € s

=10 siid s

Evidenteniente,
m=p(l;=1)=1—p{l, =0)
Representareinos cada observacidon muestral pors
d - i y) € s}

donde s s una nmestra fija e g, es una valor desconocido correspondiente

a una cierta caracteristicn que, junto con el vector w; = (@, .., 7)) de
dimension ¢ % 1 ode otra caracteristica conocida, estd asociado a la unidad
i~6sima.  Utilizarcmos ¢l veetor = (y, ... un) para estimar la funcidn

paramctrica media poblacional:

IR
U= 2t

Yo
2. El modelo de superpoblacion lineal multiple

Supondremos ahora na poblacion [mita generada como muestra aleatoria de
una superpoblacion infinita. es decir, consideraremos que el vector de val-
ores poblacionales iy = (y1, ..., ya)" es una realizacion del vector de variables
aleatorias Y = (Y. Yy ) cuya distribueidn conjunta la denotaremos por
.
.

Llamaremos mexlelo de superpoblacion al conjunto especifico de condi-
clones que definen nua clase de distribuciones a la cunal pertenece la distribu-
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cion €. En nuestro caso admitiremos gue el modelo de superpoblacidn lineal
muitiple, £, viene dado por,

Y Xid+4¢
E(Y)=Xp
E (Y — XY — X3)) = a?V
donde la matriz. X — (a7,...,2x)" es de rango completo ¢, 4 es un vector

de parametros desconocidos de dimensidén ¢ x 1 v & es un vector aleatorio de
dimension N x 1 tal que,

Ele) =0
Ei(ze') = oV

siendo £, (+) la esperanza respecto al modelo &, ” una constante desconocida
v V' una matriz siimétrica v definida positiva.

Consideraremos un estimador € — e(D) como una funcidon sobre el espacio
muestral {D Y € BY s € 8} donde D - {(i,¥}) 1 4 C s} es la variable dato
v 5 o8 una muestra extralda de la poblacidn scgun un disefio de muestreo. p.

con probabilidades de inclusion de priner orden =, (i — 1,...,N). Dicho
estitmador nos proporciona la informacion sobre la media poblacional

A L N 4

} v iy Yie

Designaremos por Il = diag(my, ..., 7y ), matriz de dimensién N ox N .

3. El estimador de regresién generalizado
Considercmnos una sucesion de poblaciones finitas U de Lamano Ny, con
0< Ny < Nyoostal que Uy (8= 1,2, ) esta formada por las N,
primeras unidades de una sucesion dada {4}, asi pucs, Uy O Uy contiene las
Ny primeras nnidades de la sneesién {4}, cte.

Supondremos que la correspondiente sucesion de medias poblacionales,
Y, = & 21 Y, es convergente.

Sea s, una sucesion de muestras obtenidas a partir de una secuencia de
disenios de tamanos efectivos fijos ry (0, <2 N, V1), tal que,

sp={i: Ly — 1,1 <i<n}
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en donde I es una variable aleatoria que vale 1 si la unidad i-ésima estd en
la. iuestra t-ésima vy 0 en caso contrario.

Denotaremos por m; la probabilidad de que la -ésima unidad esté en la
t-Gsima muestra.

De manera andloga a la indicada anteriormente, diremos que, asociado a
la unidad é-ésima de la poblacion U, tendremos un mimero desconocido, y;,

realizacion de una variable aleatoria Y;, v un vector conocido (1. . . .  Tag) s de
dimension ¢x 1. Asi pues, admitimos que, paracadat. Y; = (Y],..., Yy,) esta
relacionado con Xy = (a1, ..., 25,) a través de un modelo de superpoblacién

lineal multiple &,

3.1. P-insesgadez asintética

Diremos que una sucesion de estimadores, e, construidos a partir de yna
sucesion de poblaciones Uy, es asintoticamente insesgada segin el disenio de
muestreo p, o asintéticarmente p-insesgada, para la media poblacional Y, si
se vertfica ¢ues:

Jim [Bye) = Y] =0

Utilizaremos comno estimador de la media poblacional, ¥, el estimador de
regresion generalizado. !

N . .
2 1LY, LI I
Cpper A’r,. ! Z St Z dﬂ (T—{ — 1) i
T

i— | T

siendo 3y, la componente j-ésima del estimador del vector parametrico
iy 2
'._j. o<

8y

A coutinuacién presentamos un teorema en el cual se dan condiciones
suficientes para que el estimador de regresién generalizado, ¢pe, sea asintéti-
camente p-insesgado para la media poblacional.

"Pertenece a la clase de estimadores de regresion generalizados propuesta por Cassel,
Sarndal y Wretmau.

2En general el estimador de regresion generalizado no serd p-insesgado pues en su ex-
presion intervienen los estimnacores (} it que dependen de la muestra.
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Teorema 1
El estimador ey es asintdticamente p-insesgado si se verifican simultdne-
amente las siguientes condiciones:

C.1 limy NT' M ‘7";12_}‘ <oo j=1,...,¢q
C.2 liny_ E, (§ V<oo j=1,...,¢
C.3 hl'f[lr"ﬁ,x 1'\‘,; IIlilllg.,'SNL T = 2T

C.4 lity—,o max,;

ikt _
it Tt | U

con gy = p(li = T = 1), probabilidades de wnclusion de segundo orden.

Demostracién
Definimos la signiente variable aleatoria,
LY, I
% _ _1 it . al )
il §=1 KET

Sin mds que tomar esperanzas se comprueba que E,(efh,) = Y, para todo
Y, es decir, I, (e},;) os p-insesgado de Y. Por tanto serd suficiente demostrar
que,

lin F lepe —eha) — 0
Pl p( R H(v)

Pero,
q N
s Bl = ) = 32 B | (3= ) VTR ()
i=1 =1 T
Basta comprobar que,
; - r—1 _ g o
rhl{ E, (j] - n’,,) N, Z <-~ — 1) Tl =0 9=1,..,4

Tt

Aplicando la desigualdad de Schwartz,

( [jﬂ) i\lz<— 1) T;;| <

< ED(ﬁj - B_ﬁ)z P jV ]Z (* - ]) 17=1..4q

it
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Acotemos cada uno de los factores,

@
Ny = 1
e S ()] o e (2o 1) s
b= GEY 4’]\’1‘- i—1 (T
; N,
I W?Af
T2 D Ttk —1
EA S A J';-‘r—k f;l};,‘
El primer sumando esta acotado superiormente por,
N
NS e
K
= I N, ming <<y, ©
que tiende a 0 cuando # — o, aplicando C.1 v C.3.
El segnndo smmando es menor o igual gque,
Ny N
I ik ikt T R
e 25 1 (L550) 1]
itk Ty Ny i itk | Ty e N, ie1
que tambidn converge a 0 enando £ — o0, por C.1 v €4
Poy tlthino, por la condicidon C.2:
hm_ B3 — ) <o Jo lg

c.q.il.

Este teorema mejora los resultados oblenidos por otros autores, pues para

que ¢l estimador de regresién generalizado sea asintdticamoente p—in‘;esﬂadc),
. P .. . N r

N0 o8 necesario que se campla la condicién adicional liny, o ;17 T VE e,

cono se ha probado con el teorema anterior.”

3.2. Robustez
Para determinar una eleccion optima del diseilo de muestreo asociado al esti-
miador de regresion generalizado, wtilizaremos el criterio de minimizar el ervor

cuadritico medio esperado,

*Los resuitados ohtenides son independientes de que el modelo tenga o no errores de

especiicacion.
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EPE'L ((.’R_('; — }/;)2

Pero Ta utilizacidn de este criterio exige ciertas espoecificaciones sobre la
relacion existente entre la variable alealoria Y v ol vector asociado x,. Asi
pues, supondremos que:

q T
o Vgl - N P P4
Li(}F) g ,dj'lfmj + 2 Vg P E 1..... 1Yy
J=1 Jj-1

donde Z; = (z,;) es la matriz de regresores adicionales de dimension N x m
y 7 os un vector de parametros desconocidos de dimensién n % 1.
Admitimos ademds que:

r E D - 13
Vare(Y)=c®v, i—1,... N,

Cove(Y:, Y3) = (_sz(v,—, ’Uk)% ik

dende 1; 0 conocido. o2 constante conocida, v p valor verificando la condicién:
-5, 1yt pad

Comao pretendemos probar que el estimador cs robusto, necesitaremos dar
un inétodo que nos permita obtener estrategias robustas [rente a ervores de
especificacion cu la matriz de regresores, partiendo de un diseno de mucestreo
aptimo. 7 Para ello presentamos ol siguiente teoremea:

Teorema 2
Siose verifican simultancamente las condiciones;
- Iy _ s
Cllm_ o NI 0 w0 j=1,....q

]

C.5 Existe una constante K tal que para un ¢ suficientemente grande,

k eS| -
Ty ZE{(,{J’! —_ ,’j]f)h < lr\ <G

"Fridenlemente, si no hubiers error de cspecificacion no apareceria ol sopineo swando
Z'j':':l ity

“Llamarcinos clase de disefios Optimos, y la denotaremos por £, a la Lormada por
disenos, py, de tawaiio efectivo {ijo o que cumplan o condicidn de que sus probabilidades
de inclusion de primer orden responden i la expresidn: m; = iy ,3,{:—1_
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C.6 limy . N TV < 0o

C.7 lim;_~ %} mMing << p, T > 0

. Vz .
C.8 limy ’j—lf— MAXi 2k | Tigt — Tt Tiet| < 00 f
resulta que:
- =2
‘TL,E:DEE(BHG — }Ir) = At + Bf, + Cﬂ

coll,
PRI Al 1 ) Mk
£ ;\.rz Z'U T +pzz 1'1” Tt T
! i=1 i=1 itk itk
Ny Ny
e/ 1 2 | ™ Tkt
: N? ; it it N; ;; ‘f’fu”f’rkr '
e
b=y viz; t=1..N
j=1
v

lim €, =0
t— o0

siendo el estiimador de regresion generalizado, epq, robusto frente a errores

en la especificacién de la matriz de disefio. *
Deinostracion
Trivialmente,
§ al V4 i nl s L 2 * Vo2
7"#13‘3>E£({—’"f” : }'r) = Ty ﬁ‘pEE((fHG - (:HG‘) + nf—E}‘JEE(eRG — Y;) +

+ 2'”:'E1)E£(9HG -~ tho)eha — Yi)

Acotemos cada uno de los sumandos:

; 2
* A . 1 ol L’t ?
.H,LE;,EE(H”(; - }’1) = ?'J,f.];‘/]]b& Tr[ Z (7—]_': — 1) Y; o Z,Bjil,‘ij =
Y =1 it g=1
iy Moy : Ny '
s F;)EE Z (,T_! B l) Y — Zfdjmij +
il ML j=1

SLas condicioues C.7 v C.8 son 1n4s restrictivas que C.3 y C.4
“Fste teorema generaliza ol dado por Robinson y Sarndal para p = (.
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'n,, Iy T 4
L _ L o LA [,
B[S T (m 1) (m DY S8 ) [ Y= > By
i1 itk 1 it i1 i=1
; Ny Ny
thy 1 Ty ~f Tkt - .
= (—’ — l) L’U,Te(y) 3 L( t -1 (,;U’U{(Y-,j, Yk) =
Ni = N Nf izh Nt Tkt
oy . Ny w, Tt
= Tty (_ 1)t et 30N (B ) () <
LYy i—1 =1 ik it Tk
2 N Ny
™ 1 a ki -
< =D 4 ke “Ipl max 1—— v <
4‘1\(2 11'111}1.:_:_,‘_5]\:, g j\/ i1 T\' HETXE™
7 1 g? M
T — v, +
N; MmNy < < p, Mig J'Vf, —
N2 ﬂl? s Ny
4+ — m;lx ke — Tou Tkt | Pl L t

T

NE(min;cpen, m0)2 N,

Puede comprobarse que la expresion anterior es menor que oc, aplicando

las condiciones C.G-C.8.
Ademas,

Coll,
Af’|

gy = E

11

it

(

Por tanto,

ERe;

q

] =4
Ny gLt

— Che = {3 — ﬂﬂ)”ﬂ

) T N

q

9 e IRV 2
n(erc — Che)” < a0y 28 = Bn)* D al
L4 J=1
Tomando esperanzas respecto al modelo £:
iy Foe( ey — (»:}‘2( < N2 Z (U347l Z Fe (3 ey )2
Ni i3

Teniendo cu cuenta la condicion C.5

grande, 1 37, K (3, —

a partir de un t suficientemente

8,.)% estd acotado, con lo enal, tomando esperanzas

respecto al diseno, v para dicho ¢, podremos escribir:

iq Ny
s i l* ' \
Ny By B (epe—efhe ) < NJL Z Tij

(=

|

'i‘ .

Tikt

+ ZZPL”‘I’-"'J

i=1 47k

) (Far )

Tt et
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expresion que tiende a 0 cuando ¢ — oo, por C.1, C.3 v C.4 como sc demostrd
en el teorema anterior,

Se prucha de modo inmediato que:

¢ 1 k * 7N
2By Ee|(ene— e (era =Y < 2(nEpEelepe —
converge a () cunando £ — oo .

Hemos demostrado, asi, que:

ha) B (€he — Y1)

. AW 1 ® 2
m By Belene — Yi)7 = mE L —Y) 4+ C,
donde,
Hm 1, 5, Be (e — ¥2)* < o0
}T

tlin:)}? Cir =0

Bastard comprobar entonces que:

Tle bg((ﬁ(v - Y) = /1[ + Br

Poero
B 1 Ny q ,

aer R ) Sl )]
SV iy G
L N 1,1 !L M I,;
—_— 1}: — iy (—' — 1) -+ (_ — l) I).,' =
N, E( m | N, 2 i '

= m+
donde,

m

Hat — Z 5 iEig +Z’}f’/ﬁj

i=1

Ii
(};——-Z — fat) (—il)

t =1 (T
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Flevando al cuadrado y tomando esperanzas:
o d N2 2 1 3 2 < .
LypLig(ee V)" — EpEeal + EyEeb! + 2F, Eeah,

Desarrollando cada sumando,

EI,EEH.'; =
Ny 2 N 1, i
. % ki .
F. ~r” r,(—l) — 0 72U "'”(——t-—l) (—l)
d J’Vf ; it \IJ :O ; J?{Z]\ Vit Tt
J RPN AL 1 & 7 |
= —Tr:rz Z.-(——l)-&pZZ’Um lfg( hil —1)
N, i1 Tt i1 itk it Tkt
Por tanto,
TL;,_E}UEEGE - Af
Ademas;
Ny Ny
. 1 1 o Ty ikt .
ne e Loy = — (W — 1) b, + — ( l) byby, — By
Bt NP ; My * NE ;; RETET) ok :
Por altimo;
RN ¥ QL Iy
BBy = 1, < — (—7— - 1) b, Lo - Yo o ju) (— - l) =1
} e AN g - 14 N, ;( fhii T
c.q.d.

Liu el supnesto de que no exista crror en la especificacidn de la matriz de
diseiio. el término By se anula y ¢l A; se minimiza mediante un disciio de
umestreo con probabilidades de inclusién gy — nese 1.8

En camhio, st el medelo considerado es falso, B, no se anula, v no podriamos
obtener una expresion shimple para las probabilidades de inclusion asintética-
mente dptimas.

Sin embargo, la contribucidn del valor de B, a la varianza asintGtica Cspe-
rada puede redncirse mediante una adecuada eleccidn del discfio de muestreo
e & Fy.lin electo:

SCnijarro, M (1991, Bl Modelo de Superpoblacidn: Estiaciones v estrategiag dpllsas.
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Expresando B, como,

2 Ny b'r bkt 2
B, = n, ZZ (-1— - —) (T3t Tkt — Tikt)

i=1 i#k it Tkt

Observamos que el término (%fl- — %‘;L) tenderd a ser mayor cuanto mas
grande sea la diferencia entre los elementos i-ésimo y k-ésimo, esto ¢s, cuanto
mas “difieran” x, y x. Por tanto, para minimizar B;, elegiremos py € B,
tal que mymp — may sea negativa o mula para aquellos individuos tales que

|x;3 — 23| sea mayor,

Esta condicidon puede conseguirse, por ejemplo, estratificando la poblacion
en estratos hiornogéneos respecto de x y eligiendo de cada estrato una muestra
independiente con probabilidades de inclusién verificando la condicién my, =
m)'iv’l

Por tanto, una aleatorizacién apropiada -moediante un proceso de estra-

tificacion- nos leva a que el estimador egpe; es robusto frente a ervores en la
especificacion de la matriz de disefio.
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