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Resumen

La geometria de webs consiste en el estudio de familias de foliaciones que estdn en po-
sicién general. En este trabajo nos centraremos en el estudio local de estos objetos y se
estudiardn invariantes como la curvatura, la holonomia o el rango que se define en térmi-
nos de lo que se conocen como relaciones abelianas. En particular, estos invariantes nos
permitirdn caracterizar cuando un web es hexagonal.

Palabras clave: web diferenciable, holonomia, curvatura, relacion abeliana, foliacién.

Abstract

Web geometry consists in the study of collections of foliations in general position. In this
work we will focus on the local study of these objects through invariants such as the cur-
vature, holonomy or rank, which is defined in terms of abelian relations. In particular, this
invariantes will allow us to determine wether or not a web is hexagonal.

Key words: smooth web, holonomy, curvature, abelian relation, foliation.
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Introduccion

Se considera que el origen de la geometria de webs fue en 1927, con la publicacién de [11]
por parte de Thomsen. En este articulo se demuestra una caracterizacion de una propie-
dad geométrica de superficies en R? mediante la construccién de un 3-web sobre la propia
superficie. Dicho de manera poco precisa, un 3-web sobre una superficie consiste en 3 fami-
lias de curvas tales que: cada familia de curvas cubre toda la superficie, las curvas de una
misma familia no se cortan entre si y los espacios tangentes a curvas de distintas familias
deben ser distintos. En esta memoria no se va a trabajar con ese tipo de webs, definidos
globalmente sobre una variedad, sino con webs locales, definidos en un entorno de un punto.

Estos objetos tienen dos precursores en el siglo XIX. El primero de ellos es la geometria dife-
rencial, donde al considerar las curvas integrales de campos vectoriales se obtenian 2-webs.
Al generalizar estas construcciones en la geometria proyectiva, se empezaron a estudiar
3-webs. El otro origen son los monogramas. Estas herramientas, ahora en desuso, servian
para resolver analégicamente ecuaciones de la forma f(ay, ..., a,) = 0, donde f : R" — Rees
una funcién. Consisten en un conjunto de curvas sobre las que se hacia una “escala”, como
si fueran una regla curvada, y para usarlas se escogen puntos en las curvas que representan
las variables “independientes” y se unen con rectas para cortar las curvas de la variable
“dependiente” en los puntos que son solucién de nuestra ecuacion. Estos nomogramas no
permiten una buena precisién, pero si mucha velocidad, por lo que eran usados cuando lo
importante era lo segundo.

Este trabajo estd formado por tres capitulos. En el primero se introducen los conceptos
bésicos de la geometria diferencial ya que, aunque algunos se suelen estudiar en cualquier
grado de matematicas, conviene fijar notacién y definiciones. Es en el segundo capitulo
donde realmente empieza el trabajo, ahi se definen con precisién distintos invariantes de
los 3-web planos y se dan varios ejemplos. En el tercer capitulo se generaliza uno de esos
invariantes para webs en dimension superior y se profundiza un poco en él.

Por dltimo, hay un apéndice donde se estudia con detalle una herramienta de la geometria
diferencial: la derivada de Lie. La decisién de anadir este apéndice viene de querer que
este trabajo sea autocontenido, pero no querer cargar demasiado el capitulo 1. Al leer este
trabajo puede simplemente consultarse el apéndice cuando se quiera mirar alguno de los
resultados citados en el resto de la memoria.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Repaso de Geometria Diferencial

La intencién de esta seccién es fijar la notacién usada al referirse a diversas nociones y
resultados clasicos de la geometria diferencial que se usaran a lo largo del trabajo. Salvo
que se indique lo contrario, la referencia usada para esta seccién es [6]. Para definir cier-
tos conceptos, serd necesario usar algebra tensorial. Si no se estd familiarizado con este
concepto, como vamos a trabajar con espacios vectoriales y no con médulos, basta pensar
que un tensor es una aplicacién multilineal, de la misma manera que una matriz n por
n es una aplicacion bilineal. Si se quiere examinar la definicién y propiedades basicas del
producto tensorial, aparecen en el capitulo 12 de [6].

Sea M una n-variedad diferenciable dada por un atlas {(Uj, ;) }ier, esto es, para cada
i € I tenemos un abierto U; de M y un homeomorfismo ¢; : U; — ¢;(U;) C R™, con
©(U;) un abierto de R™. Ademds, un atlas debe cumplir la ley de cambio de carta, esto
es, que si la interseccién de dos abiertos U; N U; es no vacifa entonces la composicién
wiop; L pi(UiNU;) — ¢;(U;NU;) es un difeomorfismo (de clase C* y con inversa también
de clase C*). De ahora en adelante cuando digamos que una funcién es diferenciable nos
estaremos refiriendo a que es de clase C°°. Esta nocién de variedad diferenciable se puede
dar también con variedades cuyas cartas toman su imagen en C”, en cuyo caso se exige que
el cambio de cartas sea un biholomorfismo; salvo por esta diferencia y para lo que vamos a
desarrollar en esta seccién los casos real y complejo son idénticos. Ahora vamos a intentar
explicar, sin entrar en todos los detalles, lo que es el espacio tangente de una variedad
en un punto. Dado un abierto U C M, denotaremos por §(U) al anillo de funciones
diferenciables f : U — R. Recordamos que en el lenguaje de variedades diferenciables una
funcién f es diferenciable en un punto p € M si existe una carta (U, ¢) con p € U tal que
fop~! es diferenciable en ¢(p). Ser diferenciable en un abierto U o en todo M significa ser
diferenciable para todo punto en dichos conjuntos. Dado un punto p € M, una derivacién
en p es una aplicacién lineal X : F(M) — R que cumple la regla de Leibnitz

X(fg) = f(p)X(g) +g(p)X(f), para todo f,g € F(M)

El espacio tangente de M en p, denotado por T,M, es el R-espacio vectorial de las
derivaciones en p. Es decir, los vectores tangentes en un punto de nuestra variedad son, a
su vez, operadores. Fijada una carta (U, ) con p € U, una base de este espacio vectorial
viene dada por las derivadas parciales en p. Sean ¢(p) = (z*(p), ..., 2"(p)) las coordenadas

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

de p. Una derivada parcial en p es un operador

0
ozt

:5U) =R

2|, (D) = G0w) = (52) (¢(p)), siendo (t,...,t,) coordenadas

en R™. Con esto tenemos dos posibles definiciones del espacio tangente de M en p, como
el conjunto de derivaciones y como el espacio vectorial generado por las derivadas parcia-
les. Ahora vamos con la tercera y ultima definicion. Sean J C R un conjunto abierto y
~v : J — M una funcién diferenciable e inyectiva tal que p estd en la imagen de ~y. Sea ty € J
tal que y(tp) = p. Tomando una carta (U, ¢) con ¢(J) C U, definimos +/(tg) = W(tol
la velocidad de la curva « en p. Esta velocidad de una curva en un punto coincide con
la nocién de vector tangente. Usaremos la notacién /(ty) = %‘ 1=, V() Otra posible

definicién de T),M es el conjunto de velocidades en p de todas las curvas v que pasan por p.

definido por

Sea p € M, definimos el fibrado tangente de M como T'M = Upe v IpM, donde U deno-
ta la unién disjunta. El fibrado tangente de una variedad de dimensién n tiene estructura
de variedad diferenciable de dimension 2n. Tenemos una proyeccién 7 : T'M — M, que
asocia todos los vectores tangentes en p al propio punto p. Llamaremos seccién (diferen-
ciable) a cualquier aplicacién diferenciable X : M — T'M tal que mo X = Id;. En general,
si tenemos una variedad N y una aplicacién 7 : N — M, llamamos seccién (diferenciable)
de N a cualquier aplicacién diferenciable 7 : M — N tal que m o7 = Idys. A una seccién
del fibrado tangente de una variedad también se le llama campo vectorial. Como, fijada
una carta (U, ) con p € U, las derivadas parciales son una base de T,M, cada campo
vectorial X se puede escribir como X |y = > 7" %Xi, donde X* € F(U). Dada f € F(U),
calcular X (f) consiste en aplicar cada derivada parcial y multiplicar por cada funcién X,
es decir, X(f) =>1, gg{i X% La notacién estandar para denotar el conjunto de campos
vectoriales sobre una variedad es X(M).

Una operacion relevante relacionada con los campos vectoriales es el corchete de Lie.
Sean X,Y campos vectoriales en M y sea f € §F(M), se define el corchete de Lie como
[(X,Y](f) = X(Y(f)) —Y(X(f)). Es directo comprobar que es antisimétrico y aditivo.

Denotamos por Ty M = (T, M)*, el dual del espacio tangente, y se define T*M = UpeMT;M,
el fibrado cotangente. Fijada una carta (U, ¢) con p € U, podemos dar una base de oM
con los elementos de la forma

(0 (1 sii=j
v —_— = Z~ =
d <(’3:L‘j ) % { 0 en caso contrario

A las secciones del fibrado cotangente se les llama 1-formas diferenciables.

Sea F' : M — N una aplicacién diferenciable, definimos su aplicacién tangente F,, :
T,M — T,N, con F,,(X)(f) = X(f o F) para cada f € §(NN) y para cada X € T,M.
Si Fy, es sobreyectiva para todo p € M, se dice que F' es una submersién. Si F}, es
inyectiva para todo p, se dice que es una inmersién. Una variedad N contenida en M
se dice subvariedad si la inclusién es una inmersién. Si ademas se cumple que la topo-
logia de N coincide con la restriccién de la topologia de M, entonces decimos que es una
subvariedad regular. Sea F': M — N una aplicacién diferenciable, diremos que es un
embedding regular si f es una inmersién inyectiva y F'(M) es una subvariedad regular
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de N.

También definimos la aplicacion cotangente F : T;(p)N — Ty M de F como Fj(w)(X) =
w(Fip(X)) para cada X € T,M y para cada w € Tf ) N.

El siguiente resultado nos dice que si tenemos dos variedades M y N y una aplicacion
diferenciable F' : M — N tal que el rango de la aplicacién tangente es constante, entonces
existen cartas adecuadas que nos simplifican la expresién de F' en coordenadas locales,
hasta tal punto de que F' no es més que una inclusién o una proyeccién.

Teorema 1.1.1 (Del rango constante). Sean M y N wariedades diferenciables de dimen-
sion m y n, respectivamente, y F': M — N una aplicacion diferenciable tal que el rango
de Fi, es constante e igual a r para todo p € M. Para cada p € M existen unas cartas
(U, ) y (V,0), respectivamente en M y N, con p € U tales que F(U) CV y F tiene por
expresion local

Si F' es una inmersion, entonces
(YoFop Nt .., a™) = (z1,...,2™,0,...,0)

Corolario 1.1.2. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimension m y n, respec-
tivamente. St F' : M — N una submersion, entonces los conjuntos de la forma

Ly={peM:F(p)=q}
con q € N son subvariedades requlares en M de codimension n.

Ahora vamos a dejar un poco de lado el lenguaje de variedades diferenciables para hablar
un poco de algebra. Sea V' un R-espacio vectorial de dimensién n y sea V* su espacio dual.

Dado k € Z~g, un k-tensor covariante es un elemento de V*® > @V* = T*(V*). Diremos
que un k-tensor convariante es simétrico si su valor no cambia por intercambiar cualquiera
de sus argumentos entre si. Sea a € T*(V*), definimos su simetrizacién como Sym(a) =
% Y ves, @75 donde a(v1, ..., vg) = a(Vg(1), s Vo)) ¥ Lk es el grupo simétrico de orden
k. Es directo ver que la simetrizacién de cualquier elemento de T%(V*) es un k-tensor
covariante simétrico. Sean o € T*(V*) y 3 € TH(V*), definimos su producto simétrico
como Sym(a ® ). Se cumple que Sym(a ® 3) = %(a ® B+ B ® «). Diremos que un
k-tensor covariante es alternante si a(vy,...,v;) = (—l)l(g)a(va(l), <+ Vg(ky), donde I(o)
es el indice de la permutacion o. El conjunto de k-tensores covariantes alternantes en V/
se denota por A*(V*) y tiene dimension (Z) Definimos la alternacion de un k-tensor
covariante como Alt(a) = # ves,, 1(0)a”. Es directo ver que la alternacién de cualquier
elemento de T%(V*) es un k-tensor covariante alternante. En vez de definir un “producto
alternante” como hemos hecho antes, en este caso lo que se define es el producto exterior.
Sean w € TH(V*) y n € THV*), definimos w A n = (T!Lll!)! Alt(w ®n).

Proposicién 1.1.3. Sean w,w’,n,n, & tensores covariantes. El producto exterior verifica
las siguientes propiedades:
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1. Bilineal: para todo a,a’ € R,
(aw +dw) An=a(wAn)+ad(W An)
wA (an+a'n') = alw An) +ad'(wAn)

2. Asociativa:
wAMAE) =(wAn) A

3. Anticonmutativa: Para w € TF(V*) yn € THV™®),
wAn=(-1)*pAw

1

4. Para 1-tensores covariantes w ,...,wk y vectores vy, ...,vp € V,

WA A WE (v, o) = det (W (v;))

Otra operacién que usaremos en este trabajo es el producto interior de un vector v € V.
y w € A¥(V*). Se puede ver como un operador i, : A¥(V*) — A¥~1(V*) definido como

iy (W) (V1 ey Vg—1) = W(V, V1, vey V1)

Ahora volvemos al lenguaje de variedades diferenciables. A una seccién de A*(T*M) se le
llama k-forma diferencial (k-forma para simplificar). El conjunto de k-formas se denota
por QF(M). Se puede extender la definicién de k-forma al caso con k = 0: una 0-forma en M
es un elemento de §(M). Diremos que una k-forma w es descomponible si w = w!A...Aw¥,
donde w’ son 1-formas. Por el resultado sobre la dimensién de A¥(V*) que se mencion
previamente, es claro que, por ejemplo, si n = 2 entonces toda 2-forma es descomponible.
Tomando coordenadas en una carta (U, ¢), denotamos por dz”’ = dz/t A... Adx’* para una
k-upla de indices J = (j1, ..., ji). Con esta notacién podemos escribir cualquier k-forma w
COmMo w = ;c; wydz’, donde I es una familia de k-tuplas de indices y cada w; estd en
F(U). Fijados un punto p € M y una carta (U, ¢) con p € U, definimos la diferencial de

feF(M) como df |y =i, ggi dz’. Definimos la derivada exterior como

d:QFM) — QFY(M)
d(zjeledx‘]) — ZJelde/\de

g 5 . . .
donde 37 e dwy Ada” =37 ioer Doy gabdat Adat A LA dad.

Se dice que una k-forma w es exacta si existe una (k — 1)-forma 7 tal que dn = w. Se dice
que una k-forma w es cerrada si dw = 0. En general, si una 1-forma es exacta entonces
es cerrada (por la proposicién [1.1.4). Si w es una 1-forma definida en una variedad sim-
plemente conexa, entonces es cerrada si y sélo si es exacta.

Previamente se defini6é F}; para 1-formas, donde F': M — N es una aplicacion diferencia-
ble, y la forma de generalizar esta definiciéon para una k-forma w, con k& > 1, no es mas
que considerar la funcién que actida multilinealmente sobre sobre cada “componente” de
wg. Si k = 0 entonces F* es el “pullback” de F', es decir, si f € F(N) y p € M entonces

F(f)(p) = f(F(p)).

Proposicion 1.1.4. La derivada exterior cumple las siguientes propiedades:
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1. d es lineal sobre R
2. Siw es una k-forma y n es una l-forma entonces

dwAn) =dwAn+ (=1)Fw A dy

3. dod=0.

4. La derivada exterior conmuta con cualquier aplicacion cotangente, es decir, si
F: M — N es una aplicacion diferenciable entonces F*(dw) = d(F*w), para cada
w e QF(M).

Otra herramienta que aparecera en este trabajo es la derivada de Lie. Tanto para su
definicién como sus propiedades, mirese el anexo [A]

1.2. Foliaciones

Ahora vamos a definir el objeto que estudiaremos a lo largo de este trabajo, las foliaciones.
Hay diversas aproximaciones, empezamos por la que quizd sea la mas geométrica. A partir
de aqui, los contenidos se han sacado de [10].

Definiciéon 1.2.1. Sea M una variedad diferenciable de dimensién m dada por un atlas
F = {(Ui, i) }icr- Diremos que ese atlas es una foliacién de codimensién m — n si se
cumplen las siguientes propiedades:

1. ¢;(U;) = D™ x D™ ™, donde D" es el disco de centro 0 y radio 1 de dimensién n.

2. Para todo 4,57 € I tal que Uy N U; # 0, el cambio de cartas
wjo (i)™t 0i(U;NU;) — ¢j(U; N Uj) se puede escribir como

w007 (@) = (fij(2,9), 915 ()

donde x € R", y € R™™" y las funciones f; ; : R — R", g; ; : R™™" — R™™" son
diferenciables.

En la siguiente figura se ilustra lo que quiere decir la definicién Esta figura estd
inspirada en una figura de [2], pagina 22.

Sea m : R™ — R™™"™ la proyeccion sobre las iltimas m — n coordenadas. Dado y € R™™",
a los conjuntos de la forma {p € M : w(pi(p)) = y} se les llama placas de F. Con estas
placas se define una relacién de equivalencia en M: diremos que p ~ ¢ si y sélo si existe
una cantidad finita de placas a1, ..., oy tales que a; N1 # 0, p € a1 y q € ay.. Es directo
comprobar que es una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia definidas de esta
manera se llaman las hojas de F.

Ejemplo 1.2.2. Sean M y N dos variedades diferenciables, de dimensién m y n res-
pectivamente. Sea F' : M — N una submersién y para cada ¢ € N consideramos
L. ={p € M : F(p) = c}. Por el corolario tenemos que los conjuntos L. son
subvariedades regulares de dimension n. Veamos que son las hojas de una foliacién. Para
ello usaremos un resultado conocido como la forma local de una submersién, que también
se puede encontrar en [10]. Este resultado nos dice lo siguiente:

Siendo M, N y F como se han definido hasta ahora. Existen atlas {(U, ¢)}, {(V,4)} de
M y N respectivamente tales que
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‘%

m-1n

m-1

n

Figura 1.1: Cambio de cartas en una foliacién

1. o(U)=D" x D™ ™.
2. (V) = D™
3. Para cada carta (U, ) de M existe una carta {(V,1)} de N tal que po Fop~! =T,

donde 7w : D" x D™™™ — D™~ es la proyeccion sobre las ultimas m —n coordenadas.

El atlas F = {(U, ¢)} es un atlas que cumple la definicién por lo que es una foliacién.
Para verlo, sean (Ui, ¢1), (U, p2) dos cartas en F y sean (V1,1), (Va,12) las cartas de
N correspondientes, respectivamente. Entonces

Wo<p2030I1 = ¢20F0@510@20gpf1:@b;loFogofl:¢20¢flo¢loFo¢fl
= Pooyilon

Por tanto m o g 0 @fl =1)g0 @bfl o7 no depende de x € D™. Con esto y por la condicién
1 de la forma local de una submersién, tenemos lo que queriamos.

Desde aqui hasta el final de la seccion, mientras no se indique lo contrario, los contenidos
se han sacado de [2].

Teorema 1.2.3. Sea F una foliacion de codimension m — n dada por un atlas de M,
como en la definicion|1.2.1. Las hojas de F tienen estructura de variedad diferenciable de

dimension n.

Demostracion. Consideramos la construccién de las hojas F' de F descrita a partir de
las placas. Sea (U, ) una carta de F, observemos que, fijado ¢ € D™ ", la aplicacién
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o1 prx{c} : D" x {c} = U es un embedding regular. Por lo tanto, las placas son subva-
riedades regulares conexas de dimensién n en M. Observemos ademads, que si a y [ son
dos placas de U, entonces o bien aN 3 =) o bien a = 3.

Dada una hoja F' de F, veamos que F' tiene definida una estructura de variedad diferen-
ciable inducida por las cartas de F. Sea p € F'y (U, ¢) una carta de M tal que p € U y
©(U) = D™ x D™, Denotamos ¢ = (p',¢?), donde @' : U — D" y ©? : U — D™ ™,
Sea o una placa de U que contiene a p y definimos @ : & — D™ como ¢ = ¢'|,. Es claro
que @ es un homeomorfismo ya que ¢(a) = D™ x {c} para algin ¢ € D™~ ". Veamos que
la familia

A= {(a,p) : « C F es una placa de U con (U, p) € F}

es un atlas de F, lo que lo dota de estructura de variedad diferenciable de dimensién n.
Para ello tenemos que probar que si («, @), (8,1) € A con a U 8 # (), entonces

1. ¢(aUB) y ¢(aUpB) son abiertos de R™.
2. popth(aUB) = @(aU B) es un difeomorfismo.

Para ver ambas afirmaciones, primero probaremos que « U 8 son abiertos en « y en .
Sean (U,p) y (V,1) cartas en F tales que « es una placa de U, 8 es una placa de V,
@ = ¢la ¥y ¥ = p|s. Sean a,b € D™ ™ tales que a = {p € M : w(p(p)) =a} y f={p €
M : w(¢(p)) = a}. Por la deﬁniciénsabemos que poy L p(UNV) = o(UNV) es
de la forma ¢ o = (z,y) = (f(x,9),9(y)) € D™ x D™ ™. En particular,

@O¢_1(xab) = (f(va)ag(b) = (f(l', b)aa)

Por esto ¢ (SNU) = (UNVNE) = p(UNV)N(D"x{b}) y p(anV) = o(UNV)N(D" x{a}).
Con esto tenemos que

p(BNU) = o™ (P(BNU)) =pod (Y(UNV))N (D" x {b})
C UNV)N(D" % {a}) = planV)

Es decir, SNU C anV. De la misma manera, aNV C SNU por lo que aNg = aNV = gNU
y con esto tenemos que o U 8 es abierto en a y 3, por ser a y  subvariedades regulares.

Como ¢ y ¢ son homeomorfismos entonces @(aN ) y ¢(aN B) deben ser abiertos en R”.
La aplicacién o1 : p(aUB) = @(aUB) es un difeomorfismo por ser gop—' = f(z,b)
siz e v(aUp).

O

Diremos que dos foliaciones Fi, F2 definidas en M son equivalentes si existe un difeo-
morfismo ¢ (o biholomorfismo en el caso complejo) de M en M tal que la imagen de cada
hoja de F7 esta contenida en una hoja de F», y viceversa para cp_l. Es més, ¢|p, : F1 — F
debe ser un difeomorfismo. A parte, definimos el espacio tangente de una foliacién F en
un punto p como T, F = T,,F', donde F' es la hoja de F que contiene a p.

Definicion 1.2.4. Sea M una variedad de dimensiéon n y sea 0 < k < m. Una
k — distribucién diferenciable es una familia D = {D, C T,M : p € M}, donde
cada D), es un subespacio vectorial de T,M de dimensién k y para cada p € M exis-
te una carta (U,¢) tal que D|y estd generada por k campos vectoriales X7, ..., X} en

U. Una subvariedad regular N = M se dice subvariedad integral de la distribucién
diferenciable D si i, (1,/N) = D, para todo p € N. Diremos que una distribucién es
completamente integrable si para cada p € M existe una subvariedad integral de D
que contenga a p.
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Una distribucién D se dice involutiva si dados dos campos de vectores X e Y en M
tales que XY, € D, para todo p € M, se tiene que [X,Y], € D, donde [X,Y] denota el
corchete de Lie. El siguiente resultado, conocido como teorema de Frobenius, nos relaciona
la condicién “ser completamente integrable” con “ser involutiva”. Este resultado puede
encontrarse en la pagina 182 de [2].

Teorema 1.2.5 (Frobenius). Sea D una distribucion de dimension k. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

1. La distribucion D es completamente integrable.
2. La distribucion D es involutiva.

La siguiente versién del teorema de Frobenius, que se encuentra en la pagina 36 de [2],
nos relaciona las distribuciones involutivas con las foliaciones:

Teorema 1.2.6 (Frobenius). Si D es una distribucion involutiva en M, entonces existe
una foliacion F en M cuyo espacio tangente en p es igual a D, para cada p € M.

Una manera de dar una distribucién es mediante un conjunto de 1-formas. Sean {wi, ..., wp— }
un conjunto de 1-formas definidas en una variedad M de dimensiéon n. Entonces

D, = {ker(wi|p) N ... N ker(wp—k|p)}

es una k-distribucion. La siguiente version del teorema de frobenius, que se puede encontrar
en la pagina 185 de [2], nos relaciona la integrabilidad de una distribucién dada por 1-
formas en términos de las propias 1-formas.

Teorema 1.2.7 (Frobenius). Sea D una distribucion de dimension k. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

1. La distribucion D es completamente integrable.

2. Sila distribucion D viene dada por un conjunto {wi, ...,w,_x} de 1-formas, entonces
para todo j € {1,...,k} se tiene que

dwj Nwi N oo ANwp—f, =0

Es por este teorema que diremos que una 1-forma w es integrable si w A dw = 0, ya
que es en este caso en el que w nos define una foliacion, juntando los teoremas y
1.2.6l Por otra parte, en este trabajo vamos a usar foliaciones dadas por 1-formas y por
submersiones, de ahi que hayamos hablado de ambos casos. Aunque en un principio sean
formas distintas de construir una foliacién, en realidad no son tan distintas. Para ver esto
tenemos que introducir la idea de integral primera, usaremos [3] como referencia. Sea w
una 1-forma en C". Si F' : C" — C es una funcién holomorfa tal que w = GdF, con
G : C" — C otra funciéon holomorfa, entonces diremos que F' es una integral primera
de w. Para enunciar el siguiente resultado resulta conveniente decir que una 1-forma es no
singular si es no nula en cualquier punto.

Teorema 1.2.8. Siw € QY(C") es integrable y no singular, w admite integral primera.

Con este resultado, si F' es una integral primera de w entonces F' es una submersién, por
ser w no singular. Sean p € C" y X € X(C"). Si dF(X) = 0 entonces X es tangente a
la curva de nivel de F' que contiene a p. Por otra parte, w(X) = 0 por ser w = GdF, es
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decir, los vectores tangentes a las curvas de nivel de F' son a su vez elementos de la distri-
bucién definida por w, y viceversa. Es por esta razén que F' nos define, como submersién,
la misma foliaciéon que w, como 1-forma. De la misma manera, si tenemos una foliaciéon F'
entonces podemos considerar la 1-forma dF' y esta siempre es no singular, por ser F' una
submersidn, e integrable por ser d(dF') = 0. Con esto tenemos que dar una foliacién con
una 1-forma es lo mismo que darla con una submersién.

Proposicién 1.2.9. Sean u,v : C* — C dos submersiones que nos definen la misma
foliacion, es decir, du A dv = 0. Entonces existe un holomorfismo X\ : C — C tal que
v = Au).

Demostracion. Por el teorema del rango constante sabemos que existen cartas (U, @),
(V,4) de C" y C, respectivamente, tales que (youop 1) (x,y) = x. Aplicando este “cambio
de coordenadas” a v obtenemos () ovop~t)(z,y) = 0(x,y) = h(z), donde h es una cierta
funcién holomorfa. Esta funciéon h depende sélo de = porque uw y v definen la misma
foliacién y esta viene dada por conjuntos de la forma {z = cte}, por lo que o(x,y) debe
ser independiente de y. Con esto tenemos la igualdad

hoq/)ouogo_l :@Z)ovogo_l
Y por esto tenemos que v =1~ o h o) ou, por lo que tomando A = ¥ ~! o h o) tenemos
lo que queremos. O

Esto que hemos hecho en la demostracién de la proposicién [1.2.9] se puede hacer conside-
rando que la funcién u sea una submersién y v una funcién holomorfa (sin pedir que sea
submersién), lo importante es que se cumpla que du A dv = 0.

Ejemplo 1.2.10. Como vamos a dedicar una parte del trabajo a hablar de foliaciones en
el plano dadas por 1-formas diferenciables, vamos a ver un poco cémo se comportan. Sea
w una 1-forma en R2. Es claro que existen o, 8 € F(R?) tales que w = adx + Bdy. Es
directo comprobar que dw = (%i - %)dw A dy, por lo que se da siempre que dw A w = 0
y, por el teorema de Frobenius y tenemos que debe existir una foliacién F tal

que T, F = ker(wp). Ahora, veamos qué quiere decir esto.

En este caso, estamos buscando una familia de curvas de la forma {F(z,y) = C'}cer que
cubran todo el plano y que su espacio tangente en p sea igual al nicleo de kerw,. Es
decir, queremos resolver la ecuacion diferencial a%—i + 5 %—Z = 0. En el caso de que dw = 0,

sabemos que debe existir una funcién G tal que dG = w, por ser R? simplemente conexo.
La condicién de ser cerrada es equivalente a que % — g—z = 0, que es la condicién para
que nuestra ecuaciéon diferencial sea exacta. En este caso, la funciones de la forma G + C

serian las funciones F' que buscamos.

Hasta ahora hemos trabajado siempre con cosas “globales”, es decir, definidas para una
variedad M cualquiera. Sin embargo, de ahora en adelante vamos a trabajar con cosas
“locales”. Cuando se use el simbolo (M, p), donde M es una variedad y p un punto, lo
que queremos decir es que la variedad que estamos considerando estéd formada por un
dominio de carta U de M que contenga a p. Como las cartas son difeomorfismos, entonces
trabajar en (M, p) es lo mismo que trabajar en (C",0), si M es una variedad compleja.
Ademas, como s6lo nos interesa lo que sucede en (C",0), a la hora de definir cualquier ob-
jeto nos olvidamos de lo que suceda “lejos” del origen. Mas preciso, si tenemos dos objetos
A, B definidos en entornos U,V de p (respectivamente), entonces consideraremos que A
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es equivalente a B si existe un entorno W C U NV tal que A = B en W. De esta manera
se definen los gérmenes de funciones, de k-formas, de biholomorfismos, foliaciones, etc.
Consisten en las clases de equivalencia inducidas por la relacién previamente descrita. Pese
a que un gérmen es una clase de equivalencia, elegiremos cualquier elemento de la clase
de equivalencia para representar a dicho gérmen.



Capitulo 2

Webs: definicién y primeros
resultados

Si interpretamos un germen de una foliacién de codimensién 1 como su conjunto de ho-
jas, entonces si tenemos varios gérmenes de foliaciones en ((C2,O) tales que sus espacios
tangentes estan en posicién general podemos interpretarlo como un conjunto de curvas
que “se cruzan formando una red”. O, como nos referiremos a este concepto de aqui en
adelante, forman un web.

2.1. Definiciones basicas

Definicién 2.1.1. Sea {F;}1<;<) una familia de gérmenes de foliaciones holomorfas de co-
dimensién 1 en (C”,0). Diremos que forman un gérmen de un k-web diferenciable de
codimensidén 1 si sus espacios tangentes estdn en posicién general, es decir, si las folia-
ciones vienen dadas por 1-formas w; entonces wj, (0) A ... Aw;,,(0) # 0, con {i1,...,im} C
{1,...,k} y m < min{k,n}. Si sus espacios tangentes son distintos dos a dos, entonces
diremos que forman un web cuasi-diferenciable. En ambos casos, lo denotaremos por
W=FRKXK..XF.

Por comodidad, de ahora en adelante usaremos k-web o, simplemente, web para referirnos
a un gérmen de un k-web diferenciable de codimensién 1. Tipicamente trabajaremos con
foliaciones dadas por gérmenes de 1-formas diferenciables w;, que sean nonulasen 0 € C" y
que cumplan la condicién de integrabilidad w; Adw; = 0 del teorema de Frobenius Por
esto, también usaremos la notacién W = W(wy, ..., wy) para referirnos a k-webs dadas por
1-formas. También trabajaremos con foliaciones dadas por submersiones u; : (C",0) — C,
en cuyo caso denotaremos el k-web correspondiente por W(uy, ..., ug).

Ejemplo 2.1.2. Un tipo de webs que vamos a estudiar son los llamados webs algebraicos.
Para definir estos webs seguimos [5]. Estos son webs en (]f””,p), donde p es un punto de
P, (que es difeomorfo a (C",0)) que se construyen a partir de una curva algebraica C.
Sea C' C P™ una curva proyectiva de grado k. Sea [(0) € P" un punto que se corresponda,
por dualidad, con un hiperplano en P" que corte a C en k puntos distintos, denotados por
{p1, ., pr}. Si tomamos un entono para cada p; e intersecamos esos entornos con C', obte-
nemos k gérmenes de curvas C1, ..., Ck. Por dualidad, los puntos py, ..., px se corresponden
con k hiperplanos en P" que pasan por [(0). Repitiendo este procedimiento conseguimos
un k-web en un entorno de [(0). Sea I(p) un punto suficientemente cercano a {(0). Entonces
l(p), como hiperplano en P", corta a cada C; en un tnico punto, llamemos a estos puntos
q1, .., qk. A su vez, estos puntos se corresponden con k hiperplanos que pasan por [(p).

13
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Aplicando este método a todos los puntos en (P, 1(0)) obtenemos k foliaciones Fy, ..., Fi
cuyos espacios tangentes estdn en posicién general. A este web se le denota por W¢(1(0)).
Veamos que si tomamos un entorno lo bastante pequeno de [(0) podemos garantizar que
estas foliaciones no tienen ninguna singularidad, esto es, que dos hojas de una misma
foliacién no se cortan entre si. Supongamos que dos hojas L, Ls de una misma foliacién
Fi se cortan. Cada una de esas hojas se ha construido, respectivamente, con puntos I(p;)
y U(p2). Tomamos un punto I(q) en la interseccién de L; y Lo. Por dualidad, I(q) se co-
rresponde con un hiperplano que corta a uno de los gérmenes C; en los puntos que se
corresponden con Ly y Lo. Pero al construir nuestro web nos quedamos con un entorno de
1(0) lo bastante pequeno como para que cada punto se corresponda con un hiperplano que
corte a cada C; en un tnico punto. Por tanto este punto I(g) esté fuera del entorno donde
hemos construido nuestro web y, por ello, fuera del entorno donde tenemos definido F;.
Con esto tenemos que podemos exigir que las hojas de cada foliaciéon F; no se corten entre
si en un entorno de [(0), pese a no estar formados por rectas paralelas. En la figura se
intenta representar cémo es esta construccién para una curva de grado 3. A la izquierda se
ve una curva de grado 3 y dos hiperplanos que la intersecan transversalmente. Cada uno
de esos hiperplanos se corresponden con puntos en el dual, y los puntos de la intersecciéon
de los hiperplanos con la curva se corresponden con rectas, que nos dan las hojas de las
foliaciones. En el dibujo de la derecha se representa que nos estamos quedando con un
entorno lo bastante pequenio como para que las foliaciones no sean singulares.

Figura 2.1: A la izquierda, una curva proyectiva. A la derecha, su web asociado en el
espacio proyectivo dual.

Nota 2.1.3. Hasta ahora tan sélo hemos definido formalmente k-webs en (C",0), pero es
sencillo modificar la definicién [2.1.1| para que valga para un entorno de cualquier variedad
holomorfa.

Como es tipico en varias areas de las matematicas, un objetivo del estudio de webs es
clasificarlos bajo la accién de un grupo. En concreto, vamos a estudiar su clasificaciéon bajo
la accién de Diff (C™, 0) x X, donde Diff (C™, 0) es el grupo de gérmenes de biholomorfismos
en (C",0) y X es el grupo simétrico de orden k. La presencia de este segundo grupo es
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porque, como resulta razonable, dos webs dados por las mismas foliaciones pero en distinto
orden deben ser equivalentes. Diremos que dos k-webs W(w1, ...,wi) ¥y W(W], ...,w},) son
biholomérficamente equivalentes si existen ¢ € Diff (C",0), 0 € £ y u; € O*(C",0),
donde O*(C",0) representa el conjunto de gérmenes de funciones holomorfas invertibles,
tales que

¥ (wi) = uiw’a(i), para todo i =1,...,k

donde ¢*(w) denota el pullback de w a través de ¢. Es obvio que la relacién “ser biho-
lomoérficamente equivalentes” es una relacién de equivalencia. En el caso en que n > k,
existe una tunica clase de equivalencia. Para ver esto, supongamos que nuestro web vie-
ne dado por submersiones u; : (C" 0) — C. Podemos construir U : (C",0) — C* con
U = (uy,...,ur) una submersién, por la hipdtesis de que los espacios tangentes estan en
posicién general. El teorema de rango constante |[1.1.1] asegura la existencia de un cambio
de coordenadas ¢ que lleva cada funcién u; a la funcién coordenada x; para cada i. Es
decir, p*u; = x;. Por tanto, el caso interesante es cuando k > n + 1.

Ahora vamos a hablar un poco del caso con n = 2 y k = 3, los webs con esos valores se
llaman 3-webs planos. Antes de enunciar el siguiente resultado, como usaremos la notacién
O(C?,0) resulta conveniente decir que esto representa el conjunto de gérmenes de funciones
holomorfas.

Lema 2.1.4. Todo 3-web en (CQ’()) es equivalente a W(dx,dy, df), donde f € C’)((CQ,O)
tiene la forma:
flz,y) =2 +y+ a2y —y)(K+ hot)

para un cierto K € C.

Demostracion. Como ya se mencioné previamente, todo 2-web en el plano es equivalente a
W(dz, dy). Por esto podemos asumir que W = W(dz, dy, dg), con g € O(C2,0) y g(0) = 0.
Por hipétesis, dx A dg(0) # 0y dy A dg(0) # 0 o, equivalentemente, g,(0) # 0 # ¢,(0). La
notacién g, g, simboliza las derivadas parciales de g respecto de z e y, respectivamente
Después de hacer el pullback de VW mediante el biholomorfismo ¢ = ( 72000 5200 )) tenemos
que W sigue siendo equivalente a W(dx, dy, dg) pero ahora podemos garantlzar que g, (0) =
1 = g4(0), es decir, que = + y es el término lineal de g. Para esto no hace falta mas que
hacer las cuentas

* T Y €z Y
¢ (9)(@.y) =g(p(z,y) =9 ) = 92(0)—=< —

) =atele ) =90 Gy 4,00 = g0 5,0
Sean a(t) = ¢(t,0) y b(t) = g(0,t), que son dos gérmenes de biholomorfismos de (C,0).
Sea p(z,y) = (' (2),b7(y)) y sea h(z,y) = ¢*g(z,y) = gla " (x),b~"(y)). Nétese
que @*W(dx,dy,dg) es equivalente a W(dx,dy,dh) y h(t,0) = h(0,t) = t por lo que
h(z,y) =z +y + xyh(x,y). Ademds, h(t,t)/2 =t + h.o.t.

+34(0) +h.ot=z+y+h.ot

Para el siguiente paso vamos a necesitar un resultado conocido como “Teorema de Linea-
lizacién de Poincaré”, que nos dice que si tenemos una serie de potencias en C{z} (anillo
se series de potencias convergentes) de la forma f(z) = az + h.o.t, con |a| # 1, entonces
existe 1 € Diff(C,0) tal que (¢ o f o1~ !) = az. Este resultado se puede encontrar en [7].

Continuamos con la demostracién. Definiendo el gérmen a(t) = h(t,t) = 2t + h.o.t, por el
Teorema de Linealizacién de Poincaré existe ¢ € Diff(C,0) tal que ¢~ o a0 )(t) = 2t.
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Tomando ¢(z,y) = (d(x),%(y)) y f = ¥~ ohot tenemos que f(t,0) = f(0,t) =
f(t,t)/2 = t. Para terminar esta demostracién tan sélo falta comprobar los efectos de
estas igualdades en la serie f(z,y) = Y a;jz'y’.

f(t, 0) = a0t + a20t2 + a30t3 4+ hot=t=a19=1,a30 =0 =ag

f(O, t) = a1t + a02t2 + a03t3 4+ h.ot=1t= a9 =1,a00 =0 = ap3
f(t, t) =2t + a11t2 + a21t3 + a12t3 + hot=2t=a11 =0=ai2+ an

Tomando K = aj2 = —as1, llegamos a la afirmacion del enunciado. O

2.2. Invariantes de webs planos

Ahora introducimos dos formas de caracterizar los webs planos: su curvatura y su ho-
lonomia. Empecemos por su curvatura. Supongamos que nuestro web viene dada por
1-formas, W = W(w1,ws,ws). Veamos que existen funciones u; € O*(C",0) tales que

ULW1 + Usws + uzwg = 0 (2.1)

Diremos que W = W(ujwi, ugwa, usws) es una normalizacién de W. Si ¢;; son funciones
holomorfas definidas como d;;dx A dy = w; A w; entonces se tiene que

d23w1 + 031wz + d1ow3 = 0

Para probarlo, supongamos que w; = a;dz+b;dy. Es directo que w; Aw; = (a;b; —bjaj)dx A
dy. Con esto tenemos que d;; = a;b; — b;a;. Por tanto,

do3w1 + 031w + d1ow3 = (a2b3 — b2a3)(a1dac + bldy) + (a3bl — bgal)(agdl' + bgdy)
—|—(CL1b2 — blag)(agdac + bgdy)
= (a1a2b3 — arboasg + biasas — ajasbs + a1bsasg — blagag)dac
+(bragbs — bibaaz + bibaaz — a1babs + a1b2bs — brazbs)dy
=0

Lema 2.2.1. Sean aj,as, as € Q1 (C2,0) tres 1-formas tales que sus productos exteriores
a; A\ aj sean no nulos si i # j. Si a1 + ag + a3 = 0, entonces existe una unica 1-forma 7
tal que da; = n A o para todo i € {1,2,3}.

Demostracion. Como la dimensién del espacio ambiente es 2, toda 2-forma es descompo-
nible. En particular, cada da; lo es, existen funciones (; tales que doa; = B;dx A dy.
Denotamos «; = ozild:v + a?dy, supongamos sin pérdida de generalidad que o} (0) # 0, ya
que «;(0) # 0. Entonces tomando ~; = —Bi dy tenemos que v; A o; = do;.

= —1
@

Por tanto, existen 1-formas ~; tales que da; = ; A «;, para todo i. Notese que podemos
sustituir 4; por ; + a;o; con a; € O(C?,0). La diferencia y; — 2 es una 1-forma y como
{a1, a2} es una base de Q'(C2,0), podemos escribir 41 — 72 = aja; + asas. Definimos
N ="y —aia1 = Y2 —azqz, es claro que da; = nAay y das = nAag. Como a3 = —a1 —as,
entonces dag = n A as. Con esto tenemos la existencia de 7. Para la unicidad, supongamos
que existe ' # n con day = 0’ A «;, para i = 1,2,3. Entonces (n —7') A ; = 0 para
i =1,2,3 y esto s6lo es posible si n — 7' = 0, por ser a1 y s linealmente independientes
(por la propiedad 4 de la proposicién . ]
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La curvatura de W = W(w1,ws,w3) = W(d23w1, d31w2, d12w3) es dn. Lo denotaremos
por K(W). Hasta ahora hemos demostrado que existe una tunica 2-forma 7, que viene
determinada por la presentacién escogida de W. Para ver que es un invariante de W falta
ver que dn no depende de la presentacién escogida. Supongamos que tenemos tres 1-formas
Wi, wh y wh que nos definen el mismo 3-web que wy, wa y wz. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que w; = a;w; para ¢ = 1,2,3. Una normalizacién de esta presentacién viene
dada por las funciones d;; = a;a;d;j, siguiendo la notacién previa al lema es decir,
dhawi + O wh + §1owh = 0, porque tenemos

! / ! / / /
053w + 031wy + 09ws = arasas(da3wi + d31wa + d12w3).

Por lo que, en realidad, comprobar que dn no depende de la presentaciéon de W escogida
es lo mismo que comprobar que no depende de la normalizaciéon empleada. Denotemos
g = ajazaz. Tenemos que d(gw;) = dg Aw;+ gdw; = (% +n)A(gw;) = (dlog(g)+n) A (gw;).
Con esto, la 1-forma 7’ correspondiente a la segunda normalizacién es 7' = dlog(g) + 7.
Como d(dlog(g)) = 0, tenemos que dn = dn. Ademds, es obvio que la curvatura no
depende del orden en el que demos las 1-formas que definen WW. Por tanto la curvatura
K(W) es un invariante de W. El siguiente lema nos da una forma para calcular esta
curvatura para un 3-web plano.

Lema 2.2.2. Si W = W(dz,dy,df), con f € O(C2,0), entonces

2

K(W) = 5o/ 1)z A dy

En particular, si f(x,y) =z +y+zy(x —y)(K+ h.o.t) entonces la curvatura en el origen
es
K(W)(0) =4Kdx A dy

donde K € C.

Demostracion. Denotemos df = fydx + f,dy. Como vamos a acumular varios indices de
derivadas parciales, también usaremos la notacién 0., 0, para denotar a las derivadas
parciales respecto de x e y, respectivamente. Tomamos como normalizacién wy = — f.dx,

wy = —fydy y ws = df. Sabemos que f, # 0 # f, por ser dx ANdf # 0 # dy N df
(condicién de posicién general de los espacios tangentes de las foliaciones). Veamos que

n= ajcﬁdac + %dy. Tenemos que
Y xT
dwy = ~dfs N dz — fod(dz) = —(0s fodz + Oy fady) A da = Oy foda N dy

N A (= frdx) = <6;fy dx + a;fx
y T

El caso de ws es exactamente igual, intercambiando las x por y y viceversa; con dwy =
—0y fydz A dy. Como dws = (—0y fy + Op fy)dx ANdy =d(df) =0y

dy) A (= fzdx) = Oy fodx A dy

nAws = (8;fydx + a‘jpfmdy> A (fedr + fydy) = (=0yfe + 0z fy)dz ANdy =0
y T

Tenemos que 1 es la 1-forma que buscdbamos. Ahora tenemos que calcular dn.

dn = d(%)/\dl‘—kd(%)/\d@/
= <}’Tfy—a:cfy?}7§y> dy A\ dz + < fzf _ayfzaféc )dx/\dy




18 CAPITULO 2. WEBS: DEFINICION Y PRIMEROS RESULTADOS

0,0y log (}c—z) de Ndy = 0, <8;’c% — ay%) dx N\ dy

f
9 - 2 _
_ (fxaxyfx fg%aacfacazt/fﬂC B fyafyfy nyayfyaCny> dx /\dy

Con lo que tenemos que dn = 0,0, log (%) dx A dy. Ahora nos queda la tltima parte.
Vamos a calcular unas derivadas de f teniendo en cuenta los h.o.t para ver que podemos
obviarlos, ya que sus sucesivas derivadas siempre quedan multiplicadas por x o y, y por
tanto se anulan en 0. Primero calculamos f, = 1+ (K + h.o.t)(2zy — y*) + zy(z — y) h.o.ts,
fy =1+ (K+h.ot)(—2zy+22) +2y(y — 2)h.0.ty, Onfe = 2(K+h.0.t)y+ 22y —y*)h.o.t, +
(2zy — y*)h.o.ty + zy(x — y)h.o.tze. Con esto ya se ve que podemos omitir los h.o.t sin
problema. Seguimos calculando, 9, f; = 2Kz — 2Ky, 0, f, = —2Ky + 2Kz, 0, f, = —2Kz,

ng s =2Ky 8§y fy = —2K. Ahora sustituimos en la expresién que ya hemos calculado
para dn.
dn — (1+k(2zy—y?))2K—2Ky(2Kz—2Ky)
= (1-+K2zy—y?))2
(1+K(—2zy+22))2K+2Kz(2Ky—2Kx)
+ (IHh(—2ay+22))2 ) dx A dy
Y al evaluar esta expresién en 0 llegamos a que dn = 4Kdx A dy 0

Ahora vamos a introducir otro invariante para 3-webs, su holonomia. Sea W = F; K F,X F3,
denotaremos por L1, Lo, L3 las hojas de F1, Fa, F3 que contienen al origen, respectivamen-
te. Sea p1 € Ly un punto lo suficientemente cercano al origen como para que la interseccién
de la hoja de F3 que lo contiene con Ls sea un unico punto, ps. Esto es posible porque la
hipétesis de que sus espacios tangentes sean distintos dos a dos se cumple en un entorno
de 0. Esta asignacién nos da el gérmen de un biholomorfismo his : (L1,0) — (L2,0). De
forma andloga se definen hag, h3;. Definimos el (gérmen de) biholomorfismo

h: (Ll,()) — (Ll,O)
h:h310h230h120h310h230h12

Figura 2.2: Holonomia de un 3-web

En la figura las curvas rojas se corresponden con JFi, las azules con F3 y las verdes
con F3. Veamos que el biholomorfismo h correspondiente a cualquier otro 3-web W' biho-
lomoérficamente equivalente a WV es una conjugacién de h o de h~! mediante un elemento
de Diff(C,0). Con esto tendremos que h es un invariante de W. A la clase de conjugacién
a través de Diff(C,0) del grupo generado por h es a lo que llamaremos holonomia de
W en 0. Aunque esa sea la definicién precisa, de ahora en adelante nos referiremos a h
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como la holonomia de W. Empezamos comprobando lo que pasa al permutar los papeles
de Fi, Fo, F3. Vamos a hacer con todo detalle un caso, el resto son analogos y tan sélo
daremos el resultado.La notacién que usamos para permutaciones es la siguiente: (123)
representa la permutacion en la que el 1 va al 2, el 2 al 3 y el 3 al 1. Si consideramos la
permutacién (123) entonces el biholomorfismo correspondiente b’ se corresponde con

h31 hi2 h31 hi2

Loy has L3

Ly 2% L, Lo

L1 Ll

Por lo que es obvio que h/ = hyjs o ho h1_21- En la siguiente tabla se pone la relacién entre
h y h' para las permutaciones restantes.

Permutacion % Permutacion I
(23) h=! (12) (h31 0 ha3) T oh™Tohsy ohos
(13) hoz 0 h1g 0 h ' o (haz o hyp) ! (132) hizohohyy

Sean ¢ € Diff(C2,0) y W' = ¢*W, entonces el biholomorfismo correspondiente k' es igual
a ¢! oho. Para ver esto, tenemos el diagrama conmutativo

Li _—> Lj

/

Con el que es obvio que se cumple que hm

= ¢ 1o hjjop. A partir de esto es claro que
=9 lohoep.

Lema 2.2.3. Sean K € C y W = W(dz,dy, df), con f(z,y) = z+y+zy(x—y)(K+h.ot),
entonces la holonomia de VW en 0 estd generada por h : (C,0) — (C,0) con

h(z) = z — 4Kz + h.o.t

Demostracion. Sea p; = (0,t) € (L1,0). Para calcular ps, nétese que f es igual a t al
evaluarse en p; = (0,t). Por esto la hoja de F3 que pasa por p; corta a Fa en py = (¢,0).
Ahora buscamos ps3, el punto de interseccién de L3 con la hoja de Fi que contenga a po.
Es claro que la primera coordenada debe ser ¢, por ser cada hoja de F; constante en la
primera coordenada. Para calcular la segunda coordenada hay que resolver f(¢,y) = 0.
Con un célculo directo se obtiene y = —t+2Kt3+h.o.t. y por ello p3 = (¢, —t+2Kt3+h.o.t).
Comprobemos este paso, notemos que es posible despejar y por el teorema de la funcién
implicita, sea y = Y .2 a;t'. Sustituimos en la ecuacién y obtenemos ag = 0, a; +1 =0,
az =0y a3 — K(a1)? + Ka; = 0, de donde obtenemos que y = —t + 2Kt> + h.o.t. Ahora
queremos calcular py € L1. Como nos estamos moviendo a través de una hoja de Fa, es
claro que dejamos la segunda coordenada fija y nos movemos por la primera coordenada
hasta llegar a py = (0, —t+2Kt3+ h.o.t). Ahora tenemos que repetir exactamente el mismo
proceso que hemos hecho hasta ahora. Primero usamos que f es igual a —t + 2KCt3 + h.o.t
al evaluarse en p4 y por lo tanto ps = (—t +2Kt? +h.o.t,0). Ahora, es claro que la primera
coordenada de pg es igual a —t + 2Kt3 + h.o.t, para calcular su segunda coordenada hay
que resolver f(—t — 2Kt3 + h.o.t,y) = 0. Se obtiene que y = t — 4Kt> + h.o.t, por lo que
pe = (—t + 2Kt3 + h.o.t,t — 4Kt> + h.o.t). Por esto, para calcular p; basta con dejar fija
la primera coordenada hasta llegar a # = 0, por lo que p; = (0,t — 4Kt3 + h.o.t), como
queriamos demostrar. ]
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Definicion 2.2.4. Sea W un 3-web, esto es, W = F1 K Fo X F3 con Fi, Fo y F3 gérmenes
de foliaciones holomorfas. Diremos W es hexagonal si la holonomia de W en cualquier
punto p € (C2,0) es igual a la identidad.

Teorema 2.2.5. Sea W = F| K Fy X F3 un -web en (C%,0). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. El web W es hexagonal.

2. La 2-forma K(W) es idénticamente nula.

3. Existen 1-formas cerradas n; que definen F;, i = 1,2,3, tales que n1 + n2 + 13 = 0.
4. El web W es equivalente a W(dx,dy,d(z + y)).

Demostracion. Veamos que 1 implica 2. Sea p € (C?,0), veamos que K (W)(p) = 0. Pa-
ra ello, haciendo un cambio de coordenadas podemos considerar que p es nuestro origen
de coordenadas y que, por el Lema el web W es equivalente a W(dx, dy, df) con
f=z+4+y+axylx —y)(K + h.ot), para un cierto K € C. Nétese que este K depende, en
principio, del punto p escogido (por el cambio de coordenadas). Como nuestra hipétesis
es que la holonomia de W en p es la identidad, sabemos que K es 0 por el Lema [2.2.3
Usando el Lema tenemos que K (W) es nula en nuestro origen de coordenadas, que
en este caso es p. Como este procedimiento se puede hacer para todo p € (C2,0), tenemos

que K(W) =0.

Supongamos que ahora la afirmacion 2 es cierta y que W = W (w1, we, ws) con wi+ws+ws =
0. Sea 7 la 1-forma dada por el Lema Como K (W) = 0, entonces la 1-forma 7 es
cerrada. Como 7 estd definida en un conjunto simplemente conexo, 1 es exacta y sa-
bemos que existe una funcién u tal que n = du. Definimos 7; = exp(—u)w;. Entonces
dn; = —n N exp(—u)w; + exp(—u)dw; = 0, donde hemos usado que dw; = n A w;. Ademas,
m + n2 + 13 = exp(—u) (w1 + wy + ws) = 0. Por tanto 2 implica 3.

Ahora asumimos que 3 es cierta. Igual que antes, sabemos que las 1-formas 7; son exactas,
definimos f;(x) como las funciones tales que n; = df; para i =1,2,3,y

¢(:’Ua y) = (fl(xvy)v f2($,y))

es un biholomorfismo, porque la condicién de posicién general de los espacios tangentes se
traduce en que la aplicacién tangente de ¢ tiene rango maximo y, por ello, podemos usar
el teorema de la funcién implicita. Se cumple que *W(dz, dy, d(x+y)) = W(df1, dfs, dfs),
por ser 71 + 12 = —n3. Por tanto W es equivalente a W(dz, dy, d(x + y)).

La demostracién de que 4 implica 1 es obvia, basta ver la figura 2.3 O

Ejemplo 2.2.6. Con este ejemplo vamos a ver un 3-web que no es hexagonal, usando el
teorema previo. Vamos a considerar el web W(dx,dy,d((x + y)e™™)), en la figura se
puede ver un dibujo. Calculemos su curvatura usando el lema Usando el lenguaje
de ese resultado, tenemos f = (z 4+ y)e ® y es directo calcular f, = e™® — (z + y)e™ %,
f y = e’y

0? fa 0? -1
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Figura 2.3: Holonomia de un 3-web hexagonal
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Figura 2.4: Web no hexagonal

Por lo tanto K (W)(p) # 0, para todo p € (C2,0). Por el teorema[2.2.5|tenemos que W no es
hexagonal. Ademds, por ser K(W)(p) # 0 para todo p € (C?,0), repitiendo un argumento
como el de la demostracién del teorema tenemos que su holonomia también tiene
que ser distinta de la identidad en cualquier punto. Calculemos su holonomia en 0 para
comprobarlo. Por comodidad, vamos a calcular lo holonomia permutando los papeles de
las foliaciones usando la permutacién (13). Tomamos un punto p; en la hoja de F3 que
pasa por 0, que es la recta  + y = 0, es decir, L3 es el conjunto {x + y = 0}. Por otra
parte, Ly = {z = 0} y Ly = {y = 0}. Por construccién, p; = (z,—x). Seguir la hoja
correspondiente de F; hasta llegar a Lo consiste en igualar a 0 la segunda coordenada y
dejar fija la primera, por lo que ps = (z,0). Siguiendo un razonamiento idéntico al de la

demostracién de [2.2.3] obtenemos:
pP3 = (O,$€_x), b4 = (_$6_zvxe_m)7 b5 = (_:I:e_xa 0)
e = (0’ _mez(e_”—l))’ pr = (xez(e_z—l)’ _xez(e_m—l))

Por lo tanto h(z) = ze*¢ "1 es la holonomfa de W en el 0.
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Una generalizacién de esta discusién que hemos hecho sobre 3-webs planos puede gene-
ralizarse al caso de k-webs planos, con k > 3. Diremos que un k-web W en (C2,0) es
hexagonal si cualquier 3-subweb es hexagonal. Logicamente, un subweb no es mas que el
web formado por un subconjunto de las foliaciones que definen W.

Ejemplo 2.2.7. Un tipo de ejemplo sencillo de k-web plano hexagonal es el de webs dados
por haces de rectas. Para ver que esto es asi, es obvio que basta comprobarlo para el caso
con k = 3. Sean p1, p vy p3 los puntos base de cada haz de rectas, podemos ver un dibujo
de este web en la figura Lo haremos usando el conocido Teorema de Desargues. Este
teorema nos dice lo siguiente: sean ABC' y DEF dos tridngulos en el plano proyectivo.
Los puntos ABN DE, ACNDF y BC N EF estan alineados si y s6lo si BE, AD y CF
concurren en un punto. En nuestro caso queremos ver que la holonomia de este web es
trivial, con la notacién usada hasta ahora esto se traduce en ver que g1, ¢¢ y p2 estan
alineados. En la figura [2.6] estamos calculando la holonomia con centro en A, ¢ es E, g3
es C, qq es By qg es F. Mientras, D es la interseccién de la hoja de F3 que pasa por z
con la hoja de F; que pasa por g¢g.

Ahora sélo queda usar directamente el Teorema de Desargues. Las rectas BE, AD y CF
se cortan en A, por lo que los puntos ABNDE = FE, ACNDF =F y BCNEF = p
estan alineados.

Nota 2.2.8. En la figura[2.6| estamos considerando el web en un entorno de A lo bastante
pequenio como para que no contenga a pi, p2, p3. Esto no es estrictamente necesario, ya que
podria trabajarse con webs singulares, esto es, webs cuyas foliaciones tienen singularidades.
Una singularidad en un web, sin entrar en muchos detalles, consiste en un punto por el
que pasan varias hojas distintas de una misma foliacion. Como en este trabajo no vamos
a considerar estos casos, directamente los omitimos.

Ny

Figura 2.5: 3-web dado por haces de rectas.

Para poder dar el iltimo resultado de webs vamos a necesitar un resultado cldsico de
geometria proyectiva: el teorema de Chasles, por lo que le enunciamos y demostramos.
Usamos [4] como referencia para su enunciado y su demostracion.



2.2. INVARIANTES DE WEBS PLANOS 23

.

Figura 2.6: Holonomia de un 3-web dado por haces de rectas.

Teorema 2.2.9 (Chasles). Sean X1, Xs C P? dos cibicas que se cortan en 9 puntos
distintos. Si X C P? es una cibica que contiene a 8 puntos de esos 9, entonces debe
contenerlos a todos.

Demostracion. Diremos que un conjunto de puntos I' impone [ condiciones en los polino-
mios de grado d si el subespacio vectorial de polinomios de grado d que se anulan en I’
tiene codimensién [. En nuestro caso, I' = {p1,...,po} = X1 N X3 y d = 3. Lo que vamos a
ver es que cualquier subconjunto IV C T" con |[I| = 8 impone la misma cantidad de condi-
ciones que I'. Esto implica que si una curva de grado 3 pasa por 8 puntos cualesquiera de
I' entonces debe pasar por todos. Lo primero de lo que debemos darnos cuenta es de que I'
impone, a lo sumo, 8 condiciones. Esto es asi porque el espacio de polinomios en 3 variables
de grado 3 tiene dimensién 10 y tenemos dos polinomios linealmente independientes, los
que definen X; y X respectivamente, X1 y Xo que se anulan en I'. Si ahora vemos que
cualquier subconjunto IV C T' con |I'| = 8 impone 8 condiciones, hemos terminado.

Para ver esto vamos a probar un resultado un poco méas general. Sea Q = {p1,...,pp} C P?
un conjunto de n < 2d + 2 puntos distintos. Los puntos de €2 imponen menos de n condi-
ciones en las curvas de grado d sélo si d + 2 de esos puntos son colineales o sin =2d+2y
) estd contenido en una cénica. Es cierto el reciproco de este resultado, pero como no nos
interesa no le probaremos. Con este resultado tenemos lo que queremos, tomamos Q = I",
n =28y d=3.SiI estd contenido en una cénica C, entonces X; y Xo deben contener a
una componente de C', en cuyo caso no se cumple que la interseccion X1 N X5 sea finita. De
la misma manera, si existiera una recta L que contenga a 4 o mds puntos de I entonces
L C X1 N Xs, contradiccion.

Ahora veamos que este resultado es cierto, por induccién en d y, en segundo lugar, en n.
Por la induccién en n supondremos que cualquier subconjunto propio de £ (un subcon-
junto es propio si es no vacio y distinto del total) con k elementos impone k condiciones
en el conjunto de curvas de grado d. Por tanto, demostrar que €2 no impone n condiciones
se resume en demostrar que cualquier curva de grado d que contenga a todos los puntos
de 2 salvo 1 debe contener a todo {2.
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Si d = 1 entonces un conjunto {2 con n < 4 no impone n condiciones sélo si n = 3 y los
puntos de 2 estan alineados o si n = 4 (ndtese que dados 5 puntos cualesquiera siempre
hay una cénica que pasa por ellos). Supongamos que el resultado es cierto para d y veamos
que entonces también es cierto para d + 1.

Sin < d+ 1, queremos probar que €2 impone n condiciones. Para ello basta ver que para
cualquier punto p € Q) existe una curva de grado d que contiene a Q — {p}. Tomamos una
recta que pase por cada punto g € 2 — {p}, que no contenga a p, y una curva de grado
d—mn—1 que no pase por p. La unién de esas rectas y esa curva nos da una curva de grado
d que no contiene a p y si contiene a 2 — {p}.

Ahora supongamos que n > d+ 1. Supongamos que existe una recta L que contiene a exac-
tamente d+ 1 puntos de Q. Sea Q' el conjunto de los puntos que no estén en L, ndtese que el
cardinal de €’ debe ser n—d—1 < d+1. Afirmamos que €’ no impone n—d—1 condiciones
independientes en curvas de grado d — 1, ya que si lo hiciera entonces podriamos encontrar
una curva X de grado d — 1 que contenga a todos los puntos de €' menos 1 y entonces la
uniéon L U X es una curva de grado d que contiene a todos los puntos de €2 menos 1. Es
decir, si €' impone n —d — 1 condiciones entonces €2 impone n condiciones. Como estamos
estudiando el caso contrario, en el que 2 no impone n condiciones, entonces por induc-
cién tenemos que €2 debe estar formado por d + 1 puntos alineados en una recta M. Por
tanto, o L contiene a d+2 puntos de 2 o n = 2d+2 y €2 estd contenido en la c¢énica LU M.

Ahora supongamos que una recta L contiene a [ > 3 puntos de 2. Repitiendo el argumento
del parrafo anterior, el resto de n — [ puntos de €2 no impone n — [ condiciones para las
curvas de grado d — 1 y por ello deben haber d + 1 puntos alineados en 2. Por tanto
estamos en las condiciones del parrafo anterior.

Ahora nos queda el caso en el que en 2 no hay 3 puntos alineados. Elegimos 3 puntos
p1,p2,p3 de Q, sea Q' su complementario. Si, para cualquier ¢ € {1,2,3}, el conjunto ' U
{pi} impone n —2 condiciones en las curvas de grado d — 1, hemos terminado: encontramos
una curva X de grado d — 1 que contenga Q' pero no p; y la unién de X con la recta que
pasas por p; ¥y pk, j # i # k con i, j,k € {1,2,3}, nos da una curva de grado d que contiene
a todos los puntos de Q2 salvo 1. Por tanto, Q' U{p;} no impone n— 2 condiciones en curvas
de grado d — 1. Como no puede tener d + 1 puntos alineados, tenemos por inducciéon que
n = 2d+ 2y que el conjunto Q' U {p;} estd en una cénica C;. Si estamos en el caso d = 2
hemos terminado, ya que 6 puntos no imponen 6 condiciones si y sélo si estdn en una
cénica (porque una cénica viene determinada por 5 puntos). Por otra parte, si d > 3,
entonces 2 contiene al menos 5 puntos, no alineados, y por ello debe haber a lo sumo 1
cénica que contenga a ). Por tanto las cénicas C; deben ser iguales a una tnica cénica C'
que contiene a todo €. O

Proposicién 2.2.10. Si C C P? es una cibica reducida y 1 C P? es una recta que interseca
a C transversalmente entonces el 3-web W¢(1(0)) es hexagonal.

Demostracion. Vamos a usar la notacién introducida en el ejemplo Para evitar
confusiones, denotaremos por qi, ..., g7 a los puntos que aparecen al calcular la holonomia
de Wc(1(0)). Denotamos la restriccién de C' a un entorno lo bastante pequeno de 1(0) como
C1 UCyU (5, donde cada C; es un gérmen de curva algebraica. Recordemos que sabemos
que los puntos de las hojas de cada foliacién F; que pasan por [ € (IFDQ, 0) se corresponden,
por dualidad, con rectas que pasan por C;NI. Por esto, elegir un punto ¢; € Ly es lo mismo
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que elegir una recta a través de pi. Si esta recta esta lo bastante cerca de [, entonces corta
a (3 en un Unico punto que también viene dado por ¢;. De esta manera indentificamos
cada punto en L; con un punto en C3. De la misma manera, identificamos Lo con Cy y L3
con (1. Es recomendable mirar la figura para seguir el siguiente argumento. Seguir la
hoja de F3 que pasa por q; € Cs hasta llegar a Lo se corresponde con considerar la recta
q1p2 v hacer su intersecciéon con C7. El punto g2 = q1p2 N Cy € Cy se corresponde con un
punto en Ly, por construccién hia(q1) = g2. Siguiendo esta misma idea, obtenemos:

q3 = qp3NCy € L3
g =q@p1NC3 € Ly
g5 = qup2 N C1 € Lo
g6 = g5p3 N C2 € L3
qr = qep1 N C3 € Ly

Nétese que, por definicién, las rectas q1g2 y ¢1p2(l) son las mismas, ya que ambas contienen
a q1,q2,p2. De la misma manera, la recta g3qq contiene también a p; y gsq¢ contiene a ps.
Por tanto la cibica reducida X7 = ¢q1g2 U g3q4 U g5q¢ corta a Xo = C' en exactamente 9
puntos distintos, p1, p2, p3, q1, ---, g6- De la misma forma, la cibica X = g2g3 U quq5 U qgq7
corta a Xo = C en 9 puntos, p1, p2, ps, g2, ---, g7. Por tanto X7 N X9 N X contiene al menos
a 8 puntos. Por el teorema de Chasles tenemos que debe contener a 9 puntos y, por
ello, ¢1 debe ser igual a g7. Con esto la holonomia de W (I) es la identidad y, por ello,
We(1(0)) es un web hexagonal.

1(0)

Figura 2.7: Célculo de la holonomia de un web algebraico de una cibica






Capitulo 3

Relaciones Abelianas

En el capitulo anterior hemos obtenido dos invariantes para los 3-webs planos y 3 ca-
racterizaciones distintas del web W(dz, dy, d(x + y)): ser hexagonal, tener curvatura 0 en
todos los puntos y que existan tres 1-formas 71, 72,73 tales que 71 + 179 +n3 =0, dn; =0
y estas 1-formas nos definen el mismo web que el que estamos comparando con el web
W(dx,dy,d(x+y)). De estos tres invariantes, nos gustaria generalizar alguno de ellos para
poder estudiar webs mas generales. Si estamos trabajando en dimensién superior, las ho-
jas de nuestras foliaciones tienen dimensién mayor que 1, por lo que la holonomia queda
excluida. Al aumentar la dimensién, puede que no todas las 2-formas sean descomponibles,
por lo que no es directo generalizar la construccién que hemos hecho en el lema Por
tanto, lo que vamos a estudiar para k-webs en (C",0) sera la tercera de las opciones, las
relaciones abelianas.

Sea W = W(wy, ...,wg) un web cuasi-diferenciable en (C",0). Una relacién abeliana de
W es una k-tupla (11, ...,m%) de 1-formas tales que:

1. Para todo i, la 1-forma 7); es cerrada, es decir, dn; = 0.
2. Para todo 1, la 1-forma 7; define a la foliaciéon F;, es decir, w; A n; = 0.

3. La suma de las 1-formas 7; es igual a 0, es decir, Zle 1n; = 0.

Notese que como 7; es cerrada en un abierto simplemente conexo, entonces existe una
primitiva de n; que, ademas, es una integral primera de F;. En particular, si damos F;
por una submersién u; : (C",0) — (C,0) entonces f; = gi(ui(2)), donde df; = n;, para
alguna funcién holomorfa g; : (C,0) — (C,0) (por la proposicién [1.2.9)). Esto implica que
una relacién abeliana es una soluciéon de una ecuacién funcional. Con esto, la condicién
3 se traduce en que Zle gi o u; = 0. Una relacién abeliana (71, ...,7x) se dice que es no
trivial si al menos una de las 7; no es 0. Si todas las 1-formas 7; son no nulas, entonces la
relacion se dice que es completa. Es claro que el conjunto de relaciones abelianas de un
web tiene estructura de C-espacio vectorial, formalmente:

k

AW) = {(s i) € (QH(C",0))" : digy = 0,03 A1 = 0, i = 0}
i=1

Nétese también que un difeomorfismo ¢ que establezca una equivalencia entre Wy W
establece un isomorfismo entre sus espacios de relaciones abelianas correspondientes. El
rango de un web W, denotado por rank(W), es la dimensién de A(W) como C-espacio

27
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vectorial. Con esta nocién y con el teorema que nos dice que un 3-web plano tiene
rango a lo sumo 1, se puede reescribir el teorema de la siguiente manera.

Teorema 3.0.1. Sea W un 3-web plano. Son equivalentes las siguientes condiciones
1. rank(W) =1
2. W es equivalente a W(dx,dy, d(x + y)).

Ejemplo 3.0.2. Consideramos el web W(dz, dy, d(xy)) en (C™, p), donde p € C" es distin-
to de 0. La 3-upla (dlog(z),dlog(y), —dlog(xy)) es una relacién abeliana de W. Es obvio
que cada una de esas 1-formas es cerrada, por ser dod = 0. Ademds, como la derivada ex-
terior es lineal con la suma, dlog(x) + dlog(y) — dlog(zy) = d(log(z) +log(y) — log(zy)) =
d(0) = 0. Nos falta ver que estas 1-formas definen las mismas foliaciones que las que
forman W. Haremos un caso, el resto son analogos.

d(zy) = ydx+ zdy
d(log(zy)) = Zdv+ dy
= yd(zy)

Como Iiy estd en O*(C",p), por ser p # 0, tenemos que d(zy) A d(log(zy)) = 0, como
queriamos ver. Ademds, por el teorema sabemos que el rango de W es a los sumo 1.
Por ello {(dlog(z), dlog(y), —dlog(zy))} es una base de A(W). Aplicando el teorema[3.0.1]
tenemos que este web W debe ser igual a W(dz, dy,d(z + y)). En la figura se puede
ver un dibujo del web W, siendo las curvas rojas las correspondientes a la foliaciéon dada
por la submersion xy

AN

™

/////// %

Y LA
TNT V7

Figura 3.1: Web de rango 1

El objetivo de este capitulo es demostrar el teorema [3.2.6] En la primera seccién estudia-
remos un método para calcular estas relaciones abelianas, que es una versién simplificada
del método de Abel para resoluciéon de ecuaciones funcionales. El método de Abel viene
descrito con todo detalle en [§]. En la segunda seccién veremos como “descomponer” A(W)
como suma directa de subespacios tales que cada uno de ellos sea mas “manejable”.

3.1. De ecuaciones funcionales a ecuaciones diferenciales

Nos vamos a limitar al caso de webs en el plano. Partimos de una ecuacién de la forma
Zle gi o u; = 0. Es claro que el C-espacio vectorial

k
{(g1, .-, gr) € (O(C?,0))* : Zg ou; =0}
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es naturalmente isomorfo a A(W), con W = W(uy, ..., u). Por esto, en esta seccién es-
tudiamos ese espacio en vez de A(W). Para 1 < ¢ < k, sea u;(x,y) = a;x + by donde
a;,b; € Cy cumplen que a;b; — a;b; # 0 siempre que ¢ # j. Esta tltima condicién es
la que nos dice que los espacios tangentes de las foliaciones de W seran distintos dos a
dos, es decir, que W es cuasi-diferenciable. Denotamos por X; = b;0, — a;0, a los campos
vectoriales hamiltonianos de w;, es directo comprobar que [X;, X;] = 0 (serd necesario mas
adelante).

Habiendo construido ese web W, ahora vamos a anadirle una foliacion mas, dada por una
submersién cualquiera. Sea u : (C2,0) — (C,0) un gérmen de una submersién holomorfa
tal que X;(u) # 0 para todo i, consideramos el (k + 1)-web W = W(uy, ..., up,u). De-
terminar el rango de W es equivalente a calcular la dimensién del espacio de funciones
9,91, -9k : (C,0) — (C,0) que cumplan gou(z,y) = Zle gioui(x,y). Si derivamos esta
ecuacién por X, obtenemos

k

9 (u(e, ) Xi(u(e,y)) = Y gilui(z,y)) X1 (ui(z,y))
i=2

Nétese que u; ya no aparece en la ecuacion, por ser Xi(ui(x,y)) = 0. Ahora derivamos
por Xs. Usamos que Xo(X7(u2(z,y))) = X1(X2(u2(z,y))) = 0, por ser [X1, Xa] = 0.

9" (u(z,y)) X2 (u(z, y)) X1 (u(z,y) + ¢'(w(@, y)) X2 (X1 (u(z, y))) =

=30 5 1o} (i, y) Xa(ua (2, ) X1 (us (2, ) + g5(ui (2, ¥)) Xo (X1 (ui(, 9)))]

Repetimos este procedimiento k veces hasta llegar a que

k
(H Xi(u(z, y))) 9P (@, y)) + ... + Xp(Xpo1 (X1 (u(@,9))))g (u(x, ) = 0
=1

donde estamos usando en cada paso que [X;, X;| = 0. Si dividimos entre (Hle Xl(u)) se

convierte en

o

1
g (w(z,y) = hi(z,y)g" (u(z,y))

=1

donde cada hi(x,y) es una funcién meromorfa. Sea X = u,0, — u,0y €l campo vectorial
hamiltoniano de u. Si X (h;) # 0 para algin ¢, entonces derivamos por X nuestra ecuacion.
Con esto conseguimos reducir su orden, ya que

X (g™ (u(z,y))) = g*V (u(@, 9) X (u(z,y)) = 0

por ser X (u) = 0. Si X (h;) = 0 entonces h; = h;(u), ya que por ser u una foliacién estamos
en condiciones de usar un argumento como el de la proposicién En cualquier caso,
se llega a una ecuacién diferencial lineal de la forma

-1
gD (u(z,y) = hi(u(z,y))g? (u(z,y)) (3.1)
=1

con | < k. Y con esta ecuacién llegamos a que rank(W) < rank(W(uy,...,ux)) + k — 1.
Esto es asi porque cualquier relacién abeliana de W(uyq,...,ux) se corresponde con una
relacién abeliana de W(uy, ..., ug, u) tomando g = 0 y el espacio de soluciones de (3.1))
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tiene dimension menor o igual que k, que tras descartar las soluciones constantes se queda
en dimensién k—1. Nétese que si [X;, X;] # 0 para algunos 4, j, entonces toda esta discusién
deja de ser cierta. Por esto, si los polinomios u; dejan de ser lineales y homogéneos entonces
este resultado puede no ser cierto.

Ejemplo 3.1.1. Usando la notacién previa, vamos a calcular rank(¥), donde W =
W(ui,...,ug) y ui, ..., u son submersiones dadas por polinomios lineales homogéneos. La
respuesta es que rank(W) = W, lo probaremos por induccién. Si k = 2 es obvio
que no hay ninguna relacién abeliana, por ser el web W equivalente a W(dx, dy). Supon-
gamos que es cierto hasta k y veamos lo que sucede al anadir ug1. Buscando soluciones
de gougyi(z,y) = Zle gi o u;(x,y), siguiendo la estrategia desarrollada previamente de
ir derivando por el campo hamiltoniano de cada u;, se llega a g(k)(uk+1(x, y)) = 0. Esto
es asi por ser X;(uj) = cte # 0, para todo i,j; y como estamos suponiendo que k > 2
entonces las funciones h; se anulan. Por esto g debe ser un polinomio de grado menor o
igual que k — 1. Exigiendo que g(0) = 0, nos queda un espacio vectorial de dimensién k — 1

donde elegir g. Por esto,

(k=1(k-2) | kk-1)

<
rank(W K Fiy1) < 5 5

donde Fi41 es la foliacion asociada a ugy1. Para ver la igualdad, vemos que para todo
j < k—1existen \;; € C tales que uj,, = Zle Aijul(x,y), donde u] no es més que elevar
u; a la potencia j-ésima. Como cada u; es de la forma a;x + b;y entonces

J .
=35 ()t

=0

Con esto se ve que encontrar los coeficientes \;; es equivalente a resolver un sistema lineal
con j + 1 ecuaciones y k incoégnitas. Como todos los términos de una misma ecuacién van
multiplicados por el mismo coeficiente binomial, omitimos estos coeficientes. Si escribimos
este sistema en forma matricial obtenemos

j i J
a]]?_l ‘a% 'a,f
CLJ- bj ajl bl cee ai bk )\1]‘
k j—1 j—1
ajbj albjl cee akb?€ )\kj
J J J
bk+1 bl e bk

Como lo que estamos comprobando es que este sistema tiene solucién, podemos considerar
sin pérdida de generalidad que a; # 0 # b; para todo 4. Si existe un ig tal que a;, = 0
entonces en esa columna hay ceros en todas las filas excepto la 1ltima, por lo que podemos
“eliminarla” (de la misma manera que se hace en la eliminacién Gaussiana). Sucede lo
mismo si existe un ig tal que b;, = 0. Hacemos el cambio de variable S\ij = %, obtenemos

7

el siguiente sistema

J
@y 1 1 i
aj J al ag 1j
ok by \j—1 b \j—1 3
ajbj (71 J - (E)J )\kj
k

. at . a .
b{gﬂ (%)J (i)]
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. . . . ) b

La matriz de coeficientes de este sistema es una matriz de Vandermonde y, como % #* a—ll
T

para i # [, tiene rango maximo. Por esto, tenemos al menos k — 1 soluciones para g que

son linealmente independientes, con lo que se alcanza la igualdad.

Lema 3.1.2. Sean uq,...,u; funciones lineales y homogéneas, X; los campos vectoriales
hamiltonianos correspondientes a cada u;. Supongamos que X;(u;) # 0 si i # j. Si u :
(C2%,0) — (C,0) una submersion y g es una solucion de la ecuacion (3.1) entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Euisten funciones holomorfas g1, ..., gr tales que g(u(z,y)) = S5 gi(ui(x,y)).
2. Se wverifica la identidad X1(Xa(... Xk (g9(u(z,y))))) = 0.

Demostracion. Es facil ver que 1 implica 2. Tan s6lo hay que darse cuenta de que al derivar
por X; entonces “desaparece” el sumando g;(u;(x,y)) de g(u(x,y)) = Zle gi(ui(z,y)),
por ser X;(u;) = 0.

Probemos que 2 implica 1 por induccién. Para k = 1 tenemos que Xi(g(x,y)) = 0,
por lo que g(z,y) = g1(u1(z,y)). Supongamos que es cierto hasta k — 1, es decir, que
si X1(X2(...X%x—1(f)))) = 0 entonces existen funciones fi, ..., fr_1 tales que f(z,y) =
Zf;ll fi(ui(z,y)), para cualquier f. Sabemos que X;(X2(...Xk(g(uw))))) = 0, por lo que
X1(Xo(... Xg—1(Xk(g(u(z,y)))))) = 0 y por ello existen funciones hi, ..., hy_1 tales que

S

-1
Xi(g9(u(z,y))) = ) hi(ui(z,y))

i

Il
—

Sea H; una primitiva de h;, entonces Xy (H;(ui(z,y))) = hi(u;(z,v)) Xk (ui(x,y)). Como
Xk (ui(z,y)) es una constante no nula para ¢ < k, podemos despejar h;(u;(z,y)) y sustituir
en la ecuacién previa para obtener

k—1
X (Q(U(w,y)) - Z(Xk(uz')(fﬂ,y))_IHz'(Ui(ff,y))> =0

=1

Por esto, debe existir una funcién holomorfa hx tal que

k—1
g(u(e,y)) =Y Xi(ui(z, )" Hi(ui(z,y)) = hi(ur(z,y))
i=1
con lo que tenemos lo que queriamos. ]

Proposicién 3.1.3. Sea W = W(uy, ..., uy,), donde cada u; : (C?,0) — (C,0) son submer-
siones dadas por polinomios lineales homogéneos. Sea u : (C2,0) — (C,0) una submersion
cualquiera y sea F la foliacion asociada a w. Si el (k+1)-web WX F es cuasi-diferenciable,
entonces

k(k—1)
2
Ademds, se alcanza la igualdad si y sdlo sil =k en la ecuacion (3.1)).

rank( W X F) <

Demostracion. Para ver la desigualdad, por la discusién posterior a la ecuacién (3.1]) sabe-
mos que rank(W K F) < rank(W) + kK — 1 y en el ejemplo vimos que

rank(W) = W, con lo que

(k=1)(k=2) k-1

<
rank(W KX F) < 5 5
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Ahora veamos lo que sucede si suponemos que se alcanza la igualdad. Empecemos repasan-
do c6mo hemos obtenido (3.1)). Hemos visto que
X1X5..Xk(g(u)) = 0 y por otra parte hemos desarrollado

k
X1 Xo Xp(g(u(z,y) = Y file,9)9" (u(z,y))

=1

de esta expresion hemos despejado g(k), para lo que hay que dividir entre f, hemos nom-
brado h; = f;/fx y hemos derivado por el campo vectorial hamiltoniano de u(z,y) hasta
que hemos obtenido una ecuacién que dependa sélo de u(z,y). Por esto, el lema nos
dice que cualquier solucién de g(u) = Zle gi(u;) también es una solucién de (3.1)). Si
rank WX F) = k(k2—1)’ como por el ejemplo sabemos que rank(W) = W,
entonces es necesario que tenga k — 1 soluciones no constantes independientes en 0,
por lo que k = 1.

Si k = I, entonces hay k — 1 soluciones no constantes linealmente independientes en 0 para
X1.. Xk(g9(u(z,y))) = 0. El lema nos dice que cada solucién de X;... X (g(u(z,y))) =
0 se corresponde con una relacién abeliana, por lo que rank(W X F) = rank(W) + k — 1.

Como rank(W) = W por el ejemplo 3.1.1|, entonces rank(W K F) = W +

k(k—1
k—1= k020 O

Ejemplo 3.1.4. Con este ejemplo vamos a poner en practica la proposicién previa. Sea
u : (C?,0) = (C,0) una submersién con u(z,y) = a(x) + b(y). Sea W = W(dz, dy,d(z —
y),d(xz + y),du) un 5-web diferenciable, es decir, necesitamos que a,(0) # 0, b,(0) # 0,
az(0) + by (0) # 0y a;(0) — by (0) # 0. Estas condiciones pueden resumirse en aby(a2 —
b2)(0) # 0. Sean X7, ..., X4 los campos vectoriales hamiltonianos correspondientes a x, y, 2+
Yy, x—1y, respectivamente. Si repetimos la construccion que hicimos para obtener la ecuacién

(3.1)), tenemos que calcular
X150 X3 Xa(g(w)) = 9" (w)azby (% — b2) + 3" (u)acby (a2 — byy) + 9" (0)(Bytiaze — aby)

Siguiendo la construccién para obtener la ecuacién (3.1]), igualamos a 0 y despejamos
"
9" (u)

—-b bya —azb
n — 3" Azx vy " yAzaa zOyyy
9" (u) = 3g"(0) T o ()

Sea X el campo hamiltoniano de wu, la proposicion previa nos dice que el web W tiene
ros . . , . Apo— byGgze—azb
rango maximo igual a 6, si y sdlo si, X(=5—4*) = 0y X (=37>5") = 0. Esto nos da
az—by ax y(agc_ y)
un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, cuya resolucién no esta al
alcance de este trabajo y se puede encontrar en [9]. Algunas soluciones sencillas de este

sistema son 2 + 92, 2% — y?, €% + e¥ y log(sen(z)sen(y)).

Ahora vamos a cambiar un poco nuestro enfoque, vamos a ver lo que sucede cuando
podemos definir un cierto tipo de automorfismos de A(W). Antes de eso, damos una
proposicién que nos ayudard a definir estas aplicaciones.

Proposiciéon 3.1.5. Sean F un gérmen de una folicacion holomorfa, dada por una 1-
forma w, y X un campo vectorial. Si w(X) # 0 y Lxw Aw = 0 entonces la 1-forma

) _
o= es cerrada y cumple que Lxa = 0.
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Demostracion. Recordemos que, en este caso, ix(w) = w(X). Primero comprobemos que
da = 0.
P w(X)dw —dw(X) ANw  w(X)dw 4+ w A dw(X)
o = =
w(X)? w(X)?

Por la teorema sabemos que Lxw = ix(dw) + dw(X), usando que Lxw Aw =0y
haciendo el producto exterior por w en la igualdad dada por el teorema[A2:§ tenemos que
w A dw(X) = ix(dw) A w. Denotando w = w'dz + w?dy, X = X'0, + X?9, y usando la
definicién de ix (dw) se ve que

ix(dw) = ix((w? — w;)dx Ady) = (w2 — w;)(—X2da: + Xdy)

Sustituyendo en la expresion previa tenemos que

do — iX(dw)/\(aAJ);)c;(X)dw

(w2 —w}) (=X 2da+ X dy) A(w! de+w? dy) +w(X) (wi—w} ) dzAdy
w(X)?

[(wi—w;)(—szQ—lel)+(w1X1+w2X2)(wg2D—w;)]dw/\dy

- 0 w(X)?

Comprobar que Lxa = 0 es més rapido. Usando, otra vez, el teorema[A.2.8y que da = 0:

Lxa =ix(da)+d(ix(a)) =d (Zg{%) = d(1) =0

O

Definicién 3.1.6. Sea F un gérmen de foliacién en (C?,0) inducida por una 1-forma
w. Un gérmen de un campo vectorial X es un automorfismo infinitesimal de F si
LxwAw = 0.8 w(X) # 0, entonces definimos la 1-forma a = ;2. Por la proposicién
sabemos que « es cerrada y que Lxa = 0. Definimos u(z) como la funcién tal que
du = a 'y u(0) = 0, esta es la integral primera candnica de F respecto a X.

Ademids, se cumple que
Lx(u)=Xu) =u X"+ u,X? = X'+ ?X? = a(X) =1
donde hemos usado la proposicién

Sea X un automorfismo infinitesimal de W = W(wy, ..., wy), es decir, X es un automorfismo
infinitesimal para todas las foliaciones de WW. La derivada de Lie Lx induce una aplicacién
lineal, que denotaremos igual que la propia derivada de Lie,

Lx: AW) = AW)
(M esme) = (Lxm1, e Lx0k)

Veamos que esto es correcto. Las formas Lx(n) siguen siendo cerradas por el corolario
Se sigue cumpliendo que Lx(m) + ... + Lx (k) = Lx(m + ... + mx) = Lx(0) = 0.
Veamos que w A Lx(n) = 0 si w An = 0, para que Lx(n) defina la misma foliacién que
w. Por la proposicién se tiene que w A Lx(n) = Lx(w An) — Lx(w) An y ambos
términos son 0. Como w A n = 0 entonces Lx(w An) = 0. Como Lx es un automorfismo
infinitesimal, Lx (w) Aw =0y como w A n =0 entonces Lx(w) An=0.
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Sea A;(W) el subespacio vectorial de Q!(C?,0) generado por las componentes i-ésimas de
cada (11, ..., nk) € AW). Si u; es la integral primera candnica de F; respecto a X, entonces
para cada 7; € A;(W) existe un gérmen f; € C{t} tal que 7; = fi(u;)du; (estamos en las
condiciones de hacer un argumento como el de la proposicién . Supongamos que
A;(W) es no nulo, sea {1/ = f,(u;j)du; : v € {1,...,n;}} una base de A;(W), donde n;
es su dimensién como subespacio vectorial. Como la restriccién de Lx a A;(W) es una
aplicacion lineal, existen constantes c,,, € C tales que

n;
Lxmf) = counl’
pn=1

para cada v € {1,...,n;}. Paracada v € {1, ...,n;} también es cierto que, por la proposicién

A2
Lx(n)) = Lx(fu(ui)dui) = X (fi(wi))dui + fo(ui)Lx(dui) = f, (ui)du

porque Lx(du;) = 0 por ser u; una primera integral canénica de F; respecto X y por ser
X (u;) = 1. Tenemos que la expresién previa de Lx(nY) en términos de una base de A;(W)
se convierte en

n;
= Z Cupfy
pn=1

para cada v € {1,...,n;}. Sean Ay,...,A; € C los valores propios de Lx. Sean oy, ...,0,
la dimensién de los subespacios propios asociados a cada A;. El siguiente resultado no es
més que la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias pero escrita en el
lenguaje que estamos desarrollando. Es conocido que la solucién de un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya matriz de coeficientes es A, viene dada por e?’.

Detalles al respecto pueden encontrarse en [I].

Proposicién 3.1.7. Sea W un k-web que admita un automorfismo infinitesimal. Sus
relaciones abelianas son de la forma

Pl(ul)e/\”“ dui + ... + Pk(uk)e)‘i“’“duk =0

donde Py, ..., Py son polinomios de grado menor o igual a ;.

3.2. Cota al rango de un web

Como el nombre de esta seccion indica, ahora nuestro objetivo es dar una cota éptima
para el rango de un web. Sea W = F1 K ... K F, = W(w; -+ -wg) un gérmen de un k-web
en C". Para cada j € N con j > 0, sea £/ (W) el C-espacio vectorial generado por {wf 0) :
i € {1,...,k}}. Evaluar una 1-forma en un punto nos da, identificando ToC" con C", una
funcién lineal w;(0) : (C™,0) — (C,0), asi que por wZ (0) nos referimos a la composicién de
w;(0) con la funcién “elevar a la potencia j-ésima”. Definimos I (W) = dim £7 (W). Otra
manera de definir I/(W) es la siguiente, que aunque son definiciones muy “cercanas” nos
resultardn ambas tiles. Sean u; : (C™,0) — (C,0) submersiones que definen W. Si h; es
la componente lineal de u; entonces

F(W) = dim (@h{ o Chi)

donde Chj + ... + (Chi; representa el espacio vectorial generado por combinaciones C-
lineales de h7, ..., hi. Veamos que ambas definiciones son equivalentes. Como u; y w; nos
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definen la misma foliacién, entonces debe existir un \; tal que du;(0) = \jw;(0), por ser
w A du= 0. Como h; = du;(0), entonces resulta obvio que el C-espacio vectorial generado
por {wf(O) :i € {1,...,k}} es isomorfo a ((Ch{ + ... —i—Chi). Por esto usaremos ambas
nociones de forma indistinta.

Ahora damos una primera cota para I/, no demasiado fina. Sabemos que 17 estd acotado
por k, porque la primera definicién nos dice que £7(W) es un C-espacio vectorial generado
por k elementos. Ademéds, I/ estd acotado por la dimensién del espacio de polinomios
homogéneos de grado j en n variables, por la segunda definicién, por lo que

PW) < min{k, (":i; 1)}

Se puede obtener una cota maés fina, y lo haremos mas adelante. De momento vamos a ver
el siguiente lema técnico.

Lema 3.2.1. Sean hq,...,h; € Ci[x1,...,zy,] polinomios homogéneos lineales y sea P =
{[R1]), ..., [h&]} su correspondiente conjunto de puntos en P"~1 = PCq[x1,...,zs]. Si V()
es el conjunto de hipersuperficies en P"~! de grado j que pasan por P entonces

. j j n+j—1 . .

dim(Chy + ... + Ch}) = < . > —dim V' (5)
Demostracién. Sea n; = ("Zﬂ;l) — 1. Consideramos el embedding v; : Pl 5 P
definido como v;([h]) = [h7], considerando a los elementos de P"~! como elementos

de PCy[z1,...,xy]. Por como hemos construido P y v;, tenemos que la dimensién de
(Ch{ + o+ (Chi es igual a la dimensién del subespacio generado por la imagen de P a
través de v;. Por otra parte, la codimensién de (Ch]i + Chi es igual a la dimensién
del espacio de hiperplanos que lo contiene. Este argumento puede parecer enrevesado, pe-
ro tiene una interpretacién que lo hace mas sencillo. Si contruimos una matriz A cuyas
columnas son las coordenadas de los puntos en P, entonces es claro que la dimension del
subespacio generado por P es igual al rango de A, que es la dimensién de su imagen como
aplicacién lineal. Por otra parte, el nicleo de la aplicacion lineal correspondiente con la
matriz traspuesta A! se corresponde con los hiperplanos que contienen a P. Es por esto
que la codimensién del subespacio generado por P es igual a la dimension de los hiperpla-
nos que contienen a P. Pero el pullback de v; de estos hiperplanos son exactamente los
elementos de V(7). Con esto tenemos la afirmacién del lema. O

Proposicién 3.2.2. Si W es un gérmen de un k-web diferenciable en (C™,0), entonces
P(W) > min{k,j(n —1) 4+ 1}

Demostracion. Manteniendo la notacién previa, sean h; las componentes lineales de sub-
mersiones definiendo W y sea P C P" ! el conjunto de k puntos en posicién general
determinado por las formas lineales hq, ..., hy. Por el lema para probar el enunciado
basta probar que P impone m = min{k,j(n — 1) + 1} condiciones independientes en el
espacio de hipersuperficies de grado j que contiene a P. Para esto basta probar que para
un subconjunto @ C P de cardinal m podemos construir, para cada ¢ € Q, una hipersu-
perficie de grado j que pasa por todos los puntos de Q excepto por ¢. El conjunto Q\{q}
se puede escribir como la unién disjunta de j subconjuntos de cardinal a lo sumo n — 1.
Para cada uno de estos subconjuntos existe un hiperplano que lo contiene y que no pasa
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por ¢ (aqui es donde usamos que los puntos de P estdn en posicién general, por ser W
diferenciable). Consideramos la hipersuperficie de grado j producida por la unién de estos
hiperplanos y obtenemos lo que queriamos. O

Corolario 3.2.3. Si W es un gérmen de un k-web en (C2,0), entonces
(W) = min{k,j + 1}

Demostracion. Basta ver que el espacio de polinomios homogéneos de grado j en dos
variables tiene dimensién j + 1 y usar la proposicién [3.2.2 O

En general, para k-webs cuasi-diferenciables en (C", 0), tenemos que I/ (W) > min{k, j+1}.
Para estudiar mejor la dimensién de A(W) se define la siguiente filtracion decreciente de
A(W), a la cual denotaremos por F.A(W). El primer término es FOA(W) = A(W). Para

j > 1 definimos
. QLcr, o) k
J _ M
FIA(W) = ker {A(W) — (le((C”,O)>

donde m7 es el ideal maximal de O(C",0).

Lema 3.2.4. Si W es un gérmen de un k-web cuasi-diferenciable en (C™,0) entonces

o FIAOW)

£ _+l
im FITLAOW) <méx{0,k — T (W)}

Demostracion. Usaremos la misma notacién que llevamos usando toda la seccidon. Sean
hi, ..., hi las componentes lineales de las submersiones definiendo V. Consideramos la
aplicacién lineal
@ : (Ck — (Cj+1[$1, ,xn]
(01,...,ck) — Zci(hi)jJrl

Es obvio que la imagen de ¢ es exactamente igual a £/ (W). En particular
dim C* = 71 (W) + dim ker ¢

Por lo que dimker p = k — P (W) = max{0,k — UTL(W)}. Sea (11, ...,mx) una relacién
abeliana en F7 A(W), existen ntimeros complejos fi1, ..., i tales que

(M1, ey i) = (1 (R dh, ..., i (hi)? dhy)  méd FIHLAW)

Para ver que esto es cierto, vamos a interpretar lo que estamos haciendo. Estamos con-
siderando un elemento en F7 A(W), es decir, estamos considerando una relacién abeliana
en la (11, ...,m) los primeros j — 1 coeficientes de la serie de Taylor de n; son nulos, para
i € {1,...,k}. Al hacer el médulo respecto a F/T1A(W) lo que estamos haciendo, para
cada i € {1,...,k}, es “truncar” la serie de Taylor de 7;, queddndonos con los primeros j
términos. Como estabamos considerando relaciones abelianas tales que los primeros j — 1
coeficientes de la serie de Taylor de n; son nulos y estamos trucando para quedarnos con
los j primeros, tenemos que sélo nos queda el término j-ésimo. Por la proposicion [1.2.9
sabemos que existe un A tal que 1; = \;(h;)dh;, por lo tanto cada coeficiente p; no es mas
que el coeficiente j-ésimo de la serie de Taylor de ;.

Volviendo al argumento principal, consideramos la aplicacién lineal que lleva (11, ...,m%) €
FIAW) a la k-tupla de niimeros complejos (i1, ..., ux) € CF. Esta aplicacién estd bien
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definida porque si wi(hi)Yidh; = pi(h;)?dh; méd FITTA(W) entonces p; = pif, por ser
(hi)/dh; € mIT1QI(C",0). Como Y n; = 0, tenemos que esta aplicacién induce una in-
yeccién de FJAW)/FITLA(W) en el niicleo de ¢. Con esto tenemos la afirmacién del
enunciado. O

Corolario 3.2.5. Si W es un gérmen de un k-web cuasi-diferenciable, entonces para
j >k —2 se cumple que ‘
FIAW) =0

Demostracion. Para j > k — 2, por el trabajo previo tenemos que P OW) > min{k,j +
2} = ky U1 W) < min{k, (**])} = k, con lo que /(W) = k. Por tanto el lema
nos dice que

FIAW) = FITLA(W)

Por lo tanto, si (11, ...,m%) € FIA(W) con j > k — 2, entonces (11, ...,m) € FLA(W) para
todo [ > j. Esto implica que (11, ...,nx) = (0, ...,0).
O

Teorema 3.2.6. Si W es un gérmen de un k-web cuasi-diferenciable en (C™,0), entonces

e
w

rank(W) <) méx{0,k — (W)}

rank(W) < w(n, k) = > méx{0,k — (j + 1)(n —1) — 1}

Demostracion. Por el corolario tenemos que A(W) es isomorfo a

o
w

FiAW)
FItTAW)

<
Il
=)

Si W es cuasi-diferenciable entonces basta aplicar el lema y si W es diferenciable tan
s6lo hay que anadir la proposicién [3.2.2
O






Apéndice A

Derivada de Lie

Los contenidos de este apéndice se han sacado de [6].

La idea detras de la derivada de Lie es traducir la derivada direccional en R" al lenguaje
de variedades diferenciables, de la misma manera que los campos vectoriales hacen las
veces de derivada. Lo que hara este operador, antes de generalizarle a campos tensoriales,
es tomar un campo vectorial Y y calcular su “derivada” en “la direccién” de otro campo
X.

A.1. Sobre flujos asociados a campos vectoriales

Debemos empezar estableciendo notacién sobre flujos en una variedad. Sea M una variedad
diferenciable y sea X un campo vectorial en M. Recordemos que una aplicacién vy : J C
R — M se dice curva integral de X siv'(t) = X, paratodo t € J. Esta tltima igualdad
quiere decir que +/(t) es igual a X () como elementos de T’ ;) M. Supongamos que para
cada p € M, X tiene una tnica curva integral que comienza en p, definida para todo ¢t € R.
Esto 1ltimo no es realmente necesario, podria ser sé6lo un intervalo y no cambiaria nada,
pero por comodidad suponemos que es todo R, mas adelante veremos como eliminar esta
hipétesis. Denotamos esa curva integral por #® : R — M. Para cada t € R definimos
0 : M — M como la aplicacién que manda cada punto p al punto obtenido “siguiendo”
la curva integral que pasa por p durante un tiempo t. Mas formalmente, 6;(p) = 6®)(t).
Antes de seguir, veamos un lema sobre curvas integrales.

Lema A.1.1. Sean M wuna variedad diferenciable, X un campo vectorial en M y J C R
un intervalo. Siy:J —= M es una curva integral de X , entonces, para cualquier b € R,
¥ :J — M es una curva integral, donde ¥y =~v(t+b) yJ={t e R:t+bec J}.

Demostracién. Para cada tg € J , queremos ver que 7' (tg) = X5(to)- Es directo, tan s6lo
hay que escribir las definiciones correspondientes y hacer un cambio de variable lineal:

¥ (to) = 7' (to +b) = Xy 19+ = X5(10)

O

Este lema nos dice que 6 (t+s), con s € R un valor fijado a priori, es una curva integral de
X que empieza en ¢ = 0®) (s), como estamos asumiendo que las curvas integrales son tinicas
entonces Tm (A (¢ + s)) = Im(AP) (¢ + s)). Con esta notacién y con estas ideas en mente,

39
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definimos la nocién de flujo global en M como una funcién continua (o diferenciable, si
queremos que sea un flujo diferenciable) 6 : R x M — M que cumpla

Q(O,p) =D 9(75,9(8,]))) :0(t+8,p)

Usaremos la notacién 6;(p) = 6(t,p) = 6®)(t). Ademds, para que # sea un flujo debe
cumplirse que 0y : M — M sea un homeomorfismo (o un difeomorfismo, si queremos
que sea un flujo diferenciable). Con la discusién previa hemos llegado a que si tenemos
un campo vectorial (con las hipétesis adicionales pertinentes) podemos construir un flujo
global a partir de sus curvas integrales. También se puede hacer la construccion en direccién
contraria. Sea  un flujo global diferenciable, definimos el vector tangente V, = 9(1”),(0). A
este vector tangente se le llama generador infinitesimal de 6. Veamos que esto nos da
un campo vectorial en M.

Proposicion A.1.2. Sea 0 : R x M — M un flujo global diferenciable. El generador
infinitesimal de 0, denotado por X, es un campo vectorial en M, y cada curva 0%) es una
curva integral de X .

Demostracion. Lo que queremos ver para que X sea un campo vectorial en M es que si
X=>", Xi% entonces las funciones X; estan en §(U), para una cierta carta (U, ¢) con
o = (x!,...,2™). Si tenemos que X(f) es diferenciable para cualquier funcién f € F(U),
entonces en particular tenemos que X (z) = X; es diferenciable. Por tanto, sea f € §(U).
Noétese que
X)) = %,(1) = 0 ©0)(1) = T g0 (p) = OB )
t=0

Como f(6(t,p)) es diferenciable por ser composicién de funciones diferenciables, entonces
su parcial respecto a t también es diferenciable. Por tanto X f(p) es diferenciable, como
queriamos ver.

Nos queda ver que las curvas 6 son curvas integrales de X. Sea tg € R y sea q =
0P) (to) = 64, (p), queremos ver que ) (t5) = X,. Sabemos que

0(q)(t) = 0,(q) = (015 (p)) = Ottt (p) = 0P (t + 1) (A1)

Con el lema hemos terminado. A parte, comprobamos que sea f una funcién dife-
renciable definida en un entorno de ¢, tenemos que

X f=09'0)= S fe0m) = S| je00 ) =0 ) f  (A2)

t=0 t=to

O]

Hasta aqui hemos trabajado con campos vectoriales con curvas integrales definidas en
todo R. Ahora vamos a ver qué se puede hacer cuando no se tiene esa hipdtesis. Un
dominio de flujo para M es un conjunto abierto D C R x M tal que, para cada p € M,
se cumple que DP) = {t € R : (t,p) € D} es un intervalo abierto que contiene a 0. Un
flujo local en M es una aplicacion 0 : D — M diferenciable que satisface las siguientes
condiciones:

0(0,p) =p,Ype M

y para todo s € D®) y ¢t € DOGP) tales que s+t € DP)

0(t,0(s,p)) =6(t+ s,p)
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Para cada t € R, definimos el conjunto M; = {p € M : (t,p) € D}. Igual que antes, para
cada 6 definimos su generador infinitesimal como X, = 9(1”)/(0), donde estamos usando
la notacién 6)(t) = 6(t, p) = 6;(p) también para flujos locales.

Proposicién A.1.3. Si 0 : D — M es un flujo local diferenciable entonces su generador
infinitesimal X es un campo vectorial y cada curva 8%) es una curva integral de X.

Demostracién. Esta demostracién es practicamente idéntica a la de tan sélo hay
que hacer algunas observaciones adicionales. Para ver que X es un campo vectorial, basta
darse cuenta de que para cualquier py € M, la aplicacién 6(t,p) estd bien definida y es
diferenciable en todo (¢, p) suficientemente cercano a (0, pg), por ser D abierto. Para ver que
0(P) es una curva integral de X, tenemos que comprobar que las igualdades y
desarrolladas en la prueba de siguen teniendo sentido. Sea ty € DP). Como D?) y
D () son conjuntos abiertos que contienen al 0, existe un € > 0 tal que t 4+ tg € D) y
t € D% P) siempre que |t| < e. Con esto, 0;(fs,(p)) = Os14,(p) por la definicién de flujo
local. Habiendo hecho este apunte, el resto de la prueba es exactamente anéloga. ]

Diremos que una curva integral es maximal si su dominio no puede extenderse a un in-
tervalo més grande. Diremos que un flujo es maximal si ese flujo no admite una extensién
a un dominio mayor. Para probar el resultado principal de esta seccién, que nos dice que
a cada campo vectorial podemos asociarle un tnico flujo local maximal, necesitaremos el
siguiente resultado sobre soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Teorema A.1.4. Supongamos que U C R™ es abierto y X es un campo vectorial en U.

Escribimos X =Y | Xt B‘Zi. Consideramos el problema de valor inicial

yi(t) = X' (1 (), s yn(t)), parai=1,...n
yi(to) = ci, parai=1,...n

donde y; : R — R son funciones, ty es un nimero real cualquiera y ¢ = (c1,...,cn) € U.
Entonces se verifican las siguientes afirmaciones.

1. Para cualquierty € R y xg € U, existe un intervalo abierto Jy que contiene a ty y un
abierto Uy C U que contiene a xg tales que para cada c¢ € Uy existe una aplicacion
y:Jo — U de clase C que resuelve nuestro problema.

2. Dos soluciones diferenciables del mismo problema deben coincidir en la interseccion
de sus dominios.

3. Sean Jo y Uy como en1 y @ : Jyx Uy — U la aplicacion definida como 0(t,x) = y(t),
donde y : Jo — U es la unica solucion de nuestro problema con y(to) = x. Entonces
0 es diferenciable.

Gracias al resultado anterior, si tenemos un campo de vectores definido sobre una variedad
tenemos el siguiente resultado.

Teorema A.1.5. Sea X un campo vectorial en M. Entonces existen un dnico flujo local
mazximal 0 : D — M cuyo generador infinitesimal es X. Ese flujo tiene las siguientes
propiedades:

1. Para cada p € M, la curva 0%) : DP) — M es la inica curva integral mazimal de
X que empieza en p.

2. Si s € DP) entonces DOEP) es el intervalo DW) — s = {t —s:t € DP)}.
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3. Para cada t € R, el conjunto M; es abierto en M y 6, : My, — M_; es un difeomor-
fismo, cuya inversa es 0_;.

Demostracion. Primero de todo, nétese que, para todo p € M, deben existir un € > 0 y
una dnica curva vy : (—e€,e) — M tal que =y es una curva integral de X. Esto se debe a
que tenemos un sistema de EDO auténomo ~'(t) = X, y una condicién inicial, v(0) = p,
y por el teorema en estas condiciones tenemos siempre una solucién para un € lo
bastante pequeno. Ahora veamos que si tenemos dos curvas integrales v, 7 de X definidas
en un mismo intervalo J y tales que v(ty) = 7(tp) para algin ¢y € J entonces v = 7 en
todo J. Sea S el conjunto de valores t € J tales que ~y(t) = 7(t). Claramente S # (), por
ser tg € §. Ademas S debe ser cerrado en J, por continuidad de v y 7. Veamos que &
debe ser también abierto y, como J es conexo, J = S. Para ello, veamos que si t; € S
entonces existe un € > 0 tal que (t; —€,t1 +¢€) C S. Denotemos p = ~y(t1) = 7(¢1). Por el
teorema[A.1.4] tenemos que y(t) = 7(t) para todo t € (t; —¢, 1 +e€). Por tanto J = S. Con
esto hemos demostrado que si tenemos dos curvas integrales que coinciden en un punto,
entonces deben coincidir en la interseccién de sus dominios.

Para cada p € M, sea D® la unién de los intervalos J C R que contienen al 0 y en los
que existe una curva integral v : J — M que empiece en p. Definimos o) . D) 5 M
como 0P (t) = ~(t), donde 7 es cualquier curva integral que empiece en p y definida en
un intervalo abierto que contenga al 0 y a t. Esta funcién estd bien definida, ya que todas
las curvas integrales “candidatas” coinciden en t y, por el argumento previo, deben coin-
cidir todas. Con esto tenemos que 0?) es la tinica curva integral maximal que empieza en p.

Ahora definimos D = {(t,p) € R x M : t € DV}, y definamos § : D — M como
6(t, p) = 0P (t). Por construccién,  satisface la afirmacién 1 del teorema. Ahora vamos a
demostrar que 04, = 0,00, y la afirmacién 2 del teorema. Fijemosunp € My s € D?)| y
escribimos ¢ = 6(s,p) = 0®)(s). La curva  : D®) —s — M definida como y(t) = 0P (t+s)
empieza en ¢ y el lema nos dice que v es una curva integral de X. Por la unicidad
dada en el teorema ebe coincidir con #(9) en su dominio comtn, lo que equivale a
lo que queriamos demostrar. Es inmediato que 8y = Idjs, por definicién. Por la maximali-
dad de 89, el dominio de ~ no es mayor que el de D@ 1o que significa que DWW _ s C D@,
Como 0 € DP), entonces —s € DD y, por ser ;4, = b; 0 b, tenemos 60 (—s) = p. Por el
mismo argumento aplicado a (—s, q), tenemos que D@ 4 s C DP). Con esto tenemos la
segunda afirmacién del enunciado.

Ahora demostramos que D es abierto en R x M y que 6 : D — M es diferenciable.
Sea W C D el subconjunto dado por los puntos (¢,p) € D tales que 6 estd definida y
es diferenciable en un entorno de (¢,p) de la forma J x U, donde J es un intervalo que
contiene al 0 y at y U es un entorno de p en M. Entonces W es abierto en R x M y 0|y es
diferenciable, nos queda ver que W = D. Supongamos que no es el caso. Entonces existe
un punto (7,pg) € D\W. Por simplicidad, supongamos que 7 > 0, el caso contrario es
andlogo. Sea tg = inf{t € R : (t,po) € W}. Por el teorema aplicado en un entorno
de po, 0 estd definida y es diferenciable en algtin entorno de (0, pp), entonces ¢ty > 0. Como
to < 7y D) es un intervalo abierto que contiene al 0 y 7, entonces ty € D). Sea
qo = 0®)(tg). Por el teorema tenemos que existe un € > 0 y un entorno Uy de ¢
tal que (—e¢,€) x Uy € W. Ahora vamos a usar esto y la composicién 0y 4 = 6; o 6 para
extender # para que sea diferenciable en un entorno de (tp,po), lo que contradice nuestra
eleccién de tg. Sea t; < to tal que t; + € > to y 8®0)(t;) € Uy. Como t; < tg, tenemos
que (t1,po) € W, por lo que hay un entorno de la forma (t; — d,¢; + 0) x Uy C W. Por
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definicién de W, esto implica que 6 estd definida y es diferenciable en (—¢,t1 4+ d) x Uy,
con & > 0. Como 6(t1,pg) € Uo, podemos elegir Uy lo bastante pequeno como para que
O({t1} x Uy) C Uy. Definimos 6 : [0,t1 + €] x U; — M como

0(t,p) = 0:(p), sipelU,0<t<t
e Or—¢, 00 (p), sipelUpti—e<t<t+e

Por la prueba de que 6,1, = 6; o 05 tenemos que esta definicién es correcta, ya que ambas
funciones coinciden en sus dominios comunes. La eleccién de Uy, t1, € nos asegura que esta
funcién es diferenciable. Por el lema tenemos que cada aplicacién t — é(t, p) es una
curva integral de X, por lo que 6 es una extensién diferenciable de 6 a un entorno de
(to, po)- Con esto tenemos que W = D.

Ahora demostramos la afirmacion 3. El conjunto M; es abierto como consecuencia de que
D es abierto. De la afirmacién 2 tenemos que D) = D®) — ¢ por lo que —t € D))
y entonces 0;(p) € M_;. Con esto tenemos que 0;(M;) C M_,. La regla de composicién ya
demostrada nos dice que 0_; o §; = Idys,. Con un razonamiento idéntico, intercambiando
los papeles de t y —t, tenemos que 6; o 0_; es la identidad en M_4, lo que completa la
prueba. O

A.2. Derivada de Lie, generalizaciéon y propiedades

A partir de ahora, gracias al teorema dado un campo vectorial X podemos hablar
con propiedad del flujo generado por X o, simplemente, el flujo de X. Es con esta
nocién con la que definimos la derivada de Lie de un campo vectorial Y respecto de
otro campo vectorial X. Sea 0 el flujo de X. La derivada de Lie de Y respecto a X denota
por LxY y se define, para cada p € M, como

d
(LxY), = @, ((0—t)s,0,(p)) Yo, ()

donde (0_¢),g,(p) s la aplicacién tangente de 6_; en 0;(p).

Lema A.2.1. Sean M una variedad diferenciable y X,Y campos vectoriales en M. En-
tonces (LxY'), existe para todo p € M y LxY es un campo vectorial en M.

Demostracion. Sea 0 el flujo de X. Para un p € M cualquiera, consideramos (U, ¢) una
carta que contengan a p. Sea Jy un intervalo abierto que contenga a 0 y a un subconjunto
abierto Uy C U que contenga a p tal que # mande Jy x Uy a U. Para (t,q) € Jy x Uy,
escribimos las coordenadas locales de 6 como (6'(t, q), ..., 0" (¢, q)). Entonces para cualquier
(t,q) € Jo x Uop, la matriz de (0_¢),9,(q) ©s ((gz;)(—tﬁ(t,q)))m, donde i son filas y j
columnas. Por tanto,

" 00 : 9
(O—t)w0,(0) Yor() = ”z_:l o7 (1 0L )Y (0(t,0) 5 g

donde Y7 es la componente j-ésima de Y. Como ¢ y Y7 son funciones diferenciables,
el coeficiente de cada %L] es diferenciable en (t,¢q). Por tanto, (LxY),, que se obtiene
de derivar esta expresién respecto de t y tomar ¢t = 0, existe para cada q € Uy y es
diferenciable. O
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Teorema A.2.2. Sean M una variedad diferenciable y X,Y campos vectoriales en M. Se
cumple que LxY = [X,Y].

Demostracion. Sean X,Y como en el enunciado y consideramos R(X) C M el conjunto
de puntos p tales que X, # 0. Claramente R(X) debe ser abierto en M por la continuidad
de X y su clausura es el soporte de X. Ahora veremos que (LxY), = [X,Y], para todo
p € M, consideraremos tres casos.

Caso 1.- Sea p € R(X). En este caso, podemos escoger coordenadas locales ¢(q) =
(ut(q), ...,u"(g)) en un entorno U de p tales que X = ﬁ En estas coordenadas, el flujo
de X es 0,(q) = (u'+t,u?, ...,u"). Para cada t, la matriz (6_ t)x,0,(q)> €N estas coordenadas,
es la identidad. Por tanto, para cualquier ¢ € U,

(0-1)0.0)Yor(a) = (O-)rue) (VI (' + 1,07, u™)) o
0c(q) =1

Con esto, usando la definiciéon de derivada de Lie, tenemos
S 2
8u1 o |,

Por otra parte, la expresion en estas coordenadas de [X, Y] es

(EXY)q = Z

J=1

d(YI(u! +t,u?,...,u"))
dt auj

SNY:) C YD CA N ) E .
‘7:

ij=1
Y con esto es claro que tenemos la igualdad que buscdbamos.

Caso 2.- Sea p € supp(X). Como supp(X) es la clausura de R(X), tenemos que la igual-
dad buscada se cumple por continuidad de ambos operadores.

Caso 3.- Sea p € M\supp(X). En este caso X = 0 en un entorno de p. Por esto, el flujo
0y es la identidad para todo t € R. Esto nos dice que d(0—)g,(p)(Ys,(p)) = Yp por lo que
(LxY), = 0. Por otra parte, para ver que [X,Y], = 0 no hace falta mas que usar la
definicién de corchete de Lie. O

El siguiente corolario viene dado por las propiedades del corchete de Lie.

Corolario A.2.3. Sea M una variedad diferencial y sean X,Y,Z campos vectoriales en
M. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. LxY = —-LxY

2. Lx|Y, Z] = [LxY,Z] + [Y, Lx Z]

3. Lixy)Z =LxLyZ — LyLxY

4. Si g€ F(M), entonces Lx(gY) = (Xg)Y + gLxY

Antes de ver cémo se generaliza esta definicién a campos tensoriales, debemos mencionar
una nocién relacionada con estos ultimos: su 'pullback’. Sea F' : M — N una aplicacién
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diferenciable. Sea p € M un punto y sea A un k-tensor covariante en N, definimos el
pullback de A a través de F' como el tensor (F*A), = I (Ap(y)), donde

Fy(App) (X1, Xi) = Apg) (Fap(X1), s Fip(Xy))

para cualesquiera X7i,..., X} € T,M. Por definicién es obvio que el pullback conmuta
con el producto tensorial, es decir, que F*(A ® B) = F*A ® F*B. Ahora, sea X un
campo vectorial en M, sea € su flujo. Sea A un tensor covariante en M, definimos la
derivada de A respecto a X, denotada como Lx A, como

d *
(ExA) = | 64

Ver que esta derivada de Lie de A respecto a X existe siempre y es un campo tensorial
(diferenciable) en M es andlogo a la demostracién del lema

Proposicion A.2.4. Sea M una variedad diferenciable y sea X un campo vectorial en
M. Dados f € F(M), un 0-tensor en M, y A, B tensores covariantes en M, se cumplen
las siguientes afirmaciones:

1. Lx(f) = X(f)
Lx(fA)=(Lxf)A+ fLxA
Lx(A®B)=(LxA)® B+ A® LxB

™ e e

Sean X1, ..., Xi campos vectoriales en M y A un k-campo tensorial,

ﬁx(A(Xl, ,Xk)) = (ﬁxA)(Xl, ,Xk) + A(ﬁxXl, ceey Xk) + ...+ A(Xl, ...,ﬁxXk)

Demostracion. Sea 0 el flujo de X. Para cualquier funcién f € F(M) por definicién tene-
mos que

0; f(p) = f(0:(p)) = f o 0P (2)

Por tanto la definicién de Lx (f) se reduce a la derivada respecto de t de fo#®)(t). Como
0P es una curva integral de X,

d

= G|, 7000 = 07 (0) = di(Xy) = X))

(Lx f)(p)

Con lo que tenemos la primera afirmacion. La demostracion de las otras tres afirmaciones
se puede hacer de forma similar a la demostracién del teorema Sea p € supp(X),
sean (u’) coordenadas locales en un entorno U de p tales que X = 5,7+ Con esto tenemos
que la actuacién de L£x no es mas que la derivada parcial respecto de u' en los coeficientes
del campo tensorial sobre el que se aplica, por lo que estas propiedades no son mas que la
regla de Liebnitz. Por continuidad, estas relaciones también son ciertas en la clausura del
soporte de X. Fuera de ese conjunto se cumplen por ser 6 trivial. ]

Corolario A.2.5. Sean X un campo vectorial y A un k-campo tensorial covariante. En-
tonces para cualesquiera campos vectoriales X1, ..., X se cumple

(LxA) (X1, o Xi) = X(AX1, ooy X)) —A(X, X1], Xy ooy Xpo) oo — A(XT, ooy X1, [X, X2)

Demostracion. Tan sélo hay que despejar (Lx A) (X7, ..., Xi) en la afirmacién 4 de la pro-
posicién y sustituir Lx (A(X1,..., X)) por X(A(X1,..., X)), usando la afirmacién
1 de la proposicién y LxX; por [X, X;] por el teorema O
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Corolario A.2.6. Sea f € F(M), entonces Lx(df) =d(Lxf).

Demostracidn. Usando el corolario tenemos que, para cualquier campo vectorial Y,

(Lxdf)(Y) = X(df(Y)) = df([X,Y]) = X (Y (f)) - [X,Y]f
— X(Y(f) - (X(Y(f) - Y(X())) = Y (X(f)
= d(X (M) = d(Lx ))(Y)

O]

Proposicion A.2.7. Sean M una variedad diferenciable, X un campo vectorial en M y
w,n € QY(M). Entonces

Lx(wAn)=(Lxw)An+wA(Lxn)

Demostracion. Por la definicion de Lx resulta obvio que conmuta con la suma y el pro-
ducto por constantes en R. A esto le anadimos la afirmacién 3 de y la igualdad del
enunciado es directa a partir de la definicién del producto exterior. ]

Teorema A.2.8. Sean M una variedad diferenciable, X un campo vectorial en M y w
una k-forma en M. Se cumple que

Lxw =ix(dw)+d(ix(w))
donde recordemos que ix(w) € QF~Y(M) se define como
x (W) (X1, Xpo1) = w(X, X9, 00, Xi1)
para cualesquiera campos vectoriales X1, ..., X en M.

Demostracion. Procederemos por induccién. Para el caso con k£ = 0 tenemos

ix(df) +d(ix(f)) = ix(df) = df (X) = X (f) = Lx(f)

que es lo que queriamos. Ahora sea k > 1 y supongamos que la afirmacion es cierta para
(k — 1)-formas. Sea w = Y ;wrdz™ A ... A dz’* donde I es un conjunto de multi-indices.
Escribiendo v = 2% y 8 = wrdz® A ... A dz* tenemos que cada sumando de w se puede
escribir como du A 3, donde u es una func10n diferenciable y 3 es un (k — 1)-forma. En el

corolario vimos que Lx(du) = d(Lxu) = d(X(u)). Por esto,
Lx(dunp)=(Lxdu) \AB+dul (LxpB)=d(X(u))AB+dun (ix(dB)+d(ix(B)))

Por otra parte, usando que ix(du) = du(X) = X(u) y las propiedades bésicas de los
productos exterior e interior, tenemos que

ix(d(dunB))+d(ix(dunB) = ix(—dunB)+d(X(u)B—dun(ix(8)))
= —(X(w)dB+duA (ix(dB)) + d(X (u)) A B+
+(Xu)dB + du A d(ix(B))

Cancelando los términos (X (u))df entre si tenemos la igualdad con la expresién desa-
rrollada previamente. Como tanto Lx como d y ix conmutan con la suma, tenemos la
afirmacion del enunciado. O
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Corolario A.2.9. Sean X un campo vectorial y w una forma diferencial,
Lx(dw) = dLx (w)
Demostracidn. Tan sélo hay que usar el teorema[A.2.8]y el hecho de que dod = 0.
Lx(dw) = ix(d(dw)) + d(ix(dw)) = d(ix (dw))

dLx (w) = d(ix (dw)) + d(d(ix (w))) = d(ix (dw))

47
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