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Resumen

La geometria tropical compleja dispone de una caracterizacién puramente tropical de los puntos singulares
tropicales de orden al menos k de una hipersuperficie. En este trabajo se presenta este resultado de forma
detallada. En el caso de la geometria tropical real existe una caracterizacién de punto singular tropical.
Ademis, hasta ahora en el caso real no existe una definicién de semianillo tropical real con la que trabajar.
Se propone una reformulacion de la estructura algebraica de semianillo tropical real y proporcionamos en este
caso una caracterizacién de puntos singulares tropicales reales de orden al menos k de una hipersuperficie.

Palabras clave: Geometria tropical, geometria tropical real, tropicalizacion, derivadas de Euler, singu-
laridades.

Abstract

A purely tropical characterization of tropical singularities of order at least k of an hypersurface is already
known. In this report is showed this result in detail. In the real tropical geometry case, there exists a cha-
racterization of tropical singular point. However, up to now, in this case there is not a notion of real tropical
semiring to work with. We propose a reformulation of the algebraic structure of real tropical semiring and
provide a characterization of real tropical singular points of order at least k of an hypersurface.

Key words: Tropical geometry, real tropical geometry, tropicalization, Fuler derivatives, singularities.
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Introduccion

La geometria tropical es una de las ramas mas recientes de las matematicas, con aplicaciones en otras
ramas de la misma, por ejemplo en la resolucién de problemas de optimizacién, como puede verse en [6].

Se puede estudiar los objetos de la geometria tropical desde distintos puntos de vista. Por ejemplo las
curvas pueden considerarse objetos combinatorios, grafos que cumplen una condicién de balance en cada uno
de sus vértices. O bien se pueden estudiar como degeneraciones de amebas, mediante un proceso de paso al
limite. Las amebas son subconjuntos del plano real con forma aparentemente similar a las llamadas amebas
en biologia. O bien se pueden estudiar como soluciones a polinomios con coeficientes en un semianillo idem-
potente [9]. Esta ultima es la aproximacién que tomaremos en esta memoria. En adelante haremos referencia
a los resultados de la geometria algebraica sobre un cuerpo algebraicamente cerrado con el apellido clasico.

Se han traducido exitosamente resultados clasicos a la geometria tropical, como pueden ser el teorema
de Bezout sobre intersecciones de curvas o el teorema fundamental del dlgebra [11]. Sin embargo, en muchas
situaciones se deben adaptar los enunciados y conceptos clasicos. Enunciados de un teorema en geometria
algebraica clasica pueden no ser equivalentes en geometria tropical, siendo idénticas, sin embargo, la moti-
vacién geométrica o las ideas subyacentes a las demostraciones. En esta linea se enmarcan los objetivos del
trabajo. En nuestro caso proporcionamos una caracterizacion puramente tropical de los puntos singulares
tropicales de orden superior.

En este trabajo estudiamos el concepto de solucién singular de un polinomio, que hasta el momento en el
caso tropical solamente se ha considerado ligado a una singularidad clésica. Todavia no existe una definicién
buena de punto singular de una variedad tropical. Se ha estudiado el caso de hipersperficies en [3] y [12] ¥y
son estos los resultados que estudiamos y generalizamos.

Por ello presentamos previamente las bases de la geometria tropical compleja y de la geometria tropical
real extendida, de hecho, esta tltima la formulamos en si misma en el trabajo ya que no existia hasta ahora.
Si bien es cierto de que algunas estructura similar existe, en la que se habla de ghost element [7] en referencia
a los elementos que aqui llamaremos elemento con signo cero.

En lineas Generales. Hemos diferenciado el texto en dos mitades. En la primera trabajamos en lo que
llamamos la geometria tropical compleja, que es la més usual en la literatura. En la segunda mitad adaptamos
los resultados a lo que hemos llamado geometria tropical real extendida.

De forma Detallada. Dedicamos el Capitulo 1 a una breve introduccién y recopilacién de definiciones,
ilustradas con ejemplos, de los conceptos bésicos en geometria tropical compleja, que necesitaremos méas
adelante, para el tratamiento algebraico.

En el Capitulo 2 caracterizamos los puntos singulares de orden k de una hipersuperficie tropical com-
pleja. Este resultado aparece en [1] pero ampliamos y detallamos las demostraciones. En las Secciones 2.2
y 2.3, también incorporamos algunos otros resultados de los que nos valemos para extender el Teorema de
Caracterizacion. En [12] se define la nocién de derivada de Euler, que es la nocién correcta de derivada de
un polinomio tropical. Sin embargo, para derivadas de orden superior, la derivada de Euler dada en [1] no
se comporta del todo bien, las autoras dan una equivalencia a lo que nosotros hemos llamado Derivada Eu-
leriana, que se comporta mejor que la derivada de Euler para el caso de singularidades de orden k y parece
ser la definicién correcta de derivada de orden superior.

En el Capitulo 3 comenzamos con la parte de geometria tropical real. En [12] se introduce una nocién
de polinomio tropical real y cero de un polinomio tropical real, asi como la definicién de punto singular (de
orden al menos 2). En este contexto cada elemento tiene asociado un signo adicional a® o a~ de manera que
la suma y el producto de elementos positivos es positivo. Sin embargo, se encuentra al tener que resolver la
suma a™ 4+ a~, que no esté definida, por lo que no se estd trabajando en un semianillo y polinomios no son
realmente polinomios.



Los Capitulos 4y 5 son los andlogos en el caso real a los Capitulos 1y 2del caso complejo, respectivamente.

En el Capitulo 4 presentamos una aportacién original, lo que hemos denominado semianillo tropical real
extendido. Esta definicién estd inspirada en la geometria tropical con elementos ghost [7] y resuelve algunos
de los problemas que presentamos en el Capitulo 3. Mas concretamente resolvemos a® + a~ anadiendo un
signo: a’. Con esto conseguimos también dotar de una estructura de semianillo al conjunto de polinomios y
definir la raiz de un polinomio de forma més sencilla: p es raiz de f si el signo de f(p) es cero.

Finalmente, en el Capitulo 5 adaptamos el teorema de caracterizacién de puntos singulares tropicales
de orden al menos k dado en el Capitulo 3 a la geometria tropical real extendida que hemos definido en el
capitulo anterior. Aunque el enunciado es el mismo, las herramientas que necesitamos para su demostracién
son diferentes.

En definitiva se trata de un texto completamente autocontenido. Ademaés, contiene aportaciones propias,
como son la definicién derivada Fuleriana, el semianillo tropical real extendido y el Teorema de Caracteriza-
cion de puntos singulares tropicales reales de orden al menos k.



Capitulo 1

Geometria tropical compleja

En este capitulo damos las definiciones y resultados béasicos de la geometria tropical.

1.1. El semianillo tropical

Definicién 1.1. Un conjunto no vacio R dotado de dos operaciones internas, (R, +,-) se dice seminanillo
si (R,4) y (R,-) son monoide conmutativo y monoide respectivamente. La multiplicacién es distributiva
respecto de la suma. Y el elemento neutro de la suma anula R.

» (R,+) es un monoide conmutativo.
¢ Propiedad distributiva: a + (b+¢) = (a +b) + c.
e Elemento neutro: a + 0g = 0gr +a = a.
e Propiedad conmutativa: a +b =b + a.
» (R,-) es un monoide.
e Propiedad distributiva: a- (b-¢) = (a-b) - c.
¢ Elemento identidad: a-1g = 1g - a = a.
= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma.
a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)ra=b-at+c-a
s Ogp anula R: Og-a=a-0r = 0g.

Ademss, si se verifica la condicién de idempotencia: a +a = a para todo elemento del anillo (Va € R); se dice
que es un semianillo idempotente.

Definicién 1.2. El semianillo tropical (o min-plus) se define como el conjunto de los niimeros reales ampliado
con el infinito: T = R U {+o0}; dotado de las dos operaciones de adicién y multiplicacién tales que
(T,®,0) = (RU {0}, min, +) es semianillo.

x &y = min{z,y} rOy =zx+y (1.1)

La suma tropical, &, se define como el minimo de los valores con los que se opera y el producto tropical,
®, se toma como la suma convencional de los dos elementos involucrados. El elemento neutro de la suma
tropical es Op = 400 y la identidad del producto tropical es 1t = 0.

En las operaciones con el elemento infinito se toman las convenciones usuales.
@ (+0) = (+oo)dx = x 2O (+00) = (+0)©x = 400

Observacion 1.3. En la literatura se emplea indistintamente el semianillo maz-plus, (R U {—o0}, max, +), o el
min-plus como semianillo tropical. Por lo que se suele especificar inicialmente con cual de las dos definiciones
se estd trabajando. Esto no supone ningun problema ya que ambos semianillos son isomorfos bajo la aplicacion
T — —x.

En este trabajo emplearemos el convenio min-plus tanto en los enunciados como en las demostraciones
de los resultados. Aunque las figuras las realizaremos siguiendo el convenio maz-plus, ya que presenta ciertas
ventajas, especialmente en el caso real.



Definicién 1.4. Se llama monomio tropical en las n variables wy,ws, ...,w, y coeficiente a; € R, dénde
i = (i1,12,...,1,) € N, a la expresién formal

Qi ig,... in) @ wil O] wéz ©...0 wfl".
Usaremos una notacion abreviada en términos de multiindices
& OW = gy i) © W' OWE O ... Ow.
Se llama polinomio tropical a la suma formal finita de monomios tropicales

f=Paow; aeR Vicd (1.2)
i€A
dénde A € N” es el soporte de f. Si A = () entonces f = +oo. El conjunto de los polinomios en las variables
Wi, ,wp es Tlwi,...,wy]. Con la suma y producto habitual T [wy, ..., w,] es semianillo idempotente.

Ejemplo 1.5. Presentamos varios casos de polinomios tropicales distintos: los dos primeros en una variable
y los tres siguientes en dos. En el primer ejemplo citamos el grado de un polinomio, en el sentido habitual,
como el mayor de los grados de los monomios, y escribimos polinomios generales de cierto grado en una
variable; en el segundo particularizamos en un polinomio de soporte dado; en el tercero, indicamos el soporte
de un polinomio en dos variables; en el cuarto mostramos detalladamente como se realizan las operaciones
tropicales entre polinomios; y en el ultimo se damos un polinomio que seréd de interés en el estudio de puntos
singulares al final del trabajo.

1 Dado un polinomio tropical general en una tinica variable w de grado n entonces
n
fa = @aﬂbwl = P OWwd...0a, Ow™ € Tlw];
i=0

dénde «; € R para todo ¢ (0 < ¢ < n). O bien, si no aparecieran todos los monomios de grado 0 a n,
consideramos f; un polinomio tropical de soporte A = {i1,...,4q,} C {0,1,...,n} con i; = n para algin
subindice j, 1 < j < n, entonces

d

i = @O&iQWi = @aij Owh = i, O wh D...0w;, Owl e Tw] .
icA j=1

Y si aplicamos la expresién de las operaciones en términos cldsicos, es decir, segin Fc. (1.1)

fo = minjea{o;+i-w} = min{a;, +41 -w,...,q;, +i-w} , o0 bien,
fo = min_ {a; +i-w} = min{ag, 01 +w,...,an +n-w}.

Se tendria asi una funcién definida a trozos por el minimo de r, a lo sumo n, funciones lineales de
pendiente i; € {i1,...,%,} y ordenada en el origen a;, € R.

11 Sea en particular un polinomio tropical en 1 variables (w) con soporte A = {0, 1}, es decir, con respecto
al caso general d = 2, i1 = 0 e i = 1. Podemos tomar por ejemplo

f=00wdl € Tw].
111 Damos un polinomio tropical en 2 variables: wy,ws. En este caso de soporte A = {(0,0),(1,0),(0,1)}.

f=2000w ®10w € Tlwy,ws]

1v Dado un polinomio tropical f su potencia j-ésima tropical serd fI = fo--- @7 f.
Tomamos el polinomio del punto anterior, entonces
o= fof
= 2000w ®1lOwW)O2A0O W ® 10O ws)

202000w1D1OwW)B0CW OR2AICW DL1OW)PLlOW O 2D0C0wW; & 1O ws)
= 1920w B3QwW B0OWIB1OwW Ow, B2 w;.



v Serd de interés el polinomio fr € T [wy,ws].
fr = 5000w B00wWP0OW B1OW OWwrB0OWs 20w B0OWI Owr B0OW; Ows B0OwWs € T [wy,ws)
fr es un polinomio tropical de grado 3 en 2 variables con soporte

A = {(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),(3,0),(2,1),(1,2),(0,3)}.

Ejemplo 1.6. Sea j € N un ntimero natural entonces f = (w1 @ ws)’ € T [w1,ws] es un polinomio tropical en
2 variables que en su expresién tropical ha de entenderse como f = (0®w; ® 0 wy)’. Si hacemos uso de
las operaciones convencionales que describen las operaciones tropicales, Ec. (1.1), se encuentra que la curva
que determina f es la misma que la que describe f =00 w{ 00O w% = w{ <) w%.

Aunque existen otros pares de polinomios que presentan la misma relacién, hemos dado este ejemplo ya
que se encuentra en varios articulos, como por ejemplo [6] dénde es conocido como Freshman’s Dream.

En adelante tomaremos de forma habitual la notacién con multiindices, como hemos considerado implici-
tamente en el Ejemplo 1.5. Suponemos i = (i1,...,i,), w = (w1,...,wn) y » = (p1,-...,Dn), entonces
wh = Wit Wi e ip = 1p1+...0nPn.
Ademds hablaremos de polinomio tropical complejo en referencia a un polinomio segin Ec.(1.2) y del mis-
mo modo usaremos indistintamente el término raiz tropical compleja para hacer referencia a lo definido a
continuacién como raiz tropical. En ocasiones también empleamos el término cero tropical.

Definicién 1.7. Dados un polinomio f = @, 4 © wt € Tlwi,...,w,] y un punto p € T" entonces la
evaluacion f(p) es el minimo con i € A de «o; + ip.

Definicién 1.8. Dado un polinomio tropical, f = @,. 4 @i © w' € Tlwy,...,wy] de soporte A C N™, se
llama raiz tropical de f a un punto p € R™ tal que 35, k € A dos indices distintos tales que en los monomios
asociados se alcanza el minimo en p, es decir, en f(p) el minimo se alcanza al menos dos veces.

Observacion 1.9. Dado un monomio general segtn la Definicion 1.4 empleando las operaciones convencionales
con las que se definen la suma y el producto tropical (Ec. (1.1)) tenemos que todo monomio tropical se
corresponde con una funcién lineal.

GOW OWRO... 0w = a;Fir Wit ...ty Wy
Y por tanto un polinomio tropical segin Fe.(1.2) en el que |A| = r se corresponde con el minimo de r

funciones lineales, las que determinan cada uno de los monomios. Es por este motivo que en definitiva se
reconocen las raices de un polinomio f como los puntos dénde f no es diferenciable y dichos puntos son los que
verifican la condicién dada en la Definicion 1.8, pudiéndose expresar dicha condicién mediante las siguientes
expresiones: dados 4, j, k como multiindices, es decir, i = (i1,...,in), 5 = (1,---,Jn) ¥y k& = (k1,..., kn)
se tiene que p € R"™ es raiz tropical de f, siendo f polinomio tropical segun la Definicion 1.4, si verifica

A continuacién damos la definicién de hipersuperficie en geometria tropical.

Definicién 1.10. Se define la hipersuperficie tropical de un polinomio tropical no nulo f = @, 4 & © wt €
T [wi,...,wy] de soporte A C N como el conjunto de raices tropicales de f, se denota por T (f) y puede
describirse como

T(f) ={peR"|JjkecA, j#ktalque f(p)=a;+j-p = ax+k-p}.

Finalmente mostramos cudles serian las hipersuperficies tropicales que determinan los polinomios dados
en el Ejemplo 1.5. Ademds, aprovechamos para aplicar varias estrategias para su obtencién.

Sistema de inecuaciones. Tal y como indicamos en la Observacion 1.9, podemos escribir el polinomio
tropical como una igualdad y un sistema de inecuaciones de cada caso posible. Siendo dichos casos
dependientes del par de monomios que se consideren iguales.

Diagrama de Newton (1 variable). Dado un polinomio tropical en una variable: f = @,c 4 @ © wt €
T [w]; se llama diagrama de Newton al conjunto N(f) = {(i,a;)|i € A} C R2. Entonces, p € R es
una raiz tropical de f si y solamente si —p es pendiente de la envolvente convexa inferior de N(f).



Poligono de Newton (2 variables). También llamado subdivisién regular de Newton. Permite dibujar
cualquier curva tropical conocido su poligono de Newton asociado e igualmente conocida la curva es
posible asociarle el poligono de Newton que le corresponde. En la literatura encontramos que ambos
objetos, curva tropical y subdivisién regular, se duales. En la préactica, las aristas de la subdivisiéon
son perpendiculares a los rayos que determinan la curva tropical [6]. El grafico obtenido para un curva
tropical como dual de la subdivision regular se corresponde con la curva tropical sobre el dlgebra
maz-plus.

Ejemplo 1.11. Hallamos las raices de los polinomios tropicales dados en el Ejemplo 1.5y con ello determinamos
las hipersuperficies tropicales de cada polinomio tropical.

1 Dados
fo = Big i 0w’ € Tlw] y fo = Pieq @i Ow' € Tw]

entonces
N(fa) = {(0,0&0),(1,051),...,(n,Oln)} y N(,fb) = {(ilaail)w"a(i?"yah)}'
Tomamos los siguientes casos particulares

fo = 6040wd30wWd50wWwd20w 30w e40wWt P60 W’
N(fa) = {(0,6),(1,4),(2,3),(3,5),(4,2),(5,3),(6,4),(7,6)}

fr=6040wd30wW?R20w P40 B60OWT
N(fy) = {(0,6),(1,4),(2,3),(4,2),(6,4),(7,6)} .

Para estos dos polinomios obtenemos 7T ( fa) = T (fy) a pesar de que tratarse de distintos polinomios,
es decir, distintos diagramas de Newton: [V ) # N(fp). Sin embargo, ambos diagramas determinan la
misma envolvente convexa inferior (Figura 1 1.2).
Q Qs
L
L]
012345674 012 4 674
Figura 1.1: Diagrama de Newton del polinomio f,. Figura 1.2: Diagrama de Newton del polinomio fj.

Haciendo uso de la relacién dada entre diagrama y raices tropicales concluimos 7 (f,) = {2,1,1/2,—1,—-2}.

@ 6 w+4 2w+3 3w+d dw+2 bw+3 bw+4 Tw+6 | f,(@)
2 6 6 7 11 10 13 16 20 6
1 6 5 5 8 6 8 10 13 5
126 9/2 4 13/2 4 11/2 7 19/2 4

116 3 1 2 -2 -2 -1 -1 -2
-2 16 2 —1 -1 —6 -7 -8 —8 —8

Cuadro 1.1: Evaluamos el polinomio f, en las raices, @, obtenidas del diagrama. La tabla del polinomio f;
serd esta misma sin las columnas 3-w+5y 5w + 3.

IISea f = 00w®1 = min{w,1}, se trata de un caso sencillo en el que mismamente representando
ambas funciones lineales (y; = w, y2 = 1) encontraremos el dnico punto de interseccién w = 1 (Figura
1.8). Entonces T (f) = {1}.

m Sea f = 2000w ®1Owy = min{2,w;,ws + 1} si empleamos las inecuaciones para determinar
las soluciones tropicales del polinomio. Las condiciones planteadas a la izquierda quedan resueltas a la



derecha.

(1,1)

(AJQ:I

w1:1

Figura 1.3: Representamos el grafo del polinomio tropical f =00 w & 1.

&
|

QJQ+].

wo +1
wy +1
2
2

= 4 — (2,1)

< 2 — (wl,wl—l) wo <1
< wo + 1 — (2,&)2) wy > 1
< w1 — (wl, 1) w1 > 2

IV Seag = 4@2®w1@3®w2@0®w%€91®w1®w2€a2®w§ = min{4,2 + wy,3 4+ wa, 2wy, 1 + wy + wa, 2 + 2ws }.
Suponemos todas las combinaciones en las que el minimo se alcanza al menos dos veces. Segtun los
resultados obtenidos dibujaremos el poligono del Newton asociado a la curva tropical. Para ilustrar como
esbozar la curva facilmente como el dual de este. Vemos asi la relacién entre la curva obtenida mediante
mian-plus, Figura 1.4, y la obtenida en maz-plus, Figura 1.7.
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w1 w2 +1
2(.«.)1
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20.21
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20.21

w1 +w2 +1
2&)1

20.21
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-1
-1
-1

w1 +2,2w1, 1+w +w2, 2we + 2 — w2 =1
w2—|—3,2w1,1+w1+w2,2w2—|—2 — w1:2
w1 +2,we+3, 2w, 1 +w + w2 — wy =1
w1 +2,ws+3, 2w, 2w + 2 — w2 =3 —w
w1+2,w2+3,1+w1+w2,2w2+2 — w1:2
4, 2w, 14+ wi +ws2, 2ws +2 — wWo = W1
4, w1 +2,2w, 14w +ws — W2 =w1
4,&)14’2,2&.}1,2&)24’2 — w1:2
4, wi+2,14w +w, 2w+ 2 — wo = W1
4, we+3, 2w, 14+w +ws - w2 =wi
4, w2+ 3, 2wr, 2wz + 2 — wy =1
4, we+3,2w2+2, 14w +ws — w1 =2
4, w1 +2, w2+ 3, 2w — W2 = W1
4w +2,we+3, 14w +ws — W2 = w1
4, w1 +2,ws+3, 2wa +2 — wo = W1

w1
w1
w1

w122
CUQZl
w122
:2,&)2:1
CUQZl

:2,01)2:1
:2,(4)2:1
w2:1

:2,w2:1
<2,w2 <1
w1:2
w221
<2, wy
<2, w2
<2, w2
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1
1
1

Una vez considerados todos los casos hemos encontrado hasta 4 soluciones distintas: 3 semirrectas con
punto comun (2,1).

Rayo vertical
w1 = 2
w2 Z 1

Rayo horizontal
Wo = 1
w1 2 2

Rayo oblicuo

Punto comun

w2:w171 W1:2
w1 <2,w2<1 wy =1

Las soluciones obtenidas se corresponde con la curva tropical que se representa en la Figura 1.4.

A

Figura 1.4: Curva tropical compleja g (obtenida con el minimo).

Como ultimo término por establecer para llevar a cabo la parte compleja del trabajo daremos la definicién de
punto singular tropical, sin embargo, para ello es preciso antes definir el concepto de tropicalizacion [Seccién

1.2].
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Figura 1.5: Poligono de Newton de Figura 1.6: Curva tropical asociada Figura 1.7: Curva tropical compleja
g. a g sobre el poligono de Newton A4. asociada a g (con el méximo).

1.2. Tropicalizacién

En esta seccion relacionamos los polinomios sobre el cuerpo de series de Puiseuzr con coefientes complejos,
K = C{{t}}, y los polinomios tropicales. Algunas de las propiedades de este cuerpo son las siguientes.

Cada elemento a € K\ {0} = C{{t}}\ {0} es una serie de potencias formal en la variable ¢ con
exponentes racionales. Es posible escribir a una suma en ¢ para indices enteros ¢ € Z desde uno dado, [ € Z,

a = Zaiti/N a#0 (1.3)
i=l

dénde a; € C son coeficientes complejos, a; # 0 y los exponentes, i/N € Q, son racionales con denominador
comun (N € N). Ademds, se llamard a aj € C* coeficiente principal, escribiéndose Pc(a) = ay.

K es un cuerpo alebraicamente cerrado de caracteristica 0.

Se puede dotar a K de una valoracién, es decir, una aplicacién v : K* — Q C R tal que dados a, b € K*
se cumplen las relaciones v(ab) = wv(a) + v(b) y v(a +b) > min{v(a), v(b)}, si a + b # 0. Generalmente, se
suele ampliar la valoracién a K definiendo v(0) = 4o00. Consideraremos aqui la aplicacién que envia cada
elemento aK* al menor exponente de los términos de la serie (Ec. 1.3), es decir, v(a) = [/N.

Es conocido de la teorfa de valoraciones que C{t} = {a | v(a) > 0} U {0}, el anillo de valoracién, es un
anillo local de maximal m = {a | v(a) > 0} U {0}. Entonces el cociente C{t}/m ~ C es el cuerpo residual
que, en este caso, es también de caracteristica 0.

Definicién 1.12. Sea a € (K*)" con K = C{{t}}, entonces definimos la aplicacién tropicalizacién como
aquella que asigna a cada a € K" la valoracion componente a componente. Se denota por trop.
trop (K*)" — T

a=(ar,. ..an) — trop(a) = (v(a),...,v(an)) (1.4)

Por lo general, también se asigna el nombre de tropicalizacion a la asociacion de curvas, hipersuperficies
o variedades tropicales desde curvas, hipersuperficies o variedades algebraicas, respectivamente, mediante
procesos que degeneran su estructura.

Definiciéon 1.13. Se llama tropicalizacion al proceso de asignar a una variedad algebraica un complejo
poliédrico que conforma su variedad tropical asociada.

En geometria algebraica operamos generalmente con ecuaciones que determinan las variedades, por ejem-
plo mediante polinomios en n variables como F'.

. ; .
F = g a;x’t = g Aiy,i) - € Klzg, oo, 2]
€A (7;1,..471'”)614

Entonces obtendremos la tropicalizacidn de F', que denotamos trop (F'), empleando la aplicacién de la Ec.(1.4)
sobre los coeficientes de F'y sustituyendo las operaciones suma y producto convencionales por las tropicales.
Segun esto f = trop (F) vendrd dado como

f = trop(F)
= @D;catrop(a;) ©w'

= D inea (@, i) © Wil ©... 0w



Ademsds, si empledsemos la definicién de las operaciones tropicales de la Fe.(1.1)
foo= ming, ioea{v(ag,,. i) +itws + . A inwn )

Ejemplo 1.14. Damos polinomios F' € K|zy,...,x,], recordando K = C{{t}}, tales que la tropicalizacidn
de los mismos se corresponda con los polinomios tropicales complejos dados en el Ejemplo 1.5.

1 Dados
fa = Bip @i 0w’ € T[w] o fo = Picq i ©w' € T
entonces
Fo = Y o(ait™)z’ ; dénde a; € C* y Fy, = > ca(ait*)z’;  dénde a; € C*

verifican trop (F,) = fo y trop(Fy) = fb.
11 Sif=00wa®1 entonces
Fi = 27z — 10t Fy = o +t+22+38, y Fy = —10z + 2020t + t7
verifican trop (Fy) = trop (Fz) = trop(F3) = f.
111 Damos F € Kz, 2] tal que trop (F) = f = 2000w ® 10O wa:

F = t2+$1+tl‘2.

v Buscamos G € K[z, 29] tal que trop(G) = g = 4020w 30w 00wl P10 w; Owr 206 ws,
entonces recordando que ¢ = f? podemos comprobar que

G = F? = t* + %21 + 28300 + x% + 2txi1x0 + t%% € Kz, zo]

verifica trop(G) = trop(F?) = f2.
Sin embargo, existen otros polinomios, H # G, tales que su tropicalizacion también es g. Por ejemplo,
H = £+ (t* = 13t°) a1 + (26° — 13t") o + 27 + (2t + 13¢%) zy2o + (£ + 13t%) 23 € Koy, 23].

v Paratrop(Fr) = fr = 5&00w; D00ws 00w B 10w OwsB0OwsB20w; B0OWT GweB0GOw; OwsB0OwWs
buscamos Fr € K[z1,z2].

Escribimos un polinomio general en 2 variables de grado 3
F o= 2 2 2 2 3 3
= agg + a10r1 + ap1T2 + 207 + a110172 + ap2Ty + a21T1T2 + A12T1To + azoq + ap3Toy ,

donde sabemos de los coeficientes del polinomio que, siendo series de Puiseux complejas, comienzan en
un orden concreto del pardmetro ¢ tal que el coeficiente asociado a ese término es no nulo.

agy = bgg - t° + *oo dénde #gg son términos en serie de Puiseux complejos de orden superior: agy =
Z?i5 bltl con by 7& Oy b € C.

Para los indices (7,7) € {(1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(2,1),(1,2)} tenemos a;; = b;; + *10 dénde *19 son
términos en serie de Puiseux de orden superior: a;; = Zfio bit! con by # 0y b € C.

Para los indices (i, j) € {(1,1), (0,3)} tenemos a;; = b;; + *;; dénde *;; son términos en serie de Puiseux
de orden superior: a;; = Zfil bit' con by #0y b € C.

aso = bsg-t2+x30 dénde *30 son términos en serie de Puiseux de orden superior, es decir, azy = 222 byt
con by #0y b € C.

Finalmente, ya podemos proporcionar la definicién del objeto de estudio del trabajo: punto singular
tropical de orden al menos k. Necesitamos antes la definicién bien conocida de punto singular.

Definicién 1.15. Sea F' € K|[zy,...,x,] un polinomio que define la hipersuperficie V(F) = {F = 0}. Se
dice que P € (K*)" es un punto singular de orden al menos k si F y todas las derivadas parciales de F' hasta
orden k — 1 se anulan en P.

Denotaremos Singy, (F') el conjunto de puntos singulares de orden al menos k del polinomio F'.



Definicién 1.16. Sea A C N" el soporte de un polinomio tropical f = ;.4 @ © wt € Tlwi,...,wn -
Dado p € T (f) se dice que es un punto singular tropical de orden al menos k si existen F € Kx1,...,2,]y
P € (K*)™ tales que trop (F) = f, trop(P) = py P es un punto singular de orden al menos k de la superficie
algebraica V(F).

Denotaremos S’ing,imp (f) al conjunto de puntos singulares tropicales de orden al menos k del polinomio

f.

La Definicion 1.16 la hemos obtenido como la extensién natural del caso de la definicién de punto singular
tropical dada en [3], dénde se trabajan singularidades simples. De hecho, es posible recuperar dicha definicién
desde la Definicion 1.16 considerando el caso k = 2.

Ejemplo 1.17. Recogemos del Ejemplo 1.14 el caso del polinomio G, dénde vimos F' = t% + x; + tag tal
que si G = F? entonces trop(G) = f2. De modo que, por construccién, toda raiz de G' ha de ser un punto
singular de {G = 0}. Esto lo comprobamos aplicando las definiciones, es decir, veamos que toda raiz de G es
un punto dénde las derivadas parciales se anulan.

= 2wy + 2wy + 2% = 2(wy +twa +12) =2G  FE = 2%wy + 2wy + 2% = 2t (tzy + 1 +17) = 2G

Sean por ejemplo dos raices de G: P = (—t2 +t,—1) y Q = (=2t%,t) tales que p = (1,0) = trop(P) y
qg = (2,1) = trop(Q). Entonces aplicando la Definicién 1.16 tendriamos que tanto p como ¢ son puntos
singulares tropicales de f2, simples en este caso. De hecho, se trata de un resultado esperado a partir de la
representacion de la hipersuperficie tropical 7 (g) que hemos realizado en el Ejemplo 1.14.
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Capitulo 2

Caracterizacion de puntos singulares
tropicales complejos

En este capitulo estudiamos si una hipersuperficie tropical es singular sin necesidad de calcular un poli-
nomio clésico en K [z1,...,z,] singular cuya tropicalizacién sea la hipersuperficie dada.

Esto ya se ha estudiado en el caso de una singularidad simple [3], alcanzando una caracterizacién pu-
ramente tropical. Ademds, se ha extendido al caso de orden superior, en [1]. En la Seccidn 2.2 daremos el
resultado necesario para formalizar dicha afirmacién (Proposicion 2.21).

A continuacién presentamos una serie de conceptos y resultados previos. Todos ellos orientados a reducir
el problema de la demostracién principal a la tropicalizacién de un espacio lineal.

2.1. Base tropical

En adelante se denotamos por I un ideal sobre el anillo de polinomios en n variables y coeficientes en
el cuerpo K, I C K{z1,...,2,] . Entonces, como es habitual, V(I) denota el conjunto de ceros del ideal. Es
decir,

V(I) ={PeK"|F(P)=0, Fel}.

Por otro lado, a partir de ahora también trabajamos con el conjunto dado por T (I), llamado tropicalizacion
de I, que se considera cémo la tropicalizacién del conjunto de ceros del ideal I, es decir,

TU) = {qeT"|qg=trop(P), PeV()} = trop(V(I)) (2.1)

Definicién 2.1. Sea I C K|[zy,...,2,] un ideal. Se llama base tropical de I a un conjunto generador finito
de I {Fy,....F,}talque T (I) = (,_, T (trop(F})).

En el libro de referencia de la Geometria Tropical, Introduction to tropical geometry [10], se enuncia y
demuestra el llamado Teorema Fundamental de la Geometria Tropical, en el Teorema 2.2 escribimos la version
del mismo que se adecuiia al contexto del trabajo.

Teorema 2.2 (Teorema Fundamental de la Geometria Tropical). Todo ideal I C K{[z1,...,zy,] admite una
base tropical.

De hecho, anteriormente Mikhail Kapranov enuncié y prob6 este mismo resultado restringido a hiper-
superficies, que se corresponde en definitiva como el caso base del Teorema Fundamental de la Geometria
Tropical, que escribimos en el Teorema 2.3 siguiendo nuevamente el contexto del trabajo.

Teorema 2.3 (Teorema de Kapranov). Sea I = (F) C K{z1,...,x,] ideal principal entonces {F} es una
base tropical.

Y a continuacién escribimos una version mas débil del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical,
dénde se incluye la hip6tesis de que sea I lineal y homogéneo (Proposicidn 2.9). Ya que estas condiciones son
suficientes para emplear el resultado posteriormente. De hecho, en la Proposicidn 2.10 vemos como construir
una base tropical de un ideal lineal homogéneo simplemente usando los llamados circuitos, que definimos a
continuacion.

Definiciéon 2.4. Sea F' € I no nulo y lineal homogéneo de soporte minimal entonces se dice que es un
circuito.
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Emplearemos varios lemas para detallar la demostracién de la Proposicion 2.9, que a su vez es la antesala
de la Proposicion 2.10. En particular, el Lema 2.5, se corresponde con el contenido més sencillo del Teorema
de Kapranov.

Lema 2.5. Sea K dotado de la valoracion v, que a su vez define la tropicalizacion trop. Sea F € K|x1,. .., x,]
un polinomio. Si & € (K*)™ es una raiz de F, entonces @ = trop(Z) es raiz tropical de f = trop(F').

Demostracién. Escribimos F = 3. 4 a; - x' € K[z1,...,2,] un polinomio de soporte A tal que trop (F) =
[ =@;cav(a;) ©w' es su tropicalizacién dénde podemos considerar f = min{v(a;) + iw}. Sea T € (K*)",
realizamos la prueba por contrareciproco. Supongamos que @ = trop(Z) no es raiz de f. En ese caso, el
minimo se alcanza una sola vez, es decir, existe un multiindice j en el soporte de F tal que v(a;) + jw <

v(ay) + kv Vk € A\ {j}. Tenemos entonces que v(F(z)) = v(>_a;-z") > min{v(a;) + i0}. Es conocido,
que para una valoracién v, si v(a) < v(83) entonces v(a+ ) = min{v(a),v(8)} = v(a)). En nuestro caso
tendremos v(F(Z)) = v(a;j-77) # oo. Entonces, F(Z) # 0y T no es raiz de F. |

Lema 2.6. Sean I un ideal lineal homogéneo tal que e; = (0,..., lj),...,O) e v{I), 7 : K" — K ! la
proyeccion que elimina la coordenada j-ésima y “por abuso de notacion” llamamos 7; a la misma proyeccion
de T en T"~'. Entoncesp € T (V(I)) sty sdlo si mj(p) € T (m;(V)), dénde V = V(I) N (K*)".

Demostracion. Seap € T (I) entonces existe un z € V tal que trop (z) = p. Claramente 7;(p) = trop (mj(x)) €
T (m;(V)).

Simj(p) € T (mj(V)) existird y € m;(V) con trop (y) = mj(p) y existe un z € V con mj(z) = y. Entonces
trop () y p solo pueden diferir en la coordenada j. Como e; € V para cierto A € K se cumple 2+ Xe; € V' y
trop (x + Xe;) = p. |

Lema 2.7. Sea I C K[xy,...,x,] un ideal lineal homogéneo y V. = V (I) N (K*)™ entonces
=0 < V() C{z; =0}

Demostracion. Si V = () entonces

Por lo que con V(I) C V(I)NV(x;) ya estaria.
Reciprocamente si V(I) {z; = 0} entonces todo z € V(I) serddelaformaz = (z1,...,2;-1,0,2j41,...,2x),
por ello V(I) N (K*)™ = [ ]

Por ultimo este lema se emplea durante el proceso induccién en el resultado principal.

Lema 2.8. Sea X = (2;5) € M, (K) una matriz singular tal que su tropicalizacion tiene ceros fuera de la
diagonal (recordamos que 0 es el neutro del producto tropical).

U(JJH) o --- 0 0
trop (X) = L :
0 0 -+ 0 v(zpn)
Entonces, existe al menos un indice k € {1,...,n} tal que v(xgx) > 0.

Demostracion. Aplicamos el Lema 2.5. Por definicién det(X) = 37, s 1(0) ;- Zio() (con las notaciones
habituales: S, es grupo diédrico de orden m, o una permuntacién e I(o) el indice de la permutacién).
Razonamos por reduccién al absurdo. Si v(z;;) < 0 para todo i entonces v ([Ti_; zii) < v ([T/2; %ir(i)) Para
todo o # Id y por tanto v(det(X)) = v ([}, zs) < 0 por lo que det(X) # 0. De lo que deducimos que existe
al menos un indice tal que v(zx;) > 0. |

Las Proposiciones 2.9y 2.10 las formulamos en base al Lema 2.2 de [2], en cuya demostracién se mantiene
una estructura clara dividida en dos partes, por lo que aqui decidimos formular dos enunciados distinguidos.
En la Proposicion 2.9 consideramos sélo la igualdad para la interseccion con formas lineales del ideal y en la
Proposicion 2.10 tomamos la restriccion a las formas lineales que son ademas circuitos.

Proposicién 2.9. Sea I € K|x1,...,x,] un ideal lineal homogéneo. Entonces

T() = N T (trop (L)).

L forma lineal en I

12



Demostracion. Razonamos por doble contenido. En primer lugar, es trivial que

TS () Trop(n).

L forma lineal en [

Dado p € T (I) entonces 3% € V(I) tal que p = trop(Z) y para todo F € I se verifica F(Z) = 0, luego
basta aplicar el Lema 2.5 a las formas lineales de I.
Pasamos a probar el otro contenido,

T(I) 2 N T (trop(L)).
L forma lineal en I
Realizamos la prueba por induccién sobre la codimensién del conjunto V- = V(I) N (K*)™. En particular, si
V = 0 entonces, por el Lema 2.7, V(I) C{z; =0} — z; € I.
trop (z;) =w;, T (trop (z;)) = T (w;) = 0, m T (trop (L)) = 0
Lel

Ya que no se puede alcanzar el minimo sobre dos monomios si solamente existe uno.

Suponemos en adelante V' # () y hacemos induccién sobre la codimensién de V: codim (V) = n—dim(V).
En el caso base, codim (V) = 1, tenemos que V es hiperplano (dim (V) = n—1) y por tanto V(I) es hiperplano
con lo cual el ideal es principal: I = (L) dénde L = > | a;z; cona; € K = C{{t}};y V = V(L)N(K*)".
Sea un cero tropical p € T (trop (L)) tenemos que en ¢rop(L)(p) el minimo se alcanza al menos dos veces.
Suponemos, sin pérdida de generalidad, que el minimo se alcanza en los k primeros monomios, k > 2.

p = (pla"'apkvpk+17"'7pn)

el minimo cotas estrictas
se alcanza

De hecho, trop(L) = @!, ¢ ® w;, habiéndose considerado ¢; = trop(a;). Entonces trop(L)(p) verifica:
G +p=q@+p = ... =q+pe<gj+p; siendo je{k+1,...,n}.
Vamos a construir un cero clésico z € (C{{t}})™ con trop(z) = p, tomando {b;}, C C*
T o= (Z1,batP? .. bytPs by tPE L by tPn)

como a &1 + ...+ apy + ap 1T+ 4 a3t = 0

P —Q2%g — ... — ATl — Ak 1Th41 — -+ - — ApTp
1= .
a
Es posible considerar sin pérdida de generalidad a; = d;t% con {d, };?:1 C C*, de modo que, asZTos + ...+

apTr = dot?2botP2 + ...+ dpt*btPr = d2b2tp2+qz +... +dkbktpk+qk = (dgbg +...+ dkbk) tp2+q2, ya que en
las k-ésimas primeras variables se verifica la igualdad entre monomios tropicales, con lo que se trata de un
factor comun. Siendo b;,d; € C* y bajo la condicién daby + ... 4 dpby # 0, serdn

v((dabg + ... + dgbg) tP2T2) = v (tP2T92) = py + g9 y v(ay) = q.

Entonces aplicando las propiedades [en primer lugar v(a~!) = —wv(a) y después si v(a) # v(3) entonces

v(a+ B) = minfo(a), v(8)}]

v(Z1) = v(aeZo + ... + apZTk + A p1Tk41 + - - nTpn) — v(a1)

= min{v(aZs + ...+ arZk), v(akt1Tpt1 + .- + @nTn)} — v(ay)
v(as®e + ... + arZy) — v(ay)
= Q2 +Dp2—q1

En el caso particular £ = 2 obtenemos inmediatamente un cero clasico asociado, puesto que la condicién
daby # 0 se verificaria por construccién. En lo sucesivo es suficiente tomar coeficientes tales que dobs + ... +
dib, # 0. Hemos realizado as{ una prueba constructiva para un cero cldsico, z € (K*)", dado un cero tropical,
p € R", tal que trop (Z) = p.

En el caso general, como hipétesis de induccién Nper7T (trop(L)) C T(I) siempre que codim(V) < r.
Veamos que entonces se verifica este contenido para codim(V) = r + 1. Supongamos p cero tropical, p €
NrerT (trop(L)). Sin pérdida de generalidad p = (0,...,0). Esta es una simplificacién muy comin en
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geometria tropical, ya que cualquier otro caso podemos obtenerlo mediante traslacién de coordenadas, véase
Lema 2.28.

Primeramente si 3j € {1,...,n} tal que e; € V(I) por el Lema 2.6 es equivalente p € T(I) y m;(p) €
T (m;(V)). Hacemos notar que codim(V') = codim(n;(V)). Iterando este proceso reducimos el problema al
caso e; ¢ V(I) Vjconl < j < n.Entonces el contenido V(I) C V(I)® < e; > es estricto, de este modo,
Vi = (V)& <e; >)N(K*)" tiene una dimensién més que V: dim(V}") = dim(V') + 1; y por tanto, menor
codimensién que V: codim(V}") = codim (V') — 1. Entonces, para cada V" con 1 < j < n, es posible aplicar
la hipétesis de induccién para afirmar que 7 (V;*) = NT (trop(L)) dénde la interseccién es para todos los L
tales que V;* C {L =0}. Ademds p € N7_, T (V") = N, TV()® < e; >).

Por hipétesis de induccién, para cada j 1 < j < n, existe Jw; = (Uj1, ..., Ujj—1, Wjj, Ujjtl,- -, Ujn) € Vi
tal que trop(w;) = (0, ...,0). Por construccién, existe u; € V tal que trop(u;;) =0Vie {1,...,5— 1,7+
1,...,n}. Se construye una matriz U cuyas filas las forman las n n-tuplas u; = (uj1, ..., Ujj—1, Ujj, Ujjt1, - - - Ujn)
tal que trop(u;) = (0,...,0) excepto j-ésima, es decir, U € M, (K)

U1 Uiz - Urj—1 Uiy Ulj4+1 o0 Uln
Unp, Un1 o Unj—1 Unj Unj4+1 Unn

Tal y como se ha construido:

v(uy) v(u1) 0 --- 0O 0
trop(U) = = . :
v(up) 0 0 -+ 0 v(unn)
Ademds, comprobado ya el caso base, es posible asumir codim(V) > 1 o equivalentemente dim (V) < n — 2
y entonces la matriz construida tiene rango a lo sumo n — 2. Se puede asegurar por ello det(U) = 0y
entonces 3k € {1,...,n} tal que v(ugr) > 0 por el Lema 2.8. Se toma la matriz Uy como aquella obtenida
de eliminar las k-ésimas fila y columna, entonces Uy € M,,(K) en la que atin se puede asegurar det(Uy) = 0

y, a partir de trop (Uy), que existe un indice distinto del anterior con elemento de valoracién no negativa:
Al e {1,...,n}\ {5} tal que v(uy) > 0. Sin pérdida de generalidad se toman k =1 y [ = 2. Se estudian los
casos posibles:

Si v(u11) = 0 entonces u; es tal que v(uy;) = 0 Vi con lo que se tiene trop(u;) = p e T(I)
Si v(ug2) = 0 entonces ug es tal que v(ug;) = 0 Vi con lo que se tiene trop(us) = p € T(I)

Si v(u11) > 0y v(ugz) > 0 entonces se toma A € K* y tal que v(A) = 0, con el que establecer una combina-
cién lineal u; + A - ug cuya valoracién sea el cero tropical p

trop(ug +A-ug) = p
trop((u11+)\-u21),(u12+)\'u22),...,(u1n+/\~u2n)) = (0,0,,O)
(v(uir + X uar), v(uiz + X ug2), .., v(urn +A-u2n)) = (0,0,...,0)
(min{wv(u11), v(u21)}, min{v(uiz), v(uge)}, ... ,mn{v(u,),v(u,)}) = (0,0,...,0)

Esta construccién serd posible siendo A suficientemente genérico para que se mantengan min{v(uy;), v(ug;)} =
0 Vj e{3,...,n}, basta u; + A - ug; # 0. Ademads, v(ui1) > 0y v(u21) = 0 entonces se alcanza el
minimo min{wv(u11), v(u21)} = v(u21) = 0y v(uiz) =0y v(uaz) > 0 entonces se alcanza el minimo
min{v(uiz), v(u)} = v(uiz) = 0.

En cualquiera de los casos, p € T(I) y por lo tanto el proceso de induccién concluye y el contenido queda
probado. |

Proposicién 2.10. Sea I € K[zq,...,x,] un ideal lineal homogéneo. Entonces

TI) = ﬂ T (trop(L))

Lel,L circuito

Demostracidn. Se realiza una prueba por doble contenido. Sean {l,...,1.} formas lineales que generan I.
En este caso se mantiene el contenido claro, T(I) € (. 1 cireuito V (trop(L)), y el otro se prueba por
contrarreciproco. Es decir, para probar

p € T(rop(ly))Vi,1<i<r = peT()
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se prueba la sentencia
p & TU) = 3Fje{l....;r},p ¢ T(trop(ly))

Es sabido ya, por el contenido més general probado en la Proposicion 2.9, que sip ¢ T(I) entonces 31 € T
forma lineal tal que p ¢ T (trop(l)). Basta comprobar que podemos considerar 1 de soporte minimal. Sea
I, = 1, sily es de soporte minimal ya estaria. En otro caso, existe una forma lineal 1, € I con soporte
minimal contenido en el de 1;. Si p ¢ T (trop(ly)) hemos terminado. En caso contrario habré en 1; un sélo
monomio dénde el minimo se alcanza, al que llamamos x,,1, y en I hay al menos dos monomios en los que se
alcanza el minimo en p. Llamamos ,,, a uno de los monomios en los que el minimo se alcanza y es distinto
de z,,,. Existe un tnico A tal que el polinomio 1 =1y + M; elimina el monomio ZTm,- Entonces el soporte
de 1 queda estrictamente contenido en el soporte de 1;. Ademads 1y alcanza el minimo en p solamente en el
MONOMIo Tyy, .

Mas concretamente, sean 1; = ZieA QiTm,; Y il = ZieB bixm, donde B C A. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad a,, = by, = 1, de modo que v(a;) > 0 para todo ¢ # my y v(b;) > 0 para todo 7. Entonces
determinamos ly = 1 — a,,,1; dénde Supp(ly) € A\ {ms}. Ya que v (apm, — am,) = 0 al ser v(am,) =0y
V(@mybm,) > 0, y ademds v(a; — am,b;) > 0 siendo i # m.

Por ultimo, iterando el proceso, si ls no tuviera soporte minimal, obtendremos la forma lineal buscada.
Y modulo multiplicacién por constante hay una cantidad finita de circuitos. |

2.2. Derivadas de Euler

En esta seccién consideramos los polinomios F, g y gm como: F' = > a;x" con a; € K, al que se
llamaremos polinomio cldsico; g = > c;x' con ¢; € Z, al que se haremos referencia como polinomio con
coeficientes enteros; y el monomio g,, = cz” con c¢ € Z, aunque por lo general consideramos ¢ = 1 sin
pérdida de generalidad, por tratarse de los mismos resultados salvo multiplicacién por el coeficiente. Siendo
el primero, F, el polinomio a derivar respecto de las formas polinémica o monémica, g o g,, respectivamente,
en términos de las derivadas de Euler y eulerianas de F' que definimos a continuacién.

Definicién 2.11. Sea un polinomio cldsico F = > ._,a;z" € Klzy,...,2,] con soporte A C N" y
g=> cx* € Z|z,...,2z,] un polinomio con coeficientes enteros. Se define la derivada de Euler F respecto
de g como la combinacién lineal entera

i
— .t
go (F) = E iyt
dénde go = Y ¢zt 788;” es decir, define un operador que se construye a partir de la suma de los operadores

ioll
dxt”

individuales dados por los monomios de g tales que ¢;x° — ¢;x

La idea de esta derivada es aplicar un operador a F' que actiia en términos de derivadas parciales.

Observacion 2.12. Conviene destacar que si operamos las derivadas parciales de la Definicion 2.11 con g un
polinomio afin el resultado se corresponde con la siguiente expresién equivalente

go (F) = Y aigli)a.

Es suficiente que consideremos g = ¢y + ... + ¢p@n + o € Z[z1, ..., 2s), de modo que go = 11 6’21 +
R cnmn%, y tendremos por tanto
oOF OF
F) = cax1— + ... + chxp— + coF.
ge (F') 118$1 e 0
Para cada indice j € {1,...,n} tenemos gfj = aix,- (Yicaaiz’) = 3,4 aiza’, dénde hemos conside-
rado i* = (i1,...,%; — 1,...,14,), de modo que cada sumando cjxj% se corresponde con ) . 4 a;(c;ij)r’
J

y acoplando todos los sumandos, con la particularidad del término constante que verifica (¢p)o(F) = coF),
obtenemos como resultado la expresion en cuestion: ge (F) = >, 4 aig(i)x’.

Ejemplo 2.13. A partir de los polinomios del Ejemplo 1.14 realizamos algunas derivadas de Euler de los
mismos.

1 Tomamos F, = Y. ,(a;t*)2'K[z] con a; € C* para todo indice 0 < i < n. Haremos las derivadas
respecto de los polinomios gi00 = 2, goio = 2 — 1, goo1 = 2 — 2, go11 = 22 — 3z + 2, gio1 = 2% — 2z,
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Grio=22—zy g1 = 2% — 322 + 22.

2
91000 (Fa) = waal;a gonie (Fu) = o7 6axF2a - 3$% + 2k,
2
gdoioe (Fa) - xaaF; - Fa gio1e (Fa) - QGasza - 21‘831:‘;
2
goole (Fa) = xaa};a - 2Fa gi10e (Fa) = IE2 aamFZa - xaal;a
O3F, 0?F, OF,
_ .3 a 2 a a
gune (Fa) = @ PrE 57 0x? 2 oz

11 Tomamos Fy, Fy, F3 € K[x]: Fy = 272 — 10t, Fy = o+ (t + 12+ 3t3) y F3 = —10z + 2020t +t7. Para los 3

calculamos las derivadas de Euler respecto de los 4 polinomios enteros g1 = 2, go1 = 2 — 1, g11 = 22 — 2

Y goo = 22.

g0e (F1) = 29 = o7y goie (F1) = 2% — P o= 410t
ox Jx
2 2
giie (F1) = xz—%f; —x%il = 27z gooe (F1) = xzaaf;?’ =0
g10@ (Fg) = 1,81';2 = 901@ (FQ) = {ELI;?—FQ == —(t+t2+3t3)
2] o
2 2
giie (F2) = 93288;22 —acaaff = —x gooe (F2) = xZaawF; =0
goe (F3) = 295 = —10z gore (F3) = 2% —Fy = —2020t — 17
2 ) 2
g11e (F3) = 93230;;3 —z% = 10z gooe (F3) = x288£3 =0

11 Tomamos F = t? + 21 + twy € K[z1,22], polinomio en 2 variables, y calculamos derivadas de Euler
respecto de g € Z[z1, z2]. Consideramos: go = 21 + 22, goy = 21 — 1, Guo = 22 — 1, oy, = 22, Yo, = 21,
Jerzs = 21+ 22— 1Y Gowyzy = 2122

goe (F) = 361351 +$2g;52 = x1 +1lxe Jrrzse (F) = wlgai +x2c’(9952 —F = -t
g.’El(—)(F) = $1g£ —F = —txy —t* gOI1®(F) = ngIF; =t
o (F) = a8 —F = -y hoso (F) = 85 = o
0%F
Goarase (F) = zl@@mm -

v Tomamos G = t* + t2x1 + 26329 + 2% + 2twy20 + 1203 € Klwy,20] y H = t* + (2 — 13t3) 2y + (283 —
13tYwg + 2% + (2t + 13t%)z120 + (12 + 13t3)2% € K [71, 22]. Derivamos respecto de los polinomios enteros
g1 =72, 92=—2+3yg3=2+2.

g0 (G) = 12 2< = 283y + 2} + 2tz 30 + 2%23

920 (G) = —x9 gfz +3G = 3t + 32w + 43w + 302 + dtw 1o + 223

g6 (G) = 22 gi? +2G =t + 221 + 26329 + 323 + 2tz 179 + 203

gio (H) = 2,22 = (283 — 13t")zo + (2t + 13t%) 2122 + 2(8* + 13t3) 23

gog (H) = —xzf—g +3H = 3t*+3(t2 — 13t3) 2y + 2(2t3 — 13t*) 29 + 322 + 2(2t + 13t%) 129 + (12 + 13t3)23
Ge (H) = 23 %fog +2H = 2t4 +2(t2 — 13t3)zy + 2(2t3 — 13t4)wg + 4a? + 2(2t + 13t2) w129 + 2(+% + 13t3) 22

Definimos también la derivada de Fuler de un polinomio tropical, haciendo uso de la notacién f €
T w1, .. ,wy] para el polinomio tropical obtenido de la tropicalizacién de un polinomio cldsico F' € K[zy,...,Z,].
La idea de definir ” derivadas parciales tropicales” es la eliminacién de puntos, lineas, etc. ; de la curva tropical
original, f, segin el "grado” u ”orden” de derivacién que vendrd marcado por la forma de g (en concreto,
por los monomios que posee).
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Definicién 2.14. Sea un polinomio tropical f = ;.4 ;i © w' € T[wy,...,wy] con soporte A C N" y sea

g=>ciz' € Z[z1,...,2,] un polinomio con coeficientes enteros. Se define la derivada de Euler del polinomio
tropical f respecto de g como el polinomio tropical dado por
of ;
i€ A, g(i)#0

Ejemplo 2.15. Tomamos los polinomios del Ejemplo 1.5 y realizamos algunas derivadas de Euler de los
mismos.

1 Dado f, = @ ,a; ®w’ € Tw] las derivadas respecto de polinomios afines eliminan a lo sumo un
monomio, es decir, dado g = ¢1z + ¢o € Z [2] entonces
0 fa T ;
8g = @ a; Ow'.
i=0,i#—co/c1

En general, dado g € Z [z] un polinomio entero de grado k > 1 podrfamos eliminar a lo sumo k& monomios.

Dado f, = @;cq ©w' € Tw] si queremos eliminar los k monomios asociados a un subconjunto
de indices del soporte {i1,...,it} C A, dénde necesariamente k € N tal que k < |A| < n + 1, podemos
derivar respecto del polinomio entero de grado k g = (2 — 1) ...(2z —ix) € Z[z]. Entonces

9 fo :

—— = o Ow'.

9 gk ) @ o

i€ AN{i1,eyin }

Y en el caso limite en que {i1,...,ix} = A, es decir, A\ {i1,...,ir} = 0 obtendremos 81{2‘ = +4o0.

1 Sea f = 00wd 1 € T[w], se consideran go = 20z, g = 152 — 15y go = 722 — 7z.

of _ or _ of _
dgo 0Ow g1 1 dg2 o0
m Sea f = 2000w ®1Ows € T wy,ws] calculamos 7 derivadas de Euler con las que obtenemos todos
los resultados posibles.
af of _ of _
B(T_azf) 00w BlOwsy O(Ta_fl) = 10w Pd2 W = 0w ®2
0 (21) = 0@0.}1 0 (z2) = 1 © w2 0 (z1+2z2—1) = 2

En la primera fila tenemos aquellos casos en los que eliminamos un solo monomio y en la segunda aquellos
en los que eliminamos pares de monomios. Finalmente podriamos eliminar los tres monomios, resultando
segun se ha convenido +o0o. Por ejemplo nos bastaria tomar g = 21 2.

IV Sea g = 4020w 30w B0OW? B1OwW; Owa®20w3 € T |wi,ws), en este caso podremos obtener hasta
64 resultados diferentes al calcular la derivada de Euler tropical respecto de algiin polinomio entero.

A continuacién, relacionamos las derivadas de Euler de dos polinomios F y f, el primero cldsico y el
segundo la tropicalizacién de este, en el siguiente enunciado, que ya se recoge y demuestra en [3], limitado al
caso particular de la derivacién respecto de un polinomio afin.

Teorema 2.16. Sean f = @o; O w' € Twy,...,wy] polinomio tropical con soporte A C N" y F =
S a;xt € Klzy,...,1,] un polinomios cldsico con trop (F) = f. Dado g = Y (c;z;) + co un polinomio de
grado 1 con coeficientes enteros, entonces

a—g — trop(ge(F)).

Demostracién. Bajo la premisa f = trop(F), teniendo en cuenta trop (F) = @,c,v(a;) ® w' podemos
afirmar v(a;) = «; parai € A. Por otro lado, si aplicamos la definicién de derivada de Euler tropical y
tomamos la particularidad de las derivadas de Euler clésicas siendo g polinomio entero afin,

a i i)t
Tg = Dica, g(iy0 % Ow y ge (F) = X aig(i)z".

Por tanto, trop (ge (F)) = @;ca v(ai) © v(g(i)) ©@w' = P;cq i © v(g(i)) ® w' dénde hay que estudiar
v(g(2))-

(g(3)) = 0 si g(i)#0 -neutro del producto tropical-
YOI = 400 si gi) =0 -neutro de la suma tropical-
De modo que tenemos trop (ge (F)) = @ica g0 ¥ © Wt = g—g, cémo queriamos demostrar. |

17



El objetivo que tenemos es encontrar una correspondencia similar para un polinomio entero de grado
superior. Para ello introducimos el concepto de derivada Euleriana, que multiplica cada monomio por la
evaluacién del polinomio entero en el multiindice correspondiente. Tomamos esta idea de la expresién obtenida
para la derivada de Euler respecto de un polinomio afin.

Definicién 2.17. Sea un polinomio clésico F' = Y, ,a;z" € Klzy,...,2,] con soporte A C N" y
g = >.c¢x" € Z[z,...,2,] un polinomio con coeficientes enteros. Se define la derivada de Euleriana del
polinomio cldsico F' respecto de g al polinomio dado por

OF N
g = Zaig(z)x.

Ejemplo 2.18. Tomamos los polinomios del Ejemplo 1.14 y obtenemos algunas derivadas eulerianas de los
mismos.

1 Sobre F' = Y1 (a;t*)x’ se considera el caso n = 2: F,, = ag + (ait)z + (ast?)z? y sobre este los
polinomios gioo = 2, goro = 2z — 1, goo1 = 2 — 2, g110 = 2> — 2, g1 = 2° — 22, gou1 = 2> — 3z + 2y
g111 = 23 - 322 + 2z.

OF,  _ OF,  _ OF,  _
agffoo = (ai1t)x + 2(agt?)z? agfw = —ag + (agt?)z? Wﬂn = —2a9 — (a1t)x
oF, _ OF, _ o F, _ 2\ .2
dgorr 2ag dgionr _(alt)$ dgiio 2(@275 )l‘

OF,  _

9gi11 =0

11 Para los tres casos: Fy = 27z — 10t, Fy = o + (t +t2 + 3t%) y F3 = —10z + 2020t + t7; se consideran las

derivadas eulerianas respecto de los 3 polinomios enteros gio = z, go1 = 2 — 1 y g11 = 2% — 2.

Fh = 27 i i (U

OF, _ oFy, 2 3 OFs T
gE. — 410t bge = —(t+t7+3t7) §h = 2020t — ¢
OF _ o F: _ O F: —

69111 = 0 39121 = 0 39151 =0

111 Suponiendo G = z; + x5 + t2, dénde ya se plantea un polinomio en 2 variables y por tanto se hardn
derivadas eulerianas respecto de g € Z[z1, 22]. Se consideran: go = 21 + 22, goy = 21 — 1, gz, = 22 — 1,
9oz, = 22, Yozs = 21, Yryws = 21+ 22 — 1 Y Gowyzy = 2122

735 = X1 — X2+ t2 8BgG = —I9 — t2 a@gG = —I1 — t2
z zg
0G _ oG _ 0G 42
890.7:1 = o2 390.7:2 = N agzlrpQ - ¢
oG _
0 9oz ey 0

Se cumplen algunas propiedades concretas en la operacion entre derivadas de Euler y Fulerianas, como
veremos en los siguientes lemas.

Lema 2.19. Sea F = Y, a;2" € K[z1,...,,] el polinomio cldsico y g = >.,¢;2" € Zlz1,...,2,] un
polinomio con coeficientes enteros tal que expresado como la suma de monomios seria g = Y . Gm siendo

gm = cmx™. Entonces,
o _ s OF
g ~ “~0gm

Demostracion. Sin mas que operar obtenemos

T = Liaigi)a' =3 ai(3,, gm) (2" =32, ai(3,, emi™)zt) = 3,(3,, aicmi™ ') = 33, (3, aicmi™a?).

= & = ¥, aign(i)e’ =, £
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Lema 2.20. Sea F segin las notaciones anteriores y siendo m = (my,ma,...,my) se denota m* =
(mi,...,mj —1,...,my), de tal modo que g, = =™ y gm- = x™ . Entonces se verifica

0 < OF ) OF
Tj— = .
! axj 0 Im~ 0 Im
Demostracion. Desarrollamos el primer miembro: resolvemos la derivada de Euler de F' respecto del monomio
gm~, realizamos la derivada parcial clasica respecto de la variable x; y multiplicamos por x;.

%) 507 (a"}fl*) = 2jge: (L aigm()a') = j50-(Cai™ ') = o;(Caid™ ija") = Yai™ ijat =

S (aiimat)

— 22 (25 ) = Sagn(ie’ = &E

La notacién de los multiindices indica las siguientes operaciones de los mismos

m* _ s 1TV — M s oomt s s % My . M1 11 My M

o= i ot = " = gyt g =gt L =

Terminamos recuperando del polinomio resultante la expresion correspondiente a la derivada de Euler de
F respecto de gy, |

A continuacién presentamos una proposicién que relaciona de forma equivalente las derivadas clasicas y
derivadas de Euler que se anulan en un punto p.

A pesar de que habfamos tomado K como el cuerpo de Series de Puiseux complejas la siguiente proposicién
es vdlida sobre cualquier cuerpo de caracteristica 0. Con g un polinomio escribimos deg(g) para denotar el
grado de g.

Proposicién 2.21. Sea P € (K*)" y F € K|[x1,...,2,], ddnde K es un cuerpo de caracteristica 0. Se denota
m = (my,...,my) y|m|=> " m;. Son equivalentes:

i) P es un punto singular de F' de orden al menos k + 1.

it) Y'm tal que 0 < |m| < k se tiene que (mma‘m‘F) (P) = 0.

dx™

iii) ¥ gm € Z[z1,...,2n], monomio entero, tal que deg(gm) < k entonces (599F ) (P) = 0.

w) Vg € Zlxn,..., 2], polinomio entero, tal que deg(g) < k entonces (8—5) (P) = 0.

Demostracion. Se realizan pruebas implicaciéon por implicacién.
i) < i)
Puesto que estamos en caracteristica 0 equivalentemente ordp(F) > k+1 o (%‘Z‘f ) (P) = 0 para todo
m tal que 0 < |m| < k. Ademsés

ﬂ’lalmlF m 8‘m|F ma mo m 8‘m|F
(m axm/)(}ﬂ =P ( axm/>(fﬂ = P™MpP: | Pl -( axm/>(fﬁ

Con lo cual: (xmalmlF)(P) = 0 para todo m tal que 0 < |m| < k si y solamente si (almlF) (P) =0

oxm oaxm
para todo m tal que 0 < |m| < k.
Sea g un polinomio de grado a lo sumo k con coeficientes enteros, es decir, g = ) c¢;a? con¢; € Z

y >.ji < k para todo indice j. Entonces es posible reescribir ¢ = > ¢, de modo que es una suma de
monomios, ¢,,, de grado a lo sumo k. Aplicamos el Lema 2.19.

oF oF
g0 = :%;: o )

Entonces si se anulan las derivadas en P respecto de los monomios, la suma anterior es una suma de ceros,
por lo que el resultado es nulo. Por otro lado, por ser un monomio un caso particular de polinomio si se anula
la derivada en P respecto de cualquier polinomio de grado a lo sumo k entonces se anula en P la derivada
respecto de cualquier monomio de grado a lo sumo k.
i1) <= i)
Sean F = Y a2 € K[z1,...,24) ¥ gm = ¢mz™ € Z[z]. Las derivadas de F respecto de la variable x;
y del monomio entero g,, son, respectivamente

19



Derivada clésica: g—i = Y azijx" dénde i* = (i1,...,05 —1,...,0p).

Derivada euleriana: a—F > aigm i)z

Ademsés tomamos sin pérdida de generalidad c,, = 1, ya que los resultados son analogos salvo multiplicacién
por constante. De modo que

[m| i i ) .
mOnE = S () T

A partir de estas expresiones, si tomamos los coeficientes de los polinomios resultantes de aplicar cada
regla de derivacién, construimos los dos subespacios lineales de K4! siguientes:

ma‘

Ly asociado al polinomio F € Klz,...,z,] y a los resultantes de aplicar el operador x — tal que
0 < |m| <k
Hj, asociado al polinomio F' € K|[zy,...,2,] y a los resultantes de aplicar las derivadas eulerianas mono-

miales, respecto de g,,, en los casos de grado de g, a lo sumo k.

Entonces, los espacios descritos vendrian dados por el vector de coeficientes de F' y el vector de coeficiente
de F multiplicados por el nimero combinatorio correspondiente, segin orden de la derivada:

L%:()@ﬂxwﬁﬂ%> Hy =< (@), (aii™) > .

Tratamos probar que ambos subespacios son iguales, Ly = H}. Realizamos prueba por induccién sobre k,
siendo el caso base k = 0, dénde la igualdad es trivial. Suponemos en adelante la hipétesis de induccién (h.i.):
Ly—1 = Hp_1.

Es importante ademads tener en cuenta ambos espacios cumplen las relaciones de contenidos siguientes:

Ly O Lg1 2 ... 2 L1 2 Lo Hy, 2 H, 12 ...2 Hy 2 Hy

Comprobamos por doble contenido la igualdad entre espacios k-ésimos: Ly = Hy. En lo sucesivo, siendo

m = (m1,...,my,) tal que |m| = >"m; =k, denotamos m* = (mq,...,m;—1,...,m,) ym* = (m4,...,m;—
2,...,my) tales que las componentes de estos multiindices suman k — 1 y k — 2 respectivamente. En la
adelante, supuesto GK [z1,...,2,] un polinomio obtenido como resultado de derivar F diremos G € Ly o

G € Hj, cuando el vector de coeficientes de GG sea un elemento de Ly o de Hj, respectivamente.
Comenzamos probando que Ly C Hj. Comprobamos que dado cualquier elemento de Ly, este es elemento

de Hj,. Tomamos z™ 08‘:;‘5? , que por construccién es elemento de Ly_1, y le aplicamos el operador xj%
J

0 L (OImIF L olmR oMl LOMIE amF
i [ (T )] = o om0 G e | = om0 G

. [ Iml
Encontramos una combinacién lineal por la cudl podemos probar =™ ‘93 zF € Hj, comprobando que

oam” oam”

« qlm*| * 5 lm*|
(m; — D™ &°F ¢ [ y:ﬂja%j Kmm 9 F)] € Hy.

. « g lm*| . . « g lm*| . .
Siendo z™ aaym*F € Li_1 por construcciéon entonces, por h.i., x™ %xmf € Hyi_1 y por lineali-
* |m*| , .
dad de Hy_1: (m; — 1)a™ 86 _F ¢ H,_,. Ademés, podremos obtener algunos coeficientes b; tales que
« [ glm*] . .
m (36 xm*F) > bla— dénde 6; € Hy_1, lo que implica deg g, < k— 1. Ahora aplicamos el operador

.0
Tj g o dos pasos.

o (e gmE) = 2 (Sn(8E) = (S (S (e @)
- zlbl(,% 5 (g (i)a)) b (2 X (wiia) )

v () = S (D ede) = b (S (e ))
= DM%@MHJ»): b (3, (aiimigat))
= O (S (wgi)a)) = b (4E)
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. . . .o .. T . . .ri+1
La notacién empleada indica i;i" = ;i7" ...4;7 ...ipn =" .0 L

y n i’ =" de tal modo que el multifndice

7 da un grado (k — 1) + 1 = k al monomio g; = 2”. De dénde deducimos que xj£ (acm* 8‘m*‘F) € Hy, por
J

8 m’"L*

e . ]
ser una combinacion lineal de elementos de Hy, y en consecuencia x™ 80 Iml,: € Hy.

Comprobemos ahora H, C Lj. Probaremos que todo elemento % de H}, es elemento de L. Si aplicando
el operador a:jw% a a[;:* € Hj_4, entonces, por el Lema 2.20, es equivalente probar Jjj% (;’gg) € Ly
que aaTI; € L.

Ademi4s, por construccién 8‘?}% € Hy_1 y deducimos, por h.i., 8’?]% € Lj_1. Entonces, como elemento
de Ly_1, podremos obtener algunos coeficientes d; tales que a?;:* = >,d (Jj’” E’glf), con = (1,...,7n)

tal que |r| < k — 1. Aplicamos a dicha expresion el operador :cj%.
z;

9 (_oF — 9 rol"lF — 9 (prronE
Ti oa, (8gm*> = L5 3a; (Zz d (x dzr )) = 21 i) 5, (55 dz"

% o |r*| N * o lr*| ||
= >, dixj [(rj — D" & g aaIrF} > di [(Tj — 1" aaxr*F "’xraag;rF}

oxr”

De dénde es inmediato que xj% (a_?; E ) € Ly.

Entonces los espacios construidos, L y Hj, son iguales como espacios vectoriales y en consecuencia el
ntcleo de ambos ha de ser el mismo como espacio vectorial. Por tanto, Vim = (mq,...,my) talque 0 < |m| < k,
P € (K*)" es tal que P € ker(Ly), o idénticamente (2™ 2L.) (P) = 0, s y solamente si P € ker(Hy), es

oxm™m

: oF
decir, (m> (P) = 0. |

Finalmente, podemos afirmar a partir de este resultado que para cualquier punto singular P € (K*)»
de V(F') de orden k + 1 se anula la derivada de Euler evaluada en P respecto de cualquier polinomio grado
hasta k con coeficientes enteros. Y el reciproco también es cierto. Hemos relacionado asi las dos reglas de
derivacién: la derivada de Euler y la derivada Euleriana; ya que obtenemos que en un punto singular es
equivalente considerar una u otra definicién, como indicamos en el siguiente enunciado.

Corolario 2.22. Sea F' = Y, a;z" € K(z1,...,2,] un polinomio cldsico con P € (K*)" punto singular de
este de orden al menosk+1yg = >, cizt € Lz, .., 2] un polinomio con coeficientes enteros. Entonces,

go(F)(P) =0« (35)(P) =0
Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposicion 2.21. ]
La derivada Fuleriana, Definicion 2.17, nos permite formular un resultado idéntico al Teorema 2.16 pero

sin necesidad de restringir la derivaciéon a los polinomios enteros de grado 1. De hecho, esta ventaja es
precisamente la motivacion de su definicion.

Teorema 2.23. Sean [ = P,c O w' € Tlwy,...,wy] con soporte A C N* y F = > az' €
K{[z1,...,2z,], polinomios tropical y cldsico, respectivamente, tales que trop (F) = f. Dado g = > ¢;2* €
Zlz,. .., 2n) un polinomio con coeficientes enteros, entonces

of ; OF

— = trop| — ).

dg P dg
Demostracion. Siendo f = trop(F) deducimos v(a;) = «; para i € A. Por otro lado, aplicamos las

definiciones de derivada de Euler tropical y de derivada Euleriana, respectivamente,

) ; . ,
TJ; = @iGA,g(i);éO a; Ow' y trop (%75) = Dica v(ai) ©®v(g(i)) ©w".
Estudiamos la valoracién de g(i) y vemos que el resultado es inmediato.
0 si g(i)#0 -neutro del producto tropical-

v(g(i)) =

+oo si g(i) =0 -neutro de la suma tropical-
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Ejemplo 2.24. comparamos la tropicalizacion de derivadas eulerianas y las derivadas de Euler tropicales
comprobando que se verifica el enunciado del Teorema 2.23

En el Ejemplo 2.18 hemos realizado las derivadas eulerianas de polinomios cuya tropicalizacién calculamos
en el Ejemplo 1.14. Ademas hicimos las derivadas de Euler tropicales en el Ejemplo 2.15.

1 Sea Fy = . 4 (ast™)a’ tal que trop (Fy) = @,cp i @w' = fp, con soporte A = {iy,...,is}. Entonces
sea gr = (2 —1i1)...(2 — i) dénde B = {iy,...,i,} € A es un subconjunto de indices del soporte del
polinomio fp, por el mismo argumento empleado en la prueba del Teorema 2.23

F . )
trop (g b) = trop Z (a;t“)2’ | = @ o OW' = gfb
9r gr

i€ A\B i€A, gr(1)#0

1 Sean Fy = 27z — 10t, Fy = x + (t + 2t> + 3t3) y F3 = —10z + 2020t + 7, entonces trop(Fy) = trop(Fs) =

trop(F3) = f con f = 0 ® w @ 1. Realizamos las derivadas respecto de los polinomios enteros g19 = z,

gn=z—1ygn=2>—z

trop (g;;t) = trop(27z) = 00w = 369{0 , trop (8691211 ) = trop (+10¢) = 1 =
trop(gi";) = trop (x) = 0w = 8‘1{0, trop(ggFozl) = trop(—(t+t*+3t%)) = 1
trop (3;;2) = trop(—10z) = 00w = %, trop (ggii) = trop (7202015 - t7) =1

F, F F:
o (an) = o (agn) = o () = 00 = = g,

11 Sea F' = x1 + twg + 12 tal que trop(F) = f =2® 0 G w; & 1 ® wa, entonces se realizamos las derivadas
eulerianas relativas a los polinomios enteros go = 21 + 22, ¢z, = 21 — 1, gz, = 22 — 1, G0z, = 22, G0z, = 21,
Jries = 21+ 22 = 1Y Gowizy = 2122.

P o
trop(L) = Dowelowe2 =2L rop (55,) = 10w =5k
oF \ _ =91 oF ) = = gor-
trop (agzl) = 10w &2 = 4., trop (Bgm) = 00w =g,
oF B _ af oF _ —_or
t’,’op (m) - OQW1 69 2 - 8grn2 trop (89551”32) o 2 N BgzlmQ

OF of
TP\ Gorian) T Gt

2.3. El teorema de caracterizacion

Proposicién 2.25. Sea A C N un conjunto finito con d elementos y K¢ el espacio de polinomios con
coeficientes en K de soporte contenido en A. Se considera el espacio lineal

Ly = {F e K| (1,...,71) es singular de orden al menos k de F}

FEntonces

trop (L,lc) = {f € Tlwi,...,wy] | Soporte(f) = A, 0 € T(Zg) Vg € Z|z1,..., 2] tal que deg(g) < k}

Demostracion. Comenzamos tomando un polinomio general F' = 3. , yirt € Koy, ..., zn,y:(i € A)] y
un polinomio tropical general f = @, 4 vi Ow! € Tlwi,...,wn,vi(i € A)] en n+d variables. Si imponemos
F € L} entonces 1 = (1,...,1) es un punto singular de F' de orden al menos k. Por lo tanto, por la Proposicién
2.21, %—g(i) = 0 para todo polinomio entero g € Z[z1, ..., z,] con deg(g) < k. Es decir, equivalentemente
se anulan todas las derivadas Eulerianas respecto de aquellos polinomios con coeficientes enteros de grado a
lo sumo k — 1. Destacamos que dichas ecuaciones son lineales en las variables y; y toda ecuacion lineal de L,1C
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es de la forma %—5 (1). Consideramos, por tanto, la tropicalizacién de las derivadas de Eulerianas evaluadas

en 1. Y el resultado ?TZ: = trop (%—};)7 del Teorema 2.23.
OF - o of -
trop <a(m = 1)) = trop (Z g(z)yﬂ’) = @ v, ©0 = 8—f (0)
g icA i€ A, g(i)#£0 g

Por la Proposicion 2.9

trop (Lt) = ﬂT(%j@:‘)) = ﬂT(Zi(w:())).
|

Observacion 2.26. Por la Proposicidn 2.10 basta tomar los casos g € Z|[z1,..., 2] tales que {g = 0} N A
distinto de A sea maximal, lo que se corresponde con los circuitos.

El resultado anterior podré trasladarse a cualquier otro punto P € (K*)™ en lugar del 1 = (1, L) 1).

Lema 2.27. Sean F € Klx1,...,z,] polinomio en n wariables con coeficientes en el cuerpo K, 1 =
(1,...,M1) y P=(P1,...,P,) € (K*)". Entonces se verifica

P € Singy (F (z1,...,2,)) <= 1€ Singy (F(z1P1,...,2,P,))

Demostracion. Suponiendo F = > ., a;x* € Klzy,...,z,] tal que P es un punto singular de orden
k de F. Sea G = F(x1P1,...,2,P,) = > ,c4a;P'a’. Entonces (%—5) = Y caaig(i)zt y (68121) =

> ica @ig(i)P'z’ y evaluando
(55) - (52)

Entonces de la Proposicion 2.21 se sigue la equivalencia. |

Lema 2.28. Sean [ = @,;c4 o ©Ow' € Tlwy,...,wy] un polinomio tropical de soporte A C N™ y un punto
p tal que p = (p1,...,pn) € R* entonces

0 P,... 2, P, 0 %
(0,70) GT( f(ml 1,89 kil )><:>(p177pn) GT(f(wlagx))

Demostracion. Si consideramos f1 = f (w1 ®p1,...,wn ©py) entonces son equivalentes 0 € T (f1) y
p € T(f). Ya que f; y f poseen los mismos monomios y el minimo se alcanza en 0 para f; al menos dos
veces si y solamente si se alcanza al menos dos veces en p para f.

Vemos que % (w1 ©p1y.ee Wy, Opy) = % es evidente ya que en ambos casos se eliminan justamente
los monomios que indica g. |

Estos resultados los podemos resumir en el siguiente enunciado.

Proposicién 2.29. Sea A C N" un conjunto finito con d elementos, K el espacio de polinomios con
coeficientes en K de soporte contenido en A y P € (K*)™ en punto con coordenadas no nulas. Se considera

LY = {F e K| P=(Py,...,P,) € (K*)"es singular de orden al menos k de F}.

FEntonces

of

trop (L) = {f € Tlwi,...,wys] | Soporte(f) = A, trop(P) € T() Vg € Z[z1,...,2s) tal que deg(g) < k‘}

dg

Demostracion. En este caso la demostracién se sigue de la Proposicion 2.25y los Lemas 2.27 y 2.28, sin més
que tomar F(x1 Py, ..., x,Pp). [ |

Teorema 2.30. Sea F € K[z1,...,2,] un polinomio con soporte ACN", |[Al=d, y f = @,cri Ow' €
T[wi,...,wn] su tropicalizacion, p = trop (P) entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

Z)P:(Ph?Pn) € Slngk(F((El,,l'n))
i) 1= (1,...,” 1) € Singy (F(x1P1,...,2,Py))
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ceey A n o f(z s T OPn
1) 0= (0, ) 0) € Myug(g)cry T (2LE2BznCP) )

. O f(x1,...,xn
iv) trop (P) € Nagg(gyer T (2125221 )

Demostracion. La equivalencia entre i) y i) la probamos en el Lema 2.27y en el Lema 2.28 se comprobamos
iii) < iv). Las equivalencias entre ) y iii) las podemos deducir de la Proposicion 2.25. |

Como consecuencia llegamos una caracterizacién puramente tropical, el Teorema 2.31, el Teorema de
Caracterizacion de puntos singulares tropicales de orden al menos k.

Teorema 2.31. Sea f = @P,c 0 O w' € Tlwi,...,w,] un polinomio tropical de soporte A C N" el
conjunto de puntos singulares tropicales puede computarse como

Sing?™ (/) = () T<8f>

deg(g)<k ag
dénde g = >, ¢iz" € Lz, ..., 2] sea un polinomio entero de grado a lo sumo k — 1.
Demostracion. Basta tener en cuenta que dado un elemento p € Sing,tcmp (f) entonces existe P € Singy, (F)
tal que trop (P) = py emplear la equivalencia entre los puntos i) y iv) del Teorema 2.30. [ ]
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Capitulo 3

Geometria tropical real

El conjunto sobre el que operar se denota por TR, se llama grupo tropical real y se define como sigue,
TR = {-1,1} xR (3.1)
Entonces, dados (i,a), (4,b) € TR se define solamente el producto tropical real, aqui lo denotaremos @,.,
(i,a) O (j,;b) = (i-j,a+D) (3.2)
segun se indica en Fc.(3.2), que dota al espacio tropical real de la estructura de grupo conmutativo.

Definicién 3.1. Sea x = (i,a) € TR. Se llama signo de = a i, que se denota también como + o —, para i =1

0 i = —1, respectivamente, y se llama mddulo de x a a, que también se denota cémo |z|.
En general, sea © = ((i1,a1),..., (in,a,)) € TR". Se llama signo de x a (i1,...,i,) y se llama mddulo de
x a (ay,...,a,), que también se denota cémo |x|

Proposicién 3.2. (TR, ®,.) es un grupo abeliano.
Demostracion. Basta considerar (TR, ®,) como el producto de los grupos abelianos ({1,-1},-) y (R,+). H

Observacion 3.3. En el articulo de referencia en este trabajo sobre la geometria tropical real, [12], se desiste
de definir una operacién aditiva ya que no se encuentra cémo resolver para a € R la suma (1,a) ®, (—1,a)
de tal modo que se trate de una operacién que dote al conjunto de estructuras concretas. En particular, TR
no es semianillo. De hecho, a pesar de seguir empleando el término tropical, en TR no interviene el conjunto
tropical, T, sino que basta tomar precisamente el conjunto de los reales con el producto cartesiano del conjunto
{—1,1}. Esto se debe a que la ampliacién de los nimeros reales con el elemento +oco la realizamos en el
caso complejo para dotar al conjunto de elemento neutro para la suma, sin embargo ahora que no se define
operacion aditiva no existe un término que verifique la condicién para ser el neutro aditivo.

Sobre los resultados presentados en [12], segiin lo expuesto hasta ahora, podemos escribir la definicién de

monomio tropical real que en el articulo se emplea implicitamente. También queremos senalar que a partir
de estos surge el llamado polinomio tropical con signo.

Definicion 3.4. El monomio tropical real para n variables, wq, ..., wy,, se construye como el producto tropical
del coeficiente, z = (i,a) € TR, y parte literal formada por las n variables con multiplicidades i1, ..., i,
respectivamente. Es decir, _ 4
(i,a) ®p WP Op ... Op wOrin
Aunque de forma mds habitual se escribird (i,a) @, wi .. .wir, y es mas, el coeficiente se dard mediante
notacién abreviada, es decir, r = (i,a) = |z|' = a® y a® @, w}' ... win.
Entonces obtenemos lo que se llaman polinomios tropicales con signo de soporte A C N™
f = @ai@rwi € TR w1, ..., wy]. (3.3)
i€A

Para todo polinomio f segun Fc. 8.8 podemos obtener el llamado polinomio tropical complejo asociado, que
denotaremos |f|, que obtenemos como el polinomio tropical complejo de soporte A C N™ cuyos coeficientes
son los médulos de los coeficientes de f: Fc. 3.4.

fl = Plail 0w’ € Tlor, ..., w,] (3.4)
€A
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Observacion 3.5. Conviene hacer notar que las raices de los polinomios son elementos del conjunto TR de
modo que son pares de valores. Se precisa tanto de resolver valor numérico, al igual que el caso complejo,
como de asociarle a este un signo adecuado. Entonces, las raices tropicales reales las definiremos en funcién
de las raices de polinomios tropicales complejos asociados al polinomio original y una condicién anadida sobre
el signo.

Definicién 3.6. Dado un polinomio tropical con signo, f = @;c 4 Oy w' € TR [wi,...,w,] de soporte
A C N", entonces dado polinomio tropical complejo asociado, tal que |f| = ;4 il ©® w'. Se llama raiz
tropical real del polinomio tropical con signos f a un punto p € TR" tal que |p| € R™ es raiz tropical
compleja de | f| y entre los monomios en los que se alcanza el minimo hay al menos un par en los que el signo
es distinto. Es decir, 35, k € A dos indices distintos tales que en los monomios de |f| asociados se alcanza
el minimo al menos 2 veces en |p| y adem4s,

s(ag) [Tizy spi) = +1 s(a) [Ty spa)™ = F1

Observacion 3.7. Dados f un polinomio tropical con signos y |f| su polinomio tropical complejo asociado,
segtin la Definicion 3.6 es inmediato que dada una raiz tropical real de f el médulo de la misma es raiz tropical
compleja del polinomio tropical complejo asociado, |f|. De hecho, haciendo abuso de notacién, diremos toda
raiz tropical real es raiz tropical compleja.

Por otro lado, toda raiz tropical compleja de |f| hace candidatos a raiz tropical real de f a todos los
elementos con médulo la raiz de |f|. Por lo general, este serd el criterio que usemos para resolver raices
tropicales reales: pasamos al polinomio tropical complejo asociado y evaluamos las combinaciones de signos
validas.

Salvada la dificultad de considerar un polinomio con coeficientes en TR y la definiciéon de sus raices, es
sencillo dar la definicion de hipersuperficie tropical real como el conjunto de las raices tropicales reales.

Definicion 3.8. Se define hipersuperficie tropical real de un polinomio tropical con signos no nulo f =
Pica i O wt € TR [wy,...,w,] de soporte A C N como el conjunto de raices tropicales reales de f. Se
denota Tg (f) v puede describirse como
R : , il +Jlpl = lok| + klp| < |ai] +i[p|
To(f) = dp e TR" : Jjhe A, j#kicAtalque 12117 ; n :
2 = {» phed. g7 M () iy spo)? # slo) T s(p1)"

Observacion 3.9. Una vez resueltos los monomios en los que el minimo se alcanza, empleando el polinomio
tropical complejo asociado, bajo la imposicién de tener el cuenta los signos,sera preciso estudiar 2™ cuadrantes
para evaluar los signos y hallar los lugares de los cambios de signo.
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Capitulo 4

Geometria tropical real extendida

En este capitulo damos las definiciones y resultados bésicos de la geometria tropical real extendida, segtiin
hemos llamado a la modificacién realizada de la geometria tropical real.

4.1. El semianillo tropical real

Definicion 4.1. El semianillo tropical real lo definimos como el conjunto RT dotado de dos operaciones de
adicién y multiplicacién: (RT, @ g, ©r). RT lo obtenemos como el producto cartesiano del conjunto { —1, 0, 1}
y los nimeros reales ampliado con el elemento (0, 400).

RT = ({—1,0, 1} x R) U{(0,+00)} (4.1)

@R es la suma tropical real extendida o suma tropical real que definimos tomando el elemento cuyo
segundo término sea menor, excepto en los casos: (1,a) ®r (—1,a), (1,a) ®@r (0,a) y (0,a) ®r (—1,a); dénde
se resuelve (0,a). O es el producto tropical real extendido o producto tropical real que definimos como
el par de producto de las primeras componentes y la suma de las segundas.

(i,a) si (i,a) = (4,b)
(0,a) si a=b,i#j

(i7a) Dr (J’b) = (iva) OR (]ab) = (Z]7a+b) (42)
(i,a) si b>a

(j,b) si a>b

En las operaciones con el elemento (0, +00) resolvemos las operaciones convencionales con el elemento 400
segun los convenios habituales, de modo que:

(iva) Dr (0’ +OO) = (i’ a) y (iv a) OR (07 +OO) = (0’ +OO)'

Llamamos al conjunto RT semianillo tropical real ya que dotado de las operaciones tropicales reales
extendidas verifica los axiomas requeridos por la Definicion 1.1. De hecho, al igual que en el caso complejo,
la suma que hemos definido verifica la condiciéon de idempotencia.

Proposicién 4.2. (RT,®r,Or) es un semianillo idempotente.

Demostracion. Veamos que RT es un conjunto no vacio dotado de dos operaciones internas que verifican
las propiedades requeridas en un semianillo. En primer lugar, por ejemplo (0, +00) € RT, que veremos que
en el neutro de la suma tropical real, de modo que es claro que el conjunto es no vacio. En segundo lugar,
describimos las operaciones cémo aplicaciones definidas segin Ec.(4.2).

@r: RTxRT —s RT Op: RTxRT — RT

Dados = = (i,a),y = (j,b) € RT consideramos i, j € {1,0,1} y a, b € R. Entonces,

= Respecto a la primera componente en la suma hay hasta 3 resultados posibles o bien ¢ o bien j o bien
0, y en cualquiera de los casos este resultado es 1, 0 o —1.
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» De nuevo en la suma pero respecto de la segunda componente el resultado estd contenido en {a,b}
ambos niimeros reales por hipotesis.

= En el producto el valor de la primera componente del resultado viene dado por ¢ - j dénde se tienen
como resultados posibles £1 o 0.

= Respecto a la segunda componente resultado del producto tropical real: a +b € R.

Hacemos mencién finalmente al caso excepcional, operando con (0, +00). El resultado de la suma z@ g (0, +00)
serd justamente x y el resultado del producto z ®g (0, +00) es el propio (0, +00), en ambos casos elementos de
RT. En definitiva @ v @5 son dos operaciones binarias internas, ya que los resultados posibles de ambas
son elementos del conjunto RT = ({—1,0, 1} x R) U {(0,+00)}.

Comprobamos las propiedades requeridas en la definicién de semianillo. Sean (i,a), (4,b), (k,¢) € RT
elementos del semianillo tropical real.

(RT, @ p) es monoide conmutativo.

Propiedad asociativa. Recorremos todos los casos posibles para evaluar los resultados de las sumas,
que se recogen en la siguiente tabla.

CASOS A DISTINGUIR (i,a) ®r ((5,0) ®r (k,¢))  ((i,a) Dr (4,0) ®r (k, )

. . ,c) = (k,a i,a) ® ,b) =(0,a 1,a) D ,¢) =(0,a
o= #Ee T T GaenGh) = () ) @n (e = a)
Gt | GaenGho 08 (0.5en (ke (oh

. . 1,a) = (1, 1,a) Dr (J,b) = (0, ,b) P ,c) = (o,
GozGh=®o )7 Ggen(Gh) =G0 G0 (e = ,a)
i | EIEEICEY Ghetacl

. . ,b) = (J,a i,a) ®r (0,b) = (0,b 0,a) ®gr (k,c) = (0,a
(ira) = (kse) # (G:0) 7 ] () on (bo) = (ia)  (ia)®n (ko) = (i.a)
b<a (i’a) Dr (va):(jvb) (jvb) ©®r (kJ,C)Z(],b)

a<b<ec (i,a) ®r (4,b) = (i,a) (i,a) ®r (k,¢) = (i,a)

Z<c<b ((i,a))@R ((k,g;:((i,z)) Ez}c;; Br EZ,C;:ELZ;

. . <c<a 1,a) ®r (4,0) = (7, ,b) ® ,c) = (7,
G £GOA®D 3202 | GaenGo=-G.6 (5 ek =00
c<a<b (i,a) ®g (k,c) = (k,c) (i,a) ®R (k,c) = (k,c)

c<b<a (i,a) ®r (k,c) = (k,c) (4,b) ®r (k,c) = (k,¢)

Elemento neutro. Tomamos Ogr = (0, +00) y comprobamos Ogr ®r (i,a) = (i,a) ®r Orr = (i,a).

(0,+00) =i Orr = (i,a)
Orr®r(i,a) = (0,400)BR(i,a) = (0,a) si i#0, a=+00 -caso que no puede darse-
(i,a) si a < 400
(0, +OO) si Orr = (i,a)
(1,a)®rO0rT = (i,a)®r(0,+00) = 0,a) si  i#0, a= o0 -caso que no puede darse-
(i,a) si a < +oo
Propiedad conmutativa: (i,a) ®g (4,0) = (j,b) ®r (4, a). Es un resultado obvio por construccién.

(RT,Og) es un monoide.

Propiedad asociativa.

(i,a) Or ((4,b) Or (K, ¢)) = (i,a) Or (§ -k, b+¢) = (i (i

((i,a) ©r (4,:0)) OR (k,¢) = (i-j,a+0)Or (k) = ((i-])

j)sa+(b+c))
k,(a+b) + )

Comprobamos asf (i,a) ©r ((4,0) ©r (k,¢)) = ((i,a) ®r (4,b)) Or (k,c).

Elemento neutro o identidad. Dicho elemento es lp =

producto y 0 el elemento neutro de la suma en R.

(1,0), por ser 1 el elemento neutro del

(i,a) Or lrT = (i,a) ®Or (1,0) = (Z 1,a—|—0) = (i,a)
1rT OR (i,a) = (170) ®Or (i,a) = (1 -i,O—i—a) = (z’,a)
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El producto (O es distributivo respecto de la suma .

(’L’a) ORr (],Zl))) bl (.]7 b):b(k’C) (7’ Jaa+bb) 51 (.7’ b) :b(k’C)
GoenGienta) = COCH 5 OTST0 =y 5 T
(1,a) Or (k,c)  si c<b (i-kya+c) si c<b

(i-j,a+b) si (i-j,a+b)=(0G-ka+c)
(0,a+b) si i-j#i-k,a+b=a+c
(i-j,a+b) si a+b<a+c
(i-kya+c) si at+c<a+bd

Hemos comprobado entonces (i,a) Or ((4,b) ®r (k,¢)) = (i,a) Or (4,b) ®r (i,a) Or (k, ).

(1,a)Or(J, 0)BR (i, a)Or(k, ¢) = (i-j,a+b)Br(i-k,a+c) =

Orr anula RT, tanto por la derecha como por la izquierda.

OrT OR (i7 (l) = (0, +OO) ®Or (i, a) = (O -1, +00 + a) = (07 +OO) = Opt
(i, (1) Or Orr = (i, CL) ‘R (0, +OO) = (Z -0,a + OO) = (0, OO) = Orr
Probamos asi Ogr ©r (i,a) = (i,a) ©g Orr = Ogr-

Finalmente comprobamos que la condicién de idempotencia se verifica con la operacién aditiva: (i,a) ®gr
(i,a) = (i,a); esto es inmediato tratdndose de hecho de uno de los casos particulares que contempla la
definicién de la suma tropical real extendida, ®g. |

En definitiva tenemos el semianillo tropical real con elemento neutro del producto o identidad, lgt, el
(1,0) y elemento neutro de la suma, Ogr, €l (0, +00).

Observacion 4.3. El conjunto (RT, ®g, ©r) no posee estructura de cuerpo, y ni siquiera es anillo. En general
no existen elementos opuestos y en algunos casos tampoco podemos determinar elementos inversos.
Dado (i,a) € RT buscamos el opuesto correspondiente, es decir, (i, a,) € RT tal que

(i,0) BR (o, 00) = (lo,a0) ®R (i,a) = Ogr = (0,+00).

Lo cual no puede resolverse excepto con el elemento Ogr que es su propio opuesto.
Mientras que si buscamos un elemento inverso se requiere (i_1,a_1) € RT tal que

(i,a) ©r (i—1,a-1) = (i-1,a-1) Or (i,a) = lgr = (1,0).
En este caso si que podemos hallar elementos inversos.

(1,—a) si i=1

(i,a) Or (i—1,a-1) = (i-i—j,a+a_1) = (1,0) = (i_1,a-1) = (=1,—a) si 1=-1
A si i=0
Igualmente con el caso (i—i,a_1) ©r (i,a) = (1,0) por conmutatividad. En ambos casos hemos obtenido

que los elementos de la forma (0, a) no poseen inverso. Y por ello (TR, ®,) no es grupo.

En adelante convenimos escribir los elementos del semianillo RT en lo que llamaremos notacion abreviada.
El elementos neutro de la suma tropical real en notacién abreviada serd: Opt = 4+00%; y el elemento neutro
del producto tropical real serd lgy = 0F. Mientras que en general, el resto de elementos en notacién
abreviada siguen el siguiente convenio:

at = (1,a) a= = (=1,a) a® = (0,a)

4.2. Definiciones

Definicién 4.4. Sean wi, ..., w, variables y a; € RT \ {(0,400)} un elemento no nulo del semianillo
tropical real. Se llama monomio tropical real en n variables de coeficiente o, siendo cada variable w; con
multiplicidad tropical real ¢;, a la expresién formal

il 7
Q... in) Orw; OrR... ORwW,".
De hecho, mediante la notacién con multiindices la expresion se corresponde con

a; OR w' = Q... in) @Rwll @R...QRW:{L.
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Se llama un polinomio tropical real a la suma formal finita de monomios tropicales reales

f = @ai Orw' con a; € RT\ {(0,+00)} Vie A (4.3)
ieA

dénde A es el soporte de f. Si A = () entonces f = (0,+00). El conjunto de polinomios tropicales reales en
las variables wy,...,w, es RT [wy,...,w,]. Con la suma y el producto habitual RT |wy,...,w,] es semianillo
idempotente.

En la Definicion 4.4 hemos empleado la notacién inicial de los elementos del semianillo tropical real, sin
embargo, en la practica escribiremos los polinomios con los coeficientes dados en notacién abreviada, como
vemos en el siguiente ejemplo. Ademads en Ec. 4.3 la suma tropical es real extendida, a pesar de que ya no se
haya hecho uso del subindice R. Estos criterios los mantendremos durante todo el trabajo.

Ejemplo 4.5. Teniendo en cuenta que en los polinomios considerados en el Ejemplo 1.5 los coeficientes estan
restringidos a series de Puiseux reales podemos considerar a continuacién polinomios tropicales reales cuyos
polinomios tropicales complejos asociados son los de dicho ejemplo.

I Tomamos un polinomio tropical real general en una tnica variable w de grado n y con coeficientes sin
signo 0, entonces

fo = @i i @wa = Do il QRWZ: € RTw] vy
fo = @ica @i OrW = @jcqleil* Orw' € RT W]

son un polinomio tropical real con soporte {0,1,...,n} y A = {i1,...,4,n} C {0,1,...,n}, respectiva-
mente.
11 Tomamos el polinomio complejo |f| = 0w @1 € T [w] de tal modo que podemos obtener hasta 9 poli-

nomios tropicales reales asociados: fs, s, € RT [w]. Notacién con la que indicamos: el signo del coeficiente
que acompana a wi es s1 y el signo del término independiente es sg, es decir, sg,s1 € {—1,0, 1}.

fi+ = 0T Oprwdpr 1t fr— = 0" Orwdp 1™ fro = 0t Orwdpr1°
f—— =0  Grwerl™ for = 0T Orwdprl™ foo = 0" Grw®dr1d
foo = OOQRW@Rlo for = OOQRW@R 1t foo = OOGRWEBle
11 Escribimos a partir del polinomio tropical complejo |f| = 2@r00rw1 Prl1Ogws € T |wi,ws] todos los

polinomios tropicales reales asociados sin signos 0 en los coeficientes. Es decir, en estos ejemplos para cada
polinomio f, s,.s, S1 representa el signo del coeficiente que acompana a wi, sz es el signo del coeficiente
que acompana a wy y So es el signo del término independiente. Ademds sg, s1,82 € {—1,1}.

Jr++ = 27 ®BR0T Oprwi Br1T Orwy fol =27 @®R0T Orwi ®r1™ Opws
f++— = 2T ®Rr 0T Grw1 DRl Orws [t = 27 ®r0” Orwi ®r 1T Opwo
fr—+ = 2T ®Rr0” Orw1 Br 1T Opws foy— = 27 Br0T Oprwi ®r 1™ Orws
foir = 27 @®R0T Oprw1 Br 1T Orws fio. =2V @®Rr0” Oprwi Pr1™ Orws

v De forma natural, la potencia j-ésima tropical real es el producto tropical real de un polinomio tropical
real j veces. Con un polinomio del caso anterior serfa f7, . . = fs 550 OR - - @}2 fs1.52,50- Calculamos
un par de cuadrados de polinomios para plasmar como resultan las operaciones tropicales entre los

coeficientes correspondientes.

i = f++- ORr fr4-
= 2t ®r0T Orwi ®r1™ Orw:) Or 2T B 0T Orwi Br1™ Orws)
= 202" ®Rr0T Orw1 Br1 Orw2) Br0T Orwi Or 2T G 0T Orw1 Gr1™ Orws) &R ...
1T ORrw OR 2T BR 0T Orw BR 1T Or w2)
= 4t ORr2T Orw1 OR3™ Orws Br 0T OrwW} B 1T Orw) Or w2 R 2T O w3

2, = J+—+ Or f+—+
= (2t ®Rr0” OrwI ®r 1T Orw2) Or 2T BR 0™ Orwi Br 1T Or wy)
= 2tOrR(2TPR0” Orwi Br1T Orws) BrOT Orwi Or (2T BR0™ Orw1 Br 1T Orws) PR ...
1T ORwe OR (2T ®R O™ Orwi Br 1T O ws)
= 4t BRr 2T Orw1 PR3 OrRws BRr 0T OrwW} DR 1™ Orw) Orwr R 21T O w2

v En el polinomio de grado 3 en 2 variables fr € RT |wy,...,wy] ya escribimos los operadores tropicales
sin el subindice R y asi continuaremos a partir de este punto.

fr = 5T@0TOWI B0 EW 0™ CWIP1™ Cw; CweB0TEWIB0T CW2EWL B0~ Ew, W22~ EWB1~ Ews.
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Definicién 4.6. Dados un polinomio f = ;. i Or w' € RT [wy,...,wy,] de soporte A C N y un punto

p = (P1,-.0n) = ((s1,m1),...,(8n,my)) € RT". De dénde tomamos el signo de p: s, = (s1,...,5p);
y el médulo de p: m, = (my,...,my,). Entonces la evaluacion f(p) es el resultado de la suma tropical real
extendida de los términos (s;, imp) = (5’11 coe st i my g mn), para i € A.

En la préctica basta hacer uso de las operaciones tropicales reales (Fc. (4.2)) para dados f polinomio
tropical real y p € RT resolver f(p), ya que llegaremos a una expresién en operaciones convencionales. En
particular, si @« = (Sq,Mmqa) € RT y r € N entonces

a” = (sa,ma)QR...” OR (Say Ma) = (sa-...~7") Sees Mo + .. 47 +ma) = ((8a)", 7-Mm4q)

Definicién 4.7. Dado f = @, 4 Or w' € RT [wy, . ..,w,] un polinomio tropical real de soporte A C N"
se llama raiz tropical real de f a un punto p € RT si f(p), es decir, el resultado de evaluar p en f, tiene signo
0.

En definitiva la Definicion 3.6 y la Definicion 4.7 son equivalentes en el caso en el que tanto el polinomio
tropical real como la solucién del mismo no posean signos 0. Es decir, dada una raiz tropical real de un
polinomio con signos, los considerados hasta ahora en la geometria tropical real, entonces es raiz tropical real
de un polinomio considerado en la geometria tropical real extendida y viceversa.

Definicion 4.8. Se define hipersuperficie tropical real extendida de un polinomio tropical real no nulo f =
P,cai Or w' € RT [w1,...,wy] de soporte A C N™ como el conjunto de raices tropicales reales de f, se
denota por Tg (f) vy quedard descrito

Te(f) = {p € RT" : f(p)=m"}.

Ejemplo 4.9. Hallamos las raices tropicales reales, y con ello las hipersuperficies tropicales reales, de los
polinomios del Ejemplo 4.5.

1 Consideramos f, y f» polinomios tropicales reales en una unica variables de grado b y con soporte
{0,1,...,n} y A= {i1,...,ir,n} C {0,1,...,n}, respectivamente. Si T (|fa|) = {@wa} ¥y T (|fo]) = {ws}
entonces W = (1,w,) y @, = (—1,&,) son candidatos a raices tropicales reales de f, y, del mismo
modo, JJ;' = (1,wy) y @, = (—1,w) son de candidatos a rafz para f;. Ya que se conoce que en dichos
elementos el minimo se alcanzaria al menos 2 veces empleando los médulo. Para determinar si lo son o no
evaluamos cada uno en el polinomio tropical real correspondiente y nos fijamos en el signo resultante. Por
definicién descartaremos aquellos puntos para los que obtenemos signo no 0. En este sentido queremos
destacar que puede ocurrir tanto que ambos candidatos sean raiz tropical como que solamente lo sea uno
de ellos como que no sea valido ninguno de los dos. En el siguiente punto tenemos un caso concreto en el
que ocurre esto.

11 Consideramos para el cdlculo de raices tropicales reales los polinomios sin signos 0. Tomamos los polino-
mios fi i, f+—, f—+ v f—_. Entonces valoramos como soluciones posibles @, = 17 y @_ = 17, para los
que resolvemos f1(17) = f-_(17) = 1%y fo_(1%) = f_,(17) = 1° mientras que f;(1F) =17,
fo() =17, f (1) =17y f () = 17,

De lo que concluimos T (f+) = Tr (f--) = {17} T (f+-) = Ta(f-4) = {1*}.

111 Usaremos el pachtworking para determinar las distintas curvas de cada uno de los polinomios fs, s,s, dénde
s1, 82,80 € {+,—}. Esta técnica se base en replicar en 4 cuadrantes la curva tropical compleja asociada
al polinomio tropical real, con la orientacién correcta. Teniendo en cuenta que hacemos referencia a los
cuadrantes en el sentido habitual, cada una de las divisiones del plano que realiza un eje cartesiano.
Entonces, en cada uno se evalda el signo del monomio asociado a esa region del espacio. Y finalmente sélo
conservamos como parte de la curva tropical real aquellas lineas que se encuentran entre signos distintos.

1+ [ Af+++ 1+ [ Af++— 1- [ Af+—+ 1+ I Af—++

2+t 0" 2- 0* 27 0t 2+t 0~
Figura 4.1: Poligono de Figura 4.2: Poligono de Figura 4.3: Poligono de Figura 4.4: Poligono de
Newton de fy44 Newton de fi4_ Newton de fy_ Newton de f_4 ¢

En las Figuras 4.1 a 4.8 damos la subdivisién regular del polinomio con todas las configuraciones de
signos no 0 posibles. Y en las Figuras 4.9 a 4.12 mostramos las curvas correspondientes.
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Figura 4.5: Poligono de Figura 4.6: Poligono de Figura 4.7: Poligono de Figura 4.8: Poligono de
Newton de f___ Newton de f__ Newton de f_ 4 _ Newton de fy__

Figura 4.9: Curva f,,, Figura 4.10: Curva Figura 4.11: Curva Figura 4.12: Curva
y f——- J4—y [——+ fr—+ ¥y [—4- fotr ¥y [4——

1v El polinomio fr = 57 @07 0w 0" Qwe®0” 0w ® 1~ Ow Qwe @ 0T Owid 0T Ow? Owa &0~ ®
w1 Ows B2 Ow! ®17 Ows € RT [wi,ws] lo estudiaremos més en detalle al final de la memoria, dénde
dibujamos Tg (fr)-

4.3. 'Tropicalizacion real extendida

Comenzamos esta seccién recordando la Definicion 1.13 en la Seccion 1.2, dénde dimos la definicién
general del proceso de tropicalizacion como aquél que asigna a una variedad algebraica una variedad tropical.
A continuacién presentamos el proceso propuesto en el caso real, dénde definiremos la variedad algebraica
sobre el cuerpo de series de Puiseux con coeficientes reales.

En adelante denotamos como K al cuerpo de Series de Puiseuz con coeficientes reales, K = J,,», R((t/™)).
Sea a € K entonces lo podremos escribir en términos de series de Puiseauz reales, es decir, series de poten-
cias formales con coeficientes reales de parametro ¢ cuyos exponentes son nimeros racionales y que daremos
escritos en comun denominador, N € N, que es acotado.

a:Zaiti/N, a; #0
i=l

Consideramos implicitamente [ € Z el exponente més bajo de la suma, el primero no nulo. Excepto en el
caso de definir la serie Og dénde Og = 0 = Zil Oiti/N, es decir, todos los coeficientes de la serie son cero.
Llamamos al coeficiente asociado al indice I € Z coeficiente principal y lo escribimos por Pc(a) = a;.

Nombramos en lo sucesivo polinomio clasico a cualquier polinomio en n variables con coeficientes en el
cuerpo K de soporte A. En general escribiremos F' = >, a;ixt € Klzy,..., 2]

En la Definicion 1.12 dimos la aplicacion trop, de dénde conviene destacar el uso de la valoracién empleada
para definirla. En este caso la aplicacion, que denotamos tropg, se considera en dos pasos. En primer lugar,
empleamos para cada elemento la valoracién, v, y en segundo lugar tenemos en cuenta el signo del elemento,
siempre y cuando sea posible.

Definicién 4.10. Sean el cuerpo K = |J, -, R((t/")) ya = 32, a;t/" un elemento suyo.
Definimos la valoracidn de a como el exponente de t del coeficiente principal, es decir, v (a) = I/N. Con
la particularidad v(0g) = +oo.

v o K* — R

a = Z;‘il,ag&o ait'/N — w(a) = I/N (4.4)
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Definimos la funcidn signo 0, que denotamos sg. Con la particularidad so(0x) = O.

so 1 K — {-1,0,1}
1 si a>g0 (4.5)
a — 0 si nosesabea>gOnia<gO )

—1 si a<g0

En las condiciones dadas en la aplicacién sg, Fc. 4.5, hay que tener el cuenta que la relacién de orden en
K indica que a >k 0 si y s6lo si Pc(a) > 0, con > el orden habitual en R. Por lo que queda definida de forma
unica la aplicacién, ya que se trata de un anillo dénde el orden es tnico [8]. Y de este modo basta conocer el
signo del coeficiente principal para determinar el signo del elemento a. En base a esto definiremos el proceso
de tropicalizacion en si de forma préctica.

Definicién 4.11. Sea a = (ai,...,a,) € K". Entonces mediante el uso componente a componente de la
valoracién y de la aplicacién signo 0 obtenemos la aplicacion tropicalizacion real extendida, que denotamos
tropr.

tropg : (K*)" — RT"

a = (ar,....an) — ((s0(@a1),v(a1))s . (so(an), v(an)) ) (4.6)

Observacion 4.12. La aplicacién para la tropicalizacién que presentamos es idéntica al caso real [12], que
precisamente hemos usado de referencia (sobre TR). Lo hemos modificado en cuanto a la aplicacién signo
habitual para incluir el caso del signo 0, de ahi el reconocimiento de esta como funcién signo 0. Y de hecho,
dicha extensién es uno de los motivos del nombre de geometria tropical real extendida.

Cuando no haya confusién haremos abuso de notacién refiriéndonos a la tropicalizacion real extendida
solamente como tropicalizacion real o incluso tropicalizacion.

Definicién 4.13. Siguiendo las notaciones anteriores. Dado a € K* diremos que sy que indica el signo de
a € K: so(a); y llamaremos mddulo de a, denotado |a|, al resultado de la valoracién: v(a).

Para elementos a € (K*)" con n € N llamamos signo de a a la n-tupla so(a) = ( so(ai), ... ,so(an)) €
{-1,0,1}" y lamamos mddulo de a ala n-tupla |a] = (|ai],...,|a,|) € R™.

Segiin la definicién anterior dado a € K* tal que tropg(a) = p € RT entonces p = (s,m) € RT
indica s € {—1,0,1} es el signode ay m € R es el médulo de a. Y en notacién abreviada tendriamos
pt = (1,p) en caso de ser v(a) = py sg(a) = 1;p~ = (—1,p) en caso de ser v(a) = py sp(a) = —1;
y p° = (0,p) en caso de ser v(a) = py so(a) = 0. Por otro lado,

tropr' (pt) = a, - t? +x, siendo v(a,) = 0y *, términos en serie de Puiseux de valoracién estrictamente
menor que p y ademas a, > 0.

tropg' (p™) = ap - 1P + #, siendo v(a,) = 0y *, términos en serie de Puiseux de valoracién estrictamente
menor que p y ademds a, < 0.

-1/.0\ _ L . o P . . ., .
tropr' (p°) = ap - tP + *, siendo v(a,) = 0y *, términos en serie de Puiseux de valoracién estrictamente
menor que p, sin conocer informacién sobre el signo.

Y en particular, tropgl (—1—000) =0=0y tropgl (0T) = r € R*, es decir, los elementos neutro de la suma
y del producto los obtenemos como imagen por la tropicalizacién real extendida del cero y del resto de
reales, respectivamente.

Ademis, en la practica dado un polinomio clésico que define una variedad algebraica tomamos como proceso de
tropicalizacion real la tropicalizacion real de los coeficientes de polinomios y la sustitucién de las operaciones
convencionales por las operaciones tropicales, las reales extendidas en este caso (Fec. 4.2). Seglin esto f =
tropr (F) vendra dado como

;- trops (F)
- @D,catropr (a;) O W

_ . . i1 in
- i€ i)y 7 .
Dica (s0(ai), v(a;)) Orwi' OR ... Or W

Observacion 4.14. Teniendo en cuenta la construccién realizada para la aplicacién sg podemos establecer una
conexién con la geometria tropical compleja en cuanto a que un polinomio tropical real cuyos coeficientes
tienen signo 0 serd en realidad un polinomio tropical complejo.
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Ejemplo 4.15. Partimos de los polinomios cléasicos del Ejemplo 1.14 a los que aplicamos el proceso de tropi-
calizacion propuesto, segin tropg.

1 Sea FF'=31"  (a;t*)z’ con a; € R*, entonces

n ‘ —1 si a; <0
tropr (F) = @i_o(si, ;) Op W' dénde s; = 0 si mnosesabea; <0oa; >0
o 1 si a; >0

11 En este caso escribimos ya con la notacion abreviada.

F| = 2Tx — 10t = tropr (F1) = 0T Orw®r 1™
Fy = o+t+2t2+3t2 = tropg(F2) = 0t Orwdg 1t
F3 = —10z + 2020t +t7 = tropr(F3) = 0" Orw®r 17T

11 Dado F = z1+txe+t2 € K|xy, 73] entonces g = tropr (F) = 2T@r0TOrwi Or1TOrws € RT [wy,ws).
v En el caso G = F? = 2% + 2twy + t2y? + 2t3y + t2x + t* € K[z, 2] obtenemos g = tropgr (G).

g = 4t @RQJr ORr w1 @R3+ ORr wsy @RO+ @wa DR 1+ Or w1 ORr W2 @RQJF @ng ERT[Wl,WQ]

Disponemos ya de la base necesaria para formular la definicién de punto singular tropical real, ya que
tomamos de referencia la Definicion 1.16 y modificamos tanto las condiciones generales como la particularidad
del proceso de tropicalizacion a aplicar.

Definicién 4.16. Sea f = @, . i Or wt € RT [wy, ... ,wn] un polinomio tropical real de soporte A C N™.
Dadop = (p1,...,pn) € RT" sin signos 0 tal que p € Tgr (f) se dice que es un punto singular tropical real
de orden al menos k si existen F € K|zy,...,2,] vy P € (K*)" tales que tropr (F) = f,tropr(P) = py
P es un punto singular de de orden al menos k de {F = 0}.

Se dice que Tg (f) es una hipersiperficie singular tropical real de orden al menos k si existe p € Tr (f)
punto singular tropical real de orden al menos k.

Denotaremos Sing,tcmpR (f) al conjunto de puntos singulares tropicales reales de orden al menos k del
polinomio f.

En esta ocasion hemos escrito ya la definiciéon general del punto singular, siendo el caso k = 2 el corres-
pondiente a la singularidad simple.
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Capitulo 5

Caracterizacion de puntos singulares
tropicales reales

En este capitulo, como se indic6 en el anterior, denotamos como K el cuerpo de series de Pusieux con
coeficientes reales. Ademas, en adelante la notacién empleada para las operaciones tropicales es la misma que
en el caso complejo pero hara referencia a las operaciones tropicales reales. En adelante indicamos &g y Og
empleando simplemente @& y ©®, respectivamente.

5.1. Base tropical real

En primer lugar damos la definicién de base tropical en el caso real.

Definicién 5.1. Sea I C Kzq,...,2z,] un ideal. Se llama base tropical real de I a un conjunto generador
finito de polinomios {F1, ..., F,} tales que Tr (I) = (i_; Tr (tropr (F}))

En segundo lugar damos el conjunto de términos principales de un conjunto B dado, que denotamos
PC (B). Lo construimos en base a cada b = (by,...,b,) € B C (K*)". Nos basta tomar los términos
independientes componente a componente considerando el elemento comin de minima valoracién de todas
las componentes, es decir,

PO(B) = { (Pe(bat™),..., Pe(bat™)) | b€ B, by=3 byt k=min{l;}

’L‘:lj

Tlustrado con un ejemplo sencillo (n = 3) PC(33 — 5t, —t2, —10 + t*) = (33,0, —10), pero ademds, PC(33t —
5t2, —t3, —10t + t°) = (33,0, —10).

Si en la Proposicion 2.10 indicabamos la posibilidad de construir una base mediante polinomios lineales de
soporte minimal a continuacién se presenta la misma posibilidad en geometria tropical real. La Proposicion 5.9
asegura la existencia de una base mediante polinomios afines de soporte minimal en el caso lineal homogéneo.

Para la demostracién precisamos del concepto de polinomio residual y el teorema de la alternativa ( Teore-
ma 5.5, [5]), que aplicamos para demostrar una versién tropical del mismo: Corolario 5.6 [12]. La demostracién
del corolario precisa del Teorema 5.3 y este, a su vez, requiere de la aplicacién de la version del Lema de
Nakayama dada en el Lema 5.2 [4].

Lema 5.2 (Lema de Nakayama). Sea (R,I) un anillo local de cuerpo residual k. Sea M un R-mddulo
finitamente generado. Entonces, M/IM es un k-espacio vectorial y si [x1], ..., [z,] generan M/IM como
k-espacio vectorial entonces x1, ..., x, generan M como R-mddulo.

Teorema 5.3. Sea R = R[[t]] el anillo de series de potencias formales con coeficientes en el cuerpo de los
nimeros reales y K = Frac(R) = R ((t)) su cuerpo de fracciones. Sean E un sistema de ecuaciones lineales
homogéneas y V.C K™ sus soluciones. Tomamos Eq = PC((E)) y Vo = PC(V). Entonces Vo C R™ son
exactamente las soluciones del sistema Ey.

Demostracion. Tomamos Vi como VN (R [[]])™. R[[t]] es dominio de ideales principales y V; es un submdédulo
de (R[[t]])™ por tanto V; es R [[t]]-médulo libre. Por otra parte, R [[¢]] es una anillo local de maximal un ideal
principal definido por el pardmetro ¢, es decir, (R[[t]],m) con m = (¢) es anillo local y R es el cuerpo
residual. Si construimos el espacio cociente Vo = Vj/m, basta comprobar se cumplen las condiciones del
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Lema de Nakayama. Entonces Vj es un R-espacio vectorial y dados [v1], ..., [vs] generadores de este entonces,
tomando representantes de dichas clases, vy,...,vs generan V; como R[[¢]]-médulo y V' como K-espacio
vectorial. Ademas, dichos generadores forman una base de Vi y V', procedemos por reduccion al absurdo para
comprobarlo. Si dicho conjunto de generadores no es base de V' entonces son K-linealmente dependientes, es
decir,

S
0 = Zaivi a; € K,
i=1
y multiplicando por un factor t/ apropiado entonces

0= ibivi con b; =tla; € R[[t]] Ji tal que b; € (R[[t]])*.

i=1

Luego tomando clases, siendo la valoracién de tal b; nula, serfan [v1], ..., [vs] linealmente dependientes,
llegando asi a un absurdo. Por ello dada {[v1],...,[vs]} base de V entonces {vy,...,vs} es K-base de V' y
por tanto dim(Vp) = dim(V) = s.

Realizando el mismo razonamiento con el espacio lineal de ecuaciones homogéneas E, si {[w1], ..., [w,]}
es una base de Ey, entonces {wy,...,w,} es base de E. En particular dim(Ey) = dim(E) = n — s. Ademds,
es claro que si f € Ey, f(Vp) =0, como dim(Vy) = s, debe ser V(Ey) = Vy C R™. [ ]

Observacién 5.4. Destacamos del Teorema 5.3 el uso de PC({E)) en lugar de simplemente PC(E) ya que es
necesario tener en cuenta todas las combinaciones lineales de ecuaciones de F.

Teorema 5.5 (Teorema de la alternativa). Sea M € M., (R) una matriz de rango r. Entonces uno y
solamente uno de los siguientes problemas tiene solucion

i) Bxiste P = (Py,...,P,) € R", conp; > 0 para 1 < i <mn, tal que MP = (0,...,” 0)’.
ii) Erxiste v = (v1,...,v,.) € R" tal que vM = b # (0,...," 0)! y todos los coeficientes de b son no negativos.
Demostracion. |

Corolario 5.6. Sea M € My, (R) una matriz de rango r. Entonces uno y solamente uno de los siguientes
problemas tiene solucion

i) Existe P = (Py,...,P,) € R" tal que MP = (0,...,”) 0)* y tropg (P) = (0F,... Mot
ii) Erxiste v = (v1,...,v,.) € R" tal que vM = b # (0,...," 0)! y todos los coeficientes de b son no negativos.

Demostracion. Las dos posibilidades no pueden ocurrir a la vez. Si V' es el nicleo de M, el punto %) indica
(0+,...,M0%) € tropr (V) y el punto i) indica que en tropg (V) todos los elementos tienen que tener al
menos un término negativo. Ya existe un polinomio lineal H € Z(V') tal que la forma residual respecto de
(0,...,™0) tiene coeficientes de signo positivo.

Podemos considerar que V' posee una base con coeficientes en R ((¢)).

Si 4i) no tiene solucién toda forma lineal H € Z(V) es tal que el polinomio residual en (07 D) O)
tiene coeficientes negativos. Luego en estas condiciones el Teorema 5.5 determina que el conjunto de formas
residuales en (07 O 0) tiene solucién con componentes estrictamente positivas: Py € R™. Y por el Teorema
5.3 existe P € V tal que Pce(P) =Py tropg (P) = (0, D) ) Con lo que se verifica ).

Si i) no tiene solucién entonces PC(V) NRy" = (), dénde R, indica el conjunto de los niimeros reales
estrictamente positivos. Empleando el Teorema 5.8y el Corolario 5.6 sobre el cuerpo de los nimeros reales,

podemos afirmar que existe una forma lineal H € Z(V) tal que todos los polinomios residuales en (07 D) O)
tienen coeficientes positivos. |
Definicién 5.7. Sea FF' = } ., a;xt € Klx1,...,2,] un polinomio clasico de soporte A C N" y sea

p € RT". Entonces, tomando la tropicalizacién real extendida, f = tropg (F) es un polinomio tropical real.
Se considera A, como el conjunto de indices en cuyos monomios asociados f alcanza el minimo en p. Se llama
polinomio residual de F' en p al polinomio

F, = Z Pc(aj)r? € Rizy,...,z,].
JEAp

A continuacién, detallaremos la demostracién realizada en el articulo [12] de la Proposicidn 5.9 ( Theorem
3.14). Se trata de una prueba constructiva, de hecho se describe implicitamente el algoritmo a seguir para
elaborar una base tropical real.
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Observacion 5.8. Sea V(I) con I = Z(V) el ideal del espacio afin V' C (K*)”, entonces V(I) = V.

Proposicion 5.9. Sea I = Z(V) el ideal del espacio afin V- C (K*)™. Entonces, los polinomios afines en I
con soporte minimal forman una base tropical real de I.

Demostracion. Para cada soporte minimal solo hay un polinomio lineal en I (salvo multiplicidad por cons-
tante) y dichos polinomios lineales generan I = (Fy, ..., F,). Es decir, hay un conjunto finito de generadores
de I. Por otro lado, podemos considerar sin pérdida de generalidad I homogéneo. De modo que nos centramos
en probar

tropr (V) = ﬂ Tr (tropr (Fy)) .

En contenido tropg (V) C (;_, Tr (tropr (F})) es trivial y el contenido opuesto lo probamos por contra-
rreciproco. Dado p € RT" veamos

p ¢ tropr (V) =3j€{l,....r} tal que p ¢ Tr (tropr (Fy)) -

Tomaremos en adelante p = (0F,...,07), ya que es posible trasladar a este punto cualquier otro mediante
un cambio de coordenadas. Ademads, estando en condiciones de emplear el Corolario 5.6, tiene que ocurrir
ii), IF € Z(V') funcién lineal tal que p ¢ Tr (F). En caso de no ser F' de soporte minimal existira G € Z(V),
forma lineal, con soporte minimal contenido en el soporte de F. Si p € T (tropg (G)) construimos H a partir
de F y G tal que p & Tg (tropr (H)).

Desarrollamos la construccién del polinomio afin H a partir de F'y G. Sean FF' = 3 ._ Ap GiTi Y
G = > Ag bii, es decir, polinomios lineales de soporte Ar y Ag, respectivamente. Entonces,

F es tal que p ¢ Tg (tropg (F)) y ademéas 3k € Q tal que t*F es polinomio con coeficientes de valoracién
estrictamente positiva y al menos uno de valoracién exactamente 0: v(t*a;) > 0y 3 € Ap tal que
v(a;t*) = 0.

G estal que Ag C Ap y ademds 3l € Q tal que t'G es polinomio con coeficientes de valoracién estrictamente
positiva y al menos uno de valoracién exactamente 0: v(¢'b;) > 0y 3i € Ag tal que v(b;t!) = 0.

En primer lugar modificamos el polinomio G mediante una combinacién lineal: G — AF 4+ uG (A, u € R*).

tropr (AF 4+ puG) = @ v(aitk)\ + bitlu) O w;
1€EARUAG

Denotamos Ar, C Ar y Ag,p C Ag subconjuntos de los soportes Ap y Ag, respectivamente, con los indices
de los monomios en los que el minimo se alcanza en p. Encontramos la transformacion apropiada con el
objetivo de asumir que F, y (AF + pG), son linealmente independientes. Si 3m € Ag , tal que m ¢ Ap,
entonces, podemos usar G para eliminar el monomio en z,, de F.

G = MF+u'G
= ZieAF,jeAG(/\tkawi + pttb;;)
= Yiear\{mygeac fmy M @i + pt'bjzs) + (N am + pt'bm )z

Nos basta tomar \ y yu tales que At*a,, + pt'b,, = 0. De este modo, tras operar para todo indice en Agp y no
en Ap,, hemos sustituido el polinomio G de partida por otro tal que Ag,, C Ap,. Denotamos a; = Pe(a;) y
b; = Pc(b;) coeficiente principal de los monomios de la variable z; en F'y G, respectivamente. Entonces dado
i € App tal que |<%| maximo, si b; > 0 cambiamos el signo del polinomio G. Concluimos que la combinacién

H
—b;
H = F( )+G,

)

a;
es un polinomio afin de soporte contenido estrictamente en el de F, Ay C Ap, y p ¢ Tr (tropr (H)). Ya que
H,,, polinomio residual de H en p, es por construccién de coeficientes positivos, por lo que no habra cambio
de signo entre los monomios aunque el minimo se alcance en p.
En caso de no ser H de soporte minimal iteramos el proceso hasta obtener un polinomio de soporte
minimal. |
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5.2. Derivadas de Euler reales

A continuacién presentamos resultados analogos al caso complejo con las pertinentes adaptaciones, ya que
ahora los polinomios clésicos quedan escritos sobre el cuerpo K = J, -, R((¢t}/™)) en lugar de K = C{{t}}
y los polinomios tropicales son reales, en RT [wy, ..., w,], en vez de complejos, en T w1, . .., wy].

Tanto la derivada de Fuler de F como la derivada Euleriana de F' las dimos en la Definicion 2.11y 2.17,
respectivamente. Ya que se escribieron para F € K[zy,...,2,], con K cuerpo, y podemos recuperarlas de
ahi. En cambio, es preciso redefinir la derivada de Euler de f, siendo f un polinomio tropical real.

Definicién 5.10. Sea f = @, 4 Orw’ € RT [wy,...,w,] un polinomio tropical real de soporte A C N™.
Sea g = >.¢;iz" € Z[z,...,2,) un polinomio con coeficientes enteros. Se define la derivada de Euler del
polinomio tropical real f respecto de g como el polinomio tropical con signos dado por

of , i

g @ieA,g(i);ﬁo (s0(9(i)),0) © a; © w". (5.1)

Ejemplo 5.11. Tomamos los polinomios del Ejemplo 4.5 y realizamos algunas derivadas de Euler de los
mismos.

1 Dado f, = @, |a:|T ®w’ € RT [w] las derivadas respecto de polinomios de grado eliminan a lo sumo
un monomio y al resto pueden cambiarlo de signo, es decir, dado g = ¢1z + ¢o € Z [z] entonces

fa _ @ 09006 © |, |= ® .
ag iZO, 7;75—(}0/(,’1

Dado fy = Pcqlilf ©w’ € RT[w]. Sean {i1,...,ix} € A con k € N tal que k
subconjunto de indices, podemos derivar respecto del polinomio entero de grado k g
ix) € Z|z]. Entonces

[A] <n+1un
(z—il)...(z—

A

f _ B 000D o g u
D95 e\ Girwin)

Y en el caso limite en que {i1,...,ix} = A, es decir, A\ {i1,...,% -} = 0 obtendremos aag{; = (0,+00).

11 Sean los polinomios tropicales reales fs,5, = 0% ©® w @ 1%0, dénde s1,s9 € {—1, 0, 1}, tomamos los
polinomios enteros go = 20z, g1 = 152 — 15y go = 72% — 7.

Ofey _ 0f1— _ O0fro _ 0+ Ofry _ 0f 4 _ Ofor _ 1-
dgo ~ 9go ~ 9dgo =0T 0w g1 ~ 9g1 ~ Oq =1

Of-+ _9f - _ 9fo _ - Ofr— _ 0f—— _ Ofo— _ 1+
dgo ~ OJgo ~ 0Jgo =07 Ow dgr ~ Odg1 ~ Oqn =1

Ofor _ Ofo— _ dfoo _ 0 9fro _ 9f-008f _ 10

dgo = O9go ~ 9go =0 0w dgo ~ Ogo 9go =1

m Sean los polinomios tropicales reales f = 2% @ 0% Ow; B1°2 Qws € RT [wy,ws] con sg, 81,52 € {—1,1}
calculamos las derivadas de Euler respecto de los polinomios g1 = 21, g20 = 220 — 1, g11 = 21 — 22 ¥
g111 =21+ 22 — 1.

St — 0% O wy Gt =9 60" Ow Gt 0t Qw B 17 Owy Gret — 9~
s = 0t O wy 2fte =27 @ 0" Ow; Y= = 0t 0w B 1T O wy A= =27
s — 0" 0w St =27 90T 0w Pt = 0" 0w Ol Ow Gfe=s = 2~
Gt — 0" Ow 2l =2t 9 0” Ow et — 0t ow @17 Ow Gt = oF
%T;*:O‘Qm 85;2’0*:2+@0+®w1 %ﬁil’l*z()‘@m@l‘@m %’;ﬁzﬁ
St = 0t O wy 2lte =27 60" 0w = =0t ow el ow Otz = ot
s =07 O s =200t Ouw Y= =0 0w o1t Ow A== =2-
a(,;_g:_ =0" Quw ag;;()_ =23 0T Ow ag;;_ =0" Qw 1T O ws aafg_lff =2t
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Finalmente de cualquiera de estos polinomios podriamos eliminar los tres monomios, por ejemplo deri-
vando respecto de g = z129.

IV Sea g = 4P20w; B3O ws ®0®w% DlOw Ows® 2@0.)% € T [wi,ws], en este caso podremos obtener hasta
64 resultados diferentes al calcular la derivada de Euler tropical respecto de algin polinomio entero.

Siguiendo con la analogia con el caso complejo es posible formular la siguiente correspondencia.

Teorema 5.12. Sean f = @ieAaiQRwi € RT w1, . ..,wy] con soporte A C N™ un polinomios tropical real y
F = Y az* € K[zy,...,2z,]) un polinomio cldsico tales que f = tropr (F). Dado g = > c;z* € Z|z1,..., 2]
un polinomio con coeficientes enteros, entonces

or _, or
dg TOPR 9g )

Demostracion. Por ser f = tropr (F) tenemos tropg (a;) = «; para i € A. Por otro lado, aplicando la
definiciones de derivada de Euler tropical real y de derivada Euleriana clasica, respectivamente,

L = Bicaguiyzo(50(9(0),0) © s © y tropr(%E) = @uea i © tropr (g(i)) © w'.

Nos basta estudiar la tropicalizacién de ¢(i) para dar con la igualdad entre ambas expresiones.

tropr (g(z)) — { (So(g(l)),()) st 9(2)7_50

(0, +00) si g(i) =0 -neutro de la suma tropical real-

Entonces el resultado es inmediato. | |

5.3. El teorema de caracterizacion real

Comenzamos estudiando la tropicalizacién del conjunto de polinomios con una singularidad de orden al
menos k en un punto dado.

Proposicién 5.13. Sea A C N™ un conjunto finito con d elementos y K% el espacio de polinomios con
coeficientes en K con soporte contenido en A. Se considera

L) = {F € (K*)| F tiene en 1 = (1, S 1) una singularidad de orden al menos k}

el espacio lineal de polinomios con singularidad en P de orden al menos k. Se toma G = {g € Z[z1,..., 2] | deg(g) < k}.
FEntonces,

trop(L,lc) = {f € RT [wy,...,wy] | Soporte(f) = A, 0= (O,...,”)()) €Tr (g;) Vg € g}.

Demostracion. Sea F = > . yx' € Klai,...,2n,y:(i € A)] es un polinomio general en n variables
con d coeficientes indeterminados en el cuerpo K. Si ademéds F € L} entonces, por la Proposicidn 2.21,
equivalentemente %—5 (1) = 0 para todo polinomio entero g € Z|z1,...,2,] con deg(g) < k. Con %—5 la
derivada Euleriana nétese que %—I;(i) es una ecuacién lineal en las variables y; y ademads, toda ecuacién lineal

de L} es de la forma %—5(1). Si tomamos la tropicalizacién de las derivadas Eulerianas de los polinomios F

evaluados en 1 y empleamos el Teorema 5.12, entonces
oOF N T . of -
o (55 ) (P) = tromm (ngyil ) - B wihoeunco =g
g i€A i€ A, g(i)#0 g
Dénde hemos considerado f un polinomio tropical real general en n + d variables: f = @, ,vi © wt €

RT [w1,...,wn,v(i € A)].
Y finalmente, por la Proposicion 5.9

tropr (L},) = ﬂm@g(m—‘)) = ﬂm@g(w—ﬁ)).

9€g
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Proposicién 5.14. Sea A C N" un conjunto finito con d elementos y K¢ el espacio de polinomios con
coeficientes en K con soporte contenido en A. Si P € (K*)" es un punto con coordenadas no nulas, se
considera

LY = {F ¢ (K*)? | F tiene en P = (Py, ..., P,) una singularidad de orden al menos k}

el espacio lineal de polinomios con singularidad en P de orden al menos k. Se toma G = {g € Z][z1,...,2,] | deg(g) < k}.
FEntonces,

trop(L,f) = {f € RT[wy,...,w,] | Soporte(f) = A, trop(P) =p= (p1,...,pn) € Tr <g£> Vg € g}.

Demostracion. Con la Proposicion 5.13 y las equivalencias siguientes ya queda probado.

P e Singy, (F) & 1 € Singg (F(Piz1,...,Pyxy))

_ = o f(x ooy Ty n
(0%, 07) € Nyeg T (52) & 1, pa) € Nyeg T (2L 2zmmn) )

Teorema 5.15. Sean P € (K*)", p € RT", F € Kz1,...,2,) y f € RT|w1,...,wy] con F polinomio
clasico y f polinomio tropical real tales que tropr(F) = f ytropr (P) = p. Entonces son equivalentes

I P € Singy (F)

11 1 € sing, (F(Pix1,. .., Puxy,))
+ + 7 (9f
i (07,...,0%) € Ngeg(g)<kTr (a—q)

IV p € Neg(g)<i TR (%(pl Ox1y...,Pn ®$n))>

Teorema 5.16. Sea f = P, i Or w' € RT [wy,...,wn] un polinomio tropical real de soporte A C N™.
Entonces, para g € Z[z1,...,2,] un polinomio en n variables con coeficientes enteros y de grado a lo sumo
k se verifica
. tro = 8f
Sing, "7 (f) = m T((’?)'
deg(g)<k g

Es decir, el conjunto de singularidades tropicales reales de orden al menos k coincide con la interseccion de
las hipersuperficies de todas las derivadas de Euler de grado a lo sumo k — 1.

Demostracion. Basta tener en cuenta que dado un elemento p € Sing, °’" (f), entonces existen F €

K[z, ...,2,] un polinomio cldsico de soporte A tal que tropg (F) = fy P inSingy (F) tal que tropg (P) = p.
Entonces aplicamos la equivalencia entre los puntos i) y iv) del Teorema 5.15. |

Veamos algunos ejemplos de aplicacién del Teorema 5.16.
Ejemplo 5.17 (Subdivisién regular que es triangulacién). Suponemos dos polinomios tropicales reales, fi y
f2, de grado 2 y tales que su subdivisién regular, Ay, y Ay,, se corresponde con la que se indica en las
siguientes figuras.

Ay Ay

1 2

Entonces podemos afirmar que f; y fo no poseen puntos singulares tropicales reales, sea cual sea la
configuracion de signos correspondiente. Ya que de hecho, como consecuencia del Teorema 2.31, no poseen
puntos singulares tropicales complejos. Si tomamos cualesquiera 2 derivadas de Euler respecto de un polinomio
de grado 1 distintas, bien de f; o bien de f5, el minimo dejaria de alzarse en el dos monomios. Ya que dicha
derivada eliminaria un punto de la subdivisiéon y con él las aristas adyacentes.

De hecho, es posible afirmar un resultado general. Dado f un polinomio tropical real de grado n cuya
subdivision regular es una triangulacion f no posee puntos singulares tropicales reales.
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Ejemplo 5.18 (Singularidad tropical real simple). Si encontramos un polinomio cuyo poligono de Newton es
el de la Figura 5.1, entonces podremos encontrar en la curva un punto singular tropical real simple siempre
y cuando existan grupos de monomios con una configuracién de signos apropiada.

Por ejemplo, f = 0" @0T Qw; ®0T Owa 0" Ow? B 1~ Ow; Owy @1~ O wl € RT [wy, ws] tal que su
polinomio tropical complejo asociado, |f| = 0000w D0COws 0O W B 1O w; Owe ® 1O w3 € T [wr,wa,
se corresponde con la subdivisiéon de Newton de la Figura 5.2 y su dual, es decir, la curva tropical la de la
Figura 5.3. Entonces en la Figura 5.4 tenemos la subdivisiéon de Newton de f y en Figura 5.5 la curva tropical
real. En esta 1ltima hemos empleado el patchworking para esbozarla.

@02

10 11

Qoo Qo1 Q20

Figura 5.1: Subdivisién regular de un polinomio tropical real general de grado 2.

1
0 0
®
0 0 1
Figura 5.2: Damos la subdivisién regular la curva tro- Figura 5.3: Dibujamos el polinomio tropical complejo
pical del polinomio tropical complejo asociado: |f]. |f|. Dual al poligono de Newton de la Figura 5.2.
1-
0F,0™")
0t 0~
0~ 0t 1~

Figura 5.4: Se proporciona la subdivisién regular la Figura 5.5: Dibujamos el polinomio tropical real f.
curva tropical real asociada al polinomio f. Dual al poligono de Newton de la Figura 5.4.

Ejemplo 5.19. Consideramos un polinomio fr € RT [ws,...,w,] con poligono de Newton A ¢, representado
en la Figura 5.6, que se corresponde con la expresion

fr = 5700w B0 W 0™ OW!B 1™ Ow; W B0T EW2B0T W W B0 CwW PWI P2~ EWI BT~ Ows
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Ademsds, de la misma subdivisién se deducen los posibles polinomios clasicos,F' € K[x1,...,z,], de los que
se ha obtenido f mediante el correspondiente proceso de tropicalizacién.

F = ago + ai01 +ao1y + azoﬂff +anzrirs + aozl”g + azﬂ%@ + a12z1x§ + a3o$§’ + a039€§-
apo = Eloif) bltl bs >0
aij = Zloio bltl bo >0 (27.7) € {(1a0),(072)7(2’1)}
aij = Zloio bltl bo <0 (Zvj) € {(270)7<0’1)7(172)}
aij = Yabit! b <0 (i,5) € {(1,1),(0,3)}
asp = 21022 bltl by <0

Es decir, sabemos de los coeficientes del polinomio que, siendo series de Puiseux reales, comienzan en un
orden concreto del pardametro ¢ tal que el coeficiente asociado a ese término es un nimero real no nulo y tiene

un signo determinado.

ago = boo - t° + *op dénde xgo son términos en serie de Puiseux de orden superior y bgy es positivo.

a19 = b1p + *10 dénde *1¢ son términos en serie de Puiseux de orden superior y big es positivo.

ap1 = bp1 + *01 dénde *p; son términos en serie de Puiseux de orden superior y by; es negativo.

a0 = bag + *9¢ dénde *9¢ son términos en serie de Puiseux de orden superior y by es negativo.

a1 = b1 -t + *11 dénde %17 son términos en serie de Puiseux de orden superior y b11 es negativo.

a2 = bpa + *g2 dénde *go son términos en serie de Puiseux de orden superior y bgy es positivo.

as1 = ba1 + *91 dénde %57 son términos en serie de Puiseux de orden superior y bo; es positivo.

a12 = byo + *12 dénde %15 son términos en serie de Puiseux de orden superior y bio es negativo.

aso = bsg - t2 + *39 dénde *30 son términos en serie de Puiseux de orden superior y bsy es negativo.

aps = bos - t + xp3 dénde *g3 son términos en serie de Puiseux de orden superior y bgs es negativo.

1-

5t

O+

0~ 2t

Figura 5.6: Poligono de Newton del polinomio tropical real fr del Ejemplo 5.19.

Si aplicamos el Teorema de Caracterizacion de puntos singulares tropicales reales de orden al menos k pode-
mos afirmar que el punto (0%, 07) posee multiplicidad. De hecho es una singularidad doble.

Tanto si realizamos derivadas monomiales, con las que se “elimina” un punto del poligono de Newton,
como si realizamos derivadas de fgr respecto de cualquier polinomio de grado 2, con las que se “eliminan”
hasta 2 puntos, en la subdivisién resultante atin se alcalza el minimo en (0,0) y la configuracién de signos es
correcta (en el articulo [12] se encuentran las distribuciones requeridas).
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