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Resumen

Es bien sabido que cualquier poĺıgono convexo del plano es igual a la envoltura con-
vexa de sus vértices. El Teorema de Krein-Milman, es una generalización de este hecho
para conjuntos compactos y convexos en espacios localmente convexos.

Su demostración aparece por primera vez en el art́ıculo “On extreme points of regular
convex sets”, en la revista Studia Mathematica, en 1940. Los autores de la prueba, y a
quienes debe el teorema su nombre, son el matemático soviético Mark G. Klein (Kiev
1907 - Odessa 1989); y su alumno de doctorado David P. Milman (Vinnytsia 1912 -1982
Tel Aviv), soviético nacionalizado israeĺı.

En este trabajo, proporcionaremos todas las herramientas necesarias para enunciar
y demostrar el Teorema de Krein-Milman. Además, proporcionaremos dos aplicaciones
del teorema: probar que ciertos espacios no pueden ser espacios duales y demostrar el
Teorema de Stone-Weierstrass. Este último es uno de los teoremas fundamentales del
análisis funcional, y una consecuencia directa es que cualquier función continua puede
ser aproximada mediante polinomios.

Palabras clave: espacio localmente convexo, punto extremo, envoltura convexa

Abstract

It is well known that every convex polygon in the plane is equal to the convex hull
of its vertices. The Krein-Milman Theorem generalizes this fact to every arbitrary com-
pact and convex set in a locally convex space.

The first proof of this theorem was published in the article “In extreme points of regu-
lar convex sets”, in the journal Studia Mathematica, 1940. The theorem owes its name
to the Soviet mathematician Mark G. Krein (Kyev 1907 - Odessa 1989) and David P.
Milman (Vinnytsia 1912 -1982 Tel Aviv), a Soviet and later Israeli mathematician who
was Mark’s doctoral student.

In this project, we are going to give all the necessary statements in order to state
and prove the Krein-Milman Theorem. Furthermore, we will provide two applications
of the theorem: to prove that certain spaces cannot be a dual space and to prove the
Stone-Weierstrass Theorem. The latter is one of the most fundamental theorems in
functional analysis, and it is an easy way to prove that a continuous function can be
approached by a sequence of polynomials.

Keywords: locally convex space, extreme point, convex hull.
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Salvo que se indique expresamente lo contrario o se deduzca del texto, en todo lo
que sigue consideraremos todos los espacios vectoriales sobre K, donde por K se denota
indistintamente R o C.

1. Espacios localmente convexos

Definición 1.1 Un espacio vectorial V sobre un cuerpo K se dice espacio vectorial
topológico si existe una topoloǵıa Hausdorff τ en V tal que las siguientes aplicaciones
son continuas con respecto a la topoloǵıa τ :

i)
+ : V × V −→ V

(a, b) −→ a+ b,

ii)
· : K× V −→ V

(α, b) −→ α · b

Definición 1.2 Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial topológico
E tal que todo punto x ∈ E tiene una base de entornos abiertos convexos.

Definición 1.3 Sea V un espacio vectorial. Una seminorma es una aplicación p :
V −→ [0,∞) que satisface

i) p(αx) = |α|p(x) para todo α ∈ K, x ∈ V,

ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) para todo x, y ∈ V.

Si la aplicación satisface también

iii) p(x) = 0 si y solo si x = 0

entonces se dice que p es una norma.

Observación 1.1 Sea p una seminorma. Entonces p(0) = 0.
Basta tener en cuenta que 0 ∈ K, luego p(0) = p(0 · 0) = |0|p(0) = 0.

Recordemos que un espacio normado (X, ‖·‖) es un espacio vectorial en el que se define
una norma.
Si queda clara la norma usada escribiremos X en lugar de (X, ‖·‖).

Observación 1.2 Todo espacio normado es localmente convexo.

Para verlo, basta tener en cuenta que cada punto del espacio normado admite una base
de entornos consistente en bolas abiertas, y que cada una de estas bolas es un conjunto
convexo.

Dada una familia de seminormas definidas en un espacio vectorial V , el objetivo es
definir una topoloǵıa Hausdorff sobre V determinada por dicha familia.
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Definición 1.4 Sea P una familia de seminormas definidas sobre un espacio vectorial
V . Para cada x ∈ V, ε > 0, p1, p2, ..., pn ∈ P , definimos

U(x; ε; p1, p2, ..., pn) := {y ∈ V : pk(y − x) < ε; k = 1, 2, ..., n}.

Además, para cada x ∈ V definimos

UP (x) := {U(x; ε; p1, p2, ..., pn) : ε > 0; n ∈ N; p1, p2, ..., pn ∈ P}.

En lo siguiente, denotaremos UP =
⋃
x∈V

UP (x).

Proposición 1.1 Sea P = {pα : α ∈ A} una familia de seminormas definidas sobre
un espacio vectorial V . Si p(x) = 0 para todo p ∈ P implica x = 0, entonces UP es base
para una topoloǵıa Hausdorff en V.

Demostración.
Ver que Up es base para una topoloǵıa en V es una comprobación directa. Veamos que
la topoloǵıa que define es Hausdorff.
Sean x, y ∈ V, x 6= y, entonces sabemos que existe un p ∈ P tal que p(x − y) > 0.
Por tanto, tomando ε = p(x− y)/3 podemos considerar U(x; ε; p) y U(y; ε; p), que son
abiertos disjuntos de la base y contienen a los puntos x e y respectivamente, luego la
base define una topoloǵıa Hausdorff en V . �

Observación 1.3 Del mismo modo que en Observación 1.2 se ve que cada bola abierta
es un conjunto convexo, se puede probar también que cada elemento de UP (ver Defi-
nición 1.4) lo es. Se tiene incluso que una familia de seminormas P = {pα : α ∈ A}
sobre un espacio vectorial definen un espacio localmente convexo cuando p(x) = 0 para
todo p ∈ P implica x = 0.

Una vez visto cómo construir espacios localmente convexos, pasamos a dar una serie de
ejemplos de los mismos.

Ejemplo 1.1 El espacio KN con la familia de seminormas P = {pi : i ∈ N}, donde:

pi : KN −→ [0,∞)
(xn) −→ |xi|

es un espacio localmente convexo.

Recordemos que un espacio normado (X, ‖·‖) se dice de Banach si es completo. Es
decir, un espacio vectorial normado es de Banach si toda sucesión de Cauchy en X es
convergente.

Ejemplo 1.2 Sea T un espacio topológico Hausdorff, denotamos C(T ), C0(T ) y Cc(T ),
a las funciones continuas de T en K, tales que son acotadas, tienden a 0 en infinito, o
tienen un soporte compacto, respectivamente.
Que una función f tienda a 0 en infinito quiere decir que, para cada ε > 0, existe un
K ⊂ T compacto tal que |f(t)| < ε para todo t ∈ T \K
Para cada función perteneciente a alguno de estos espacios, podemos definir
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‖f‖∞ := sup
t∈T
|f(t)|.

Entonces (C(T ), ‖·‖∞) y (C0(T ), ‖·‖∞) son espacios de Banach. (Cc(T ), ‖·‖∞) es un
espacio normado y es de Banach si T es compacto. En ese caso C(T ) = C0(T ) = Cc(T ).

Si T no es compacto, podemos denotar C ′(T ) al conjunto de las funciones continuas de
T en K. En general, en ese caso, ‖·‖∞ no define una norma en C ′(T ), pero para cada
conjunto K ⊂ T compacto podemos definir la siguiente seminorma

pK(f) := sup
t∈K
|f(t)|.

Entonces (C ′(T ), P ) es un espacio localmente convexo, donde P = {pK : K ⊂ T, K compacto}

Ejemplo 1.3 Sean a, b ∈ R, con a < b, y sea n ∈ N ∪ {0}. Denotamos por Cn([a, b])
al conjunto de las funciones n veces derivables del intervalo [a, b] en R. Definimos

‖f‖n :=
n∑
k=0

‖f (k)‖∞,

donde f (k) es la k-ésima derivada de f y ‖·‖∞ es la norma definida en el ejemplo an-
terior. Entonces (Cn([a, b]), ‖·‖n) es un espacio de Banach.

Podemos observar que C∞([a, b]) =
∞⋂
n=0

Cn([a, b]), donde C∞([a, b]) denota al con-

junto de las funciones infinitamente diferenciables de [a, b] en R. Ahora, para cada
f ∈ C∞([a, b]) definimos

pn(f) := ‖f‖n, n = 0, 1, 2, ...

Entonces (C∞([a, b]), P ) es un espacio localmente convexo, donde P = {pn : n =
0, 1, 2...}.

Recordemos que una función f : C −→ C se dice entera si es holomorfa en todo el plano
complejo. Esto quiere decir que, para cada z ∈ C, existe un entorno U del punto tal
que f es diferenciable en dicho entorno.

Ejemplo 1.4 Sea E(C) el conjunto de todas las funciones enteras. Para cada subcon-
junto K ⊂ C compacto definimos

pK = sup
t∈K
|f(t)|.

Si P = {pK : K ⊂ C , K compacto}. Entonces (E(C), P ) es un espacio localmente
convexo.

A continuación, introduciremos los conceptos de topoloǵıa débil y topoloǵıa *-débil en
un espacio localmente convexo E. Dichos conceptos nos serán de utilidad para dar una
aplicación al teorema de Krein-Milman. Antes, para mayor comodidad, presentamos la
notación
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〈x, f〉

para referirnos a f(x), donde x ∈ E y f ∈ E∗. También emplearemos 〈f, x〉 para
referirnos a f(x). De esta forma, tenemos que

f(x) = 〈x, f〉 = 〈f, x〉.

Definición 1.5 Sea E un espacio localmente convexo. Llamamos topoloǵıa débil en
E a la topoloǵıa generada por la familia de seminormas {pf : f ∈ E∗}, donde

pf (x) = |〈x, f〉|.

De forma similar, llamamos topoloǵıa *-débil en E∗ a la topoloǵıa generada por las
seminormas {px : x ∈ E}, donde

px(f) = |〈f, x〉|.

De esta forma, un conjunto U ⊂ E se dice débilmente abierto si para todo x0 ∈ U
existen funcionales f1, f2, ..., fn ∈ E∗, y un escalar ε > 0 tales que

n⋂
k=1

{x ∈ E : |〈x− x0, fk〉| < ε} ⊆ U .

Los conjuntos *-débilmente abiertos se definen de forma paralela.
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2. Puntos extremos y conjuntos extremales

Definición 2.1 Sea V un espacio vectorial y sea C ⊂ V un conjunto convexo. Un
punto x ∈ C se llama punto extremo de C si siempre que x = ax1 + (1 − a)x2, con
x1, x2 ∈ C y 0 < a < 1, se tiene que x = x1 = x2.

En otras palabras, un punto x ∈ C se dice extremo si no existe ningún segmento de
recta en C que contenga a x en su interior relativo; o equivalentemente, si x no puede
escribirse como x = ax1 + (1− a)x2, con x1, x2 ∈ C y 0 < a < 1.

Dado un conjunto convexo C denotamos por ext(C) al conjunto formado por sus puntos
extremos.

Es fácil ver que ext(C) puede ser vaćıo. Por ejemplo, considerando en R2 el conjunto
convexo C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}, entonces claramente ext(C) = ∅.
Esto se debe a que, al ser C un conjunto abierto, para cada punto x ∈ C podemos en-
contrar una bola abierta B(x, ε) ⊂ C, luego existirá un segmento contenido en la bola
que tenga a x en su interior. De este modo, vemos que x no puede ser un punto extremo.

De lo anterior deducimos que, en un espacio normado en general, ningún conjunto
C convexo y abierto puede tener puntos extremos, es decir, razonando de la misma
forma que antes, para cada x ∈ C, existe una bola abierta B(x, ε) ⊂ C, luego podemos
encontrar un segmento contenido en la bola que contenga a x en su interior relativo. Por
lo tanto, ningún x ∈ C será un punto extremo. Además, por el mismo razonamiento,
podemos deducir que si C es un conjunto convexo, dado un punto x ∈ int(C), entonces
x /∈ ext(C).

Veamos ahora que los puntos extremos del disco unidad conforman la circunferencia
unidad

Ejemplo 2.1 Sea el conjunto convexo C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R2. Entonces
ext(C) = S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
Por lo visto anteriormente, sabemos que ext(C) ⊂ S1. Veamos que se tiene también
la otra inclusión. Supongamos que x ∈ S1 y x /∈ ext(C). Entonces existe un segmento
S ⊂ C tal que x está en el interior relativo de S. Como S y S1 son tangentes en x, y
x está en el interior relativo de S, entonces S ∩ C = {x}, luego la única posiblidad es
que S = {x}, por lo que llegamos a un absurdo.
Por lo tanto, se tiene que ext(C) = S1.

Veamos ahora que los puntos extremos de un conjunto C se preservan por aplicaciones
lineales inyectivas.

Proposición 2.1 Sean X, Y espacios vectoriales y sea F : X −→ Y una aplicación
lineal inyectiva. Sea C ⊂ X un conjunto convexo y sea x ∈ ext(C). Entonces F (x) ∈
ext(F (C)).
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Demostración
Sea x ∈ ext(C). Supongamos que existen y1, y2 ∈ F (C), y 0 < a < 1 tal que F (x) =
ay1 + (1 − a)y2. Sean x1, x2 ∈ C tal que F (x1) = y1 y F (x2) = y2. Entonces, al ser F
una aplicación lineal, tenemos

F (x) = ay1 + (1− a)y2

= aF (x1) + (1− a)F (x2)

= F (ax1) + F ((1− a)x2)

= F (ax1 + (1− a)x2).

Por lo tanto, como F es inyectiva, tenemos x = ax1 + (1 − a)x2, y al ser x un punto
extremo de C, se obtiene x = x1 = x2.
Por lo tanto, F (x) = F (x1) = y1 = F (x2) = y2, luego concluimos que F (x) ∈
ext(F (C)). �

Notamos que la condición de que F sea inyectiva es necesaria. Por ejemplo, toman-
do

F : R2 −→ R
(x, y) −→ x

y C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, sabemos que ext(C) = S1. Sin embargo, tenemos
que (0, 1) ∈ ext(C), pero F ((0, 1)) = 0 /∈ ext(F (C)), ya que al ser F (C) = [−1, 1], se
sigue que ext(F (C)) = {−1, 1}.

Ejemplo 2.2 Sea el espacio de Banach (M(X), ‖·‖), donde M(X) es el espacio for-
mado por todas las medidas complejas, regulares y de Borel en el espacio localmente
compacto y Hausdorff X; y, para cada µ ∈M(X),

‖µ‖ = |µ|(X) = sup

{
n∑
k=1

|µ(Ak)| : (Ak) es partición de X por conjuntos de Borel

}
.

Entonces, si

BM(X) = {µ ∈M(X) : ‖µ‖ ≤ 1},

se tiene que ext(BM(X)) = {αδx : x ∈ X,α ∈ C, |α| = 1}.

Pasamos ahora a introducir un resultado sobre puntos extremos cuando estamos tra-
bajando en el espacio de funciones Lp(R).

Recordemos que el espacio de funciones Lp(R), donde 1 ≤ p < ∞ es el conjunto
formado por las clases de funciones medibles f : R −→ R tales que ‖f‖p <∞, donde

‖f‖p :=

(∫ ∞
−∞
|f(t)|pdt

)1/p

.
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Lema 2.1 Sea A ⊂ R un conjunto con medida de Lebesgue positiva. Entonces existen
subconjuntos disjuntos A1, A2 de forma que A1 ∪ A2 = A y cada uno de ellos tiene
medida de Lebesgue positiva.

Demostración
Llamemos λ = m(A), donde m denota a la medida de Lebesgue.

Podemos escribir R =
⋃
n∈N

In, donde Il ∩ Im = ∅ si l 6= m y m(In) =
λ

2
para todo n ∈ N

(por ejemplo, tomando cada In una traslación del intervalo [0,
λ

2
)). Entonces tenemos

que A =
⋃
n∈N

(In ∩ A), luego podemos escribir A como unión de conjuntos medibles

disjuntos dos a dos. Por lo tanto se tiene que m(A) =
∞∑
n=1

m(In ∩ A) = λ. Ahora,

como m(In ∩A) ≤ λ

2
para todo n ∈ N, existen al menos dos conjuntos Il, Im, tales que

m(Ik ∩ A) > 0, k = l,m.
Por lo tanto, tomando A1 = Im ∩ A y A2 = (R \ Im) ∩ A, tenemos que A1 y A2 son
subconjuntos disjuntos de A tales que A1 ∪ A2 = A y m(Ak) > 0, k = 1, 2, como
queŕıamos probar. �

Lema 2.2 Sean α y β dos números reales no negativos y sea 0 < λ < 1. Entonces
αλβ1−λ ≤ λα + (1− λ)β, y se tiene la igualdad únicamente cuando α = β.

Demostración
Si α = 0 o β = 0, entonces el resultado es trivial.
Consideremos ahora la función ϕ, definida para todo número real t no negativo de la
siguiente forma:

ϕ(t) = (1− λ) + λt− tλ.

Derivando obtenemos

ϕ′(t) = λ(1− tλ−1).

Ahora, como λ− 1 < 0, tenemos que ϕ′(t) < 0 si t < 1 y ϕ′(t) > 0 si t > 1, luego existe
un mı́nimo global en t = 1. Por lo tanto tenemos que ϕ(t) > ϕ(1) = 0, para todo t 6= 1.
Con ello, obtenemos

(1− λ) + λt ≥ tλ,

dándose la igualdad precisamente cuando t = 1. Tomando ahora t =
α

β
, se sigue que

αλ

βλ
≤ (1− λ) + λ

α

β
,

y multiplicando por β a ambos lados se sigue que
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αλβ1−λ ≤ λα + (1− λ)β,

donde se da la igualdad cuando α = β, como queŕıamos probar. �

A continuación, pasamos a introducir un resultado bien conocido para espacios de fun-
ciones como es la desigualdad de Hölder, de donde nos interesa principalmente el punto
donde se obtiene la igualdad.

Teorema 2.1 (Desigualdad de Hölder): Sean 1 ≤ p, q ≤ ∞ números reales tales que
1

p
+

1

q
= 1 y sean f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R). Entonces fg ∈ L1(R) y∫

R
|f(t)g(t)|dt ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Además, se da la igualdad si y solo si existen constantes α, β 6= 0, de modo que
α|f(t)|p = β|g(t)|q para casi todo punto t.

Demostración
Si ‖f‖p = 0 o ‖g‖q = 0, entonces la desigualdad es trivial.
Supongamos ‖f‖p, ‖g‖q 6= 0. Comencemos en primer lugar con el caso p = 1, q = ∞.
Sea C = sup

t∈R
|g(t)|, entonces∫

R
|f(t)g(t)|dt ≤

∫
R
C|f(t)|dt = C

∫
R
|f(t)|dt = ‖g‖∞‖f‖1.

Supongamos ahora que 1 < p <∞, luego se tiene también que 1 < q <∞. Supongamos
que ‖f‖p = ‖g‖q = 1. Entonces, aplicando Lema 2.2 para α = |f(t)|p, β = |g(t)|q, λ =
1

p
, 1− λ =

1

q
, obtenemos que

|f(t)||g(t)| = |f(t)g(t)| ≤ λ|f(t)|p + (1− λ)|g(t)|q,

e integrando a ambas partes y teniendo en cuenta que ‖f‖p = ‖g‖q = 1 se tiene que∫
R
|f(t)g(t)|dt ≤ λ

∫
R
|f(t)|pdt+ (1− λ)

∫
R
|g(t)|qdt = 1.

Además, por Lema 2.2 sabemos que se da la igualdad si y solo si |f(t)|p = |g(t)|q en
casi todo punto t.

Para el caso general basta considerar las funciones
f

‖f‖p
y

g

‖g‖q
, que tienen norma 1, y

aplicar el resultado anterior, de donde obtenemos

1

‖f‖p‖g‖q

∫
R
|f(t)g(t)|dt =

∫
R

|f(t)|
‖f‖p

|g(t)|
‖g‖q

dt ≤ 1,

luego ∫
R
|f(t)g(t)|dt ≤ ‖f‖p‖g‖q.
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En este caso, concluimos que la igualdad se da si y solo si

(‖g‖q)q|f(t)|p = (‖f‖p)p|g(t)|q

para casi todo punto t.
Tenemos además que f ∈ Lp(R) y g ∈ Lq(R), luego∫

R
|f(t)g(t)|dt ≤ ‖f‖p‖g‖q <∞,

luego fg ∈ L1(R), concluyendo la demostración. �

Lema 2.3 Sean z, w ∈ C tales que |z + w| = |z|+ |w|. Entonces wz ∈ R≥0

Demostración
Si z = 0 o w = 0, entonces trivialmente obtenemos wz = 0.
En otro caso, como se tiene el punto de la igualdad en la desigualdad triangular para
números complejos, necesariamente tenemos que w = az, con a ∈ R, a > 0.
Concluimos entonces que

wz = azz = a|z|2 > 0,

por ser producto de reales positivos. Por tanto wz ∈ R≥0. �

Una vez tenemos todos los resultados necesarios, vamos a introducir una proposición
para ver que los puntos extremos de las bolas unidad cerradas en los espacios de fun-
ciones Lp(R) son la circunferencia unidad si p 6= 1 y el conjunto vaćıo si p = 1.

Proposición 2.2 Para cada p, con 1 ≤ p < ∞, consideramos en Lp(R) el conjunto
convexo Bp

1 = {f ∈ Lp(R) : ‖f‖p ≤ 1}. Entonces ext(B1
1) = ∅ y ext(Bp

1) = {f ∈
Lp(R) : ‖f‖p = 1}, con 1 < p <∞.

Demostración
Claramente los conjuntos Bp

1 , 1 ≤ p < ∞ son convexos y cerrados, ya que se trata de
las bolas unidad cerradas.

Veamos en primer lugar que, para todo 1 ≤ p <∞

ext(Bp
1) ⊂ {f ∈ Lp(R) : ‖f‖p = 1}.

Por una parte, la función constantemente nula no puede ser un punto extremo: para
ello, basta considerar una función cualquiera g ∈ Bp

1 no nula, y aśı podemos escribir la
función f ≡ 0 como

0 =
1

2
g +

1

2
(−g).
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Pasamos ahora a estudiar los puntos de la bola abierta distintos de la función nula. Sea
f ∈ Bp

1 tal que 0 < ‖f‖p < 1. Entonces podemos escribir f como

f =
1

2
[(2− ‖f‖p)f ] +

1

2
(‖f‖pf),

lo que muestra que f no es un punto extremo de Bp
1 , ya que podemos expresar f como

suma de dos funciones pertenecientes al conjunto Bp
1 multiplicadas por escalares entre

0 y 1.

Estudiamos en segundo lugar el caso de los puntos de la circunferencia unidad.

CASO 1: Supongamos que p = 1 y ‖f‖1 = 1. Fijamos ahora un representante f de
su clase de equivalencia. Sea A ⊂ R el conjunto formado por los puntos donde f no se
anula. Entonces, por Lema 2.1 sabemos que existen A1, A2 subconjuntos disjuntos de
A con medida positiva y tales que A = A1 ∪ A2. A continuación, definimos

f1 :=
fχA1

‖fχA1‖1
y f2 :=

fχA2

‖fχA2‖1
,

donde χAk
es la función caracteŕıstica de Ak, k = 1, 2.

Tenemos entonces que f 6= fk, ‖fk‖1 = 1, k = 1, 2, y

‖fχA1‖1f1 + ‖fχA2‖1f2 = fχA1 + fχA2 = fχA = f .

Además, como A = A1 ∩ A2 = ∅, obtenemos que

‖fχA1‖1 + ‖fχA2‖1 =

∫
A1

|f(t)|dt+

∫
A2

|f(t)|dt =

∫
A

|f(t)|dt = 1,

por lo que ‖fχA1‖1 y ‖fχA2‖1 son escalares entre 0 y 1 que suman 1.
Por lo tanto tenemos que f no es un punto extremo de B1

1 . Concluimos que ext(B1
1) = ∅.

CASO 2: A continuación, sea 1 < p < ∞, y sea f ∈ Lp(R) con ‖f‖p = 1. Supon-
gamos que existen f1, f2 ∈ Bp

1 , 0 < a < 1, tales que f = af1 + (1− a)f2.
Como ‖f‖p = 1, tenemos que

1 = ‖f‖p = ‖af1 + (1− a)f2‖p
≤ ‖af1‖p + ‖(1− a)f2‖p
= a‖f1‖p + (1− a)‖f2‖p
≤ a+ 1− a
= 1,

luego ‖af1+(1−a)f2‖p = ‖af1‖p+‖(1−a)f2‖p y además se sigue que ‖fk‖p = 1, k = 1, 2.

Notemos que, considerando las funciones g ∈ Lp(R) y h ∈ Lq(R), 1 < p, q < ∞,
tales que 1/p + 1/q = 1, entonces, por Teorema 2.1 (desigualdad de Hölder) tenemos
que
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∫
R
|g(t)h(t)|dt = ‖g‖p‖h‖q

si y solo si (‖h‖q)q|g(t)|p = (‖g‖p)p|h(t)|q para casi todo punto t.

Además, por la prueba de la desigualdad triangular en espacios de funciones Lp(R)
(desigualdad de Minkowski), sabemos que si tenemos dos funciones g′, h′ ∈ Lp(R) tales
que ‖g′ + h′‖p = ‖g′‖p + ‖h′‖p, entonces∫

R
|g′ + h′|p−1|g′| = ‖g′‖p + ‖(|g′ + h′|p−1)‖q,

donde 1/p + 1/q = 1 (Véase [14, II.2.4 Corolario]). Comprobamos a continuación que
(g′ + h′)p−1 ∈ Lq(R). Como p = q(p− 1), en efecto(∫

R
|g′ + h′|q(p−1)

) 1
q

=

(∫
R
|g′ + h′|p

) 1
q

<∞,

ya que g′ + h′ ∈ Lp(R). Por lo tanto ‖(g′ + h′)p−1‖q = (‖g′ + h′‖p)p/q.

En nuestro caso particular, previamente hemos visto que ‖f‖p = ‖af1 + (1− a)f2‖p =
‖af1‖p + ‖(1 − a)f2‖p, luego si tomamos g′(t) = af1(t) y h′(t) = (1 − a)f2(t) como en
el párrafo anterior obtenemos∫

R
|af1 + (1− a)f2|p−1|af1| = ‖af1‖p + ‖(af1 + (1− a)f2)

p−1‖q,

donde notamos que se obtiene la igualdad en Hölder. Por lo tanto tenemos la siguiente
cadena de igualdades

(‖(af1 + (1− a)f2)
p−1‖q)q|af1(t)|p = (‖af1‖p)p|(af1(t) + (1− a)f2(t))

p−1|q

(‖af1 + (1− a)f2‖p)pq/q|af1(t)|p = (‖af1‖p)p|(af1(t) + (1− a)f2(t))|pq−q

(‖af1 + (1− a)f2‖p)p|af1(t)|p = (‖af1‖p)p|(af1(t) + (1− a)f2(t))|p

para casi todo punto t. Es decir, como ‖f‖p = 1 = ‖f1‖p, se tiene que

(‖f‖p)p|af1(t)|p = (a‖f1‖p)p|f(t)|p

ap|f1(t)|p = ap(‖f1‖p)p|f(t)|p

ap|f1(t)|p = ap|f(t)|p

para casi todo punto t, luego |f1(t)| = |f(t)| para casi todo punto t.
De forma similar, obtenemos que |f2(t)| = |f(t)| para casi todo punto t.

Una vez comprobado que las funciones coinciden en módulo para casi todo punto,
pasamos ahora a ver que en realidad se tiene f(t) = f1(t) = f2(t) para casi todo punto
t. Como f = af1 + (1− a)f2, tenemos que para casi todo punto t

|f(t)| = |af1(t) + (1− a)f2(t)|
≤ |af1(t)|+ |(1− a)f2(t)|
= a|f1(t)|+ (1− a)|f2(t)|
= |f(t)|,
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por lo que |af1(t)+ (1−a)f2(t)| = |af1(t)|+ |(1−a)f2(t)| para casi todo punto t. Como
af1(t) y (1 − a)f2(t) son números complejos, entonces aplicando Lema 2.3 concluimos
que f1(t)f2(t) ≥ 0. Teniendo en cuenta que |f1(t)| = |f(t)| = |f2(t)| para casi todo
punto t, obtenemos

|f1(t)− f2(t)|2 = |f1(t)|2 + |f2(t)|2 − f1(t)f2(t)− f1(t)f2(t)
= |f(t)|2 + |f(t)|2 − 2Re(f1(t)f2(t)) = 2|f(t)|2 − |f1(t)f2(t)|
= 2|f(t)|2 − 2|f(t)|2

= 0.

Por lo tanto tenemos que f1(t) = f2(t) para casi todo punto t, luego concluimos que
f = f1 = f2.

Se obtiene entonces que f ∈ ext(Bp
1) y que

ext(Bp
1) = {f ∈ Lp(R) : ‖f‖p = 1}.

�

Como hemos podido comprobar en esta proposición, los puntos extremos de la bola
unidad en los espacios Lp(R) constituyen la esfera unidad, si 1 < p <∞, y el conjunto
vaćıo cuando p = 1. Pasamos ahora a generalizar este resultado, para lo que necesitamos
introducir el concepto de espacio estrictamente convexo.

Definición 2.2 Un espacio normado X se dice estrictamente convexo si para cada
par de puntos x1, x2 ∈ SX , x1 6= x2, y 0 < a < 1, se tiene que ‖ax1 + (1− a)x2‖ < 1.

Geométricamente, se dice que un espacio normado X es estrictamente convexo cuando
su esfera unidad no contiene segmentos triviales. Es decir, si x1, x2 ∈ SX , entonces el
segmento abierto de extremos x1 y x2 {ax1 + (1− a)x2 : 0 < a < 1} está contenido en
int(BX).

A continuación, pasamos a ver diferentes caracterizaciones de los espacios estricta-
mente convexos, que nos serán de utilidad para proporcionar diferentes ejemplos de los
mismos.

Teorema 2.2 Sea X un espacio normado. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) Dados x, y ∈ SX tales que ‖x+ y‖ = 2, entonces x = y.

ii) Dados x, y ∈ X, con x 6= 0, tales que ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖, entonces existe un
escalar t > 0 tal que y = tx.

iii) El espacio X es estrictamente convexo.

iv) Dados x, y ∈ SX con x 6= y, entonces

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1.
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Demostración

i)⇒ ii) Notemos que el caso y = 0 es trivial.
Sean entonces x, y ∈ X \ {0} tales que ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖. Entonces, como
consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, existe un funcional f ∈ X∗, con
‖f‖ = 1 y tal que

f(x+ y) = ‖x+ y‖.

Pero ahora, como

|f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖ = ‖x‖ y |f(y)| ≤ ‖f‖‖y‖ = ‖y‖,

se tiene que

‖x+ y‖ = f(x+ y)

= |f(x+ y)|
≤ |f(x)|+ |f(y)|
≤ ‖x‖+ ‖y‖
= ‖x+ y‖,

por lo que f(x) = ‖x‖ y f(y) = ‖y‖ y, como x, y 6= 0, obtenemos

f

(
x

‖x‖

)
= 1 = f

(
y

‖y‖

)
.

Por lo tanto, se tiene que
x

‖x‖
,
y

‖y‖
∈ SX , y además

x

‖x‖
+

y

‖y‖
= f

(
x

‖x‖

)
+ f

(
y

‖y‖

)
= 2,

luego, por i), se tiene que
x

‖x‖
=

y

‖y‖
. Por tanto, tomando t =

‖y‖
‖x‖

, concluimos

que y =
‖y‖
‖x‖

x = tx.

ii)⇒ iii) Por el contrario, suponemos que existen x, y ∈ SX con x 6= y, y un escalar
0 < a < 1 tales que

‖ax+ (1− a)y‖ = 1.
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Se tiene entonces que ax 6= 0 y

1 = ‖ax+ (1− a)y‖
≤ ‖ax‖+ ‖(1− a)y‖
= a‖x‖+ (1− a)‖y‖
= a+ 1− a
= 1,

luego ‖ax+ (1−a)y‖ = ‖ax‖+‖(1−a)y‖, y por hipótesis, existe un escalar t > 0
tal que

ax = t(1− a)y.

Pero como ‖x‖ = 1 = ‖y‖, obtenemos que

‖ax‖ = ‖t(1− a)y‖
a‖x‖ = t(1− a)‖y‖

a = t(1− a),

luego x = y, lo que nos lleva a una contradicción.

iii)⇒ iv) Trivial tomando a =
1

2
.

iv)⇒ i) Inmediato. �

Proposición 2.3 Un espacio normado X es estrictamente convexo si y solo si todos
sus subespacios 2-dimensionales son estrictamente convexos.

Demostración
Demostremos el resultado por doble implicación.

“=⇒ ” Supongamos que X es estrictamente convexo. Sea A ⊂ X un subespacio de di-
mensión dos. Sean x, y ∈ A tales que ‖x‖ = 1 = ‖y‖. Como A es subespacio, se
tiene que ax+ (1− a)y ∈ A para todo 0 < a < 1.
Finalmente, como X es estrictamente convexo y x, y ∈ SX , obtenemos que ‖ax+
(1− a)y‖ < 1 para todo 0 < a < 1, por lo que concluimos que A es estrictamente
convexo.

“⇐= ” Por el contrario, suponemos que X no es estrictamente convexo, por lo que bastará
encontrar un subespacio de X de dimensión dos que no sea estrictamente convexo.
Como X no es estrictamente convexo, existen dos elementos x, y ∈ SX , x 6= y tales

que
x+ y

2
∈ SX . Por reducción al absurdo, suponemos que x e y son linealmente

dependientes, esto es, existe un escalar α ∈ K tal que x = αy. Se tiene entonces
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que α es un escalar de valor absoluto 1, y como x 6= y, necesariamente α 6= 1.
Pero tenemos aśı que ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥αy + y

2

∥∥∥∥
=

∣∣∣∣α + 1

2

∣∣∣∣ ‖y‖
=

∣∣∣∣α + 1

2

∣∣∣∣
= 1,

lo que nos lleva a un absurdo, ya que K es estrictamente convexo.
Se sigue entonces que x e y son linealmente independientes, luego 〈{x, y}〉 es
un subespacio 2-dimensional de X no estrictamente convexo, y aśı concluimos la
prueba. �

NOTA: Observamos que la primera parte de la prueba se puede generalizar para
cualquier dimensión, por lo que obtenemos que todos los subespacios de un espacio X
estrictamente convexo son estrictamente convexos.

Ejemplo 2.3 (R, | · |) y (C, | · |) son estrictamente convexos.

Veamos a continuación que todo espacio de Hilbert (X, ‖·‖) es estrictamente con-
vexo.
Esto se sigue directamente del hecho de que toda norma de un espacio de Hilbert
satisface la ley del paralelogramo:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) para todo x, y ∈ X.

Sean entonces x, y ∈ SX tales que ‖x+ y‖ = 2. Obtenemos que

‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)− ‖x+ y‖2

= 2(1 + 1)− 4

= 0,

luego x = y. Por lo tanto, por Teorema 2,2 (i), concluimos que (X, ‖·‖) es estric-
tamente convexo.

(Rn, ‖·‖1) y (Rn, ‖·‖∞) no son estrictamente convexos.
Para el primero basta tomar x = e1, y = e2, por lo que se tiene que ‖x‖1 = 1 =
‖y‖1 y ‖x+ y‖1 = 2, pero x 6= y.
De forma similar, para el segundo caso tomamos x = e1 + e2, y = e1 − e2 y
llegamos a la misma conclusión.

Vamos ahora a ver otra caracterización de los espacios estrictamente convexos, en la
que intervienen los puntos extremos, para lo cual debemos introducir previamente el
siguiente lema.
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Lema 2.4 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un conjunto convexo. Si
x ∈ C, y ∈ int(C), y 0 < a < 1, entonces ax+ (1− a)y ∈ int(C).

Demostración
Al ser int(C) un conjunto abierto, también lo será aw+ (1− a)int(C), con w ∈ C. Por

lo tanto aC + (1− a)int(C) =
⋃
w∈C

(aw + (1− a)int(C)) es un conjunto abierto, ya que

es unión de abiertos.
Ahora, como x ∈ C e y ∈ int(C), se tiene que ax+ (1− a)y ∈ aC + (1− a)int(C) ⊂ C.
Aśı comprobamos que existe un conjunto abierto que contiene al punto ax + (1 − a)y
y está contenido en C, por lo que ax+ (1− a)y es un punto interior de C.

Proposición 2.4 Sea X un espacio normado. Entonces X es estrictamente convexo si
y solo si todo punto de su esfera unidad es punto extremo de su bola unidad cerrada.

Demostración

”=⇒ ” Sabemos que los puntos interiores de un conjunto no pueden ser puntos extremos,
por lo que ext(BX) ⊂ SX . Veamos ahora que se tiene la igualdad.
Sea x ∈ SX , x = ax1+(1−a)x2, con x1, x2 ∈ BX y 0 < a < 1. Entonces, por Lema
2.4, sabemos que x1, x2 ∈ SX , porque de lo contrario al menos uno de ellos estaŕıa
en el interior de BX , luego también lo estaŕıa x. Pero como X es estrictamente
convexo, su esfera unidad no contiene segmentos no triviales, luego x1 = x2 = x.
Con ello, tenemos que x ∈ ext(BX).
Por lo tanto, concluimos que ext(BX) = SX .

”⇐= ” Sean x1, x2 ∈ SX , x1 6= x2, y 0 < a < 1. Supongamos que, por el contario,
‖ax1 + (1− a)x2‖ = 1. Entonces x = ax1 + (1− a)x2 ∈ SX lo que nos lleva a una
contradicción, ya que x ∈ ext(BX). Por lo tanto se tiene que ‖ax1+(1−a)x2‖ < 1,
luego X es un espacio estrictamente convexo, como queŕıamos probar. �

Esta última proposición justifica el hecho de que los puntos extremos de la bola unidad
en los espacios de funciones Lp(R), con 1 < p < ∞, constituyan la esfera unidad, ya
que son estrictamente convexos. Sin embargo, esto es bastante dif́ıcil de probar, salvo
para el caso p = 2, donde se tiene por ser espacio de Hilbert.
Para el caso p = 1, vemos fácilmente que (L1(R), ‖·‖1) no es estrictamente convexo: con-
siderando las funciones f = χ[0,1] y g = χ(1,2], se puede comprobar que ‖f‖1 = 1 = ‖g‖1
y ‖f + g‖1 = 2, pero f 6= g.

Recordamos que el espacio de sucesiones `p, con 1 ≤ p < ∞, es el conjunto forma-
do por todas las sucesiones de escalares x = (a1, a2, ...) tales que ‖x‖p <∞, donde

‖x‖p =

(
∞∑
n=1

|an|p
)1/p

.

Ejemplo 2.4 Sea 1 < p <∞. Consideramos en el espacio normado `p, la bola unidad
BX = {x ∈ `p : ‖x‖p ≤ 1}. Se tiene entonces que ext(BX) = SX = {x ∈ lp(R) : ‖x‖p =
1}.
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Al igual que en los espacios de funciones Lp(R), para el caso p = 2, se tiene que
(`2(R), ‖·‖2) es espacio de Hilbert, luego es estrictamente convexo, y aplicando la Pro-
posición 2.4, concluimos que los puntos extremos de la bola unidad conforman la esfera
unidad.
El caso general es mucho más complicado, y una prueba de ello la dio James A. Clark-
son en 1936, que demostró que los espacios `p(R) y Lp(R) eran estrictamente convexos
cuando 1 < p <∞ (Véase [11]).

Definición 2.3 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un conjunto convexo
cerrado. Un subconjunto S ⊂ C se llama conjunto extremal de C si es convexo
cerrado, no vaćıo y para cada x, y ∈ C, y 0 < a < 1 tal que ax+ (1− a)y ∈ S, se tiene
x, y ∈ S.

En otras palabras, si un conjunto C es convexo y cerrado, un conjunto S ⊂ C se dice
extremal de C si no existe un segmento abierto que interseque a S cuyos extremos
pertenezcan a C \ S.

Ejemplo 2.5 En R2, consideramos el conjunto C = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
1}.
Entonces, los conjuntos unipuntuales formados por cada uno de los vértices, los con-
juntos formados por cada arista y el propio C, son conjuntos extremales de C.

Proposición 2.5 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un conjunto
convexo cerrado. Entonces:

i) Si x ∈ C, entonces {x} es un conjunto extremal de C si y solo si x ∈ ext(C).

ii) Si S es un conjunto extremal de de C y R es un conjunto extremal de S, entonces
R es un conjunto extremal de C.

iii) Sea f : E −→ R un funcional de E. Supongamos que b := sup
x∈C

f(x) es un número

real. Entonces, Ef = {x ∈ C : f(x) = b} es o bien el conjunto vaćıo o un conjunto
extremal de C.

Demostración.

i) Demostramos por doble implicación.

”=⇒ ” Como {x} es un conjunto extremal, si x = ax1 + (1− a)x2, con x1, x2 ∈ C y
0 < a < 1, entonces x1, x2 ∈ {x}, luego x1 = x2 = x, lo que implica que x es
un punto extremo de C.

”⇐= ” Como {x} es un conjunto unipuntual, entonces es cerrado, convexo y no
vaćıo. Sean x1, x2 ∈ C y 0 < a < 1 tales que x = ax1 + (1− a)x2. Entonces,
como x es un punto extremo, se tiene que x1 = x2 = x. Por tanto, x1, x2 ∈
{x}, luego {x} es un conjunto extremal de C.
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ii) Como R es un conjunto extremal de S, entonces sabemos que es cerrado, convexo
y no vaćıo. Sean x, y ∈ C y 0 < a < 1 tales que ax+(1−a)y ∈ R. Entonces, como
R ⊂ S, ax + (1− a)y ∈ S, y como S es un conjunto extremal de C, se tiene que
x, y ∈ S. Pero a su vez, como R es un conjunto extremal de S, necesariamente
x, y ∈ R, como queŕıamos demostrar. Por tanto, R es un conjunto extremal de C.

iii) Ef es un conjunto cerrado, porque es la contraimagen de un cerrado por una
aplicación continua. Además, por linealidad, obtenemos que Ef es un conjunto
convexo. Supongamos que Ef 6= ∅. Sean x, y ∈ C y 0 < a < 1 tales que ax+ (1−
a)y ∈ Ef . Entonces

b = f [ax+ (1− a)y]

= af(x) + (1− a)f(y)

≤ ab+ (1− a)b

= b.

De aqui deducimos que b = f(x) = f(y), luego x, y ∈ Ef .
Por tanto, se tiene que Ef = ∅ o Ef es un conjunto extremal de C.

En particular, se tiene que si K es un conjunto convexo y cerrado no vaćıo, entonces K
es un conjunto extremal de śı mismo.
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3. Teorema de Hahn-Banach: forma geométrica

Dedicamos esta sección a la entrega de varios resultados necesarios para la prueba
del Teorema de Krein-Milman. El caṕıtulo gira en torno a la forma geométrica del Teo-
rema de Hahn-Banach, pero nuestro interés principal es probar que el espacio dual de
uno localmente convexo separa puntos.
Esto quiere decir que, para cada par de puntos distintos, existe un funcional que toma
valores distintos en dichos puntos, o sea, para cada x, y ∈ E, existe un funcional f ∈ E∗
tal que f(x) 6= f(y).

Los resultados que usaremos en la prueba del Teorema de Krein-Milman son los si-
guientes:

Teorema 3.1 Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E∗ separa puntos.

Corolario 3.1 Sea E un espacio localmente convexo sobre R y sea C ⊂ E un conjunto
convexo, cerrado y no vaćıo. Entonces, si x0 /∈ C, existe un hiperplano cerrado L que
separa estrictamente (véase Definición 3.5) C y {x0}.

En lo que sigue, todos los espacios vectoriales que consideraremos serán no triviales.

Primeramente, introducimos los conceptos de variedad lineal e hiperplano.

Recordamos que si V es un espacio vectorial, un subespacio W0 ⊂ V se dice maxi-
mal si es propio y para todo subespacio vectorial W tal que W0 ⊂ W , se tiene que
W = W0 o W = V .

Definición 3.1 Sea V un espacio vectorial. Un conjunto L ⊂ V se denomina va-
riedad lineal si existen un subespacio vectorial W ⊂ V y un punto x0 ∈ V tal que
L = x0 +W = {x0 + w : w ∈ W}.
Una variedad lineal L se denomina hiperplano si W es un subespacio vectorial maxi-
mal.

Veamos otra caracterización de los hiperplanos, que nos será de utilidad para la prueba
de distintos resultados. Previamente, debemos proporcionar un lema.

Recordamos que si V es un espacio vectorial y f : V −→ K es una aplicación lineal,
entonces el conjunto

ker f = {x ∈ V : f(x) = 0}

se denomina núcleo de la aplicación f .

Lema 3.1 Sea V un espacio vectorial y sea f : V −→ K una aplicación lineal tal que
f 6= 0. Entonces, ker f es un subespacio vectorial maximal de V .

Demostración
Por completitud, veamos en primer lugar que ker f es subespacio vectorial. Sean x, y ∈
ker f , α, β ∈ K. Entonces
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f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) = 0,

luego αx+ βy ∈ ker f . Por lo tanto, ker f es subespacio vectorial de V .
Para ver que ker f es maximal, basta comprobar que si x0 ∈ V \ ker f , entonces {x0} ∪
ker f genera todo V .
Sea x ∈ V . Entonces, como f(x0) 6= 0 vemos que

x−
[
f(x)
f(x0)

]
x0 ∈ V ,

y comprobamos que

f
(
x−

[
f(x)
f(x0)

]
x0

)
= f(x)− f(x)

f(x0)
f(x0) = 0,

luego

x−
[
f(x)
f(x0)

]
x0 ∈ ker f .

Por lo tanto, concluimos que x ∈ ker f +
[
f(x)
f(x0)

]
x0.

Se tiene por consiguiente que {x0} ∪ ker f genera todo V , como queŕıamos probar. �

Proposición 3.1 Sea V un espacio vectorial y sea L ⊂ V . Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) L es un hiperplano.

ii) Existe una aplicación lineal f : V −→ K, f 6= 0, y un escalar a ∈ K tal que
L = {x ∈ V : f(x) = a}.

Demostración

i) =⇒ ii) Supongamos que L = x0+W es un hiperplano, donde x0 ∈ V yW es un subespacio
vectorial maximal.
Sea x1 ∈ V \W . Entonces, como W es maximal, se tiene que {x1} ∪W genera
todo V , luego la expresión

f(λx1 + y) = λ, λ ∈ R, y ∈ W

define una aplicación lineal en V cuyo núcleo es W y es distinta de la aplicación
nula. Por lo tanto, tomando a = f(x0), se obtiene que L = {x ∈ V : f(x) = a},
como queŕıamos probar.

ii) =⇒ i) Por otro lado, sean L = {x ∈ V : f(x) = a}, donde f : V −→ K es una aplicación
lineal, f 6= 0, y a ∈ K. Veamos que L es un hiperplano.
Como f es una aplicación lineal y no nula, existe un elemento x1 ∈ V tal que
f(x1) = 1. Sean x0 = ax1 y W = ker f . Por Lema 3.1, sabemos que ker f es un
subespacio vectorial maximal, por lo que basta comprobar que L = x0 +W .
En primer lugar, si x = x0 + y, y ∈ ker f , entonces
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f(x) = f(x0) + f(y) = f(ax1) = af(x1) = a,

por lo que x ∈ L. Esto prueba que x0 + ker f ⊂ L.
Por otro lado, si x ∈ L, entonces

f(−x0 + x) = −f(ax1) + f(x) = −a+ a = 0,

por lo que −x0 + x ∈ ker f , luego x ∈ x0 + ker f para todo x ∈ L.
Se concluye por tanto que L = x0 + ker f . �

En particular, observamos que el hiperplano L contiene al punto 0 si y solo si a = 0.

Los conceptos de hiperplano y variedad lineal se pueden considerar particularmente
en espacios localmente convexos, donde se tienen las propiedades topológicas que ex-
ponemos a continuación.

Proposición 3.2 Sea E un espacio localmente convexo. Se tiene:

i) Si L ⊂ E es una variedad lineal, entonces cl(L) es una variedad lineal.

ii) Si L ⊂ E es un hiperplano, entonces o bien L es un conjunto cerrado o bien
cl(L) = E.

En el resto del caṕıtulo, salvo mención expresa, todos los espacios vectoriales se consi-
derarán sobre R.

Es necesario definir los siguientes conceptos, que se manejarán en los resultados poste-
riores:

Definición 3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea f ∈ E∗ un funcional. En-
tonces, para cada a ∈ R, los conjuntos {x ∈ E : f(x) > a}, {x ∈ E : f(x) ≥ a},
{x ∈ E : f(x) < a} y {x ∈ E : f(x) ≤ a} se denominan semiespacios determinados
por el hiperplano L = {x ∈ E : f(x) = a}.
Se dice que un conjunto A ⊂ E cae en un lado del hiperplano L si A está conte-
nido en alguno de los semiespacios determinados por el hiperplano L, y se dice que A
cae estrictamente en un lado del hiperplano L si además de caer en un lado del
hiperplano L se tiene que A ∩ L = ∅.

Veamos una condición necesaria y suficiente para que un conjunto convexo caiga estric-
tamente en un lado de un hiperplano.

Teorema 3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea L ⊂ E un hiperplano. Si
C ⊂ E es un conjunto convexo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C cae estrictamente en un lado del hiperplano L.

ii) C ∩ L = ∅.
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Demostración
La implicación de i) a ii) viene establecida por definición. Probemos la otra parte.
Por Proposición 3.1 sabemos que existen una aplicación lineal f : E −→ R, f 6= 0, y
un escalar a ∈ R tal que L = {x ∈ E : f(x) = a}.
Si C no cae estrictamente en un lado de L, entonces, como C∩L = ∅, existen x1, x2 ∈ C
tales que

f(x1) < a < f(x2).

Al ser C convexo, se tiene que bx1 + (1 − b)x2 ∈ C, para todo b ∈ [0, 1]. Por lo tanto,
f [bx1 + (1− b)x2] = bf(x1) + (1− b)f(x2) es una función continua que toma los valores
f(x0) en b = 0 y f(x1) en b = 1.

Con ello, debe existir un escalar 0 < b0 < 1 tal que f [b0x1 + (1 − b0)x2] = a. Se
tiene por tanto que b0x1 + (1− b0)x2 ∈ C ∩ L, lo que contradice el enunciado.

Concluimos por tanto que ii) implica i). �

Proporcionamos a continuación un resultado de tipo topólogico sobre conjuntos que
caen en un lado de un hiperplano, y que nos será de utilidad posteriormente. Previa-
mente, introducimos el siguiente lema.

Lema 3.2 Sea E un espacio localmente convexo. Si f : E −→ R es una aplicación
lineal, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es un funcional.

ii) ker f es cerrado.

Demostración
Véase [13, Proposición 1.31] para una demostración en el caso particular de espacios
normados.

Proposición 3.3 Sea E un espacio localmente convexo y sea L ⊂ E un hiperplano. Si
A ⊂ E es un subconjunto que cae en un lado de L y int(A) 6= ∅, entonces

i) L es cerrado.

ii) int(A) cae estrictamente en un lado del hiperplano L.

iii) cl(A) cae en un lado del hiperplano L.

Demostración
Empecemos probando i).
Por Proposición 3.1, sabemos que existen una aplicación lineal f : E −→ R, f 6= 0, y
un escalar a ∈ R tal que L = {x ∈ E : f(x) = a}. Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que A ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ a}.
Ahora, supongamos que L no es cerrado. Entonces, el hiperplano L1 = {x ∈ E : f(x) =
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a + 1} tampoco seŕıa cerrado, luego usando la Proposición 3.2(ii), se tiene que L1 es
denso en E.
Pero entonces, como int(A) 6= ∅, se sigue que int(A) ∩ L1 6= ∅, lo que contradice que
int(A) ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ a}.
Se tiene por lo tanto que L es cerrado.

Ahora, usando la prueba de Proposición 3.1, sabemos que L es de la forma x0 + ker f ,
para cierto x0 ∈ E. Por lo tanto, se tiene que ker f = −x0 + L, luego ker f es cerrado,
y por Lema 3.2, se tiene que f es un funcional, y, en particular, es continuo.
Se tiene por consiguiente que {x ∈ E : f(x) < a} es un conjunto abierto, luego
int(A) ⊂ {x ∈ E : f(x) < a}, por lo que int(A) cae estrictamente en un lado del
hiperplano L, y con ello se prueba ii).

Para probar iii), basta tener en cuenta que {x ∈ E : f(x) ≤ a} es cerrado, ya que
f es continua, luego cl(A) ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ a}, por lo que cl(A) cae en un lado del
hiperplano L. �

Ahora abordaremos la versión geométrica del Teorema de Hahn-Banach, cuya finali-
dad es encontrar condiciones suficientes para separar dos subconjuntos mediante un
hiperplano. En primer lugar, debemos introducir una serie de nuevos conceptos.

Definición 3.3 Sea V un espacio vectorial. Entonces, un conjunto A ⊂ V se dice
absorbente si para cada x ∈ V existe un escalar ρ ∈ R+ tal que x ∈ ρA.

Equivalentemente, un conjunto A es absorbente si V = R>0A.

Ejemplo 3.1 Sea X un espacio normado. Entonces todo conjunto abierto U ⊂ X tal
que 0 ∈ U es absorbente.
Esto se sigue de que al ser U abierto, existe una bola B(0, ε) ⊂ U , y por tanto, para

todo x ∈ X \ {0} se tiene que
xε

2‖x‖
∈ B(0, ε).

Más en general, podemos ver que si E es un espacio localmente convexo, entonces todo
conjunto abierto U ⊂ E tal que 0 ∈ U es absorbente.
En primer lugar, al ser 0 punto interior de U , existe un entorno básico U(0; ε; p1, p2, ..., pn) ⊂
U . Por lo tanto, para todo x ∈ E \ {0}, se tiene que, si pi(x) = 0 para todo i ∈
{1, 2, ..., n}, entonces, de forma obvia, vemos que x ∈ U(0; ε; p1, p2, ..., pn). En otro ca-
so,

xε

2 máx{p1(x), p2(x), ..., pn(x)}
∈ U(0; ε; p1, p2, ..., pn).

Por lo visto en la prueba, no es necesario exigir que el conjunto sea abierto: observamos
que todo conjunto A ⊂ V tal que 0 ∈ int(A) es un conjunto absorbente.

Por otra parte, todo conjunto absorbente contiene necesariamente al 0.
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Definición 3.4 Sea V un espacio vectorial y sea C ⊂ V un conjunto convexo absor-
bente. Entonces, para cada x ∈ V , denotamos

rC(x) := ı́nf{ρ > 0 : x ∈ ρA}.

En general, rC no tiene por qué ser una seminorma. Sin embargo, śı que safisface las
siguientes propiedades:

a) rC(x) ≥ 0 para todo x ∈ V ,

b) rC(0) = 0,

c) rC(x+ y) ≤ rC(x) + rC(y) para cualesquiera x, y ∈ V ,

y, por otra parte

d) rC(ax) = arC(x) para todo x ∈ V , a ≥ 0.

Proporcionaremos ahora la versión geométrica del Teorema de Hahn-Banach. En su
demostración, usaremos el siguiente lema:

Lema 3.3 Sea V un espacio vectorial y sea C un conjunto convexo absorbente. En-
tonces, si L ⊂ V es un hiperplano tal que C ∩ L = ∅, existe una aplicación lineal
f : V −→ R tal que:

i) L = {x ∈ V : f(x) = 1}.

ii) −rC(−x) ≤ f(x) ≤ rC(x) para todo x ∈ V .

Demostración
Al ser L un hiperplano, entonces, por Proposición 3.1, sabemos que existen una aplica-
ción lineal g : V −→ R, g 6= 0, y un escalar a ∈ R tales que L = {x ∈ V : g(x) = a}.
Al ser C absorbente, se tiene que 0 ∈ C. Por tanto, como L ∩ C = ∅, se obtiene que
a 6= 0. Por consiguiente, tomando f = g/a, vemos que f es una aplicación lineal tal que

L = {x ∈ V : f(x) = 1},

lo que prueba i).

Veamos que f cumple ii).
Como C ∩ L = ∅, por Teorema 3.2, tenemos que C cae estrictamente en un lado de L.
Además, como 0 ∈ C, por linealidad se tiene que f(0) = 0, luego concluimos que

C ⊂ {x ∈ V : f(x) < 1}.

Sea ahora x ∈ V y sea ρ > 0 tal que x ∈ ρC. Entonces, x/ρ ∈ C, luego, por lo anterior,
f(x/ρ) < 1 y f(x) < ρ. Tenemos que esto vale para cualquier ρ tal que x ∈ ρC, por lo
que concluimos que

f(x) ≤ inf{ρ > 0 : x ∈ ρC} = rC(x).
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Consecuentemente, para cada x ∈ V se tiene que f(−x) ≤ rC(−x), luego

−rC(−x) ≤ −f(−x) = f(x).

Concluimos que

−rC(−x) ≤ f(x) ≤ rC(x) para todo x ∈ V ,

lo que prueba ii). �

Teorema 3.3 (Hahn-Banach, versión geométrica) Sea V un espacio vectorial y sea
C ⊂ V un conjunto convexo absorbente. Si L0 es una variedad lineal tal que L0∩C = ∅,
entonces existe un hiperplano L = {x ∈ V : f(x) = 1}, donde f : V −→ R es una
aplicacion lineal que cumple:

i) L0 ⊂ L.

ii) f(x) ≤ rC(x) para todo x ∈ V .

iii) C ⊂ {x ∈ V : f(x) ≤ 1}.

Demostración
Como L0 es una variedad lineal, existen un punto x0 ∈ V , y un subespacio W0 ⊂ V
tales que L0 = x0 + W0. Además, como C ∩ L0 = ∅, se tiene que 0 /∈ L0, por lo que
x0 /∈ W0.
Consideramos ahora el subespacio vectorial W ⊂ V generado por {x0} ∪W0. Notamos
que L0 ⊂ W , y además W0 es un subespacio maximal de W , por lo que L0 es un hiper-
plano en W .

Vemos ahora que, como C es un conjunto absorbente, se tiene que W ∩ C también
lo será en W . Vamos a probar que rW∩C , considerada en el espacio vectorial W , es
precisamente rC restringida a W .
Sea x ∈ W . Entonces, como W es espacio vectorial,

rW∩C(x) = ı́nf{ρ > 0 : x ∈ ρ(W ∩ C)}
= ı́nf{ρ > 0 : x ∈ W ∩ ρC}
= ı́nf{ρ > 0 : x ∈ ρC}
= rC(x),

como queŕıamos ver.
Ahora, notamos que (W ∩ C) ∩ L0 = ∅, ya que C ∩ L0 = ∅.

En consecuencia, usando Lema 3.3, sabemos que existe una aplicación lineal g : W −→
R tal que L0 = {x ∈ W : g(x) = 1}. Además, se tiene que g(x) ≤ rC(x) para todo
x ∈ W .

Ahora, aplicando la versión anaĺıtica del Teorema de Hahn-Banach (real), obtenemos
que existe una aplicación lineal f : V −→ R tal que f(x) = g(x) para todo x ∈ W y
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f(x) ≤ rC(x) para todo x ∈ V , lo que prueba ii).

Sea L = {x ∈ V : f(x) = 1}. Entonces, L es un hiperplano en V , y además L0 ⊂ L, ya
que g(x) = 1 = f(x) para todo x ∈ L0. Aśı, queda probado i).
Para demostrar iii), basta con darse cuenta de que si x ∈ C, entonces rC(x) ≤ 1, luego
f(x) ≤ 1.
Por lo tanto, obtenemos que C ⊂ {x ∈ V : f(x) ≤ 1}, y aśı finaliza la demostración.�

En consecuencia a este teorema, vemos que si C es un conjunto convexo absorbente
y L0 es una variedad lineal tal que C ∩ L0 = ∅, entonces existe un hiperplano L que
contiene a L0 y tal que C cae en uno de sus lados. Esto se pone de manifiesto en el
siguiente corolario:

Corolario 3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un conjunto convexo
absorbente y tal que int(C) 6= ∅. Entonces, si L0 es una variedad lineal y C ∩ L0 = ∅,
existe un hiperplano cerrado L = {x ∈ E : f(x) = 1}, donde f ∈ E∗, tal que:

i) L0 ⊂ L.

ii) int(C) ⊂ {x ∈ E : f(x) < 1}.

iii) cl(C) ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ 1}.

Demostración
Como C ∩ L0 = ∅, y C es convexo y absorbente, por Teorema 3,3, tenemos que existe
un hiperplano L = {x ∈ E : f(x) = 1}, donde f : E −→ R es una aplicación lineal.
Además, L0 ⊂ L.
Ahora, como C ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ 1}, entonces C cae en un lado de L, luego usando
Proposición 3.3, se tiene que L es cerrado, y además

int(C) ⊂ {x ∈ E : f(x) < 1}

y

cl(C) ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ 1}

Únicamente falta comprobar que f ∈ E∗. Basta ver que es continua.
Veamos que si x0 ∈ L, entonces −x0 + L = ker f , y por tanto, al ser L = {x ∈ E :
f(x) = 1} cerrado, también lo será ker f .
Sea x ∈ L, entonces

f(−x0 + x) = −f(x0) + f(x) = 0,

luego −x0 + x ∈ ker f . Por tanto, −x0 + L ⊂ ker f .
Por otro lado, sea x ∈ ker f , entonces x = −x0 + (x+ x0) y

f(x+ x0) = 1,

26



luego x+ x0 ∈ L. Por lo tanto, −x0 + L = ker f , luego ker f es cerrado.
Por consiguiente, usando Lema 3.2, tenemos que f es continua. �

Para el siguiente Teorema, hacemos un paréntesis puntual en nuestra premisa y asumi-
mos que el cuerpo K es indistintamente R o C.

Teorema 3.4 Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E∗ separa puntos.

Demostración
Tenemos que probar que, para cada par de puntos x, y ∈ E, existe un funcional f ∈ E∗
tal que f(x) 6= f(y). Por linealidad, basta ver que si x0 ∈ E, x0 6= 0, entonces existe un
funcional f ∈ E∗ tal que f(x0) 6= 0.
Como E es localmente convexo, existe un entorno C ⊂ E de 0 abierto y convexo, y tal
que x0 /∈ C. Como C es abierto, 0 ∈ int(C), luego usando Ejemplo 3,1, tenemos que C
es absorbente.

Ahora, como int(C) = C 6= ∅, tomando L0 = {x0}, tenemos que C ∩ L0 = ∅, lue-
go por Corolario 3.2, existe un hiperplano cerrado L = {x ∈ E : g(x) = 1} = x0 + ker g,
donde g ∈ E∗.
Además, usando de nuevo Corolario 3.2, tenemos que C = int(C) ⊂ {x ∈ E : g(x) < 1},
y por tanto L ∩ C = ∅.

Por ende, si K = C, tomando

f(x) := g(x)− ig(ix) para todo x ∈ E,

entonces f ∈ E∗ y

f(x0) = g(x0)− ig(ix0) = 2 6= 0.

Para el caso K = R, basta tomar f = g. �

Como anteriormente, volvemos a asumir K = R.

Veremos en siguiente lugar varios resultados que proporcionan la existencia de un hi-
perplano que separa distintos conjuntos, y que emplearemos en la demostración del
Teorema de Krein-Milman. En primer lugar, introduciremos el concepto de separar
conjuntos, y entregaremos varios resultados que usaremos posteriormente.

Definición 3.5 Sea E un espacio localmente convexo y sean A1, A2 ⊂ E. Un hiperplano
L ⊂ E se dice que separa A1 y A2, si A1 y A2 caen en diferentes lados de L. Además
se dice que L separa estrictamente A1 y A2, si A1 y A2 caen estrictamente en
diferentes lados de L.

Lema 3.4 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un subconjunto convexo
y abierto no vaćıo. Si L0 ⊂ E es una variedad lineal tal que L0∩C = ∅, entonces existe
un hiperplano cerrado L ⊂ E tal que L0 ⊂ L y L ∩ C = ∅.
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Demostración
Sin pérdida de generalidad, por traslación podemos asumir que 0 ∈ C. Por tanto, como
C es abierto y 0 ∈ C, por Ejemplo 3.1, tenemos que C es absorbente.
En consecuencia, como int(C) = C 6= ∅, y L0 ∩ C = ∅, por Corolario 3.2, se tiene que
existe un hiperplano cerrado L = {x ∈ E : f(x) = 1}, para cierto funcional f ∈ E∗, y
de modo que L0 ⊂ L.
Además, se sigue directamente que int(C) ⊂ {x ∈ E : f(x) < 1}, luego L ∩ C = ∅. �

Lema 3.5 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un conjunto convexo y
abierto no vaćıo. Si W ⊂ E es un subespacio vectorial tal que W ∩ C = ∅, entonces
existe un funcional f ∈ E∗ tal que f(x) = 0 para todo x ∈ W y f(x) > 0 para todo
x ∈ C.

Demostración
Sabemos que W es una variedad lineal que contiene a 0, luego por Lema 3.4, tenemos
que existe un hiperplano cerrado L tal que W ⊂ L y L ∩ C = ∅.
Por Proposición 3.1, se tiene que existe una aplicación lineal f : E −→ R, y un escalar
a ∈ R tal que

L = {x ∈ E : f(x) = a}.

Además, como 0 ∈ W ⊂ L, obtenemos que a = 0. Por lo tanto, observamos que
ker f = L es un conjunto cerrado, luego por Lema 3.2, se tiene que f ∈ E∗.

Como C ∩ L = ∅, por Teorema 3.2, C ha de caer estrictamente en un lado de L.
Si C ⊂ {x ∈ E : f(x) > 0}, entonces el resultado queda probado.
En el caso contrario, basta considerar el funcional −f . �

Teorema 3.5 Sea E un espacio localmente convexo y sean C1, C2 ⊂ E dos conjuntos
disjuntos convexos no vaćıos, y tales que C1 es abierto. Entonces, existe un hiperplano
cerrado L que separa C1 y C2.

Demostración
En primer lugar, definimos el conjunto

C := {c1 − c2 : c1 ∈ C1, c2 ∈ C2}.

Tenemos que, como C =
⋃
c2∈C2

C1 + (−c2), y C1 es abierto, entonces también lo es C.

Además, como C = C1 + (−C2), se tiene que C también es convexo.
Por otro lado, como C1 ∩ C2 = ∅, se sigue que 0 /∈ C, luego C ∩ {0} = ∅.
Aśı, usando Lema 3.5 y tomando W = {0}, sabemos que existe una aplicación lineal
f : E −→ R, tal que f(c) > 0 para todo c ∈ C.
Por tanto, se tiene que f(c1) > f(c2) para cualesquiera c1 ∈ C1, c2 ∈ C2, luego tomando
a = ı́nf f(c1), c1 ∈ C1, obtenemos que

f(c2) ≤ a ≤ f(c1) para cualesquiera c1 ∈ C1, c2 ∈ C2.
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Se tiene en consecuencia que, L = {x ∈ E : f(x) = a} es un hiperplano que separa C1

y C2, y además, como int(C1) = C1 6= ∅, usando Proposición 3,3(i), obtenemos que L
es cerrado �

Corolario 3.3 Sea E un espacio localmente convexo y sea C ⊂ E un conjunto convexo,
cerrado y no vaćıo. Entonces, si x0 /∈ C, existe un hiperplano cerrado L que separa
estrictamente C y {x0}.

Demostración
Como x0 /∈ C y C es cerrado, entonces existe un entorno básico U = U(x0; ε; p1, p2, ..., pn)
tal que C ∩ U = ∅.
Ahora, como U y C son convexos disjuntos no vaćıos, y además se tiene que U es abier-
to, entonces por Teorema 3.5, existe un hiperplano cerrado L que separa U y C.
Por Proposición 3.1, sabemos que existe una aplicación lineal f : E −→ R, y un escalar
a ∈ R tales que L = {x ∈ E : f(x) = a}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que C ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ a} y U ⊂ {x ∈ E : f(x) ≥ a}. Como U es abierto, se tiene que
int(U) = U 6= ∅, luego por Proposición 3.3(ii), tenemos que U ⊂ {x ∈ E : f(x) > a}.

Como x0 ∈ U , se tiene que f(x0) > a, luego tomando b =
a+ f(x0)

2
, se tiene que

M = {x ∈ E : f(x) = b} es un hiperplano cerrado que separa estrictamente C y {x0}.�

Para finalizar el caṕıtulo, entregaremos un resultado que se empleará en la demos-
tración del Teorema de Stone-Weierstrass. Dicho resultado es un corolario del siguiente
teorema:

Teorema 3.6 Sea X un espacio normado y sea W ⊂ X un subespacio vectorial. En-
tonces

cl(W ) =
⋂
{ker f : f ∈ X∗ y W ⊆ ker f}.

Demostración
Sea N :=

⋂
{ker f : f ∈ X∗ y W ⊆ ker f}. Si f ∈ X∗ y W ⊆ ker f , entonces se

tiene cl(W ) ⊆ ker f , ya que por Lema 3.2 sabemos que ker f es cerrado. Por lo tanto
cl(W ) ⊆ N . Veamos ahora la otra inclusión.
Sea x0 /∈ cl(W ). Entonces existe una bola B(x0, ε) tal que B(x0, ε) ∩W = ∅. Como
dicha bola es un conjunto convexo, aplicando Lema 3.5, tenemos que existe un funcional
f ∈ X∗ tal que f(x) = 0 para todo x ∈ W y f(x0) > 0. Se sigue por lo tanto que x0 /∈ N ,
luego cl(W ) = N . �

Corolario 3.4 Sea X un espacio normado y sea W ⊂ X un subespacio vectorial.
Entonces W es denso en X si y solo si W⊥ = (0).

Demostración

” =⇒ ” Por Teorema 3.6, sabemos que

X = cl(W ) =
⋂
{ker f : f ∈ X∗ y W ⊆ ker f}.
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Si f ∈ X∗ y W ⊆ ker f , entonces X = cl(W ) ⊆ ker f , luego ker f = X. La única
posibilidad entonces es que f ≡ 0, luego W⊥ = (0).

”⇐= ” Supongamos por el contrario que cl(W ) 6= X. Entonces, existe una bola B(x0, ε)
tal que B(x0, ε)∩W = ∅. Por Lema 3.5, sabemos que existe un funcional f ∈ X∗
tal que f(x) = 0 para todo x ∈ W y f(x) > 0 para todo x ∈ B(x0, ε). Se tiene
por lo tanto que f ∈ W⊥, luego W⊥ 6= (0). �
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4. El Teorema de Krein-Milman y aplicaciones

Pasamos ahora a introducir y demostrar el teorema de Krein-Milman. Su prueba es
una aplicación del lema de Zorn y el teorema de Hahn-Banach. Previamente, debemos
definir el concepto de clausura convexa de un conjunto.

Definición 4.1 Sea E un espacio vectorial topológico y F ⊂ E, se llama envoltura
convexa de F a

co(F ) :=

{
n∑
k=1

akxk : ak ≥ 0,
n∑
k=1

ak = 1, xk ∈ F, n = 1, 2, 3, ...

}
.

Se define también envoltura convexa cerrada a la clausura topológica de co(F ). Se
denota por co(F ).

Se puede comprobar que la envoltura convexa y la envoltura convexa cerrada de un
conjunto F coinciden respectivamente con el menor convexo y el menor convexo cerrado
que contienen al conjunto F . Esto quiere decir que

co(F ) =
⋂
{C ⊂ E : C ⊃ F, C convexo}

y

co(F ) =
⋂
{C ⊂ E : C ⊃ F, C convexo y cerrado}.

El Teorema de Krein-Milman requiere que el conjunto sobre el que se aplica sea com-
pacto. En su demostración, se emplea una caracterización de tipo topológico sobre
los conjuntos compactos, que demostraremos a continuación como lema. Previamente,
debemos definir el concepto de la propiedad de la intersección finita.

Definición 4.2 Sea una familia de conjuntos F = {Ai}i∈I . Se dice que F tiene la
propiedad de la intersección finita si para cada subfamilia no vaćıa J ⊂ I finita,
la intersección de sus elementos es no vaćıa, esto es⋂

i∈J

Ai 6= ∅.

Lema 4.1 Un espacio topológico X es compacto si y solo si toda familia de cerrados
en X con la propiedad de la intersección finita tiene intersección no vaćıa.

Demostración

” =⇒ ” Sea F = {Fi}i∈I una familia de cerrados en X. Supongamos que
⋂
i∈I

Fi = ∅.

Se tiene entonces que, como

X \
⋂
i∈I

Fi =
⋃
i∈I

(X \ Fi) = X,
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{X \ Fi}i∈I es un recubrimiento abierto de X, que como es compacto, admite un
subrecubrimiento finito. Esto es, podemos escribir

X =
n⋃
r=1

(X \ Fir).

Pero entonces se tiene que
n⋂
r=1

Fir = ∅, con lo que F no tiene la propiedad de la

intersección finita.
Concluimos entonces que ⋂

i∈I

Fi 6= ∅.

”⇐= ” Sea {Ui}i∈I un recubrimiento abierto de X. Entonces⋂
i∈I

(X \ Ui) = X \
⋃
i∈I

Ui = ∅.

Se tiene entonces que {X \Ui}i∈I es una familia de cerrados que no tiene la propie-
dad de la intersección finita, por lo que existe un subconjunto J = {i1, ..., in} ⊂ I
finito tal que

n⋂
r=1

(X \ Uir) = ∅.

Se concluye entonces que

X =
n⋃
r=1

Uir ,

por lo que {Ui}i∈I admite un subrecubrimiento finito, luego X es compacto. �

Una vez tenemos todos los conceptos y resultados necesarios, procedemos a continuación
a enunciar y demostrar el Teorema de Krein-Milman. Su versión original es de 1940,
aunque es menos general que la que presentaremos (Véase [6]).

Teorema 4.1 (Krein-Milman, versión original) Sea X un espacio de Banach y sea
K ⊂ X∗ un conjunto acotado y regularmente convexo. Entonces ext(K) 6= ∅ y K =
co[ext(K)].

En este caso, un conjunto K ⊂ E∗ se dice regularmente convexo si para cada f0 /∈ K,
existe un punto x0 ∈ E tal que

sup
f∈K

f(x0) < f0(x0).
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El teorema que nosotros enunciaremos, aunque más general, es más sencillo de manejar,
ya que evitaremos el tener que trabajar en el espacio dual. Su versión es la siguiente:

Teorema 4.2 (Krein-Milman) Sea E un espacio localmente convexo y sea K ⊂ E un
conjunto compacto y convexo no vaćıo. Entonces ext(K) 6= ∅ y K = co[ext(K)].

Demostración
Veamos en primer lugar que ext(K) 6= ∅.
Denotamos por T a la familia formada por todos los conjuntos extremales de K. Como
todo conjunto es extremal de śı mismo, se tiene que K ∈ T , por lo que T 6= ∅.
Introducimos en T un orden, de forma que S1 ≤ S2 si S2 ⊆ S1, donde S1, S2 ∈ T .

Veamos ahora que si {Sα}α∈A es una cadena en T , entonces S0 =
⋂
α∈A

Sα es una cota

superior de {Sα}α∈A.

Al ser S0 intersección de convexos cerrados, se tiene que también es un convexo ce-
rrado. Además, como K es compacto y {Sα}α∈A tiene la propiedad de la intersección
finita, por Lema 4.1 se tiene que S0 6= ∅.
Veremos ahora que S0 es, de hecho, otro conjunto extremal de K.
Para ello, sean x, y ∈ K y 0 < a < 1 tales que ax + (1 − a)y ∈ S0; entonces
ax + (1 − a)y ∈ Sα para todo α ∈ A. Como todos los Sα son conjuntos extremales
de K, entonces x, y ∈ Sα para todo α ∈ A, por lo que x, y ∈ S0. Por lo tanto se tiene
que S0 es un conjunto extremal de K.
Además, como S0 ⊂ Sα para todo α ∈ A, entonces S0 es cota superior de {Sα}α∈A.

Entonces, como T es un conjunto parcialmente ordenado y toda cadena en T tiene
una cota superior, por el lema de Zorn sabemos que debe existir al menos un elemento
maximal S en T . Veamos ahora que dicho elemento es un conjunto unipuntual, lo que
implica que el conjunto formado por los puntos extremos de K es no vaćıo.
Supongamos que existen x, y ∈ S, x 6= y. Entonces, por Teorema 3.4 sabemos que exis-
te un elemento f ∈ E∗ tal que f(x) < f(y) (considerando E como espacio localmente
convexo sobre R).
Como S es un subconjunto cerrado de un compacto K, entonces S es compacto. Por
lo tanto, al ser f continua en S, f debe alcanzar un máximo en S, luego si denotamos
b := sup

z∈S
f(z), entonces el conjunto

Sf := {z ∈ S : f(z) = b}.

no puede ser vaćıo. Con ello, por Proposición 2.5(ii) y (iii), se tiene que Sf es un con-
junto extremal de S, luego también lo es de K, con lo que Sf ∈ T . Además, como
f(x) < f(y) ≤ b, tenemos que x /∈ Sf luego Sf 6= S. Por lo tanto, como Sf ⊂ S, se
obtiene que Sf > S, lo que es un absurdo porque S es un elemento maximal.
Consecuentemente, hemos probado que S es un conjunto unipuntual, luego por Propo-
sición 2.5(i), sabemos que dicho punto ha de ser un punto extremo de K.

Por lo tanto, ext(K) 6= ∅.
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Veamos a continuación que K = co(ext(K)).
Tenemos que, al ser K un conjunto cerrado y convexo, co(ext(K)) ⊂ K. Probemos la
otra inclusión.

Supongamos que existe un punto x ∈ K \ co(ext(K)). Entonces, aplicando Corola-
rio 3.3, sabemos que existe un hiperplano que separa estrictamente x y co(ext(K)).
Por lo tanto, existe un elemento f ∈ E∗ tal que

f(y) < f(x) para todo y ∈ co(ext(K)).

Actuando esencialmente como antes, al ser K compacto, f debe alcanzar un máximo
en K, luego si denotamos b := sup

y∈K
f(y), entonces b < f(x) y el conjunto

Sf = {y ∈ K : f(y) = b}

ha de ser no vaćıo. Además, por Proposición 2.5(iii), tenemos que Sf es un conjunto
extremal de K.
También sabemos que como Sf es un subconjunto cerrado y no vaćıo de un conjunto
compacto K, entonces Sf es compacto. Por lo tanto, usando la primera parte de la
prueba, tenemos que ext(Sf ) 6= ∅.
Sea ahora un elemento z ∈ ext(Sf ). Entonces, volviendo a utilizar Proposición 2.5(i) y
(ii), obtenemos que {z} es un conjunto extremal de Sf , luego lo es también de K. Por
lo tanto, z ∈ ext(K) ⊂ co(ext(K)). Sin embargo, como z ∈ Sf , tenemos que

f(z) = b

≥ f(x)

> sup
y∈co(ext(K))

f(y)

≥ f(z),

lo que nos lleva a un absurdo.

Concluimos, por lo tanto que K = co(ext(K)). �

A continuación proporcionaremos una aplicación del Teorema de Krein-Milman, la cual
nos dice que ciertos espacios no pueden ser espacios duales de ningún espacio de Banach.

Previamente, presentamos el Teorema de Alaoglu, con el que trabajaremos a conti-
nuación y del cual omitiremos su demostración

Teorema 4.3 (Alaoglu) Sea X un espacio normado. Entonces, la bola unidad cerrada
de X∗, esto es

BX∗ = {f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤ 1},

es compacta con respecto a la topoloǵıa *-débil.
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Por el teorema de Alaoglu sabemos que, si X es un espacio de Banach, entonces la bola
BX∗ es compacta con la topoloǵıa *-débil. Ahora, por el teorema de Krein-Milman,
sabemos que al ser BX∗ compacta, convexa y no vaćıa, entonces ext(BX∗) 6= ∅.
Por lo tanto, una forma de demostrar que un espacio X no es el dual de un espacio
normado, es ver que la bola unidad cerrada BX no tiene puntos extremos.

Ejemplo 4.1 c0 no es el dual de un espacio de Banach.
Veamos que la bola Bc0 = {(λn) ∈ c0 : |λi| ≤ 1, i ∈ N} no tiene puntos extremos.

Sea x = (λn) ∈ Bc0. Como ĺım
n→∞

λn = 0, sabemos que existe N ∈ N tal que |λn| <
1

2
para todo n > N .
Definimos ahora x1 = (µn) y x2 = (τn) de forma que µn = λn = τn si n ≤ N . Para
n > N , definimos

µn = λn +
1

2n

y

τn = λn −
1

2n
.

Como ĺım
n→∞

µn = 0 = ĺım
n→∞

τn, vemos que x1, x2 ∈ c0. Además, tenemos que |µn| = |λn| ≤
1 para todo n ≤ N y

|µn| =
∣∣∣∣λn +

1

2n

∣∣∣∣ < 1 para todo n > N .

Por lo tanto, ‖x1‖ ≤ 1, luego x1 ∈ Bc0.
De manera análoga, vemos que x2 ∈ Bc0.

Finalmente, comprobamos que x =
1

2
(x1 + x2), luego x /∈ ext(Bc0).

Concluimos que ext(Bc0) = ∅, y por tanto c0 no puede ser el espacio dual de un espacio
de Banach.

Ejemplo 4.2 El espacio de funciones L1(R) no es el dual de un espacio de Banach.
En Proposición 2.2, hemos probado que ext(BL1(R)) = ∅. Por tanto, por el mismo
razonamiento que en el ejemplo anterior vemos que L1(R) no puede el ser espacio dual
de un espacio de Banach.,

Para finalizar el caṕıtulo, emplearemos el Teorema de Krein-Milman para probar uno de
los teoremas más importantes en la rama de Análisis Funcional: el Teorema de Stone-
Weierstrass. Este teorema proporciona condiciones suficientes para que una subálgebra
de C(X), donde X es un espacio topológico compacto y Hausdorff, sea densa en C(X).

Recordamos que C(X) es el conjunto de todas las funciones continuas de X en K.

Sabemos que (C(X), ‖·‖∞) es un espacio de Banach. Por el Teorema de Represen-
tación de Riesz, tenemos que su espacio dual (C(X)∗, ‖·‖) es isométricamente isomorfo
a (M(X), ‖·‖), donde M(X) es el espacio formado por todas las medidas complejas,
regulares y de Borel en X, y para cada µ ∈M(X),
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‖µ‖ = |µ|(X) = sup

{
n∑
k=1

|µ(Ak)| : (Ak) es partición de X por conjuntos de Borel

}
.

Además, sabemos también que el isomorfismo µ 7→ x∗ viene dado por:

x∗(f) =

∫
X

f(t)dµ(t),

donde f ∈ C(X), x∗ ∈ C(X)∗, µ ∈M(X). y

dµ(t) =
dµ

d|µ|
d|µ|,

donde
dµ

d|µ|
denota la derivada de Radon-Nikodym.

Teniendo en cuenta este isomorfismo, observamos que, para cada conjunto W ⊂ C(X),
se tiene que el anulador

W⊥ = {µ ∈M(X) :

∫
X

f(t)dµ(t) = 0, f ∈ W},

es un subespacio de M(X). Veamos que es cerrado con la topoloǵıa *-débil. Observamos
que

W⊥ =
⋂
f∈W

{µ ∈M(X) : 〈µ, f〉 = 0},

luego basta ver que, para cada f ∈ W , el conjunto Af = {µ ∈ M(X) : 〈µ, f〉 = 0} es
*-débilmente cerrado. Equivalentemente, veamos que A{f = {µ ∈M(X) : 〈µ, f〉 6= 0} es
abierto con la topoloǵıa *-débil.
Vamos a probar que, para cada µ ∈ A{f , se tiene que

U = U

(
µ;
|〈µ, f〉|

2
; f

)
⊂ A{f .

Sea λ ∈ U , tenemos que

|〈µ− λ, f〉| < |〈µ, f〉|
2

,

luego

|〈µ, f〉 − 〈λ, f〉| < |〈µ, f〉|
2

,

por lo que 〈λ, f〉 6= 0, lo que implica que λ ∈ A{f . Por lo tanto, tenemos que A{f es
abierto, luego Af es cerrado.
Por lo tanto, el conjunto

W⊥ =
⋂
f∈W

Af
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es cerrado con la topoloǵıa *-débil.
Por otro lado, por el Teorema de Alaoglu, sabemos que

BC(X)∗ = {µ ∈M(X) : ‖µ‖ ≤ 1}

es compacto con la topoloǵıa *-débil. Por lo tanto, concluimos que K = W⊥∩BC(X)∗ es
compacto y convexo con la topoloǵıa *-débil, luego podemos aplicar sobre él el Teorema
de Krein-Milman.

Lema 4.2 Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff, y sea W ⊂ C(X) y
K = W⊥ ∩BC(X)∗. Si σ ∈ ext(K) y σ 6= 0, entonces ‖σ‖ = 1.

Demostración
Ya sabemos que K es un conjunto compacto en M(X) con la topoloǵıa *-débil. Además
es convexo por ser intersección de convexos, y se puede comprobar fácilmente que 0 ∈ K.
Por tanto, aplicando el Teorema de Krein-Milman, tenemos que ext(K) 6= ∅.

Supongamos que σ ∈ ext(K), σ 6= 0. Si ‖σ‖ < 1, se tiene que σ/‖σ‖ ∈ K, y

σ = ‖σ‖
(

σ

‖σ‖

)
+ (1− ‖σ‖)0,

lo que nos lleva a un absurdo, ya que σ ∈ ext(K).
Concluimos por tanto que ‖σ‖ = 1. �

Definición 4.3 Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff y sea U ⊂ X un
conjunto abierto. Se dice que una medida µ ∈M(X) se anula en U si

|µ|(U) = 0,

donde

|µ|(U) = sup

{
n∑
k=1

|µ(Ak)| : (Ak) es partición de U por conjuntos de Borel

}
Además, se llama soporte de µ al complementario del mayor conjunto abierto en el
que µ se anula.

Definición 4.4 Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff y sea W ⊂ C(X).
El conjunto W se dice que separa puntos si, para cada s, t ∈ X, s 6= t, existe una
función f ∈ W tal que f(s) 6= f(t). Además, W se dice cerrado por conjugación si,
para cada función f ∈ W , se tiene que f ∈ W , donde f(t) = f(t) para todo t ∈ X.

A continuación, nos disponemos a demostrar el Teorema de Stone-Weierstrass. Debe-
mos recordar antes que si X es un espacio topológico compacto y Hausdorff, µ ∈M(X)
y h ∈ C(X); entonces hµ denota a la medida que en un conjunto A de Borel toma el

valor

∫
A

hdµ.

Además, se puede comprobar que ‖hµ‖ =

∫
X

|h|d|µ|.
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Teorema 4.4 (Stone-Weierstrass) Sea X un espacio topológico compacto y Haus-
dorff, y sea W ⊂ C(X) una subálgebra (es decir, un subespacio vectorial que es además
un subanillo con respecto a la suma y el producto de funciones) cerrada tal que

i) 1 ∈ W ,

ii) W separa puntos,

iii) W es cerrada por conjugación.

Entonces W = C(X).

Demostración
Por Corolario 3.4, sabemos que W⊥ = (0) si y solo si W es denso en C(X), luego por
ser W cerrado, en tal caso se tendŕıa que W = C(X). Supongamos por el contrario que
W⊥ 6= (0).
Por lo visto anteriormente, sabemos que el conjunto K = W⊥ ∩ BC(X)∗ es convexo y
compacto con la topoloǵıa *-débil, luego aplicando el Teorema de Krein-Milman y Lema
4.2, sabemos que existe una medida µ ∈M(X) tal que µ ∈ ext(K) y ‖µ‖ = 1.
Considerando ahora el conjunto S, que denota al soporte de µ, esto es,

S = X \
⋃
{U ⊂ X : U es abierto y |µ|(U) = 0},

tenemos que |µ|(X \ S) = 0, luego∫
X

fdµ =

∫
S

fdµ

para todo f ∈ C(X). Como W⊥ 6= (0) y ‖µ‖ = 1, tenemos que S 6= ∅. Veamos a con-
tinuación que S consiste de un único punto. Para ello, tomamos x0 ∈ S y probaremos
que S = {x0}.

Sea x ∈ X, x 6= x0. Por ii) sabemos que existe f1 ∈ W tal que f1(x0) 6= f1(x).
Llamando a = f1(x), por i) tenemos que la función constante a ∈ W . Por tanto,
f2 = f1 − a ∈ W . Sea ahora f3 = |f2|2; por iii) tenemos que f3 ∈ W , ya que f3 = f2f2.
Además, f3(x) = 0, f3(x0) > 0 y f3 ≥ 0 en X. Finalmente, definimos

f :=
f3

‖f3‖+ 1
.

Claramente f ∈ W , f(x) = 0, f(x0) > 0 y 0 ≤ f < 1 en X.
Como W es una subálgebra, tenemos que gf ∈ W y g(1 − f) ∈ W para todo g ∈ W .
Además, como µ ∈ W⊥, se tiene que

0 =

∫
X

gfdµ =

∫
X

g(1− f)dµ

para todo g ∈ W , luego fµ ∈ W⊥ y (1− f)µ ∈ W⊥.

Como vimos anteriormente, tomamos b = ‖fµ‖ =

∫
X

fd|µ|. Además, como f(x0) > 0,

sabemos que existen un entorno abierto V ⊂ X de x0 y un ε > 0 tales que f(y) > ε
para todo y ∈ V . Por tanto, como V ∩ S = ∅, se tiene que
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b =

∫
X

fd|µ| ≥
∫
V

fd|µ| ≥ ε|µ|(V ) > 0.

Además, como 0 ≤ f < 1,

b =

∫
X

fd|µ| < |µ|(X) = ‖µ‖ = 1,

luego 0 < b < 1. Se puede comprobar también que

1− b = 1−
∫
X

fd|µ|

= |µ|(X)−
∫
X

fd|µ|

=

∫
X

d|µ| −
∫
X

fd|µ|

=

∫
X

(1− f)d|µ|

= ‖(1− f)µ‖.

Por lo tanto, teniendo en cuenta que b = ‖fµ‖, podemos escribir

µ = fµ+ (1− f)µ

= b

[
fµ

‖fµ‖

]
+ (1− b)

[
(1− f)µ

‖(1− f)µ‖

]
,

pero como µ es punto extremo de K = W⊥ ∩BC(X)∗ , entonces µ =
fµ

‖fµ‖
= b−1fµ.

De la igualdad anterior deducimos que b−1f = 1 en casi todo punto, por lo que f ≡ b
en S (aśı, en particular f(x0) = b).
Si tomamos ahora el punto x 6= x0 fijado anteriormente vemos que f(x) = 0, luego
x /∈ S. Por lo tanto S = {x0}. Además, por Ejemplo 2.2, tenemos que µ = αδx0 , donde
|α| = 1. Pero 1 ∈ W y µ ∈ W⊥, luego

0 =

∫
X

1dµ =

∫
x0

1dµ = α,

lo que nos lleva a una contradicción.
Concluimos por tanto que W⊥ = (0) y W = C(X). �
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Glosario

Sea E un espacio vectorial. Un funcional es una aplicación f : E −→ R lineal y
continua.

Sea un conjunto X y un subconjunto A ⊂ X. Entonces la función χA : X −→
{0, 1}, definida por

χA(x) =

{
1 x ∈ A
0 x /∈ A

se llama función caracteŕıstica (o indicadora) de A.

Sea X un espacio normado, denotamos por

BX := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}

y

SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}.

Llamamos bola unidad y esfera unidad, respectivamente a BX y SX .

Sea (X,M) un espacio medible. Para cada x ∈ X, denotamos por δx a la medida
definida por:

δx(E) =

{
1 x ∈ E
0 x /∈ E

para todo E ∈M.

Lema de Zorn: Todo conjunto parcialmente ordenado no vaćıo en el que toda
cadena tiene una cota superior contiene al menos un elemento maximal.

Teorema de Hahn-Banach (real) Sea V un espacio vectorial sobre R y sea p
una seminorma en V . Si W ⊂ V es un subespacio vectorial y f : W −→ R es
una aplicación lineal y tal que f(x) ≤ p(x) para todo x ∈ W , entonces existe una
aplicación lineal F : V −→ R tal que:

i) F (x) = f(x) para todo x ∈ W .

ii) F (x) ≤ p(x) para todo x ∈ V .

Si X es un espacio normado, como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,
para todo x0 ∈ X\{0}, existe un funcional f ∈ X∗ tal que ‖f‖ = 1 y f(x0) = ‖x0‖.

Sea X un espacio de Banach. Si A ⊂ X, el conjunto:

A⊥ := {f ∈ X∗ : f(a) = 0 para todo a ∈ A}
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se denomina anulador.

Teorema de Representación de Riesz: Sea X un espacio topológico localmen-
te compacto y Hausdorff. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) x∗ ∈ C0(X)∗.

ii) Existe una única medida µ ∈M(X) tal que

x∗(f) =

∫
X

f(t)dµ(t), f ∈ C0(X).

Además, la correspondencia entre x∗ y µ define un isomorfismo entre C0(X)∗ y
M(X).
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[12] F. D. Montalvo, Apuntes de Topoloǵıa, Tema 12: Espacios Compactos. Universidad
de Extremadura
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Murcia, 1997

[15] W.Rudin, Real and complex analysis, 3nd. McGraw-Hill, New York, 1987

42


	Espacios localmente convexos
	Puntos extremos y conjuntos extremales
	Teorema de Hahn-Banach: forma geométrica
	El Teorema de Krein-Milman y aplicaciones

