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Resumen

Es bien sabido que cualquier poligono convexo del plano es igual a la envoltura con-
vexa de sus vértices. El Teorema de Krein-Milman, es una generalizacién de este hecho
para conjuntos compactos y convexos en espacios localmente convexos.

Su demostracién aparece por primera vez en el articulo “On extreme points of regular
convex sets”, en la revista Studia Mathematica, en 1940. Los autores de la prueba, y a
quienes debe el teorema su nombre, son el matemético soviético Mark G. Klein (Kiev
1907 - Odessa 1989); y su alumno de doctorado David P. Milman (Vinnytsia 1912 -1982
Tel Aviv), soviético nacionalizado israeli.

En este trabajo, proporcionaremos todas las herramientas necesarias para enunciar
y demostrar el Teorema de Krein-Milman. Ademas, proporcionaremos dos aplicaciones
del teorema: probar que ciertos espacios no pueden ser espacios duales y demostrar el
Teorema de Stone-Weierstrass. Este tltimo es uno de los teoremas fundamentales del
analisis funcional, y una consecuencia directa es que cualquier funcion continua puede
ser aproximada mediante polinomios.

Palabras clave: espacio localmente convexo, punto extremo, envoltura convexa

Abstract

It is well known that every convex polygon in the plane is equal to the convex hull
of its vertices. The Krein-Milman Theorem generalizes this fact to every arbitrary com-
pact and convex set in a locally convex space.

The first proof of this theorem was published in the article “In extreme points of regu-
lar convex sets”, in the journal Studia Mathematica, 1940. The theorem owes its name
to the Soviet mathematician Mark G. Krein (Kyev 1907 - Odessa 1989) and David P.
Milman (Vinnytsia 1912 -1982 Tel Aviv), a Soviet and later Israeli mathematician who
was Mark’s doctoral student.

In this project, we are going to give all the necessary statements in order to state
and prove the Krein-Milman Theorem. Furthermore, we will provide two applications
of the theorem: to prove that certain spaces cannot be a dual space and to prove the
Stone-Weierstrass Theorem. The latter is one of the most fundamental theorems in
functional analysis, and it is an easy way to prove that a continuous function can be
approached by a sequence of polynomials.

Keywords: locally convex space, extreme point, convex hull.
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Salvo que se indique expresamente lo contrario o se deduzca del texto, en todo lo
que sigue consideraremos todos los espacios vectoriales sobre K, donde por K se denota
indistintamente R o C.

1. Espacios localmente convexos

Definicién 1.1 Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K se dice espacio vectorial
topoldgico si existe una topologia Hausdorff T en V' tal que las siguientes aplicaciones
son continuas con respecto a la topologia T:

i)
+: VxV — V
(a,b) — a+0b,
)
KxV — V
(a,b) — «a-b

Definicién 1.2 Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial topologico
E tal que todo punto x € E tiene una base de entornos abiertos convexos.

Definicién 1.3 Sea V' un espacio vectorial. Una seminorma es una aplicacion p :
V — [0,00) que satisface

i) plaz) = |a|p(x) para todo o € K,z €V,
it) p(z +y) < p(z) +p(y) para todo x,y € V.
St la aplicacion satisface también
iii) p(x) =0 si y solo si =0
entonces se dice que p es una nOrma.

Observacion 1.1 Sea p una seminorma. Entonces p(0) = 0.
Basta tener en cuenta que 0 € K, luego p(0) = p(0-0) = |0|p(0) = 0.

Recordemos que un espacio normado (X ||-||) es un espacio vectorial en el que se define
una norma.
Si queda clara la norma usada escribiremos X en lugar de (X, ||]|)-

Observacion 1.2 Todo espacio normado es localmente convexo.

Para verlo, basta tener en cuenta que cada punto del espacio normado admite una base
de entornos consistente en bolas abiertas, y que cada una de estas bolas es un conjunto
convexo.

Dada una familia de seminormas definidas en un espacio vectorial V', el objetivo es
definir una topologia Hausdorff sobre V' determinada por dicha familia.



Definicién 1.4 Sea P una familia de seminormas definidas sobre un espacio vectorial
V. Para cada x € V, € >0, p1,pa,....,pn € P, definimos

U(.T, €; D1, P2, 7pn) = {y € V pk(y - Z‘) < € k= 1727 7n}
Ademds, para cada x € V' definimos
Up(z) == {U(z;€;p1,p2, ... pn) 1 € > 05 n €N; p1,pa,...,pn € P}

En lo siguiente, denotaremos Up = |J Up(x).
eV

Proposicién 1.1 Sea P = {p, : « € A} una familia de seminormas definidas sobre
un espacio vectorial V. Si p(x) = 0 para todo p € P implica x = 0, entonces Up es base
para una topologia Hausdorff en V.

Demostracion.

Ver que U, es base para una topologia en V' es una comprobacién directa. Veamos que
la topologia que define es Hausdorff.

Sean z,y € V, = # y, entonces sabemos que existe un p € P tal que p(z —y) > 0.
Por tanto, tomando ¢ = p(x — y)/3 podemos considerar U(z;€;p) y U(y;€;p), que son
abiertos disjuntos de la base y contienen a los puntos x e y respectivamente, luego la
base define una topologia Hausdorff en V. O

Observacién 1.3 Del mismo modo que en Observacidn[1.9 se ve que cada bola abierta
es un conjunto convero, se puede probar también que cada elemento de Up (ver Defi-
nicion lo es. Se tiene incluso que una familia de seminormas P = {p, : a € A}
sobre un espacio vectorial definen un espacio localmente convexo cuando p(x) = 0 para
todo p € P implica x = 0.

Una vez visto como construir espacios localmente convexos, pasamos a dar una serie de
ejemplos de los mismos.

Ejemplo 1.1 El espacio KN con la familia de seminormas P = {p; : i € N}, donde:

Di: KN — [0,00)
(@) — |zil

es un espacio localmente convexo.

Recordemos que un espacio normado (X, ||-]|) se dice de Banach si es completo. Es
decir, un espacio vectorial normado es de Banach si toda sucesién de Cauchy en X es
convergente.

Ejemplo 1.2 Sea T un espacio topoldgico Hausdorff, denotamos C(T'), Co(T) y Co(T),
a las funciones continuas de T en K, tales que son acotadas, tienden a 0 en infinito, o
tienen un soporte compacto, respectivamente.

Que una funcion f tienda a 0 en infinito quiere decir que, para cada € > 0, existe un
K C T compacto tal que |f(t)| < € para todot € T\ K

Para cada funcion perteneciente a alguno de estos espacios, podemos definir



[[fllse = sup | f(#)].
teT

Entonces (C(T),||"llo) ¥ (Co(T), ||llc) son espacios de Banach. (C.(T),|||l) €s un
espacio normado y es de Banach siT es compacto. En ese caso C(T) = Co(T) = C.(T).

Si T no es compacto, podemos denotar C'(T') al conjunto de las funciones continuas de
T en K. En general, en ese caso, ||| no define una norma en C'(T), pero para cada
conjunto K C T compacto podemos definir la siguiente seminorma

pr(f) = sup [f(t)].
tek
Entonces (C'(T), P) es un espacio localmente convezo, donde P = {px : K C T, K compacto}

Ejemplo 1.3 Sean a,b € R, con a < b, y sea n € NU{0}. Denotamos por C"([a, b))
al conjunto de las funciones n veces derivables del intervalo [a,b] en R. Definimos

Hf“n = ZHf(k)Hoo;
k=0

donde ) es la k-ésima derivada de f y ||||s s la norma definida en el ejemplo an-
terior. Entonces (C"([a,b]),||-||) es un espacio de Banach.

Podemos observar que C*([a,b]) = ﬂ C"(la, b)), donde C*(|a,b]) denota al con-
n=0

Junto de las funciones infinitamente diferenciables de [a,b] en R. Ahora, para cada

f € C>([a,b]) definimos

pu(f) = Iflln, n=0,1,2,...

Entonces (C*(la,b]), P) es un espacio localmente convexo, donde P = {p, : n =
0,1,2..}.

Recordemos que una funcion f : C — C se dice entera si es holomorfa en todo el plano
complejo. Esto quiere decir que, para cada z € C, existe un entorno U del punto tal
que f es diferenciable en dicho entorno.

Ejemplo 1.4 Sea E(C) el conjunto de todas las funciones enteras. Para cada subcon-
gunto K C C compacto definimos

pr =sup|f(t)].
te K

Si P ={px: K C C, K compacto}. Entonces (E(C),P) es un espacio localmente
convezo.

A continuacién, introduciremos los conceptos de topologia débil y topologia *-débil en
un espacio localmente convexo E. Dichos conceptos nos seran de utilidad para dar una
aplicacion al teorema de Krein-Milman. Antes, para mayor comodidad, presentamos la
notacion



(z, f)

para referirnos a f(x), donde z € E y f € E*. También emplearemos (f,z) para
referirnos a f(x). De esta forma, tenemos que

fx) = (z, f) = {f ).

Definicién 1.5 Sea E un espacio localmente convezro. Llamamos topologia débil en
E a la topologia generada por la familia de seminormas {ps : f € E*}, donde

py(x) = [z, f)].

De forma similar, llamamos topologia *-débil en E* a la topologia generada por las
seminormas {p, : © € E}, donde

pa(f) = [(f, )]

De esta forma, un conjunto U C FE se dice débilmente abierto si para todo xy € U
existen funcionales f1, fo, ..., fn € E*, y un escalar ¢ > 0 tales que

(Mz € E:|(x— a0, fi)| <€} CU.
k=1

Los conjuntos *-débilmente abiertos se definen de forma paralela.



2. Puntos extremos y conjuntos extremales

Definicién 2.1 Sea V' un espacio vectorial y sea C C 'V un conjunto convero. Un
punto x € C se llama punto extremo de C' si siempre que v = axy + (1 — a)zy, con
r1,9 € C y0<a<l, setiene que x = x1 = x3.

En otras palabras, un punto z € C' se dice extremo si no existe ningin segmento de
recta en C' que contenga a x en su interior relativo; o equivalentemente, si z no puede
escribirse como x = axy + (1 — a)zg, con x1, 20 € C'y 0 < a < 1.

Dado un conjunto convexo C' denotamos por ext(C') al conjunto formado por sus puntos
extremos.

Es facil ver que ext(C) puede ser vacio. Por ejemplo, considerando en R? el conjunto
convexo C' = {(x,y) € R?: 22 + y* < 1}, entonces claramente ext(C) = (.

Esto se debe a que, al ser C' un conjunto abierto, para cada punto z € C' podemos en-
contrar una bola abierta B(z,¢) C C, luego existird un segmento contenido en la bola
que tenga a x en su interior. De este modo, vemos que x no puede ser un punto extremo.

De lo anterior deducimos que, en un espacio normado en general, ningin conjunto
C convexo y abierto puede tener puntos extremos, es decir, razonando de la misma
forma que antes, para cada x € C, existe una bola abierta B(zx,¢) C C, luego podemos
encontrar un segmento contenido en la bola que contenga a x en su interior relativo. Por
lo tanto, ningin x € C' serd un punto extremo. Ademas, por el mismo razonamiento,
podemos deducir que si C' es un conjunto convexo, dado un punto z € int(C'), entonces

z ¢ ext(C).

Veamos ahora que los puntos extremos del disco unidad conforman la circunferencia
unidad

Ejemplo 2.1 Sea el conjunto convezo C' = {(x,y) € R? : z* +y*> < 1} C R?. Entonces
ext(C) =S!' = {(z,y) e R? : 2% + y* = 1}.

Por lo visto anteriormente, sabemos que ext(C) C S'. Veamos que se tiene también
la otra inclusidn. Supongamos que x € S' y x ¢ ext(C'). Entonces existe un segmento
S C C tal que x estd en el interior relativo de S. Como S y S' son tangentes en x, y
x estd en el interior relativo de S, entonces S N C = {z}, luego la unica posiblidad es
que S = {x}, por lo que llegamos a un absurdo.

Por lo tanto, se tiene que ext(C) = S!.

Veamos ahora que los puntos extremos de un conjunto C' se preservan por aplicaciones
lineales inyectivas.

Proposicién 2.1 Sean X,Y espacios vectoriales y sea F' : X — Y wuna aplicacion
lineal inyectiva. Sea C C X un conjunto convexo y sea x € ext(C). Entonces F(x) €
ext(F(C)).



Demostracion

Sea = € ext(C). Supongamos que existen y1,y2 € F(C), y 0 < a < 1 tal que F(z) =
ay; + (1 — a)ys. Sean x1, x5 € C tal que F(z1) = y; vy F(22) = yo. Entonces, al ser F'
una aplicaciéon lineal, tenemos

Flz) = ayp+(1—a)y
= aF(z1)+ (1 —a)F(x9)
= F(axy) + F((1 —a)xs)
= Flazi + (1 —a)z,).

Por lo tanto, como F' es inyectiva, tenemos = = ax; + (1 — a)xs, y al ser z un punto
extremo de C, se obtiene x = x; = x9.

Por lo tanto, F(z) = F(r1) = y1 = F(x3) = s, luego concluimos que F(z) €
ext(F(C)). O

Notamos que la condiciéon de que F' sea inyectiva es necesaria. Por ejemplo, toman-

do

F: R — R

(r,y) — =

yC=A{lzy) eR*: 2 +¢* <1

que (0,1) € ext(C), pero F((0,1)
sigue que ext(F(C)) = {—1,1}.

}, sabemos que ext(C) = S'. Sin embargo, tenemos
) =

=0 ¢ ext(F(C)), ya que al ser F(C) = [—1,1], se

Ejemplo 2.2 Sea el espacio de Banach (M (X),|-]|), donde M(X) es el espacio for-
mado por todas las medidas complejas, regulares y de Borel en el espacio localmente
compacto y Hausdor[f X; vy, para cada p € M(X),

||| = |p|(X) = sup {Z |(Ag)| es particion de X por conjuntos de Borel}.

Entonces, si
Buxy = {p e M(X) : [|ul] <1},
se tiene que ext(Byx)) = {ad, : v € X, € C, |a| = 1}.

Pasamos ahora a introducir un resultado sobre puntos extremos cuando estamos tra-
bajando en el espacio de funciones L,(R).

Recordemos que el espacio de funciones L,(R), donde 1 < p < oo es el conjunto
formado por las clases de funciones medibles f : R — R tales que || f||, < oo, donde

1= ([ trora) "



Lema 2.1 Sea A C R un conjunto con medida de Lebesgue positiva. Entonces existen
subconjuntos disjuntos Ay, Ay de forma que Ay U Ay = A y cada uno de ellos tiene
medida de Lebesgue positiva.

Demostracion
Llamemos A = m(A), donde m denota a la medida de Lebesgue.

A
Podemos escribir R = U I,,donde NI, =0sil#mym(l,) = 5 para todon € N
neN \
(por ejemplo, tomando cada I, una traslacién del intervalo [0, 5)) Entonces tenemos

que A = U(In N A), luego podemos escribir A como unién de conjuntos medibles
neN

disjuntos dos a dos. Por lo tanto se tiene que m(A) = Zm([n N A) = X\ Ahora,

A
como m(I, NA) < 3 para todo n € N existen al menos dos conjuntos I;, I,,,, tales que
m(lyNA)>0,k=1m.
Por lo tanto, tomando A; = I,, N Ay Ay = (R\ ,,) N A, tenemos que A; y Ay son
subconjuntos disjuntos de A tales que A; U Ay = Ay m(4;) > 0, k = 1,2, como
queriamos probar. O

Lema 2.2 Sean o y B dos numeros reales no negativos y sea 0 < A < 1. Entonces
B < Xa+ (1 — N3, y se tiene la igualdad tinicamente cuando o = f3.

Demostracion

Sia=0o0 =0, entonces el resultado es trivial.

Consideremos ahora la funcion ¢, definida para todo nimero real ¢t no negativo de la
siguiente forma:

o) = (1= X))+ Mt — .
Derivando obtenemos
@'(t) = A1 =t1).

Ahora, como A — 1 < 0, tenemos que ¢'(t) < 0sit <1y ¢'(t) >0sit > 1, luego existe
un minimo global en ¢ = 1. Por lo tanto tenemos que ¢(t) > (1) = 0, para todo ¢ # 1.
Con ello, obtenemos

(1= X))+ At >t

déandose la igualdad precisamente cuando t = 1. Tomando ahora t = —, se sigue que

E)
a)\

ﬁ)\

y multiplicando por # a ambos lados se sigue que

002
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QBN < da+ (1— B,

donde se da la igualdad cuando o = [, como queriamos probar. O

A continuacién, pasamos a introducir un resultado bien conocido para espacios de fun-
ciones como es la desigualdad de Holder, de donde nos interesa principalmente el punto
donde se obtiene la igualdad.

Teorema 2.1 (Desigualdad de Holder): Sean 1 < p,q < oo nimeros reales tales que

1 1
-+ -=1ysean f € L,(R), g € L,(R). Entonces fg € L1(R) y
p q

L@wmww§wmmu

Ademds, se da la igualdad si y solo si existen constantes o, # 0, de modo que
alf(t)|P = Blg(t)|? para casi todo punto t.

Demostracion
Si||fll, =00 |lg|]l; =0, entonces la desigualdad es trivial.
Supongamos || fl|,, ||gll; # 0. Comencemos en primer lugar con el caso p = 1, ¢ = 0.

Sea C' = sup |¢(t)|, entonces
teR

lémmeSAcwmw:qéwmw:wkwm

Supongamos ahora que 1 < p < 0o, luego se tiene también que 1 < g < co. Supongamos
que || f[l, = llgll; = 1. Entonces, aplicando Lema [2.2 para a = | f(¢)[?, 8 = [g(t)|9, A =
1

—, 1 — A= —, obtenemos que
p q

f@Ollg®)] = [fO)g®)] < ALFOP + (1 = N)]g(®)]7,
e integrando a ambas partes y teniendo en cuenta que || f||, = ||g||; = 1 se tiene que

/le(t)g(t)ldté )\/R|f(t)]pdt+(1—)\)/R|g(t)]th: 1.

Ademéds, por Lema sabemos que se da la igualdad si y solo si |f(¢)[? = |g(¢)|? en
casi todo punto t.

Para el caso general basta considerar las funciones , que tienen norma 1,y

y 9
‘ ' 1F 1l Mgl
aplicar el resultado anterior, de donde obtenemos

" _ [ l0llg)
T L ostne = [ A<

luego

AWW®WSWMMT
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En este caso, concluimos que la igualdad se da si y solo si

Ugll)"Lr @ = ([ fllp)"lg @)1

para casi todo punto t.
Tenemos ademas que f € L,(R) y g € Ly(R), luego

/R FOg®ldt < 1£1llglly < oo,

luego fg € Li1(R), concluyendo la demostracién. O
Lema 2.3 Sean z,w € C tales que |z + w| = |z| + |w|. Entonces wz € R>q
Demostracion

Siz=0 0w =0, entonces trivialmente obtenemos wz = 0.

En otro caso, como se tiene el punto de la igualdad en la desigualdad triangular para
nimeros complejos, necesariamente tenemos que w = az, con a € R, a > 0.
Concluimos entonces que

wz = azz = alz|* > 0,

por ser producto de reales positivos. Por tanto wz € Rs. O

Una vez tenemos todos los resultados necesarios, vamos a introducir una proposicion
para ver que los puntos extremos de las bolas unidad cerradas en los espacios de fun-
ciones L,(IR) son la circunferencia unidad si p # 1 y el conjunto vacio si p = 1.

Proposicién 2.2 Para cada p, con 1 < p < oo, consideramos en L,(R) el conjunto
convezo BY = {f € L,(R) : ||fll, < 1}. Entonces ext(Bi) = 0 y ext(B}) = {f €
L,(R):|fll, =1}, con1 < p < oo.

Demostracion
Claramente los conjuntos B}, 1 < p < oo son convexos y cerrados, ya que se trata de
las bolas unidad cerradas.

Veamos en primer lugar que, para todo 1 < p < oo

ext(BY) C{f € Ly(R) - [|fll = 1}.

Por una parte, la funcién constantemente nula no puede ser un punto extremo: para
ello, basta considerar una funcién cualquiera g € B} no nula, y as{ podemos escribir la
funcién f =0 como

1

1
0= 29 + 5(—9)-



Pasamos ahora a estudiar los puntos de la bola abierta distintos de la funcién nula. Sea
f € B} tal que 0 < || f]|, < 1. Entonces podemos escribir f como

1

f=3

(2 = N1Flp) 1T+ %(Hfllpf),

lo que muestra que f no es un punto extremo de B}, ya que podemos expresar f como
suma de dos funciones pertenecientes al conjunto BY multiplicadas por escalares entre
0yl

Estudiamos en segundo lugar el caso de los puntos de la circunferencia unidad.

CASO 1: Supongamos que p = 1y || f|li = 1. Fijamos ahora un representante f de
su clase de equivalencia. Sea A C R el conjunto formado por los puntos donde f no se
anula. Entonces, por Lema sabemos que existen A;, Ay subconjuntos disjuntos de
A con medida positiva y tales que A = A; U A,. A continuacion, definimos

=T Y 2 Tl

donde x4, es la funcién caracteristica de A, k =1,2.
Tenemos entonces que f # fi, |felli =1, k=1,2,y

||fXA1||1f1 + ||fXA2||1f2 = fXA1 + fXAQ = fXA = f

Ademds, como A = A; N Ay = ), obtenemos que

1xanlls + 1l = / fOlde+ [ 150l = / )]t = 1.

por lo que |[fxa,ll1 ¥ | fxa,ll1 son escalares entre 0 y 1 que suman 1.
Por lo tanto tenemos que f no es un punto extremo de Bj. Concluimos que ext(Bj) = 0.

CASO 2: A continuacién, sea 1 < p < oo, y sea f € L,(R) con ||f|l, = 1. Supon-
gamos que existen fi, fo € By, 0 < a < 1, tales que f =af; + (1 — a)fo.
Como || f]|, = 1, tenemos que

L= lflly = llafi + (1 = a) fall,

< llafillp + (X =a) fallp
= allAllp + (1 = a)llf2ll
< a+1-—a

= 1,

luego [|afi+(1-a) folly = lafilly+I|(1=a) fo ], y ademés se sigue que [|fyll, = 1, & = 1,2.
Notemos que, considerando las funciones ¢ € L,(R) y h € L,(R), 1 < p,q < oo,
tales que 1/p + 1/q = 1, entonces, por Teorema (desigualdad de Hoélder) tenemos

que

10



/ g(OR®)dt = Ll 1A,

si y solo si (||h]l4)%g(®)P = (||g]l,)?|h(t)|? para casi todo punto t.

Ademds, por la prueba de la desigualdad triangular en espacios de funciones L,(R)
(desigualdad de Minkowski), sabemos que si tenemos dos funciones ¢’, b’ € L,(R) tales
que [|g" + [l = llg'llp + [|7[|, entonces

/R 9"+ R g T = 1gllo + [I(lg" + Ky,

donde 1/p +1/q = 1 (Véase [14, 11.2.4 Corolario]). Comprobamos a continuacién que
(¢ + )Pt € L,(R). Como p = q(p — 1), en efecto
1

1
(/ 1 + |1 ) (/ rg'+h/\p)q < oo,
R

va que g’ + h' € Ly(R). Por lo tanto [|(g' + 1')*~![lg = (Ilg' + A'[|,)"/7.

En nuestro caso particular, previamente hemos visto que || f|l, = [lafi + (1 — a) fa|, =

lafill, + [|(1 — @) fal|p, luego si tomamos ¢'(t) = afi(t) y A'(t) = (1 — a)fa(t) como en
el parrafo anterior obtenemos

/R lafi + (1 = a) fl"afi] = llafilly + l(afi + (1= a) f2)" g,

donde notamos que se obtiene la igualdad en Holder. Por lo tanto tenemos la siguiente
cadena de igualdades

(I(afi + (1 = a)f)" o) afs(OF = (lafillp)I(afi(t) + (1 —a)fo(t)) |
(lafi + (1 = a)foll,lafiF = (lafill,)?(@fi(t) + (1 = a) fa(O)
(lafi + (1 = a) fallp)*lafi P = ([lafillp)?[(afi(t) + (1 = a) o))"

para casi todo punto t. Es decir, como || f||, = 1 = || fil|,, se tiene que

Sl lai@®F = (allf1ll)?LF O
a’l ()" = aP(LAllp)"1F O
| @) = a’|f O
para casi todo punto ¢, luego |fi(t)| = | f(t)| para casi todo punto ¢.
De forma similar, obtenemos que |f2(t)| = | f(t)| para casi todo punto t.

Una vez comprobado que las funciones coinciden en mdédulo para casi todo punto,
pasamos ahora a ver que en realidad se tiene f(t) = fi(t) = fo(t) para casi todo punto
t. Como f =af; + (1 — a)fa, tenemos que para casi todo punto ¢

F@] = lafi(t) + (1 —a)fa(t)]
< lafi®)]+[(1 = a) f2(2)]
alf1()] + (1 = a)| f2(?)]

= [l

11



por lo que |afi(t)+ (1 —a)fa(t)| = |afi(t)| + |(1 —a) f2(t)| para casi todo punto t. Como
afi(t) y (1 —a)f(t) son nimeros complejos, entonces aplicando Lema concluimos
que f1(t)f2(t) > 0. Teniendo en cuenta que |fi(t)] = |f(t)| = |f2(t)| para casi todo
punto ¢, obtenemos

A = RO = [AGP + LOF = A®LE — A LE) -
FOF +1fOF = 2Re(fi(t) f2(t) = 2f )" = /1) 2(2)]
= 2/f()] —2f (1)
= 0.

Por lo tanto tenemos que fi(t) = f2(t) para casi todo punto ¢, luego concluimos que

f=h=/
Se obtiene entonces que f € ext(BY) y que

ext(BY) = {f € Ly(R) - [|fll, = 1}.
0J

Como hemos podido comprobar en esta proposicion, los puntos extremos de la bola
unidad en los espacios L,(R) constituyen la esfera unidad, si 1 < p < oo, y el conjunto
vacio cuando p = 1. Pasamos ahora a generalizar este resultado, para lo que necesitamos
introducir el concepto de espacio estrictamente convexo.

Definicién 2.2 Un espacio normado X se dice estrictamente convexo si para cada
par de puntos x1,xs € Sx, X1 # T2, y 0 < a < 1, se tiene que ||ax; + (1 — a)xs| < 1.

Geométricamente, se dice que un espacio normado X es estrictamente convexo cuando
su esfera unidad no contiene segmentos triviales. Es decir, si z1, x5 € Sy, entonces el
segmento abierto de extremos x y xo {az; + (1 — a)zy : 0 < a < 1} esté contenido en

A continuacién, pasamos a ver diferentes caracterizaciones de los espacios estricta-
mente convexos, que nos seran de utilidad para proporcionar diferentes ejemplos de los
mismos.

Teorema 2.2 Sea X un espacio normado. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) Dados x,y € Sx tales que |z + y|| = 2, entonces x = y.

ii) Dados x,y € X, con x # 0, tales que ||z + y|| = ||z|| + ||y||, entonces existe un
escalar t > 0 tal que y = tx.

i11) El espacio X es estrictamente convezo.

i) Dados x,y € Sx con x # vy, entonces

Tr+y
—l <1
n

12



Demostracion

i) = 1) Notemos que el caso y = 0 es trivial.

it) = iii)

Sean entonces z,y € X \ {0} tales que ||z + y|| = ||z] + ||y||. Entonces, como
consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, existe un funcional f € X*, con

1]l =1y tal que

flx+y) =z +yl.

Pero ahora, como

[f @) < [F 2l = [l y [l < Ayl = llyll,

se tiene que

lz+yll = flz+y)
|f(z + )l

[F@)]+ £ ()l
]l + 1yl
= =+l

(VANVAN

por lo que f(z) = ||zl y f(y) = llyll y, como x,y # 0, obtenemos

f(ﬁ)ﬂ#(ﬁ)-

Por lo tanto, se tiene que —, —— € Sx, y ademas

ﬁﬁ -1 () + () =2

luego, por i), se tiene que LY por tanto, tomando t = H?JH

Izl Tyl [

concluimos

Por el contrario, suponemos que existen x,y € Sy con x # y, y un escalar
0 < a <1 tales que

laz + (1 = a)y|| = 1.

13



i1i) = 1v)

iv) = 1)

Se tiene entonces que ax # 0y

1 laz + (1 = a)y|
laz|[ + I(1 — a)y|
al[z]] + (1 —a)|ly]]
a+1l—a

L,

1 IA

luego |laz + (1 —a)y|| = |laz||+||(1 — a)y]|, y por hipdtesis, existe un escalar ¢t > 0
tal que

ar =t(1 — a)y.
Pero como ||z|| = 1 = ||y||, obtenemos que

laz]] = [[t(1—a)y|
allzl] = t(1—a)lly|
a = t(l—a),
luego x = y, lo que nos lleva a una contradiccién.
Trivial tomando a = 3

Inmediato. [

Proposiciéon 2.3 Un espacio normado X es estrictamente convexo si y solo si todos
sus subespacios 2-dimensionales son estrictamente convezos.

Demostracion
Demostremos el resultado por doble implicacién.

14 2
—

Supongamos que X es estrictamente convexo. Sea A C X un subespacio de di-
mensién dos. Sean z,y € A tales que ||z]| = 1 = ||y||. Como A es subespacio, se
tiene que ax + (1 — a)y € A para todo 0 < a < 1.

Finalmente, como X es estrictamente convexo y x,y € Sy, obtenemos que ||ax +
(1 —a)y|| < 1 para todo 0 < a < 1, por lo que concluimos que A es estrictamente
Convexo.

Por el contrario, suponemos que X no es estrictamente convexo, por lo que bastara
encontrar un subespacio de X de dimension dos que no sea estrictamente convexo.
Como X no es estrictamente convexo, existen dos elementos x,y € Sy, x # y tales

Y .y .
€ Sx. Por reduccion al absurdo, suponemos que x e y son linealmente

que

dependientes, esto es, existe un escalar o € K tal que x = ay. Se tiene entonces

14



que « es un escalar de valor absoluto 1, y como x # y, necesariamente o« # 1.
Pero tenemos asi que

z+yll |y +y
o Il
a+1
= [%5w
a+1
- | ‘
= 17

lo que nos lleva a un absurdo, ya que K es estrictamente convexo.

Se sigue entonces que x e y son linealmente independientes, luego ({z,y}) es
un subespacio 2-dimensional de X no estrictamente convexo, y asi concluimos la
prueba. O

NOTA: Observamos que la primera parte de la prueba se puede generalizar para
cualquier dimension, por lo que obtenemos que todos los subespacios de un espacio X
estrictamente convexo son estrictamente convexos.

Ejemplo 2.3 » (R,|-]) y (C,|-]) son estrictamente convezos.

» Veamos a continuacion que todo espacio de Hilbert (X, ||-]]) es estrictamente con-

vexo.
Esto se sigue directamente del hecho de que toda norma de un espacio de Hilbert

satisface la ley del paralelogramo:
Iz + ylI” + [l — ylI* = 2(]|z|I* + [ly]*) para todo z,y € X.

Sean entonces x,y € Sx tales que ||z + y|| = 2. Obtenemos que

lz = ylI* = 2(=]* + [lylI*) — llz + y|I®
= 2(141)—4
= 07

luego x = y. Por lo tanto, por Teoremal2,2 (i), concluimos que (X, |-||) es estric-
tamente convexo.

w (R™|Illh) vy (R™,|||loc) no son estrictamente convexos.
Para el primero basta tomar x = ey, y = ey, por lo que se tiene que ||z]; =1 =
lylly v |z + ylli = 2, pero v # y.
De forma similar, para el sequndo caso tomamos © = e; + ey, y = €1 — €3 Y
llegamos a la misma conclusion.

Vamos ahora a ver otra caracterizacion de los espacios estrictamente convexos, en la
que intervienen los puntos extremos, para lo cual debemos introducir previamente el
siguiente lema.
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Lema 2.4 Sea E un espacio localmente convero y sea C C E un conjunto convezro. Si
reC,yeint(C), y0 <a<1l, entonces ax + (1 — a)y € int(C).

Demostracion
Al ser int(C') un conjunto abierto, también lo serd aw + (1 — a)int(C'), con w € C. Por
lo tanto aC' + (1 — a)int(C) = U (aw 4 (1 — a)int(C)) es un conjunto abierto, ya que

welC
es unién de abiertos.

Ahora, como x € C e y € int(C), se tiene que az + (1 —a)y € aC + (1 —a)int(C) C C.
Asi comprobamos que existe un conjunto abierto que contiene al punto ax + (1 — a)y
y estd contenido en C', por lo que ax + (1 — a)y es un punto interior de C.

Proposicion 2.4 Sea X un espacio normado. Entonces X es estrictamente convexo si
y solo si todo punto de su esfera unidad es punto extremo de su bola unidad cerrada.

Demostracion

"=—> " Sabemos que los puntos interiores de un conjunto no pueden ser puntos extremos,
por lo que ext(Byx) C Sx. Veamos ahora que se tiene la igualdad.
Seax € Sx,x = ar1+(1—a)xse, con z1,x9 € Bx y 0 < a < 1. Entonces, por Lema
2.4 sabemos que z1, x5 € Sy, porque de lo contrario al menos uno de ellos estarfa
en el interior de By, luego también lo estaria x. Pero como X es estrictamente
convexo, su esfera unidad no contiene segmentos no triviales, luego x; = x5 = .
Con ello, tenemos que x € ext(By).
Por lo tanto, concluimos que ext(By) = Sx.

"<=7" Sean x1,T9 € Sx, r1 # T2, y 0 < a < 1. Supongamos que, por el contario,

|lazy + (1 — a)xs|| = 1. Entonces x = azy + (1 — a)xy € Sx lo que nos lleva a una
contradiccién, ya que z € ext(Bx). Por lo tanto se tiene que ||az; 4+ (1—a)zs|| < 1,
luego X es un espacio estrictamente convexo, como queriamos probar. (]

Esta tltima proposicion justifica el hecho de que los puntos extremos de la bola unidad
en los espacios de funciones L,(R), con 1 < p < oo, constituyan la esfera unidad, ya
que son estrictamente convexos. Sin embargo, esto es bastante dificil de probar, salvo
para el caso p = 2, donde se tiene por ser espacio de Hilbert.

Para el caso p = 1, vemos facilmente que (L;(R), ||-|[1) no es estrictamente convexo: con-
siderando las funciones f = xj01] ¥ ¢ = X(1,2), se puede comprobar que || f|l; = 1 = [|g|x

y |f + gl = 2, pero f # g.

Recordamos que el espacio de sucesiones £, con 1 < p < o0, es el conjunto forma-
do por todas las sucesiones de escalares © = (ay, a, ...) tales que ||z||, < oo, donde

s 1/p
], = (Z !%!”) -
n=1

Ejemplo 2.4 Sea 1 < p < 0o. Consideramos en el espacio normado ¢,, la bola unidad
Bx ={z €4, ||z||, < 1}. Se tiene entonces que ext(Bx) = Sx = {x € [,(R) : ||z]|, =

1.
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Al igual que en los espacios de funciones L,(R), para el caso p = 2, se tiene que
(5(R), ||]]2) es espacio de Hilbert, luego es estrictamente convexo, y aplicando la Pro-
posicion [2.4] concluimos que los puntos extremos de la bola unidad conforman la esfera
unidad.

El caso general es mucho mas complicado, y una prueba de ello la dio James A. Clark-
son en 1936, que demostrd que los espacios ¢,(R) y L,(R) eran estrictamente convexos
cuando 1 < p < oo (Véase [11]).

Definicién 2.3 Sea E un espacio localmente convezo y sea C' C E un conjunto convexo
cerrado. Un subconjunto S C C se llama conjunto extremal de C' si es convexo
cerrado, no vacio y para cada x,y € C, y0 < a <1 tal que ax + (1 —a)y € S, se tiene
x,y €S.

En otras palabras, si un conjunto C' es convexo y cerrado, un conjunto S C C' se dice
extremal de C' si no existe un segmento abierto que interseque a S cuyos extremos
pertenezcan a C'\ S.

Ejemplo 2.5 En R?, consideramos el conjunto C = {(z,y) eR?: 0 <2 <1,0<y <

1}.
Entonces, los conjuntos unipuntuales formados por cada uno de los vértices, los con-
juntos formados por cada arista y el propio C, son conjuntos extremales de C.

Proposicién 2.5 Sea E un espacio localmente convexo y sea C C E un conjunto
convezxo cerrado. Entonces:

i) Siz e C, entonces {x} es un conjunto extremal de C si y solo si x € ext(C).

i1) Si S es un conjunto extremal de de C' y R es un conjunto extremal de S, entonces
R es un conjunto extremal de C.

i11) Sea f: E — R un funcional de E. Supongamos que b := sup f(x) es un nimero
zeC

real. Entonces, Ey = {x € C': f(x) = b} es o bien el conjunto vacio o un conjunto
extremal de C.

Demostracion.

i) Demostramos por doble implicacion.

"— 7 Como {z} es un conjunto extremal, si x = ax; + (1 — a)zy, con x1,25 € C'y
0 < a < 1, entonces xy,x2 € {x}, luego r; = x9 = z, lo que implica que = es
un punto extremo de C.

7<=" Como {z} es un conjunto unipuntual, entonces es cerrado, convexo y no
vacio. Sean z1,x9 € C'y 0 < a < 1 tales que z = ax; + (1 — a)x2. Entonces,

como z es un punto extremo, se tiene que x; = xo = x. Por tanto, z1, 29 €
{z}, luego {z} es un conjunto extremal de C.
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ii) Como R es un conjunto extremal de S, entonces sabemos que es cerrado, convexo
y no vacio. Sean xz,y € C'y 0 < a < 1 tales que ax+ (1 —a)y € R. Entonces, como
RcC S,ar+ (1—a)y €S,y como S es un conjunto extremal de C, se tiene que
x,y € S. Pero a su vez, como R es un conjunto extremal de .S, necesariamente
x,y € R, como queriamos demostrar. Por tanto, R es un conjunto extremal de C'.

iii) Ef es un conjunto cerrado, porque es la contraimagen de un cerrado por una
aplicacién continua. Ademads, por linealidad, obtenemos que Ef es un conjunto
convexo. Supongamos que Ef # (. Sean z,y € C'y 0 < a < 1 tales que az + (1 —
a)y € Ey. Entonces

b = flax+ (1 —a)y]
af(z)+(1—a)f(y)
ab+ (1 —a)b

b.

A

De aqui deducimos que b = f(z) = f(y), luego x,y € Ey.
Por tanto, se tiene que Ey = () o Ey es un conjunto extremal de C.

En particular, se tiene que si K es un conjunto convexo y cerrado no vacio, entonces K
es un conjunto extremal de si mismo.
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3. Teorema de Hahn-Banach: forma geométrica

Dedicamos esta seccion a la entrega de varios resultados necesarios para la prueba
del Teorema de Krein-Milman. El capitulo gira en torno a la forma geométrica del Teo-
rema de Hahn-Banach, pero nuestro interés principal es probar que el espacio dual de
uno localmente convexo separa puntos.

Esto quiere decir que, para cada par de puntos distintos, existe un funcional que toma
valores distintos en dichos puntos, o sea, para cada x,y € FE, existe un funcional f € E*

tal que f(z) # f(y).

Los resultados que usaremos en la prueba del Teorema de Krein-Milman son los si-
guientes:

Teorema 3.1 Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E* separa puntos.

Corolario 3.1 Sea E un espacio localmente convero sobre R y sea C C E un conjunto
convezo, cerrado y no vacio. Entonces, si xg ¢ C, eziste un hiperplano cerrado L que
separa estrictamente (véase Definicion[3.5) C y {xo}.

En lo que sigue, todos los espacios vectoriales que consideraremos seran no triviales.
Primeramente, introducimos los conceptos de variedad lineal e hiperplano.

Recordamos que si V' es un espacio vectorial, un subespacio Wy C V se dice maxi-
mal si es propio y para todo subespacio vectorial W tal que Wy C W, se tiene que
W=WyoW=V.

Definicién 3.1 Sea V' un espacio vectorial. Un conjunto L C V se denomina va-
riedad lineal si existen un subespacio vectorial W C V' y un punto xqg € V tal que
L=xg+W={2o+w:weW}

Una variedad lineal L se denomina hiperplano si W es un subespacio vectorial maxi-
mal.

Veamos otra caracterizacion de los hiperplanos, que nos sera de utilidad para la prueba
de distintos resultados. Previamente, debemos proporcionar un lema.
Recordamos que si V' es un espacio vectorial y f : V' — K es una aplicacion lineal,
entonces el conjunto

ker f={z eV : f(x) =0}
se denomina ntucleo de la aplicacién f.

Lema 3.1 Sea V' un espacio vectorial y sea f :V — K una aplicacion lineal tal que
f # 0. Entonces, ker f es un subespacio vectorial mazximal de V.

Demostracion
Por completitud, veamos en primer lugar que ker f es subespacio vectorial. Sean x,y €
ker f, a, 8 € K. Entonces
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luego

flax + By) = af(x) + Bf(y) =0,

ax + Py € ker f. Por lo tanto, ker f es subespacio vectorial de V.

Para ver que ker f es maximal, basta comprobar que si 2o € V'\ ker f, entonces {x¢} U

ker f

genera todo V.

Sea z € V. Entonces, como f(zg) # 0 vemos que

N C)
x |:f(060)} ro €V,

y comprobamos que

luego

x — U((;o))] xo € ker f.

Por lo tanto, concluimos que x € ker f + [f (2) ] xg.

f(zo)

Se tiene por consiguiente que {xo} Uker f genera todo V', como queriamos probar. [

Proposiciéon 3.1 Sea V' un espacio vectorial y sea L C V. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i)

i)

L es un hiperplano.

FExiste una aplicacion lineal f -V — K, f # 0, y un escalar a € K tal que
L={zeV: f(zx)=a}.

Demostracion

i) = ii)

i) = 1)

Supongamos que L = x¢o+W es un hiperplano, donde xq € V y W es un subespacio
vectorial maximal.

Sea x; € V '\ W. Entonces, como W es maximal, se tiene que {x;} U W genera
todo V| luego la expresién

Az +y) = A, AR yeWw

define una aplicacién lineal en V' cuyo niicleo es W vy es distinta de la aplicacién
nula. Por lo tanto, tomando a = f(x¢), se obtiene que L = {z € V : f(z) = a},
como queriamos probar.

Por otro lado, sean L = {z € V : f(z) = a}, donde f : V' — K es una aplicacién
lineal, f # 0, y a € K. Veamos que L es un hiperplano.

Como f es una aplicacion lineal y no nula, existe un elemento z; € V tal que
f(z1) = 1. Sean zg = ax; y W = ker f. Por Lema , sabemos que ker f es un
subespacio vectorial maximal, por lo que basta comprobar que L = x¢o + W.

En primer lugar, si x = xo + y, y € ker f, entonces
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f(@) = fzo) + fy) = flaxr) = af(21) = a,

por lo que x € L. Esto prueba que zq + ker f C L.
Por otro lado, si x € L, entonces

f(=zo+2)=—f(azy) + f(z) = —a+a=0,

por lo que —zg + x € ker f, luego x € xy + ker f para todo x € L.
Se concluye por tanto que L = z + ker f. O

En particular, observamos que el hiperplano L contiene al punto 0 si y solo si a = 0.

Los conceptos de hiperplano y variedad lineal se pueden considerar particularmente
en espacios localmente convexos, donde se tienen las propiedades topoldgicas que ex-
ponemos a continuacion.

Proposicién 3.2 Sea E un espacio localmente convexo. Se tiene:
i) Si L C E es una variedad lineal, entonces cl(L) es una variedad lineal.

it) Si L C E es un hiperplano, entonces o bien L es un conjunto cerrado o bien
c(L)=FE.

En el resto del capitulo, salvo mencién expresa, todos los espacios vectoriales se consi-
deraran sobre R.

Es necesario definir los siguientes conceptos, que se manejaran en los resultados poste-
riores:

Definicién 3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea f € E* un funcional. En-
tonces, para cada a € R, los conjuntos {x € E : f(z) > a}, {x € E : f(z) > a},
{reFE:flx)<a} y{z e E: f(x) <a} se denominan semiespacios determinados
por el hiperplano L = {x € E : f(x) = a}.

Se dice que un conjunto A C E cae en un lado del hiperplano L si A estd conte-
nido en alguno de los semiespacios determinados por el hiperplano L, y se dice que A
cae estrictamente en un lado del hiperplano L si ademds de caer en un lado del
hiperplano L se tiene que AN L = .

Veamos una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto convexo caiga estric-
tamente en un lado de un hiperplano.

Teorema 3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea L C E un hiperplano. St
C C FE es un conjunto convexo, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C cae estrictamente en un lado del hiperplano L.

it) CNL={.
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Demostracion

La implicacién de i) a ii) viene establecida por definicién. Probemos la otra parte.
Por Proposicién sabemos que existen una aplicacion lineal f : E — R, f # 0,y
un escalar a € R tal que L ={z € FE: f(z) = a}.

Si C no cae estrictamente en un lado de L, entonces, como CNL = (), existen x, x5 € C
tales que

f(z1) <a < f(xq).

Al ser C' convexo, se tiene que bxy + (1 — b)zy € C, para todo b € [0, 1]. Por lo tanto,
flox1 + (1 = b)xs] = bf (z1) + (1 —b) f(2z2) es una funcién continua que toma los valores
flzo) enb=0y f(z1) en b= 1.

Con ello, debe existir un escalar 0 < by < 1 tal que f[bopx; + (1 — bg)xs] = a. Se
tiene por tanto que byzy + (1 — by)zy € C'N L, lo que contradice el enunciado.

Concluimos por tanto que i) implica 7). O

Proporcionamos a continuacion un resultado de tipo topdlogico sobre conjuntos que
caen en un lado de un hiperplano, y que nos sera de utilidad posteriormente. Previa-
mente, introducimos el siguiente lema.

Lema 3.2 Sea E un espacio localmente convexo. Si f : E — R es una aplicacion
lineal, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es un funcional.
i1) ker f es cerrado.

Demostracion
Véase [13, Proposicién 1.31] para una demostracién en el caso particular de espacios
normados.

Proposicién 3.3 Sea E un espacio localmente convexo y sea L C E un hiperplano. Si
A C E es un subconjunto que cae en un lado de L y int(A) # (), entonces

i) L es cerrado.
i1) int(A) cae estrictamente en un lado del hiperplano L.
iii) cl(A) cae en un lado del hiperplano L.

Demostracion

Empecemos probando 7).

Por Proposicién [3.1], sabemos que existen una aplicacién lineal f : E — R, f # 0,y
un escalar a € R tal que L = {z € E : f(z) = a}. Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que A C {z € E: f(z) < a}.

Ahora, supongamos que L no es cerrado. Entonces, el hiperplano Ly = {z € E : f(z) =
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a + 1} tampoco seria cerrado, luego usando la Proposicién (zz), se tiene que L, es
denso en E.

Pero entonces, como int(A) # (), se sigue que int(A) N Ly # (0, lo que contradice que
int(A) C{z € E: f(z) <a}.

Se tiene por lo tanto que L es cerrado.

Ahora, usando la prueba de Proposicién [3.1], sabemos que L es de la forma xq + ker f,
para cierto xg € E. Por lo tanto, se tiene que ker f = —x¢ + L, luego ker f es cerrado,
y por Lema |3.2] se tiene que f es un funcional, y, en particular, es continuo.

Se tiene por consiguiente que {x € E : f(r) < a} es un conjunto abierto, luego
int(A) C {x € E : f(z) < a}, por lo que int(A) cae estrictamente en un lado del
hiperplano L, y con ello se prueba 7).

Para probar ii), basta tener en cuenta que {z € E : f(x) < a} es cerrado, ya que
f es continua, luego cl(A) C {z € E : f(x) < a}, por lo que ¢l(A) cae en un lado del
hiperplano L. O

Ahora abordaremos la version geométrica del Teorema de Hahn-Banach, cuya finali-
dad es encontrar condiciones suficientes para separar dos subconjuntos mediante un
hiperplano. En primer lugar, debemos introducir una serie de nuevos conceptos.

Definicién 3.3 Sea V' un espacio vectorial. Entonces, un conjunto A C V se dice
absorbente si para cada x € V existe un escalar p € R tal que x € pA.

Equivalentemente, un conjunto A es absorbente si V= Ry A.

Ejemplo 3.1 Sea X un espacio normado. Entonces todo conjunto abierto U C X tal
que 0 € U es absorbente.
Esto se sigue de que al ser U abierto, existe una bola B(0,¢) C U, y por tanto, para

todo x € X \ {0} se tiene que 2|x|€H € B(0,¢).
T

Mas en general, podemos ver que si E es un espacio localmente convexo, entonces todo
conjunto abierto U C E tal que 0 € U es absorbente.

En primer lugar, al ser 0 punto interior de U, existe un entorno bdsico U(0;€; p1, pay ..., Pn) C
U. Por lo tanto, para todo x € E \ {0}, se tiene que, si p;(x) = 0 para todo i €
{1,2,...,n}, entonces, de forma obvia, vemos que x € U(0;€;p1,p2, ..., pn). En otro ca-

so

)

xe
2max{p;(z), p2(z), ..., pn(x

)} € U(07 €, D1, P2, 7pn)

Por lo visto en la prueba, no es necesario exigir que el conjunto sea abierto: observamos
que todo conjunto A C V tal que 0 € int(A) es un conjunto absorbente.

Por otra parte, todo conjunto absorbente contiene necesariamente al 0.
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Definicién 3.4 Sea V' un espacio vectorial y sea C' C V un conjunto convero absor-
bente. Entonces, para cada v € V', denotamos

ro(z) :=mf{p>0:x € pA}.

En general, rc no tiene por qué ser una seminorma. Sin embargo, si que safisface las
siguientes propiedades:

a) re(x) > 0 para todo z € V|

b) rc(0) =0,

¢) ro(z+vy) <rc(x)+ re(y) para cualesquiera z,y € V,
y, por otra parte

d) ro(ax) = arc(x) para todo x € V, a > 0.

Proporcionaremos ahora la versiéon geométrica del Teorema de Hahn-Banach. En su
demostracion, usaremos el siguiente lema:

Lema 3.3 Sea V' un espacio vectorial y sea C' un conjunto convexo absorbente. FEn-
tonces, si L C 'V es un hiperplano tal que C N L = (), existe una aplicacién lineal
f:V— R tal que:

i) L={x eV : f(x)=1}.
i) —ro(—z) < f(x) < ro(x) para todo x € V.

Demostracion

Al ser L un hiperplano, entonces, por Proposicion 3.1, sabemos que existen una aplica-
cién lineal g : V — R, g # 0, y un escalar a € R tales que L = {z € V : g(x) = a}.
Al ser C absorbente, se tiene que 0 € C. Por tanto, como L N C = (), se obtiene que
a # 0. Por consiguiente, tomando f = g/a, vemos que f es una aplicacién lineal tal que

L={xzeV: f(z) =1},
lo que prueba 7).
Veamos que f cumple 7).

Como C' N L = (b, por Teorema , tenemos que C' cae estrictamente en un lado de L.
Ademads, como 0 € C, por linealidad se tiene que f(0) = 0, luego concluimos que

Ccf{xeV: f(x) <1}

Sea ahora z € V y sea p > 0 tal que x € pC. Entonces, z/p € C, luego, por lo anterior,
f(xz/p) <1y f(x) < p. Tenemos que esto vale para cualquier p tal que x € pC, por lo
que concluimos que

flx) <inf{p>0:2 € pC} =rc(x).
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Consecuentemente, para cada x € V se tiene que f(—z) < ro(—x), luego
—ro(—z) < —f(—x) = f(2).
Concluimos que
—ro(—z) < f(z) < re(x) para todo z € V,
lo que prueba ii). O

Teorema 3.3 (Hahn-Banach, version geométrica) Sea V' un espacio vectorial y sea
C C V un conjunto convexo absorbente. Si Ly es una variedad lineal tal que LoNC = (),
entonces eziste un hiperplano L = {x € V : f(x) = 1}, donde f : V — R es una
aplicacton lineal que cumple:

i) Lo C L.
it) f(x) <rc(z) para todo x € V.
iti) C C{x eV : f(x) <1}.

Demostracion

Como Lg es una variedad lineal, existen un punto xo € V', y un subespacio W, C V
tales que Ly = xo + Wy. Ademads, como C' N Ly = (), se tiene que 0 ¢ Ly, por lo que
Zo ¢ W().

Consideramos ahora el subespacio vectorial W C V' generado por {zo} U Wj. Notamos
que Ly C W,y ademas W}, es un subespacio maximal de W, por lo que Lg es un hiper-
plano en W.

Vemos ahora que, como C es un conjunto absorbente, se tiene que W N C' también
lo sera en W. Vamos a probar que rwne, considerada en el espacio vectorial W, es
precisamente r¢ restringida a W.

Sea x € W. Entonces, como W es espacio vectorial,

rwac(z) = Wf{p>0:2¢€p(WnNC)}
= mnf{p>0:2€WnpC}
= inf{p>0:2¢€pC}
= ro(x),

como querfamos ver.
Ahora, notamos que (W NC)N Ly =0, yaque CNLy=0.

En consecuencia, usando Lema [3.3] sabemos que existe una aplicacién lineal g : W —
R tal que Ly = {x € W : g(x) = 1}. Ademéds, se tiene que g(z) < ro(z) para todo
reW.

Ahora, aplicando la versién analitica del Teorema de Hahn-Banach (real), obtenemos
que existe una aplicacién lineal f : V' — R tal que f(z) = g(z) para todo x € W'y
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f(z) < rc(z) para todo x € V, lo que prueba 7).

Sea L ={x € V : f(x) = 1}. Entonces, L es un hiperplano en V', y ademés Ly C L, ya
que g(z) =1 = f(x) para todo = € Ly. Asi, queda probado 7).
Para demostrar iii), basta con darse cuenta de que si z € C, entonces r¢(x) < 1, luego

flz) <1.

Por lo tanto, obtenemos que C' C {x € V : f(z) < 1}, y asf finaliza la demostracién. [J

En consecuencia a este teorema, vemos que si C' es un conjunto convexo absorbente
y Lo es una variedad lineal tal que C' N Ly = (), entonces existe un hiperplano L que
contiene a Ly y tal que C' cae en uno de sus lados. Esto se pone de manifiesto en el
siguiente corolario:

Corolario 3.2 Sea E un espacio localmente convexo y sea C' C E un conjunto convexro
absorbente y tal que int(C) # (). Entonces, si Lo es una variedad lineal y C'N Lo = ),
existe un hiperplano cerrado L = {x € FE : f(x) = 1}, donde f € E*, tal que:

Z) Ly C L.
it) int(C) C{r e E: f(z) < 1}.
iii) c(C) C{zr e E: f(z) < 1}.

Demostracion

Como C' N Ly =0, y C es convexo y absorbente, por Teorema [3,3, tenemos que existe
un hiperplano L = {x € E : f(x) = 1}, donde f : E — R es una aplicacién lineal.
Ademas, Ly C L.

Ahora, como C' C {z € E : f(x) < 1}, entonces C' cae en un lado de L, luego usando
Proposicién [3.3, se tiene que L es cerrado, y ademaés

int(C) C{z e E: f(x) <1}

cd(C)c{ze E: f(x) <1}

Unicamente falta comprobar que f € E*. Basta ver que es continua.

Veamos que si xy € L, entonces —xg + L = ker f, y por tanto, al ser L = {z € E :
f(z) = 1} cerrado, también lo serd ker f.

Sea x € L, entonces

f(=zo+x) = —f(z0) + f(2) =0,

luego —xg + x € ker f. Por tanto, —z¢ + L C ker f.
Por otro lado, sea x € ker f, entonces x = —x¢ + (z + x9) y

f(l’ + .To) = 1,
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luego x + xg € L. Por lo tanto, —z¢ + L = ker f, luego ker f es cerrado.
Por consiguiente, usando Lema tenemos que f es continua. 0

Para el siguiente Teorema, hacemos un paréntesis puntual en nuestra premisa y asumi-
mos que el cuerpo K es indistintamente R o C.

Teorema 3.4 Sea E un espacio localmente convexo. Entonces E* separa puntos.

Demostracion

Tenemos que probar que, para cada par de puntos x,y € E, existe un funcional f € E*
tal que f(z) # f(y). Por linealidad, basta ver que si zg € E, xy # 0, entonces existe un
funcional f € E* tal que f(zg) # 0.

Como FE es localmente convexo, existe un entorno C' C E de 0 abierto y convexo, y tal
que zg ¢ C. Como C' es abierto, 0 € int(C), luego usando Ejemplo , tenemos que C'
es absorbente.

Ahora, como int(C) = C # (), tomando Ly = {z¢}, tenemos que C' N Ly = 0, lue-
go por Corolario [3.2] existe un hiperplano cerrado L = {z € E : g(z) = 1} = xg+ker g,
donde g € E™*.

Ademés, usando de nuevo Corolario 3.2} tenemos que C' = int(C) C {z € E : g(z) < 1},
y por tanto LN C = 0.

Por ende, si K = C, tomando
f(z) := g(x) — ig(ixz) para todo = € E,
entonces f € E* y
f(xo) = g(mo) — ig(izo) =2 # 0.

Para el caso K = R, basta tomar f = g. 0
Como anteriormente, volvemos a asumir K = R.

Veremos en siguiente lugar varios resultados que proporcionan la existencia de un hi-
perplano que separa distintos conjuntos, y que emplearemos en la demostracion del
Teorema de Krein-Milman. En primer lugar, introduciremos el concepto de separar
conjuntos, y entregaremos varios resultados que usaremos posteriormente.

Definicién 3.5 Sea E un espacio localmente convezo y sean Ay, Ay C E. Un hiperplano
L C FE se dice que separa Ay y As, si Ay y As caen en diferentes lados de L. Ademds
se dice que L separa estrictamente A, y Ay, si Ay y Ay caen estrictamente en
diferentes lados de L.

Lema 3.4 Sea E un espacio localmente convexo y sea C' C E un subconjunto convero

y abierto no vacio. Si Ly C E es una variedad lineal tal que LoNC = (), entonces existe
un hiperplano cerrado L C E tal que Lo C L y LNC = 0.
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Demostracion

Sin pérdida de generalidad, por traslacién podemos asumir que 0 € C'. Por tanto, como
C es abierto y 0 € C, por Ejemplo [3.1] tenemos que C' es absorbente.

En consecuencia, como int(C) = C # (0, y Lo N C = 0, por Corolario [3.2] se tiene que
existe un hiperplano cerrado L = {x € E : f(x) = 1}, para cierto funcional f € E* y
de modo que Ly C L.

Ademas, se sigue directamente que int(C) C {x € E: f(z) <1}, luego LNC =0. O

Lema 3.5 Sea E un espacio localmente convexo y sea C C E un conjunto convexo y
abierto no vacio. Si W C E es un subespacio vectorial tal que W N C = (), entonces
existe un funcional f € E* tal que f(x) = 0 para todo x € W y f(x) > 0 para todo
xeC.

Demostracion

Sabemos que T es una variedad lineal que contiene a 0, luego por Lema [3.4], tenemos
que existe un hiperplano cerrado L tal que W Cc Ly LN C = 0.

Por Proposicién [B.1] se tiene que existe una aplicacién lineal f: E— R, y un escalar
a € R tal que

L={zeFE: f(x)=a}

Ademas, como 0 € W C L, obtenemos que a = 0. Por lo tanto, observamos que
ker f = L es un conjunto cerrado, luego por Lema [3.2] se tiene que f € E*.

Como C N L = (, por Teorema , C ha de caer estrictamente en un lado de L.
SiC C{x e FE: f(x) >0}, entonces el resultado queda probado.
En el caso contrario, basta considerar el funcional — f. U

Teorema 3.5 Sea E un espacio localmente convezxo y sean C,Cy C E dos conjuntos
disjuntos convexos no vacios, y tales que Cy es abierto. Entonces, existe un hiperplano
cerrado L que separa Cy y Cs.

Demostracion
En primer lugar, definimos el conjunto

C .= {Cl —Cy:C € Cl,CQ S CQ}

Tenemos que, como C' = U C1 + (—¢2), y Cy es abierto, entonces también lo es C.

c2€Cs
Ademas, como C' = C + (—C3), se tiene que C también es convexo.

Por otro lado, como C; N Cy = (), se sigue que 0 ¢ C, luego C' N {0} = 0.

Asi, usando Lema y tomando W = {0}, sabemos que existe una aplicacién lineal
f:E— R, tal que f(c) > 0 para todo ¢ € C.

Por tanto, se tiene que f(c1) > f(c2) para cualesquiera ¢; € Cf, ¢ € Cy, luego tomando
a = inf f(c1), ¢; € C4, obtenemos que

f(e2) < a < f(eq) para cualesquiera ¢; € Cf, ¢y € Ch.
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Se tiene en consecuencia que, L = {z € F : f(z) = a} es un hiperplano que separa C}
y Cy, y ademads, como int(Cy) = Cy # ), usando Proposicién [3,3{7), obtenemos que L
es cerrado 0

Corolario 3.3 Sea E un espacio localmente convexo y sea C' C E un conjunto convezxo,
cerrado y no vacio. Entonces, si xg ¢ C, existe un hiperplano cerrado L que separa
estrictamente C' y {xo}.

Demostracion

Como gy ¢ C'y C' es cerrado, entonces existe un entorno basico U = U(xo; €; p1, P2, -, Pn)
tal que CNU = (.

Ahora, como U y C son convexos disjuntos no vacios, y ademaés se tiene que U es abier-
to, entonces por Teorema [3.5] existe un hiperplano cerrado L que separa U y C.

Por Proposicion |3.1, sabemos que existe una aplicacion lineal f : E — R, y un escalar
a € R tales que L = {x € F: f(x) = a}. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
queC C{rzeFE: f(x)<a}yUC{zxe E: f(x) > a}. Como U es abierto, se tiene que
int(U) = U # 0, luego por Proposicién [3.3|(ii), tenemos que U C {z € E : f(z) > a}.

. a+ j(x .
Como xy € U, se tiene que f(xg) > a, luego tomando b = ﬂ, se tiene que

M ={x € E: f(x) = b} es un hiperplano cerrado que separa estrictamente C'y {x¢}.00

Para finalizar el capitulo, entregaremos un resultado que se emplearda en la demos-
tracién del Teorema de Stone-Weierstrass. Dicho resultado es un corolario del siguiente
teorema:

Teorema 3.6 Sea X un espacio normado y sea W C X un subespacio vectorial. En-
tonces

cdAd(W)=Vkerf: fe X" yW Ckerf}.

Demostracion

Sea N := (\{kerf : f € X*yW C kerf}. Si f € X*y W C kerf, entonces se
tiene cl(W) C ker f, ya que por Lema sabemos que ker f es cerrado. Por lo tanto
cl(W) € N. Veamos ahora la otra inclusién.

Sea xg ¢ cl(W). Entonces existe una bola B(xo,€) tal que B(zg,e) N W = (). Como
dicha bola es un conjunto convexo, aplicando Lema [3.5] tenemos que existe un funcional
f € X*tal que f(z) = 0 paratodox € Wy f(xo) > 0. Se sigue por lo tanto que zg ¢ N,
luego cl(W) = N. O]

Corolario 3.4 Sea X un espacio normado y sea W C X wun subespacio vectorial.
Entonces W es denso en X si y solo si W+ = (0).

Demostracion

7 =7 Por Teorema (3.6 sabemos que
X=cdW)=kerf:feX*yW Ckerf}.
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SifeX*y W Ckerf, entonces X = cl(W) C ker f, luego ker f = X. La tinica
posibilidad entonces es que f = 0, luego W+ = (0).

7 <=7 Supongamos por el contrario que /(W) # X. Entonces, existe una bola B(xg, €)
tal que B(xg,€) N W = (). Por Lema, , sabemos que existe un funcional f € X*
tal que f(x) = 0 para todo x € Wy f(x) > 0 para todo x € B(z,€). Se tiene
por lo tanto que f € W+, luego W+ # (0). O
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4. El Teorema de Krein-Milman y aplicaciones

Pasamos ahora a introducir y demostrar el teorema de Krein-Milman. Su prueba es
una aplicacién del lema de Zorn y el teorema de Hahn-Banach. Previamente, debemos
definir el concepto de clausura convexa de un conjunto.

Definicién 4.1 Sea E un espacio vectorial topologico y F C E, se llama envoltura
convexa de F a

co(F) = {Zakxk:akzo, Zakzl, T € F, n:1,2,3,...}.

k=1 k=1
Se define también envoltura convexa cerrada a la clausura topoldgica de co(F'). Se

denota por co(F).

Se puede comprobar que la envoltura convexa y la envoltura convexa cerrada de un
conjunto F' coinciden respectivamente con el menor convexo y el menor convexo cerrado
que contienen al conjunto F. Esto quiere decir que

co(F) = ﬂ{C C E:CDF, C convexo}

co(F) = ﬂ{C’ C E:CDF, C convexo y cerrado}.

El Teorema de Krein-Milman requiere que el conjunto sobre el que se aplica sea com-
pacto. En su demostracién, se emplea una caracterizacion de tipo topoldgico sobre
los conjuntos compactos, que demostraremos a continuacién como lema. Previamente,
debemos definir el concepto de la propiedad de la interseccion finita.

Definicién 4.2 Sea una familia de conjuntos F = {A;}ier. Se dice que F tiene la
propiedad de la interseccién finita si para cada subfamilia no vacia J C I finita,
la interseccion de sus elementos es no vacia, esto es

(A #0.

ieJ

Lema 4.1 Un espacio topologico X es compacto si y solo si toda familia de cerrados
en X con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no vacia.

Demostracion
7 =" Sea F = {F,}ics una familia de cerrados en X. Supongamos que ﬂ F;, = 0.
iel

Se tiene entonces que, como

X\Fr=Ux\F) =x,

il icl
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{X '\ Fi}iesr es un recubrimiento abierto de X, que como es compacto, admite un
subrecubrimiento finito. Esto es, podemos escribir

n

X =J&x\F,).

r=1

n

Pero entonces se tiene que ﬂ F;,. = 0, con lo que F no tiene la propiedad de la
r=1
interseccién finita.

Concluimos entonces que
() F: #0.
icl
Sea {U;};c; un recubrimiento abierto de X. Entonces
X\ =x\|JU: =0.
icl iel

Se tiene entonces que { X \ U, };c; es una familia de cerrados que no tiene la propie-
dad de la interseccién finita, por lo que existe un subconjunto J = {iy,...,i,} C [
finito tal que

n

X\U,) =0.

r=1

Se concluye entonces que

por lo que {U;};c; admite un subrecubrimiento finito, luego X es compacto. [

Una vez tenemos todos los conceptos y resultados necesarios, procedemos a continuacion
a enunciar y demostrar el Teorema de Krein-Milman. Su version original es de 1940,
aunque es menos general que la que presentaremos (Véase [0]).

Teorema 4.1 (Krein-Milman, version original) Sea X wun espacio de Banach y sea
K C X* un conjunto acotado y reqularmente convexo. Entonces ext(K) # () y K =
colext(K)].

En este caso, un conjunto K C E* se dice regularmente convexo si para cada fy ¢ K,
existe un punto zy € F tal que

sup f(xo) < fo(zo).
feK
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El teorema que nosotros enunciaremos, aunque mas general, es més sencillo de manejar,
ya que evitaremos el tener que trabajar en el espacio dual. Su version es la siguiente:

Teorema 4.2 (Krein-Milman) Sea E un espacio localmente convezo y sea K C E un
conjunto compacto y convexo no vacio. Entonces ext(K) # 0 y K = colext(K)).

Demostracion

Veamos en primer lugar que ext(K) # ().

Denotamos por 7 a la familia formada por todos los conjuntos extremales de K. Como
todo conjunto es extremal de si mismo, se tiene que K € T, por lo que T # 0.
Introducimos en 7 un orden, de forma que S; < Sy si Sy C Sp, donde 57,5, € T.
Veamos ahora que si {S,}aca s una cadena en T, entonces Sy = ﬂ S, es una cota

a€cA
superior de {Sy }aca.

Al ser Sy interseccion de convexos cerrados, se tiene que también es un convexo ce-
rrado. Ademds, como K es compacto y {S,}aca tiene la propiedad de la interseccién
finita, por Lema [4.1]se tiene que Sy # 0.

Veremos ahora que Sy es, de hecho, otro conjunto extremal de K.

Para ello, sean z,y € K y 0 < a < 1 tales que axr + (1 — a)y € Sp; entonces
ar + (1 —a)y € S, para todo a € A. Como todos los S, son conjuntos extremales
de K, entonces x,y € S, para todo a € A, por lo que z,y € Sy. Por lo tanto se tiene
que Sy es un conjunto extremal de K.

Ademads, como Sy C S, para todo « € A, entonces Sy es cota superior de {S,}aca-

Entonces, como 7 es un conjunto parcialmente ordenado y toda cadena en 7T tiene
una cota superior, por el lema de Zorn sabemos que debe existir al menos un elemento
maximal S en 7. Veamos ahora que dicho elemento es un conjunto unipuntual, lo que
implica que el conjunto formado por los puntos extremos de K es no vacio.
Supongamos que existen z,y € S, z # y. Entonces, por Teorema sabemos que exis-
te un elemento f € E* tal que f(z) < f(y) (considerando E como espacio localmente
convexo sobre R).

Como S es un subconjunto cerrado de un compacto K, entonces S es compacto. Por
lo tanto, al ser f continua en .S, f debe alcanzar un maximo en .S, luego si denotamos

:=sup f(z), entonces el conjunto
z€8

Syp={z€S: f(z) =0b}.

no puede ser vacfo. Con ello, por Proposicién [2.5(ii) y (iii), se tiene que Sy es un con-
junto extremal de S, luego también lo es de K, con lo que Sy € 7. Ademds, como
f(x) < f(y) < b, tenemos que = ¢ Sy luego Sy # S. Por lo tanto, como Sy C S, se
obtiene que Sy > S, lo que es un absurdo porque S es un elemento maximal.
Consecuentemente, hemos probado que S es un conjunto unipuntual, luego por Propo-
sicion (i), sabemos que dicho punto ha de ser un punto extremo de K.

Por lo tanto, ext(K) # ().
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Veamos a continuacién que K = co(ext(K)).
Tenemos que, al ser K un conjunto cerrado y convexo, co(ext(K)) C K. Probemos la
otra inclusion.

Supongamos que existe un punto x € K \ co(ext(K)). Entonces, aplicando Corola-
rio , sabemos que existe un hiperplano que separa estrictamente x y c¢o(ext(K)).
Por lo tanto, existe un elemento f € E* tal que

f(y) < f(z) para todo y € co(ext(K)).

Actuando esencialmente como antes, al ser K compacto, f debe alcanzar un maximo

en K, luego si denotamos b := sup f(y), entonces b < f(z) y el conjunto
yeK

Sp={ye K: f(y) =0b}

ha de ser no vacio. Ademds, por Proposicion (iii), tenemos que Sy es un conjunto
extremal de K.

También sabemos que como Sy es un subconjunto cerrado y no vacio de un conjunto
compacto K, entonces Sy es compacto. Por lo tanto, usando la primera parte de la
prueba, tenemos que ext(Sy) # 0.

Sea ahora un elemento z € ext(Sy). Entonces, volviendo a utilizar Proposicién [2.5((i) y
(ii), obtenemos que {z} es un conjunto extremal de Sy, luego lo es también de K. Por
lo tanto, z € ext(K) C ¢o(ext(K)). Sin embargo, como z € S, tenemos que

fz) = b
> f(z)
> sup  f(y)
y€eco(ext(K))
> f(2),
lo que nos lleva a un absurdo.
Concluimos, por lo tanto que K = ¢o(ext(K)). O

A continuacién proporcionaremos una aplicacion del Teorema de Krein-Milman, la cual
nos dice que ciertos espacios no pueden ser espacios duales de ningtin espacio de Banach.

Previamente, presentamos el Teorema de Alaoglu, con el que trabajaremos a conti-
nuacién y del cual omitiremos su demostracion

Teorema 4.3 (Alaoglu) Sea X un espacio normado. Entonces, la bola unidad cerrada
de X*, esto es

Bx- ={f e X" |fl <1},

es compacta con respecto a la topologia *-débil.
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Por el teorema de Alaoglu sabemos que, si X es un espacio de Banach, entonces la bola
Bx+ es compacta con la topologia *-débil. Ahora, por el teorema de Krein-Milman,
sabemos que al ser Bx« compacta, convexa y no vacia, entonces ext(Bx~) # ().

Por lo tanto, una forma de demostrar que un espacio X no es el dual de un espacio
normado, es ver que la bola unidad cerrada Bx no tiene puntos extremos.

Ejemplo 4.1 ¢y no es el dual de un espacio de Banach.
Veamos que la bola Be, = {(\n) € ¢o : || < 1, i € N} no tiene puntos extremos.

1
Sea x = (\,) € B,,. Como lim \, = 0, sabemos que ezxiste N € N tal que |\,| < 5

n—oo

para todo n > N.
Definimos ahora 1 = (p,) y xo = (7,) de forma que p, = A\, = 7, sin < N. Para
n > N, definimos

1
)
Tn = Ap — —.
2n
Como lim p,, = 0= lim 7, vemos que x1, x5 € ¢y. Ademds, tenemos que |p,| = || <

n—o0 n—o0

1 para todon < N y

|fin| =

1
)\n+2—n‘ < 1 para todon > N.

Por lo tanto, ||z1|| <1, luego x1 € B, .
De manera andloga, vemos que xs € B,,.

1
Finalmente, comprobamos que x = 5(3:1 + x3), luego x ¢ ext(Be,).

Concluimos que ext(B.,) = 0, y por tanto ¢y no puede ser el espacio dual de un espacio
de Banach.

Ejemplo 4.2 El espacio de funciones L1(R) no es el dual de un espacio de Banach.
En Proposicion hemos probado que ext(Br,mw)) = 0. Por tanto, por el mismo
razonamiento que en el ejemplo anterior vemos que Li(R) no puede el ser espacio dual
de un espacio de Banach.,

Para finalizar el capitulo, emplearemos el Teorema de Krein-Milman para probar uno de
los teoremas mas importantes en la rama de Andlisis Funcional: el Teorema de Stone-
Weierstrass. Este teorema proporciona condiciones suficientes para que una subalgebra
de C'(X), donde X es un espacio topoldgico compacto y Hausdorff, sea densa en C'(X).

Recordamos que C(X) es el conjunto de todas las funciones continuas de X en K.
Sabemos que (C(X),||'|lc) s un espacio de Banach. Por el Teorema de Represen-
tacion de Riesz, tenemos que su espacio dual (C(X)*, ||-||) es isométricamente isomorfo

a (M(X),|]]]), donde M(X) es el espacio formado por todas las medidas complejas,
regulares y de Borel en X, y para cada p € M(X),
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||| = || (X) = sup {Z |e(Ag)| : (Ag) es particién de X por conjuntos de Borel}

Ademads, sabemos también que el isomorfismo p — x* viene dado por:

/f Yl (1)

donde f € C(X), z* € C(X)*, p € M(X).

du
du(t) = il dpl,

dp
donde ﬂ denota la derivada de Radon-Nikodym.
dlp

Teniendo en cuenta este isomorfismo, observamos que, para cada conjunto W C C(X),
se tiene que el anulador

W = {u e M(X) - /X F()dult) = 0, f € W1,

es un subespacio de M (X). Veamos que es cerrado con la topologia *-débil. Observamos
que

= () {r € M(X): {u, f) =0},

few

luego basta ver que, para cada f € W, el conjunto Ay = {u € M(X) : (u, f) =0} es
*_débilmente cerrado. Equivalentemente, veamos que AEc ={pe M(X):{(uf)#0}es
abierto con la topologia *-débil.

Vamos a probar que, para cada u € AC, se tiene que

o-u (0 ) c

Sea A € U, tenemos que

{1 )]

luego

{1, F)]
5

’<:uvf>_<>‘af>| <

por lo que (A, f) # 0, lo que implica que A € A[J‘l. Por lo tanto, tenemos que AE es
abierto, luego Ay es cerrado.
Por lo tanto, el conjunto

:ﬂAf

few
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es cerrado con la topologia *-débil.
Por otro lado, por el Teorema de Alaoglu, sabemos que

Boxy = {n € M(X) : [|ull <1}

es compacto con la topologia *-débil. Por lo tanto, concluimos que K = W+nN Bex)- es
compacto y convexo con la topologia *-débil, luego podemos aplicar sobre él el Teorema
de Krein-Milman.

Lema 4.2 Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff, y sea W C C(X) y
K =W+ N Bex) Sio€ext(K) yo#0, entonces |of = 1.

Demostracion

Ya sabemos que K es un conjunto compacto en M (X) con la topologia *-débil. Ademas
es convexo por ser interseccion de convexos, y se puede comprobar facilmente que 0 € K.
Por tanto, aplicando el Teorema de Krein-Milman, tenemos que ext(K) # (.

Supongamos que o € ext(K), o # 0. Si ||o|| < 1, se tiene que o/||0|| € K, y

o= ol (55 ) + 1= ol

lo que nos lleva a un absurdo, ya que o € ext(K).
Concluimos por tanto que ||o|| = 1. O

Definicién 4.3 Sea X un espacio topologico compacto y Hausdorff y sea U C X un
congunto abierto. Se dice que una medida n € M(X) se anula en U si

lu|(U) =
donde

\pu|(U) = sup {Z \(Ak)| : (Ax) es particion de U por conjuntos de Borel}

Ademds, se llama soporte de u al complementario del mayor conjunto abierto en el
que [ se anula.

Definicién 4.4 Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff y sea W C C(X).
El conjunto W se dice que separa puntos si, para cada s,t € X, s # t, existe una
funcion f € W tal que f(s) # f(t). Ademds, W se dice cerrado por conjugacién si,
para cada funcion f € W, se tiene que f € W, donde f(t) = f(t) para todo t € X.

A continuacién, nos disponemos a demostrar el Teorema de Stone-Weierstrass. Debe-
mos recordar antes que si X es un espacio topolégico compacto y Hausdorftf, p € M(X)
y h € C(X); entonces hu denota a la medida que en un conjunto A de Borel toma el

valor / hds.
A

Ademas, se puede comprobar que ||hu|| = / |h|d|p].
X

37



Teorema 4.4 (Stone-Weierstrass) Sea X un espacio topoldgico compacto y Haus-
dorff, y sea W C C(X) una subdlgebra (es decir, un subespacio vectorial que es ademds
un subanillo con respecto a la suma y el producto de funciones) cerrada tal que

i) leWw,

i) W separa puntos,

iii) W es cerrada por conjugacion.
Entonces W = C(X).
Demostracion
Por Corolario sabemos que W+ = (0) si y solo si W es denso en C'(X), luego por
ser W cerrado, en tal caso se tendria que W = C'(X). Supongamos por el contrario que
W #£(0).
Por lo visto anteriormente, sabemos que el conjunto K = W+ N Be(x)- es convexo y
compacto con la topologia *-débil, luego aplicando el Teorema de Krein-Milman y Lema

[1.2] sabemos que existe una medida pu € M(X) tal que p € ext(K) y ||p|| = 1.
Considerando ahora el conjunto S, que denota al soporte de u, esto es,

S=X\U{U C X :U es abierto y |u|(U) = 0},
tenemos que |p|(X \ S) = 0, luego

/ Fp = / fd

para todo f € C(X). Como Wt # (0) y ||| = 1, tenemos que S # (). Veamos a con-
tinuacion que S consiste de un unico punto. Para ello, tomamos xy € S y probaremos

que S = {zo}.

Sea © € X, x # zy. Por ii) sabemos que existe f; € W tal que fi(zo) # fi(x).
Llamando a = fi(z), por i) tenemos que la funcién constante a € W. Por tanto,
fo = fi —a € W. Sea ahora f3 = | f2|?; por 4ii) tenemos que f3 € W, ya que f3 = fofo.
Ademéds, f3(x) =0, f3(zg) >0y f3 > 0en X. Finalmente, definimos

o
S = TRl T

Claramente f € W, f(z) =0, f(x9) >0y 0< f<1len X.
Como W es una subdlgebra, tenemos que gf € Wy g(1 — f) € W para todo g € W,
Ademsés, como pu € W+, se tiene que

Oz/gfduz/ g(1 = fldu
X X
para todo g € W, luego fue Wty (1 — flue W+

Como vimos anteriormente, tomamos b = || fu| = / fd|u|. Ademés, como f(xg) > 0,
X

sabemos que existen un entorno abierto V' C X de zg y un € > 0 tales que f(y) > €
para todo y € V. Por tanto, como V NS = (), se tiene que
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b= /X Flpl > / Fdlpl > elul(V) > 0.

Ademas, como 0 < f < 1,

- /X flp] < [l(X) = [lul| = 1,

luego 0 < b < 1. Se puede comprobar también que

1—b = 1—/de|u|
— lul(X) - /X flul

= [ il = [ s

_ /X (- fd
= (L= Pl

Por lo tanto, teniendo en cuenta que b = || fu||, podemos escribir

po= fu+@—flu

izl -0 [l

b fu.

pero como j es punto extremo de K = W+ N Be(x)+, entonces p = ﬁ =
De la igualdad anterior deducimos que b=!'f = 1 en casi todo punto, por lo que f = b
en S (asi, en particular f(zo) = b).

Si tomamos ahora el punto x # zy fijado anteriormente vemos que f(z) = 0, luego
z ¢ S. Por lo tanto S = {xo}. Ademés, por Ejemplo[2.2] tenemos que y = ad,,, donde
la| =1. Pero 1 € Wy u € W+, luego

O:/ 1du:/ ldp = a,
X o

lo que nos lleva a una contradiccion.
Concluimos por tanto que W+ = (0) y W = C(X). O
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Glosario

= Sea E un espacio vectorial. Un funcional es una aplicacion f : E — R lineal y
continua.

= Sea un conjunto X y un subconjunto A C X. Entonces la funciéon x4 : X —
{0,1}, definida por

1 z€A
XA(x):{O ré¢ A

se llama funcién caracteristica (o indicadora) de A.

= Sea X un espacio normado, denotamos por

Bx :={re X :|z|| <1}

Sx :={r e X :|z|]| =1}

Llamamos bola unidad y esfera unidad, respectivamente a Bx y Sx.

= Sea (X, M) un espacio medible. Para cada x € X, denotamos por ¢, a la medida
definida por:

1 z€F

5$(E)_{o v ¢ E

para todo E € M.

= Lema de Zorn: Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda
cadena tiene una cota superior contiene al menos un elemento maximal.

» Teorema de Hahn-Banach (real) Sea V' un espacio vectorial sobre R y sea p
una seminorma en V. Si W C V es un subespacio vectorial y f : W — R es
una aplicacion lineal y tal que f(x) < p(x) para todo = € W, entonces existe una
aplicacion lineal F': V' — R tal que:

i) F(x)= f(z) para todo =z € W.
i1) F(x) < p(x) para todo z € V.

= Si X es un espacio normado, como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,
para todo xy € X \{0}, existe un funcional f € X* tal que ||f|| = 1y f(xo) = ||xo]|-

= Sea X un espacio de Banach. Si A C X, el conjunto:
At :={f e X*: f(a) =0 para todo a € A}
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se denomina anulador.

= Teorema de Representaciéon de Riesz: Sea X un espacio topologico localmen-
te compacto y Hausdorff. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

Z) x* e Oo(X)*
i1) Existe una unica medida p € M(X) tal que

2 (f) = /X FO)du(t), | € Co(X).

Ademas, la correspondencia entre z* y p define un isomorfismo entre Cy(X)* y
M(X).
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