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Resumen

Las series de Fourier, ademas del enorme papel jugado en el desarrollo histérico del
Analisis, tienen importantes aplicaciones fuera de las matematicas en areas como por
ejemplo el tratamiento de senales. En este trabajo revisaremos algunas de sus propie-
dades matematicas basicas, asi como los algoritmos que permiten calcularlas de manera
aproximada.

Ademas, mostraremos un ejemplo del funcionamiento de estos algoritmos y su utilidad.
Finalmente estudiaremos algunas de sus aplicaciones, como el andlisis en el dominio de
frecuencia de vibraciones para el mantenimiento predictivo de maquinas industriales.

Palabras clave: series de Fourier, transformada de Fourier, transformada
rapida de Fourier, mantenimiento predictivo, procesamiento de senales.

Abstract

Fourier series, in addition to the enormous role played in the historical development of
Analysis, have important applications beyond mathematics in areas such as signal proces-
sing. This work aims to review some of their basic mathematical properties, as well as the
algorithms that allow us to calculate them in an approximate way.

In addition, we will show an example of how these algorithms work and their usefulness.
Finally, we will study some of their applications, such as the analysis in the frequency
domain of vibrations for the predictive maintenance of industrial machines.

Key words: Fourier series, Fourier transform, Fast Fourier Transform, pre-
dictive maintenance, signal processing.
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Capitulo 1

Series de Fourier

1.1. Introduccidon historica

~

Las series de Fourier son series de la forma f(z) =2 _ f(n)¢,(x). La idea general
de las series de Fourier es que toda funcion peridédica de periodo T puede expresarse como

una suma trigonométrica de senos y cosenos de ese mismo periodo T.

El desarrollo del anélisis de Fourier tiene una larga historia e involucra a un gran
numero de personas y ademas la investigacion de muchos fenémenos fisicos. Asimismo, tie-
ne enormes aplicaciones en diferentes campos como en procesamiento de senales, analisis
de vibraciones, mecanica cuantica, econometria, teoria de niimeros, etc.

La historia de las series de Fourier comenzé con D’Alembert (1747) y su tratado de las
oscilaciones de las cuerdas de un violin. Este problema puede describirse de la siguiente
forma: supongamos que tenemos una cuerda flexible y la tensamos, fijando sus extremos en
los puntos (0,0) y (m,0) por conveniencia. Tiramos de la cuerda hasta que ésta adopte la
forma de una curva dada por y = f(z) y entonces, soltamos. ;Cudl es el movimiento des-
crito por la cuerda? Si los desplazamientos de la cuerda estdn siempre en un mismo plano
y el vector del desplazamiento es perpendicular al eje de abscisas, el movimiento vendra
dado por una funcién u(zx,t) que representara el desplazamiento vertical de la cuerda en la
coordenada z (0 < x < ) en el tiempo ¢ (¢ > 0). Por tanto, para cada valor fijo de ¢, u(x, t)
sera la forma que tendra la cuerda en nuestro instante ¢. El problema que planteamos es
obtener u(z,t) a partir de f(z).

Bajo ciertas hipétesis, D’Alembert demostré que la funcion debe satisfacer el siguiente
problema de valores iniciales y de contorno para la ecuacién de ondas, lo que supondria la
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primera aparicion de una EDP en la historia:

)
ou(x,t)  Ou(x,t)

2 o 0<z<mt>0, Ec. de Ondas (1.1)
u(0,t) = u(m,t) =0 t > 0, Condiciones de contorno (1.2)
u(z,0) = f(x) 0<z<m (1.3)

% =0 0 <z <, Condicién inicial (1.4)
\

La ecuacién (1.1) es una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden, conocida como
Ecuacién de Ondas. (1.2) muestra que la cuerda estd fija en sus extremos. (1.3) repre-
senta la posicién inicial de la cuerda y (1.4) significa que la velocidad inicial es cero.

D’Alembert también demostré que la solucién a esta ecuacion viene dada por:

= S[fl@+t) + flz —1)] (1.2)

l\DI»—

donde f es la extensién a R, impar y 2r—periédica de nuestra funcién f. Este resultado
muestra que la posicién alcanzada por nuestra cuerda estd completamente condicionada
por su posicién inicial.

En 1748, Euler propuso que la solucién a esta ecuacion podia ser expresada de la siguiente

forma: .
Z ) sin(nx) (1.3)

Por tanto,

3

u(z,t) = Zf( ) sin(nz) cos(nt) (1.4)

Estas mismas ideas fueron luego expuestas por Bernoulli (1753) y Lagrange (1759). La
formula del calculo de los coeficientes aparecié por primera vez en un articulo escrito por

Euler en 1777. .
n) = 2/ f(x) sin(nz)dz (1.5)
0

La contribucién de Fourier comenzé en 1807, con sus estudios del problema del flujo de
calor. Hizo un intento de demostrar que cualquier funcién diferenciable puede ser expan-
dida en una serie trigonométrica. En una sesion de la Academia Francesa de las Ciencias,
presento la creacién del Andlisis Armaonico.

Fourier habia deducido una ecuacién que describia la conduccién del calor a través de
los cuerpos sélidos, la Ecuaciéon del calor:

Supongamos que queremos estudiar como el calor se difunde en un alambre homogéneo
de longitud L a lo largo del tiempo ¢. Para ello, necesitamos conocer la temperatura inicial
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en cada punto del alambre. Ademads, necesitamos saber lo que sucede en los extremos del
alambre. Podemos comenzar suponiendo que esta temperatura es cero durante todo el
proceso. Ademas, supongamos que el alambre es lo suficientemente fino para que el calor
esté igualmente distribuido sobre cada seccion transversal en cada instante de tiempo ¢.
Por ultimo, supongamos que no hay fuentes internas para el calor y que estd aislado (no
hay pérdida del calor). Sea u(z,t) la temperatura del alambre en el punto z en el instante
t. Este problema lo podemos formular de la siguiente forma:

OPu(x,t)  Ou(x,t)

52 = o z € (0,7),t > 0, Ec. del Calor (1.6)
u(0,t) = u(m, t) =0, t > 0, Condiciones de contorno (1.7)
u(z,0) = f(x), x € (0,7), Condicién inicial (1.8)

Partiendo de las ideas de Bernoulli para la ecuacion de ondas, Fourier busco las so-
luciones mas sencillas para la ecuacién del calor: aquellas de la forma u(z,t) = F(x)G(t).
Si imponemos que se satisfacen tales funciones obtenemos los dos problemas siguientes de
ecuaciones diferenciales ordinarias:

F'(z)+ \F(z) =0,  x€(0,L), F(0)=F(L)=0 (1.7)
G'(t) + AG(t) =0, t>0 (1.8)

Queremos determinar los valores de \ que nos proporcionan soluciones no nulas. Puede
encontrarse un proceso detallado de este procedimiento en [1]. La solucién de (1.7) viene
dada por:

u(z,t) = Z by sin(nx) exp (—n’t) (1.9)

La aportacién que hizo Fourier fue imaginar que cualquier funcién arbitraria f(z) puede
ser expresada de la siguiente forma:

fla) = i_o:b” sin ("—Zx) (1.10)

donde, en nuestro caso L = 7. Esto le condujo ademds a mostrar que la expresién (1.6)
puede expresarse en forma de serie trigonométrica:

= nrx —n?mit
u(z,t) = by sin | — ) exp ( ) (1.11)
St (75 o (2

Para ello, encontré ademas las féormulas, las cuales nos permiten calcular los coeficientes
de la serie asociada a la funcién.

Sin embargo, este trabajo no fue aceptado a la primera. El auditorio estaba formado por
matematicos como Lagrange, Laplace y Legendre, quienes criticaron la falta de rigor del
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tratamiento de Fourier. Por ello, tuvo que rehacer su trabajo. Finalmente, su trabajo fue
aceptado y expuesto anos después en su obra de 1822, Théorie analytique de la chaleur. Es
importante anadir que este estudio contribuy¢ a aclarar la idea de funciéon que tenemos hoy
en dia. Este tratamiento posterior esta asociado a Dirichlet, Riemann, Cantor y Lebesgue.

Finalmente, Carleson y Hunt respondieron a la pregunta de qué funciones pueden de-
sarrollarse como serie de Fourier:

Teorema 1.1 Sea f una funcion periddica sobre LP para algunos p € (1,00), con coefi-
cientes de Fourier f(n). Entonces:

lim |Z fn)e™ = f(x) (1.12)
n|<N

para casi todo x.

El Teorema de Carleson es un resultado fundamental en andlisis matematico que esta-
blece, segiin la medida de Lebesgue, la convergencia en casi cualquier punto de las series
de Fourier para funciones de cuadrado integrable (ver [4]).

1.2. El espacio L?

Antes de presentar las series de Fourier, queremos encontrar una clase de funciones
para las que tenga sentido. Estamos interesados en encontar una equivalencia entre algin
espacio de funciones y algiin espacio de sucesiones y asi obtener una equivalencia entre los
coeficientes de Fourier, que expondremos més adelante y las funciones que ellos representan.
Por ello, introducimos a continuacién el espacio L2, el cual veremos que es un espacio
de Hilbert y encontraremos un sistema ortonormal completo formado por sucesiones de
funciones.

Definicién 1.2 Definimos L2[—m, 7| como el espacio de funciones medibles que satisfacen:

/7r |f(t)|?dt < oo

Definimos en L%[—m, 71| la siguiente relacién de equivalencia:
[~ g siysdlo si el conjunto {t € [—m,m|: f(t) # g(t)} tiene medida nula.
Definicién 1.3 Se define L*([—m, 7|) como:
L*[—m, 7] := L*[—m, @]/ ~
A este espacio vectorial lo dotamos del producto interno

™

(f.)r2= [ flx)g(z)dx (1.13)

—Tr
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y de la norma:

1l = ( | If(w)|2dw) " (1.14)

Veamos que el producto interno esta bien definido:

1.
(f, )= / |f(z)|*dz > 0 < f(x) > 0 en casi todo punto.
(f,f) =0= f(x) =0 en casi todo punto.
Si f(z) =0ct.p = (0,0) =0.
2.

(af + By, h) = / (af + Byg)hdz = / (afh + Bgh)de

= hdx + hdx
/f 5/

alf,h) + Blg, h)
Vo, € C,Vf,g,h € L*.

F9) = / o(2) @)z = (g, f)

Para ayudarnos a probar que la norma esta bien definida nos ayudaremos del siguiente
resultado:

Proposicion 1.4 Las funciones en este espacio verifican:

1. Teorema de Pitdgoras: Sean fi, fs, ..., fn € L? ortogonales dos a dos, entonces
i+ fo ot Sl P = AP+ AP+ [l

2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[ st

3. Desigualdad triangular:

< HfHLQ ([—m,x]) H9HL2 ([m,m])-

L+ gl < 1fllze + [lgl] -
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Demostracion: La demostracion del Teorema de Pitdgoras se obtiene de forma inmediata
gracias a la definicién de producto interno. Veamos la demostracién de la desigualdad de

Cauchy-Schwarz:
Si (f, g) = 0 el resultado es evidente. Supongamos que es distinto de cero. Sean

(f.9)

o= y z=aqag

(f: 9|

Para todo a € R se cumple:

0<(f—azf—az)
=(f.f—az) —alz, f —az)
= (f, ) —a(f,z) —alz, f) + a*(z, 2)
= [|£1I> = a((f,2) + (,2)) + a*(ag, ag)
= [|fII* = 2aRe(f, 2) + a*aa(g, g)

— |12 — 2aRels. |§jﬁ §§|y> T laf?|lg|P
AP - 2aRe|§§’ j§| (frg) + a?llg|P

= |I71I* = 2al{f, 9)| + @®lglI*

Consideramos la funcién h(a) = || f||? — 2a|(f, g)| +a*||g||>. Sabemos que esta funcién es no
negativa. El minimo de la funcién se alcanza en ag = |I<\{7 ’ﬁ’g'. Por tanto, h(ag) < h(a) Va € R.
Ademas, h(ag) > 0. Es decir:

P o)
FERETE

de donde despejando se obtiene la desigualdad buscada.
Veamos por tlimo que se verifica la desigualdad triangular. Para f, g € L? se tiene que:

fal” o,

= IA1I* - >
gl

1117 =2

If+9lP=(f+9.f+9)
=, 1) +{f9) + ([, 9) +(9,9)
= If1?+ (f,9) + (F.9) + lgl)?
= |I/11* + 2Re(f, 9) + llglI?
<A1+ 21(f, )] + [lgl]?
<A1+ 211 f gl + gl I?
= (II£1] + [lg1)?

donde en la tdltima desigualdad hemos aplicado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. OJ

Por tanto, para la norma definida se cumple:
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1. Si|f(x)|* es no negativo en casi todo punto entonces la integral es no negativa.
Si ||f(x)|| = 0 entonces f(x) =0en c.t.pysi f(z) =0 en c.t.p entonces ||f(z)|| =0

en c.t.p.
2.
laf[l = Viaf, af) = Vaalf, [) = lalV{f, f) = ol - | f]]
3.
If+9lP=(f+g.f+9)
= I£1 + 1lgll” + (f, 9) + (g, f)
= [I/1I* +1lgll* + 2[{f, 9|
< AP+l + 2(1 1 - gl < LA+ gl
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Tenemos entonces que (L?[—m, 7], || -||) es un espacio normado.

Es por esto que tiene sentido preguntarse si L? es espacio de Hilbert. Vedmoslo:
Proposicion 1.5 Se tiene que L*([—m,7]) es un espacio de Hilbert.

Demostracién: Consideramos una sucesiéon de funciones de Cauchy en L?([—n, 71]). Supo-
nemos que:

1
[fuss = full < 5

Consideramos ahora otra sucesion g definida de la siguiente forma:

91=0, go=1fil, gs=1fil +|fa = fils - g =i +[fo = fil + o+ [fo — fari]

Esta sucesion es creciente y no negativa. Ademads:

00 2
IR (Hﬁﬂ +ZHfi—fi1H> < (Ifill+17?
- i=1

Por tanto, por el teorema de Levi, g, converge en casi todo punto a una funciéon g €
L*([—n,w]). Asimismo, tenemos:

[ = ful = | Z (fi(z) = fia(2))] < Z [fi(x) = fira(@)| = gnin(x) = gn(2)

Por tanto, vemos que f, es de Cauchy y converge puntualmente a una funciéon f. Nos
falta ver que f € L*([—m,7]) y que f, converge en norma a f. Veamoslo:

|fn(@)| = | fi(z) + Z filx) — fii1(x))| < gn(x) < g(x) para casi todo n
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Luego | f(z)| < g(x) y por tanto f € L*([—m, 7). También, tenemos que:

|f(2) = fu(@)] < 2g(2) c.tp

Como
Jim [/(@) ~ fu(@)? = 0.

por el teorema de la convergencia dominada, tenemos que

Tim [[f = fall = 0.

1.2.1. Una base para nuestro espacio L>

Antes de mostrar las posibles bases para L?([—m,7|) nos serd de utilidad el siguiente
resultado sobre la caracterizacion de las bases de Hilbert:

Teorema 1.6 Sea {x, : n € N} un sistema ortonormal en un espacio de Hilbert H. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. {z, : n € N} es una base de Hilbert.
2. Si existe un x € H tal que < x,x, >= 0 Vn € N, entonces = 0.

3. Para todo x € H se verifica que:

m:Z<m,mn>mn. (1.15)
n=1
4. Para todo © € H se cumple
|z||” = Z| <xm, > | (Identidad de Parseval). (1.16)
n=1

Demostracion:

» (1) = (i1) Supongamos que existe un x € H distintos de cero tal que {x,x,} = 0
Vn € N. Tenemos que probrar que {x, : n € N} no es una base de Hilbert. Sea x =
%'. Este elemento es unitario y ortogonal a todo elemento del sistema {x,, : n € N}.

or lo tanto, el sistema

{xn :n € N} U{x}

es un sistema ortonormal que contiene estrictamente al sistema inicial con lo cual
este sistema no es base de Hilbert.
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» (11) = (4i1) Dado x € H fijo, consideramos la sucesién

n

V, = Z<X, X)X

k=1

Veamos que esta sucesion es de Cauchy: Para todo n,m € N con n < m tenemos que

1y, = ¥ullP= D 10ex0)[.

k=n+1

Por la desigualdadad de Bessel, la serie

> lexy)l’

k=n+1

es convergente y por tanto

, 2
im0 fxxe)fF =0,

k=n-+1
Sea y = lim,;, 00 ¥,,, v Veamos que y = x. Por (ii) sélo debemos probar que
(x—y,x,) =0VneN.
Observemos que

Z?:KX, Xp) (X, Xp) = (X,X,,) sim>n
0 sim<n

Por tanto,

(x-y,x,) =(x— lm y,,.x,) = xx,— lim y, x,) = (x,x,) — (X,X,,) =0
m—r0o0 m—o0

donde la segunda igualdad se obtiene debido a la linealidad del producto interior y a
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
» (1ii) = (iv) Sea

n

Y, = Z<X, X)X

k=1
Se tiene que

I = yall* = (x - Z(X, X)) Xk, X — Z(Xa X)) X)
= <X> X> - QZ |<X7 Xk>|2 + Z<X7 Xk><m> <Xl€axk>

n
= x| =D l6x,xi)l”
k=1
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Cuando n — oo

0= |Ix|* =D I{x, %)
k=1

» (iv) = (i) Procedemos por reduccién al absurdo: Supongamos que existe un sistema
ortonormal S que contiene estrictamente {x, : n € N}. Sea z € S, z # x, Vn € N.
Por la identidad de Parseval tenemos que:

2] =) [(z.x)* =0
k=1

ya que (z,x,) = 0 Vk € N. Por tanto z = 0 lo que contradice nuestra hipotesis
(z€9).

O

Proposicién 1.7 Consideremos en L*([—7, 71|;R) los sistemas:

S1 = {1, cosz,sin x, cos 2z, sin 2z, ..., cos nx, sinnz, ...}

SZ — {eznx}

Se tiene que S1 y Sy son sistemas ortogonales.

Demostracion: Para cada n € N se tiene que

s
< 1,cosnx >= / cosnxdxr = 0

—T

s
< 1,sinnzr >= / sinnxdr =0
—Tr
Si n # m, obtenemos!:

™ ™

1
< €OSMXT,CosnT > = / cos mx cos nrdr = 5/ (cos (m +n)x + cos (m — n)x) dz

—T —T

-3 (s )

™

=0

—T

INétese que nos hemos ayudado de:

2cos Acos B =cos(A+ B) 4+ cos (A — B) 2sin Asin B =sin (A + B) +sin (A — B)
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y analogamente,
™

< sinmax,sinnx >= / sin mx sinnzdr = 0

—T

y Vn,m € N,

™
< cosnx,sinmx >= / cosnzsinmzxdr = 0

Ademas,
< 1,1>:/ dx = 2m,

—T

o, I 1 (sin2nz
< cosnx,cosne > = cos" T = o (cos2nx + cos Ozdx) = B 5y T 7 =
—T —T T —T
v, W
< sinnzx,sinnr >= / sin®nx =7
Por lo tanto,
& - { 1 cosz sinz cos2r sin2rx  cosnz sinnz }
1 \/ﬁ? \/7_T ) ﬁ ) \/’7_T Y ﬁ AR ﬁ Y \/’7_T PR
es un sistema ortonormal en L*([—m, 7]; R).
Por otro lado,
<67Zn:z:7 eina}> — / einxe—ina:dx — / dr = 27
y, sin#m,?
) ‘ T ] T iz(n—m) |7 ir(n—m) __ ,—im(n—m)
<€mz’ ezmaz> — / T o=IME J0. / ezx(n—m)dm _ '6 € . e
. . iln—m)|__ i(ln—m)
=2sin((n —m)m) =0
Por lo tanto,
A 1 )
S — elnx
2 {\/% }
es un sistema ortonormal en L*([—7,7]). O

Teorema 1.8 Los conjuntos S1 y Sy definidos anteriormente son bases ortonormales para

L*([—m, 7).

it _ i

21

2Notemos que hemos hecho uso de sin(z) =
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Demostracion: Para la realizacién de esta demostracién basta con tener en cuenta el Teo-
rema 1.6 expuesto anteriormente. Sabemos que son equivalentes:

» {x,, : n € N} es una base de Hilbert.

» Siexiste un x € H tal que (x,x,) =0 Vn € N, entonces x = 0.

Supongamos que existe x € L?([—m, 7]) tal que (x, \/17617“’} = 0 Vn € N. Entonces:

(x, \/1_ ) / \/_ et = —= / xedt = 0

Necesariamente x debe ser 0.
De manera analoga, si:

(5, —=—)
X [
"V2r
y x es distinto de cosnz y de sinnz Vn € N, x debe ser 0.
Por tanto, concluimos el resultado.

=0

1.3. Introduccion a las series de Fourier

Definicién 1.9 Sea f una funcion integrable definida en [—m,w|. Para cada n € 7 defini-
mos el n-ésimo coeficiente de Fourier de f como

1 " —inT
= %/_W flz)e "™ dx

y la serie de Fourier asociada a f como
x)~ Y fn)em™ (1.18)

Observacién 1.10 Cuando la funcién f € L*([—m,7]) es real, es habitual usar su expan-
sion en serie trigonométrica real.
Utilizando la férmula de Euler e = cos() + isin(0) es fdcil ver que (1.18) implica:

f(z) ~ % + i(an cos (nx) + by, sin (nx)) (1.19)
n=1
Consideramos: e
an = f(n) + f(—n) = = / £ (&) cos (n)da
T™J-n
Y

bn = i(f(n) + f(=n)) = - f()Sln( )dx

para n =0,1,2,... y obtenemos el resultado.
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1.4. Convergencia de las series de Fourier

Definicién 1.11 Dada una sucesion u,(z) y una funcion u(s) definidas en un intervalo I
tenemos:

1. u, converge puntualmente a u si lim, o u,(z) = u(z) Vo € 1.

2. u, converge uniformemente a u Si:
iMoo ||t — ul|oy = My 0o MaXaer |un(x) — u(z)| = 0.

Definicién 1.12 Definimos la suma parcial

N

Syu(z) = Y % ( / ' u(z)e‘i”ldz) e,

I=—N -

Lema 1.13 Se tiene que:

donde

se denomina Nucleo de Dirichlet.

Demostracion: Gracias a la definicién 1.12 tenemos:

N
1 4 . .
SNu(;[) = Z % </ 'LL(Z)GZZle) ele
I=—N -
1" al
_ = il(x—2)
o ] u(2) lzzNe dz
1 [7 al , !
=5 B u(z) l_z_:N (ez(w_z)) dz
1

- N
i(x—z i(x—z i(z—2))\!
=5 7ru(z)e (@=2)N ZE_Ne (=N (e1e=2)) gz

™ N
— i u(z)efi(zfz)N Z (ei(xfz))NH dz

2m J_,
=N
1 ' 2N
=3 B mu(z)el@N ;% (ez(x_z)) dz.
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Usando que:

7=0
y teniendo en cuenta que:
1—r 2l =kt s gkt
1—r _r_% 1—r N 7“%—7’%,
podemos concluir que
1 . 1 — 6(2N+1)i(xfz)
. _ i(x—2)N
In(z — 2) 5-¢ < T o) )
1 6—(N+1/2)i(x—z) _ e(N+1/2)i(x—z)
~or cile—2)/2 _ gi(z—2)/2
1 sin((N + )z —2))
S 2r sin(%5%) '
O
Lema 1.14 Se tiene que ffﬂ Dn(z)dz = 1. Como ademds Dn(z) es par, se tiene que:
™ 0 1
/ Dn(z)dz = Dn(z) = =.
0 - 2
Demostracion:
Tenemos que:
N N
Z e —1—|—ZZCOS nz
n=—N n=1
Por tanto:
Al
+ —cos (nz
s
y podemos concluir el resultado. 0

Lema 1.15 Lema de Riemann-Lebesgue. Sea [ € C'([—m,7]) una funcion periddica.

Entonces se tiene que
, " . 1
A}lgclx)/ﬂf(z) sin <N—|— 5) zdz = 0.
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Demostracion: Tenemos que:

- (N +3)
[T cos((N + %)z)
N (—f(Z) cos((NV + %)Z)) .
(N +3) —_—
Usando la periodicidad:
& cos((N + 1z) 27
R R

Ahora, tomando el limite:

A}llnoo if(z) ((N—I— %) z) dz=0

1.4.1. Teoremas que aseguran convergencia puntual o uniforme

Teorema 1.16 Sea u(x) € C?*((—m, 7)) una funcién periddica. Entonces la serie de Fou-
rier converge uniformemente a u. FEs decir

A [[Syu = ullog) = 0.
En particular, tenemos que
lim Syu(x) = u(z),Vx € [—7, 7.

N—oo

Demostracion: Tenemos que ver que u(z) — Syu(x) converge a cero. Para ello tenemos que
ver que:

Iy = /ﬂ (u(z) —u(z — 2))In(2)dz =0

Teniendo en cuenta que el niicleo de Dirichlet es una funcién par tenemos que

/_ 1 Dyu(x) =P (2)dz = 0
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Por lo tanto,

Iy = /_7r (u(z) —u(z — 2))In(z)dz — _ﬂ Opu(x)2PDN(2)dz

de donde
1 [Mu(z) —u(z—2) . 1 T Oyu(x)z 1
Iy=— N+ zdz— | 052 Gn (v + =
NEon ) Sin Z sin (N + 2)zdz /Tr SinZ in (N + 2)zdz
1 ™ u(z) — ulz — 2) — 1
_ 1 u(z) — u(z ‘ zz) Oyu(z)z sin (N + 1)2dz
2 ) . sin £ 2
Definimos 5
F@ () = u(z) —u(z - ZZ) — dyu(x)z

S1n 5

Tenemos que f@(z) € C'([—x,7]) para cualquier z. Aplicando el Lema de Riemann-
Lebesgue a la integral anterior obtenemos el resultado. U

Teorema 1.17 Dirichlet. Sea u(x) una funcion continua a trozos cuya derivada u,(x)
también es continua a trozos. Entonces se verifica que

lim Syu(x) = wlzt) + u(x—)
N—o0 2

donde x4+ y x— denotan los limites laterales. Es decir, la serie de Fourier converge pun-
tualmente a la medida de los limites laterales.

Demostracion: Sea x € [—m, m| fijo. Gracias a los lemas anteriores tenemos que:

u(as+)+u(a:—):u(x+) OQN V= + u(z / Dz

2

—T

por lo tanto,

~u(zt) + u(r—)
IN == 9 - SNU(J,’)

= / (u(z+) —u(z — 2))Dn(2)dz + /Ow(u(a:—) —u(x — 2))In(z)dz =

™

/” u(@—) — u(x — z) sin (N + %)Zdz N /0 w(z+) — u(z — 2) sin (N + 1)z

sin g 2 sin % 2

dz

Observamos que:
sin (N + 1)z

2 ’

on(2) =
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cumplen
™ 1 .
| onaneriz = oo,

donde 6;' es la Delta de Kronecker que vale 1 si n = [ y 0 si no. Por lo tanto, basta
comprobar utilizando la Desigualdad de Bessel que

u(z—) —u(x — 2) v u(z+) — u(x — 2)

T 2 i 2
s 5 S

estdn en L?([0,7]) y L*([0, —]) respectivamente. Como u es derivable a trozos con
derivada continua a trozos se tiene que las funciones anteriores son continuas a trozos por
lo que pertenecen a los espacios mencionados. Asi, conlcuimos que

0 . o in (N 1
/ u(z+) ‘ uz(x z)sin (N + 2>Zdz Lo,
o sin 5 2m
y N
[He) vl e
0 sin 5 2T
concluyendo asi el resultado. O

1.5. Series de Fourier trigonométricas en [/, ]

Utilizando la formula de Euler

e = cos(z) + sin(z),

se tiene que

> 1 ™ , A =1 " ;
u(x) = l:z:oo . (/Wu(z)e_”ldz> e = l;O . (/7r u(z)e_”ldz) [cos zl + i sin xl]
Emparejando los términos [ y —[ llegamos a:
fjﬁ u(z)dz = 1 " it izl
u(x)—T%—;%(/_ﬁu(z) e =" + e ]dz)cosxl
: = 1 " —izl izl :
+Z;%</Wu(z) [e7* —¢ }dz)smxl

fj’w u(z)dz o] 1 m (&9 1 ™ ) .
= + Z p (/ﬂu(z) CcoS zldz) cos xl + Z = (/ u(z) sin zldz) sin zl

=1 - =1 —T

=by + Zbl cos xl + Zal sin xl,
=1 1=1
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donde
1 i , 1 "
a; = — (/ u(z) Sin zldz) R bl = — (/ u(z) COS Zle) s l Z 1
s o ™ -
y 1 x
ap =0, by = e u(z)dz

Los resultados de convergencia se siguen de 1.4.

1.6. Convoluciéon

Definicién 1.18 Producto de convolucion. Sean f y g dos funciones definidas en todo
R. Se denomina producto de convolucion de fy g a la funcion que para cada x € R se define
como:

(fxg)(x) = /_Oo f)g(z —y)dy

Teorema 1.19 Convolucién de series de Fourier. Sean f,g € L*[—m, m|. Sea h(z) =
f(z) * g(x). Denotamos por f(x),g(z),h(z) a las series de Fourier asociadas a f,g y h
respectivamente. Se tiene que:

h(x) = 2 f(z)g(x)

Demostracion: Sean f(x) y g(x). Su series de Fourier asociadas son:

flz) =" fn)em

glx) =Y g(n)e™
donde f(n) es el n-ésimo coeficiente de Fourier de f
fy = [ @y
n) =5 B x)e T

De manera analoga definimos §(n).
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Sea ahora h(z) = f(z)* g(z) = [ f(y)g(z — y)dy. Tenemos que:

19



Capitulo 2

La transformada de Fourier

2.1. La transformada de Fourier

Notemos que durante las secciones anteriores hemos trabajado tomando como periodo
L = 7. De una forma més general, podemos escribir las funciones 2 L-periédicas en L?[—L, L]
de la siguiente forma:

u(z) = %li ( / ’ u(z)e-%zldz> einlE (2.1)

—L

Nos interesa considerar periodos cada vez mayores. De hecho nos gustaria no imponer pe-
riodicidad a nuestra funcién u(z), es decir, tomar L = oo.

Si definimos: .
=,
¢ L
tenemos que

s
dé = —.
¢ L

Tenemos entonces que (2.1) puede escribirse como:

u(z) = % i ( / ’ u(z)e_’fzdz) ¢i€e e

— 0 —L

Si L — oo entonces d¢ — 0 y obtenemos:

1 ) ) ' '
u(z) = %/ / u(2)e”dze  dE.

Definicién 2.1 Definimos la transformada de Fourier de la funcion u(x) como

U '—L Oouxe_ixx
“@"m/oo (z)e~eed (2.2)

para los valores de & € R en los que la integral definida anteriormente exista.

20
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Definicién 2.2 Definimos la transformada de Fourier inversa de la funcion de la funcion
v(&) como

1 & -
= — / v(€)e® d¢
V2T o
Si calculamos la transformada de Fourier inversa de la transformada de Fourier de
nuestra funcién u(z) tenemos:

u(z) )elTdee ™ dy

:%E/MWE/ZQ

Aplicando el teorema de Fubini:

/ / e dze®  d¢ = u(x).

Por tanto, concluimos que u(z) = u(x)

Es importante notar que no siempre podremos definir la transformada de Fourier de una
funcién pero es suficiente que nuestra funcién sea L' para que ésta exista (si [ |f(z)| < oo
entonces \/% [ f(z)e ™" < 00). Ademés, se cumple que:

§)|§/R|f(x)|dx V¢ € R.

2.1.1. Resultados mas relevantes
Proposicion 2.3 Propiedades de la transformada de Fourier.

1. La transformada de Fourier de una funcion real y par es una funcion real y par.

2. La transformada de Fourier de una funcion real e impar es una funcion imaginaria
pura e impar.

3. amfgzozfl—i—ﬂfg para todo o, 8 € C.

4. Lema de Riemann-Lebesgue: Si f es L'. Entonces:

lim ) =0

Demostracion:

1. Debemos tener en cuenta que el seno es una funcion impar en R y el coseno es una
funcion par en R. Ademas, el producto de dos funciones pares es una funcién par y el
producto de una funciéon impar por otra par tiene como resultado una funcién impar.

Asi:
= /_ f(z)(cos(&x) — isin(Ex))dx = /0 f(z)cos(éx)dx

Resulta que esta funcién es una funcién par respecto de &.
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2. Utilizamos el argumento del apartado anterior. Ademas, tenemos en cuenta que el
producto de dos funciones impares es una funcién par. Por lo tanto:

/ f(z)(cos(§x) —isin(éx))dx = —22/ f(z)sin(&x)d

Resulta que esta funcién es una funcién impar respecto de &.

3. Sean u y v dos funciones cuyas respectivas transformadas de Fourier son:

e T dy

- e

z)e T dx

= — v
&=—=/ o
Consideramos w(z) = au(x) + fv(x). Entonces se tiene que:

o0

w(€) = w(x)e “ da

51-

2m J_
1 = —ilx
=—ﬁ/< u(e) + Bo(a))e do

\/%/ e %" 4 Bu(z)e %) dx

= \/T/ u( z£xdx+_/ ﬂ'gxdx
= ad(§) + po(g)

4. Si nuestra funcién es de clase €™ y el conjunto de puntos donde no se anula es
compacto entonces basta con integrar por partes:

'/f(:c)e’fxdx = ‘—%—i—/%f'(x)emdx <

< El‘/|f’(x)|d:v—>05i €] = oo

Si f es una funcién integrable cualquiera podemos escoger una funcién g de clase C'™
de tal forma que ||f — g|| < € para cualquier € > 0. Por tanto:

tmsup | f()] < limsup| [ (f(x) — g(x))e de| +lmsup| [ glx)e < dal

€] =00 €] =00 €] =00

<e+0=c¢

Como € es arbitrariamente pequeno, concluimos el resultado.
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2.2. Algoritmos para calcular la transformada de Fou-
rier

Hemos comentado en la introduccion la importancia y la utilidad de las series de Fourier

en una gran variedad de problemas. En esta seccion vamos a hablar sobre los algoritmos

para el célculo de la Transformada de Fourier, explicaremos en més detalle el algoritmo de

la transformada répida de Fourier (FFT), popularizado por J. W.Cooley y Tukey en 1965
y finalmente expondremos un ejemplo para poder observar su utilidad y funcionamiento.

Antes de comenzar a hablar sobre la Transformada Réapida de Fourier, serd necesario
mostrar algunos conceptos.

2.2.1. La Transformada Discreta de Fourier

Definicién 2.4 Sea x,, una funcion discreta de periodo N. Definimos la Transformada
Discreta de Fourier (DFT) como:

N-1
Xp=Y wpe ¥ k=0, N -1 (2.3)
n=0

kn

donde i denota la unidad tmaginaria y e~ N """ es la N-ésima raiz de la unidad.

La importancia de esta definicién se debe a que puede ser calculada de forma eficiente
en la practica utilizando el algoritmo de la transformada réapida de Fourier.

Definicién 2.5 Definimos la Transformada inversa de Fourier Discreta (IDFT)
como:

Xpe ™k p =0, N—1

Observacién 2.6 Notemos que, por lo general tenemos:
1 —  _
x, = IDFT{X}} = N(DFT{Xk})

donde DFT y X denotan el complejo conjudado.

En la siguiente proposiciéon veremos las propiedades que se cumplen en la DFT. Para
evitar confusion en la notacién y hacer mas sencilla la lectura denotamos por g, fi, ..., fm, f
a distintas funciones discretas de periodo N, g, fl, - f;n, f a sus correspondientes transfor-
madas discretas y f al complejo conjugado de una funcién f.

Proposicién 2.7 Propiedades de la DFT. Se tiene que:

1. Linealidad: Si g = c1f1 + ... + ¢ fm. entonces su transformada de Fourier es g =
cifi+ o+ emfm
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2. Reflexion: Si g(n) = f(—n) entonces §(€) = f(—£).
3. Conjugacién: Si g(n) = f(n) entonces §(&) = ?(5)
e, . ~ —2imkng 4
4. Translacion: Si g(n) = f(n —ng) entonces g(§) = e~ f(§) para ng € Z.
., . 2imkgn R ~
5. Modulacion: Si g(n) = e~ f(n) entonces §(§) = f(k — ko) para k € Z.
6. Inversion: Si g(n) = f(n) entonces §(&) = N f(—£).
Demostracion:
1. = Sea g = cf. Entonces:
N-1 N-1
~ —2imkn —2imkn N
g= cfe N =c¢ e v =cf
n=0 n=0
= Sea g = f1 + fo. Tenemos que:
N-1 LN LN LN .
~ —2imkn —2imkn —2imkn —2imkn ~ ~
g:de o= (it f)ew :Zfle N +Zf2€ N fi+ 2
n=0 n=0 n=0 n=0
2. Sea g(n) = f(—n). Tenemos:
N-1 N-1
N —2imkn —2imkn
9(&) = D _g(n)e =) [f(=n)e
n=0 n=0
Sea ahora u = —n.
Nl —2ir—kn ~
9(&) =) _ f(u)e = f(=9)
n=0
3. Sea g(n) = f(n). Entonces
N-1 LNl LNl
N —2imkn = —2imkn = —2ir—kn a2
9(&) =) gnje v " =) fln)e- ¥ =) fln)em v = f(=k)
n=0 n=0 n=0
4. Para este apartado consideramos g(n) = f(n — ng). De esta forma, tenemos:
N-1 LN .
~ —2imkn —2imkn
9(&) =) _g(n)e =) f(n—ngle™ ¥
n=0 n=0
Si consideramos u = n — ng tenemos que n = 0siysolosiu=-ngyn=N —1si

y solo si u = N — 1 — ng. Por tanto, el resultado de nuestra expresion es el siguiente:

imkng N mo-1 —2irku —2imkng A
W= T S flw)eTFE =T w0 (e

u=ng
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5. Sea g(n) = e w f(n). Tenemos:
N—1 N—1
—2m-kn 2irkgn  —2iwkn ~
g(n fln)em v —em~ " = f(k— ko)
n=0 n=0
6. Sea g(n) = f(n)
N-1 e Nb
9(&) = p glne=~ " = > [fln)e-~ " = Nf(-k)
n=0 n=0

2.2.2. La Transformada Rapida de Fourier

Consideramos la Transformada Discreta de Fourier definida en 2.3. Notemos que:

= Para k=0, Xy = 27]::01 x,e? precisa del calculo de N — 1 sumas complejas.

» Parak=1, X; = ij 01 Tpe =% , lo que precisa de N — 1 productos y N — 1 sumas
complejas.

727rz(N n

= Parak=N—-1, Xy_1 = 2711\/;01 Tpe , lo que precisa de N — 1 productos y
N — 1 sumas complejas.

Esto nos muestra que el calculo directo de la Transformada Discreta de Fourier requiere
de un total de N(N — 1) + (N — 1)? operaciones.

La transformada répida de Fourier (FFT) es un algoritmo eficiente que permite cal-
cular la Transformada de Fourier Discreta y su inversa con un coste computacional de
O©(Nlog N). Como hemos mencionado antes, este algoritmo fue popularizado por James
William Cooley y John Wilder Tukey en 1965. La idea bésica de este tipo de algoritmo de
divide y venceréas reside en la descomposicion de nuestra funcion discreta en funciones mas
simples y asi sucesivamente hasta llegar a tener que realizar transformadas de 2 elementos
donde en este caso k tomara valores 0 o 1. Una vez tengamos resueltas las transformadas
mas simples reagruparemos el resto iterativamente hasta llegar al tamano de la funcién
original. Una vez finalizado el proceso, reordenaremos los datos.

Como veremos en el capitulo siguiente, este tipo de método nos sera muy tutil para
el andlisis de senales periddicas, ya que aprovecharemos su periodicidad y simetria para
reducir gran parte de los calculos.

Counsideramos:
2min 2ri(N—1)n
wn:<1,eN,...,e N )
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27ikn

Si no existe error de confusién lo denotaremos w. Denotamos por w[k] = e”~ . De esta
forma, podemos reescribir la Transformada Discreta de Fourier de la siguiente forma:

Vamos a mostrar un ejemplo para N = 4 = 2% con el objetivo de entender el funciona-
miento de este algoritmo.

Sea xy una funcion discreta de periodo 4. Tenemos que:

Mostrando el cdlculo detalladamente tenemos:

iz

2mig, —
20+£L’3€ 4

2mi, 2mig, _
0-0 10 4 e

Xog=xpe ¢ + 11 1%

_2miq, _2miq, _ 27mig, _2mig,
Xy =xpe " f et M o ppem T 2 o gge e 3

_2mi, _2miq, _2mig, _2mig,
ngxoe 402+$1€ 412+$2€ 422+$3€ 4 32

_2mi, _2miq _2mig, _2mig,
X3 = x0e 403+ZE16 413+ZE26 423+ZE36 133

Representandolo de forma matricial tenemos:

X10] w(0] w[0] w[0] w[O]\  ([0]
X[ATL _ (w0 w1 wl2] w3 | | 2[1]
X[2] w(0] w(2] w[4] w[6] | | z[2]
X[3] wl0] w3] w[6] w[9]/ \[3]

Gracias a la periodicidad (4 en nuestro caso), podemos simplificar cdlculos y, haciendo
uso de 6 =2 mod 4 vy 9 =1 mod 4, obtenemos:

X[0] 1 1 1 1\ [z[0]
XA _ |1 wl] w[2] w(3] x[1]
X|[2] I w2 1 w2 z[2]
X[3] 1 w[3] w[2] w[l] x[3]

Si alternamos las filas 2 y 3, el resultado que obtenemos es el siguiente:

X|0] 1 1 1 1 0]
X[ _ 1 w2l 1 w2 x[1]
X[1] 1 wll] w2] w[3] z[2]
X|3] 1 w[3] w2] w[l] z[3]

Observemos que las dos primeras filas estan formadas por dos matrices 2 x 2 iguales.
Ademas, la tercera y la cuarta fila son la misma alternada (salvo por los términos de la
primera columna). Esto hace posible la factorizacién de la matriz de la siguiente forma:
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1 1 1 1 1 1 0 0 10 1 0
1 w2] 1 w2 | |[1 w2 0 0 01 0 1
I wil] w2] w3 (0 0 1 wl|]|1 0 w2 0
1 w3 w[2] w[l] 0 0 1 w3 01 0 w?2

De esta forma obtenemos que el nimero de operaciones que necesitamos realizar son
cuatro multiplicaciones complejas y ocho sumas.

Si N = 2P, el algoritmo de la FFT factoriza matrices N x N en p matrices del mismo
tamano de tal forma que se minimiza el nimero de multiplicaciones y sumas. Por ello, en
los casos practicos lo més habitual es tener funciones cuyo periodo sea una potencia de 2.

Sélo nos faltaria reordenar X, pero esto es un problema menor. Si reemplazamos n por
su equivalente binario tenemos:

X[0] X[00]
x| | x[o]
x(1) | = | x[o1]
X[3] X[11]

Si realizamos una inversién de bit (si por ejemplo tenemos 01 lo cambiamos por 10)

obtenemos:

00] 00]

— =X

X X

X[10] x|o1]
X[01] X[10]
X[11] X[11]

Para mas informacion sobre la Transformada Répida de Fourier, pueden consultarse
[14]-[16].

2.3. Convolucion

Como ya hemos mencionado, en el siguiente capitulo realizaremos el analisis de fun-
ciones periddicas y mostraremos la utilidad de la Transformada Rapida de Fourier para el
diagnostico de fallos en rodamientos.

Uno de los procesos més utilizados para realizar este diagnostico es el filtrado de las senales
para poder observar mejor sus caracteristicas eliminando el ruido que puedan presentar.
Este filtrado es posible gracias a la convoluciéon de funciones.

Para expresar el producto de convoluciéon de dos funciones discretas f y ¢g de tamano
N1 y Nj respectivamente debemos considerar sus funciones extendidas:

flz) 0<z< N
f@(z):{o Ny <z <N

| flz) 0<x <N
ge(w)_{o N2§$<§V
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donde N = N; + Ny — 1. De esta forma, definimos la convolucion de nuestras funciones
f v g de la siguiente forma:

f(z)*g(x) = Z_ fe(n)ge(x —n) parax =0,1,.... N —1 (2.4)

En muchas ocasiones, como veremos en el siguiente ejemplo, el filtrado que realizamos
a una funcion es lineal y puede expresarse mediante una convolucion:

h(x) = f(t) * g(t)

donde h sera el resultado del producto de convolucion entre nuestra funciéon f y un
impulso ¢g. La importancia de la convolucion y su utilidad en la practica puede verse en el
siguiente resultado:

Teorema 2.8 Teorema de convolucién. Sean f,g € L?. Consideramos h(x) = f(x) *
g(x). Se tiene que: R X
h(§) = V2rf(£)g(§)

Demostracion: Sea h(x) = f(z) * g(x). Tenemos que:

o) = T30 == [~ ([ rate - ay ) ds
Consideramos el siguiente cambio de variable: 7 = x — y. Entonces:
fxg(€) = E / e E(T+) ( / f (y)g(T)dy) dr
7157' —ily

\/_f(f)\/_ (&)

~

mf(€)g(&)

§ §I‘I

0J

Veamos ahora que la transformada discreta del producto de convolucion de dos fun-
ciones discretas es el producto punto a punto de sus respectivas transformadas discretas.
Consideramos h(k) = f(k) % g(k) definido en (2.4). Denotaremos por Hy, Fy, v G a las
transformadas de h(k), f(k) y g(k) respectivamente. Calculemos su transformada discreta:
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N—-1
—2mi
n=0
N—-1N-1
—2mi
- fe(m)ge(k —m)e ™~ Fn
n=0 m=0
N—-1N-1
—2mi —2min
- fe(m)ge(k — m)e N kne ~ - (m—m)
n=0 m=0
N-1 N—1
—27i 727”
- Z Je(m)emv " de(k —m)e n hm)
n= m=0

I
= o
@

2.4. Ejemplo

En esta seccion vamos a realizar un ejemplo para poder observar el funcionamiento de
la transformada de Fourier y su utilidad. Para ello consideramos la siguiente funcién:

f(t) = cos(t) + 2 cos (3t)
Donde en este caso, hemos considerado N = 27. A esta funcién le afiadimos un ruido blanco.

Mostramos a continuacién una imagen en la que podemos ver la funcién y el resultado de
anadirle ruido:

4 Funcion original

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t
” Funcion con ruido
I I
| I f
2k I | N f Nl
YRR
= |‘|\|'\‘|\‘I|‘ TNITRE |n'\l| \.I LIV VT \‘\‘ II
E“'I‘I"H/‘\"I'M\'U'.| VLIV '||'ww
TARR! vl Y \ |\‘\‘|u | |l\\\|||.|| [
\ LY 'll‘l\lp |y Vi V| \U‘H |
201 N yy oy | ‘”' \ ! v \/
4 : 1 1 III“ L “'In 1 |I"ll | \'J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 2.1: Comparacion funciones en el dominio del tiempo.

Nos planteamos eliminar el ruido de esta funcién ayudandonos de las propiedades de
la transformada de Fourier. Para ello, realizamos la FFT de la funciéon. Mostramos a

continuacion una imagen del espectro de potencia de ambas funciones para poder observar
la diferencia.
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0.6

Transformada de la funcion original

Potencia
<
n

bt
[S)

=]

-4 -2 0 2 4
Frecuencia
Transformada de la funcion con ruido

Potencia
(=]
o

L

Figura 2.2: Espectro de potencia de las funciones.

-4 -2 0 2 4
Frecuencia
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Notemos que, como hemos definido antes, la transformada discreta de Fourier sélo esta
definida dentro del periodo. Fuera de este la funcién vale 0. Por ello sabemos que aquellas
frecuencias que no sean 0 fuera del periodo de nuestra funcién pertenecen al ruido. En
nuestro caso nos interesa eliminar las frecuencias mayores que 3. Para ello, hemos creado
una funcion que, pasandole como parametros la funcién que queremos filtrar, la frecuencia a
partir de la que deseamos filtrar y el vector de frecuencias nos realizara este procedimiento,

devolviéndonos la funcién filtrada.

Mostramos a continuacion una imagen de la funciéon una vez hemos aplicado este pro-
cedimiento junto con la funcién original y la funcién con ruido para poder observar las

diferencias:

Transformada de la funcion con ruido

05fF

Potencia

05

i

Potencia

10000

-6 -4 -2
Frecuencia
Transformada de la funcion original
: — : — :
| \
I 1
[ '| || ‘\
| i f [
L [ SO | I I )
5 4 2 0 2 4

Frecuencia
Transformada de la funcion filtrada

5000

Potencia

Figura 2.3: Transformada de la funcién con ruido, original y filtrada.

Frecuencia
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Para poder mostrar mejor qué realiza nuestra funcion mostramos la siguiente imagen,
en la que mostramos las frecuencias comprendidas sélo entre 0 y 6.

Transformada de la funcion con ruido

0.1

T T T T T
g AMJ \—wj L\_AAJW
g2
£ 0 1
o
o
01 . . . . .
0 1 2 3 4 5 6
Frecuencia
o1 Transformada de la funcion original
i T T T T T
| |
a Jo i k
P, L N _—
°
o
-0.1 :
0 1 2 3 4 5 6
Frecuencia
i Transformada de la funcion filtrada
. i
2
g 0 1
o
o
01 . . . . .
0 1 2 3 4 5 6

Frecuencia

Figura 2.4: Imagen ampliada de las transformadas de las 3 funciones.

Es posible observar que el ruido que se ha introducido a la funcién y que afecta a las
frecuencias comprendidas entre [—3, 3] no serd posible de eliminar, por lo que la funcién que
obtengamos finalmente debera asemejarse a nuestra funcion original pero no seran iguales.

El resultado de este procedimiento es posible gracias al producto de convolucion de
funciones y al resultado visto en la secciéon anterior sobre la transformada de Fourier del
producto de convolucién. En nuestro caso, hemos considerado h(t) = g(t) = f(t) donde
f(t) = cost+2cos3t. Sea A el conjunto de puntos donde f estd definida. Nuestra funcién
g(t) = 14(t) (funcién indicatriz). Por dltimo, realizamos la transformada inversa de nuestra
funcién y mostramos el resultado. Como hemos mencionado antes, no obtendremos la
funcion original pero si que debera parecerse mas:

Funcmn cun ruldo

WNM\M/\AW/\MWW

T\empo
Fum:il'Jn original
! 7 N A p,‘ n Y

fi(t)

A FA Jl ‘\‘ 4 f ,'
= 0N AN '\,m‘u AANAL wm \WANAN
= \jl\"\l."‘\'w""‘.,"‘I\H\\I\i,“.\'\nk'll/l\ 'u'vl"““"‘\[

VAL L T LR AR L i \/ i W

v Y. o YoV Y U, Yoo N
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo
Funcion filtrada
ol ]
ol 4
. . . . . f . .

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo

Figura 2.5: Funcién con ruido, original y filtrada.
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El algoritmo para la eliminacion del ruido es el siguiente:

32

Algorithm 1 Eliminacién de frecuencias no deseadas.

Input: Funciéon, function;
Input: Frecuencia a partir de la cual eliminar frecuencias, w0;
Input: Vector de frecuencias, w;
Output: Funcién filtrada, f;
Output: Transformada de la funcién filtrada, ft;
1: Guardamos en una variable la longitud de la funcién, n;
2: Realizamos la FFT de la funcion, F
3: for 1 :ndo
4 if w(i) es mayor que w0 or w(i) es menor que -w0 then
o: F=0
6 end if
7: end for
8: Normalizamos F, ft;
9: Transformada inversa: Funcion filtrada en dominio de tiempo, f;
10: return f, ft;




Capitulo 3

Caso practico

3.1. Introduccion

En esta seccion vamos a presentar un caso practico sobre la utilidad de la transformada
de Fourier: andlisis espectral para la deteccién de fallos en rodamientos.

Este proyecto se inici6 en verano de 2020 durante la estancia en practicas, donde se
comenzé con la busqueda, los primeros andlisis y las primeras pruebas no concluyentes (ver
[19]). En este capitulo mostraremos los resultados finales, algunos de los cuales pudieron
ser obtenidos gracias a ciertos analisis ya realizados el verano.

Los rodamientos son componentes mecanicos cuya funciéon radica principalmente en

servir de apoyo o guia para piezas mecanicas que giran, oscilan o se deslizan. En la siguiente
figura mostramos las componentes de un rodamiento:

Pista
Exterior

Figura 3.1: Partes de un rodamiento.

Su vida 1til depende de diversos factores, entre los que destacamos: la carga, el nivel de
trabajo, posibles desalineaciones, etc. Existen muchos factores que afectan a su vida util
por lo que intentar determinar su duracién por métodos analiticos podria ser excesivamen-
te costoso. Es por ello que nos planteamos técnicas basadas en el analisis en el espectro

33
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de frecuencia para poder determinar su estado. Este tipo de técnicas para la deteccién de
fallos recibe el nombre de Mantenimiento Predictivo.

La relevancia del analisis espectral reside en que, gracias a la periodicidad, dependiendo
de en qué lugar se encuentre el fallo podremos visualizar los armoénicos correspondientes a
dicho fallo en el espectro de frecuencia, facilitAndonos el diagnéstico. En este proyecto nos
centraremos en clasificar dos posibles tipos de fallo: de pista exterior y de pista interior.
Estos fallos estaran asociados a los siguientes armoénicos:

1. BPFI (Ball Pass Frequency Inner o frecuencia de deterioro de pista interior). Numero
de bolas que pasan por un punto de la carrera interior en un giro completo.

2. BPFO (Ball Pass Frequency Outer o frecuencia de deterioro de pista exterior). Nime-
ro de bolas que pasan por un punto de la carrera exterior en un giro completo.

Las ecuaciones correspondientes para el calculo de estos armonicos son:

Np D,

BPFI = % (1 + % cos(ﬁ)) fr BPFO = > (1 D, Cos(ﬁ)) fr

donde D7 y D5 son los radios correspondientes a la pista interior y exterior, Ng es el nimero
de bolas y (8 el angulo que forma con la superficie de contacto. La frecuencia angular, fr,
variard dependiendo de cada caso.

3.2. Descripcion del proyecto.

En este capitulo nos centraremos principalmente en la clasificacién de 2 tipos de fallos
de una base de datos de rodamientos que podemos encontrar en [17]. Cabe senialar que
estos rodamientos estan analizados a velocidad constante, a diferencia de los rodamientos
analizados durante la estancia de practicas. La variacion de velocidad dificulta conside-
rablemente el diagnodstico de los fallos en rodamientos con las técnicas que probaremos
utilizando la teoria expuesta en este trabajo. Existen otras técnicas pero su ejecucion pue-
de ser costosa por lo que para este tipo de andlisis se han realizado técnicas de Machine
Learning, las cuales exceden al contenido de este trabajo.

En este proyecto, las mediciones se han realizado en dos posiciones distintas: FE (Fan
end) y DE (Fan end). Nos centraremos en analizar las mediciones realizadas en DE. Mos-
tramos a continuacion una imagen de la posicién en la que se realiza cada medicién:
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{ Drive End }

Figura 3.2: Lugares de medicién.

Teniendo en cuenta estas posiciones, las caracteristicas principales de los rodamientos

son:
Drive end
BPFI 5.4152% fr
BPFO 3.5848* fr

Frecuencia de Muestreo, fs | 12000/24000

Cuadro 3.1: Caracteristicas de los rodamientos.

3.3. Primeros analisis

En primer lugar, aprovechando que conocemos cada tipo de fallo, nos centramos en
visualizar varios rodamientos para poder observar cémo son los datos que analizaremos a
primera vista. Mostramos a continuacién 3 datos: un rodamiento sano, un rodamiento con
fallo de carrera interna y uno con fallo de carrera externa:
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Fallo carrera Interna

36

Fallo carrera externa

02

01 A

0.0

CWRU DE: 97

—— CWRU &7

CWRU DE: 172

10 A

0.5 4

0.0 4

~1.0 1

= CWRU 172

CWRU DE: 133

=3

—— CWRU 133

T T
00 0z 04 06

Tiempao

08

10

T
0.0 0z 04 0.6
Tiempo

T
08 10

0o 02

T T
04 06 08 10

Tiempao

Figura 3.3: Representacion rodamiento sano, con fallo de carrera interna y con fallo de

carrera externa.

Como podemos observar, las tres imagenes son distintas. Cabe destacar la diferencia
de amplitud entre ellas. Sin embargo, a pesar de la diferencia entre estas tres imagenes, no
somos capaces de determinar qué tipo de fallo presenta cada rodamiento.

Una vez realizada la visualizacién de los datos procedemos a extraer sus caracteristicas
principales. Los estadisticos que hemos utilizado son:

1. Valores minimos y maximos de cada rodamiento.

2. Media aritmética:

3. Varianza:

T =

n
1 Z
n <

=1

0® = E[(X — B(X))’]

donde E es el operador de la esperanza.

4. Momentos centrados de 6rdenes 3 y 4:

e = E[(X — B(X))"]

donde k£ tomara valores 3 y 4 en este caso.

5. Asimetria de los datos (Skewness): Se define el coeficiente de asimetria de Fisher

CO1mo.:

_ M

"=
3

donde ps3 es el momento centrado de orden 3 y o es la desviacion estandar.
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6. Curtosis (Kurtosis):
B=14

=
donde p4 es el momento centrado de orden 4 y o es la desviacion estandar. Una
curtosis grande implica una mayor concentraciéon de valores tanto muy cerca de la

media como muy lejos de ella y una menor frecuencia de valores intermedios.

7. Media cuadratica (Root Mean Square, RMS):

TRMS =

8. Factor de forma (Shape Factor, SF).

TRMS
TSF = T —n .

N
le Zi:l |

9. Factor de impulso (Impulse Factor, IF'): compara la altura de un pico con el valor
promedio de la senal.
[ ]loe

e T
%Zizl ||

10. Factor de cresta (Crest Factor, CF): Esta magnitud nos da una idea del impacto
que se estd produciendo en forma de onda. Suponiendo que tengamos una onda
sinusoidal perfecta de amplitud 1, RM S = sin(7/4) y el factor de cresta sera v/2. Si
una onda presenta un factor de cresta superior entonces hay algin grado de impacto.

XIF

_ [zl
Tor =
TRMS
11. Factor de margen (Margin Factor, MF).
el
MF — 2
TRMS

Los resultados de estos analisis pueden encontrarse en el apéndice B. Destacamos los
estadisticos de tres rodamientos, uno sano, uno con fallo de carrera interna y otro con fallo
de carrera externa para mostrar las diferencias:

Max Min Var MO3 MO4 Skew Kurt IF RMS MF SF CF

Sano 97 3.11e-01  -2.87e-01 5.28e-03 3.96e-06 -7.45e-08 -3.54e-02 -2.36e-01 2.48e+01 3.64e+01 2.35e-04 2.90e+03 8.54e-03
Fallo Inner 172 2.13e+00 -2.02e+00 3.27¢-02 6.28¢-08  3.50e-10  3.34e-02 1.52e+01 7.06e+02 6.31e+01 5.35e-04 2.09e4+04 3.37e-02
Fallo Outer 133 3.24e+00 -3.00e+00 3.37e-01 1.74e-07 1.74e-09 -2.11e-03 4.96e+00 7.15e4+02 2.03e+02 7.84e-05 4.49e+04 1.59e-02

En la gran mayoria de los casos la amplitud de las senales en rodamientos que presentan
algun tipo de fallo es mayor en comparaciéon a un rodamiento sano. Otros valores destaca-
bles son la curtosis, el factor de impulso, el factor de forma y la media cuadratica. Estos
estadisticos nos hacen sospechar la posibilidad de que haya un fallo en nuestro rodamiento.
Sin embargo, no podemos diferenciar qué tipo de fallo. Por ello, y gacias a la periodicidad
de las senales, nos planteamos realizar un analisis en el dominio de frecuencia.
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3.4. Analisis en el dominio de frecuencia

Nos planteamos en un principio calcular la transformada rapida de Fourier de cada
canal. Si el rodamiento no presenta ningtin deterioro, sus frecuencias principales deberan
estar concentradas alrededor del cero, como vimos en el ejemplo del capitulo anterior.
Mostramos a continuacion una imagen de la representacion de tres rodamientos:

Sana Fallo carrera Interna Fallo carrera externa

—— FFT CWRU 97 0075

0015 0.050

0oL 0025

0.010
0.000

0005 ooe

-0.025

CWRU DE: 97
CWRU DE: 172
CWRU DE: 133

0.000 _o01 —0.050

—0.075
—0.005
-0.02

—0.100
— FFTCWRU 172 — FFT CWRU 133

=400 —200 o 200 400 —400 -200 o 200 400 -400 —200 o 200 400
Frecuencia Frecuencia Frecuencia

Figura 3.4: Espectro de frecuencia de un rodamiento sano, uno con fallo de carrera interna
y otro con fallo de carrera externa.

Como esperabamos, en la primera grafica tenemos un rodamiento sano y sus frecuencias
principales se encuentran concentradas cerca del cero. Las frecuencias rotacionales, fr, son
1796, 1728, 1725rpm para el canal sano, con fallo de carrera interna y con fallo de carrera
externa respectivamente. Teniendo en cuentra esto, mostramos a continuacién una imagen
de los tres rodamientos y de los armoénicos correspondientes a estas frecuencias.

Sano Fallo carrera Interna Fallo carrera externa

— FFTCWRU 97 0030 — FFTCWRU 172 — FFTCWRU 133

0.025 frsano frinner 014 fr outer

0025

0.020

0.020 o010

0015

I3
=
@

0.015

CWRU DE: 97
CWRU DE: 172
CWRU DE: 133

=
=
&

0010
0.010

004

0.005 0005

0000 0.000 000

o 50 100 150 200 250 300 350 400 o 50 100 150 200 250 300 350 400 o 50 100 150 200 250 300 350 400
Frecuencia Frecuencia Frecuencia

Figura 3.5: Arménicos correspondientes a frecuencia rotacional de rodamiento sano, con
fallo de carrera interna y con fallo de carrera externa.

Notemos que hemos tenido en cuenta las propiedades de simetria y por ello sélo re-
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presentamos la mitad positiva. Pueden observarse que ciertas frecuencias coinciden con los
armonicos correspondientes a miltiplos de la frecuencia rotacional de cada rodamiento, fr.
Ademads, en el caso del rodamiento sano, las frecuencias mas altas estan asociadas a estos
armonicos.

Es posible observar que la medicién de los rodamientos puede verse afectada por factores
externos (ruido). Por ello nos planteamos el uso de una herramienta denominada envolven-
te espectral (envelope spectrum, ver [18]). Esta herramienta nos da informacién acerca de
como se distribuye la energia en el espectro. Observemos en las imégenes anteriores que
se producen ciertas tendencias en el espectro. La envolvente espectral es una curva que
representa esta variacion de la amplitud en el dominio de frecuencia.

El uso de esta herramienta se basa principalmente en realizar la transformada de Hilbert
de nuestra funcion y después realizar la transformada rapida de Fourier a su envolvente.

Definicién 3.1 Transformada de Hilbert. Se define la transformada de Hilbert H de
una funcion real, s(t), como la convolucién de la funcién s(t) y h(t) = . Dicho de otro
modo:

H{sHE) = (h+5)(t) = 1/00 5T 4y

T) ol —T

De esta forma, si tenemos una senal analitica g(t), podemos descomponerla del siguiente
modo:

g9(t) = f(t) +iH{f}HE)

La transformada de Hilbert recibe este nombre en honor a David Hilbert, quien la intro-
ducijo en 1905 para resolver un caso especifico del problema de Riemann-Hilbert.

Representacion con la parte real de la transformada de Hilbert: CWRU sano 97

— thilbert
— CWRU 97

Amplitud
=
=

0.‘0 0.‘2 0:4 O.IG D.IS 1.‘0
Tiempo
Representacion con la parte compleja de la transfermada de Hilbert: CWRU sano 97.

| M \/ ‘ ﬂl ”I \J‘ﬂl L\ [ ~ﬁ'|;J'1 ,M‘ ”IWU’ W it \M“ \\’

Amplitud
=
=

= Hilbert
_g2 {— cwruer

T T T T
o4 06 08 10
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T
00

Figura 3.6: Representacion de un canal sano y su transformada de Hilbert.
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Notemos que la funcién resultante (la cual sigue estando en el dominio temporal) es
una funcién compleja con las mismas componentes frecuenciales con un adelanto de fase
de 7/2 radianes. La importancia de aplicar esta transformada reside en que la energia y
fase en cada instante vienen de la frecuencia dominante en ese instante. Asi, las frecuencias
se localizan muy bien en el espectro realizando la Transformada de Fourier. Ademas, la
parte real y la parte imaginaria de la transformada de Fourier estaran vinculadas por la
transformada de Hilbert, lo que supondra un avance para nuestro diagnéstico.

Proposicién 3.2 Propiedades. Sean f y g € L*(R). Sea o € C. Se tiene que:
1 H(af + g)(t) = aH{f}(t) + H{g}(?)
2. H{f » g}(t) = (H{f} * 9)(t) = (f « H{g})(t) para todo = € R.

3. Hmt) — (—isign(t))f(t) donde sign denota la funcién signo de t.

Demostracion:
1. oo
Has+g)0 — [ LN g
OO f(T)dT+/oo Mdr
— QLI + H{g )
2.

His g = [ U2

//f t::T) i
=H{f}() * g(t)

Teniendo en cuenta que: f % g = g * f, concluimos el resultado.

3. Al ser la transformada de Hilbert un producto de convolucion tenemos que
H{f}H(t) = vV2rh(t) f (1)

donde h(t) = L. Como

(t) = \/IQ—Wisign(é)

obtenemos el resultado.
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O

Una vez tenemos calculada la transformada de Hilbert de nuestras sefiales analiticas
calcularemos su envolvente:

e(t) = [f(t) + 1 H{f}(1)] (3.1)

Realizaremos la transformada de Fourier de la envolvente de nuetras senales y obser-
varemos en el espectro de frecuencia si existen coincidencias con algin arménico BPFT o
BPFO. Los resultados para los tres rodamientos son los siguientes:

1. Rodamiento sano:

Envelope CWRU 97

—— Envelope spectrum
BPFI
BPFO

0020

0015

0010

0005

0000

0 200 400 600 800 1000

Figura 3.7: Envolvente espectral de un rodamiento sano.

Las frecuencias correspondientes a un fallo de carrera interna se encuentran en color
naranja y las correspondientes a un fallo de carrera externa en verde. Es posible
observar en esta imagen que no existen coincidencias con estos arménicos. Tal y
como esperabamos, nos encontramos con un rodamiento sano.

2. Rodamiento con fallo de carrera interna:
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Envelope CWRU 172

007 —— Envelope spectrum

Figura 3.8: Envolvente espectral de un rodamiento con fallo de carrera interna.

A diferencia de la imagen anterior, es posible observar entre las frecuencias maés
altas varias coincidentes con los armoénicos PBFI,2BPF1I,.... Sin embargo, puede
observarse en dos puntos concretos que existe una ligera coincidencia con armoénicos
BPFO. Esto puede ser debido a errores computacionales, a presencia de ruido o a
la posibilidad de que un rodamiento presente ambos fallos. Analizaremos finalmente
el nimero de frecuencias coincidentes con dichos arménicos para poder concluir la
presencia de cada tipo de fallo.

3. Rodamiento con fallo de carrera externa:

Envelope CWRU 133

—— Envelope spectrum

&.L.LLW_L..LL. S PR DS DO PR

00 200 600 800 1000

Figura 3.9: Envolvente espectral de un rodamiento sano con fallo de carrera externa.

Como podemos observar, existen claras coincidencias con arménicos correspondientes
a fallos de carrera externa, BPFO. En este caso, como en el apartado anterior, también
existen varias frecuencias coincidentes con armonicos correspondientes a un fallo de
carrera interna.
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Para poder clasificar los rodamientos, tenemos en cuenta los impulsos mas altos y sus

coincidencias con los respectivos arménicos. Teniendo en cuenta esto, obtuvimos la siguien-
te clasificacion:

Clasificacion

CWRU 97: Sano Sano
CWRU 172: Inner Fallo Inner Race
CWRU 133: Outer Fallo Outer Race

Cuadro 3.2: Clasificaciéon de los rodamientos.

Los resultados del resto de los rodamientos analizados pueden encontrarse en B.

El algoritmo que hemos utilizado para la envolvente espectral es el siguiente:

Algorithm 2 Envolvente espectral.

Input: Senal, signal,;

Input: Frecuencia de muestreo, F's;

Input: Armoénicos Inner, BPFI;

Input: Armoénicos Outer, BPFO,;

Input: Titulo, title;

Input: Nivel de impresién, imp;

Output: Vector de frecuencias, fSpec;

Output: Picos, xSpec;

Output: Frecuencias a las que se encuentran los picos, fSpecG;
Output: Vector con arménicos Inner, BPF I _coords;
Output: Vector con arménicos Outer, BPFO_coords;

— = =

Restamos la media y realizamos la transformada de Hilbert, analytic_signal;
Nos quedamos con el valor absoluto y normalizamos, amplitude_envelope;
Calculamos el vector de frecuencias, fSpec;
Calculamos la transformada de Fourier y nos quedamos con el valor absoluto, zSpec;
Nos quedamos con la mitad del espectro, xSpec;
Calculamos el vector con arménicos Inner, BPF'I _coords;
Calculamos el vector con arménicos Outer, BPFO _coords;
Encontramos las frecuencias a las que se encuentran los picos, fSpecG;
if El nivel de impresién es 1: queremos ver resultados then
Grafica con la mitad positiva, mostrando los armoénicos correspondientes;

. end if
: return fSpec, xSpec, f SpecG, BPFI _coords, BPFO _coords;

3.5. Conclusiones

En este capitulo hemos mostrado la utilidad del anélisis de Fourier en un caso préactico:

el diagndstico de fallos en rodamientos. Hemos realizado un primer andlisis de distintos
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rodamientos para observar qué posibles diferencias podriamos encontrarnos y cémo seria
mejor abordarlas. Hemos visualizado nuestros datos y realizado una comparativa con los es-
tadisticos de cada rodamiento en busca de diferencias. Hemos podido observar que existian
claras diferencias entre rodamientos sanos y rodamientos con fallo pero no éramos capaces
de clasificar cada fallo. Es por esto que hemos decidido profundizar el analisis utilizando
distintas herramientas en el dominio espectral. Destacamos el uso de una herramienta de-
nominada envolvente espectral, la cual hace uso de la Transformada de Hilbert y de la
Transformada de Fourier, que nos ha permitido mostrar los armoénicos méas relevantes de
cada rodamiento y su posterior clasificacién, obteniendo muy buenos resultados. Esto nos
permite concluir la utilidad y eficacia de esta herramienta para este tipo de analisis. Esta
herramienta tiene multiples aplicaciones como el analisis de senales de comunicacién sate-
lital para eliminar posibles perturbaciones y asi obtener la informacion deseada, analisis
sismico, etc. Sin embargo, tal y como introducimos al comienzo de este capitulo, es posi-
ble que para velocidad variable nos compense realizar técnicas mas avanzadas de Machine
Learning, las cuales tendran un coste menor.
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Apéndice A
Teoremas utiles

Teorema A.1 Teorema de Fubini para f integrable. Sea f : RP — R una funcion
integrable. Entonces, para casi todo y € R™ la seccion f, : R¥ — R es integrable, por lo que
la funcion

yeR" — f(z,y)dx € R
Rk
estd definida en casi todo R™. Ademds, esta funcion es integrable en R™ y se verifica la

wgualdad
// f(x,y)dl’dyz/ ( f(x,y)dx) dy
R xR? n \JRF

Teorema A.2 Teorema de la convergencia mondtona. Sea f,(r) una sucesion no-
decreciente de funciones absolutamente integrables. Sea f(s) su limite puntual

lim f,(z) = f(x) para casi todo
n—o0

Entonces f es medible y ademds

lim fn(x)dx:/ lim f,(z)dx
Q

n—oo Q n—oo

Teorema A.3 Teorema de la convergencia mondétona de Beppo Levi. Sea (X, A, 1)
un espacio medible y sean f una funcion A-medible y (f,)nen una sucesion creciente
de funciones A-medibles, ambas definidas sobre X a valores en Ry, tales que f(X) =

lim,, o0 fr(z) c.t.p. Entonces
[ f@ydn = tim [ fuda
X n—oo X

Teorema A.4 Teorema de la convergencia dominada. Sea f, una sucesion de fun-
ciones que converge puntualmente a f

lim f,(x) = f(x) para casi todo
n—oo

47
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Las demostraciones de los teoremas A.1, A.2 y A.4 pueden encontrarse en [2]. La demos-
tracién del teorema A.3 puede encontrarse en [3].



Apéndice B

Resultados

Hemos analizado los siguientes rodamientos:

Tipo de fallo | Nombre de archivo
Sano 97
Sano 98
Sano 99
Sano 100

Cuadro B.1: Rodamientos sanos analizados.

Tipo de fallo | Nombre de archivo
Inner 105
Inner 106
Inner 107
Inner 108
Inner 169
Inner 170
Inner 171
Inner 172

Cuadro B.2: Rodamientos con fallo de carrera interna analizados.

Tipo de fallo | Nombre de archivo
Outer 130
Outer 131
Outer 132
Outer 133
Outer 144
Outer 145
Outer 146
Outer 147

Cuadro B.3: Rodamientos con fallo de carrera externa analizados.
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Estas mediciones se han realizado en DE y su frecuencia de muestreo es 12000Hz.
Los estadisticos de cada canal pueden encontrarse en las siguientes tablas:

Max Min Var MO3 MO4 Skew Kurt IF RMS MF SF CF

Normal Baseline 97 DE  3.11e-01 -2.87e-01 5.28e-03 3.96e-06 -7.43e-08 -3.54e-02 -2.36e-01 2.48e+01 3.64e+01 2.35e-04 2.90e+03 8.54e-03
Normal Baseline 98 DE = 3.18e-01 -3.46e-01 4.24e-03 3.96e-06 -7.45e-08 -1.73e-01 -6.94e-02 2.75e+01 4.62e4+01 1.62e-04 3.67e+03 7.49e-03
Normal Baseline 99 DE  3.59¢-01 -3.27¢-01 3.99¢-03 3.68¢-06 -6.76e-08 -1.67e-01 -7.49e-02 2.93e+01 4.48e+01 1.79¢-04 3.65¢-+03 8.02e-03
Normal Baseline 100 DE  2.84e-01 -3.06e-01 4.19¢-03 3.87e-06 -7.19e-08 -1.28e-01 -4.286-02 2.46e+01 4.59e+01 1.45e-04 3.69e+03 6.67¢-03
Max Min Var MO3 MO4 Skew Kurt IF RMS MF SF CF

Inner 12K 105 DE  1.74e4+00 -1.38¢+00 8.48e-02 4.84e-06 -9.12e-08 1.64e-01 2.40e+00 1.29e+02 1.02e+02 1.69e-04 7.55e+03 1.71e-02
Inner 12K 106 DE  1.58¢4+00 -1.40e+00 8.58e¢-02 3.70e-07 -3.16e-09  1.30e-01 2.54e+00 2.73e+02 1.02e+02 1.51e-04 1.76e+04 1.55e-02
Inner 12K 107 DE  1.64e4+00 -1.43e4+00 8.97e-02 1.74e-07 -1.15e-09  9.04e-02 2.56e+00 3.60e+02 1.05e+02 1.50e-04 2.30e4+04 1.57e-02
Inner 12K 108 DE  1.67e4+00 -1.54e4+00 9.83e-02 1.73e-07  7.60e-10 -1.32e-02 2.29e+00 3.54e+02 1.10e+02 1.38e-04 2.33e4+04 1.52e-02
Inner 12K 169 DE  1.93e+00 -2.01e+00 3.80e-02 8.14e-05 -4.20e-06 -5.88¢-02 1.90e+01 5.84e+01 6.91e+01 4.22e¢-04 2.01e+03 2.91e-02
Inner 12K 170 DE  2.03e4+00 -2.00e4+00 2.74e-02 9.16e-08 -4.80e-10  3.00e-03 1.91e+01 5.64e+02 5.78e+01 6.08¢-04 1.6le+04 3.51e-02
Inner 12K 171 DE  1.85e4+00 -1.88e+00 2.66e-02 1.04e-07 4.38e-12  2.35e-02 1.87e+01 5.11e+02 5.69e+01 5.80e-04 1.55e+04 3.30e-02
Inner 12K 172 DE = 2.13e4+00 -2.02e4+00 3.27e-02 5.20e-08  9.52e-10  3.34e-02 1.52e+01 7.06e+02 6.3le+01 5.35e-04 2.09e4+04 3.37e-02
Max Min Var MO3 MO4 Skew Kurt IF RMS MF SF CF

Outer 12K 130 DE  3.63e+00 -3.41e+00 4.48e-01 2.45e-05 -8.46e-07 5.69¢-02 4.65e+00 1.57e+02 2.34e+02 6.64e-05 1.0le+04 1.55e-02
Outer 12K 131 DE  3.11e+00 -3.01e+00 3.50e-01 1.21e-07  3.35e-11  3.34e-02 4.59¢+00 7.66e+02 2.07e+02 7.25¢-05 5.10e+04 1.50e-02
Outer 12K 132 DE = 3.10e+00 -3.08¢+00 3.25e-01 1.20e-07  3.87¢-10  1.95¢-02 4.85e+00 7.93¢+02 1.99¢+02 7.86e-05 5.08¢+04 1.56e-02
Outer 12K 133 DE  3.24e+00 -3.00e+00 3.37¢-01 1.16e-07  1.16e-08 -2.11e-03 4.96e+00 7.15e+02 2.03e+02 7.84e-05 4.49e+04 1.59¢-02
Outer 12K 144 DE  3.35e4+00 -3.26e+00 5.92e-01 4.15e-06 2.63e-06  6.58e-02 1.24e+00 4.66e+02 2.69e+02 4.63e-05 3.74e+04 1.24e-02
Outer 12K 145 DE = 3.55e+00 -3.31e+00 7.19e-01 4.00e-07 -3.51e-09  7.34e-02 1.05e+00 5.99¢+02 2.96e+02 4.06e-05 4.98e+04 1.20e-02
Outer 12K 146 DE = 3.64e+00 -3.35e+00 7.30e-01 2.33e-05 3.57e-05  7.32e-02  9.41e-01 6.37e+02 2.98e+02 4.10e-05 5.22e+04 1.22e-02
Outer 12K 147 DE = 3.62e4+00 -3.32e4+00 6.36e-01 2.44e-05 3.54e-05 8.34e-02 1.09e+00 5.42e+02 2.79¢4+02 4.65e-05 4.18e+04 1.30e-02

Utilizando

Cuadro B.4: Estadisticos de los rodamientos analizados.

Envelope CWRU 97

la envolvente espectral, los resultados obtenidos son:

Envelope CWRU 98
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— Envelope spectrum
et
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— Envelope spectrum
et

Envelope CWRU 99

Envelope CWRU 100

— Envelope spectrum
w0

o

— Envelope spectam

Figura B.1: Envolvente

espectral de rodamientos sanos.
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Figura B.2: Envolvente espectral de rodamientos con fallo de carrera interna.

o1



APENDICE B. RESULTADOS

Envelope CW/RU 130

— Envelope spectrum
el

ero

Envelope CWRU 131

”.\“M\\I L Iu‘ll“ulx[}‘.. |IJ| I ::

.L”nd m InI[|\ulm”wlhl.\ll\HJ [um l

Envelope CWRU 132

Envelope CWRU 133

— Envelope spectrum

w0

”LIM\J.HM Ll ‘..‘.\[MnHuml[n‘l.[u{n. [.

— Envalope spectrum
e

w0

Ed 0 @0 e w0

Envelope CWIRU 144

<0 & i
Envelope CWRU 145

”[\‘MH.[ML‘IJ\‘TH ul ‘ 3 PR S L O A

— Envelope spectrum
et

wro

— Envelope spectrum
el

w0

Il M“m\‘\ Lol h...H.‘u[ 1 B

Envelope CWRU 146

Envelope CWRU 147

— Envelope spectum
el

w0

o1

MANJMHI.I Lottt e

— Enuelope spectrum
wrl

w0

H.":I bl ﬂ ‘I{‘h.ﬂ \.J..ﬂ.ﬂwh el

Figura B.3: Envolvente espectral de rodamientos con fallo de carrera externa.

Por ultimo, mostramos la clasificacion obtenida para estos rodamientos:

Clasificacion
CWRU 97: Sano  Sano
CWRU 98: Sano ~ Sano
CWRU 99: Sano  Sano

CWRU 100: Sano Sano

Clasificacion

Clasificacion

CWRU 105: Inner  Fallo Inner Race
CWRU 106: Inner Fallo Inner Race
CWRU 107: Inner Fallo Inner Race
CWRU 108: Inner Fallo Inner Race
CWRU 169: Inner Fallo Inner Race
CWRU 170: Inner Fallo Inner Race
CWRU 171: Inner Fallo Inner Race
CWRU 172: Inner  Fallo Inner Race

CWRU 130:
CWRU 131:
CWRU 132:
CWRU 133:
CWRU 144:
CWRU 145:
CWRU 146:
CWRU 147:

Outer
Outer
Outer
Outer
Outer
Outer
Outer
Outer

Fallo Outer Race
Fallo Outer Race
Fallo Outer Race
Fallo Outer Race
Fallo Outer Race
Fallo Outer Race
Fallo Outer Race
Fallo Outer Race

Cuadro B.5: Clasificacion de los rodamientos analizados.
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