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Resumen

El objetivo de este trabajo es probar el Teorema de Hausdorff-Alexandroff, el cual afirma
que todo espacio métrico compacto es la imagen continua del conjunto de Cantor. Para ello, se
comenzará estudiando algunos resultados de topoloǵıa general que parten de los conocimientos
adquiridos durante el Grado.

Asimismo, para lograr dicho objetivo, se estudiarán las propiedades topológicas del Conjunto
de Cantor y se probará un resultado conocido como el Teorema de Brouwer, que afirma que to-
do espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente discontinuo es homeomorfo al conjunto de
Cantor, dando aśı una caracterización topológica del conjunto de Cantor.

Para finalizar el trabajo se estudiarán las condiciones topológicas que debe verificar un espacio
para ser imagen continua del conjunto de Cantor y se construirá un ejemplo de un espacio que
no puede ser la imagen continua del conjunto de Cantor.

Palabras clave: conjunto de Cantor, topoloǵıa, espacio métrico, compacidad, Teorema de Hausdorff-
Alexandroff

Abstract
The objective of this project is to prove the Hausdorff-Alexandroff Theorem, which states that

every compact metric space is the continuous image of the Cantor set. To do this, we will begin
by studying some results concerning general topology that are based on the knowledge acquired
during the Degree.

Likewise, to achieve this goal, the topological properties of the Cantor Set will be studied and
we will prove a result known as Brouwer’s Theorem, which states that every metric, compact,
perfect and totally discontinuous space is homeomorphic to the Cantor set, thus giving a topolo-
gical characterization of the Cantor set.

To finish the project the topological conditions a space has to verify to be the continuous
image of the Cantor set will be studied and an example of a set which cannot be the continuous
image of the Cantor set will be contructed.

Key words: Cantor set, topology, metric space, compactness, Hausdorff-Alexandroff Theorem
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Introducción

“Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben können.”
“Nadie podrá expulsarnos del paráıso que Cantor creó para nosotros.”

(D. Hilbert, 1926)

El eje central de esta memoria lo constituyen el conjunto de Cantor y el Teorema de Hausdorff-
Alexandroff, estrechamente ligado con el conjunto de Cantor. Sorprendentemente, el primero en
definir el conjunto que lleva su nombre no fue Cantor, ya que en 1875, el irlandés H.J.S. Smith pu-
blicó un art́ıculo titulado On the integration of discontinuous functions [15], donde, en la página
147 del texto, se explica como construir lo que ahora conocemos como conjunto de Cantor ge-
neralizado. Posteriormente, en 1881, un joven V. Volterra también introducirá un conjunto similar.

No seŕıa hasta 1883 cuando Cantor publicaŕıa el art́ıculo Über unendliche, lineare Punktman-
nichfaltigkeiten V [4], quinto art́ıculo de una serie con el mismo nombre. En él, Cantor define el
conjunto que lleva su nombre como ejemplo de un conjunto perfecto que es no denso. En reco-
nocimiento de Smith y Volterra, al conjunto de Cantor se le conoce también como conjunto de
Smith-Volterra-Cantor, aunque en la memoria nos referiremos a él simplemente como el conjunto
de Cantor.

Junto a Cantor, tenemos a los matemáticos F. Hausdorff y P.S. Alexandroff, quienes estudia-
ron diversas áreas de las matemáticas, como la topoloǵıa o la teoŕıa de conjuntos, y que publicaron
en 1927 de manera independiente la prueba del teorema que ahora lleva su nombre, el cual afir-
ma que todo espacio compacto y métrico es la imagen continua del conjunto de Cantor. Este
teorema tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, se emplea en la demostración del teorema de
Banach y Mazur [3], que dice que todo espacio de Banach separable es linealmente isométrico
a un subespacio del espacio de las funciones continuas con valores reales en [0, 1]; o el teorema
de Hahn-Mazurkiewicz, que dice que un espacio Hausdorff es la imagen continua del intervalo
unidad si y sólo si es un espacio de Peano, es decir, si es un espacio compacto, métrico, conexo y
localmente conexo (teorema 31.5 de [17]).

Algunos de los conceptos introducidos y desarrollados por estos tres matemáticos se pre-
sentarán y utilizarán en la memoria. A los ya mencionados conjunto de Cantor y Teorema de
Hausdorff-Alexandroff podemos añadir, por ejemplo, el concepto de espacio Hausdorff o de dimen-
sión de Hausdorff, la cual introducimos al final del caṕıtulo 2, o el argumento de diagonalización
de Cantor y su teoŕıa del cardinal de los conjuntos, que aparecerán en el caṕıtulo 2.

La memoria está estructurada en los siguientes bloques:

En el primer caṕıtulo presentamos algunas nociones importantes relativas a la topoloǵıa y
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2 ÍNDICE GENERAL

que serán utilizadas posteriormente. Aśı, en la primera sección, introduciremos el producto
arbitrario de espacios topológicos, junto con algunas de sus propiedades más importantes.
En la segunda sección, repasaremos algunos resultados referentes a los espacios compactos
y los espacios Hausdorff. En una tercera sección, presentamos los conceptos de espacio
métrico y metrizable, junto con algunas propiedades que se utilizaran varias veces durante
la memoria. Por último, en la cuarta sección introducimos los conceptos que necesitaremos
en lo referente a los axiomas de separación y de numerabilidad.

En el segundo caṕıtulo introducimos el conjunto ternario de Cantor. En la primera sección,
nos centraremos en su construcción como subconjunto de la recta real, y de como definir un
homeomorfismo entre este conjunto y {0, 2}N. En la siguiente sección, nos centraremos en
el estudio de algunas de las propiedades topológicas del conjunto de Cantor. Las primeras,
como que es cerrado o totalmente disconexo, se pueden obtener directamente de la definición,
mientras que para otras, se utilizará la teoŕıa desarrollada en el caṕıtulo 1, partiendo de los
conocimientos de topoloǵıa adquiridos en el Grado. Al final de esta sección, se estudiarán el
cardinal del conjunto de Cantor y su medida de Lebesgue, aśı como su dimensión topológica
y la de Hausdorff.

El tercer caṕıtulo esta centrado en el Teorema de Hausdorff-Alexandroff y en su demos-
tración. En primer lugar, se presentan una serie de resultados que serán utilizados durante
la prueba. En la siguiente sección, introducimos el concepto de sucesión de ĺımite inverso,
junto con algunas de sus propiedades. Por ultimo, en la última sección se muestran tres
resultados: el primero de ellos es un teorema del que se desprende el corolario posterior
(conocido como Teorema de Brouwer), y que será vital para la demostración del tercer
resultado, que es el ya mencionado Teorema de Hausdorff-Alexandroff.

El cuarto caṕıtulo se centra en las hipótesis del Teorema de Hausdorff-Alexandroff. En par-
ticular, nos preguntamos si podemos relajarlas, y damos un ejemplo de un espacio compacto
y numerable que no puede ser la imagen continua del conjunto de Cantor.

Por último, en los apéndices, presentamos algunos resultados básicos de la teoŕıa de la
medida que son utilizados durante la memoria. Además, se explicará como construir una
medida a partir de funciones definidas sobre lo que se conoce como “anillo” de conjuntos.



Caṕıtulo 1

Preliminares de topoloǵıa

En este caṕıtulo introducimos algunas definiciones y resultados previos que serán posterior-
mente utilizados a lo largo de la memoria.

1.1. Espacio producto

En esta sección describiremos algunos conceptos sobre el producto de espacios topológicos,
ya que a lo largo de la memoria este tipo de espacios aparecerán de manera recurrente. Segui-
remos principalmente la sección 8 del libro de S. Willard [17] y la 19 del libro de J.R. Munkres [14].

Comencemos considerando el caso de dos espacios topológicos no vaćıos (X, τX) e (Y, τY ).
Entonces al producto cartesiano X ×Y se le puede asociar una topoloǵıa cuya base está formada
por los conjuntos de la forma U × V , donde U ∈ τX y V ∈ τY . Además, dadas dos bases B y C
de τX y τY , respectivamente, la familia

{B × C : donde B ∈ B y C ∈ C}

también es una base para la topoloǵıa producto definida en X × Y . Esta topoloǵıa tiene la
propiedad de que al proyectar sobre uno de los dos espacios, las proyecciones πX : X × Y → X y
πY : X ×Y → Y , dadas por πX(x, y) = x y πY (x, y) = y, son continuas, abiertas y sobreyectivas.
Veamos el caso de πX , sabiendo que para πY se procede de manera análoga. La función πX es
continua, ya que dado un abierto U ⊆ X, su antiimagen π−1X (U) = U × Y , que es abierto por ser
producto de dos abiertos; y es abierta, ya que dado un abierto de la base B × C, con B ∈ τX y
C ∈ τY , su imagen es πX(B × C) = B, abierto de τX . Por último, es sobreyectiva, ya que cada
x ∈ X es la imagen de (x, y) ∈ X × Y para algún y ∈ Y . Además, una aplicación f : A→ X × Y
es continua si y sólo si fX = πX ◦ f y fY = πY ◦ f son continuas. Si f es continua, entonces fX
y fY son continuas por ser la composición de aplicaciones continuas. Si fX y fY son continuas,
dado un U × V abierto de la base en X × Y , se tiene que

f−1(U × V ) = {a ∈ A : fX(a) ∈ U y fY (a) ∈ V } = f−1X (U) ∩ f−1Y (V )

que es abierto por ser la intersección finita de dos abiertos de A.

Nos preguntamos ahora si podemos trasladar esta estructura para el producto de un número
mayor de espacios topológicos, es decir, si podemos seguir definiendo del mismo modo una base
de la topoloǵıa para el producto, de forma que se tengan algunas propiedades, como que las
proyecciones sean continuas, o que una aplicación sea continua si y sólo si su composición con las
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES DE TOPOLOGÍA

proyecciones lo es. Para el caso del producto de un número finito de espacios topológicos no hay
problemas, pero cuando aumentamos el número para el producto de un conjunto numerable, o
arbitrario, de espacios topológicos, comienzan a aparecer problemas. Comencemos definiendo el
producto cartesiano de un número arbitrario de conjuntos:

Definición 1.1 Sea Xα un conjunto para cada α ∈ A. El producto cartesiano de los conjuntos
Xα es el conjunto ∏

α∈A
Xα =

{
x : A→

⋃
α∈A

Xα : x(α) ∈ Xα para todo α ∈ A

}
Esto es, el producto cartesiano de una familia de conjuntos es el conjunto formado por aplica-

ciones del conjunto de ı́ndices en la unión de los conjuntos, con la propiedad de que la imagen de
α está en Xα. Normalmente, dada una función x del espacio producto, se denota como xα a x(α),
y se dice que es la α-ésima coordenada de x. Del mismo modo, es común referirse a la aplicación
x como (xα)α∈A. Si Xα = X para todo α ∈ A, se suele denotar al producto cartesiano como XA.
Definimos a continuación la aplicación proyección, que será utilizada múltiples veces a lo largo
de la memoria.

Definición 1.2 Dada una familia de conjuntos {Xα}α∈A, y β ∈ A, se define la β-ésima proyec-
ción como la aplicación

πβ :
∏
α∈AXα −→ Xβ

(xα)α∈A 7−→ xβ

Es importante mencionar que es necesario considerar el axioma de elección1 para poder ase-
gurar que el producto cartesiano de una familia de espacios no vaćıos es no vaćıo. Más aún, se
puede demostrar que el axioma de elección es equivalente a asegurar que el producto cartesiano de
conjuntos no vaćıos es no vaćıo (ver problema 8F. de [17]), y entonces se tiene que la proyección
β-ésima es sobreyectiva sobre el conjunto Xβ.

De esta manera, dada una familia {(Xi, τi)}i∈I de espacios topológicos, podemos definir sobre∏
i∈I Xi la topoloǵıa por cajas y la topoloǵıa producto.

Definición 1.3 Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topológicos, se denomina topoloǵıa por cajas
a la que tiene como base a la familia{∏

i∈I
Ui : Ui es un abierto de Xi para cada i ∈ I

}
Definición 1.4 Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topológicos. Definimos la topoloǵıa producto
o de Tychonoff como la que tiene como subbase a⋃

i∈I

{
π−1i (Ui) : Ui abierto de Xi

}
donde πi :

∏
j∈I Xj → Xi viene dada por πi((xj)j∈I) = xi para todo i ∈ I. De esta manera

un elemento de una base para esta topoloǵıa se puede escribir como la intersección finita de
antiimagenes de abiertos de los Xi

k⋂
α=1

π−1iα (Uiα) , Uiα abierto de Xiα

donde {i1, ..., ik} es un subconjunto finito de I.

1Ver la definición en el punto 1.17 de [17].



1.1. ESPACIO PRODUCTO 5

Una primera propiedad que cumple la topoloǵıa producto es que las proyecciones son continuas
y abiertas.

Lema 1.5 Sea {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos, y sea
∏
α∈AXα su espacio producto.

Entonces la proyección β-ésima es continua y abierta.

Demostración: Sea β ∈ A fijo. Entonces la proyección πβ es continua, ya que dado Uβ ∈ Xβ

abierto, π−1β (Uβ) es un abierto de la base de la topoloǵıa producto. Sea U ∈ τprod un abierto no

vaćıo de la base de la topoloǵıa producto. Se tiene que U =
⋂k
i=1 π

−1
αi (Uαi) para un conjunto finito

de ı́ndices {α1, ..., αk}. Como consecuencia πβ(U) es un abierto de Xβ, ya que si β = αi para
algún i, entonces πβ(U) = Uαi , mientras que si β 6= αi para todo i, entonces πβ(U) = Xβ. �

Sin embargo, las proyecciones no son cerradas necesariamente. Por ejemplo, consideremos la
proyección π1 : R2 → R y en R2 el grafo Grf de la función f(x) = 1

x , esto es, el conjunto
Grf = {(x, y) ∈ R2 : x · y = 1}. Aunque Grf es cerrado en R2, se tiene que π1(Grf ) = R \ {0},
que no es cerrado en R.

Vemos rápidamente que ambas topoloǵıas son equivalentes para productos finitos, pero difieren
para productos infinitos. Aunque la topoloǵıa por cajas parece ser la natural en el producto, no
es la más utilizada, ya que existen propiedades que se verifican para productos finitos, pero que
no se verifican para productos infinitos. Por ejemplo, para un producto infinito con la topoloǵıa
por cajas no es cierto que una aplicación f : A→

∏
∈I Xi es continua si y sólo si la composición

con las proyecciones es continua. En efecto, si consideramos Xi = R e I = N (consideraremos a
lo largo del texto que los números naturales son los enteros positivos), la función f : R → RN

dada de forma que fn = πn ◦ f es la identidad en R para todo n, no es continua, a pesar de
que su composición con las proyecciones son continuas. En efecto, consideremos la familia de
abiertos {Un}n∈N de (R, τu), con Un =

(−1
n ,

1
n

)
. Entonces su producto

∏
n∈N Un es un abierto

de la topoloǵıa, al que llamamos U . Si f fuese continua, entonces f−1(U) seŕıa un abierto de R.
Sin embargo, su antiimagen es {0}, que no es abierto, ya que f−1(U) =

⋂
n∈N

(−1
n ,

1
n

)
= {0}. El

problema que tiene la topoloǵıa por cajas, y porqué la topoloǵıa de Tychonoff no lo tiene, puede
verse estudiando la expresión de la antiimagen de un abierto en cada una de las topoloǵıas. Sea
g : A → XI , en el caso de la topoloǵıa de cajas, si tomamos un abierto U =

∏
i∈I Ui, con Ui

abiertos en Xi,

g−1(U) = {a ∈ A : gi(a) = πi(g(a)) ∈ Ui para todo i ∈ I} =
⋂
i∈I

g−1i (Ui)

mientras que para la topoloǵıa producto, un abierto de la base es de la forma U =
∏
i∈I Ui, con

Ui = Xi si i 6∈ {i1, ..., ik} y Ui un abierto de Xi si i ∈ {i1, ..., ik}; con lo que se tiene que

g−1(U) = {a ∈ A : gi(a) = πi(g(a)) ∈ Ui para todo i ∈ {i1, ..., ik}} =
k⋂
j=1

g−1ij (Uij )

Para un producto infinito, la primera de las intersecciones puede no ser un abierto, mientras que
la segunda es un abierto por ser intersección finita de abiertos.

Este hecho provoca que nos interesemos en cuando podemos garantizar que una función es
continua. El siguiente lema da las condiciones necesarias y suficientes cuando se considera la
topoloǵıa producto.

Lema 1.6 Sea {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos, y sea
∏
α∈AXα su espacio producto

con la topoloǵıa de Tychonoff. Una aplicación f : X →
∏
α∈AXα es continua si y sólo si πα ◦ f

es continua para cada α ∈ A.
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Demostración:⇒) Supongamos que f es continua. Entonces, como πα es continua para cada α ∈ A
por el lema 1.5, se tiene que fα = πα◦f es continua por ser composición de aplicaciones continuas.

⇐) Supongamos que fα = πα ◦ f es continua para todo α ∈ A. Queremos ver que la función
f : X →

∏
α∈AXα es continua cuando se considera la topoloǵıa producto. Sea U ∈ τprod un

abierto no vaćıo de la base de topoloǵıa producto. Entonces U =
⋂k
i=1 π

−1
αi (Uαi) para un conjunto

finito de ı́ndices {α1, ..., αk}. Consideremos f−1(U),

f−1(U) = f−1

(
k⋂
i=1

π−1αi (Uαi)

)
=

k⋂
i=1

f−1
(
π−1αi (Uαi)

)
=

k⋂
i=1

(παi ◦ f)−1(Uαi)

como cada fα es continua, (παi ◦ f)−1(Uαi) es un abierto de X para cada i = 1, ..., k, y por tanto
f−1(U) es abierto por ser intersección finita de abiertos. �

Este lema no es cierto si sustituimos la topoloǵıa producto por la topoloǵıa por cajas, como
hemos visto en el ejemplo anterior, lo que nos da argumento bastante sólido para considerar la
primera por encima de la segunda como la topoloǵıa por defecto del espacio producto. A lo largo
de la memoria, cuando se presente el producto de espacios topológicos, salvo que se especifique
lo contrario, se supondrá que el producto tiene la topoloǵıa producto.

En lo que resta de esta sección presentamos propiedades interesantes de espacio producto.
Algunas de estas propiedades son también ciertas cuando se considera la topoloǵıa por cajas,
aunque en las demostraciones se considere la topoloǵıa producto.

El siguiente lema nos garantiza que cualquier topoloǵıa que consideremos en el espacio pro-
ducto de forma que las proyecciones son continuas contiene a la topoloǵıa producto. En particular,
la topoloǵıa por cajas es más fina que la topoloǵıa producto.

Lema 1.7 Sea {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos, y sea
∏
α∈AXα su producto carte-

siano con una topoloǵıa τ1. Entonces, si las proyecciones πα son continuas para todo α ∈ A, la
topoloǵıa τ1 es más fina que τprod.

Demostración: Sea τ1 la topoloǵıa tal que πα es continua para todo α ∈ A. Veamos que τprod ⊆ τ1.
Consideremos U =

⋂k
i=1 π

−1
αi (Uαi) un abierto de la base de la topoloǵıa producto. Hay que ver

que U ∈ τ1. Por ser las proyecciones continuas con τ1, la antiimagen π−1αi (Uαi) es un abierto de
τ1 para todo i = 1, ..., k. Por ser τ1 topoloǵıa, la intersección finita de abiertos es abierto, con lo
que U =

⋂k
i=1 π

−1
αi (Uαi) es un abierto en τ1. �

El siguiente resultado caracteriza la topoloǵıa producto como la única que cumple que toda
función f es continua si y sólo si πα ◦ f es continua para todo α ∈ A.

Lema 1.8 Sea {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos, y sea
∏
α∈AXα su producto carte-

siano con una topoloǵıa τ1. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. τ1 = τprod

2. f : X →
(∏

α∈AXα, τ1
)

es continua si y sólo si πα ◦ f es continua para cada α ∈ A.



1.2. ESPACIOS COMPACTOS Y HAUSDORFF 7

Demostración: 1.⇒ 2. Se tiene directamente aplicando el lema 1.6.

2. ⇒ 1. Tomemos la identidad i :
∏
α∈AXα →

∏
α∈AXα, con la misma topoloǵıa τ1, que es

continua. Aplicando 2. tenemos que πα es continua para todo α ∈ A, y por el lema 1.7, concluimos
que τprod ⊆ τ1. Ahora, consideremos la siguiente aplicación:

h :
(∏

α∈AXα, τprod
)
−→

(∏
α∈AXα, τ1

)
x 7−→ h(x) = x

La aplicación hα = πα ◦ h :
(∏

α∈AXα, τprod
)
→ Xα es continua por el lema 1.5, por lo que apli-

cando 2., la aplicación h es continua. Como es biyectiva, dado U ∈ τ1, se tiene que h−1(U) = U
debe ser un abierto de τprod, con lo que τ1 ⊆ τprod, y entonces ambas topoloǵıas son iguales. �

Por último, veamos si el producto no finito de espacios discretos es discreto. Aunque parezca
sorprendente, este no es el caso. Tomemos, por ejemplo, un espacio discreto de cardinal finito
X = {x1, ..., xk}, k > 1, y consideremos el espacio producto XN. El espacio X es compacto, por
lo que aplicando el Teorema de Tychonoff (ver el teorema 1.11), XN es compacto. Vemos ahora
que XN no puede ser discreto, puesto que si consideramos el recubrimiento formado por todos sus
puntos, que son abiertos si el espacio es discreto, éste no tiene ningún subrecubrimiento finito, lo
que implicaŕıa que XN no es compacto.

1.2. Espacios compactos y Hausdorff

En esta sección se presentan algunas propiedades importantes de los espacios topológicos
compactos2 y de los espacios topológicos Hausdorff3, y que serán utilizadas durante la memoria.
Seguiremos principalmente las secciones 13 y 17 del libro de S. Willard [17]. En primer lugar, se
enuncia un lema de gran utilidad, pues muestra que el producto de espacios Hausdorff también
es Hausdorff.

Lema 1.9 Sea {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos no vaćıos. Entonces, Xα es Haus-
dorff para todo α ∈ A si y sólo si

∏
α∈AXα también es Hausdorff.

Demostración: ⇒) Sea {Xα}α∈A una familia de espacios no vaćıos y Hausdorff. Sean
x, y ∈

∏
α∈AXα dos puntos distintos del espacio producto. Tenemos que encontrar un par de

abiertos disjuntos U, V de
∏
α∈AXα tales que x ∈ U , y ∈ V .

Como x 6= y, entonces xβ 6= yβ para algún β ∈ A. Además, como Xβ es un espacio Hausdorff,
existen abiertos disjuntos Uβ y Vβ en Xβ tales que xβ ∈ Uβ e yβ ∈ Vβ. Consideremos ahora la
proyección πβ :

∏
α∈AXα → Xβ, que es continua, luego π−1β (Uβ) y π−1β (Vβ) son dos abiertos

de
∏
α∈AXα. Tomamos ahora U = π−1β (Uβ) y V = π−1β (Vβ). Se tiene que x ∈ U e y ∈ V , ya

que πβ(x) = xβ ∈ Uβ y πβ(y) = yβ ∈ Vβ, respectivamente. Finalmente, son disjuntos, ya que si
existiese un punto z ∈ U ∩ V , se tendŕıa que πβ(z) = zβ estaŕıa en Uβ y en Vβ, lo cual no es
posible, ya que Uβ y Vβ son disjuntos.

2Un espacio topológico X es compacto si para todo recubrimiento por abiertos de X existe un subrecubrimiento
finito de X.

3Un espacio topológico se dice Hausdorff si para todo par de puntos distintos x, y ∈ X existen dos abiertos
disjuntos U, V tales que x ∈ U e y ∈ V .
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⇐) Sea ahora
∏
α∈AXα un espacio no vaćıo y Hausdorff, y sea x ∈

∏
α∈AXα. Consideremos

Uβ = {y ∈
∏
α∈AXα : yα = xα si α 6= β}, que es homeomorfo a Xβ por la proyección πβ, ya que

es una biyección, es continua por el lema 1.5, y es abierta, ya que dado un abierto de V de Uβ
de la forma

∏
α∈A\{β}{xα} × Vβ, con Vβ abierto en Xβ, se tiene que πβ(V ) = Vβ. Como Uβ es

Hausdorff por ser un subespacio de un espacio Hausdorff, Xβ también lo es. �

Aunque en este resultado se utilice la topoloǵıa producto, también es cierto si se considera la
topoloǵıa por cajas. Basta tener en cuenta que las proyecciones también son continuas con la
topoloǵıa por cajas.

El siguiente lema asegura que, dada una familia de conjuntos no vaćıos y cerrados {Fn}n∈N
tales que Fn ⊇ Fn+1 en un espacio compacto X, entonces su intersección es no vaćıa. Es conse-
cuencia de un resultado más general, que se puede ver en el teorema 26.9 de [14], y será utilizado
en la demostración del lema 3.8.

Lema 1.10 Sea X un espacio compacto y una familia de conjuntos cerrados {Fn}n∈N tales que
Fn ⊇ Fn+1. Entonces se tiene que

⋂
n∈N Fn 6= ∅.

Demostración: Sean X un espacio compacto y {Fn}n∈N una familia de conjuntos no vaćıos y ce-
rrados en X. Supongamos que

⋂
n∈N Fn = ∅, y consideremos la familia {X \Fn}n∈N de conjuntos

abierto de X. Observemos que
⋃
n∈N(X \ Fn) = X \

(⋂
n∈N Fn

)
= X, de donde se sigue que los

X \ Fn forman un recubrimiento de X. Ahora, como X es un espacio compacto, existe un subre-

cubrimiento finito {X \ Fn1 , ..., X \ Fnk} de X. Entonces, X =
⋃k
i=1(X \ Fni) = X \

(⋂k
i=1 Fni

)
,

luego
⋂k
i=1 Fni = ∅. Pero la intersección anterior es uno de los Fn, concretamante Fm con

m = máx{n1, ..., nk}, y concluimos entonces que Fm = ∅, lo que no es posible, ya que los Fn
son no vaćıos por hipótesis. Por tanto, la suposición

⋂
n∈N Fn = ∅ no puede ser cierta. �

Enunciamos a continuación el Teorema de Tychonoff, que da una de las propiedades más
importantes del producto de espacios compactos

Teorema 1.11 (de Tychonoff) Sea {Xα}α∈A una familia de espacios topológicos no vaćıos, y
sea

∏
α∈AXα su producto cartesiano, con la topoloǵıa producto. Entonces, cada Xα es compacto

si y sólo si
∏
α∈AXα también es compacto.

La demostración de este teorema requiere de bastantes resultados previos, por lo que no la de-
sarrollaremos, aunque una prueba del teorema puede verse en el teorema 17.8 de [17]. Como ya
se ha comentado, este teorema, crucial en el campo de la topoloǵıa, será utilizado en muchas
demostraciones de la memoria.

Los siguientes lemas dan dos propiedades muy conocidas de los espacios compactos que serán
de utilidad en el caṕıtulo 3. Se corresponden con el teorema 3.1.3 y el corolario 3.1.5 del libro de
R. Engelking, General Topology [8].

Lema 1.12 Sea A un subconjunto compacto de X. Entonces, para toda familia de abiertos
{Ui}i∈I de X tales que A ⊆

⋃
i∈I Ui, existe una subfamilia finita tal que A ⊆

⋃
i∈S Ui, con

S = {i1, i2, ...., ik}.

Demostración: Sea A un subconjunto compacto de X, y {Ui}i∈I una familia de abiertos de X
tales que su unión contiene a A. Entonces, podemos considerar la familia de abiertos {Vi}i∈I
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en A, donde Vi = Ui ∩ A, que forman un recubrimiento de A; y como A es compacto, existe
un subrecubrimiento finito de A formado por Vi1 , Vi2 , ..., Vik , con k ∈ N. Ahora, cada Vij tiene
asociado un Uij , de forma que tenemos una subfamilia finita de la original, cuya unión contiene
la unión de los Vij , que es recubrimiento de A, y por tanto contiene a A. �

Lema 1.13 Sean X un espacio topológico compacto y U un abierto de X. Si existe una familia
de cerrados {Fi}i∈I tales que su intersección

⋂
i∈I Fi está contenida en U , entonces hay una

subfamilia finita {Fi1 , Fi2 , ..., Fik} cuya intersección también está contenida en U .

Demostración: Sean U un abierto y {Fi}i∈I una familia de cerrados cuya intersección está con-
tenida en U . Entonces la familia {X \ Fi}i∈I está formada por abiertos, y como

⋂
i∈I Fi ⊆ U , se

tiene que

X \ U ⊆ X \

(⋂
i∈I

Fi

)
=
⋃
i∈I

(X \ Fi)

Aplicando el lema 1.12 a X \ U , que es compacto por ser cerrado en X compacto, tenemos una
subfamilia finita {X \ Fi1 , X \ Fi2 , ..., X \ Fik}, cuya unión contiene a X \ U . De esta manera,

como X \ U ⊆
⋃k
j=1

(
X \ Fij

)
, su complementario U cumple

U = X \ (X \ U) ⊇ X \

 k⋃
j=1

(
X \ Fij

) =

k⋂
j=1

Fij

como se queŕıa probar. �

1.3. Espacios métricos y espacios metrizables

En esta sección introduciremos las definiciones de espacio métrico y de espacio metrizable,
además de algunas propiedades importantes de estos espacios. Seguiremos la sección 22 de [17].

Definición 1.14 Un espacio métrico es un par ordenado (X, ρ), compuesto por un conjunto X
y una función ρ : X ×X → R a la que se llama métrica, que cumple para cualquier x, y, z ∈ X:

1. ρ(x, y) ≥ 0

2. ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

3. ρ(x, y) = ρ(y, x)

4. ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z)

Dado un ε > 0, x ∈ X, se define la bola abierta centrada en x con radio ε,

Bρ(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} .

Cuando no haya confusión posible en cuanto a qué métrica se refiere, se denotará a la bo-
la de centro x y radio ε simplemente como B(x, ε). La colección de todas las bolas abiertas
{Bρ(x, ε)}ε>0,x∈X es base de una topoloǵıa τρ, denominada topoloǵıa métrica inducida por ρ.
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Definición 1.15 Un espacio topológico X se dice metrizable si su topoloǵıa viene de una métrica
ρ, esto es, su topoloǵıa τ coincide con la topoloǵıa métrica τρ.

Un ejemplo de espacio topológico metrizable es (R, τu) si consideramos en R la métrica usual
du, du(x, y) = |x− y| para todo x, y ∈ R. Aunque las definiciones de espacio métrico y metrizable
se parezcan, existen algunas diferencias entre ellos. En el caso de un espacio métrico, este es un
par formado por un conjunto y una métrica, mientras que en el caso de un espacio metrizable,
este es un par formado por un conjunto y una topoloǵıa, que además cumple ciertas propiedades
especiales. En primer lugar, podemos observar que todo espacio métrico (X, ρ) tiene asociado
un espacio topológico, (X, τρ), que es por tanto un espacio metrizable. Por otro lado, un espa-
cio topológico (X, τ) puede no tener asociada una métrica, es decir, su topoloǵıa no viene de
ninguna métrica, por ejemplo si el espacio topológico no es Hausdorff, como consecuencia del
lema 1.16. Además, dado un espacio metrizable (X, τ), tenemos que la métrica ρ asociada a él no
tiene porqué ser única, por ejemplo, si ρ es una métrica cuya topoloǵıa inducida coincide con τ ,
entonces nρ, con n > 0, también es una métrica e induce una topoloǵıa que también coincide con τ .

Lema 1.16 Sea (X, ρ) un espacio métrico. Entonces (X, τρ) es Hausdorff.

Demostración: Sea (X, ρ) un espacio métrico, y dos puntos distintos x, y ∈ X. Para que (X, τρ)
sea Hausdorff, debemos encontrar un par de abiertos disjuntos U, V ∈ τρ tales que x ∈ U , y ∈ V .
Como es espacio métrico y los puntos son distintos, ε = ρ(x, y) > 0. Consideremos las bolas
B(x, ε2) y B(y, ε2), son abiertos de τρ que contienen respectivamente a x y a y. Además las bolas
son disjuntas, ya que si existe z ∈ B(x, ε2) ∩ B(y, ε2), ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z) < ε, lo que es
imposible. Con esto se tiene que el espacio es Hausdorff. �

Por tanto, todo espacio métrico tiene asociado un espacio topológico Hausdorff, y si se tiene un
espacio topológico metrizable, entonces también es Hausdorff. A continuación, se da un resultado
que garantiza que dado un espacio métrico, siempre vamos a poder obtener una métrica acotada
que induce la misma topoloǵıa, para lo cual es necesaria la siguiente definición:

Definición 1.17 Dos métricas ρ1 y ρ2 en X se dicen topológicamente equivalentes si inducen
la misma topoloǵıa τ en X.

Lema 1.18 Cualquier métrica ρ en un espacio métrico X es topológicamente equivalente a una
métrica acotada.

Demostración: Sea ρ una métrica en X. Considérese ρa(x, y) = mı́n{a, ρ(x, y)}, con a ∈ R+, para
todo x, y ∈ X. Veamos que es una métrica:

1. ρa(x, y) = mı́n{a, ρ(x, y)} ≥ 0 atendiendo a la propiedad 1. de ρ.

2. x = y ⇐⇒ ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ 0 = mı́n{a, 0} = mı́n{a, ρ(x, y)} = ρa(x, y)

3. ρa(x, y) = mı́n{a, ρ(x, y)} = mı́n{a, ρ(y, x)} = ρa(y, x)

4. Sean x, y, z ∈ X. Si ρ(x, z) ≥ a o ρ(y, z) ≥ a, entonces:

ρa(x, z) + ρa(y, z) ≥ a ≥ mı́n{a, ρ(x, y)} = ρa(x, y)

En caso contrario, ρ(x, z) < a y ρ(y, z) < a, y se tiene que
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ρa(x, z) + ρa(y, z) = ρ(x, z) + ρ(y, z) ≥ mı́n{a, ρ(x, z) + ρ(y, z)} ≥ mı́n{a, ρ(x, y)} = ρa(x, y)

Antes de estudiar si las dos métricas generan la misma topoloǵıa, observemos cómo son las
bolas abiertas dadas por la métrica ρa. Sea ε > 0 y x ∈ X, entonces:

Bρa(x, ε) = {y ∈ X : mı́n{a, ρ(x, y)} < ε} =

{
Bρ(x, ε) si ε ≤ a
X si ε > a

En el caso ε ≤ a se tiene que ρa(x, y) < ε ⇐⇒ ρ(x, y) < ε, y la bola de la métrica ρa coincide
con la de ρ. Por otro lado, si ε > a, entonces mı́n{a, ρ(x, y)} ≤ a < ε para todo y ∈ X, con lo que
la bola en ese caso es el total.

De esto se sigue que todo elemento de la base de τρa es un elemento de τρ, y τρ es más fina que
τρa . Por otro lado, queremos ver que τρa es más fina que τρ, para lo que basta ver que dado x ∈ X
y ε > 0, para todo y ∈ Bρ(x, ε) existe un r > 0 tal que y ∈ Bρa(y, r) ⊆ Bρ(x, ε). Sabemos que
existe r1 > 0 tal que Bρ(y, r1) ⊆ Bρ(x, ε), por ejemplo r1 = ε− ρ(x, y). Tomamos r = mı́n{r1, a}.
Entonces

y ∈ Bρa(y, r) = Bρ(y, r) ⊆ Bρ(y, r1) ⊆ Bρ(x, ε)

como se queŕıa probar. Por tanto las métricas ρ y ρa son equivalentes. �

Este último resultado aporta una idea nueva: cuando se tienen espacios métricos y se quie-
ren estudiar algunas propiedades que tienen que ver con la topoloǵıa, no importan las bolas
“grandes”(entendiendo como grandes las de radio mayor que uno escogido arbitrariamente) de
la topoloǵıa, sino las “más pequeñas”(entendiendo estas como las de radio menor que uno es-
cogido arbitrariamente), ya que dada una métrica ρ, podemos obtener una métrica equivalente
ρa = mı́n{a, ρ(x, y)}, con a ∈ R+.

El siguiente resultado es bastante importante, puesto que asegura que cualquier producto
numerable de espacios metrizables es metrizable, con lo que podemos asegurar que, dada una
familia numerable de espacios métricos, el producto de estos espacios métricos también es un
espacio métrico.

Lema 1.19 Un espacio producto no vaćıo
∏
n∈NXn es metrizable si y sólo si cada Xn es metri-

zable.

Demostración: ⇒) Sea
∏
n∈NXn un espacio no vaćıo y metrizable. Veamos que Xm es homeo-

morfo a un subespacio de
∏
n∈NXn, y es por tanto metrizable. Sean {xn}n∈N, con xn ∈ Xn,

A =
∏m−1
n=1 {xn} ×Xm ×

∏∞
n=m+1{xn}, y πm : A → Xm la restricción de la m-ésima proyección

a A. La aplicación πm es una biyección, es continua por ser una restricción del dominio de una
proyección, y es abierta, ya que los abiertos no vaćıos de A son de la forma

U = Ũ ∩A =

m−1∏
n=1

{xn} × Um ×
∞∏

n=m+1

{xn}

donde Ũ =
∏m−1
n=1 Xn × Um ×

∏∞
n=m+1Xn es un abierto de

∏
n∈NXn, con Um abierto de Xm, y

πm(U) = Um, abierto en Xm.
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⇐) Sea {Xn}n∈N una familia de espacios no vaćıos metrizables. En virtud del lema 1.18
podemos tomar las métricas ρn acotadas por 1. Dados x = (x1, x2, ...) e y = (y1, y2, ...) en∏
n∈NXn se define ρ :

∏
n∈NXn ×

∏
n∈NXn → [0,∞) como

ρ(x, y) =
∑
n∈N

ρn(xn, yn)

2n
(1.1)

Veamos que ρ es una métrica:

1. ρ(x, y) =
∑

n∈N
ρn(xn,yn)

2n ≥ ρn(xn,yn)
2n ≥ 0.

2. x = y si xn = yn para todo n ⇐⇒ ρn(xn, yn) = 0 para todo n ∈ N y esto ocurre si y sólo

si ρ(x, y) =
∑

n∈N
ρn(xn,yn)

2n = 0

3. ρ(x, y) =
∑

n∈N
ρn(xn,yn)

2n =
∑

n∈N
ρn(yn,xn)

2n = ρ(y, x)

4. Sean x, y, z ∈ X, entonces

ρ(x, y) =
∑
n∈N

ρn(xn, yn)

2n
≤
∑
n∈N

ρn(xn, zn) + ρn(yn, zn)

2n
= ρ(x, z) + ρ(y, z)

Falta demostrar que la topoloǵıa inducida por ρ y la topoloǵıa producto son equivalentes. En
primer lugar, consideremos x ∈

∏
n∈NXn y un elemento de la base de la topoloǵıa producto U

que contiene a x dado por

U =
∏
n∈N

Un, con Un =

{
Bρn(xn, εn) si n ∈ {n1, ..., nk}

Xn en otro caso

donde N = {n1, ..., nk} es un conjunto finito de ı́ndices. Tomemos ε = mı́n{ εn2n }n∈N , que es mayor
que 0 por ser todos los εn > 0 y N un conjunto finito. Veamos que Bρ(x, ε) está contenida en U .
Tomamos y ∈ Bρ(x, ε), entonces

ε > ρ(x, y) =
∑
n∈N

ρn(xn, yn)

2n
≥ ρi(xi, yi)

2i

para cada i ∈ N. En particular, para nj ∈ N , se tiene entonces que

ρnj (xnj , ynj )

2nj
< ε ≤

εnj
2nj
⇒ ρnj (xnj , ynj ) < εnj

con lo que ynj ∈ B(xnj , εnj ) para todo nj ∈ N . Por tanto, y ∈ U para todo y ∈ Bρ(x, ε), y se
tiene que x ∈ Bρ(x, ε) ⊆ U , con lo que τρ es más fina que τprod.

Sea ahora x ∈ X yBρ(x, ε) un entorno de x. Entonces existe unm ∈ N tal que
∑∞

n=m+1
1
2n <

ε
2 .

Sea entonces U el elemento de la base de la topoloǵıa producto dado por

U =
m∏
n=1

Bρn

(
xn,

ε

m

)
×

∞∏
n=m+1

Xn

Consideremos y ∈ U , entonces

ρ(x, y) =
∑
n∈N

ρn(xn, yn)

2n
=

m∑
n=1

ρn(xn, yn)

2n
+

∞∑
n=m+1

ρn(xn, yn)

2n
<

m∑
n=1

ρn(xn, yn)

2n
+
ε

2
≤
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≤ ε

2
+

m∑
n=1

ε

m

1

2n
≤ ε

2
+

ε

m

m∑
n=1

1

2
=
ε

2
+

ε

m

m

2
=
ε

2
+
ε

2
= ε

con lo que y ∈ Bρ(x, ε), y x ∈ U ⊆ Bρ(x, ε). Entonces τprod es más fina que τρ, y en consecuencia
son iguales. Aśı, la métrica ρ induce la misma topoloǵıa que la topoloǵıa producto. �

De esta manera, si tenemos una familia a lo sumo numerable de espacios métricos {(Xn, ρn)}n∈N,
cada uno de ellos tiene asociado un espacio topológico metrizable (Xn, τρn), y aplicando este teo-
rema se tiene que el espacio producto (

∏
Xn, τ) es también metrizable, por lo que tiene asociado

al menos un espacio métrico (
∏
Xn, ρ). Este resultado no es cierto si consideramos el producto

infinito no numerable de espacios metrizables. De hecho, se puede probar que el producto arbi-
trario es metrizable si y sólo si los espacios son metrizables, y todos salvo una familia a lo sumo
numerable de ellos son conjuntos unipuntuales (ver teorema 22.3 de [17]).

Por último, damos la definición de diámetro de un conjunto en un espacio métrico, que viene
a generalizar el concepto de diámetro de una circunferencia en R2 como la mayor distancia entre
dos puntos del conjunto, y que será usado varias veces durante la memoria.

Definición 1.20 Sea (X, d) un espacio métrico. Se define el diámetro δ(A) de A ⊆ X como

δ(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}

Como podemos observar en la definición, si el conjunto A no está acotado, su diámetro puede
no estar acotado, por ejemplo, el diámetro de R con la métrica usual du es infinito, mientras que
si se considera una métrica acotada ρa = mı́n{a, du(x, y)}, con a ∈ R como se definió en el lema
1.18, entonces el diámetro de R es a.

1.4. Axiomas de separación y de numerabilidad

En esta sección introduciremos las definiciones de una serie de propiedades que se conocen
como axiomas de numerabilidad. Además, se introducen también las definiciones de algunos de
los axiomas de separación que serán necesarios durante la memoria, especialmente en el caṕıtulo
4. Seguiremos esencialmente los libros de S. Willard [17] y de J.R. Munkres [14]. Comencemos
introduciendo lo que se conocen como axiomas de numerabilidad.

Definición 1.21 Un espacio X satisface el primer axioma de numerabilidad (en inglés, X es
“first countable”) si todo punto x ∈ X tiene una base de entornos abiertos numerable.

Observemos que todo espacio metrizable satisface el primer axioma de numerabilidad. Fijemos
un punto x ∈ X. Entonces, dado un entorno U de x, se tiene que x ∈ B(x, ε) ⊆ U para algún
ε. Ahora, como ε > 0, existe un n ∈ N tal que B(x, 1n) ⊆ B(x, ε). Por tanto, para todo entorno
de x podemos encontrar una bola B(x, 1n) contenida en el entorno, y la familia {B(x, 1n)}n∈N es
entonces una base numerable de entornos del punto x.

Definición 1.22 Un espacio X satisface el segundo axioma de numerabilidad (en inglés, X es
“second countable”) si su topoloǵıa tiene una base numerable.

Observemos en primer lugar que todo espacio que satisfaga el segundo axioma de numerabili-
dad satisface el primero, pero el rećıproco no es cierto: consideremos (R, τdisc) el conjunto de los
números reales con la topoloǵıa discreta, que no admite ninguna base numerable.
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Lema 1.23 Si X es un espacio compacto y metrizable, entonces satisface el segundo axioma de
numerabilidad.

Demostración: Sea ρ una métrica en X. Consideremos para cada n ∈ N la familia de bo-
las abiertas B(x, 1n) con x ∈ X. Entonces, por ser X compacto, existe una subfamilia finita

Bn = {B(xin ,
1
n)}knin=1 que recubre X. Sea B =

⋃
n∈N Bn familia numerable de abiertos, veamos

que es base. Sea U un abierto de X y x ∈ U . Entonces, por definición de topoloǵıa métrica, existe
un ε > 0 tal que x ∈ B(x, ε) ⊆ U . Además, se puede fijar un n ∈ N tal que 1

n <
ε
2 , y entonces como

Bn es un recubrimiento de X, también recubren B(x, ε), con lo que existe una bola B(xin ,
1
n) que

contiene a x. Sea z ∈ B(xin ,
1
n), entonces

ρ(z, x) ≤ ρ(z, xin) + ρ(x, xin) <
1

n
+

1

n
< ε

Luego x ∈ B(xin ,
1
n) ⊆ B(x, ε) ⊆ U . Como B es una base numerable, X satisface el segundo

axioma de numerabilidad. �

En las siguientes definiciones se introducen los conceptos de espacio regular y de espacio
normal.

Definición 1.24 Un espacio X se dice regular si para todo cerrado E de X y todo punto
x ∈ X \ E, existen abiertos disjuntos U, V tales que E ⊆ U y x ∈ V .

Definición 1.25 Un espacio topológico X se dice normal si para cualquier A,B cerrados dis-
juntos en X, existen abiertos disjuntos U y V tales que A ⊂ U y B ⊂ V .

Observemos que si el espacio es Hausdorff, entonces los puntos son cerrados, luego todo es-
pacio Hausdorff y normal es regular. Antes de introducir el Teorema de metrización de Urysohn,
definimos la noción de espacio separable.

Definición 1.26 Un espacio X se dice que es separable si X tiene un subconjunto numerable E
que es denso en X, esto es, tal que la clausura de E es X.

Recordemos que un espacio X se dice dice que es T1 si para todo par de puntos distintos
x, y ∈ X existen dos abiertos U, V tales que x ∈ U e y ∈ V , pero y 6∈ U y x 6∈ V . Es inmediato,
por tanto, que todo espacio T2 o Hausdorff es también T1. El siguiente teorema se conoce como el
Teorema de metrización de Urysohn, que caracteriza los espacios metrizables y separables. En la
memoria, será de utilidad en el caṕıtulo 4. Aunque lo presentamos sin demostración, esta puede
verse en la página 166 de [17].

Teorema 1.27 (Teorema de metrización de Urysohn) Si un espacio X es T1 son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones

1. El espacio X es regular y satisface el segundo axioma de numerabilidad.

2. El espacio X es separable y metrizable.

El siguiente corolario es consecuencia directa del teorema anterior. Su demostración se puede
ver en la página 166 del libro de S. Willard [17].
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Corolario 1.28 Sea X un espacio compacto y métrico, Y un espacio Hausdorff y
f : X → Y una aplicación continua. Entonces f(X) es un subespacio compacto y métrico de
Y .

Lema 1.29 Si un espacio numerable X es compacto y Hausdorff, entonces satisface el segundo
axioma de numerabilidad.

Demostración: Como X es numerable, basta demostrar que satisface el primer axioma de nume-
rabilidad, con lo que automáticamente cumplirá el segundo. Fijemos x ∈ X, para cada y ∈ X
tal que x 6= y tenemos que existen Uy, Vy abiertos disjuntos de X tales que x ∈ Uy e y ∈ Vy.
Tenemos que la familia formada por intersecciones finitas de conjuntos Uy es numerable (ya que
partes finitas de N tiene el mismo cardinal4), veamos que es una base numerable de entornos
de x. Sea E un entorno de x, entonces contiene un abierto U . Ahora, tenemos que R \ Vy es
cerrado para todo y ∈ X, y su intersección es el propio x. Aplicando el lema 1.13, tenemos que
existe una subfamilia finita {Vy1 , ..., Vyk} tal que

⋂k
i=1(R \ Vyi) ⊆ U . Teniendo en cuenta que⋂k

i=1 Uyi ⊆ R\
(⋃k

i=1 Vyi

)
=
⋂k
i=1(R\Vyi), se tiene que

⋂k
i=1 Uyi está contenido en U , y por tanto

en E, como queŕıamos probar.
�

4A cada intersección
⋂k
i=1 Uyi se le puede asociar el subconjunto finito {yi}ki=1. Para ver que la familia A de

los subconjuntos finitos de N es numerable, basta considerar que para cada natural n, el número de conjuntos cuyo
máximo es n es 2n−1, ya que, fijado n, se tiene que para cada 0 ≤ m < n, existen

(
n−1
m

)
conjuntos con m + 1

elementos que tengan como máximo a n, por lo que en total hay
∑n−1
m=0

(
n−1
m

)
= 2n−1. Entonces A es la unión

numerable de las familias An formadas por los conjuntos cuyo máximo es n, que son finitas, luego A es numerable.





Caṕıtulo 2

Propiedades topológicas del conjunto
de Cantor

2.1. El conjunto de Cantor

En esta sección presentamos el conjunto de Cantor, tanto como subconjunto de la recta real,
como producto de numerable de copias del espacio discreto {0, 2}, aśı como algunas de sus pro-
piedades. Seguiremos principalmente el libro de S. Willard [17] y el de J.R. Munkres [14].

Comencemos construyendo el conjunto Cantor a partir del intervalo unidad I = [0, 1] de R.
Consideremos el conjunto A1 = I \

(
1
3 ,

2
3

)
, es decir, el conjunto obtenido eliminando del intervalo

unidad el intervalo abierto
(
1
3 ,

2
3

)
. Una vez obtenido A1, obtenemos el resto de conjuntos An de la

siguiente manera: a partir de An−1, el conjunto An se construye dividiendo cada intervalo cerrado
de An−1 en tres iguales, y eliminando el tercio central de cada intervalo. Esto puede escribirse
como:

An = An−1 \
kn⋃
k=0

(
1 + 3k

3n
,
2 + 3k

3n

)
n ≥ 2 (2.1)

donde kn = 3n−1 − 1.

De esta manera, podemos definir el conjunto de Cantor C como

C =
⋂
n∈N

An (2.2)

Podemos también representar los conjuntos An como la unión de un número finito de inter-
valos cerrados disjuntos, todos ellos contenidos en I. Para ello, veamos como son los intervalos
abiertos que hemos ido eliminando en la construcción de cada An. Fijemos n, y dividamos I en
3n−1 partes de longitud 1

3n−1 . Observamos que los abiertos eliminados que aparecen en la ecua-
ción (2.1) se corresponden con el tercio central de cada una de las 3n−1 partes antes mencionadas,
de forma que no todos están contenidos en An−1, puesto que hay algunos que están contenidos
en otro intervalo abierto eliminado en un paso anterior. Aśı, por ejemplo, en el paso n = 1 se
elimina el intervalo

(
1
3 ,

2
3

)
, y en el paso n = 2 se eliminan los intervalos

(
1
9 ,

2
9

)
,
(
4
9 ,

5
9

)
y
(
7
9 ,

8
9

)
.

Vemos que
(
4
9 ,

5
9

)
⊂
(
1
3 ,

2
3

)
, con lo que en realidad en la construcción de A2 se eliminan

(
1
9 ,

2
9

)
y(

7
9 ,

8
9

)
de A1.

17
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Para ver como se distribuyen los abiertos que se van eliminando de I, basta recordar que
si en el paso n − 1 se hab́ıan eliminado los intervalos Un−11 , ..., Un−1

2n−1 a An−2, en el paso n se
elimina un intervalo abierto a cada lado de ellos, de forma que entre cada dos intervalos Um1

i1
y

Um2
i2

consecutivos con m1,m2 < n solo se elimina un intervalo. En la figura 2.1 se muestra como
se van distribuyendo los intervalos abiertos eliminados de I, donde Umi representa un intervalo
eliminado en el paso m.

n = 1 : U1
1

n = 2 : U2
1 U1

1 U2
2

n = 3 : U3
1 U2

1 U3
2 U1

1 U3
3 U2

2 U3
4

n = 4 : U4
1 U3

1 U4
2 U2

1 U4
3 U3

2 U4
4 U1

1 U4
5 U3

3 U4
6 U2

2 U4
7 U3

4 U4
8

Figura 2.1: Esquema de como se distribuyen los abiertos que se eliminan de I en los primeros 4
pasos de la construcción de C, donde Umi representa un intervalo eliminado en el paso m.

Podemos entonces construir los primeros An, eliminando los intervalos abiertos, de forma que
obtenemos una unión finita de intervalos cerrados de longitud 1

3n :

A0 = I = [0, 1]

A1 =
[
0, 13
]
∪
[
2
3 , 1
]

A2 =
[
0, 19
]
∪
[
2
9 ,

3
9

]
∪
[
6
9 ,

7
9

]
∪
[
8
9 , 1
]

A3 =
[
0, 1

33

]
∪
[
2
33
, 3
33

]
∪
[
6
33
, 7
33

]
∪
[
8
33
, 9
33

]
∪
[
18
33
, 19
33

]
∪
[
20
33
, 21
33

]
∪
[
24
33
, 25
33

]
∪
[
26
33
, 1
]

...
...

Observamos que los extremos de los intervalos siguen un cierto patrón: los extremos de los
primeros 2n−1 intervalos de An son los mismos que los de An−1 (que está formado por 2n−1

intervalos cerrados), pero divididos por un factor 3; mientras que la otra mitad se corresponde
con los intervalos de An−1 divididos por un factor 3, pero desplazados 2

3 (o equivalentemente,

sumándole un factor 2·3n−1

3n )1.

Luego si escribimos

An−1 =
2n−1⋃
j=1

[
vn−1j , wn−1j

]
entonces

An =

2n−1⋃
j=1

[
vn−1j

3
,
wn−1j

3

] ∪
2n−1⋃

j=1

[
vn−1j

3
+

2

3
,
wn−1j

3
+

2

3

]
donde vm1 = 0 y wm2m = 1 para todo m = 1, 2, ...

1Esta propiedad que utilizamos para construir los An nos anuncia una propiedad que posee el conjunto de
Cantor, la autosimilitud, que estudiaremos en la sección posterior.
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Figura 2.2: Esquema de los cuatro primeros An con los que se construye el conjunto de Cantor.

Además, denotaremos

A0
n =

⋃
j∈{1,...,2n}
j impar

[
vnj , w

n
j

]
(2.3)

A2
n =

⋃
j∈{1,...,2n}

j par

[
vnj , w

n
j

]
(2.4)

y por lo tanto An = A0
n ∪A2

n. Esta escritura nos será útil un poco más adelante.

Otra definición alternativa del conjunto de Cantor consiste en partir de la expresión de los
elementos de I en forma ternaria, esto es, dado un x ∈ I, a x se le puede asociar con la sucesión
(x1, x2, x3...), donde los xi cumplen que x =

∑
n∈N

xi
3i

. Entonces el conjunto de Cantor es

C =

{∑
i∈N

xi
3i

: xi ∈ {0, 2} para todo i ∈ N

}
(2.5)

Para todo elemento de I esta expresión es única, salvo por el hecho de que, dado un número que
termina en una sucesión infinita de 2, se puede reescribir la expresión de forma que termine en
una sucesión de 0 (la única excepción en I es el 1). En nuestro caso, vemos que esto no es un
problema, ya que dada una sucesión infinita de ceros, el d́ıgito anterior tiene que ser 2 (el caso en
el que el número se escribe como una sucesión infinita solo de ceros se corresponde con el 0), y
al reescribirlo para que termine en una sucesión de doses, el 2 se cambiaŕıa por un 1. Del mismo
modo, dada una sucesión infinita de doses, el d́ıgito anterior (salvo para el 1, que se escribe como
una sucesión infinita solo de doses) tendŕıa que ser 0, y al reescribirlo como una sucesión de ceros,
el cero se cambiaŕıa por un 1.

Podemos rápidamente ver que los conjuntos descritos por las expresiones (2.2) y (2.5) son
efectivamente iguales, ya que si consideramos los elementos de I cuya forma ternaria tiene un 0 o
un 2 en la primera cifra, obtenemos el conjunto A1. Del mismo modo, si aplicamos la restricción
a las primeras dos cifras, obtendremos el conjunto A2; y en general, si consideramos los elementos
de I cuyas primeras n cifras del desarrollo ternario son 0 o 2, obtenemos An. De esta manera, el
conjunto dado por el desarrollo ternario está en An para todo n ∈ N, y por tanto se encuentra en
la intersección. Asimismo, dado un elemento de la intersección, este se encuentra en todos los An,
en particular de A1, por lo que la primera cifra de su desarrollo ternario debe ser 0 o 2, ya que si
solo pudiera escribirse con un 1 en la primera cifra, se encontraŕıa en

(
1
3 ,

2
3

)
. De esta manera, si
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existiera un elemento en la intersección con un 1 en la cifra n de su expansión ternaria, tendŕıamos
dos casos: si después del 1 hay una sucesión infinita de ceros o doses, hemos visto que el desarrollo
puede reescribirse para cambiar el 1 por un 0 o un 2; si no ocurre esto, entonces podemos ase-
gurar que dicho punto no se encuentra en An, y por tanto, no podŕıa encontrarse en la intersección.

Con un poco más de rigor, podemos ver que existe una biyección entre C y {0, 2}N, es decir,
el espacio obtenido con el producto infinito numerable del espacio discreto {0, 2}.

{0, 2}N =
∏
n∈N

Dn, con Dn = {0, 2} para todo n ∈ N

Se puede definir la aplicación h donde a cada elemento c ∈ C, con c =
∑

n∈N
cn
3n le asocia un

elemento γc ∈ {0, 2}N, definido por

γc : N −→ {0, 2}
n 7−→ γc(n) = cn

Luego si escribimos los elementos de {0, 2}N como en la definición 1.1, γc = (cn)n∈N, tenemos

h : C −→ {0, 2}N
c 7−→ h(c) = (c1, c2, ...)

(2.6)

La función h es inyectiva, ya que dados dos elementos c, d ∈ C distintos, estos difieren en uno
de los coeficientes del desarrollo ternario, es decir, existe un m ∈ N tal que cm 6= dm, y aśı sus
imágenes h(c) = (cn)n∈N y h(d) = (dn)n∈N son distintas.

Por otro lado, dado un elemento γ ∈ {0, 2}N, el elemento c ∈ C cuyo coeficiente n-ésimo del
desarrollo ternario es γ(n) cumple que h(c) = (c1, c2, ...) = (γ(1), γ(2), ...). Con esto, h es biyectiva.

De hecho, podemos demostrar que h es un homeomorfismo, para lo que vamos a definir las
topoloǵıas de C y de {0, 2}N. El conjunto de Cantor C tiene la topoloǵıa heredada de la usual de
R, esto es, la que tiene como base los intervalos abiertos (a, b), con a < b en R. Por otra parte,
el espacio {0, 2}N tiene la topoloǵıa producto o de Tychonoff, donde {0, 2} tiene la topoloǵıa
discreta, esto es, tiene sólo cuatro abiertos: ∅, {0}, {2} y el total {0, 2}.

Probamos ahora que h es continua, para lo que basta ver que πn ◦ h es continua para n ∈ N,
aplicando el lema 1.6. Para ello, fijemos n ∈ N, y sea hn = πn◦h. Se tiene que dado c =

∑
m∈N

cm
3m ,

hn(c) = cn; y entonces, para cada cerrado U de {0, 2}, se tiene que:

1. Si U = ∅, h−1n (U) = h−1n (∅) = ∅, abierto en C.

2. Si U = {0, 2}, h−1n (U) = h−1n ({0, 2}) = C, abierto en C.

3. Si U = {0}, h−1n (U) = h−1n ({0}) = {(c1, c2, ...) ∈ C : cn = 0} = A0
n ∩ C.

4. Si U = {2}, h−1n (U) = h−1n ({2}) = {(c1, c2, ...) ∈ C : cn = 2} = A2
n ∩ C.

donde los conjuntos A0
n y A2

n son los cerrados dados por las expresiones (2.3) y (2.4).
Por último, para probar que h−1 es continua, vemos que h es cerrada, por ser una aplicación

de un espacio compacto en un espacio Hausdorff, con lo que queda demostrado que h es homeo-
morfismo. Observemos que {0, 2}N es Hausdorff por el lema 1.16, mientras que en la siguiente
sección veremos que C es compacto con la topoloǵıa inducida por la usual en R.
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2.2. Propiedades del conjunto de Cantor

Para estudiar las primeras propiedades del conjunto de Cantor consideramos en C la topoloǵıa
inducida por la usual τu de R. Una vez hallamos probado que C es compacto con esa topoloǵıa,
podremos asegurar que la aplicación h definida en (2.6) es un homeomorfismo entre C y {0, 2}N.

C es cerrado: basta considerar que cada An es el complementario de un número finito
de intervalos abiertos en I, por lo que es cerrado en I. Como C es la intersección de los
conjuntos An, que son cerrados, entonces C es cerrado en I, y como I es cerrado en R, el
conjunto de Cantor es cerrado en R.

C es compacto: como I es compacto en (R, τu) y C es un cerrado de I, entonces C es
compacto.

Con esta última propiedad ya podemos concluir que la aplicación h definida por (2.6) es un
homeomorfismo entre C y {0, 2}N. A partir de ahora, nos referiremos como C indistintamente
a cualquiera de los dos espacios topológicos, según convenga para las propiedades que estemos
estudiando. Aśı, un elemento c ∈ C se expresará con su desarrollo ternario c =

∑
n∈N

cn
3n , o como

elemento del espacio producto, c = (cn)n∈N, según sea conveniente.

C es metrizable: como ya sabemos, C tiene la topoloǵıa heredada por la topoloǵıa usual
τu de R.

C es Hausdorff: esto es consecuencia inmediata del hecho de que el conjunto de Cantor es
metrizable, junto con el lema 1.16.

C es totalmente disconexo:

Definición 2.1 Un espacio topológico X es totalmente disconexo si y sólo si los únicos
conjuntos conexos no vaćıos son los conjuntos unipuntuales.

Supongamos que tuviésemos en C una componente B conexa con más de un punto. Dados
un par de puntos a, b ∈ B, con a < b, siempre existe un punto x 6∈ C tal que a < x < b,
basta considerar el desarrollo ternario de a y b, encontrar la primera cifra en la que se
diferencian, y sustituir esta y todas las cifras siguientes por 1, obteniendo un número que
claramente está entre a y b. Entonces podemos considerar los conjuntos Ba = B ∩ [0, x) y
Bb = B ∩ (x, 1], que son abiertos no vaćıos disjuntos en B cuya unión es B, con lo que B es
no conexo.

C es perfecto:

Definición 2.2 Un subconjunto A de un espacio topológico X se dice perfecto si y sólo si
A es cerrado y sin puntos aislados, esto es, cada punto de A es punto de acumulación de
A.

Definición 2.3 Un punto de acumulación de un subconjunto A de un espacio topológico
X es un punto x ∈ X tal que todo entorno de x contiene algún punto de A que no es x.
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Sea un punto c ∈ C, con c = (c1, c2, c3, ...). Consideremos ahora un entorno U de c, este
contiene a un intervalo de la forma

(
c− 1

3n , c+ 1
3n

)
para algún valor n ∈ N. Es inmediato

comprobar que cualquier número cuyo desarrollo ternario coincida en sus n primeras cifras
con el de c se encuentra dentro de U . Por tanto, basta considerar el punto c∗, cuyo desarrollo
ternario es igual que el de c, salvo por las dos cifras siguientes a la n-ésima, que vienen dadas
como:

c∗n+i =

{
2 si cn+i = 0
0 si cn+i = 2

i = 1, 2

Este nuevo punto está claramente en C, es distinto de c, y se encuentra dentro de U , con lo
que C es perfecto.

C es denso en ninguna parte (nowhere dense):

Definición 2.4 Un conjunto A ⊂ X, con X espacio topológico, es denso en ninguna parte
si el interior de la clausura de A es el vaćıo.

Como C es cerrado, la clausura de C es él mismo. Supongamos que el interior de C es no
vaćıo, y que existe c ∈ C̊. Si c 6= 0, 1, podemos encontrar un intervalo de la forma (a, b),
con 0 ≤ a < c < b ≤ 1, tal que c ∈ (a, b) ⊆ C. Sin embargo, dicho intervalo no puede
ser disjunto con los intervalos abiertos que se eliminaron de I para generar C. Para verlo,
basta considerar que el intervalo (a, b) es un entorno del punto c y todo punto de C es
de acumulación, podemos encontrar otro punto c∗ de C dentro del intervalo. Ahora bien,
entre c y c∗ podemos encontrar un punto x que no se encuentra en C, tal y como se hizo
antes, cambiando todas las cifras de su desarrollo ternario posteriores a la primera en la
que difieran c y c∗ por unos. De esta manera, el intervalo que teńıamos tiene intersección
no vaćıa con el complementario de C, y por tanto no puede estar en su interior. Del mismo
modo, si c = 0, podemos encontrar un intervalo abierto en I de la forma [0, b) ⊆ C, con
0 < b ≤ 1, y por ser C perfecto, existe un c∗ ∈ [0, b) distinto de c, y razonando del mismo
modo de antes, podemos encontrar un punto x entre c = 0 y c∗ que no esté en C, con lo que
[0, b) 6⊂ C. Finalmente, si c = 1, entonces podemos encontrar un intervalo de la forma (a, 1],
con 0 ≤ a < 1, contenido en C, y proceder de forma análoga a los dos casos anteriores.

C es normal:

Recordemos que un espacio normal (ver definición 1.25) es aquel en el que para todo par de
cerrados disjuntos se pueden encontrar un par de abiertos disjuntos que contengan a cada
uno.

El conjunto de Cantor C es un espacio normal porque todo espacio compacto y Hausdorff
es normal, como se demuestra a continuación:

Lema 2.5 Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff. Entonces X es normal.

Demostración: Sean A y B dos cerrados disjuntos de X. Fijamos a ∈ A. Para cada punto
b ∈ B, como X es Hausdorff, se puede encontrar un par de abiertos Uab, Vab disjuntos tales
que a ∈ Uab y b ∈ Vab. De esta manera, se tiene una familia de entornos abiertos {Uab}b∈B
de a, y un recubrimiento por abiertos {Vab}b∈B de B.

Ahora bien, como X es compacto, y B es un cerrado de X, entonces B es compacto. Se
puede entonces tomar un subrecubrimiento finito de abiertos {Vabi}

k
i=1 de B; y de forma
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que cada Vabi tiene asociado un Uabi . Aśı, tenemos una familia finita de abiertos {Uabi}
k
i=1

que contienen a a.

Se definen ahora los conjuntos Ua y Va de la siguiente manera:

Ua =

k⋂
i=1

Uabi Va =

k⋃
i=1

Vabi

Dado que Ua es la intersección finita de abiertos que contienen a a, Ua es un entorno abierto
de a, y además es disjunto con Va, ya que Ua está contenido en todos los Uabi , que eran
disjuntos con sus correspondientes Vabi .

Esto se puede hacer para cada punto a ∈ A, de forma que se tiene un recubrimiento por
abiertos {Ua}a∈A de A, y una familia de abiertos {Va}a∈A que contienen a B. Dado que A

también es compacto, existe un subrecubrimiento finito
{
Uaj
}l
j=1

, que tiene asociado una

familia de abiertos
{
Vaj
}l
j=1

que contienen a B.

Por último, se consideran ahora los siguientes conjuntos:

U =
l⋃

j=1

Uaj V =
l⋂

j=1

Vaj

Al igual que antes, se ve claramente que V es un abierto que contiene a B, ya que el conjunto
{1, 2, ..., l} es finito y todos los V j

a contienen a B. Es además disjunto con U , ya que V está
contenido en todos los V j

a , que son disjuntos con los correspondientes U ja . De esta manera
se tienen dos abiertos disjuntos que U y V que contienen respectivamente a los cerrados A
y B. �

C es homogéneo:

Definición 2.6 Un espacio topológico X se dice homogéneo cuando, para cada x, y ∈ X
existe un homeomorfismo φ de X en X tal que φ(x) = y.

Para encontrar el homeomorfismo que buscamos, vamos a considerar que C es producto
numerable de copias del espacio discreto {0, 2}, esto es, C = {0, 2}N. Aśı, un elemento c ∈ C
se puede representar como c = (c1, c2, ..., cn, ...).

Sean x, y ∈ {0, 2}N, x = {xn}n∈N e y = {yn}n∈N. Sea f : {0, 2}N → {0, 2}N una aplicación
tal que para z ∈ {0, 2}N, z = {zn}n∈N, f(z) es un elemento u ∈ {0, 2}N, u = {un}n∈N se
define como:

un = (xn + yn + zn) mód 4

Vemos en primer lugar f(x) = y, ya que para todo n ∈ N

un = (2xn + yn) mód 4 =


(yn + 4) mód 4 si xn = 2

(yn) mód 4 si xn = 0

 = yn
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Análogamente, se tiene que f(y) = x, por lo que si comprobamos que f es un homeomorfismo
habremos terminado. Sean a, b ∈ {0, 2}N tales que f(a) = f(b), entonces tenemos que
(xn + yn + an) mód 4 = (xn + yn + bn) mód 4 para todo n ∈ N. Como xn e yn están
fijos, an = bn para todo n ∈ N, con lo que f es inyectiva. Del mismo modo, si tenemos un
elemento c ∈ {0, 2}N, podemos encontrar un elemento d ∈ {0, 2}N tal que f(d) = c,

dn =


cn si (xn + yn) mód 4 = 0

(cn + 2) mód 4 si (xn + yn) mód 4 = 2

Aśı, f es una biyección. Para ver que f es continua, basta ver que πn ◦ f es continua para
todo n ∈ N, donde πn : {0, 2}N → {0, 2} es la proyección de la n-ésima coordenada, es decir,
dado z ∈ {0, 2}N, πn(z) = zn. Se tienen entonces dos casos:

• Si xn = yn, entonces

(πn ◦ f)−1({0}) = {z ∈ {0, 2}N : zn = 0} = π−1n ({0})

(πn ◦ f)−1({2}) = {z ∈ {0, 2}N : zn = 2} = π−1n ({2})

• Si xn 6= yn, entonces

(πn ◦ f)−1({0}) = {z ∈ {0, 2}N : zn = 2} = π−1n ({2})

(πn ◦ f)−1({2}) = {z ∈ {0, 2}N : zn = 0} = π−1n ({0})

en ambos casos, se tiene que tanto (πn ◦ f)−1({0}) como (πn ◦ f)−1({2}) son elementos de
la base de la topoloǵıa producto de {0, 2}N, por lo que son abiertos. Para ver que f−1 es
continua, veamos que (f ◦ f)(z) = z, con lo que f es su propia inversa. Sea z ∈ {0, 2}N, y
n ∈ N. Distinguimos dos casos:

• Si xn = yn, entonces la coordenada n-ésima de f(z) es zn, con lo que la coordenada
n-ésima de f(f(z)) también es zn.

• Si xn 6= yn, entonces la coordenada n-ésima de f(z) es (zn + 2) mód 4, esto es, es 0 si
zn=2, y es 2 si zn=0. Aśı, la coordenada n-ésima de f(f(z)) es 2 si zn es 2, y es 0 si
zn es 0.

Queda probado por tanto que f es un homeomorfismo, y por tanto C es homogéneo.

Las siguientes propiedades dan cuenta del “tamaño” del conjunto de Cantor. Por un lado,
veremos que C es un conjunto muy grande si lo que se tiene en cuenta es el número de elementos
que contiene, pues tiene cardinal infinito, y no sólo eso, sino que su cardinal es el mismo que el
de R, por lo que en este sentido tiene el tamaño más grande que puede tener un subconjunto de
los reales.

Por otro lado, veremos que el conjunto de Cantor es pequeño si lo que lo que medimos es su
longitud. Para ello, veremos que la medida de Lebesgue de C es 0, por lo que en ese sentido el
conjunto de Cantor es muy pequeño, pues tendrá la misma medida que un solo punto de R, o que
el conjunto ∅.

El cardinal de C es el del continuo: Comencemos probando que C no es numerable, para
lo que consideraremos que C son las sucesiones infinitas numerables de 0 y 2, y utilizaremos
el argumento diagonal de Cantor. Supongamos que C es numerable, entonces existe una
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biyección f : N→ C, de forma que f(n) = an = (an1 , a
n
2 , ..., a

n
n, ...). Sea ahora b = (bn)n∈N ∈ C

con

bn =

{
2 si ann=0
0 si ann=2

Se observa que b 6∈ Imf , ya que si existiese un m ∈ N tal que f(m) = am = b, tendŕıan
que coincidir coordenada a coordenada, en particular amm = bm, lo cual es imposible por la
definición de b. Esto implica que f no puede ser sobreyectiva, y por tanto C no es numerable.

Por otro lado, podemos ver que C tiene el mismo cardinal que R. Para ello, veamos que
existe una biyección entre C y [0, 1]. Sea g la aplicación

g : C −→ [0, 1]

c =
∑

n∈N
cn
3n 7−→ g(c) =

∑
n∈N

cn/2
2n

Dado c ∈ C, se tiene que g(c) ∈ [0, 1] siempre. Dados dos puntos c, c∗ ∈ C distintos, sus
imágenes g(c) y g(c∗) son distintas, y dado un x ∈ [0, 1], x se puede escribir como una suma
infinita de xi

2i
, donde xi = 0, 1, y entonces cx =

∑
i∈N

2xi
3i

está en C y tiene como imagen al x.
Luego g es una biyección entre C y [0, 1]. Ahora, sea h la aplicación dada por la composición
de h1 y h2, donde h1 es una biyección entre (0, 1) y la esfera de radio unidad menos un
punto S1 \ {(1, 0)} en R2,

h1 : (0, 1) −→ S1 \ {(1, 0)}
x 7−→ h1(x) = (cos 2πx, sin 2πx)

y h2 es la proyección estereográfica de S1\{(1, 0)} en R con foco el punto (1, 0). La aplicación
h = h2 ◦ h1 es entonces una biyección, con lo que (0, 1) y R tienen el mismo cardinal, y se
tiene que #(0, 1) ≤ # [0, 1] ≤ #R. Concluimos que el cardinal de [0, 1], y por tanto el de C,
es el del continuo.

La medida de Lebesgue de C es 0:

Comencemos viendo rápidamente que C es medible. En nuestro caso el espacio de medida
(ver la definición A.4) es (R,L, µ), donde L es la σ-álgebra de Lebesgue y µ es la medida
de Lebesgue, por lo que C es medible si C ∈ L. En L se encuentran todos los intervalos
abiertos y cerrados de R (ya que la σ-álgebra de Lebesgue contiene a la de Borel, B, que
es la menor que contiene a los intervalos abiertos), con lo que la unión B de los intervalos
eliminados durante la construcción de C está en L y su complementario también, aplicando
las propiedades 3. y 2. de la definición A.1, respectivamente. Como C es el complementario
de B en I, C = (R \B)∩ I, y ambos están en L, C está en L, aplicando la proposición A.2.

Recordemos que la medida de Lebesgue µ de un intervalo abierto (a, b) ∈ R es su longitud,
esto es, µ ((a, b)) = a − b. Del mismo modo, para un intervalo cerrado [a, b] ∈ R, se tiene
que µ ([a, b]) = a − b. Además, la medida de Lebesgue cumple que la medida de la unión
finita o numerable de una familia de conjuntos disjuntos dos a dos {Ai}i∈J es la suma de
las medidas de los intervalos

µ

(⋃
i∈I

Ai

)
=
∑
i∈I

µ(Ai)

con I finito o numerable (propiedad 1. de la definición A.3 para el caso numerable, o punto
ii. de la proposición A.5 para el caso finito).
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Aśı, podemos utilizar la definición del conjunto de Cantor dada por (2.2), ya que el intervalo
unidad I es la unión del conjunto de Cantor y los intervalos abiertos que se eliminan. En el
primer paso, se elimina un intervalo de longitud 1

3 , en el segundo, a cada uno de los cerrados
que forman A1 se le quita un intervalo de longitud 1

9 , y aśı sucesivamente, de forma que
en el paso n, se elimina de cada uno de los 2n−1 intervalos cerrados de An−1 un intervalo
abierto de longitud 1

3n . De esta forma, la medida del complementario de C en el intervalos
unidad es:

µ (I \ C) =

∞∑
n=1

1

2

(
2

3

)n
= 1

donde se ha aplicado el punto iv. de la proposición A.5 a la sucesión formada por los
complementarios de los An. Aśı, dado que µ(I) = 1, y ya que µ(C) = µ(I) − µ(I \ C),
concluimos que la medida de Lebesgue de C es 0.

C es autosimilar:

Definición 2.7 Se dice que un conjunto X ⊆ R es autosimilar si es la unión disjunta
de copias de si mismo, esto es, si existen funciones s1, s2, ..., sk : R → R tales que para
cualquier x, y ∈ R, y para cada i ∈ {1, 2, ...k}, du(si(x) − si(y)) = cidu(x − y), con ci una
constante y du la métrica de R, y que cumplan que X =

⋃k
i=1 si(X).

Considérense las funciones f y g dadas de la siguiente forma:

f : R −→ R
x 7−→ x

3

g : R −→ R
x 7−→ x+2

3

Sean x, y ∈ R, du(x, y) = |x− y| la métrica usual en R. Se tiene que |f(x)− f(y)| = 1
3 |x− y|

y que |g(x)−g(y)| = 1
3 |x−y|. Además, si c ∈ C, tanto f(c) como g(c) están en C. Aplicando

las definiciones de f y g, se tiene que si c =
∑

n∈N
cn
3n , entonces f(c) =

∑
n∈N

cn
3n+1 ∈ C y

g(c) = 2
3 +

∑
n∈N

cn
3n+1 ∈ C. Podemos ver cómo f y g transforman los elementos de C

expresándolos como sucesiones infinitas, componiéndolas con el homeomorfismo h de C en
{0, 2}N y su inverso, obteniendo f∗ = h ◦ f ◦ h−1 y g∗ = h ◦ g ◦ h−1. Sea c = (c1, c2, ...) ∈ C,
entonces se tiene que f∗(c) = (0, c1, c2, ...) y g∗(c) = (2, c1, c2, ...), esto es, todo lo que hacen
las funciones f∗ y g∗ es mover las coordenadas de los elementos un puesto y en el primero
escribir 0 o 2, respectivamente. Para ver que f(C) ∪ g(C) = C, consideremos un elemento
c = (c1, c2, c3, ...) ∈ C, y vemos que es la imagen de c∗ = (c2, c3, ...) por f∗ o por g∗. Si
c1 = 0, entonces f∗(c∗) = (0, c2, c3...) = c, mientras que si c1 = 2, g∗(c∗) = (2, c2, c3, ...) = c.
Tenemos por tanto que todo elemento de C es imagen de algún elemento de C por f o por
g, y que las imágenes de f y g restringidas a C son disjuntas y están contenidas en C, luego
C es autosimilar.

A continuación, antes de estudiar la dimensión de Hausdorff de C, vamos a estudiar su dimensión
topológica. En este punto seguiremos el caṕıtulo 3 del libro de G.A. Edgar [6], el caṕıtulo 19 del
libro de K. Kuratowski [12] y la sección 29 del libro de S. Willard [17].

C tiene dimensión topológica 0:

Definición 2.8 Se dice que un espacio topológico X es 0-dimensional si cada punto x ∈ X
tiene una base de entornos formada por abiertos y cerrados, o equivalentemente, si para
cada x ∈ X y para cada cerrado F ⊂ X que no contiene a x, existe un conjunto abierto y
cerrado disjunto con F que contiene a x.
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Un primer ejemplo de espacio 0-dimensional es, cuando X es metrizable, el subespacio
D = {x1, ..., xk} de X formado por un conjunto finito de puntos. Si ρ es una medida en
X, entonces tomando ε = mı́n{ρ(xi, xj) : i 6= j} el mı́nimo de las distancias entre los pun-
tos, las bolas B(xi, ε) son conjuntos abiertos y cerrados en D. Por tanto, D es 0-dimensional.

Veamos ahora que C es un conjunto 0-dimensional. Sea c ∈ C y un cerrado F ⊂ C tal
que c 6∈ F . Entonces el conjunto F es la intersección de C con un cerrado F̂ de R, y se
tiene que V̂ = R \ F̂ es un abierto de R que contiene a c, y por tanto existe un inter-
valo abierto Ŵ = (a, b), con a, b ∈ R, tal que c ∈ (a, b) ⊆ V̂ . Ahora, es inmediato que
Ŵl = (a, b) ∩ (−∞, c) y Ŵr = (a, b) ∩ (c,∞) son dos abiertos de R, y existen a∗ ∈ Ŵl y
b∗ ∈ Ŵr tales que a∗, b∗ 6∈ C, ya que en caso contrario Ŵl o Ŵr estaŕıan completamen-
te contenidos en C, que es denso en ninguna parte en R, lo que es imposible. Entonces
Ŵ ∗ = (a∗, b∗) es abierto en R, y W ∗ = Ŵ ∗ ∩ C es un abierto de C, pero además es cerrado
en C, ya que W ∗ = [a∗, b∗]∩C, y [a∗, b∗] es cerrado en R. Por tanto, W ∗ es abierto y cerrado
en C, contiene a c, y es disjunto con F , ya que W ∗ ⊆ V̂ y F ⊆ F̂ = R \ V̂ . Por tanto, C es
0-dimensional.

A continuación, definimos el concepto de espacio 1-dimensional:

Definición 2.9 Un espacio topológico X es 1-dimensional si no es 0-dimensional y cada
punto x ∈ X tiene una base de entornos abiertos con frontera 0-dimensional.

Como ejemplo de espacio 1-dimensional tenemos la recta real R con la topoloǵıa usual. Una
base de abiertos para esa topoloǵıa es la dada por las bolas abiertas B(x, ε) con ε > 0 y
x ∈ R. Las bolas tienen como frontera el conjunto {x−ε, x+ε}, que como hemos visto antes,
es 0-dimensional. Si probamos que R no es 0-dimensional, habremos acabado. Sea E ⊆ R un
subconjunto no vaćıo abierto y cerrado. Como R es conexo, esto implica que E = R, luego
no se puede separar ningún punto x ∈ R de un cerrado no vaćıo con un conjunto abierto y
cerrado.

Las definiciones de espacios de dimensión 0 y 1 son casos particulares de la que se conoce
como dimensión inductiva débil, small inductive dimension, que se define de manera induc-
tiva, partiendo de que la dimensión inductiva de un conjunto es -1 si y sólo si es el conjunto
vaćıo:

Definición 2.10 Un espacio topológico no vaćıo X tiene dimensión inductiva en el punto
p menor o igual que n ∈ N∪{0} , y se representa indpX ≤ n si existe una base de entornos
de p con fronteras de dimensión a lo sumo n− 1.

Se dice que un espacio topológico X tiene dimensión inductiva ≤ n si su dimensión en todos
sus puntos es ≤ n, y se representa indX ≤ n.

Se dice que un espacio topológico X tiene dimensión inductiva n, indX = n, si se cumple
que indX ≤ n, pero no se cumple indX ≤ m para −1 ≤ m < n.

Si no existe n ∈ N ∪ {0} para el que se cumplan las condiciones anteriores, se dice que
indXp =∞ y indX =∞ respectivamente.

Existen otras definiciones de dimensión topológica, como la dimensión inductiva fuerte,
large inductive dimension, o la dimensión de recubrimientos (ver [7]). Sin embargo, todas



28 CAPÍTULO 2. PROPIEDADES DEL CONJUNTO DE CANTOR

ellas coinciden para espacios con propiedades suficientemente buenas, por ejemplo para las
espacios métricos separables (ver teorema 1.7.7 de [7]), en particular, para el conjunto de
Cantor.

Por último introducimos el concepto de dimensión de Hausdorff, para lo que es necesario introducir
las siguientes definiciones. Para simplificar la notación, en este último punto se denotará como
|A| al diámetro de A, que se define como el supremo de las distancias entre dos puntos de A,
considerando la distancia con la métrica usual du de R (la definición general para un espacio
métrico cualquiera está en la definición 1.20.)

C tiene dimensión de Hausdorff log 2
log 3 :

Definición 2.11 Sean un conjunto A ⊆ R y {Dn}n∈N una familia a lo sumo numerable de
conjuntos de diámetro menor o igual que δ > 0, tales que A ⊆

⋃
n∈N Dn, entonces se dice

que la familia {Dn}n∈N es un δ-recubrimiento de A.

Definición 2.12 Dados A ⊆ R, δ > 0 y s ≥ 0, se define Hs
δ (A) de la siguiente manera:

Hs
δ (A) = ı́nf

{∑
n∈N
|Dn|s : {Dn}n∈N es un δ-recubrimiento de A

}

Entonces, se dice que la medida de Hausdorff s-dimensional Hs(A) de A es

Hs(A) = ĺım
δ→0

Hs
δ (A)

Podemos observar que efectivamente Hs es una medida2, y que para un δ fijo, se tienen en
cuenta todos los recubrimientos de diámetro menor o igual que δ, y que conforme disminuye
δ, el número de recubrimientos con estas caracteŕısticas disminuye, lo que supone que el
ı́nfimo aumenta conforme disminuye δ. Por otro lado, para diámetros pequeños, δ < 1, se
tiene inmediatamente que conforme se aumenta s, disminuye Hs

δ (A), ya que∑
n∈N
|Dn|s

′
=
∑
n∈N
|Dn|s

′−s|Dn|s ≤
∑
n∈N

δs
′−s|Dn|s = δs

′−s
∑
n∈N
|Dn|s, con s ≤ s′

y tomando el ı́nfimo, Hs′
δ (A) ≤ Hs

δ (A) si s ≤ s′. Haciendo tender δ a 0, tenemos que
Hs(A) ≥ Hs′(A) si s ≤ s′. De hecho, si 0 ≤ Hs(A) <∞, entonces Hs′(A) = 0 para s < s′,
ya que δs

′−s → 0 cuando δ → 0. Luego en caso de tomar Hs0(A) un valor real distinto de
0, para s mayores tiene que ser 0, mientras que para los s menores no puede ser un número
real, porque entonces para s0 tendŕıa que ser también 0.

Definición 2.13 Dado A ⊆ R, se define la dimensión de Hausdorff, y se representa dimH(A),
como el ı́nfimo de los s ≥ 0 tales que Hs(A) = 0.

dimH(A) = ı́nf{s ≥ 0 : Hs(A) = 0} = sup{s ≥ 0 : Hs(A) =∞}
2La demostración de que es una medida se puede ver en la página 12 de [10], ya que aunque la definición de

medida que se utiliza es diferente a la definición A.3, ambas definiciones son equivalentes, como se explica en el
apéndice.
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A continuación presentamos un lema que será de vital importancia para calcular la dimen-
sión de Hausdorff de C. Recordemos que una medida µ se dice finita si no toma el valor
+∞, y se dice concentrada en M ∈M si µ(X \M) = 0.

Lema 2.14 Sea A ⊆ R un conjunto y µ una medida finita concentrada en F , distinta de
la medida idénticamente nula, y supongamos que para cierto s ≥ 0 existen c > 0 y δ > 0,
de forma que µ(U) ≤ c|U |s, para todo U tal que |U | ≤ δ. Entonces Hs(A) ≥ µ(A)/c y
s ≤ dimH(A).

Demostración: Sean A ⊆ R y µ una medida finita concentrada en F distinta de la idéntica-
mente nula. Fijemos s0 ≥ 0, y supongamos que existen c > 0 y δ > 0 con la condición del
enunciado. Sea {Ui}i∈N un δ-recubrimiento de A. Entonces

0 < µ(A) = µ

(⋃
i∈N

(Ui ∩A)

)
≤
∑
i∈N

µ(Ui ∩A) ≤
∑
i∈N

µ(Ui) ≤ c
∑
i∈N
|Ui|s0

y por lo tanto
µ(A)

c
≤
∑
i∈N
|Ui|s0 =⇒ µ(A)

c
≤ Hs0(A)

Como Hs(A) aumenta conforme disminuye la s, y para el valor s0 inicial

Hs0(A) ≥ µ(A)
c > 0, el ı́nfimo de los s para los que Hs(A) = 0 es mayor que el s0 es-

cogido, y por tanto s0 ≤ dimH(A). �

Tenemos ya todas las herramientas necesarias para poder calcular la dimensión de Haus-
dorff del conjunto de Cantor. En primer lugar, consideremos el recubrimiento {Eki }2

k

i=1 para
k > 1, donde cada Eki es uno de los 2k intervalos cerrados de longitud 1

3k
en los que se

divide Ak. Entonces, si s ≥ 0 y δ = 1
3k

, se tiene que

Hs
δ (C) = ı́nf

{∑
n∈N
|Dn|s : con |Dn| ≤ δ =

1

3k

}
≤

2k∑
i=1

|Eki |s = 2k
(

1

3k

)s
=

(
2

3s

)k
y por tanto

Hs(C) = ĺım
δ= 1

3k
→0

Hs
δ (C) ≤ ĺım

k→∞

(
2

3s

)k
Ahora bien, vemos que si s ∼ 0, el ĺımite tiende a infinito, mientras que para valores de
s > 1, el ĺımite tiende a 0. Para que el ĺımite tienda a un número estrictamente positivo,
tiene que suceder que 2

3s = 1, pues valores más pequeños de la fracción hacen tender el
ĺımite a 0, y valores más altos a infinito. Pero

2

3s
= 1 ⇐⇒ log 2− s log 3 = 0 ⇐⇒ s =

log 2

log 3

De esta manera, tenemos tres casos

1. Si s > log 2
log 3 , entonces Hs(C) ≤ 0

2. Si s = log 2
log 3 , entonces Hs(C) ≤ 1

3. Si s < log 2
log 3 , entonces Hs(C) ≤ ∞
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A partir del primer caso, se obtiene que Hs(C) = 0 para todo s > log 2
log 3 , luego vemos que

dimH(C) = ı́nf{s : Hs(C) = 0} ≤ log 2
log 3 , mientras que los otros dos casos no aportan más

información, razón por la cual necesitamos usar el lema 2.14.

Construyamos rápidamente una medida µ concentrada en C tal que µ(R) = 1 (la cons-
trucción con detalle se muestra en el la sección A.3 de los apéndices). Para cada n ∈ N,
“dividimos” µ entre los 2n intervalos cerrados Eni que forman An, de forma que µ(Eni ) = 2−n

para todo 1 ≤ i ≤ 2n. Si continuamos haciendo esto cuando n tiende a infinito, tenemos que
µ(An) = 1 para todo n, con lo que µ(C) = 1 por la propiedad v de la proposición A.5; por
otro lado, para cada n, la medida µ(R \An) = 0, por lo que para un conjunto disjunto con
C, su medida es 0, puesto que se encuentra en la unión de los complementarios de todos los
An, cuya medida sigue siendo 0. Observemos que la medida de un punto {c} ∈ C es nula,
ya que si fuese un a > 0, existiŕıa un k lo suficientemente grande para el que 2−k < a, de
forma que c ∈ Eki para algún 1 ≤ i ≤ 2k, y se tendŕıa que a = µ({c}) ≤ µ(Eki ) = 2−k, en
contradicción con lo anterior.

Sean 1
32
> δ > 0 y U ⊆ R no vaćıo (esto es, existe un x ∈ U) tal que |U | < 1. Supongamos

que |U | = 0, entonces U = {x} , y se tiene que, si x ∈ C, su medida es nula, como se acaba
de comprobar, y si x 6∈ C, su medida también es nula, puesto que no interseca con C. Por
tanto, los U tales que |U | = 0 cumplen las condiciones del lema 2.14 para cualquier c y s.
Consideremos por tanto que |U | 6= 0, entonces existe un m ∈ N tal que 1

3m+1 ≤ |U | < 1
3m ,

por lo que deducimos que a lo sumo puede estar intersecado con un solo Emi y no puede
intersecar ningún Ekj con k ≥ m que no esté contenido en Emi (ya que como su diámetro es

menor que 1
3m , si interseca a Emi , está completamente contenido en la unión de Emi y los

dos abiertos que se encuentran a sus lados, con lo que podemos dividir el conjunto U en la
parte que interseca a Emi y su complementario, y este último tiene medida 0 por estar en
el complementario de Am, con lo que la medida de U será la medida de U ∩ Emi ). Aśı, la
medida de U a lo sumo es 2−m. Entonces

µ(U) ≤ 2−m = (3
log 2
log 3 )−m = (3−m)

log 2
log 3 ≤ (3|U |)

log 2
log 3 = 2|U |

log 2
log 3

De esta manera, dado s = log 2
log 3 , existen c = 2 y δ = 1

9 tales que todo conjunto U con |U | ≤ 1
9

cumple que µ(U) ≤ c|U |s, y aplicando el lema 2.14, se tiene que Hs(C) ≤ µ(C)
c = 1

2 , y lo que

es más importante, log 2
log 3 = s ≥ dimH(C).

Por tanto, juntando esta cota inferior con la superior que hab́ıamos obtenido antes, tenemos
que dimH(C) = log 2

log 3 , como se queŕıa probar.

Aunque la definición de fractal no está completamente establecida (pág. xx de [9]), podemos
considerar que los conjuntos autosimilares y cuya dimensión de Hausdorff sea estrictamente mayor
que su dimensión topológica son fractales (esta propiedad es la que Mandelbrot originalmente
tomó para definir un fractal). Aśı, como el conjunto de Cantor es autosimilar, tiene dimensión
topológica 0 y dimensión de Hausdorff log 2

log 3 , tenemos que C es un fractal.



Caṕıtulo 3

El Teorema de Hausdorff-Alexandroff

El objetivo de este caṕıtulo es demostrar el teorema 3.15, conocido como Teorema de Hausdorff-
Alexandroff, que dice que todo espacio compacto y métrico es la imagen continua de C. Para ello,
desarrollaremos una serie de resultados que, junto con otros resultados del caṕıtulo 1 y algu-
nas de las propiedades de C vistas en el caṕıtulo 2, serán posteriormente utilizados durante la
demostración del teorema.

3.1. Resultados previos

En esta sección introducimos una serie de lemas que aplicaremos a lo largo del caṕıtulo.
La mayoŕıa de ellos se basan en las definiciones y resultados que introdujimos en el caṕıtulo 1,
especialmente la sección 1.2. Seguiremos principalmente la sección 29 del libro de Willard [17],
junto con el libro de J.R. Munkres [14] y el libro de R. Engelking de topoloǵıa general [8].

Recordemos que un espacio se dice totalmente disconexo si los únicos conjuntos conexos son
los unipuntuales.

Lema 3.1 Un espacio X compacto y Hausdorff es totalmente disconexo si y sólo si para todo par
de elementos distintos x, y ∈ X hay un conjunto abierto y cerrado en X que contiene a x y no a
y.

Demostración: ⇐) Supongamos que existe una componente conexa U de X que no sea unipuntual.
Entonces, se pueden encontrar dos puntos distintos x, y ∈ U . Por hipótesis, existe un conjunto V
que es abierto y cerrado, tal que x ∈ V e y 6∈ V .

Ahora bien, dado que V es cerrado, su complementario X \ V es un abierto que contiene a y.
Por tanto, U se puede separar como:

U = (U ∩ V ) ∪ (U ∩ (X \ V ))

donde U ∩ (X \ V ) y U ∩ V son abiertos disjuntos no vaćıos en U . Por tanto, U no es conexo, y
las únicas componentes conexas de X son las unipuntuales.

⇒) Sean x, y ∈ X dos puntos distintos, veamos que se puede encontrar un conjunto abierto
y cerrado que contenga a x pero no a y. Consideremos la familia formada por los Vi abiertos y
cerrados que contienen a x,

{Vi}i∈I = {Vi ⊆ X : x ∈ Vi, Vi, X \ Vi son abiertos}

31
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cuya intersección,

V =
⋂
i∈I

Vi

se conoce como la quasicomponente de x, y es claramente un conjunto cerrado, aunque no tiene
por qué ser abierto. Si probamos que y 6∈ V , entonces existe al menos un Vi que no contenga a
y. Para ello, podemos ver que V es conexo, y atendiendo a la hipótesis de que X es totalmente
disconexo, V tendrá que ser unipuntual, y contener únicamente a x. Supongamos, por tanto, que
V = Q1 ∪ Q2, con Q1, Q2 abiertos en V disjuntos y x ∈ Q1. Como V es cerrado, Q1, Q2 son
cerrados en X, y por ser X un espacio Hausdorff y compacto, es normal, con lo que se pueden
encontrar dos abiertos disjuntos U1, U2 en X tales que Q1 ⊆ U1 y Q2 ⊆ U2, y se tiene que
V = Q1 ∪Q2 ⊆ U1 ∪ U2.

Como U1 ∪ U2 es abierto, y {Vi}i∈I es una familia de cerrados cuya intersección está en el
abierto, podemos aplicar el lema 1.13, obteniendo una subfamilia finita {Vi1 , Vi2 , ..., Vik} cuya
intersección también está contenida en U1 ∪ U2.

V = Q1 ∪Q2 ⊆ V =
k⋂

n=1

Vin ⊆ U1 ∪ U2

Vemos que V es abierto y cerrado, por ser intersección finita de abiertos y cerrados, y por lo
tanto, U1 ∩ V es abierto; para ver que es cerrado, consideremos su adherencia:

U1 ∩ V ⊆ U1 ∩ V = U1 ∩ V ∩ (U1 ∪ U2) = (U1 ∩ V ∩ U1) ∪
(
U1 ∩ V ∩ U2

)
donde en la primera igualdad se ha utilizado que U1 ∪ U2 contiene a V. Observamos que
U1 ∩ V ∩ U1 = U1 ∩ V, mientras que U1 ∩ V ∩ U2 = ∅, ya que de existir un z ∈ U1 ∩ U2, co-
mo U2 es abierto, se tendŕıa que U1∩U2 6= ∅, lo cual no es posible, dado que U1 y U2 son disjuntos.

De esta manera, se tiene que U1 ∩ V = U1 ∩ V, con lo que es cerrado y abierto, y contiene a
x (ya que x está en U1, porque contiene a Q1, y en V), por lo que pertenece a la familia {Vi}i∈I ,
y por tanto V ⊆ U1 ∩ V. Dado que Q2 está contenido tanto en V como en U2, y este último es
disjunto con U1, se tiene a la fuerza que Q2 es el conjunto vaćıo, y V es conexo. Por tanto, y 6∈ V ,
por lo que existe un i ∈ I tal que y 6∈ Vi, y Vi es un abierto y cerrado que contiene a x, como se
queŕıa demostrar. �

El enunciado de este resultado recuerda a la definición de espacio 0-dimensional. De hecho,
de la definición 2.8 y de este lema se desprende que un espacio X compacto y Hausdorff es
0-dimensional si y sólo si es totalmente disconexo (la implicación 0-dimensional implica totalmente
disconexo es inmediata con lo visto, mientras que el rećıproco se tiene del hecho de que un cerrado
F en X es compacto, luego si {Vy}y∈F es una familia de abiertos y cerrados que no contienen
a x para cada y ∈ F , por el lema 1.12 existe una subfamilia finita cuya unión contiene a F ,
y su complementario es un abierto y cerrado disjunto con F que contiene a x). El siguiente
lema asegura la existencia de un recubrimiento formado por abiertos y cerrados de diámetro
arbitrariamente pequeño. Recordemos que definimos diámetro de un conjunto como el supremo
de las distancias entre dos puntos del conjuntos (definición 1.20).

Lema 3.2 Sea X un espacio métrico, compacto, y totalmente disconexo. Entonces, para todo
ε > 0 es posible encontrar un recubrimiento finito de X formado por conjuntos abiertos y cerrados
de diámetro estŕıctamente menor que ε.
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Demostración: Sea X en las condiciones del enunciado. Fijemos ε > 0 y x ∈ X. Sea
V = {Vi : x ∈ Vi, Vi y X \ Vi son abiertos de X}. Sabemos que la intersección de todos los Vi es
la cuasicomponente de x, y como X es un espacio Hausdorff (por ser espacio métrico), compacto
y totalmente disconexo, la cuasicomponente es conexa e igual a x (ver la demostración del lema
3.1). Sea ahora la bola abierta B(x, ε2) centrada en x y de radio ε

2 . Como x ∈ B(x, ε2) y X es
compacto, podemos asegurar en virtud del lema 1.13 que existe una familia finita {Vi1 , Vi2 , ..., Vik}
de elementos de V , tal que su intersección está contenida en B(x, ε2). Se tiene aśı un conjunto
abierto y cerrado Fx

Fx =
k⋂
j=1

Vij

cuyo diámetro es menor que ε, ya que dados dos puntos dentro de Fx, y por ende, de la bola,
estos tienen una distancia con x menor que ε

2 , con lo que la distancia entre ellos debe ser menor
o igual que ε.

Aśı, podemos construir la familia de Fx para cada x ∈ X, que forma un recubrimiento por
abiertos y cerrados de X con diámetro estrictamente menor que ε, y por ser X compacto, existe
un subrecubrimiento finito {Fx1 , Fx2 , ..., Fxj} de X. �

De este resultado obtenemos el siguiente corolario, que asegura que podemos encontrar una
familia de recubrimientos {Un}n∈N tales que los diámetros tiendan a 0 y de forma que cada
recubrimiento refine al anterior. Antes de ver el resultado, definamos que entendemos por refinar.

Definición 3.3 Sean U ,V dos recubrimientos de X. Se dice que U refina a V , y se escribe
U < V , si y sólo si cada U ∈ U está contenido en algún V ∈ V .

Corolario 3.4 Sea X un espacio métrico, compacto y totalmente disconexo. Entonces para cada
n=0,1,2,... existe un recubrimiento finito Un de X formado por abiertos y cerrados disjuntos de
diámetro estrictamente menor que 1

2n tal que Un+1 < Un para cada n ≥ 0.

Demostración: Como X es espacio métrico, compacto y totalmente disconexo, por el lema 3.2
existe un recubrimiento finito U , cuyos conjuntos son abiertos y cerrados, y tienen diámetro
menor que 1, esto es, U = {U1, ..., Uk}. Definimos ahora los siguientes conjuntos:

U ′1 = U1, U ′2 = U2 \ U1, ... , U ′k = Uk \ (U1 ∪ ... ∪ Uk−1)

Aśı, U0 = {U ′1, ..., U ′k} es un recubrimiento por abiertos y cerrados finito, y los conjuntos son
disjuntos y de diámetro menor que 1.

Supongamos que hemos definidos los recubrimientos U0, ...,Un−1, con Un−1 = {V1, ..., Vl},
aplicando de nuevo el lema 3.2 podemos construir un recubrimiento finito F = {F1, F2, ..., Fm}
de X por abiertos y cerrados de diámetro menor que 1

2n . Considerando ahora cada elemento
de F , tomamos su intersección con cada uno de los elementos de Un−1, obteniendo una familia
Fi = {Fi∩Vj : 1 ≤ j ≤ l}. Observamos que los elementos de Fi son conjuntos abiertos y cerrados,
y tienen diámetro menor que 1

2n . Definimos ahora la familia

W =

m⋃
i=1

Fi = {Wi,j : Wij = Fi ∩ Vj}
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que es un recubrimiento de X formado por un número finito de conjuntos abiertos y cerrados,
todos ellos de diámetro menor que 1

2n . Para ver que es un recubrimiento de X, basta ver que

m⋃
i=1

l⋃
j=1

Wi,j =

m⋃
i=1

l⋃
j=1

(Fi ∩ Vj) =

m⋃
i=1

Fi ∩
 l⋃
j=1

Vj

 =

m⋃
i=1

Fi = X

Vemos además que W refina a Un−1, ya que cada elemento de W está contenido en un elemento
de Un−1.

Por último, de forma análoga a la construcción de U0, tenemos que Un es la familia

Un =

W1,1,W1,2 \W1,1, ...,Wm,l \

 ⋃
0<i<m
0<j<l

Wi,j




Vemos que los elementos de Un siguen siendo abiertos y cerrados, y de radio menor que 1
2n ; y

además cada uno está contenido en un elemento de Un−1, por lo que Un < Un−1. �

El último resultado de esta sección será clave para la demostración del teorema 3.13, que
precede al Teorema de Hausdorff-Alexandroff. El lema nos permite asegurar que si tenemos un U
abierto y un número entero positivo, podemos encontrar una familia de abiertos disjuntos cuya
unión sea U , y que el cardinal de la familia sea ese número entero.

Lema 3.5 Sea X un espacio topológico compacto, totalmente disconexo, perfecto y Hausdorff.
Entonces, si U es un abierto no vaćıo de X y n ∈ N, existe una familia de abiertos no vaćıos
disjuntos dos a dos {Ui}i∈I tal que U = U1 ∪ ... ∪ Un, con I = {1, 2, ..., n}.

Demostración: El caso n = 1 se tiene tomando U1 = U . Probemos que este lema se cumple para
n = 2: Si U es un abierto no vaćıo en X, no puede contener un solo punto, ya que al ser X
perfecto, todo punto es punto de acumulación. Sean p, q ∈ U dos puntos distintos. Aplicando el
lema 3.1 se puede encontrar un conjunto abierto y cerrado V ⊂ X tal que p ∈ V y q 6∈ V . Por
último, se tiene que U = (U ∩ V ) ∪ (U ∩ (X \ V )), donde tanto U ∩ V como U ∩ (X \ V ) son
abiertos por ser intersección finita de abiertos.

Supongamos ahora que el lema es cierto para n = k − 1. Si ahora se quiere probar el caso
n = k, basta dividir U en k − 1 abiertos disjuntos, tomar uno de esos abiertos, y aplicar el lema
para el caso n = 2, dividiendo dicho abierto en dos abiertos no vaćıos disjuntos entre si y disjuntos
con los otros k − 2 abiertos restantes. De esta manera se tiene U como unión de k abiertos no
vaćıos disjuntos dos a dos. �

3.2. Sucesiones de ĺımite inverso

En esta sección introducimos el concepto de sucesión de ĺımite inverso y algunas de sus pro-
piedades. Seguiremos la sección 29 del libro de S. Willard [17].
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Definición 3.6 Sean X0, X1, ... espacios topológicos y fn una aplicación continua de Xn en
Xn−1, para todo n = 1, 2, ... . La sucesión

X0
f1←− X1

f2←− X2 ←− ...

se denomina sucesión de ĺımite inverso, y se denota como 〈Xn, fn〉. El espacio ĺımite inverso de
la sucesión es el siguiente subconjunto de

∏∞
n=0Xn:

X∞ = {(x0, x1, ...) : fn(xn) = xn−1 para cada n}

donde en X∞ consideramos la topoloǵıa de subespacio inducida por la de
∏∞
n=0Xn.

A continuación presentamos algunos ejemplos. En primer lugar, si tenemos una familia de
espacios topológicos {Xn}∞n=0 tales que Xn+1 ⊆ Xn para todo n, y consideramos las aplicaciones
in+1 : Xn+1 → Xn dadas por las inclusiones, tenemos que X∞ es homeomorfo a

⋂∞
n=0Xn. Un

caso particular del anterior es en el que Xn = X para todo n, de forma que X∞ = X.
Observemos que, si tomamos Xn = (n,∞) ⊆ R, entonces

⋂∞
n=0Xn = ∅, luego X∞ puede ser

vaćıo. Por eso, en el lema 3.8 se dan condiciones bajo las cuales podemos asegurar que X∞ es no
vaćıo.

Definición 3.7 Sean 〈Xn, fn〉 e 〈Yn, gn〉 sucesiones de ĺımite inverso. Una aplicación
Φ = (φn)n de 〈Xn, fn〉 en 〈Yn, gn〉 es una sucesión de aplicaciones φn : Xn → Yn tal que pa-
ra todo n ≥ 1 se tiene que φn−1 ◦ fn = gn ◦ φn. Se dice que Φ es continua, si cada φn lo es, y
sobreyectiva, si cada φn lo es. La aplicación Φ induce una aplicación inducida φ : X∞ −→ Y∞
definida por

φ((x0, x1, ...)) = (φ0(x0), φ1(x1), ...)

Vemos que φ((x0, x1, ...)) ∈ Y∞, puesto que si (x0, x1, ...) ∈ X∞, y φn(xn) ∈ Yn es la n-ésima
coordenada, tenemos que gn(φn(xn)) = φn−1(fn(xn)) = φn−1(xn−1) ∈ Yn−1.

X0

φ0
��

X1
f1oo

φ1
��

X2
f2oo

φ2
��

· · ·f3oo Xn−1
fn−1oo

φn−1

��

Xn
fnoo

φn
��

· · ·
fn+1oo

Y0 Y1
g1oo Y2

g2oo · · ·g3oo Yn−1
gn−1oo Yn

gnoo · · ·
gn+1oo

Figura 3.1: Esquema las sucesiones.

Lema 3.8 Si 〈Xn, fn〉 es una sucesión de ĺımite inverso de espacios no vaćıos, compactos y
Hausdorff, entonces X∞ es también no vaćıo, compacto y Hausdorff.

Demostración: Como todos los espacios Xn son no vaćıos, compactos y Hausdorff, entonces el
espacio producto

∏∞
n=0Xn es también no vaćıo, compacto y Hausdorff. Como el espacio producto

es Hausdorff, X∞, que es subconjunto de
∏∞
n=0Xn, también es Hausdorff.

Sea Yn = {(x0, x1, ...) ∈
∏∞
n=0Xn : fn(xn) = xn−1}. Entonces X∞ =

⋂∞
n=0 Yn. Veamos que

Yn es cerrado en
∏∞
n=0Xn. Si z = (z0, z1, ...) 6∈ Yn, entonces fn(zn) 6= zn−1, y existen un par de

abiertos disjuntos U, V de Xn−1 tales que fn(zn) ∈ U y zn−1 ∈ V . Como fn : Xn → Xn−1 es una
aplicación continua, existe un entorno W de zn en Xn tal que fn(W ) ⊆ U , y entonces si tomamos

∞∏
k=0

Uk, con Uk =


W si k = n− 1
V si k = n
Xk en otro caso
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tenemos que
∏∞
k=0 Uk es un entorno de (z0, z1, ...) disjunto de Yn, con lo que Yn es cerrado. Como

X∞ es la intersección de los Yn cerrados en
∏∞
n=0Xn, que es compacto, entonces X∞ también es

compacto.

Por último, para ver que X∞ es no vaćıo, consideremos los cerrados Zj = ∩ji=1Yi, de forma
que Zj+1 ⊆ Zj para todo j ≥ 1, y X∞ =

⋂∞
j=1 Zj . Aśı, como el espacio producto

∏∞
n=0Xn es

compacto, si se tiene que cada Zj es no vaćıo, entonces en virtud del lema 1.10, la intersección
de todos los Zj , que es X∞, es no vaćıa. En primer lugar, observamos que Z1 = Y1 es distinto
del vaćıo, puesto que Y1 = f1(X1) ×

∏∞
n=1Xn. Por otro lado, para j ≥ 2, si consideramos un

elemento (xi)
∞
i=0 ∈

∏∞
i=0Xi, podemos encontrar otro elemento (yi)

∞
i=0 definido por

yi =



xi si i ≥ j
fj(xj) si i = j − 1
fj−1(fj(xj)) si i = j − 2
...
(f2 ◦ ... ◦ fj)(xj) si i = 1
(f1 ◦ f2 ◦ ... ◦ fj)(xj) si i = 0

de forma que (yi)
∞
i=0 ∈

⋂j
l=1 Yl = Zj , luego Zj también es distinto del vaćıo. Por tanto X∞ es un

espacio no vaćıo, compacto y Hausdorff, como se queŕıa probar.
�

El siguiente lema da condiciones bajo las cuales podemos asegurar que la aplicación φ entre dos
sucesiones de ĺımite inverso es continua o sobreyectiva.

Lema 3.9 Sean 〈Xn, fn〉 e 〈Yn, gn〉 dos sucesiones de ĺımite inverso, y Φ una aplicación entre
ellas. Entonces:

a) Si Φ es continua, también lo es la aplicación inducida φ.

b) Si Φ es continua y sobreyectiva, y todos los espacios Xn e Yn son compactos y Hausdorff,
entonces φ también es continua y sobreyectiva.

Demostración: a) Supongamos que Φ es continua. Sean πn :
∏∞
k=0Xk → Xn y π′n :

∏∞
k=0 Yk → Yn

las proyecciones n-ésimas. La aplicación φ es continua si π′n ◦ φ es continua para todo n ≥ 0.
Como

π′n ◦ φ(x0, x1, ...) = π′n(φ0(x0), ..., φn(xn), ...) = φn(xn)

que es continua, entonces φ también lo es.

b) La continuidad de φ se tiene por el apartado anterior. Sea (y0, y1, ...) ∈ Y∞, y para cada
n, sea An = φ−1n (yn). Entonces An es no vaćıo, ya que Φ es sobreyectiva, y Hausdorff, por ser
subconjunto de Xn, que es Hausdorff. Por último, como Yn es Hausdorff, yn es cerrado, y como
φn es continua, An es un cerrado en Xn, que es compacto, luego An es compacto. Sea hn = fn|An ,
la sucesión

A0
h1←− A1

h2←− A2 ←− ...

es una sucesión de ĺımite inverso, ya que las hn son continuas, y tenemos que hn(An) ⊆ An−1.
Veamos que se cumple esta última contención. Dado xn ∈ An, se tiene que hn(xn) ∈ An−1 si y
sólo si φn−1(hn(xn)) = yn−1. Como

φn−1(hn(xn)) = φn−1(fn(xn)) = gn(φn(xn)) = gn(yn) = yn−1
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se tiene que hn(An) ⊆ An−1.
Aśı, aplicando el lema 3.8, tenemos que A∞ es no vaćıo, compacto y Hausdorff. Por último,

dado un (x0, x1, ...) ∈ A∞, se tiene que φ((x0, x1, ...)) = (φ0(x0), φ1(x1), ...) = (y0, y1, ...), con lo
que φ es sobreyectiva. �

Antes de continuar, introducimos el concepto de partición, y de sucesión derivada de una
partición.

Definición 3.10 Una partición de un conjunto X es una colección de subconjuntos disjuntos de
X que recubren X, es decir, cuya unión es el propio X.

Definición 3.11 Si U0,U1, ... es una sucesión de particiones de un espacio X tales que Un+1

refina a Un para todo n ≥ 0, entonces la sucesión derivada de U0,U1, ... es la sucesión de ĺımite
inverso 〈Yn, fn〉,

Y0
f1←− Y1

f2←− Y2 ←− ...
donde Yn es el espacio discreto que tiene como elementos los conjuntos de la partición Un, y fn
lleva cada elemento de Un en el único elemento de Un−1 que lo contiene.

A lo largo de lo que resta de memoria, supondremos que todos los conjuntos de una partición
son no vaćıos. El siguiente teorema permite utilizar sucesiones de particiones para construir una
sucesión de ĺımite inverso cuyo espacio ĺımite inverso sea homeomorfo al original. Su utilidad se
hará evidente en la siguiente sección.

Lema 3.12 Sea X un espacio métrico, compacto y totalmente disconexo, y sea (Un)∞n=0 una
sucesión de recubrimientos finitos por abiertos y cerrados disjuntos, de forma que para el n-ésimo
recubrimiento sus elementos tienen diámetro estrictamente menor que 1

2n , y tales que Un+1 refina
a Un para todo n. Entonces, si 〈Yn, fn〉 es la sucesión derivada de la sucesión (Un)∞n=0, el espacio
X es homeomorfo al espacio ĺımite inverso Y∞.

Demostración: En primer lugar, tenemos garantizada la existencia de una sucesión de recubri-
mientos con las propiedades del enunciado por el corolario 3.4. Los espacios Yn son no vaćıos y
compactos, ya que tienen un número finito pero no nulo de elementos; y son espacios Hausdorff,
puesto que los Yn tienen la topoloǵıa discreta. Aśı, Y∞ también es un espacio no vaćıo, compacto
y Hausdorff, aplicando el lema 3.8. Para cada n, definimos

φn : X −→ Yn
x 7−→ φn(x) = U

donde U ∈ Yn es el único conjunto del recubrimiento Un tal que x ∈ U .
Entonces (φn) es una aplicación de 〈X, i〉, donde i es la identidad, en 〈Yn, fn〉, ya que dado

x ∈ X,
φn−1 ◦ i(x) = φn−1(x) = U

con U ∈ Yn−1 tal que x ∈ U ; y por otra parte, si consideramos el único elemento V ∈ Yn tal que
x ∈ V , se tiene que

fn ◦ φn(x) = fn(V ) = UV

donde UV es el único abierto de Yn−1 tal que V ⊆ UV . Como los elementos de Yn−1 son conjuntos
disjuntos y x ∈ U ∩UV , se tiene que UV = U , con lo que φn−1 ◦ i(x) = fn ◦φn(x), como se queŕıa
probar.

Además, para cada n, se tiene que:
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φn es continua. Para verlo, como Yn tiene la topoloǵıa discreta, basta ver que dado U ∈ Yn,
se tiene que φ−1n (U) es un conjunto abierto de X. Como φ−1n (U) = U , esto se cumple.

φn es sobreyectiva. Dado U ∈ Yn, como U es un elemento no vaćıo de una partición Un de
X, entonces existe x ∈ X tal que x ∈ U , luego φn(x) = U .

De esta manera, la función inducida φ : X → Y∞ es continua y sobreyectiva por el lema 3.9.
Por otra parte, como es continua, X es compacto, e Y∞ es Hausdorff, entonces la aplicación φ es
cerrada, y solo queda comprobar que es inyectiva.

Si tomamos x, y ∈ X, con x 6= y, entonces ρ(x, y) = ε > 0, con ρ la métrica de X. Entonces
ε
2 >

1
2n para n suficientemente grande, y como los elementos de Un tienen diámetro menor que

1
2n , x e y no pueden estar en el mismo conjunto de Un, con lo que φn(x) 6= φn(y), y entonces
φ(x) 6= φ(y).

�

3.3. El Teorema de Hausdorff-Alexandroff

Una vez hemos llegado a esta sección, ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema
de Hausdorff-Alexandroff. Para ello, primero probaremos el teorema 3.13, que como corolario
inmediato tiene el conocido como Teorema de Brouwer. Seguiremos el caṕıtulo 30 de [17] y el
libro de Hocking y Young [11].

Teorema 3.13 Dos espacios métricos, compactos, perfectos y totalmente disconexos son homeo-
morfos.

Demostración: Sean X,Y dos espacios métricos, compactos, perfectos y totalmente disconexos.
Sean (Un)n≥1 y (Vn)n≥1 dos sucesiones de recubrimientos finitos de X e Y , respectivamente,
tales que los recubrimientos están formados por abiertos y cerrados disjuntos, los conjuntos del
n-ésimo recubrimiento tienen diámetro estrictamente menor que 1

2n , y Un+1 < Un y Vn+1 < Vn
para todo n ≥ 1. La existencia de los recubrimientos está garantizada por el corolario 3.4, y lo
que es más, se puede garantizar también que U1 y V1 tienen el mismo número de elementos, en
virtud del lema 3.5.

Ahora, si escribimos U1 = {U1,1, ..., U1,n} y V1 = {V1,1, ..., V1,n}, entonces cada U1,i es la unión
finita de elementos de U2, y cada V1,i es la unión de elementos de V2. Aplicando el lema 3.5 a cada
U1,i y a cada V1,i, podemos suponer que ambas uniones tienen el mismo número de elementos,
de forma que U2,j ⊆ U1,k si y sólo si V2,j ⊆ V1,k. Continuamos de esta manera para cada n, de
forma que Un y Vn tengan el mismo número de elementos,y Un,j ⊆ Un−1,k si y sólo si Vn,j ⊆ Vn−1,k.

Sean 〈Xn, fn〉 e 〈Yn, gn〉 las sucesiones derivadas de (Un) e (Vn) respectivamente. Se definen,
para cada n,

φn : Xn −→ Yn
Un,j 7−→ Vn,j

Observamos que φn es un homeomorfismo entre Xn e Yn por ser una aplicación biyectiva entre
dos espacios con la topoloǵıa discreta.
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Como los espacios Xn e Yn son espacios no vaćıos, discretos y finitos, entonces son espacios no
vaćıos, compactos y Hausdorff, luego aplicando el lema 3.9, se tiene que φ : X∞ → Y∞ es continua
y sobreyectiva. Por otro lado, sean (U1, U2, ...) y (U∗1 , U

∗
2 , ...) dos elementos distintos de X∞. Esto

implica que existe un m ∈ N∪{0} tal que Um 6= U∗m, y por ser φm inyectiva, φm(Um) 6= φm(U∗m),
con lo que φ((U1, U2, ...)) 6= φ((U∗1 , U

∗
2 , ...)), y entonces φ es inyectiva. Además, aplicando el lema

3.8 tenemos que X∞ e Y∞ son no vaćıos, compactos y Hausdorff, por lo que φ es cerrada, por
ser una aplicación continua de un espacio compacto en un espacio Hausdorff. Por tanto, φ es un
homeomorfismo entre X∞ e Y∞. Pero como X∞ ∼= X e Y∞ ∼= Y por el lema 3.12, entonces se
tiene que X ∼= Y , como se queŕıa probar. �

Del anterior teorema tenemos como consecuencia inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.14 (Teorema de Brouwer) Todo espacio no vaćıo metrizable, compacto, perfecto
y totalmente disconexo es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Demostración: Como hemos visto en la sección 2.2, el conjunto de Cantor es un espacio no vaćıo
metrizable, compacto, perfecto y totalmente disconexo. Entonces, aplicando el teorema anterior,
C es homeomorfo a cualquier otro espacio no vaćıo metrizable, compacto, perfecto y totalmente
disconexo. �

Este corolario tiene como consecuencia que que todos los espacios no vaćıos, compactos, métri-
cos, perfectos y totalmente disconexos son iguales, salvo homeomorfismo, al conjunto de Cantor.
De hecho, aunque nosotros hayamos reservado el nombre de conjunto de Cantor al subconjunto
de la recta real que dado por la ecuación (2.2) o a {0, 2}N, en general, a los espacios no vaćıos,
compactos, métricos, perfectos y totalmente disconexos se les suele llamar conjuntos de Cantor.
Con el anterior corolario, tenemos ya todas las herramientas necesarias para probar el Teorema
de Huasdorff-Alexandroff, según el cual todo espacio compacto y métrico es la imagen por una
aplicación continua del conjunto de Cantor.

Teorema 3.15 (de Hausdorff-Alexandroff) Todo espacio métrico compacto X es la imagen
continua del conjunto de Cantor.

Demostración: Sea X un espacio compacto y métrico. Entonces, para cada n ∈ N, consideramos
un recubrimiento finito Un de X por cerrados Un,i de diámetro estrictamente menor que 1

2n ,
donde cada Un,i es la clausura de un abierto no vaćıo de X; de forma que Un+1 < Un para cada
n, esto es, Un+1 refina a Un.

Veamos que podemos encontrar una familia de recubrimientos con estas caracteŕısticas. Sea
n = 1, y ρ una métrica en X. Consideremos el recubrimiento por abiertos {W1,x}x∈X , donde

W1,x = Bρ(x, 2
−3). Por ser X compacto, existe un subrecubrimiento finito {W1,xi1

}k1i1=1. Renom-
bremos a los abiertos como V1,i1 = W1,xi1

, y denotemos por U1,i1 a la clausura de V1,i1 para

cada i1. Entonces la familia U2 = {U1,i1}ki1=1 es un recubrimiento finito de X formado por la
clausura de abiertos no vaćıos. Veamos que el diámetro de U1,i1 es menor o igual que 2−2. Sea
y ∈ U1,i1 \ V1,i1 , supongamos que ρ(xi1 , y) = 2−3 + ε, con ε > 0. Entonces Bρ(y,

ε
2) tiene inter-

sección no vaćıa con V1,i1 por ser y un punto de la clausura, y existe un z ∈ Bρ(y,
ε
2) ∩ V1,i1 .

Pero 2−3 + ε = ρ(xi1 , y) ≤ ρ(xi1 , z) + ρ(z, y) < 2−3 + ε
2 , de donde se deduce que ε < 0.

Luego ρ(xi1 , y) ≤ 2−3 para todo y ∈ U1,i1 , y por tanto, dados y1, y2 ∈ U1,i1 , se tiene que
ρ(y1, y2) ≤ ρ(y1, xi1) + ρ(xi1 , y2) ≤ 2−2. Aśı, el diámetro de U1,i1 es estrictamente menor que
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1
2 , como queŕıamos comprobar.

Para n = 2, consideremos los conjuntos abiertos W2,x de la forma W2,x = Bρ(x, 2
−4), para

x ∈ X, y la familia de abiertos W2,x,i1 = V2,x ∩W1,xi1
. Esta familia es un recubrimiento de X,

por lo que existe un subrecubrimiento finito {W2,xj ,i1j}rj=1. Consideremos los conjuntos W2,xj ,i1j

distintos del vaćıo, y los renombramos V2,i2 , obteniendo una familia finita {V2,i2}
k2
i2=1 de abiertos

no vaćıos que recubren X. Por último, consideramos la familia U2 = {U2,i2}
k2
i2=1 formada por las

clausuras de los V2,i2 . Entonces U2 es un recubrimiento finito de X formado por la clausura de
abiertos no vaćıos. Además, utilizando el mismo argumento que antes, la adherencia W 2,xj de
W2,xj = Bρ(xj , 2

−4) tiene diámetro estrictamente menor que 2−2, y como cada V2,i2 ⊆W2,xj para

algún j, tenemos que U2,i2 ⊆W 2,xj , y entonces U2,i2 tiene diámetro estrictamente menor que 2−2.
Por otra parte, para cada U2,i2 , existe un i1 y un xj tales que V2,i2 = W2,xj ,i1 ⊆ V1,i1 , con lo que la
adherencia U2,i2 está contenida en la adherencia de V1,i1 , que es U1,i1 . Por tanto, concluimos que
U2 es un recubrimiento finito de X formado por la clausura de abiertos no vaćıos cuyo diámetro
es estrictamente menor que 1

4 , y de forma que U2 < U1. Procediendo de este modo para cada n,
podemos obtener una familia de recubrimientos con las caracteŕısticas del enunciado. Escribimos
cada Un = {Un,1, Un,2, ..., Un,kn}.

Antes de comenzar la prueba del teorema, vamos a dar unas ĺıneas generales de cómo está
estructurada la prueba. En primer lugar, vamos a construir una sucesión de ĺımite inverso 〈Vn, fn〉
a partir de la familia de recubrimientos {Un}, de forma que exista una aplicación continua
φn : Vn → X. Aśı, podremos definir una aplicación continua φ entre V∞ y X. En la segunda
parte de la demostración, se construirá una aplicación f continua entre C y V∞, para lo que
resultará esencial el corolario 3.14, de forma que la composición φ ◦ f sea una aplicación continua
entre C y X, como queremos demostrar.

Nos fijamos ahora en U1. Para cada U1,i ∈ U1 podemos definir el conjunto
V1,i = {(u, i) : u ∈ U1,i} = U1,i × {i}, esto es, los elementos del espacio producto X × N ta-
les que su imagen por la primera proyección π1 : X × N → X es un elemento de U1,i, y su
proyección por la segunda proyección π2 : X × N → N es i. Observemos que la restricción de la
primera proyección φ1 nos da un homeomorfismo de V1,i en U1,i. Además, vemos que si j 6= l,
entonces V1,j ∩V1,l = ∅, puesto que de lo contrario tendŕıamos un elemento (u, i) con i = j e i = l.
Vemos entonces que lo que hemos conseguido aśı es que los V1,i sean disjuntos, ya que los U1,i en
principio no teńıan porqué ser disjuntos. Definimos ahora

V1 :=

k1⋃
i=1

V1,i =

k1⋃
i=1

(U1,i × {i}) ⊆ X × {1, 2, ..., k1}

esto es, V1 es la unión disjunta de los V1,i. Por último, definimos una aplicación φ1 : V1 → X tal
que φ1((u, i)) = u, que es continua, por ser la restricción de la proyección π1 a V1, y es sobreyec-
tiva, ya que cada elemento de X está al menos en un U1,i.

Fijémonos ahora en U2. Como U2 < U1, cada U2,i está contenido en un U1,j . Podemos por
tanto definir V2,i1,i2 = {(u, i1, i2) : u ∈ U2,i2 ⊆ U1,i1} = U2,i2 ×{i1}× {i2}, de forma que V2,i1,i2 es
un cerrado de X×N2 homeomorfo a U2,i2 . Además, comprobamos que los V2,i1,i2 son disjuntos, ya
que dados dos distintos, un elemento de su intersección tendŕıa que tener todas las coordenadas
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iguales, en particular, la segunda y la tercera, y seŕıan por tanto iguales. Definimos el espacio

V2 :=

k2⋃
j=1

 ⋃
U1,i⊇U2,j

V2,i,j

 ⊆ X × {1, 2, ..., k1} × {1, 2, ..., k2}
esto es, V2 es la unión disjunta de los V2,i1,i2 . Vemos que en V2 hay para cada U2,i2 tantos V2,i1,i2 co-
mo conjuntos U1,i1 conteńıan a U2,i2 . Por otro lado, definimos la aplicación
φ2 : V2 → X tal que φ1((u, i1, i2)) = u, que es continua, por ser la restricción de la proyec-
ción π1 a V2, y es sobreyectiva, ya que cada elemento de X está al menos en un U2,i. Por último,
definimos la aplicación

f2 : V2 → V1

(u, i1, i2) 7→ (u, i1)

Como f2 es continua en cada V2,i1,i2 , que son cerrados y disjuntos en V2, también es continua en
V2 por el lema de pegado.

Repitiendo este proceso para cada Un, se consigue un par de sucesiones de ĺımite inverso
〈Vn, fn〉 y 〈X, i〉, donde i es la identidad en X, y una aplicación Φ = (φn)n∈N entre ellas. Es
importante notar que en cada Vn los conjuntos Vn,i1,...,in son cerrados disjuntos de Vn. Como hay
un número finito Um,im en Um y hay un número finito de Um con m ≤ n, hay un número finito
de Vn,i1,...,in . Por tanto, cada Vn,i1,...,in es el complementario en Vn de la unión finita de cerrados,
por lo que es abierto en Vn. Observamos además que, para cada n ≥ 2 y v = (u, i1, i2, ..., in) ∈ Vn,
se tiene que i ◦ φn(v) = i(u) = u y φn−1 ◦ fn(v) = φn−1((u, i1, i2, ..., in−1)) = u, con lo que se
cumple la condición necesaria para que Φ sea aplicación entre 〈Vn, fn〉 y 〈X, i〉.

V1

φ1
��

V2
f2oo

φ2
��

V3
f3oo

φ3
��

· · ·f4oo

X oo
i

X oo
i

X oo
i · · ·

Figura 3.2: Esquema las sucesiones.

Veamos que propiedades tienen los Vn. En primer lugar son compactos, ya que son la unión fi-
nita de los Vn,i1,i2,...,in , que son compactos por ser el producto finito de compactos (nótese que Un,in
es compacto por ser un cerrado en X compacto). Además, los Vn son espacios métricos, y por tan-
to Hausdorff, por estar contenidos en el producto finito de espacios métricos X×

∏n
i=1{1, 2, ..., ki}.

Por último, son no vaćıos, ya que cada punto u de X está contenido en algún Un,in ∈ Un, y como
Un < Un−1 < ... < U1, existen i1, ..., in−1 tales que u ∈ Un,in ⊆ Un−1,in−1 ⊆ ... ⊆ U1,i1 , con lo
que (u, i1, ..., in) ∈ Vn,i1,...,in ⊆ Vn.

Por otro lado, las aplicaciones φn son continuas y sobreyectivas. Son continuas por ser la
restricción de la proyección π1 : X × Nn → X en Vn; y son sobreyectivas, ya que cada u ∈ X se
encuentra en un Un,in por ser Un recubrimiento de X.

La aplicación Φ induce una aplicación φ entre V∞ y X, que es continua y sobreyectiva por
el lema 3.9 al ser losX y Vn compactos y Hausdorff, y las aplicaciones φn continuas y sobreyectivas.

Por otra parte, en virtud del lema 1.18 podemos considerar que la métrica ρ de X es acotada,
y en N la dada por la usual ρu de R. Entonces podemos tomar una métrica en cada Vn definida
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como en la ecuación (1.1) en la segunda parte de la demostración del lema 1.19, esto es, para
x = (u, i1, ..., in) y x∗ = (u∗, i∗1, ..., i

∗
n) en Vn, la métrica ρn seŕıa

ρn(x, y) = ρ(u, u∗) +
n∑
j=1

ρu(ij , i
∗
j )

2j

que también es acotada, ya que
∑n

j=1

ρu(ij ,i
∗
j )

2j
≤
∑n

j=1
kj
2j

, que es un valor finito para cada n . Aśı,
podemos definir en

∏
n∈N Vn una métrica R tal que dados (x1, x2, ...) e (y1, y2, ...) en

∏
n∈N Vn

R((x1, x2, ...), (y1, y2, ...)) =
∑
n∈N

ρn(x,yn)

2n

y podemos considerar que la métrica ρ∞ en V∞ es la heredada de la métrica R de
∏
n∈N Vn.

Vemos que, dados (x1, x2, ...) e (y1, y2, ...) en V∞, con φn(xn) = ux y φn(yn) = uy, se tiene que
ρn(xn, yn) ≥ ρ(ux, uy).

Por último, veamos que propiedades tiene V∞. En primer lugar, el espacio V∞ es no vaćıo y
compacto por el lema 3.8, ya que cada Vn es no vaćıo, compacto y Hausdorff; y es espacio métrico,
ya que acabamos de definir una métrica ρ∞ en él. Veamos que V∞ es totalmente disconexo. Sean
x = (x1, x2, ...) e y = (y1, y2, ...) elementos distintos de V∞, con lo que xn 6= yn para algún n ∈ N,
con xn = (ux, i1, i2, ..., in) e yn = (uy, j1, j2, ..., jn). Caben dos opciones:

Si ux 6= uy, entonces ρ(ux, uy) > 0, con lo que existe un m ∈ N tal que ρ(ux, uy) >
1
2m , con

lo que si xm ∈ Vm,i1,...,im entonces ym 6∈ Vm,i1,...,im .

Si ux = uy entonces necesariamente se tiene que im 6= jm para algún m ∈ {1, ..., n}, de
forma que si xm ∈ Vm,i1,...,im entonces ym 6∈ Vm,i1,...,im .

En cualquiera de los dos casos, podemos encontrar un Vm,i1,...,im que contenga a xm pero no a ym.
Fijémonos en ese Vm,i1,...,im , que como ya se ha probado, es abierto y cerrado en Vm. Consideremos
el conjunto Wm,i1,...,im ⊆

∏
n∈N Vn

Wm,i1,...,im =

m−1∏
j=1

Vj

× Vm,i1,...,im ×
 ∞∏
j=m+1

Vj


Entonces Wm,i1,...,im es un abierto de

∏
n∈N Vn, con lo que V∞ ∩Wm,i1,...,im es un abierto de V∞.

Además, como ya se ha comentado, para cada n ∈ N, y en particular para m, existen un número
finito de Vm,i1,...,im disjuntos, por lo que el número de Wm,i1,...,im es también finito, su unión es
todo

∏
n∈N Vn y son disjuntos entre śı. De esta manera, cada Wm,i1,...,im es el complementario de la

unión finita del resto, que son abiertos, por lo que es un cerrado en
∏
n∈N Vn. Aśı, V∞∩Wm,i1,...,im

es abierto y cerrado de V∞. Por otra parte, tenemos que (x1, x2, ...) está contenido en Wm,i1,...,im ,
mientras que (y1, y2, ...) 6∈ Wm,i1,...,im . Concluimos, por tanto, que podemos separar dos puntos
cualesquiera de V∞ con un abierto y cerrado, por lo que aplicando el lema 3.1, tenemos que V∞
es totalmente disconexo.

Sin embargo, V∞ no es en general perfecto, por lo que no podemos aplicar el corolario 3.14
directamente. Sin embargo, V∞ × C śı que es un espacio métrico perfecto, totalmente disconexo
y compacto. Es un espacio métrico compacto por ser producto de dos espacios métricos y com-
pactos. Es perfecto ya que dado (x, c) ∈ V∞ × C y un entorno abierto U = UV∞ × UC de (x, c),
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con UV∞ abierto de V∞ con x ∈ UV∞ y UC abierto de C con c ∈ UC, sabemos que dentro de
UC existe un c′ ∈ C distinto de c, de forma que el punto (x, c′) ∈ V∞ × C es distinto de (x, c),
pero se encuentra en U . Por último, es totalmente disconexo, ya que si no lo fuera, existiŕıa un
A ⊆ V∞ × C conexo con al menos dos puntos distintos (x, c), (y, c′). Si x 6= y, entonces por la
proyección π1 : V∞ × C → V∞ tenemos que π1(A) es un conexo con dos puntos x, y distintos, lo
que es imposible, ya que V∞ es totalmente disconexo. Luego debe ser que x = y y c 6= c′, pero
entonces por la proyección π2 : V∞ × C → C tenemos que π2(A) es un conexo con dos puntos
c, c′ distintos, lo que es imposible, ya que C es totalmente disconexo, con lo que se tiene que o los
puntos son iguales o el subespacio A no es conexo.

Aśı, en virtud del corolario 3.14, existe un homeomorfismo h de C en V∞ × C, de forma que

C
h−→ (V∞ × C)

π−→ V∞
φ−→ X

donde π : V∞ × C → V∞ viene dado por π(x, c) = x, que es continua y sobreyectiva. De modo
que la composición φ ◦ π ◦ h es una aplicación continua y sobreyectiva de C en X, con lo que X
es la imagen de C por una aplicación continua, como se queŕıa probar. �





Caṕıtulo 4

Consecuencias del Teorema de
Hausdorff-Alexandroff

En este caṕıtulo estudiaremos las hipótesis del Teorema de Hausdorff-Alexandroff (teorema
3.15), preguntándonos si es posible relajar alguna de las condiciones de su enunciado. Seguiremos
principalmente el art́ıculo de Dreher y Samuel, Continuous Images of Cantor’s Ternary Set [5].

En primer lugar, el cardinal de un espacio que sea la imagen de C no puede ser mayor que el
cardinal del continuo. Por otro lado, la imagen por una aplicación continua de un espacio compacto
es también un espacio compacto. Nos preguntamos, por tanto, si podemos relajar la condición de
que el espacio imagen sea métrico. Si tenemos un espacio topológico Hausdorff Y , y una aplicación
continua f : C → Y , se tiene que f(C) no sólo es compacto, sino que además es un espacio
metrizable (ver corolario 1.28). Por otro lado, un espacio compacto y Hausdorff es metrizable si
y sólo si cumple el segundo axioma de numerabilidad, ya que todo espacio Hausdorff y compacto
es normal por el lema 2.5, y todo espacio Hausdorff y normal es regular, luego aplicando el
teorema 1.27 se tiene que si satisface el segundo axioma de numerabilidad es metrizable, mientras
que si es compacto y metrizable, por el lema 1.23 satisface el segundo axioma de numerabilidad.
Tenemos por tanto que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes si el espacio imagen Y es
compacto y Hausdorff.

i) Y es metrizable.

ii) Y satisface el segundo axioma de numerabilidad.

iii) Y es la imagen continua de C.

Existen espacios compactos y Hausdorff con el cardinal del continuo que no satisfacen el segun-
do axioma de numerabilidad (y por tanto no son metrizables, luego no pueden ser la imagen
continua de C). Un ejemplo es el espacio que se conoce como “la compactificación de Alexan-
droff”(Alexandroff one-point compactification, ver la definición 19.2 de [17]) del espacio discreto
(R,P(R)). Este espacio se puede escribir como el conjunto X = R ∪ {∞} y una base de abiertos
dados por los conjuntos {x} para todo x ∈ R (que por si solos generan la topoloǵıa discreta en R)
y los conjuntos de la forma V = {∞} ∪ (R \ I), donde I es un conjunto compacto, lo que en este
caso implica que es finito. Este espacio tiene el cardinal del continuo y es Hausdorff, ya que dos
puntos x, y ∈ R se pueden separar con los abiertos {x} e {y}, mientras que un punto x ∈ R se
puede separar de∞ con los abiertos U = {x} y V = {∞}∪(R\{x}). El espacio X es además com-
pacto, ya que cualquier recubrimiento tiene un abierto de la forma {∞}∪ (R \ I), con lo que para
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recubrir I solo hace falta un número finito de abiertos. Por último, no satisface el segundo axio-
ma de numerabilidad, ya que cualquier base de la topoloǵıa debe contener a {x} para todo x ∈ X.

Luego, podemos estudiar que ocurre si nos restringimos a un espacio infinito numerable. En
tal caso, como Y es un espacio compacto, Hausdorff y numerable, por el lema 1.29 satisface el
segundo axioma de numerabilidad, y aplicando lo explicado anteriormente, es la imagen continua
del conjunto de Cantor. Podemos preguntarnos ahora si el resultado sigue siendo cierto si elimi-
namos la condición de que Y sea Hausdorff, esto es, que todo espacio infinito numerable que sea
compacto es también la imagen continua del conjunto de Cantor. En lo que resta de esta sección
veremos que la respuesta a esta pregunta es negativa, para lo que construiremos un contraejemplo.

Para nuestro ejemplo, construiremos un espacio (Y, τY ) compacto pero no Hausdorff, y lo
que buscaremos será que tenga alguna propiedad especial, de forma que si fuese la imagen de
C, entonces tuviese que ser Hausdorff. Comencemos definiendo el conjunto Y como la unión del
producto de los números naturales por si mismos (los puntos de R2 con ambas coordenadas
naturales) con otros dos puntos arbitrarios x, y, es decir,

Y = (N× N) ∪ {x, y}

Ahora, consideremos en Y la familia A de conjuntos A tales que A ⊂ (N× N) ∪ {y} verificando
que y ∈ A y el cardinal de A ∩ {(m,n) : n ∈ N} es finito para todo m ∈ N, esto es, A tiene un
número finito de puntos en cada fila; y la familia C de conjuntos C ⊂ (N × N) ∪ {x} tales que
contienen a x y cumplen que existe un M ∈ N tal que C ∩ {(m,n) : n ∈ N} = ∅ si m > M , esto
es, C tiene elementos en un número finito de filas. Definimos la familia B como la formada por
los conjuntos de la forma:

B = {{(m,n)} : (m,n) ∈ N× N} ∪ {V = Y \A : A ∈ A } ∪ {W = Y \ C : C ∈ C }

Observemos que para los conjuntos V = Y \ A con A ∈ A , se tiene que x ∈ V , y V tiene
un número infinito de elementos en cada fila; mientras que para los conjuntos W = Y \ C con
C ∈ C , se tiene que y ∈W , y W contiene un número infinito de filas completas.

Veamos que la familia B es base de una topoloǵıa en Y que denotamos τY . Sean V = Y \A0 y
W = Y \ C0 dos elementos de la base con A0 ∈ A y C0 ∈ C . Entonces
Y = V ∪ W ∪

(⋃
m∈N

⋃
n∈N{(m,n)}

)
. Ahora, sean B1, B2 ∈ B y p ∈ B1 ∩ B2, tenemos los

siguientes casos:

(a) Si p = (m0, n0) ∈ N × N, entonces vemos que el elemento B = {(m0, n0)} ∈ B cumple que
p ∈ B ⊆ B1 ∩B2.

(b) Si p = x, entonces necesariamente B1 = Y \ A1 y B2 = Y \ A2, con A1, A2 ∈ A . Entonces
B1 ∩B2 = (Y \A1) ∩ (Y \A2) = Y \ (A1 ∪A2), y como A1 ∪A2 ∈ A , ya que la unión sigue
teniendo a un número finito de elementos en cada fila de N×N, se tiene que p ∈ B1∩B2 ∈ B.

(c) Si p = y, entonces necesariamente B1 = Y \ C1 y B2 = Y \ C2, con C1, C2 ∈ C . Entonces
B1 ∩ B2 = (Y \ C1) ∩ (Y \ C2) = Y \ (C1 ∪ C2), y como C1 ∪ C2 ∈ C , ya que la unión sigue
teniendo elementos en un número finito de filas de N× N, se tiene que p ∈ B1 ∩B2 ∈ B.

Veamos que (Y, τY ) es compacto. Para ello, basta tener en cuenta que dado un recubri-
miento por abiertos W de Y , este contiene al menos un elemento UV y otro UW tales que
V ⊆ UV y W ⊆ UW , para algún par de elementos de la base V = Y \ A y W = Y \ C, con
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A ∈ A y C ∈ C . Los elementos de Y que no se encuentran en UV y UW se encuentran en
Y \ (UV ∪ UW ) ⊆ Y \ (V ∪W ) = Y \ ((Y \ A) ∪ (Y \ C)) = A ∩ C, que por las propiedades
de A tiene un número finito de elementos por fila, y por C solo tiene elementos en un número
finito de filas, luego A∩C es un número finito de puntos de la forma (m,n). Aśı, es necesario un
número finito de abiertos U1, ..., Uk del recubrimiento para recubrir A∩C, y el subrecubrimiento
{U1, ..., Uk, UV , UW } es finito, con lo que el espacio es compacto.

Veamos ahora que (Y, τY ) no es Hausdorff, para lo que vamos a ver que no podemos separar
los puntos x e y. Supongamos que existiesen abiertos disjuntos Ux y Uy tales que x ∈ Ux e y ∈ Uy.
Entonces existen un par de abiertos de la base V y W disjuntos, tales que x ∈ V e y ∈W . Pero V
contiene un número infinito de elementos (m,n) en cada fila de N×N, mientras que W contiene
un número infinito de filas de N × N. Por tanto, no es posible que sean disjuntos, e Y no puede
ser Hausdorff.

Como hemos comentado anteriormente, queremos añadirle una propiedad adicional a nuestro
espacio para que lleguemos a una contradicción con la afirmación de que sea la imagen continua
del conjunto de Cantor. En este caso, esta propiedad es la siguiente: todo subconjunto com-
pacto de Y es cerrado respecto de τY . Comprobémoslo probando el contrarećıproco:

Sea E ⊂ Y no cerrado. Al no ser cerrado, no puede contener a x e y al mismo tiem-
po. Si esto ocurriera, se tendŕıa que Y \ E ⊆ N × N, con lo que, considerando la familia
WE = {{(m,n)} : (m,n) ∈ Y \E}, se tiene que B =

⋃
(m,n)∈WE

{(m,n)} = Y \E es un abierto de
τY , y concluimos que E = Y \B es un cerrado.

Como E no es cerrado, entonces debe existir un punto en su clausura Ē que no pertenece a E.
Este punto no puede ser de la forma (m,n), ya que el propio {(m,n)} es un abierto que contiene
al punto y seŕıa disjunto con E. Por tanto, ese punto es x o es y. Veamos que ocurre en cada caso:

Si x ∈ Ē \ E, entonces todo abierto que contiene a x tiene intersección no vaćıa con E, en
particular, los conjuntos V = Y \ A con A ∈ A . De esto se sigue que existe una fila de E
que tiene un número infinito de puntos, pues de lo contrario cada fila Em de E seŕıa finita,
y se tendŕıa que (E ∪ {y}) ∈ A . Entonces, V = Y \ (E ∪ {y}) seŕıa un entorno abierto de
la base que tendŕıa intersección vaćıa con E. Denotemos como Fm0 a una de las filas que
tienen un número infinito de elementos de E. Entonces tenemos que el recubrimiento por
abiertos de E

{Y \ (Fm0 ∪ {x})} ∪ {{(m0, n)} : (m0, n) ∈ E ∩ Fm0}
no tiene ningún subrecubrimiento finito. Efectivamente, como en Y \ (Fm0 ∪ {x}) no se
encuentra ningún punto de Fm0 , es necesario un número infinito de elementos {(m0, n)}
para poder recubrir completamente Fm0 ∩ E. Por tanto, E no es compacto.

Si y ∈ Ē \ E, entonces todo abierto que contiene a y tiene intersección no vaćıa con E, en
particular, los conjuntos W = Y \ C con C ∈ C . De esto se sigue que E tiene al menos un
punto en un número infinito de filas, pues de lo contrario Y \ (E ∪ {x}) seŕıa un abierto de
la base que contendŕıa a y pero no interseca a E. Sea em = (m,n) un punto de E de la fila
m de N× N, y sea G = {em : m ∈ N}. Entonces el recubrimiento por abiertos de E

{Y \ (G ∪ {y})} ∪ {{em} : em ∈ G}

no admite ningún subrecubrimiento finito, ya que Y \ (G ∪ {y}) no contiene ningún punto
de G, y se necesitan infinitos {em} para recubrir G. Aśı, E no es compacto.
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De modo que en cualquiera de los dos casos, E no es compacto, como queŕıamos demostrar.

Veamos ahora que este conjunto no puede ser la imagen continua del conjunto de Cantor, y
que por tanto existe un espacio compacto numerable que no es la imagen continua de C.

Corolario 4.1 No todo espacio topológico compacto y numerable es la imagen continua del con-
junto de Cantor.

Demostración: Consideremos (Y, τY ) definido anteriormente. Como hemos visto, es compacto, y
es numerable por se la unión de dos puntos y el producto cartesiano de dos espacios numerables.
Supongamos que existe una aplicación continua y sobreyectiva f : C → Y , y veamos que esto
implica que Y es Hausdorff. Sean dos puntos u, v ∈ Y con u 6= v. Como los puntos son compactos,
por las propiedades de Y , son cerrados en (Y, τY ), y sus antiimágenes f−1(u) y f−1(v) son cerrados
no vaćıos en C por ser f continua y sobreyectiva. Ahora, como C es normal, existen abiertos
disjuntos Uu y Uv en C tales que f−1(u) ⊆ Uu y f−1(v) ⊆ Uv. Los complementarios Fu = C \ Uu
y Fv = C \ Uv son cerrados en C, luego son compactos, y por lo tanto sus imágenes por f son
dos compactos f(Fu) y f(Fv) de Y , y aplicando las propiedades de Y , son cerrados en Y . Aśı,
Du = Y \ f(Fu) y Dv = Y \ f(Fv) son dos entornos abiertos de u y v respectivamente, y son
disjuntos, ya que

Du ∩Dv = (Y \ f(Fu)) ∩ (Y \ f(Fv)) = Y \ (f(Fu) ∪ f(Fv)) =

= Y \ f(Fu ∪ Fv) = Y \ f(C \ (Uu ∩ Uv)) = Y \ f(C \ (∅)) = ∅

Luego llegamos a que (Y, τY ) es Hausdorff, lo que no es posible, puesto que hemos probado antes
que Y no era Hausdorff con la topoloǵıa τY . Por tanto, (Y, τY ) no puede ser la imagen de C por
una aplicación continua. �
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Apéndice A

Algunas ideas de teoŕıa de la medida

En este apéndice introducimos algunas ideas básicas sobre σ-álgebras y medidas. Nos basamos
principalmente en el libro de G. de Barra, Measure Theory and integration [2] y en los apuntes
de J. Araujo para la asignatura Measure Theory [1].

A.1. Sobre σ-álgebras y espacios medibles

Comenzamos definiendo el concepto de σ-ágebra.

Definición A.1 Sea X un conjunto. Una familia M de subconjuntos de X se dice que es una
σ-álgebra si cumple las siguientes propiedades:

1. X ∈M.

2. Si M ∈M, entonces X \M ∈M.

3. Si {Mn}n∈N es una familia numerable tal que Mn ∈ M para todo n ∈ N, entonces se tiene
que⋃
n∈NMn ∈M.

Al par (X,M) se le llama espacio medible, y a los elementos de M conjuntos medibles.

Como consecuencia de esta definición, se tienen inmediatamente las siguientes propiedades:

Proposición A.2 Sea (X,M) un espacio medible, entonces:

i. ∅ ∈ M.

ii. Si N = {1, ....., k} ⊂ N, y {Mn}n∈N es una familia finita de elementos de M, entonces⋃k
n=1Mn ∈M.

iii. Si N ⊆ N, y {Mn}n∈N es una familia, finita o numerable, de elementos de M, entonces⋂
n∈N Mn ∈M.

Demostración:

i. Es consecuencia directa de aplicar la propiedad 2. al conjunto X ∈M.
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ii. Dados N = {1, ....., k} ⊂ N y {Mn}n∈N es una familia finita de elementos de M, la familia
{Mn}n∈N ∪ {Mm ∈ M : Mm = ∅ para m ∈ N \ N} es una familia numerable de elementos
de de M, por lo que aplicando la propiedad 3. de la definición se tiene que

M3
⋃
n∈N

Mn =

(
k⋃

n=1

Mn

)
∪

( ∞⋃
n=k+1

Mn

)
=

(
k⋃

n=1

Mn

)
∪ ∅ =

k⋃
n=1

Mn

iii. Si {Mn}n∈N es una familia numerable de elementos de M, aplicando la propiedad 2. de la
definición se tiene que {(X \Mn)}n∈N es también una familia numerable de elementos deM.
Aplicando la propiedad 3. de la definición,

M3
⋃
n∈N

(X \Mn) = X \

(⋂
n∈N

Mn

)

y usando de nuevo la propiedad 2. de la definición se tiene que
⋂
n∈NMn ∈ M. Si se tie-

ne una familia finita {Mn}n∈N de elementos de M, basta considerar la familia numerable
{Mn}n∈N ∪ {Mm ∈M : Mm = X para m ∈ N \N}, y del mismo modo que antes

M3
⋂
n∈N

Mn =

( ⋂
n∈N

Mn

)
∩

 ⋂
n∈N\N

Mn

 =
⋂
n∈N

Mn

�

Aunque las σ-álgebras comparten varias propiedades con las topoloǵıas, presentan algunas di-
ferencias, como el hecho de que la intersección numerable de abiertos no tiene por qué ser un
abierto, mientras que como hemos visto, esto śı ocurre con σ-álgebras, o el hecho de que la unión
arbitraria de elementos de una σ-álgebra no tiene por qué ser elemento de la σ-álgebra, lo que śı
ocurre con elementos de una topoloǵıa.

Algunos ejemplos de σ-álgebras para un espacioX son {∅, X}, conocida como σ-álgebra trivial,
o P(X), llamada σ-álgebra discreta. En R, un ejemplo muy importante de σ-álgebra es la de Borel.
La σ-álgebra de Borel B es la menor σ-álgebra generada por los abiertos con la topoloǵıa usual (la
menor σ-álgebra que contiene a una familia se define como la intersección de todas las σ-álgebras
que contienen a esa familia). Sin embargo, B no es completa respecto de la medida de Lebesgue
m, ya que existen conjuntos con medida de Lebesgue cero, pero que contienen subconjuntos no
medibles (ver sección 2.5 de [2]). De esta manera, se define la σ-álgebra de Lebesgue L como la
que completa B.

A.2. Sobre medidas y espacios de medida

Comenzamos definiendo el concepto de medida

Definición A.3 Sea (X,M) un espacio medible. Una función µ :M→ [0,+∞] es una medida
si satisface las siguientes condiciones

1. Es σ-aditiva, esto es, dada una familia {Mn}n∈N numerable de elementos disjuntos dos a
dos de M,

µ

(⋃
n∈N

Mn

)
=
∑
n∈N

µ(Mn)
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2. No es la función constante igual a +∞.

Diremos que la medida es finita si µ no toma el valor +∞ para ningún M ∈ M. Por otro lado,
diremos que µ está concentrada en M ∈M si µ(X \M) = 0.

Existe otra definición de medida en la que la condición 2. se sustituye por que µ(∅) = 0. Vemos
que ambas definiciones son equivalentes, puesto que si µ(∅) = 0, la función no es constantemente
igual a +∞, mientras que nuestra definición implica que µ(∅) = 0, como veremos en la proposición
A.5.

Definición A.4 Un espacio de medida es una terna (X,M, µ) formado por un conjunto X, una
σ-álgebra M sobre X y una medida µ en (X,M). Se dice que un subconjunto A ⊆ X es medible
si se encuentra en M, en cuyo caso sabemos que existe µ(A).

Como consecuencia de la definición de medida y de espacio de medida, se tienen las siguientes
propiedades:

Proposición A.5 Sea (X,M, µ) un espacio de medida, entonces:

i. µ(∅) = 0

ii. Si {Mn}kn=1 es una familia finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces

µ

(
k⋃

n=1

Mn

)
=

k∑
n=1

µ(Mn)

iii. Sean A,B ∈M, si A ⊆ B, entonces µ(A) ≤ µ(B).

iv. Si {Mn}n∈N es una familia numerable de elementos de M tal que Mn ⊆ Mn+1 para todo n,
entonces

µ

(⋃
n∈N

Mn

)
= ĺım

n→∞
µ(Mn)

v. Si {Mn}n∈N es una familia numerable de elementos de M tal que Mn ⊇ Mn+1 para todo n,
y µ(M1) < +∞ entonces

µ

(⋂
n∈N

Mn

)
= ĺım

n→∞
µ(Mn)

Demostración:

i. Como µ no es constantemente +∞, existe M ∈ M tal que µ(M) < +∞. Consideremos la
familia {Mn}n∈N con M1 = M , y Mn = ∅ para todo n ≥ 2. Entonces los conjuntos de la
familia son disjuntos dos a dos y por tanto podemos aplicar la propiedad 1. de la definición
de medida, obteniendo

µ

(⋃
n∈N

Mn

)
=
∑
n∈N

µ(Mn) = µ(M) +

∞∑
n=2

µ(∅)

pero la unión de los elementos de la familia es M , con lo que la medida de la unión es µ(M),
y entonces la suma infinita de µ(∅) es 0, con lo que µ(∅) = 0.
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ii. Si {Mn}kn=1 es una familia finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces la familia
{Mn}kn=1 ∪ {Mm : Mm = ∅ para m > k} es una familia numerable de conjuntos medibles
disjuntos dos a dos, y aplicando la propiedad 1. de las medidas

µ

(
k⋃

n=1

Mn

)
= µ

(⋃
n∈N

Mn

)
=

∞∑
n=1

µ(Mn) =

k∑
n=1

µ(M) +

∞∑
n=k+1

µ(∅) =

k∑
n=1

µ(M)

iii. Sean A,B ∈ M, con A ⊆ B. Entonces (X \ A) ∈ M y B \ A = B ∩ (X \ A) ∈ M aplicando
las propiedades de M. Como A y B \A son disjuntos dos a dos, utilizando el punto ii.

µ(B) = µ(A ∪ (B \A)) = µ(A) + µ(B \A)

como µ(B \A) ≥ 0, entonces µ(A) ≤ µ(B).

iv. Sea {Mn}n∈N una familia numerable de elementos de M tal que Mn ⊆ Mn+1 para todo
n, entonces podemos tomar la familia {An}n∈N de elementos de M tales que A1 = M1,
A2 = M2 \M1, y en general An = Mn \Mn−1. Los elementos de la familia son disjuntos dos
a dos, por lo que

µ

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ(An) = ĺım
n→∞

n∑
j=1

µ(Aj)

Además, se tiene que
⋃n
j=1Aj = Mn para todo n ∈ N, por lo que obtenemos que

ĺımn→∞
∑n

j=1 µ(Aj) = ĺımn→∞ µ(Mn) aplicando el punto ii. y como
⋃
n∈NAn =

⋃
n∈NMn,

se llega a que µ
(⋃

n∈NMn

)
= ĺımn→∞ µ(Mn).

v. Sea {Mn}n∈N una familia numerable de elementos de M tal que Mn ⊇ Mn+1 para to-
do n, entonces podemos tomar la familia {An}n∈N de elementos de M tales que A1 = ∅,
A2 = M1 \M2, y en general An = M1 \Mn. Como Mn+1 ⊆ Mn, entonces An ⊆ An+1 para
todo n ∈ N. Tenemos entonces una familia de conjuntos que cumplen las condiciones del
punto iv. por lo que

µ

(⋃
n∈N

An

)
= ĺım

n→∞
µ(An) = ĺım

n→∞
µ(M1 \Mn) = ĺım

n→∞
(µ(M1)− µ(Mn))

donde en la última igualdad se ha aplicado el punto ii. a Mn y M1 \Mn. El término de la
derecha es entonces µ(M1)− ĺımn→∞ µ(Mn). Por otro lado, se tiene que An = (X \Mn)∩M1,
con lo que⋃

n∈N
An =

⋃
n∈N

((X \Mn) ∩M1) = M1 ∩

(⋃
n∈N

(X \Mn)

)
= M1 ∩

(
X \

(⋂
n∈N

Mn

))

El término de la derecha es igual a M1 \
(⋂

n∈NMn

)
, y aplicando la propiedad ii. a

M1 \
(⋂

n∈NMn

)
y a

⋂
n∈NMn, se tiene que

µ(M1)− µ

(⋂
n∈N

Mn

)
= µ

(
M1 \

(⋂
n∈N

Mn

))
= µ

(⋃
n∈N

An

)
= µ(M1)− ĺım

n→∞
µ(Mn)

Finalmente, como µ(M1) es finito, obtenemos

µ

(⋂
n∈N

Mn

)
= ĺım

n→∞
µ(Mn)
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�

A.3. Medidas sobre familias de conjuntos

En esta sección construiremos funciones sobre familias de conjuntos que no tienen porqué
ser σ-álgebras, para después poder extender la definición de esa medida sobre una σ-álgebra que
contenga a la familia. El interés que tiene esta construcción es que nos permite definir una me-
dida controlando qué conjuntos tienen medida no nula, en particular, podremos construir una
medida finita cuyo soporte esté contenido en el conjunto de Cantor. Para esta sección seguiremos
principalmente la sección 5.2 del libro de G. de Barra, Measure theory and integration [2], y las
páginas 13-15 del libro de K. Falconer, Fractal geometry [9].

Comencemos definiendo el concepto de anillo de conjuntos, que no debe confundirse con el de
anillo que aparece en álgebra.

Definición A.6 Una familia de conjuntos R se dice que es un anillo si para todo par de conjuntos
E,F ∈ R se tiene que E ∪ F ∈ R y E \ F ∈ R.
Denotaremos como S(R) la familia de todos los conjuntos de R junto con sus uniones numerables,
y H (R) la familia de todos los subconjuntos de los elementos de S(R).

Como podemos ver, toda σ-álgebra es un anillo, pero el rećıproco no es cierto, ni tan siquiera
para S(R). La estructura de anillo nos permite definir una función µ : R → [0,∞] con las mismas
propiedades que tiene una medida1. Como ∅ ∈ R, se tiene que las propiedades i., ii. y iii. de la
proposición A.5 también se cumplen. A continuación vamos a ver cómo podemos extender esta
medida µ al conjunto H (R), para lo que necesitamos un lema auxiliar.

Lema A.7 Sea {En}n∈N una familia de conjuntos de R, entonces existe otra familia {Fn}n∈N
de elementos disjuntos de R tales que Fn ⊆ En para cada n y, para cada N ∈ N, se tiene que⋃N
n=1En =

⋃N
n=1 Fn, de forma que

⋃
n∈NEn =

⋃
n∈N Fn.

Demostración: Sea {En}n∈N una familia de conjuntos de R, definimos F1 = E1, y para cada

n ≥ 2, Fn = En \
(⋃n−1

i=1 Fi

)
. Es claro por construcción que los Fn son disjuntos y que Fn ⊆ En

para cada n. Para comprobar la otra propiedad, utilizamos inducción: el caso N = 1 es directo,
luego supongamos que el resultado es cierto para N = k− 1, y comprobemos que se cumple para
N = k.

k⋃
n=1

Fn = Fk ∪

(
k−1⋃
n=1

Fn

)
=

(
Ek \

(
k−1⋃
n=1

Fn

))
∪

(
k−1⋃
n=1

Fn

)
= Ek ∪

(
k−1⋃
n=1

Fn

)
=

k⋃
n=1

En

�

Ya estamos en condiciones de demostrar el siguiente lema, que nos permite extender una
medida sobre un anillo R a su anillo H (R). La importancia de este lema radica en el hecho de
que si hacemos una buena elección del anillo inicial, entonces puede ser que el anillo H (R) sea
una σ-álgebra, con lo que la medida extendida sea una medida sobre una σ-álgebra.

1Donde la propiedad de que la medida de la unión numerable de elementos disjuntos de R es la suma de las
medidas de los elementos solo tiene sentido cuando dicha unión está en R. En particular, si S(R) = R, entonces la
propiedad se cumple para cualquier unión finita o numerable.
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Lema A.8 Sea R un anillo, y sea µ una medida sobre R. Entonces podemos definir la siguiente
función µ∗ : H (R)→ [0,∞]

µ∗(E) = ı́nf

{∑
n∈N

µ(En) : En ∈ R para todo n ∈ N, y E ⊆
⋃
n∈N

En

}
(A.1)

Entonces

i) µ∗(E) = µ(E) si E ∈ R.

ii) La función µ∗ cumple las propiedades de medida sobre H (R).

Demostración:

i) Sea E ∈ R. Se tiene entonces que µ∗(E) ≤ µ(E). Para probar la otra desigualdad, sea
{En}n∈N una familia de elementos de R tales que E ⊆

⋃
n∈NEn. Aplicando el lema A.7

a la familia {E ∩ En}n∈N se tiene otra familia {Fn}n∈N de elementos disjuntos de R, con
Fn ⊆ E ∩ En y

⋃
n∈N Fn =

⋃
n∈N(E ∩ En) = E. Como Fn y En pertenecen a R, entonces

En \ Fn ∈ R y µ(En) ≥ µ(Fn), ya que µ cumple las propiedades de medida. Aśı,

µ(E) = µ

(⋃
n∈N

Fn

)
=
∑
n∈N

µ(Fn) ≤
∑
n∈N

µ(En)

por lo que µ(E) ≤ µ∗(E).

ii) Se tiene que µ no es una función constante igual a +∞ ya que µ no lo era, y entonces
existe un E ∈ R tal que µ∗(E) = µ(E) < +∞. Para la otra propiedad, sea {Ai}i∈N una
familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos de H (R). Si no se cumpliese, se tendŕıa
que µ∗

(⋃
i∈NAi

)
= δ +

∑
i∈N µ

∗(Ai), donde δ > 0. Sea ε > 0, para cada i ∈ N podemos
encontrar una familia {Fij}j∈N de elementos de R tales que Ai ⊆

⋃
j∈N Fij y de forma que∑

j∈N µ(Fij) ≤ µ∗(Ai)+ ε
2i

. Los conjuntos Fij forman un recubrimiento numerable de
⋃
i∈NAi,

por lo que

µ∗

(⋃
i∈N

Ai

)
≤
∑
i∈N

∑
j∈N

µ(Fij) ≤
∑
i∈N

(
µ∗(Ai) +

ε

2i

)
= ε+

∑
i∈N

µ∗(Ai)

Como el ε es arbitrario, podemos escogerlo de forma que δ > ε, lo que seŕıa imposible; por
tanto, δ debe ser 0.

�

Veamos ahora cómo podemos aplicar el lema anterior para construir una medida µ cuyo
soporte sea el conjunto de Cantor. Recordemos que denotamos como An al cerrado obtenido en
la construcción de C en el paso n, y por I al intervalo unidad. Fijemos n ∈ N. Entonces definimos
la familia En = {Eni }2

n

i=1 ∪ {Uni }2
n−1

i=1 , donde Eni es uno de los intervalos cerrados disjuntos que
forman An, y Unj es uno de los intervalos abiertos eliminados de An−1 para construir An. Sea
ahora

E =

(⋃
n∈N

En

)
∪ {R \ I, ∅}
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y definimosR =
{⋃k

j=1 Fj : Fj ∈ E
}

, la familia formada por las uniones finitas de elementos de E .

Antes de continuar, observemos lo siguiente: dado un elemento F =
⋃k
j=1 Fj de R de R, este

puede descomponerse en la unión de a lo sumo tres conjuntos: uno de ellos es R \ I (en caso de
que esté en la unión), otro es la unión de los elementos de la forma Uni para algunos n, y el último
es la unión de elementos de la forma Eni para algunos n. Denotemos éste último como EF , y
veamos que se puede escribir como la unión disjunta de elementos de la forma Enl para algún n.
Para ello, consideremos la familia de los F = {Entt } tales que Entt = Fj para algún j. Entonces,
si tomamos de F los conjuntos tales que ninguno de los que hemos tomado anteriormente los
contiene, y los renombramos como Enlil , comenzando por los de menor n, obtenemos que

EF =
s⋃
l=1

Enlil

donde los Enlil son disjuntos. Esta definición de EF depende de como sean los elementos de la

unión. Aśı, si F =
[
0, 13
]
, este se puede escribir como

[
0, 19
]
∪
(
1
9 ,

2
9

)
∪
[
2
9 ,

1
3

]
, de forma que EF = F

en el primer caso, y EF =
[
0, 19
]
∪
[
2
9 ,

1
3

]
en el segundo. Podemos definir, no obstante, un EF

que contenga a todos los otros, y que no esté contenido en ningún otro conjunto que sea unión
de conjuntos Eni contenidos en F distinto del propio EF . Para ello, consideremos los siguientes
conjuntos de ı́ndices:

IF1 = {i ∈ {1, 2} : E1
i ⊆ F}

IF2 = {i ∈ {1, 2, 3, 4} : E2
i ⊆ F y E2

i ∩ E1
j para todo j ∈ IF1 }

...
...

IFn = {i ∈ {1, ..., 2n} : Eni ⊆ F y Eni ∩ Elj para todo j ∈ IFl con 1 ≤ l ≤ n− 1}
...

...

Como F es la unión finita de elementos de E , observamos que existe un nF ∈ N tal que IFn = ∅
para todo n ≥ nF . Aśı, podemos considerar

EF =

nF⋃
j=1

⋃
i∈IFj

Eji (A.2)

Vemos que EF ∈ R por ser la unión finita de elementos de E , y para cada F se puede construir
un único EF . Además, tenemos que todo intervalo cerrado Eni ⊆ F está contenido en EF , puesto
que de lo contrario el ı́ndice i estaŕıa incluido en IFn , lo que implica que Eni ⊆ EF .

Por otro lado, para cada EF tenemos que F \ EF ∈ R (también F \ EF ∈ R), y no contiene
ningún elemento de la forma Eni , puesto que en ese caso estaŕıa contenido en la unión de conjuntos
Uni y R\I, si éste está contenido en F , lo que no es posible. Del mismo modo, si consideramos los
conjuntos Fj que son de la forma Uni , tenemos que estos son disjuntos si son distintos. Podemos
aśı considerar el conjunto

UF =
r⋃

k=1

Unkik

tal que Unkik ∩ EF = ∅ para todo k, y los Unkik son todos distintos. Al igual que antes, UF no es

único para cada F , puesto que depende de EF . Podemos considerar UF = F \EF , y tenemos que
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UF está contenido en UF para cualquier otro UF que consideremos.

De esta manera, F = EF ∪ UF ∪ (R \ I), si R \ I = Fj para algún j, o F = EF ∪ UF , en caso
contrario. Notemos que los conjuntos UF , EF y R\I son disjuntos, y están formados por la unión
de conjuntos disjuntos entre śı.

Veamos que R es un anillo. Sean G y H dos elementos de R, esto es, son unión finita de
elementos de E , entonces su unión sigue siendo la unión finita de elementos de E , con lo que
G ∪H ∈ R. Observemos que de lo anterior deducimos que la unión finita de elementos de R es
también un elemento de R.

Falta comprobar que G \H es un elemento de R. Observemos que dados dos conjuntos U
nj
ij

y

Untit , su intersección es distinta del vaćıo si y sólo si son el mismo conjunto, con lo que U
nj
ij
\Untit = ∅

si y sólo si son iguales . Por otra parte, si tomamos dos conjuntos E
nj
ij

y Entit , su intersección es

no vaćıa si uno está contenido en el otro, con lo que E
nj
ij
\Entit = ∅ si E

nj
ij
⊆ Entit , y en otro caso,

E
nj
ij
\Entit es la unión de todos los abiertos Unti y de todos los cerrados Enti con i 6= it contenidos

en E
nj
ij

. Por último dados un conjunto de la forma E
nj
ij

y otro de la forma Untit , su intersección es

distinta del vaćıo si y sólo si el Untit ⊆ E
nj
ij

, con lo que:

U
nj
ij
\ Entit = ∅ si U

nj
ij
⊂ Entit , y en otro caso son disjuntos y el complementario es el propio

U
nj
ij

.

E
nj
ij
\ Untit es la unión de todos los abiertos Unti con i 6= it y de todos los cerrados Enti

contenidos en E
nj
ij

.

En cualquiera de los cuatro casos, se tiene que el complementario es un elemento de R. Ahora,
consideremos conjuntos EG =

⋃s
l=1E

nl
il
, UG =

⋃r
t=1 U

nt
it

y EH =
⋃s̃
l=1 Ẽ

nl
il

, UH =
⋃r̃
t=1 Ũ

nt
it

asociados a G y a H como hemos descrito antes. Se tiene que

(EG ∪ UG) \ (EH ∪ UH) = ((EG \ EH) ∩ (EG \ UH)) ∪ ((UG \ EH) ∩ (UG \ UH))

Observamos que

EG \ EH =
⋃s
l=1(E

nl
il
\ EH). Fijemos un Enlil , y consideremos que los Ẽnlil están ordenados

de forma que los de menor nl tienen un l menor. Si alguno de los Ẽnlil ⊇ Enlil , entonces

Enlil \ EH = ∅. Si esto no ocurre, entonces Enlil \ Ẽ
n1
i1

es la unión de intervalos abiertos y

cerrados de En1 , y el resto de Ẽn1
il

estarán por tanto en esa unión o en el complementario
de Enlil , y podemos continuar eliminándolos hasta llegar a s̃. Una vez hemos eliminado los

Ẽns̃il , tenemos que Enlil \ EH es la unión finita de intervalos abiertos y cerrados de
⋃s̃
l=1 Enl

contenidos en Enil pero que no están contenidos en ningún Ẽnlil . Por tanto, EG \ EH es la
unión finita de abiertos y cerrados de E , por lo que está en R.

EG \UH =
⋃s
l=1(E

nl
il
\UH), y procediendo de manera análoga al punto anterior, obtenemos

que cada Enlil \UH es la unión finita de intervalos abiertos y cerrados de
⋃r̃
l=1 Enl contenidos

en Enlil pero que no están contenidos en ningún Ũntit . Aśı, EG \ UH es la unión finita de
abiertos y cerrados de E , por lo que está en R.

UG \ EH es la unión de los intervalos abiertos que forman UG que no están contenidos en
ninguno de los intervalos cerrados que componen EH .



A.3. MEDIDAS SOBRE FAMILIAS DE CONJUNTOS 59

UG \UH es la unión de los intervalos abiertos que forman UG que no son intervalos abiertos
de UH .

Falta ver como son las intersecciones. Comencemos por (UG \EH)∩ (UG \UH). Como ambos son
uniones finitas de intervalos abiertos, y la intersección de intervalos abiertos es distinta del vaćıo si
y sólo si son el mismo conjunto, tenemos que (UG\EH)∩(UG\UH) es el vaćıo, si no tienen ningún
conjunto en común, o una unión finita de intervalos abiertos, por lo que está en R. Consideremos
ahora (EG \ EH) ∩ (EG \ UH). Supongamos que EG \ EH =

⋃α
i=1 Fi y EG \ UH =

⋃β
j=1 Fj , con

Fi, Fj ∈ E . Entonces, (EG \ EH) ∩ (EG \ UH) =
⋃α
i=1

⋃β
j=1(Fi ∩ Fj), luego si Fi ∩ Fj ∈ R para

todo i y j, habremos terminado.

Si Fi = Enii y Fj = E
nj
j y son el mismo conjunto, su intersección está en R. Supongamos

que son distintos y que ni 6= nj , ya que en ese caso los intervalos cerrados son disjuntos por
estar en el mismo En. Si su intersección es no vaćıa, entonces uno debe estar contenido en
el otro, y por lo tanto su intersección es el que pertenezca al En de mayor n.

Si Fi = Enii y Fj = U
nj
j y ni = nj , entonces son disjuntos. Si ni 6= nj , para que su

intersección sea distinta del vaćıo, tiene que darse necesariamente que U
nj
j ⊆ Enii , con lo

que su intersección es Fj . El caso en el que Fi es un abierto y Fj es un cerrado es análogo
a este.

Si Fi = Unii y Fj = U
nj
j , entonces su intersección es el vaćıo salvo que sean el mismo

conjunto.

Como en todos los casos Fi ∩ Fj ∈ R, tenemos que (EG \ EH) ∩ (EG \ UH) ∈ R por ser la unión
finita de elementos de R. Por último, si G no contiene a R \ I, o si tanto G como H lo contienen,
entonces G \H = (EG ∪UG) \ (EH ∪UH) ∈ R, mientras que si G contiene a R \ I pero H no, te-
nemos que G\H = ((EG∪UG)\(EH∪UH))∪(R\I) ∈ R. Concluimos por tanto queR es un anillo.

Construyamos ahora una métrica µ sobre nuestro anillo R. Definimos µ(Eni ) = 1
2n para los

intervalos cerrados Eni que forman cada An, de forma que tenemos que µ(An) = µ
(⋃2n

i=1E
n
i

)
= 1.

Del mismo modo, dado un Eni , tenemos que contiene 2m−n intervalos cerrados Emij , con m ≥ n,

de forma que
∑2m−n

j=1 µ(Emij ) = 2m−n

2m = 1
2n = µ(Eni ); aśı, la medida de un intervalo cerrado Eni es

igual a la suma de las medidas de intervalos cerrados E
nj
ij

disjuntos contenidos en él, de forma que

en Eni \
⋃k
j=1E

nj
ij

no queden intervalos cerrados2. Definimos la medida de los intervalos abiertos

Uni como µ(Uni ) = 0 para todo Uni , y tomamos µ(R \ I) = 0 y µ(∅) = 0. Sea ahora F =
⋃k
j=1 Fj

un elemento de R, entonces definimos su medida µ(F ) = µ(EF ) =
∑s

l=1 µ(Enlil ), donde los Enlil
son disjuntos entre śı. Observemos que esto implica en particular que la medida de una unión
finita de intervalos cerrados disjuntos entre śı es la suma de las medidas de los intervalos.

Como ya hemos comentado anteriormente, no existe un único EF para cada F , por lo que
podemos preguntarnos si la medida de F tal y como la hemos definido depende del EF escogido.
Consideremos un EF =

⋃s
l=1E

nl
il

cualquiera y EF , que es único. Supongamos que µ(EF ) 6= µ(EF ).

Esto implica que hay un intervalo cerrado Eji de la definición de EF dada por la ecuación (A.2)
tal que la suma de las medidas de los Enlil de EF contenidos en él es menor que su medida, por

2Estos intervalos cerrados E
nj

ij
no tienen porqué ser del mismo nivel, siempre y cuando cumplan la condición de

que no queden intervalos cerrados contenidos en el complementario.
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un ε > 0. Entonces existe un n > máx{nl}sl=1 tal que 1
2n < ε, lo que implica que existe un

Enp ⊆ E
j
i \EF . Pero esto no es posible, ya que entonces tendŕıamos un intervalo cerrado comple-

tamente contenido en F \EF . Por tanto, µ(EF ) = µ(EF ), con lo que queda probado que, aunque
podamos considerar distintos EF , su medida es siempre la misma, y µ(F ) está bien definido.

Veamos que la función µ : R → [0, 1] cumple las propiedades de una medida. En primer lugar,
se tiene que no es la función constante igual a +∞. Antes de probar la segunda propiedad para
el caso general, supongamos que tenemos la unión numerable de intervalos abiertos Uni . Se tiene
que sus medidas son todas 0, y que la medida de su unión es también 0, puesto que no contiene
ningún intervalo cerrado. Luego la unión numerable de intervalos abiertos Uni cumple la segunda
propiedad.

Ahora, dado F̂ =
⋃
m∈N Fm la unión disjunta de elementos Fm ∈ R, si F̂ ∈ R, entonces

existe un EF̂ , que es unión disjunta de intervalos cerrados, está contenido en F , y tal que F \EF̂

tiene intersección vaćıa con cualquier intervalo cerrado de E . Supongamos que EF̂ =
⋃s
l=1E

nl
il

.
Entonces

µ(F̂ ) = µ(EF̂ ) =

s∑
l=1

µ(Enlil ) (A.3)

Por otra parte, para cada Fm podemos encontrar un EFm , de forma que, como todo intervalo

cerrado contenido en F̂ está contenido en EF̂ , tenemos que
⋃
m∈NEFm ⊆ EF̂ . Consideremos

ahora Hml = EFm ∩ E
nl
il

para cada m y l, que son disjuntos por ser los Fm y los Enlil disjuntos,
tenemos que ⋃

m∈N
Hml ⊆ Enlil para cada l, y

s⋃
l=1

Hml = EFm para cada m

Además, todo punto de C∩Enlil se encuentra3 en la unión de los Hml, con lo que cualquier intervalo
cerrado contenido en Enlil tiene intersección no vaćıa con

⋃
m∈NHml. Por otra parte, tenemos que

cada Hml es la unión finita de intervalos cerrados disjuntos Eni , con lo que, fijado l, podemos
escribir

⋃
m∈NHml como la unión numerable de intervalos cerrados,

⋃
α∈NE

nα
iα

. Veamos que, para
cada l, se tiene que ∑

α∈N
µ(Enαiα ) = µ(Enlil )

En primer lugar, tenemos que µ(Enlil ) = 2−nl . Por otra parte, µ(Enαiα ) = 2−nα . Recordemos que

para cada nβ y nγ , con nγ ≤ nβ hay 2nβ−nγ intervalos cerrados E
nβ
i en E

nγ
i .

Supongamos que
∑

α∈N µ(Enαiα ) < µ(Enlil ). Deducimos entonces que existe un ε > 0 tal

que ε +
∑

α∈N µ(Enαiα ) = µ(Enlil ), y una familia {Enβiβ }β∈N , con N ⊆ N no vaćıo, tal que E
nβ
iβ

está contenido en Enlil pero no está contenido en la unión de los Hml para todo β ∈ N , y∑
β∈N µ(E

nβ
iβ

) < ε. Pero esto no es posible, ya que implica que existe algún intervalo cerrado

contenido en Enlil \
(⋃

m∈NHml

)
, esto es, en Enlil \

(⋃
m∈NEFm

)
, y por tanto, en F̂ \

(⋃
m∈NEFm

)
.

Por tanto,
∑

α∈N µ(Enαiα ) ≥ µ(Enlil ).

3Estos puntos son relevantes porque son, en cierto sentido, los que tienen la medida del intervalo. Esto se debe
a que todo punto del intervalo cerrado En

i que no esté en C está en algún abierto Uni , cuya medida es nula. Aśı,
como los puntos que se encuentran en uno de esos intervalos abiertos no pertenecen a C, y el complementario de⋃
m∈N Hml en E

nl
il

es una unión de intervalos abiertos, todos los puntos de C en E
nl
il

están en
⋃
m∈N Hml.
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Por otro lado, tenemos que
∑

α∈N µ(Enαiα ) no puede ser mayor que µ(Enlil ). Supongamos∑
α∈N µ(Enαiα ) = µ(Enlil ) + ε, con ε > 0. Esto implica que para todo ε > 0 existe un nε tal

que ∣∣∣∣∣
n∑

α=1

µ(Enαiα )− µ(Enlil )− ε

∣∣∣∣∣ < ε

para todo n ≥ nε. En particular, para ε = ε existe un nε tal que∣∣∣∣∣
nε∑
α=1

µ(Enαiα )− µ(Enlil )− ε

∣∣∣∣∣ < ε

Como hemos visto antes, la suma finita de las medidas de intervalos cerrados contenidos en otro
más grande es menor que la medida de éste último, con lo que

−
nε∑
α=1

µ(Enαiα ) + µ(Enlil ) + ε < ε⇒ µ(Enlil ) <

nε∑
α=1

µ(Enαiα )

lo que no es posible. Aśı, concluimos que
∑

α∈N µ(Enαiα ) = µ(Enlil ).

Ahora, partiendo de la ecuación (A.3), tenemos que

µ(F̂ ) =

s∑
l=1

µ(Enlil ) =

s∑
l=1

∑
α∈N

µ(Enαiα )
(∗)
=

s∑
l=1

∑
m∈N

µ(Hml) =
∑
m∈N

s∑
l=1

µ(Hml)

donde en la igualdad (∗) hemos tenido en cuenta que cada Hml es la unión finita de Enαiα . De esta
manera,

µ(F̂ ) =
∑
m∈N

s∑
l=1

µ(Hml) =
∑
m∈N

µ

(
s⋃
l=1

Hml

)
=
∑
m∈N

µ(EFm) =
∑
m∈N

µ(Fm)

ya que
⋃s
l=1Hml = EFm para cada m, y tenemos que µ (

⋃s
l=1Hml) =

∑s
l=1 µ(Hml). Aśı, µ cumple

las propiedades de medida sobre el anillo R.

Como µ cumple las propiedades de una medida, podemos utilizar el lema A.8 para extender la
medida a una medida µ∗ en el anillo H (R). Observemos que H (R) = P(R), ya que R ∈ R. De
esto se sigue que H (R) es una σ-álgebra, y entonces µ∗ es una función que cumple las propiedades
de una medida sobre una σ-álgebra, por lo que es (R,P(R), µ∗) es un espacio de medida. Podemos
ver que esta medida µ∗ es una medida concentrada en C, puesto que R \ C es la unión infinita de
los R \An, que tienen medida 0.
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