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Resumen

El objetivo de este trabajo es probar el Teorema de Hausdorff-Alexandroff, el cual afirma
que todo espacio métrico compacto es la imagen continua del conjunto de Cantor. Para ello, se
comenzard estudiando algunos resultados de topologia general que parten de los conocimientos
adquiridos durante el Grado.

Asimismo, para lograr dicho objetivo, se estudiaran las propiedades topolégicas del Conjunto
de Cantor y se probard un resultado conocido como el Teorema de Brouwer, que afirma que to-
do espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente discontinuo es homeomorfo al conjunto de
Cantor, dando asi una caracterizacion topolégica del conjunto de Cantor.

Para finalizar el trabajo se estudiaran las condiciones topoldgicas que debe verificar un espacio
para ser imagen continua del conjunto de Cantor y se construird un ejemplo de un espacio que
no puede ser la imagen continua del conjunto de Cantor.

Palabras clave: conjunto de Cantor, topologia, espacio métrico, compacidad, Teorema de Hausdorff-
Alexandroff

Abstract

The objective of this project is to prove the Hausdorff-Alexandroff Theorem, which states that
every compact metric space is the continuous image of the Cantor set. To do this, we will begin
by studying some results concerning general topology that are based on the knowledge acquired
during the Degree.

Likewise, to achieve this goal, the topological properties of the Cantor Set will be studied and
we will prove a result known as Brouwer’s Theorem, which states that every metric, compact,
perfect and totally discontinuous space is homeomorphic to the Cantor set, thus giving a topolo-
gical characterization of the Cantor set.

To finish the project the topological conditions a space has to verify to be the continuous
image of the Cantor set will be studied and an example of a set which cannot be the continuous

image of the Cantor set will be contructed.

Key words: Cantor set, topology, metric space, compactness, Hausdorff-Alexandroff Theorem
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Introduccion

“Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kénnen.”
“Nadie podra expulsarnos del paraiso que Cantor creé para nosotros.”

(D. Hilbert, 1926)

El eje central de esta memoria lo constituyen el conjunto de Cantor y el Teorema de Hausdorff-
Alexandroff, estrechamente ligado con el conjunto de Cantor. Sorprendentemente, el primero en
definir el conjunto que lleva su nombre no fue Cantor, ya que en 1875, el irlandés H.J.S. Smith pu-
blic6 un articulo titulado On the integration of discontinuous functions [15], donde, en la pagina
147 del texto, se explica como construir lo que ahora conocemos como conjunto de Cantor ge-
neralizado. Posteriormente, en 1881, un joven V. Volterra también introducird un conjunto similar.

No serfa hasta 1883 cuando Cantor publicaria el articulo Uber unendliche, lineare Punktman-
nichfaltigkeiten V' [4], quinto articulo de una serie con el mismo nombre. En él, Cantor define el
conjunto que lleva su nombre como ejemplo de un conjunto perfecto que es no denso. En reco-
nocimiento de Smith y Volterra, al conjunto de Cantor se le conoce también como conjunto de
Smith-Volterra-Cantor, aunque en la memoria nos referiremos a él simplemente como el conjunto
de Cantor.

Junto a Cantor, tenemos a los matematicos F. Hausdorff y P.S. Alexandroff, quienes estudia-
ron diversas areas de las matemaéticas, como la topologia o la teoria de conjuntos, y que publicaron
en 1927 de manera independiente la prueba del teorema que ahora lleva su nombre, el cual afir-
ma que todo espacio compacto y métrico es la imagen continua del conjunto de Cantor. Este
teorema tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, se emplea en la demostracién del teorema de
Banach y Mazur [3], que dice que todo espacio de Banach separable es linealmente isométrico
a un subespacio del espacio de las funciones continuas con valores reales en [0, 1]; o el teorema
de Hahn-Mazurkiewicz, que dice que un espacio Hausdorff es la imagen continua del intervalo
unidad si y sélo si es un espacio de Peano, es decir, si es un espacio compacto, métrico, conexo y
localmente conexo (teorema 31.5 de [17]).

Algunos de los conceptos introducidos y desarrollados por estos tres matemaéticos se pre-
sentaréan y utilizardn en la memoria. A los ya mencionados conjunto de Cantor y Teorema de
Hausdorff- Alexandroff podemos anadir, por ejemplo, el concepto de espacio Hausdorff o de dimen-
sién de Hausdorff, la cual introducimos al final del capitulo 2, o el argumento de diagonalizacién
de Cantor y su teoria del cardinal de los conjuntos, que apareceran en el capitulo 2.

La memoria esta estructurada en los siguientes bloques:

= En el primer capitulo presentamos algunas nociones importantes relativas a la topologia y
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que seran utilizadas posteriormente. Asi, en la primera seccién, introduciremos el producto
arbitrario de espacios topoldgicos, junto con algunas de sus propiedades mas importantes.
En la segunda seccién, repasaremos algunos resultados referentes a los espacios compactos
y los espacios Hausdorff. En una tercera seccién, presentamos los conceptos de espacio
métrico y metrizable, junto con algunas propiedades que se utilizaran varias veces durante
la memoria. Por iltimo, en la cuarta seccién introducimos los conceptos que necesitaremos
en lo referente a los axiomas de separacion y de numerabilidad.

En el segundo capitulo introducimos el conjunto ternario de Cantor. En la primera seccidn,
nos centraremos en su construccion como subconjunto de la recta real, y de como definir un
homeomorfismo entre este conjunto y {0, Q}N. En la siguiente seccién, nos centraremos en
el estudio de algunas de las propiedades topolégicas del conjunto de Cantor. Las primeras,
como que es cerrado o totalmente disconexo, se pueden obtener directamente de la definicion,
mientras que para otras, se utilizara la teoria desarrollada en el capitulo 1, partiendo de los
conocimientos de topologia adquiridos en el Grado. Al final de esta seccién, se estudiaran el
cardinal del conjunto de Cantor y su medida de Lebesgue, asi como su dimensién topolégica
v la de Hausdorff.

El tercer capitulo esta centrado en el Teorema de Hausdorff-Alexandroff y en su demos-
tracion. En primer lugar, se presentan una serie de resultados que seran utilizados durante
la prueba. En la siguiente seccién, introducimos el concepto de sucesion de limite inverso,
junto con algunas de sus propiedades. Por ultimo, en la ltima seccién se muestran tres
resultados: el primero de ellos es un teorema del que se desprende el corolario posterior
(conocido como Teorema de Brouwer), y que serd vital para la demostraciéon del tercer
resultado, que es el ya mencionado Teorema de Hausdorff-Alexandroff.

El cuarto capitulo se centra en las hipotesis del Teorema de Hausdorff-Alexandroff. En par-
ticular, nos preguntamos si podemos relajarlas, y damos un ejemplo de un espacio compacto
y numerable que no puede ser la imagen continua del conjunto de Cantor.

Por 1ltimo, en los apéndices, presentamos algunos resultados basicos de la teoria de la
medida que son utilizados durante la memoria. Ademds, se explicard como construir una
medida a partir de funciones definidas sobre lo que se conoce como “anillo” de conjuntos.



Capitulo 1

Preliminares de topologia

En este capitulo introducimos algunas definiciones y resultados previos que seran posterior-
mente utilizados a lo largo de la memoria.

1.1. Espacio producto

En esta seccién describiremos algunos conceptos sobre el producto de espacios topoldgicos,
ya que a lo largo de la memoria este tipo de espacios aparecerdn de manera recurrente. Segui-
remos principalmente la seccién 8 del libro de S. Willard [17] y 1a 19 del libro de J.R. Munkres [14].

Comencemos considerando el caso de dos espacios topolégicos no vacios (X, 7x) e (Y, 7y).
Entonces al producto cartesiano X x Y se le puede asociar una topologia cuya base estd formada
por los conjuntos de la forma U x V', donde U € 7x y V € 1y. Ademas, dadas dos bases By C
de Tx y Ty, respectivamente, la familia

{BxC: donde Be By C €(}

también es una base para la topologia producto definida en X x Y. Esta topologia tiene la
propiedad de que al proyectar sobre uno de los dos espacios, las proyecciones mx : X XY — X y
my : X XY =Y, dadas por mx(x,y) = z y my(x,y) = y, son continuas, abiertas y sobreyectivas.
Veamos el caso de myx, sabiendo que para 7y se procede de manera andloga. La funciéon wx es
continua, ya que dado un abierto U C X, su antiimagen w;(l(U ) =U x Y, que es abierto por ser
producto de dos abiertos; y es abierta, ya que dado un abierto de la base B x C, con B € 7x y
C € 1y, su imagen es mx (B x C') = B, abierto de 7x. Por tltimo, es sobreyectiva, ya que cada
x € X es la imagen de (x,y) € X x Y para algiin y € Y. Ademés, una aplicacién f: A - X xY
es continua si y sélo si fx = wx o fy fy = my o f son continuas. Si f es continua, entonces fx
y fy son continuas por ser la composicién de aplicaciones continuas. Si fx y fy son continuas,
dado un U x V abierto de la base en X X Y, se tiene que

FHUxV)={a€A: fx(a) €Uy fy(a) €V } = X (U)N fy (V)

que es abierto por ser la interseccion finita de dos abiertos de A.

Nos preguntamos ahora si podemos trasladar esta estructura para el producto de un nimero
mayor de espacios topoldgicos, es decir, si podemos seguir definiendo del mismo modo una base
de la topologia para el producto, de forma que se tengan algunas propiedades, como que las
proyecciones sean continuas, o que una aplicacién sea continua si y sélo si su composicién con las
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proyecciones lo es. Para el caso del producto de un nimero finito de espacios topoldgicos no hay
problemas, pero cuando aumentamos el nimero para el producto de un conjunto numerable, o
arbitrario, de espacios topoldégicos, comienzan a aparecer problemas. Comencemos definiendo el
producto cartesiano de un nimero arbitrario de conjuntos:

Definicion 1.1 Sea X, un conjunto para cada o € A. El producto cartesiano de los conjuntos
X, es el conjunto

HX :{x:A—> UXa:x(a)GXaparatodoozeA}

a€A acA

Esto es, el producto cartesiano de una familia de conjuntos es el conjunto formado por aplica-
ciones del conjunto de indices en la unién de los conjuntos, con la propiedad de que la imagen de
a estd en X,,. Normalmente, dada una funcién x del espacio producto, se denota como z,, a z(«),
y se dice que es la a-ésima coordenada de x. Del mismo modo, es comun referirse a la aplicacién
x como (Tq)aca. Si Xo = X para todo o € A, se suele denotar al producto cartesiano como XA,
Definimos a continuacién la aplicacién proyeccion, que serd utilizada multiples veces a lo largo
de la memoria.

Definicién 1.2 Dada una familia de conjuntos {Xa}aca, y 8 € A, se define la 3-ésima proyec-
cion como la aplicacion
ek HaeAXa — Xg
(xa)anA — T

Es importante mencionar que es necesario considerar el axioma de eleccién' para poder ase-
gurar que el producto cartesiano de una familia de espacios no vacios es no vacio. Mas aln, se
puede demostrar que el axioma de eleccion es equivalente a asegurar que el producto cartesiano de
conjuntos no vacios es no vacio (ver problema 8F. de [17]), y entonces se tiene que la proyeccién
B-ésima es sobreyectiva sobre el conjunto Xg.

De esta manera, dada una familia {(X;, 7;) }ser de espacios topoldgicos, podemos definir sobre
[I;c; Xi la topologia por cajas y la topologia producto.

Definicién 1.3 Sea {X;}icr una familia de espacios topoldgicos, se denomina topologia por cajas
a la que tiene como base a la familia

{H U; : U; es un abierto de X; para cada i € I}
i€l
Definicién 1.4 Sea {X;}icr una familia de espacios topoldgicos. Definimos la topologia producto
o de Tychonoff como la que tiene como subbase a

U {ﬂ'i_l (U;) : U; abierto de Xi}

el
donde m; : [[;c; X; — Xi viene dada por m;((x;)jer) = xi para todo i € I. De esta manera

un elemento de una base para esta topologia se puede escribir como la interseccion finita de
antitmagenes de abiertos de los X;

(2

k
m 77;1 (Ui,) , Ui, abierto de X;,
a=1

donde {i1,...,ix} es un subconjunto finito de I.

Ver la definicién en el punto 1.17 de [17].
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Una primera propiedad que cumple la topologia producto es que las proyecciones son continuas
y abiertas.

Lema 1.5 Sea {X}aca una familia de espacios topologicos, y sea [ [,c 4 Xa su espacio producto.
Entonces la proyeccion B-ésima es continua y abierta.

Demostracion: Sea B € A fijo. Entonces la proyeccién mg es continua, ya que dado Ug € Xjg
abierto, wﬂ_l(Ug) es un abierto de la base de la topologia producto. Sea U € 7,,.,q un abierto no
vacio de la base de la topologia producto. Se tiene que U = ﬂle 7r;i1 (U, ) para un conjunto finito
de indices {a, ..., }. Como consecuencia mg(U) es un abierto de Xg, ya que si f = «; para
algin ¢, entonces mg(U) = U,,, mientras que si 3 # «; para todo %, entonces mg(U) = Xg. O
Sin embargo, las proyecciones no son cerradas necesariamente. Por ejemplo, consideremos la
proyeccién 71 : R? — R y en R? el grafo Gry de la funcién f(z) = %, esto es, el conjunto
Gry = {(z,y) € R? : z-y = 1}. Aunque Gry es cerrado en R?, se tiene que 71 (Gry) = R\ {0},
que no es cerrado en R.

Vemos rapidamente que ambas topologias son equivalentes para productos finitos, pero difieren
para productos infinitos. Aunque la topologia por cajas parece ser la natural en el producto, no
es la mas utilizada, ya que existen propiedades que se verifican para productos finitos, pero que
no se verifican para productos infinitos. Por ejemplo, para un producto infinito con la topologia
por cajas no es cierto que una aplicaciéon f : A — [[.; X; es continua si y sélo si la composicién
con las proyecciones es continua. En efecto, si consideramos X; = R e I = N (consideraremos a
lo largo del texto que los niimeros naturales son los enteros positivos), la funcién f : R — RN
dada de forma que f, = m, o f es la identidad en R para todo n, no es continua, a pesar de
que su composiciéon con las proyecciones son continuas. En efecto, consideremos la familia de
abiertos {Up},cy de (R,7,), con U, = (=%,1). Entonces su producto [],.yUn es un abierto
de la topologfa, al que llamamos U. Si f fuese continua, entonces f~!(U) serfa un abierto de R.
Sin embargo, su antiimagen es {0}, que no es abierto, ya que f~}(U) = MNhen (_71, %) = {0}. El
problema que tiene la topologia por cajas, y porqué la topologia de Tychonoff no lo tiene, puede
verse estudiando la expresion de la antiimagen de un abierto en cada una de las topologias. Sea
g: A — X' en el caso de la topologia de cajas, si tomamos un abierto U = [Lic; Ui, con U;

abiertos en Xj,
g N U)={ac A: gi(a) =Ti(g(a)) € U; para todo i € I} = mgi_l(Ui)
el
mientras que para la topologfa producto, un abierto de la base es de la forma U = [],.;
U= X;sii¢{i,...,ir} y U; un abierto de X; si i € {i1,...,ix}; con lo que se tiene que

U;, con

k
g ' U)={ac A: gi(a) =mi(g(a)) € U; para todo i € {i1,...,ix}} = ﬂ g;l(Uij)
j=1

Para un producto infinito, la primera de las intersecciones puede no ser un abierto, mientras que
la segunda es un abierto por ser interseccién finita de abiertos.

Este hecho provoca que nos interesemos en cuando podemos garantizar que una funcién es
continua. El siguiente lema da las condiciones necesarias y suficientes cuando se considera la
topologia producto.

Lema 1.6 Sea {Xa}aca una familia de espacios topoldgicos, y sea [],c 4 Xa su espacio producto
con la topologia de Tychonoff. Una aplicacion f : X — [],c4 Xa es continua si y solo si 7y 0 f
es continua para cada o € A.
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Demostracion: =) Supongamos que f es continua. Entonces, como 7, es continua para cada o € A
b [e%
por el lema 1.5, se tiene que f, = w0 f es continua por ser composicién de aplicaciones continuas.

<) Supongamos que f, = T, o f es continua para todo o € A. Queremos ver que la funcién

f:X —=1]] aca Xa es continua cuando se considera la topologia producto. Sea U € 7p.oq un
—1

abierto no vacio de la base de topologia producto. Entonces U = ﬂle T, (Uy,) para un conjunto

finito de fndices {a1, ..., ax }. Consideremos f~(U),

k k k
oy =71 (ﬂ w;ﬂUm)) = (7 (75! Ua)) = [ (7 © /)7 (Ua))

i=1 i=1 i=1
como cada f, es continua, (74, o f)~!(U,,) es un abierto de X para cada i = 1,...,k, y por tanto
f~H(U) es abierto por ser interseccién finita de abiertos. O
Este lema no es cierto si sustituimos la topologia producto por la topologia por cajas, como
hemos visto en el ejemplo anterior, lo que nos da argumento bastante sélido para considerar la
primera por encima de la segunda como la topologia por defecto del espacio producto. A lo largo
de la memoria, cuando se presente el producto de espacios topoldgicos, salvo que se especifique
lo contrario, se supondra que el producto tiene la topologia producto.

En lo que resta de esta seccién presentamos propiedades interesantes de espacio producto.
Algunas de estas propiedades son también ciertas cuando se considera la topologia por cajas,
aunque en las demostraciones se considere la topologia producto.

El siguiente lema nos garantiza que cualquier topologia que consideremos en el espacio pro-
ducto de forma que las proyecciones son continuas contiene a la topologia producto. En particular,
la topologia por cajas es mas fina que la topologia producto.

Lema 1.7 Sea {X4}aca una familia de espacios topoldgicos, y sea [ eca Xa su producto carte-
sitano con una topologia T . Entonces, si las proyecciones m, son continuas para todo o € A, la
topologia 11 es mds fina que Tproqd-

Demostracion: Sea T la topologia tal que 7, es continua para todo av € A. Veamos que 704 C 1.

Consideremos U = ﬂle ﬂ;il(Uai) un abierto de la base de la topologia producto. Hay que ver
que U € 71. Por ser las proyecciones continuas con 71, la antiimagen ﬂ-;il(Uai) es un abierto de
71 para todo i = 1, ..., k. Por ser 7 topologia, la interseccién finita de abiertos es abierto, con lo
que U = ﬂle Tl (Us,) es un abierto en 7. O

El siguiente resultado caracteriza la topologia producto como la tnica que cumple que toda
funcién f es continua si y solo si 7w, o f es continua para todo a € A.

Lema 1.8 Sea {Xq}aca una familia de espacios topoldgicos, y sea [[,c 4 Xa su producto carte-
siano con una topologia T1. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. 71 = Tprod

2. f: X — (HaeA Xa,ﬁ) es continua si y solo si my 0 f es continua para cada o € A.
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Demostracion: 1. = 2. Se tiene directamente aplicando el lema 1.6.

2. = 1. Tomemos la identidad i : [] c 4 Xa — [[oca Xa» con la misma topologia 71, que es
continua. Aplicando 2. tenemos que 7, es continua para todo o € A, y por el lema 1.7, concluimos
que Tproq € 71. Ahora, consideremos la siguiente aplicacion:

h: (HaeAXwTPTOd) — (HaeAXouTl)
x — h(z)==x

La aplicaciéon h, =m0 h : (HaeA Xa, Tpmd) — X, es continua por el lema 1.5, por lo que apli-
cando 2., la aplicacién h es continua. Como es biyectiva, dado U € 7, se tiene que h™1(U) = U
debe ser un abierto de 7,4, con lo que 71 C Tp0q, ¥ entonces ambas topologias son iguales. [J

Por ltimo, veamos si el producto no finito de espacios discretos es discreto. Aunque parezca
sorprendente, este no es el caso. Tomemos, por ejemplo, un espacio discreto de cardinal finito
X = {x1,...,xx}, k > 1, y consideremos el espacio producto X. El espacio X es compacto, por
lo que aplicando el Teorema de Tychonoff (ver el teorema 1.11), X N es compacto. Vemos ahora
que XN no puede ser discreto, puesto que si consideramos el recubrimiento formado por todos sus
puntos, que son abiertos si el espacio es discreto, éste no tiene ningtin subrecubrimiento finito, lo
que implicarfa que XN no es compacto.

1.2. Espacios compactos y Hausdorff

En esta secciéon se presentan algunas propiedades importantes de los espacios topolégicos
compactos? y de los espacios topolégicos Hausdorff?, y que seran utilizadas durante la memoria.
Seguiremos principalmente las secciones 13 y 17 del libro de S. Willard [17]. En primer lugar, se
enuncia un lema de gran utilidad, pues muestra que el producto de espacios Hausdorff también
es Hausdorff.

Lema 1.9 Sea {X,}aca una familia de espacios topoldgicos no vacios. Entonces, X, es Haus-
dorff para todo o € A siy sélo si [, 4 Xa también es Hausdorff.

Demostracion: =) Sea {Xap}aca una familia de espacios no vacios y Hausdorff. Sean
2,y € [[oea Xo dos puntos distintos del espacio producto. Tenemos que encontrar un par de
abiertos disjuntos U,V de [],c4 Xo talesque z € U,y € V.

Como z # y, entonces xg # yg para algun 8 € A. Ademads, como X3 es un espacio Hausdorff,
existen abiertos disjuntos Ug y V3 en Xjg tales que xg € Ug e yg € V3. Consideremos ahora la
proyeccién mg : [[,ea Xa — Xp, que es continua, luego ﬂ'lgl(Ug) y ﬂ'lgl(Vg) son dos abiertos
de [],ca Xo. Tomamos ahora U = WB_I<U5) yV = ng(V/g). Se tiene que x € U ey € V, ya
que mg(x) = 23 € Ug y ma(y) = yg € V3, respectivamente. Finalmente, son disjuntos, ya que si
existiese un punto z € U NV, se tendria que mg(z) = z3 estarfa en Ug y en V3, lo cual no es
posible, ya que Ug y V3 son disjuntos.

2Un espacio topolégico X es compacto si para todo recubrimiento por abiertos de X existe un subrecubrimiento
finito de X.

3Un espacio topolégico se dice Hausdorff si para todo par de puntos distintos x,y € X existen dos abiertos
disjuntos U,V talesquex € U ey e V.
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<) Sea ahora [], . 4 Xa un espacio no vacio y Hausdorff, y sea = € [],c 4 Xao. Consideremos
Us ={y € [lnca Xa : Ya = 2o si a # B}, que es homeomorfo a Xg por la proyeccién 73, ya que
es una biyeccion, es continua por el lema 1.5, y es abierta, ya que dado un abierto de V' de Ug
de la forma J],c 4\ (g3{za}t x V3, con Vj abierto en X, se tiene que mg(V) = V. Como Ug es
Hausdorff por ser un subespacio de un espacio Hausdorff, Xz también lo es. O

Aunque en este resultado se utilice la topologia producto, también es cierto si se considera la
topologia por cajas. Basta tener en cuenta que las proyecciones también son continuas con la
topologia por cajas.

El siguiente lema asegura que, dada una familia de conjuntos no vacios y cerrados {F), }nen
tales que F,, 2 F,4+1 en un espacio compacto X, entonces su interseccién es no vacia. Es conse-
cuencia de un resultado méas general, que se puede ver en el teorema 26.9 de [14], y sera utilizado
en la demostracién del lema 3.8.

Lema 1.10 Sea X un espacio compacto y una familia de conjuntos cerrados {Fy, }nen tales que
F, D F,11. Entonces se tiene que ﬂneN F, #0.

Demostracion: Sean X un espacio compacto y {Fy, }nen una familia de conjuntos no vacios y ce-
rrados en X. Supongamos que (e Frn = 0, y consideremos la familia {X \ F}, },en de conjuntos
abierto de X. Observemos que J,cn(X \ ) = X \ (Npen Fn) = X, de donde se sigue que los
X \ F,, forman un recubrimiento de X. Ahora, como X es un espacio compacto, existe un subre-

cubrimiento finito {X \ F,,,..., X \ F,, } de X. Entonces, X = Ule(X \ Fpn,) =X\ (ﬂle Fnl),

luego ﬂle F,, = 0. Pero la interseccién anterior es uno de los F),, concretamante F,, con
m = max{ni,...,ng}, y concluimos entonces que F,, = ), lo que no es posible, ya que los F},
son no vacios por hipétesis. Por tanto, la suposicién (), .y Frn = () no puede ser cierta. Il

Enunciamos a continuacién el Teorema de Tychonoff, que da una de las propiedades maés
importantes del producto de espacios compactos

Teorema 1.11 (de Tychonoff) Sea {X,}aca una familia de espacios topoldgicos no vacios, y
sea [ [oea Xa su producto cartesiano, con la topologia producto. Entonces, cada X, es compacto
si y 50lo si [[ca Xo también es compacto.

La demostracion de este teorema requiere de bastantes resultados previos, por lo que no la de-
sarrollaremos, aunque una prueba del teorema puede verse en el teorema 17.8 de [17]. Como ya
se ha comentado, este teorema, crucial en el campo de la topologia, serd utilizado en muchas
demostraciones de la memoria.

Los siguientes lemas dan dos propiedades muy conocidas de los espacios compactos que seran
de utilidad en el capitulo 3. Se corresponden con el teorema 3.1.3 y el corolario 3.1.5 del libro de
R. Engelking, General Topology [8].

Lema 1.12 Sea A un subconjunto compacto de X. Entonces, para toda familia de abiertos
{Uiticr de X tales que A C U;c; Ui, existe una subfamilia finita tal que A C |J;cq Ui, con
S = {il,iQ, ,Zk}

Demostracion: Sea A un subconjunto compacto de X, y {U;}ic; una familia de abiertos de X
tales que su unién contiene a A. Entonces, podemos considerar la familia de abiertos {V;}cr
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en A, donde V; = U; N A, que forman un recubrimiento de A; y como A es compacto, existe
un subrecubrimiento finito de A formado por V;,,Vi,,..., Vi, con k € N. Ahora, cada V;; tiene
asociado un U, de forma que tenemos una subfamilia finita de la original, cuya unién contiene
la unién de los V;;, que es recubrimiento de A, y por tanto contiene a A. O

Lema 1.13 Sean X un espacio topologico compacto y U un abierto de X. Si existe una familia
de cerrados {Fi}icr tales que su interseccion (\;c; Fi estd contenida en U, entonces hay una
subfamilia finita {F;,, Fi,, ..., Fj;, } cuya interseccion también estd contenida en U.

Demostracion: Sean U un abierto y {F;};c; una familia de cerrados cuya interseccién estd con-
tenida en U. Entonces la familia {X \ Fj};cs estd formada por abiertos, y como (\,c; F; € U, se

tiene que
X\UCX\ (ﬂF) = Jx\F)
i€l i€l
Aplicando el lema 1.12 a X \ U, que es compacto por ser cerrado en X compacto, tenemos una
subfamilia finita {X \ Fj,, X \ Fj,,..., X \ Fj,}, cuya unién contiene a X \ U. De esta manera,
como X \ U C U§:1 (X \ Fj,), su complementario U cumple

k
U=X\(X\U)2X\ UX\FZ»].) = F,

como se queria probar. O

1.3. Espacios métricos y espacios metrizables

En esta seccién introduciremos las definiciones de espacio métrico y de espacio metrizable,
ademds de algunas propiedades importantes de estos espacios. Seguiremos la seccién 22 de [17].

Definicién 1.14 Un espacio métrico es un par ordenado (X, p), compuesto por un conjunto X
y una funcion p: X x X — R a la que se llama métrica, que cumple para cualquier x,y,z € X:

1. p(z,y
p(z,y) =0 <= z=y
p(y,x)

p(y,z) = plx, 2)

Dado un € >0, x € X, se define la bola abierta centrada en x con radio €,

p(z,y

) =
)
) =
4. p(z,y) +

Bp(z,e) ={y € X : d(x,y) <e}.

Cuando no haya confusion posible en cuanto a qué métrica se refiere, se denotard a la bo-
la de centro x y radio € simplemente como B(x,e). La coleccion de todas las bolas abiertas
{Bp(x,a)}€>0 zcx €8 base de una topologia 7,, denominada topologia métrica inducida por p.
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Definicion 1.15 Un espacio topoldgico X se dice metrizable si su topologia viene de una métrica
p, esto es, su topologia T coincide con la topologia métrica 7,.

Un ejemplo de espacio topolégico metrizable es (R, 7,) si consideramos en R la métrica usual
dy, dy(x,y) = |x —y| para todo z,y € R. Aunque las definiciones de espacio métrico y metrizable
se parezcan, existen algunas diferencias entre ellos. En el caso de un espacio métrico, este es un
par formado por un conjunto y una métrica, mientras que en el caso de un espacio metrizable,
este es un par formado por un conjunto y una topologia, que ademés cumple ciertas propiedades
especiales. En primer lugar, podemos observar que todo espacio métrico (X, p) tiene asociado
un espacio topoldgico, (X,7,), que es por tanto un espacio metrizable. Por otro lado, un espa-
cio topoldgico (X, 7) puede no tener asociada una métrica, es decir, su topologia no viene de
ninguna métrica, por ejemplo si el espacio topoldgico no es Hausdorff, como consecuencia del
lema 1.16. Ademads, dado un espacio metrizable (X, 7), tenemos que la métrica p asociada a él no
tiene porqué ser tnica, por ejemplo, si p es una métrica cuya topologia inducida coincide con 7,
entonces np, con n > 0, también es una métrica e induce una topologia que también coincide con 7.

Lema 1.16 Sea (X, p) un espacio métrico. Entonces (X, 7,) es Hausdorff.

Demostracion: Sea (X, p) un espacio métrico, y dos puntos distintos x,y € X. Para que (X, 7,)
sea Hausdorff, debemos encontrar un par de abiertos disjuntos U,V € 7, talesque x € U, y € V.
Como es espacio métrico y los puntos son distintos, € = p(z,y) > 0. Consideremos las bolas
B(z,§) y B(y, §5), son abiertos de 7, que contienen respectivamente a x y a y. Ademas las bolas
son disjuntas, ya que si existe z € B(z,§) N B(y, 5), p(z,y) < p(x,2) + p(y,2) < ¢ lo que es
imposible. Con esto se tiene que el espacio es Hausdorff. O

Por tanto, todo espacio métrico tiene asociado un espacio topolégico Hausdorff, y si se tiene un
espacio topolégico metrizable, entonces también es Hausdorff. A continuacidon, se da un resultado
que garantiza que dado un espacio métrico, siempre vamos a poder obtener una métrica acotada
que induce la misma topologia, para lo cual es necesaria la siguiente definicién:

Definicion 1.17 Dos métricas p1 y p2 en X se dicen topolégicamente equivalentes si inducen
la misma topologia T en X.

Lema 1.18 Cualquier métrica p en un espacio métrico X es topoldgicamente equivalente a una
métrica acotada.

Demostracidn: Sea p una métrica en X. Considérese p,(z,y) = min{a, p(z,y)}, con a € RT, para
todo z,y € X. Veamos que es una métrica:

1. po(x,y) = min{a, p(x,y)} > 0 atendiendo a la propiedad 1. de p.
2.z =y < p(z,y) =0 <= 0 =min{a,0} = min{a, p(z,y)} = pa(z,y)
3. pa(w,y) = min{a, p(z,y)} = min{a, p(y, )} = paly, )
4. Sean x,y,z € X. Si p(x,z) > a o p(y,z) > a, entonces:
pal,2) + paly,2) 2 @ = mina, p(z,9)} = pa(z,y)

En caso contrario, p(z,2) < ay p(y,z) < a, y se tiene que
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pa(z,2) + paly, 2) = p(x, 2) + p(y, ) > min{a, p(z, 2) + p(y, 2)} > min{a, p(z,y)} = pa(z,y)

Antes de estudiar si las dos métricas generan la misma topologia, observemos cémo son las
bolas abiertas dadas por la métrica p,. Sea e > 0y x € X, entonces:

, B,(x,e) sie<a
Bpa(a:,e)z{yEX:mln{a,p(a:,y)}<e}:{ pg() Gesa

En el caso € < a se tiene que p,(x,y) < € < p(z,y) < €, y la bola de la métrica p, coincide
con la de p. Por otro lado, si € > a, entonces min{a, p(z,y)} < a < € para todo y € X, con lo que
la bola en ese caso es el total.

De esto se sigue que todo elemento de la base de 7,, es un elemento de 7,, y 7, es més fina que
Tp,- Por otro lado, queremos ver que 7,, es mas fina que 7,, para lo que basta ver que dado x € X
y € > 0, para todo y € B,(z,¢€) existe un r > 0 tal que y € B, (y,7) C By(x,€). Sabemos que
existe 1 > 0 tal que B,(y,m1) € B,(z,€), por ejemplo r; = € — p(x,y). Tomamos r = min{r, a}.
Entonces

Yy e Bpa(yﬂr) = Bp(y7r) g Bp(yurl) g Bp(x7€)

como se queria probar. Por tanto las métricas p y p, son equivalentes. O

Este ultimo resultado aporta una idea nueva: cuando se tienen espacios métricos y se quie-
ren estudiar algunas propiedades que tienen que ver con la topologia, no importan las bolas
“grandes” (entendiendo como grandes las de radio mayor que uno escogido arbitrariamente) de
la topologia, sino las “mds pequenas” (entendiendo estas como las de radio menor que uno es-
cogido arbitrariamente), ya que dada una métrica p, podemos obtener una métrica equivalente
pa = min{a, p(z,y)}, con a € RT.

El siguiente resultado es bastante importante, puesto que asegura que cualquier producto
numerable de espacios metrizables es metrizable, con lo que podemos asegurar que, dada una
familia numerable de espacios métricos, el producto de estos espacios métricos también es un
espacio métrico.

Lema 1.19 Un espacio producto no vacio [ [, oy Xn es metrizable si y sdlo si cada X, es metri-
zable.

Demostracion: =) Sea [],cy Xn un espacio no vacio y metrizable. Veamos que X, es homeo-
morfo a un subespacio de [[,cyXn, y es por tanto metrizable. Sean {zy}nen, con z, € X,
A =TI Man} x X x I iizn}t, ¥ Tm : A = X;p la restriccién de la m-ésima proyeccién
a A. La aplicacién 7, es una biyeccién, es continua por ser una restricciéon del dominio de una
proyeccién, y es abierta, ya que los abiertos no vacios de A son de la forma

m—1 o0
U=UnA= [[{za} xUnx [ {za}
n=1 n=m+1

donde U = Hzl:_f X, X Uy, % H;’O:mﬂ X, es un abierto de [, .y Xn, con U, abierto de X, y
Tm(U) = Up,, abierto en X,,.
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<) Sea {X,}nen una familia de espacios no vacios metrizables. En virtud del lema 1.18
podemos tomar las métricas p, acotadas por 1. Dados © = (z1,22,...) e y = (y1,¥2,...) en
[1,en Xn se define p : [, e Xn X [ ey Xn — [0, 00) como

_ Z pn(é?:;yn) (1_1)

neN

Veamos que p es una métrica:

1. p(x,y) e ZnEN pn(sgzjyn) > Pn(€z7yn) Z 0

2. x =y siz, =y, para todo n <= pp(Tn,yn) = 0 para todo n € N y esto ocurre si y sélo
st p(@,y) = Vpers 2552 = 0

3. p(y) = Teny 25780 = N 2522 = ply.2)

4. Sean x,y,z € X, entonces

Z pn -Tnayn Z pn Tn, zn) + pn(yna zn)

o = p(z, 2) + p(y, 2)

neN neN

Falta demostrar que la topologia inducida por p y la topologia producto son equivalentes. En
primer lugar, consideremos x € [],,cy Xn ¥ un elemento de la base de la topologfa producto U
que contiene a x dado por

U:HUn, con U, =

{ By, (xn,€,) sin € {ni,..,ng}
neN

X, en otro caso

donde N = {ny,...,n;} es un conjunto finito de indices. Tomemos € = min{ % },en, que es mayor
que 0 por ser todos los €, > 0 y N un conjunto finito. Veamos que B,(z, €) estd contenida en U.
Tomamos y € B,(z, €), entonces

=> > =

e > p(x,y)
neN

para cada i € N. En particular, para n; € N, se tiene entonces que
Pn; (xn]wynj) €n
— on <es o~ on; jpn](xnjayn]) < €p,
con lo que yn; € B(zn,,¢€n;) para todo n; € N. Por tanto, y € U para todo y € B,(z,€), y se

tiene que x € B,(x,¢e) C U, con lo que 7, es mas fina que 7,,o4.

Sea ahora z € X y B,(z, €) un entorno de z. Entonces existe unm € Ntal que Y00 | o < .

Sea entonces U el elemento de la base de la topologia producto dado por

Consideremos y € U, entonces

. pn(xnayn pn mnayn pn xnayn Pn(xnyyn) €
=Y Z Ly <y ST S <

neN n=m+1 n=1
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con lo que y € B,(x,¢), y x € U C By(x,¢€). Entonces 7,4 s més fina que 7, y en consecuencia
son iguales. Asi, la métrica p induce la misma topologia que la topologia producto. O

De esta manera, si tenemos una familia a lo sumo numerable de espacios métricos { (X, pn) }nen,
cada uno de ellos tiene asociado un espacio topolégico metrizable (X,,,7,,), y aplicando este teo-
rema se tiene que el espacio producto ([[ Xy, 7) es también metrizable, por lo que tiene asociado
al menos un espacio métrico (][ X, p). Este resultado no es cierto si consideramos el producto
infinito no numerable de espacios metrizables. De hecho, se puede probar que el producto arbi-
trario es metrizable si y sélo si los espacios son metrizables, y todos salvo una familia a lo sumo
numerable de ellos son conjuntos unipuntuales (ver teorema 22.3 de [17]).

Por 1ltimo, damos la definicién de didmetro de un conjunto en un espacio métrico, que viene
a generalizar el concepto de didmetro de una circunferencia en R? como la mayor distancia entre
dos puntos del conjunto, y que sera usado varias veces durante la memoria.

Definicién 1.20 Sea (X,d) un espacio métrico. Se define el didmetro §(A) de A C X como
6(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}

Como podemos observar en la definicidn, si el conjunto A no esté acotado, su didmetro puede
no estar acotado, por ejemplo, el didmetro de R con la métrica usual d,, es infinito, mientras que
si se considera una métrica acotada p, = min{a,d,(z,y)}, con a € R como se defini6 en el lema
1.18, entonces el didmetro de R es a.

1.4. Axiomas de separacién y de numerabilidad

En esta seccién introduciremos las definiciones de una serie de propiedades que se conocen
como axiomas de numerabilidad. Ademds, se introducen también las definiciones de algunos de
los axiomas de separacién que seran necesarios durante la memoria, especialmente en el capitulo
4. Seguiremos esencialmente los libros de S. Willard [17] y de J.R. Munkres [14]. Comencemos
introduciendo lo que se conocen como axiomas de numerabilidad.

Definicién 1.21 Un espacio X satisface el primer axioma de numerabilidad (en inglés, X es
“first countable”) si todo punto x € X tiene una base de entornos abiertos numerable.

Observemos que todo espacio metrizable satisface el primer axioma de numerabilidad. Fijemos
un punto z € X. Entonces, dado un entorno U de z, se tiene que z € B(x,e) C U para algin
e. Ahora, como € > 0, existe un n € N tal que B(z, 1) C B(z,¢). Por tanto, para todo entorno
de  podemos encontrar una bola B(z, L) contenida en el entorno, y la familia {B(z, 1)},en es
entonces una base numerable de entornos del punto x.

Definicién 1.22 Un espacio X satisface el segundo axioma de numerabilidad (en inglés, X es
“second countable”) si su topologia tiene una base numerable.

Observemos en primer lugar que todo espacio que satisfaga el segundo axioma de numerabili-
dad satisface el primero, pero el reciproco no es cierto: consideremos (R, 74;s.) €l conjunto de los
numeros reales con la topologia discreta, que no admite ninguna base numerable.
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Lema 1.23 Si X es un espacio compacto y metrizable, entonces satisface el sequndo axioma de
numerabilidad.

Demostracion: Sea p una métrica en X. Consideremos para cada n € N la familia de bo-
las abiertas B(z, %) con r € X. Entonces, por ser X compacto, existe una subfamilia finita
By, = {B(x;,, %)}f:zl que recubre X. Sea % = J,,cry #n familia numerable de abiertos, veamos
que es base. Sea U un abierto de X y x € U. Entonces, por definicién de topologia métrica, existe
un € > 0 tal que x € B(z,¢) C U. Ademés, se puede fijar un n € N tal que % < 5,y entonces como
B,, es un recubrimiento de X, también recubren B(z,€), con lo que existe una bola B(z;, , %) que
contiene a x. Sea z € B(z;,, 1), entonces

1 1
p(z,2) < plz, 2i,) + p(2,23,) <+ = <€
Luego = € B(;,,~) C B(z,e) C U. Como % es una base numerable, X satisface el segundo
axioma de numerabilidad. 4

En las siguientes definiciones se introducen los conceptos de espacio regular y de espacio
normal.

Definicion 1.24 Un espacio X se dice regular si para todo cerrado E de X y todo punto
x € X \ E, existen abiertos disjuntos U,V tales que E CU yx € V.

Definicion 1.25 Un espacio topoldgico X se dice normal si para cualquier A, B cerrados dis-
jguntos en X, existen abiertos disjuntos U y V tales que ACU y BCV.

Observemos que si el espacio es Hausdorff, entonces los puntos son cerrados, luego todo es-
pacio Hausdorff y normal es regular. Antes de introducir el Teorema de metrizacién de Urysohn,
definimos la nocién de espacio separable.

Definicion 1.26 Un espacio X se dice que es separable si X tiene un subconjunto numerable E
que es denso en X, esto es, tal que la clausura de E es X.

Recordemos que un espacio X se dice dice que es T si para todo par de puntos distintos
x,y € X existen dos abiertos U,V talesque z e Uey € V, peroy € U y x ¢ V. Es inmediato,
por tanto, que todo espacio 15 o Hausdorff es también T7. El siguiente teorema se conoce como el
Teorema de metrizacién de Urysohn, que caracteriza los espacios metrizables y separables. En la
memoria, serd de utilidad en el capitulo 4. Aunque lo presentamos sin demostracién, esta puede
verse en la pagina 166 de [17].

Teorema 1.27 (Teorema de metrizacién de Urysohn) Si un espacio X es Ty son equiva-
lentes las siguientes afirmaciones

1. El espacio X es reqular y satisface el sequndo azxioma de numerabilidad.

2. El espacio X es separable y metrizable.

FEl siguiente corolario es consecuencia directa del teorema anterior. Su demostracion se puede
ver en la pagina 166 del libro de S. Willard [17].
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Corolario 1.28 Sea X un espacio compacto y métrico, Y wun espacio Hausdorff vy
f X — Y wuna aplicacion continua. Entonces f(X) es un subespacio compacto y métrico de
Y.

Lema 1.29 Si un espacio numerable X es compacto y Hausdorff, entonces satisface el sequndo
axioma de numerabilidad.

Demostracion: Como X es numerable, basta demostrar que satisface el primer axioma de nume-
rabilidad, con lo que automaticamente cumplira el segundo. Fijemos = € X, para cada y € X
tal que = # y tenemos que existen U,,V,, abiertos disjuntos de X tales que z € Uy e y € V.
Tenemos que la familia formada por intersecciones finitas de conjuntos U, es numerable (ya que
partes finitas de N tiene el mismo cardinal?), veamos que es una base numerable de entornos
de z. Sea E un entorno de x, entonces contiene un abierto U. Ahora, tenemos que R\ V} es
cerrado para todo y € X, y su interseccion es el propio x. Aplicando el lema 1.13, tenemos que
existe una subfamilia finita {V},,...,V},} tal que ﬂle(}R \ V;) € U. Teniendo en cuenta que

NE, U, SR\ (Ule Vyl> =N, (R\V,,), se tiene que (F_, U,, estd contenido en U, y por tanto

en F, como queriamos probar.

g

4A cada interseccién ﬂle Uy, se le puede asociar el subconjunto finito {yi}le. Para ver que la familia A de
los subconjuntos finitos de N es numerable, basta considerar que para cada natural n, el nimero de conjuntos cuyo
méximo es n es 2" !, ya que, fijado n, se tiene que para cada 0 < m < n, existen (”;Ll) conjuntos con m + 1
elementos que tengan como méaximo a n, por lo que en total hay Z;_:lo (”71) = 2""! Entonces A es la unién

m
numerable de las familias A,, formadas por los conjuntos cuyo méaximo es n, que son finitas, luego A es numerable.






Capitulo 2

Propiedades topoldgicas del conjunto
de Cantor

2.1. El conjunto de Cantor

En esta seccién presentamos el conjunto de Cantor, tanto como subconjunto de la recta real,
como producto de numerable de copias del espacio discreto {0,2}, asi como algunas de sus pro-
piedades. Seguiremos principalmente el libro de S. Willard [17] y el de J.R. Munkres [14].

Comencemos construyendo el conjunto Cantor a partir del intervalo unidad J = [0, 1] de R.
Consideremos el conjunto 47 =7\ (%, %), es decir, el conjunto obtenido eliminando del intervalo
unidad el intervalo abierto (%, %) Una vez obtenido A1, obtenemos el resto de conjuntos A,, de la
siguiente manera: a partir de A,,_1, el conjunto A,, se construye dividiendo cada intervalo cerrado
de A,_1 en tres iguales, y eliminando el tercio central de cada intervalo. Esto puede escribirse

COmo:
kn

A= ) (1+3k 2+3k> oo 21
k=0

3n ’ 3n
donde k, =31 — 1.
De esta manera, podemos definir el conjunto de Cantor € como

¢=) An (2.2)

neN

Podemos también representar los conjuntos A,, como la unién de un ndmero finito de inter-
valos cerrados disjuntos, todos ellos contenidos en J. Para ello, veamos como son los intervalos
abiertos que hemos ido eliminando en la construccién de cada A,. Fijemos n, y dividamos J en
371 partes de longitud 3,11,1. Observamos que los abiertos eliminados que aparecen en la ecua-
cién (2.1) se corresponden con el tercio central de cada una de las 3" ! partes antes mencionadas,
de forma que no todos estan contenidos en A,_1, puesto que hay algunos que estan contenidos
en otro intervalo abierto eliminado en un paso anterior. Asi, por ejemplo, en el paso n = 1 se

elimina el intervalo (1 2), y en el paso n = 2 se eliminan los intervalos (1 2), (4 é) y (g %).
)y

373 979 909 )
Vemos que (%, g) C (%, %), con lo que en realidad en la construccién de As se eliminan %,%
(%, %) de Al.

17
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Para ver como se distribuyen los abiertos que se van eliminando de J, basta recordar que
si en el paso n — 1 se habian eliminado los intervalos Ulnfl, e U2";11 a A,_o, en el paso n se
elimina un intervalo abierto a cada lado de ellos, de forma que entre cada dos intervalos U;f“ Ly
UZ-TQ" 2 consecutivos con mi,mo < n solo se elimina un intervalo. En la figura 2.1 se muestra como
se van distribuyendo los intervalos abiertos eliminados de J, donde U;™ representa un intervalo

eliminado en el paso m.

n=1: Ut
n=2: U} U} U2
n—3: U} ur U} Ul w Uz U

n=4: Ut U} U U2 UL U3 U UL UF US UF UZ UF U UL

Figura 2.1: Esquema de como se distribuyen los abiertos que se eliminan de J en los primeros 4
pasos de la construccion de €, donde U;™ representa un intervalo eliminado en el paso m.

Podemos entonces construir los primeros A, eliminando los intervalos abiertos, de forma que
obtenemos una unién finita de intervalos cerrados de longitud 3%:

9
A= (0,310 3,310 18 F U L #1018 810 (8. 310 B BV 1

Observamos que los extremos de los intervalos siguen un cierto patrén: los extremos de los
primeros 2"~! intervalos de A, son los mismos que los de A, 1 (que estd formado por 27!
intervalos cerrados), pero divididos por un factor 3; mientras que la otra mitad se corresponde

con los intervalos de A,_1 divididos por un factor 3, pero desplazados % (o equivalentemente,

, an—1
suméndole un factor 2 ?:’,)n )1

Luego si escribimos

entonces

donde v" =0 y wj, =1 para todo m = 1,2, ...

!Esta propiedad que utilizamos para construir los A, nos anuncia una propiedad que posee el conjunto de
Cantor, la autosimilitud, que estudiaremos en la seccién posterior.
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Ao
A
A2 I I I
AB— — — — — — — —
A4-- - . - - B | L - . - . - .

Figura 2.2: Esquema de los cuatro primeros A, con los que se construye el conjunto de Cantor.

Ademads, denotaremos

A= U [ofw] (2.3)
JE{1,...2n}
J impar

A= J [ w]] (2.4)
JE{1,...2n}
J par

y por lo tanto A, = A% U A2. Esta escritura nos serd 1til un poco més adelante.

Otra definicién alternativa del conjunto de Cantor consiste en partir de la expresién de los
elementos de J en forma ternaria, esto es, dado un x € J, a x se le puede asociar con la sucesién

(21,72, 3...), donde los x; cumplen que z =} ¢ Entonces el conjunto de Cantor es

¢ = Z Tigie {0,2} para todo i € N (2.5)

7
S

Para todo elemento de J esta expresion es Uinica, salvo por el hecho de que, dado un niimero que
termina en una sucesién infinita de 2, se puede reescribir la expresién de forma que termine en
una sucesién de 0 (la unica excepcién en J es el 1). En nuestro caso, vemos que esto no es un
problema, ya que dada una sucesion infinita de ceros, el digito anterior tiene que ser 2 (el caso en
el que el nimero se escribe como una sucesién infinita solo de ceros se corresponde con el 0), y
al reescribirlo para que termine en una sucesién de doses, el 2 se cambiaria por un 1. Del mismo
modo, dada una sucesion infinita de doses, el digito anterior (salvo para el 1, que se escribe como
una sucesion infinita solo de doses) tendria que ser 0, y al reescribirlo como una sucesioén de ceros,
el cero se cambiaria por un 1.

Podemos rapidamente ver que los conjuntos descritos por las expresiones (2.2) y (2.5) son
efectivamente iguales, ya que si consideramos los elementos de J cuya forma ternaria tiene un 0 o
un 2 en la primera cifra, obtenemos el conjunto A;. Del mismo modo, si aplicamos la restriccién
a las primeras dos cifras, obtendremos el conjunto As; y en general, si consideramos los elementos
de J cuyas primeras n cifras del desarrollo ternario son 0 o 2, obtenemos A,,. De esta manera, el
conjunto dado por el desarrollo ternario estd en A,, para todo n € N, y por tanto se encuentra en
la interseccién. Asimismo, dado un elemento de la interseccién, este se encuentra en todos los A,,,
en particular de Ay, por lo que la primera cifra de su desarrollo ternario debe ser 0 o 2, ya que si
solo pudiera escribirse con un 1 en la primera cifra, se encontraria en (%, %) De esta manera, si
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existiera un elemento en la interseccién con un 1 en la cifra n de su expansién ternaria, tendriamos
dos casos: si después del 1 hay una sucesion infinita de ceros o doses, hemos visto que el desarrollo
puede reescribirse para cambiar el 1 por un 0 o un 2; si no ocurre esto, entonces podemos ase-
gurar que dicho punto no se encuentra en A, y por tanto, no podria encontrarse en la interseccién.

Con un poco més de rigor, podemos ver que existe una biyeccién entre € y {0,2}", es decir,
el espacio obtenido con el producto infinito numerable del espacio discreto {0, 2}.

{0,231 = H D,,, con D,, = {0,2} para todo n € N
neN

Se puede definir la aplicacién h donde a cada elemento ¢ € €, con ¢ = ) % le asocia un
elemento . € {0,2}", definido por

Ye: N — {0,2}
n — v(n)=cy

Luego si escribimos los elementos de {0,2}" como en la definicién 1.1, 7. = (¢,)nen, tenemos

h: € — {0,2}

¢ +— h(c) =(c1,c2,...) (2:6)

La funcién h es inyectiva, ya que dados dos elementos c,d € € distintos, estos difieren en uno
de los coeficientes del desarrollo ternario, es decir, existe un m € N tal que ¢, # dpm, y asi sus
imégenes h(c) = (¢p)nen v h(d) = (dp)nen son distintas.

Por otro lado, dado un elemento v € {0, Q}N , el elemento ¢ € € cuyo coeficiente n-ésimo del
desarrollo ternario es y(n) cumple que h(c) = (c1, ¢, ...) = (7(1),7(2), ...). Con esto, h es biyectiva.

De hecho, podemos demostrar que A es un homeomorfismo, para lo que vamos a definir las
topologias de € y de {0,2}". El conjunto de Cantor € tiene la topologia heredada de la usual de
R, esto es, la que tiene como base los intervalos abiertos (a,b), con a < b en R. Por otra parte,
el espacio {0,2}" tiene la topologia producto o de Tychonoff, donde {0,2} tiene la topologia
discreta, esto es, tiene sélo cuatro abiertos: (), {0}, {2} vy el total {0, 2}.

Probamos ahora que h es continua, para lo que basta ver que m, o h es continua para n € N,
aplicando el lema 1.6. Para ello, fijemos n € N, y sea h,, = m,0h. Se tiene que dadoc =) o
hn(c) = cn; y entonces, para cada cerrado U de {0, 2}, se tiene que:

1. SiU =0, h,, " (U) = h;,;*(0) = 0, abierto en €.

2. Si U =1{0,2}, h, 1 (U) = h,;1({0,2}) = €, abierto en €.

3. SiU = {0}, h,'(U) = h,;*({0}) = {(c1,c2,...) EC:c, =0} = A2 N €.
4. SiU = {2}, b, ' (U) = h; ({2}) = {(c1,¢2,...) EC ¢, =2} = A2 N C.

donde los conjuntos A2 y A2 son los cerrados dados por las expresiones (2.3) y (2.4).

Por 1ltimo, para probar que h~! es continua, vemos que h es cerrada, por ser una aplicacién
de un espacio compacto en un espacio Hausdorff, con lo que queda demostrado que h es homeo-
morfismo. Observemos que {0,2}" es Hausdorff por el lema 1.16, mientras que en la siguiente
seccién veremos que € es compacto con la topologia inducida por la usual en R.
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2.2. Propiedades del conjunto de Cantor

Para estudiar las primeras propiedades del conjunto de Cantor consideramos en € la topologia
inducida por la usual 7, de R. Una vez hallamos probado que € es compacto con esa topologia,
podremos asegurar que la aplicacién h definida en (2.6) es un homeomorfismo entre ¢ y {0,2}".

= ¢ es cerrado: basta considerar que cada A, es el complementario de un nimero finito
de intervalos abiertos en J, por lo que es cerrado en J. Como € es la interseccion de los
conjuntos A,, que son cerrados, entonces € es cerrado en J, y como J es cerrado en R, el
conjunto de Cantor es cerrado en R.

» ¢ es compacto: como J es compacto en (R,7,) vy € es un cerrado de J, entonces € es
compacto.

Con esta tltima propiedad ya podemos concluir que la aplicacién h definida por (2.6) es un
homeomorfismo entre € y {0,2}". A partir de ahora, nos referiremos como € indistintamente
a cualquiera de los dos espacios topoldgicos, segin convenga para las propiedades que estemos
estudiando. Asi, un elemento ¢ € € se expresara con su desarrollo ternario c =) %, 0 COMO
elemento del espacio producto, ¢ = (¢ )nen, segun sea conveniente.

= ¢ es metrizable: como ya sabemos, € tiene la topologia heredada por la topologia usual
7, de R.

= ¢ es Hausdorff: esto es consecuencia inmediata del hecho de que el conjunto de Cantor es
metrizable, junto con el lema 1.16.

s ¢ es totalmente disconexo:

Definicion 2.1 Un espacio topolégico X es totalmente disconexo si y sélo si los unicos
conjuntos conexos no vacios son los conjuntos unipuntuales.

Supongamos que tuviésemos en € una componente B conexa con mas de un punto. Dados
un par de puntos a,b € B, con a < b, siempre existe un punto x ¢ € tal que a < = < b,
basta considerar el desarrollo ternario de a y b, encontrar la primera cifra en la que se
diferencian, y sustituir esta y todas las cifras siguientes por 1, obteniendo un nimero que
claramente esté entre a y b. Entonces podemos considerar los conjuntos B, = BN [0,z) y
By = BN (x,1], que son abiertos no vacios disjuntos en B cuya unién es B, con lo que B es
Nno conexo.

= ¢ es perfecto:

Definicion 2.2 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice perfecto si y sdlo si
A es cerrado y sin puntos aislados, esto es, cada punto de A es punto de acumulacion de

A.

Definiciéon 2.3 Un punto de acumulacién de un subconjunto A de un espacio topoldgico
X es un punto x € X tal que todo entorno de x contiene algin punto de A que no es x.
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Sea un punto ¢ € €, con ¢ = (c1,¢2,c3,...). Consideremos ahora un entorno U de ¢, este
contiene a un intervalo de la forma (c — %, c+ 3%) para algin valor n € N. Es inmediato
comprobar que cualquier niimero cuyo desarrollo ternario coincida en sus n primeras cifras
con el de ¢ se encuentra dentro de U. Por tanto, basta considerar el punto ¢*, cuyo desarrollo
ternario es igual que el de ¢, salvo por las dos cifras siguientes a la n-ésima, que vienen dadas

€omo:
o 2 si cpyi =0 i—19
n+ti 0 Si Cn+4i = 2 !

Este nuevo punto esta claramente en €, es distinto de ¢, y se encuentra dentro de U, con lo
que € es perfecto.

¢ es denso en ninguna parte (nowhere dense):

Definicion 2.4 Un conjunto A C X, con X espacio topoldgico, es denso en ninguna parte
si el interior de la clausura de A es el vacio.

Como € es cerrado, la clausura de € es él mismo. Supongamos que el interior de € es no
vacio, y que existe ¢ € ¢. Sic # 0,1, podemos encontrar un intervalo de la forma (a,b),
con 0 < a<ec<b<l,tal quec € (a,b) C € Sin embargo, dicho intervalo no puede
ser disjunto con los intervalos abiertos que se eliminaron de J para generar €. Para verlo,
basta considerar que el intervalo (a,b) es un entorno del punto ¢ y todo punto de € es
de acumulacién, podemos encontrar otro punto ¢* de € dentro del intervalo. Ahora bien,
entre ¢ y ¢* podemos encontrar un punto x que no se encuentra en &, tal y como se hizo
antes, cambiando todas las cifras de su desarrollo ternario posteriores a la primera en la
que difieran ¢ y ¢* por unos. De esta manera, el intervalo que teniamos tiene interseccion
no vacia con el complementario de €, y por tanto no puede estar en su interior. Del mismo
modo, si ¢ = 0, podemos encontrar un intervalo abierto en J de la forma [0,b) C €, con
0 < b <1,y por ser € perfecto, existe un ¢* € [0,b) distinto de ¢, y razonando del mismo
modo de antes, podemos encontrar un punto x entre ¢ = 0 y ¢* que no esté en &, con lo que
[0,b) ¢ €. Finalmente, si ¢ = 1, entonces podemos encontrar un intervalo de la forma (a, 1],
con 0 < a < 1, contenido en €, y proceder de forma andloga a los dos casos anteriores.

¢ es normal:

Recordemos que un espacio normal (ver definicién 1.25) es aquel en el que para todo par de
cerrados disjuntos se pueden encontrar un par de abiertos disjuntos que contengan a cada
uno.

El conjunto de Cantor € es un espacio normal porque todo espacio compacto y Hausdorff
es normal, como se demuestra a continuacion:

Lema 2.5 Sea X un espacio topoldgico compacto y Hausdorff. Entonces X es normal.

Demostracion: Sean A y B dos cerrados disjuntos de X. Fijamos a € A. Para cada punto
b € B, como X es Hausdorff, se puede encontrar un par de abiertos Ug, V,;, disjuntos tales
que a € Uy y b € Vyp. De esta manera, se tiene una familia de entornos abiertos {Uab}be B
de a, y un recubrimiento por abiertos {Vis},cp de B.

Ahora bien, como X es compacto, y B es un cerrado de X, entonces B es compacto. Se
puede entonces tomar un subrecubrimiento finito de abiertos {Vabi}fﬂ de B; y de forma
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que cada Vi, tiene asociado un Ug,. Asi, tenemos una familia finita de abiertos {Uabi}f:1
que contienen a a.

Se definen ahora los conjuntos U, y V, de la siguiente manera:

k k
Us=( Ut Va=JVas,
i=1 =1

Dado que U, es la interseccion finita de abiertos que contienen a a, U, es un entorno abierto
de a, y ademads es disjunto con V,, ya que U, esta contenido en todos los Ug,, que eran
disjuntos con sus correspondientes Vg, .

Esto se puede hacer para cada punto a € A, de forma que se tiene un recubrimiento por
abiertos {U,},c4 de A, y una familia de abiertos {V4},c4 que contienen a B. Dado que A

también es compacto, existe un subrecubrimiento finito {Uaj }jil, que tiene asociado una

familia de abiertos {Va ; }2:1 que contienen a B.

Por dltimo, se consideran ahora los siguientes conjuntos:

l

l
U= U Ua]' V= ﬂ Vaj
i=1 j=1

Aligual que antes, se ve claramente que V' es un abierto que contiene a B, ya que el conjunto
{1,2,...,1} es finito y todos los V; contienen a B. Es adem4s disjunto con U, ya que V esta
contenido en todos los V;/, que son disjuntos con los correspondientes UZ. De esta manera
se tienen dos abiertos disjuntos que U y V que contienen respectivamente a los cerrados A
v B. Il

= ¢ es homogéneo:

Definicion 2.6 Un espacio topologico X se dice homogéneo cuando, para cada x,y € X
existe un homeomorfismo ¢ de X en X tal que ¢p(x) = y.

Para encontrar el homeomorfismo que buscamos, vamos a considerar que € es producto
numerable de copias del espacio discreto {0, 2}, esto es, € = {0, 2}, Asi, un elemento c € ¢
se puede representar como ¢ = (¢1, €2, ..., Cp, -..).

Sean z,y € {0,2M, = {@, }nen € ¥ = {Un}nen. Sea f: {0,2} — {0,2}" una aplicacién
tal que para z € {0,2}Y, 2z = {z,}nen, f(2) es un elemento u € {0,2}Y, u = {up }nen se
define como:

Up = (T + Yn + 2,) mbd 4

Vemos en primer lugar f(x) =y, ya que para todo n € N
(Yyn+4) méd4 si z, =2

Un = (2$n + yn) mod 4 = =Yn
(yn) méd 4 sioz, =0
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Andlogamente, se tiene que f(y) = z, por lo que si comprobamos que f es un homeomorfismo
habremos terminado. Sean a,b € {0,2}" tales que f(a) = f(b), entonces tenemos que
(Tn 4+ Yn + an) méd 4 = (z, + yn + by) mdd 4 para todo n € N. Como z,, e y, estin
fijos, a, = b, para todo n € N, con lo que f es inyectiva. Del mismo modo, si tenemos un
elemento ¢ € {0, 2}, podemos encontrar un elemento d € {0,2}" tal que f(d) = c,

Cn si (zp+yn) méd4=0
dy, =
(cn+2) méd4d si (xp,+yn) moéd4 =2

Asi, f es una biyeccion. Para ver que f es continua, basta ver que m, o f es continua para
todo n € N, donde 7, : {0, 2} — {0, 2} es la proyeccién de la n-ésima coordenada, es decir,
dado z € {0,2}", m,(2) = 2. Se tienen entonces dos casos:

e Si x, = y,, entonces
(0 /)7 ({0}) = {z € {0,2}" : 2, = 0} = m, " ({O})
(mno /)71 ({2) = {z € {0,2}" : 2, = 2} = ;" ({2})

e Si z, # yn, entonces
(a0 /)7H({0}) = {= € {0,2}" : 2, = 2} = m, ' ({2})
(a0 /)71({2}) = {2 € {0,2}" : 2, = 0} = ' ({0})

en ambos casos, se tiene que tanto (m, o f)~1({0}) como (7, o f)~1({2}) son elementos de
la base de la topologia producto de {0,2}N, por lo que son abiertos. Para ver que f~! es
continua, veamos que (f o f)(z) = z, con lo que f es su propia inversa. Sea z € {0,2}", y
n € N. Distinguimos dos casos:

e Si x, = yp, entonces la coordenada n-ésima de f(z) es z,, con lo que la coordenada
n-ésima de f(f(z)) también es z,.

o Si x, # yn, entonces la coordenada n-ésima de f(z) es (z, +2) mdd 4, esto es, es 0 si
zn=2,y es 2 si z,=0. Asi, la coordenada n-ésima de f(f(z)) es 2 si z, es 2, y es 0 si
zn es 0.

Queda probado por tanto que f es un homeomorfismo, y por tanto € es homogéneo.

Las siguientes propiedades dan cuenta del “tamano” del conjunto de Cantor. Por un lado,

veremos que € es un conjunto muy grande si lo que se tiene en cuenta es el nimero de elementos
que contiene, pues tiene cardinal infinito, y no sdlo eso, sino que su cardinal es el mismo que el
de R, por lo que en este sentido tiene el tamano mas grande que puede tener un subconjunto de
los reales.

Por otro lado, veremos que el conjunto de Cantor es pequeno si lo que lo que medimos es su

longitud. Para ello, veremos que la medida de Lebesgue de € es 0, por lo que en ese sentido el
conjunto de Cantor es muy pequeno, pues tendra la misma medida que un solo punto de R, o que
el conjunto (.

= El cardinal de € es el del continuo: Comencemos probando que € no es numerable, para

lo que consideraremos que € son las sucesiones infinitas numerables de 0 y 2, y utilizaremos
el argumento diagonal de Cantor. Supongamos que € es numerable, entonces existe una
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biyeccién f : N — €, de forma que f(n) = a” = (af', a5, ...,a], ...). Seaahora b = (b )nen € €

con
b 2 siap=0
"L 0 siap=2

Se observa que b ¢ Imf, ya que si existiese un m € N tal que f(m) = a™ = b, tendrian
que coincidir coordenada a coordenada, en particular a' = by, lo cual es imposible por la
definicion de b. Esto implica que f no puede ser sobreyectiva, y por tanto € no es numerable.

Por otro lado, podemos ver que € tiene el mismo cardinal que R. Para ello, veamos que
existe una biyeccién entre € y [0, 1]. Sea g la aplicacién

g: ¢ — [0,1]
n/2
c=Yen s g(0) = ey B8

Dado ¢ € €, se tiene que g(c) € [0,1] siempre. Dados dos puntos ¢, c* € € distintos, sus
imagenes g(c) y g(c*) son distintas, y dado un x € [0, 1], x se puede escribir como una suma
infinita de %, donde z; = 0,1, y entonces ¢; = ), % estd en € y tiene como imagen al x.
Luego g es una biyeccion entre € y [0, 1]. Ahora, sea h la aplicacién dada por la composicién
de hi y hs, donde h; es una biyeccién entre (0,1) y la esfera de radio unidad menos un

punto S\ {(1,0)} en R,

hi: (0,1) — S'\{(1,0)}
r > hi(z) = (cos2mz,sin2nx)

y ha es la proyeccién estereografica de S'\{(1,0)} en R con foco el punto (1,0). La aplicacién
h = hy o hy es entonces una biyeccién, con lo que (0,1) y R tienen el mismo cardinal, y se
tiene que #(0,1) < #10,1] < #R. Concluimos que el cardinal de [0, 1], y por tanto el de €,
es el del continuo.

= La medida de Lebesgue de ¢ es O:

Comencemos viendo rapidamente que € es medible. En nuestro caso el espacio de medida
(ver la definiciéon A.4) es (R, L, 1), donde L es la o-algebra de Lebesgue y p es la medida
de Lebesgue, por lo que € es medible si € € L. En £ se encuentran todos los intervalos
abiertos y cerrados de R (ya que la o-dlgebra de Lebesgue contiene a la de Borel, B, que
es la menor que contiene a los intervalos abiertos), con lo que la unién B de los intervalos
eliminados durante la construccién de € estd en £ y su complementario también, aplicando
las propiedades 3. y 2. de la definicién A.1, respectivamente. Como € es el complementario
de BenJ,¢=(R\ B)NJ,y ambos estdn en L, € estd en £, aplicando la proposicién A.2.

Recordemos que la medida de Lebesgue p de un intervalo abierto (a,b) € R es su longitud,
esto es, p((a,b)) = a — b. Del mismo modo, para un intervalo cerrado [a,b] € R, se tiene
que 4 ([a,b]) = a —b. Ademés, la medida de Lebesgue cumple que la medida de la unién
finita o numerable de una familia de conjuntos disjuntos dos a dos {A;};c; es la suma de

las medidas de los intervalos
I (U Ai) = u(A)

il iel
con I finito o numerable (propiedad 1. de la definicién A.3 para el caso numerable, o punto
ii. de la proposicién A.5 para el caso finito).
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Asi, podemos utilizar la definicién del conjunto de Cantor dada por (2.2), ya que el intervalo
unidad J es la unién del conjunto de Cantor y los intervalos abiertos que se eliminan. En el
primer paso, se elimina un intervalo de longitud %, en el segundo, a cada uno de los cerrados
que forman A; se le quita un intervalo de longitud %, y asi sucesivamente, de forma que
en el paso n, se elimina de cada uno de los 2"~ ! intervalos cerrados de A,_; un intervalo
abierto de longitud 3% De esta forma, la medida del complementario de € en el intervalos

unidad es:
=12\
poe =35 (3) =1
n=1
donde se ha aplicado el punto iv. de la proposicion A.5 a la sucesién formada por los
complementarios de los A,. Asi, dado que p(J) = 1, y ya que pu(€) = u(J) — u(J\ €),
concluimos que la medida de Lebesgue de € es 0.

s ¢ es autosimilar:

Definicion 2.7 Se dice que un conjunto X C R es autosimilar si es la union disjunta
de copias de si mismo, esto es, si existen funciones si,So,...,S; : R — R tales que para
cualquier x,y € R, y para cada i € {1,2, ...k}, dy(si(z) — si(y)) = cidu(x — y), con ¢; una
constante y d,, la métrica de R, y que cumplan que X = J;_; s:;(X).

Considérense las funciones f y g dadas de la siguiente forma:

fi R — R g: R — R

Sean z,y € R, dy(z,y) = |z —y| la métrica usual en R. Se tiene que | f(z) — f(y)| = 5|z —y|
y que |g(z) — g(y)| = |z —y|. Ademds, si ¢ € €, tanto f(c) como g(c) estdn en €. Aplicando
las definiciones de f y g, se tiene que si ¢ = ) 5%, entonces f(c) = >, cygndr € €y
g(c) = % + 2 nen gt € € Podemos ver cémo f y g transforman los elementos de €
expresandolos como sucesiones infinitas, componiéndolas con el homeomorfismo h de € en
{0,2} y su inverso, obteniendo f* = ho foh ™'y g* =hogoh™!. Sea c = (¢, ca,...) € €,
entonces se tiene que f*(c) = (0,¢1,c2,...) y g%(¢) = (2,¢1, c2, ...), esto es, todo lo que hacen
las funciones f* y ¢g* es mover las coordenadas de los elementos un puesto y en el primero
escribir 0 o 2, respectivamente. Para ver que f(€) U g(€) = €, consideremos un elemento
¢ = (c1,09,c3,...) € € y vemos que es la imagen de ¢* = (cg,c3,...) por f* o por g*. Si
c1 = 0, entonces f*(c*) = (0, ¢z, c3...) = ¢, mientras que si ¢; = 2, ¢*(c*) = (2, ¢2,¢3,...) = ¢
Tenemos por tanto que todo elemento de € es imagen de algin elemento de € por f o por
g, v que las imagenes de f y g restringidas a € son disjuntas y estan contenidas en €, luego
¢ es autosimilar.

A continuacién, antes de estudiar la dimensién de Hausdorff de €, vamos a estudiar su dimensién
topoldgica. En este punto seguiremos el capitulo 3 del libro de G.A. Edgar [6], el capitulo 19 del
libro de K. Kuratowski [12] y la seccién 29 del libro de S. Willard [17].

= ¢ tiene dimensién topolégica 0:

Definicion 2.8 Se dice que un espacio topoldgico X es 0-dimensional si cada punto x € X
tiene una base de entornos formada por abiertos y cerrados, o equivalentemente, si para
cada x € X y para cada cerrado F C X que no contiene a x, existe un conjunto abierto y
cerrado disjunto con F' que contiene a x.
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Un primer ejemplo de espacio 0-dimensional es, cuando X es metrizable, el subespacio
D = {x1,...,x} de X formado por un conjunto finito de puntos. Si p es una medida en
X, entonces tomando € = min{p(z;,z;) : i # j} el minimo de las distancias entre los pun-
tos, las bolas B(z;, €) son conjuntos abiertos y cerrados en D. Por tanto, D es 0-dimensional.

Veamos ahora que € es un conjunto 0O-dimensional. Sea ¢ € € y un cerrado F' C € tal
que ¢ ¢ F. Entonces el conjunto F' es la interseccion de € con un cerrado F de R, v se
tiene que V=R \ F es un abierto de R que contiene a c, y por tanto existe un inter-
valo abierto W = (a,b), con a,b € R, tal que ¢ € (a,b) C V. Ahora, es inmediato que
W; = (a,b) N (—o0,¢) y Wy = (a,b) N (¢, 00) son dos abiertos de R, y existen a* € W, y
b* € W, tales que a*,b* ¢ €, ya que en caso contrario W, o W, estarfan completamen-
te contenidos en €, que es denso en ninguna parte en R, lo que es imposible. Entonces
W* = (a*,b*) es abierto en R, y W* = W* N € es un abierto de €, pero ademds es cerrado
en €, ya que W* = [a*,b*]NC, y [a*, b*] es cerrado en R. Por tanto, W* es abierto y cerrado
en €, contiene a ¢, y es disjunto con F', ya que W* C 1% y FC F=R \ V. Por tanto, € es
0-dimensional.

A continuacién, definimos el concepto de espacio 1-dimensional:

Definicion 2.9 Un espacio topoldgico X es 1-dimensional si no es 0-dimensional y cada
punto x € X tiene una base de entornos abiertos con frontera 0-dimensional.

Como ejemplo de espacio 1-dimensional tenemos la recta real R con la topologia usual. Una
base de abiertos para esa topologia es la dada por las bolas abiertas B(z,€) con € > 0y
x € R. Las bolas tienen como frontera el conjunto {x —¢€, z+¢€}, que como hemos visto antes,
es O-dimensional. Si probamos que R no es 0-dimensional, habremos acabado. Sea £ C R un
subconjunto no vacio abierto y cerrado. Como R es conexo, esto implica que E = R, luego
no se puede separar ningtin punto z € R de un cerrado no vacio con un conjunto abierto y
cerrado.

Las definiciones de espacios de dimensién 0 y 1 son casos particulares de la que se conoce
como dimension inductiva débil, small inductive dimension, que se define de manera induc-
tiva, partiendo de que la dimensién inductiva de un conjunto es -1 si y sélo si es el conjunto
vacio:

Definicion 2.10 Un espacio topolégico no vacio X tiene dimensién inductiva en el punto
p menor o igual que n € NU{0} , y se representa ind, X < n si existe una base de entornos
de p con fronteras de dimension a lo sumo n — 1.

Se dice que un espacio topologico X tiene dimensién inductiva < n si su dimension en todos
sus puntos es < n, y se representa indX < n.

Se dice que un espacio topoldgico X tiene dimension inductiva n, indX = n, si se cumple
que indX < n, pero no se cumple indX < m para —1 < m < n.

Si no existe n € NU {0} para el que se cumplan las condiciones anteriores, se dice que
indX;, = co y indX = oo respectivamente.

Existen otras definiciones de dimensién topoldgica, como la dimensién inductiva fuerte,
large inductive dimension, o la dimensién de recubrimientos (ver [7]). Sin embargo, todas
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ellas coinciden para espacios con propiedades suficientemente buenas, por ejemplo para las
espacios métricos separables (ver teorema 1.7.7 de [7]), en particular, para el conjunto de
Cantor.

Por ultimo introducimos el concepto de dimension de Hausdorff, para lo que es necesario introducir
las siguientes definiciones. Para simplificar la notacion, en este ultimo punto se denotard como
|A] al didmetro de A, que se define como el supremo de las distancias entre dos puntos de A,
considerando la distancia con la métrica usual d,, de R (la definicién general para un espacio
métrico cualquiera estd en la definicién 1.20.)

= ¢ tiene dimensién de Hausdorff iggQ

3
Definicién 2.11 Sean un conjunto A C R y {Dy,}nen una familia a lo sumo numerable de
conjuntos de didmetro menor o igual que 0 > 0, tales que A C |J,cy Dn, entonces se dice

que la familia {Dy,}nen es un d-recubrimiento de A.

Definicién 2.12 Dados ACR, 6 >0 y s >0, se define Hj(A) de la siguiente manera:

H3(A) = inf { Z |Dy|® : {Dn}nen €s un d-recubrimiento de A}
nenN

Entonces, se dice que la medida de Hausdorff s-dimensional H*(A) de A es

HY(A) = ltm H3 (4)

Podemos observar que efectivamente H* es una medida?, y que para un ¢ fijo, se tienen en
cuenta todos los recubrimientos de didmetro menor o igual que J, y que conforme disminuye
0, el nimero de recubrimientos con estas caracteristicas disminuye, lo que supone que el
infimo aumenta conforme disminuye §. Por otro lado, para didmetros pequenios, § < 1, se
tiene inmediatamente que conforme se aumenta s, disminuye Hj3(A), ya que

S DR = DD <> 6 Dy =072 | Dyf¥, con s < S

neN neN neN nenN

y tomando el infimo, H§ (A) < HZ(A) si s < s'. Haciendo tender & a 0, tenemos que
H*(A) > H* (A) si s < s'. De hecho, si 0 < H*(A) < oo, entonces H* (A) = 0 para s < s,
ya que 6* % — 0 cuando § — 0. Luego en caso de tomar H*°(A) un valor real distinto de
0, para s mayores tiene que ser 0, mientras que para los s menores no puede ser un nimero
real, porque entonces para sy tendria que ser también 0.

Definicién 2.13 Dado A C R, se define la dimensién de Hausdorff, y se representa dimg (A),
como el infimo de los s > 0 tales que H*(A) = 0.

dimg(A) =inf{s >0: H*(A) =0} =sup{s > 0: H*(A) = oo}

?La demostracién de que es una medida se puede ver en la pigina 12 de [10], ya que aunque la definicién de
medida que se utiliza es diferente a la definicién A.3, ambas definiciones son equivalentes, como se explica en el
apéndice.
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A continuacién presentamos un lema que serd de vital importancia para calcular la dimen-
sién de Hausdorff de €. Recordemos que una medida p se dice finita si no toma el valor
+00, y se dice concentrada en M € M si u(X \ M) =0.

Lema 2.14 Sea A C R un conjunto y u una medida finita concentrada en F, distinta de
la medida idénticamente nula, y supongamos que para cierto s > 0 existen ¢ > 0 y § > 0,
de forma que p(U) < c|U®, para todo U tal que |U| < 6. Entonces H*(A) > pu(A)/c y

Demostracion: Sean A C Ry p una medida finita concentrada en F' distinta de la idéntica-
mente nula. Fijemos sy > 0, y supongamos que existen ¢ > 0y d > 0 con la condicién del
enunciado. Sea {U;};en un d-recubrimiento de A. Entonces

0<p(Ad)=mp (U(Ui ﬂA)) <Y uUNA) <> w(U;) <> U

1€N i€EN €N €N

y por lo tanto

M < S = B2 < prga)
1€EN

Como H®*(A) aumenta conforme disminuye la s, y para el valor sp inicial
H*(A) > LEO RS 0, el infimo de los s para los que H*(A) = 0 es mayor que el sy es-

[

cogido, y por tanto sp < dimg(A). O

Tenemos ya todas las herramientas necesarias para poder calcular la dimensién de Haus-
dorff del conjunto de Cantor. En primer lugar, consideremos el recubrimiento {Elk}fil para
k > 1, donde cada Ef es uno de los 2% intervalos cerrados de longitud 3% en los que se
divide Aj,. Entonces, si s > 0y 6§ = &, se tiene que

37197
1 zk 1 S 2 k
H§(C) = inf {Z |Dyp|? i con |D,| <= 3"3} < Z ]Ef]s _ ok <3k> _ <38>
TLGN i=1
y por tanto
2 k
H*() = lim HJ(€) < lim ()

5:#—>0 k—oco \ 35

Ahora bien, vemos que si s ~ 0, el limite tiende a infinito, mientras que para valores de
s > 1, el limite tiende a 0. Para que el limite tienda a un nimero estrictamente positivo,
tiene que suceder que 3% = 1, pues valores mas pequeiios de la fraccién hacen tender el
limite a 0, y valores mas altos a infinito. Pero

2 log 2
§:1 < log2 —slogd =0 «<— S:10g3

De esta manera, tenemos tres casos

1. Sis> iggg, entonces H*(€) <0

2. Sis= %zgg, entonces H*(€) <1

. log 2
3. Si s < 53, entonces H*(€) < oo
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logg, luego vemos que

A partir del primer caso, se obtiene que H*(¢) = 0 para todo s > Tog

dimg(€) = inf{s : H*(¢) = 0} < iggg, mientras que los otros dos casos no aportan mas

informacién, razén por la cual necesitamos usar el lema 2.14.

Construyamos réapidamente una medida p concentrada en € tal que u(R) = 1 (la cons-
truccién con detalle se muestra en el la secciéon A.3 de los apéndices). Para cada n € N,
“dividimos” p entre los 2" intervalos cerrados E}* que forman A,,, de forma que p(E]") = 27"
para todo 1 < ¢ < 2™. Si continuamos haciendo esto cuando n tiende a infinito, tenemos que
u(Ay) = 1 para todo n, con lo que p(€) = 1 por la propiedad v de la proposicién A.5; por
otro lado, para cada n, la medida u(R\ A,) = 0, por lo que para un conjunto disjunto con
¢, su medida es 0, puesto que se encuentra en la unién de los complementarios de todos los
A, cuya medida sigue siendo 0. Observemos que la medida de un punto {c} € € es nula,
ya que si fuese un a > 0, existirfa un k lo suficientemente grande para el que 27% < a, de
forma que ¢ € EF para algin 1 <4 < 2%,y se tendria que a = p({c}) < pu(EF) = 27% en
contradiccion con lo anterior.

Sean 3% >0 >0y U C R no vacio (esto es, existe un z € U) tal que |U| < 1. Supongamos
que |U| = 0, entonces U = {z} , y se tiene que, si x € €, su medida es nula, como se acaba
de comprobar, y si x € €, su medida también es nula, puesto que no interseca con €. Por
tanto, los U tales que |U| = 0 cumplen las condiciones del lema 2.14 para cualquier ¢ y s.
Consideremos por tanto que |U| # 0, entonces existe un m € N tal que 3%1% <|U| < 3%,
por lo que deducimos que a lo sumo puede estar intersecado con un solo K" y no puede
intersecar ninguin Ef con k > m que no esté contenido en E™ (ya que como su didmetro es
menor que ?%m, si interseca a E!", estd completamente contenido en la unién de E" y los
dos abiertos que se encuentran a sus lados, con lo que podemos dividir el conjunto U en la
parte que interseca a E;" y su complementario, y este ultimo tiene medida 0 por estar en
el complementario de A,,, con lo que la medida de U serd la medida de U N E™). Asi, la
medida de U a lo sumo es 27", Entonces

log 2

— _ o log2 log2 log2
p(U) < 27 = (355) 7 = (37 < (3IU]) B = 20]%E

log 2
log 3°

existenc =2y d = é tales que todo conjunto U con |U| < %
e
(&

De esta manera, dado s =

cumple que pu(U) < ¢|U|*, y aplicando el lema 2.14, se tiene que H*(€) < = %, y lo que

es mds importante, igig = s > dimg(C).

Por tanto, juntando esta cota inferior con la superior que habiamos obtenido antes, tenemos

que dimg (€) = igig, como se queria probar.

Aunque la definicién de fractal no estd completamente establecida (pag. xx de [9]), podemos
considerar que los conjuntos autosimilares y cuya dimension de Hausdorff sea estrictamente mayor
que su dimensién topolégica son fractales (esta propiedad es la que Mandelbrot originalmente
tomé para definir un fractal). Asi, como el conjunto de Cantor es autosimilar, tiene dimensién

topoldgica 0 y dimensién de Hausdorff %22%, tenemos que € es un fractal.




Capitulo 3

El Teorema de Hausdorft-Alexandroff

El objetivo de este capitulo es demostrar el teorema 3.15, conocido como Teorema de Hausdorft-
Alexandroff, que dice que todo espacio compacto y métrico es la imagen continua de €. Para ello,
desarrollaremos una serie de resultados que, junto con otros resultados del capitulo 1 y algu-
nas de las propiedades de € vistas en el capitulo 2, seran posteriormente utilizados durante la
demostracién del teorema.

3.1. Resultados previos

En esta secciéon introducimos una serie de lemas que aplicaremos a lo largo del capitulo.
La mayoria de ellos se basan en las definiciones y resultados que introdujimos en el capitulo 1,
especialmente la seccién 1.2. Seguiremos principalmente la seccién 29 del libro de Willard [17],
junto con el libro de J.R. Munkres [14] y el libro de R. Engelking de topologia general [8].

Recordemos que un espacio se dice totalmente disconexo si los tinicos conjuntos conexos son
los unipuntuales.

Lema 3.1 Un espacio X compacto y Hausdorff es totalmente disconexo si y sélo si para todo par
de elementos distintos x,y € X hay un conjunto abierto y cerrado en X que contiene a x y no a

Y.

Demostracion: <) Supongamos que existe una componente conexa U de X que no sea unipuntual.
Entonces, se pueden encontrar dos puntos distintos z,y € U. Por hipdtesis, existe un conjunto V'
que es abierto y cerrado, tal que x e Vey & V.

Ahora bien, dado que V' es cerrado, su complementario X \ V' es un abierto que contiene a y.
Por tanto, U se puede separar como:

U=UnV)u(Un(X\V))

donde UN (X \ V) y UNV son abiertos disjuntos no vacios en U. Por tanto, U no es conexo, y
las tinicas componentes conexas de X son las unipuntuales.

=) Sean z,y € X dos puntos distintos, veamos que se puede encontrar un conjunto abierto

y cerrado que contenga a x pero no a y. Consideremos la familia formada por los V; abiertos y
cerrados que contienen a x,

{(Vitier={ViC X :2 €V, V;, X \V, son abiertos}

31
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cuya interseccién,
V=V
el

se conoce como la quasicomponente de x, y es claramente un conjunto cerrado, aunque no tiene
por qué ser abierto. Si probamos que y € V', entonces existe al menos un V; que no contenga a
y. Para ello, podemos ver que V es conexo, y atendiendo a la hipdétesis de que X es totalmente
disconexo, V tendra que ser unipuntual, y contener tnicamente a x. Supongamos, por tanto, que
V = Q1 UQ2, con Q1,Q2 abiertos en V disjuntos y z € Q1. Como V es cerrado, Q1,2 son
cerrados en X, y por ser X un espacio Hausdorff y compacto, es normal, con lo que se pueden
encontrar dos abiertos disjuntos Uy,Us en X tales que Q1 C U; y Q2 C Us, y se tiene que
V=0Q:1UQx CUUUs.

Como U; U Uj es abierto, y {Vi}ier es una familia de cerrados cuya interseccién estd en el
abierto, podemos aplicar el lema 1.13, obteniendo una subfamilia finita {V; ,V,,..., Vi, } cuya
interseccion también estd contenida en Uy U Us.

k
V=QiUQCV=\V, CUiul,

n=1

Vemos que V es abierto y cerrado, por ser interseccion finita de abiertos y cerrados, y por lo
tanto, Uy NV es abierto; para ver que es cerrado, consideremos su adherencia:

UGNV CUnNY=UnVNUUUz) =0 nVYnU)U (U NYNU,)

donde en la primera igualdad se ha utilizado que U; U Us contiene a V. Observamos que
UNYNU; = U; NV, mientras que U; NV N Uy = (), ya que de existir un z € U; N Uy, co-
mo Us es abierto, se tendria que Uy NUs # (), lo cual no es posible, dado que U; y Us son disjuntos.

De esta manera, se tiene que Uy NV = U; NV, con lo que es cerrado y abierto, y contiene a
z (ya que x estd en Uy, porque contiene a 1, y en V), por lo que pertenece a la familia {V;};er,
y por tanto V' C U; N V. Dado que Q)2 estd contenido tanto en V' como en Us, y este tltimo es
disjunto con Uy, se tiene a la fuerza que Q2 es el conjunto vacio, y V es conexo. Por tanto, y € V',
por lo que existe un ¢ € I tal que y € V;, y V; es un abierto y cerrado que contiene a x, como se
queria demostrar. O

El enunciado de este resultado recuerda a la definiciéon de espacio 0-dimensional. De hecho,
de la definicién 2.8 y de este lema se desprende que un espacio X compacto y Hausdorff es
0-dimensional si y sélo si es totalmente disconexo (la implicacién 0-dimensional implica totalmente
disconexo es inmediata con lo visto, mientras que el reciproco se tiene del hecho de que un cerrado
F en X es compacto, luego si {Vj},cr es una familia de abiertos y cerrados que no contienen
a x para cada y € F, por el lema 1.12 existe una subfamilia finita cuya unién contiene a F,
y su complementario es un abierto y cerrado disjunto con F' que contiene a x). El siguiente
lema asegura la existencia de un recubrimiento formado por abiertos y cerrados de didmetro
arbitrariamente pequeno. Recordemos que definimos didmetro de un conjunto como el supremo
de las distancias entre dos puntos del conjuntos (definicién 1.20).

Lema 3.2 Sea X un espacio métrico, compacto, y totalmente disconexo. Entonces, para todo
€ > 0 es posible encontrar un recubrimiento finito de X formado por conjuntos abiertos y cerrados
de didmetro estrictamente menor que €.
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Demostracion: Sea X en las condiciones del enunciado. Fijemos ¢ > 0 y =z € X. Sea
VYV ={V;: x€V;, V; y X\V; son abiertos de X}. Sabemos que la interseccién de todos los V; es
la cuasicomponente de x, y como X es un espacio Hausdorff (por ser espacio métrico), compacto
y totalmente disconexo, la cuasicomponente es conexa e igual a x (ver la demostracién del lema
3.1). Sea ahora la bola abierta B(z, §) centrada en z y de radio §. Como z € B(z,5) y X es
compacto, podemos asegurar en virtud del lema 1.13 que existe una familia finita {V;,, Vj,, ..., Vi, }
de elementos de 7/, tal que su interseccién estd contenida en B(z, §). Se tiene asi un conjunto

abierto y cerrado F
k
Fo =V,
j=1

cuyo didmetro es menor que €, ya que dados dos puntos dentro de F, y por ende, de la bola,
estos tienen una distancia con x menor que 5, con lo que la distancia entre ellos debe ser menor
o igual que e.

Asi, podemos construir la familia de F, para cada z € X, que forma un recubrimiento por
abiertos y cerrados de X con diametro estrictamente menor que €, y por ser X compacto, existe
un subrecubrimiento finito {F,, Fy,, ..., Fy; } de X. O

De este resultado obtenemos el siguiente corolario, que asegura que podemos encontrar una
familia de recubrimientos {%,}nen tales que los didmetros tiendan a 0 y de forma que cada
recubrimiento refine al anterior. Antes de ver el resultado, definamos que entendemos por refinar.

Definicion 3.3 Sean %,V dos recubrimientos de X. Se dice que % refina a ¥V, y se escribe
U <V, siy solo si cada U € U estd contenido en algin V € V.

Corolario 3.4 Sea X un espacio métrico, compacto y totalmente disconexo. Entonces para cada
n=0,1,2,... existe un recubrimiento finito %, de X formado por abiertos y cerrados disjuntos de
didmetro estrictamente menor que 2% tal que Up11 < U, para cada n > 0.

Demostracion: Como X es espacio métrico, compacto y totalmente disconexo, por el lema 3.2
existe un recubrimiento finito %, cuyos conjuntos son abiertos y cerrados, y tienen didmetro
menor que 1, esto es, Z = {Ui, ..., Ux}. Definimos ahora los siguientes conjuntos:

U{:Ul, UéZUQ\Ul, ,U]/C:Uk\(Ulu...Ukal)

Asi, % = {Uj,...,U}} es un recubrimiento por abiertos y cerrados finito, y los conjuntos son
disjuntos y de diametro menor que 1.

Supongamos que hemos definidos los recubrimientos %, ..., %n,—1, con %p—1 = {V1,...,Vi},
aplicando de nuevo el lema 3.2 podemos construir un recubrimiento finito % = {F}, Fs, ..., F},}
de X por abiertos y cerrados de didmetro menor que 2% Considerando ahora cada elemento
de .#, tomamos su interseccién con cada uno de los elementos de %;,_1, obteniendo una familia
Fi = {FZOVJ : 1 < j <l}. Observamos que los elementos de .%; son conjuntos abiertos y cerrados,

y tienen didmetro menor que 2% Definimos ahora la familia

W = in:{wi’jiwij:Fiﬂ‘/j}
=1
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que es un recubrimiento de X formado por un ntmero finito de conjuntos abiertos y cerrados,
todos ellos de diametro menor que 2%, Para ver que es un recubrimiento de X, basta ver que

m m m

l m
OUws-OUmen=Ufrn(Un]) -Un-x
j=1 i=1

i=1j=1 i=1j=1 i=1

Vemos ademds que # refina a %,_1, ya que cada elemento de # estd contenido en un elemento
de %n—l-
Por 1ultimo, de forma andloga a la construccion de %4, tenemos que %, es la familia

U =S Wi, Wia\ Wi, .., Wi\ U Wi j

0<i<m
o<yl

Vemos que los elementos de %, siguen siendo abiertos y cerrados, y de radio menor que 2%; y
ademads cada uno esta contenido en un elemento de %;,_1, por lo que %, < %n—1. (]

El dltimo resultado de esta seccién sera clave para la demostracién del teorema 3.13, que
precede al Teorema de Hausdorff-Alexandroff. El lema nos permite asegurar que si tenemos un U
abierto y un nimero entero positivo, podemos encontrar una familia de abiertos disjuntos cuya
union sea U, y que el cardinal de la familia sea ese ntimero entero.

Lema 3.5 Sea X un espacio topoldgico compacto, totalmente disconexo, perfecto y Hausdorff.
Entonces, si U es un abierto no vacio de X y n € N, existe una familia de abiertos no vacios
disjuntos dos a dos {U;}icr tal que U =Uy U ...UU,, con I ={1,2,....n}.

Demostracion: El caso n = 1 se tiene tomando U; = U. Probemos que este lema se cumple para
n = 2: Si U es un abierto no vacio en X, no puede contener un solo punto, ya que al ser X
perfecto, todo punto es punto de acumulaciéon. Sean p,q € U dos puntos distintos. Aplicando el
lema 3.1 se puede encontrar un conjunto abierto y cerrado V C X tal que p € V.y ¢ € V. Por
ultimo, se tiene que U = (UNV)U (UN (X \V)), donde tanto U NV como U N (X \ V) son
abiertos por ser interseccién finita de abiertos.

Supongamos ahora que el lema es cierto para n = k — 1. Si ahora se quiere probar el caso
n = k, basta dividir U en k — 1 abiertos disjuntos, tomar uno de esos abiertos, y aplicar el lema
para el caso n = 2, dividiendo dicho abierto en dos abiertos no vacios disjuntos entre si y disjuntos
con los otros k — 2 abiertos restantes. De esta manera se tiene U como unién de k abiertos no
vacios disjuntos dos a dos. O

3.2. Swucesiones de limite inverso

En esta seccion introducimos el concepto de sucesién de limite inverso y algunas de sus pro-
piedades. Seguiremos la seccién 29 del libro de S. Willard [17].
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Definicién 3.6 Sean Xg, Xi,... espacios topoldgicos y f, una aplicacion continua de X, en
Xn—1, para todon = 1,2, ... . La sucesion

X()(LXl&XQ(—...

se denomina sucesion de limite inverso, y se denota como (X, fn). El espacio limite inverso de
la sucesion es el siguiente subconjunto de [[77 o Xn:

Xoo = {(z0,21,...) : fu(2n) = Tn—1 para cada n}
donde en Xoo consideramos la topologia de subespacio inducida por la de []72 o Xo.

A continuacién presentamos algunos ejemplos. En primer lugar, si tenemos una familia de
espacios topolégicos { X, }22 tales que X1 € X,, para todo n, y consideramos las aplicaciones
in+1 ¢ Xn+1 — X, dadas por las inclusiones, tenemos que X, es homeomorfo a ﬂflozo X,,. Un
caso particular del anterior es en el que X,, = X para todo n, de forma que X, = X.

Observemos que, si tomamos X, = (n,00) C R, entonces (),—, X, = 0, luego Xo puede ser
vacio. Por eso, en el lema 3.8 se dan condiciones bajo las cuales podemos asegurar que X, €s no
vacio.

Definicién 3.7 Sean (X, fn) € (Yn,gn) sucesiones de limite inverso. Una aplicacién
O = (¢n)n de (Xn, fn) en (Y, gn) es una sucesion de aplicaciones ¢, : X, — Yy, tal que pa-
ra todo n > 1 se tiene que ¢p—1 0 fr, = gn © Ppn. Se dice que P es continua, si cada ¢y lo es, y
sobreyectiva, si cada ¢, lo es. La aplicacion ® induce una aplicacién inducida ¢ : Xoo — Yo
definida por

B((z0,21,)) = (o(z0), 61(21), )

Vemos que ¢((xg,x1,...)) € Yoo, puesto que si (xg,x1,...) € Xoo, ¥ dn(xn) € Y, es la n-ésima
coordenada, tenemos que gn(gbn(-rn)) = ¢n71(fn($n)) = ¢n71(1‘n71) €Y, 1.

X, f1 X, f2 X, f3 o fn—1 X, fn X, fn+1 o
l% ltﬁl ltﬁz J/qbnl ldm
YO g1 Yl g2 Y2 g3 . In—1 Ynfl gn Yn In+1 .

Figura 3.1: Esquema las sucesiones.

Lema 3.8 Si (X,, fn) es una sucesion de limite inverso de espacios no vacios, compactos y
Hausdorff, entonces X, es también no vacio, compacto y Hausdorff.

Demostracion: Como todos los espacios X, son no vacios, compactos y Hausdorff, entonces el
espacio producto [[>° ; X, es también no vacio, compacto y Hausdorff. Como el espacio producto
es Hausdorff, Xo, que es subconjunto de [[,7, X,,, también es Hausdorff.

Sea Y, = {(z0,x1,...) € [[720Xn : fa(2n) = 2n—1}. Entonces Xoo = (o—, Yn. Veamos que
Y, es cerrado en [[7° ( X,,. Si z = (20, 21, ...) € Ya, entonces f,(z,) # zn—1, y existen un par de
abiertos disjuntos U,V de X,,_; tales que f,(z,) € Uy z,—1 € V. Como f, : X;, = X,,—1 es una
aplicacién continua, existe un entorno W de z, en X, tal que f,,(W) C U, y entonces si tomamos

o0 W sik=n-1
HUk, con U = V sik=n
k=0 X} en otro caso
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tenemos que [ [~ , Uy es un entorno de (2o, 21, ...) disjunto de Y7, con lo que Y}, es cerrado. Como
X es la interseccién de los Y, cerrados en [[>2 ) X, que es compacto, entonces X, también es
compacto.

Por tltimo, para ver que X, es no vacio, consideremos los cerrados Z; = ﬁgzlYi, de forma
que Zj+1 C Zj para todo j > 1,y Xoo = [1;2; Zj. Asi, como el espacio producto [[;2, Xn es
compacto, si se tiene que cada Z; es no vacio, entonces en virtud del lema 1.10, la interseccion
de todos los Zj, que es X, es no vacia. En primer lugar, observamos que Z; = Yj es distinto
del vacio, puesto que Y1 = fi1(X1) x [[,2; Xn. Por otro lado, para j > 2, si consideramos un
elemento ()2, € [[;2, Xi, podemos encontrar otro elemento (y;)°, definido por

(

fi(xj) sii=j—1

fi—1(fi(x5)) sii=j—2
(foo o £)(ay) sii=1
(fiofao..ofj)(xj) sii=0

Yi

de forma que (y;)32, € ﬂ{zl Y, = Zj, luego Z; también es distinto del vacio. Por tanto X, es un
espacio no vacio, compacto y Hausdorff, como se queria probar.

0

El siguiente lema da condiciones bajo las cuales podemos asegurar que la aplicacion ¢ entre dos
sucesiones de limite inverso es continua o sobreyectiva.

Lema 3.9 Sean (X, fn) € (Yn,gn) dos sucesiones de limite inverso, y ® una aplicacion entre
ellas. Entonces:

a) Si ® es continua, también lo es la aplicacion inducida ¢.

b) Si ® es continua y sobreyectiva, y todos los espacios X, e Y, son compactos y Hausdorff,
entonces ¢ también es continua y sobreyectiva.

Demostracion: a) Supongamos que ® es continua. Sean 7y, : [[7o g Xp = Xp y 7, : [0 g Ye — Yo
las proyecciones n-ésimas. La aplicacién ¢ es continua si 7}, o ¢ es continua para todo n > 0.
Como

Tr;b © d’(an X1, ) = 7r7,1(¢0(x0)7 ey an(xn)a ) = ¢n(xn)

que es continua, entonces ¢ también lo es.

b) La continuidad de ¢ se tiene por el apartado anterior. Sea (yo,¥1,...) € Yoo, v para cada
n, sea A, = ¢, (y,). Entonces A, es no vacio, ya que ® es sobreyectiva, y Hausdorff, por ser
subconjunto de X, que es Hausdorff. Por 1ltimo, como Y,, es Hausdorff, y,, es cerrado, y como
¢n, es continua, A4, es un cerrado en X, que es compacto, luego A,, es compacto. Sea hy, = fn|a,,
la sucesién
A()(ﬁAl(EAQ(—...

es una sucesién de limite inverso, ya que las h, son continuas, y tenemos que h,(A,) C A,_1.
Veamos que se cumple esta ultima contencién. Dado x,, € A,, se tiene que hy(x,) € Ap—1 siy
s6lo si ¢p—1(hn(xn)) = Yn—1. Como

On—1(hn(2n)) = dn-1(fn(zn)) = gn(Pn(Tn)) = gn(Yn) = Yn-1
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se tiene que hp(A4,) C Ay_1.
Asi, aplicando el lema 3.8, tenemos que A, es no vacio, compacto y Hausdorff. Por tltimo,

dado un (zg, z1,...) € Ax, se tiene que ¢((zg, x1,...)) = (do(zo), 1(1),...) = (yo,y1,...), con lo
que ¢ es sobreyectiva. O

Antes de continuar, introducimos el concepto de particién, y de sucesién derivada de una
particién.
Definicion 3.10 Una particion de un conjunto X es una coleccion de subconjuntos disjuntos de
X que recubren X, es decir, cuya union es el propio X.

Definicion 3.11 Si %y, %1, ... es una sucesion de particiones de un espacio X tales que U1
refina a %, para todo n > 0, entonces la sucesién derivada de %y, %1, ... €s la sucesion de limite
inverso (Yp, fn),

Yol vi L2 v,

donde Y, es el espacio discreto que tiene como elementos los conjuntos de la particion U, y fn
lleva cada elemento de %, en el unico elemento de %,_1 que lo contiene.

A lo largo de lo que resta de memoria, supondremos que todos los conjuntos de una particién
son no vacios. El siguiente teorema permite utilizar sucesiones de particiones para construir una
sucesion de limite inverso cuyo espacio limite inverso sea homeomorfo al original. Su utilidad se
haréd evidente en la siguiente seccién.

Lema 3.12 Sea X un espacio métrico, compacto y totalmente disconexo, y sea (%), una
sucesion de recubrimientos finitos por abiertos y cerrados disjuntos, de forma que para el n-ésimo
recubrimiento sus elementos tienen didmetro estrictamente menor que 2%, y tales que Un11 Tefina
a U, para todo n. Entonces, si (Yy, fn) es la sucesion derivada de la sucesion (%,)72, €l espacio
X es homeomorfo al espacio limite inverso Y.

Demostracion: En primer lugar, tenemos garantizada la existencia de una sucesién de recubri-
mientos con las propiedades del enunciado por el corolario 3.4. Los espacios Y,, son no vacios y
compactos, ya que tienen un nimero finito pero no nulo de elementos; y son espacios Hausdorff,
puesto que los Y;, tienen la topologia discreta. Asi, Y., también es un espacio no vacio, compacto
y Hausdorff, aplicando el lema 3.8. Para cada n, definimos

bn: X — Y,
x — op(z)=U

donde U € Y, es el tinico conjunto del recubrimiento %, tal que = € U.
Entonces (¢,) es una aplicacién de (X, i), donde i es la identidad, en (Y}, f), ya que dado

x e X,

Pn-10i(z) = pp-1(z) =U
con U €Y, 1 tal que = € U; y por otra parte, si consideramos el tinico elemento V' € Y,, tal que
x € V, se tiene que

Jno an(x) = fn(V) =Uy
donde Uy es el tnico abierto de Y,,—1 tal que V' C Uy,. Como los elementos de Y,,_1 son conjuntos
disjuntos y « € U N Uy, se tiene que Uy = U, con lo que ¢,—1 0 i(x) = f,, 0 dp(x), como se queria
probar.

Ademas, para cada n, se tiene que:
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= ¢, es continua. Para verlo, como Y, tiene la topologia discreta, basta ver que dado U € Y,
se tiene que ¢, }(U) es un conjunto abierto de X. Como ¢, (U) = U, esto se cumple.

= ¢, es sobreyectiva. Dado U € Y,,, como U es un elemento no vacio de una particién %, de
X, entonces existe z € X tal que x € U, luego ¢, (x) =U.

De esta manera, la funcién inducida ¢ : X — Y, es continua y sobreyectiva por el lema 3.9.
Por otra parte, como es continua, X es compacto, e Y, es Hausdorff, entonces la aplicacién ¢ es
cerrada, y solo queda comprobar que es inyectiva.

Si tomamos x,y € X, con z # y, entonces p(x,y) = € > 0, con p la métrica de X. Entonces

5 > 5w para n suficientemente grande, y como los elementos de %, tienen didmetro menor que

2% T e y no pueden estar en el mismo conjunto de %,, con lo que ¢,(x) # ¢n(y), y entonces
o(x) # o(y)-

O

3.3. El Teorema de Hausdorfi- Alexandroff

Una vez hemos llegado a esta seccién, ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema
de Hausdorff-Alexandroff. Para ello, primero probaremos el teorema 3.13, que como corolario
inmediato tiene el conocido como Teorema de Brouwer. Seguiremos el capitulo 30 de [17] y el
libro de Hocking y Young [11].

Teorema 3.13 Dos espacios métricos, compactos, perfectos y totalmente disconexos son homeo-
morfos.

Demostracion: Sean X,Y dos espacios métricos, compactos, perfectos y totalmente disconexos.
Sean (%Zn)n>1 ¥ (¥n)n>1 dos sucesiones de recubrimientos finitos de X e Y, respectivamente,
tales que los recubrimientos estdn formados por abiertos y cerrados disjuntos, los conjuntos del
n-ésimo recubrimiento tienen didmetro estrictamente menor que 2%, Y U1 < Un y Va1 < P
para todo n > 1. La existencia de los recubrimientos esta garantizada por el corolario 3.4, y lo
que es mas, se puede garantizar también que %4 y #1 tienen el mismo nimero de elementos, en
virtud del lema 3.5.

Ahora, si escribimos %1 = {U11,....,Uin} y %1 = {Vi1,..., Vin}, entonces cada U ; es la unién
finita de elementos de %5, y cada V7 ; es la unién de elementos de #3. Aplicando el lema 3.5 a cada
Ui; y a cada Vp;, podemos suponer que ambas uniones tienen el mismo nimero de elementos,
de forma que Usj C Uy siy sélo si Vo ; C Vi . Continuamos de esta manera para cada n, de
forma que %, y 7, tengan el mismo nimero de elementos,y U, j C U,,_1siysélosiV, ; C Vj,_1 1.

Sean (X, fn) € (Yn,gn) las sucesiones derivadas de (%) e (7#;,) respectivamente. Se definen,
para cada n,
On: Xn — Y,
Un,j — Vn’j

Observamos que ¢, es un homeomorfismo entre X, e Y, por ser una aplicaciéon biyectiva entre
dos espacios con la topologia discreta.
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Como los espacios X, e Y}, son espacios no vacios, discretos y finitos, entonces son espacios no
vacios, compactos y Hausdorff, luego aplicando el lema 3.9, se tiene que ¢ : X, — Y es continua
y sobreyectiva. Por otro lado, sean (Uy, Us, ...) y (Uf,Us, ...) dos elementos distintos de Xo. Esto
implica que existe un m € NU{0} tal que Uy, # U}, y por ser ¢, inyectiva, ¢m(Usn,) # ém(UL),
con lo que ¢((Ur, Uy, ...)) # ¢((Uy,Us, ...)), y entonces ¢ es inyectiva. Ademds, aplicando el lema
3.8 tenemos que X e Yo son no vacios, compactos y Hausdorff, por lo que ¢ es cerrada, por
ser una aplicacién continua de un espacio compacto en un espacio Hausdorff. Por tanto, ¢ es un
homeomorfismo entre X, € Y. Pero como X, = X e Yo 2 Y por el lema 3.12, entonces se
tiene que X =Y, como se queria probar. [

Del anterior teorema tenemos como consecuencia inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.14 (Teorema de Brouwer) Todo espacio no vacio metrizable, compacto, perfecto
y totalmente disconexo es homeomorfo al conjunto de Cantor.

Demostracion: Como hemos visto en la seccién 2.2, el conjunto de Cantor es un espacio no vacio
metrizable, compacto, perfecto y totalmente disconexo. Entonces, aplicando el teorema anterior,
¢ es homeomorfo a cualquier otro espacio no vacio metrizable, compacto, perfecto y totalmente
disconexo. O

Este corolario tiene como consecuencia que que todos los espacios no vacios, compactos, métri-
cos, perfectos y totalmente disconexos son iguales, salvo homeomorfismo, al conjunto de Cantor.
De hecho, aunque nosotros hayamos reservado el nombre de conjunto de Cantor al subconjunto
de la recta real que dado por la ecuacién (2.2) o a {0,2}, en general, a los espacios no vacios,
compactos, métricos, perfectos y totalmente disconexos se les suele llamar conjuntos de Cantor.
Con el anterior corolario, tenemos ya todas las herramientas necesarias para probar el Teorema
de Huasdorff-Alexandroff, segin el cual todo espacio compacto y métrico es la imagen por una
aplicacién continua del conjunto de Cantor.

Teorema 3.15 (de Hausdorff-Alexandroff) Todo espacio métrico compacto X es la imagen
continua del conjunto de Cantor.

Demostracion: Sea X un espacio compacto y métrico. Entonces, para cada n € N, consideramos
un recubrimiento finito %, de X por cerrados U, ; de didmetro estrictamente menor que 2%,
donde cada U, ; es la clausura de un abierto no vacio de X; de forma que %41 < %, para cada
n, esto es, %p11 refina a %,.

Veamos que podemos encontrar una familia de recubrimientos con estas caracteristicas. Sea
n = 1, y p una métrica en X. Consideremos el recubrimiento por abiertos {Wj ;}zecx, donde
Wiz = By(x, 273). Por ser X compacto, existe un subrecubrimiento finito {VVL,L«Z.1 }Zl:l. Renom-
bremos a los abiertos como Vy;, = Wl,xilv y denotemos por Uj;, a la clausura de Vj; para
cada i1. Entonces la familia % = {Ul,il}flﬂ es un recubrimiento finito de X formado por la
clausura de abiertos no vacios. Veamos que el didmetro de Uy ;, es menor o igual que 272, Sea
y € Uiy, \ Vi, supongamos que p(z;,,y) = 272 + ¢, con € > 0. Entonces B,(y, §) tiene inter-
seccién no vacia con Vi, por ser y un punto de la clausura, y existe un z € B,(y, §) N Vi,.
Pero 273 + € = p(z;,,y) < p(zi,2) + p(z,y) < 273 + 5, de donde se deduce que € < 0.
Luego p(z;,,y) < 273 para todo y € Ui, y por tanto, dados yi,y2 € Uiy, se tiene que
p(y1,y2) < p(yr,xiy) + p(ziy, y2) < 272, Asi, el didmetro de Uy, es estrictamente menor que
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%, como queriamos comprobar.

Para n = 2, consideremos los conjuntos abiertos W, de la forma Wy, = B,(z, 2=%), para
z € X,y la familia de abiertos Wz i, = Voo N Wiy, . Esta familia es un recubrimiento de X,
por lo que existe un subrecubrimiento finito {Wgyxjyilj };7:1. Consideremos los conjuntos Wa y, i, .

ko

distintos del vacio, y los renombramos V3 ;,, obteniendo una familia finita {V, } de abiertos

ig=1
no vacios que recubren X. Por tltimo, consideramos la familia % = {Ugﬁz}f;:l formada por las
clausuras de los V3 ;,. Entonces % es un recubrimiento finito de X formado por la clausura de
abiertos no vacios. Ademsds, utilizando el mismo argumento que antes, la adherencia Wg,mj de
Wou, = By(z;, 27%) tiene didmetro estrictamente menor que 272, y como cada Vaiy © Way, para
algun j, tenemos que Us ;, C Waoa ;» y entonces Us ;, tiene didmetro estrictamente menor que 272,
Por otra parte, para cada Us;,, existe un 41 y un z; tales que Vo ;, = Wg,x]. i1 € Vi, conlo que la
adherencia Us ;, estd contenida en la adherencia de V1 ;,, que es Uy ;,. Por tanto, concluimos que
> es un recubrimiento finito de X formado por la clausura de abiertos no vacios cuyo didmetro
es estrictamente menor que %, y de forma que % < %. Procediendo de este modo para cada n,
podemos obtener una familia de recubrimientos con las caracteristicas del enunciado. Escribimos

Cada %n - {Un717 U’ﬂ,,27 ceey Un,kn}

Antes de comenzar la prueba del teorema, vamos a dar unas lineas generales de como esta
estructurada la prueba. En primer lugar, vamos a construir una sucesién de limite inverso (V;,, f)
a partir de la familia de recubrimientos {%,}, de forma que exista una aplicacién continua
¢n : Vi, = X. Asi, podremos definir una aplicacién continua ¢ entre V, y X. En la segunda
parte de la demostracién, se construird una aplicacion f continua entre € y V., para lo que
resultard esencial el corolario 3.14, de forma que la composicién ¢ o f sea una aplicacién continua
entre € y X, como queremos demostrar.

Nos fijamos ahora en %;. Para cada U;; € % podemos definir el conjunto
Vii = {(u,i) : w € Ur;} = Upy; x {i}, esto es, los elementos del espacio producto X x N ta-
les que su imagen por la primera proyecciéon 7 : X x N — X es un elemento de Ui ;, y su
proyeccién por la segunda proyeccion mo : X X N — N es ¢. Observemos que la restriccién de la
primera proyeccién ¢; nos da un homeomorfismo de Vi; en Uy ;. Ademds, vemos que si j # I,
entonces V1 ;NVy; = 0, puesto que de lo contrario tendriamos un elemento (u,i) coni=jei =1
Vemos entonces que lo que hemos conseguido asi es que los V; ; sean disjuntos, ya que los Uy ; en
principio no tenian porqué ser disjuntos. Definimos ahora

k:l k'l
Vi=J W= U x{i}) X x{1,2,... 1}

=1 i=1

esto es, V1 es la unién disjunta de los V3 ;. Por tltimo, definimos una aplicaciéon ¢ : Vi — X tal
que ¢1((u,1)) = u, que es continua, por ser la restriccién de la proyeccién m; a Vi, y es sobreyec-
tiva, ya que cada elemento de X estd al menos en un Uy ;.

Fijémonos ahora en %. Como % < %, cada Usy; estd contenido en un Uy j. Podemos por
tanto definir Va;, i, = {(u,1,42) 1 w € Ua;, C Ui, } = Uy, x {i1} % {i2}, de forma que Va;, 4, es
un cerrado de X x N? homeomorfo a Us,i,. Ademds, comprobamos que los V5, i, son disjuntos, ya
que dados dos distintos, un elemento de su interseccién tendria que tener todas las coordenadas
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iguales, en particular, la segunda y la tercera, y serian por tanto iguales. Definimos el espacio

ko

Vo = U U Vaii | € X x{1,2,.,k1} x {1,2,....ka}
j=1 \U1,:2U2 ;

esto es, V5 es la unién disjunta de los Va;, ;,. Vemos que en V3 hay para cada Us ;, tantos Vo ;, ;, co-
mo conjuntos Uj; contenfan a Us;,. Por otro lado, definimos la aplicacién
¢ : Vo — X tal que ¢1((u,i1,i2)) = u, que es continua, por ser la restriccién de la proyec-
cién m a Va, y es sobreyectiva, ya que cada elemento de X estd al menos en un Us ;. Por ultimo,
definimos la aplicacién

fo: Vo=V

(w,i1,12) — (u,i1)

Como f2 es continua en cada V5, 4,, que son cerrados y disjuntos en V2, también es continua en
V5 por el lema de pegado.

Repitiendo este proceso para cada %, se consigue un par de sucesiones de limite inverso
(Viu, fn) v (X, i), donde i es la identidad en X, y una aplicaciéon ® = (¢p)nen entre ellas. Es
importante notar que en cada V,, los conjuntos V,, ;, . ;. son cerrados disjuntos de V;,. Como hay
un namero finito Uy, 4, en %, y hay un nimero finito de %, con m < n, hay un nimero finito
de Vyiy,....i,,- Por tanto, cada V,, ;,, . ;. es el complementario en V,, de la unién finita de cerrados,
por lo que es abierto en V;,. Observamos ademds que, para cadan > 2y v = (u, i1, 12, ...,9,) € Vi,
se tiene que i o ¢n(v) = i(u) = uy dp—10 fu(v) = dn-1((u,i1,i2,...,in—1)) = u, con lo que se
cumple la condicién necesaria para que ¢ sea aplicacién entre (V,,, fn) y (X, 7).

V1f2V2f3V3f4

o,

X< X<t x<°

Figura 3.2: Esquema las sucesiones.

Veamos que propiedades tienen los V,,. En primer lugar son compactos, ya que son la unién fi-
nita de los Vj, 4, i,,...4,, » que son compactos por ser el producto finito de compactos (nétese que U, ;,,
es compacto por ser un cerrado en X compacto). Ademads, los V,, son espacios métricos, y por tan-
to Hausdorff, por estar contenidos en el producto finito de espacios métricos X x [ ;{1,2, ..., k;}.
Por tltimo, son no vacios, ya que cada punto u de X esta contenido en algin U, ;, € %,, y como
Un < Upn—1 < ... < 2, existen iy, ...,1,—1 tales que u € Uy, € Up—14, , € ... € Uy, con lo
que (u, i1, ...,0n) € Vpir.in € Vi

Por otro lado, las aplicaciones ¢, son continuas y sobreyectivas. Son continuas por ser la
restriccién de la proyeccion m; 1 X x N® — X en V,;; v son sobreyectivas, ya que cada u € X se
encuentra en un U, ;, por ser %, recubrimiento de X.

La aplicacién ® induce una aplicacién ¢ entre V, y X, que es continua y sobreyectiva por
el lema 3.9 al ser los X y V,, compactos y Hausdorff, y las aplicaciones ¢,, continuas y sobreyectivas.

Por otra parte, en virtud del lema 1.18 podemos considerar que la métrica p de X es acotada,
y en N la dada por la usual p, de R. Entonces podemos tomar una métrica en cada V,, definida
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como en la ecuacién (1.1) en la segunda parte de la demostracién del lema 1.19, esto es, para
T = (U,i1,....,5) ¥y * = (u*, 4], ...,3) en V,,, la métrica p,, seria

n F
. « PU(ZJ"Z]')
J:

pu(ij)i;) S ZTL kj

que también es acotada, ya que Z?Zl 57 j=1 37> que es un valor finito para cada n . Asi,
podemos definir en [, .y Vo una métrica R tal que dados (x1,22,...) e (y1,%2,...) en [[,cn Va

R((z1,22,...), (41,92, ..) = 3 Pn (2 Yn)

on
neN

y podemos considerar que la métrica po, en Vy es la heredada de la métrica R de HneN V-
Vemos que, dados (z1,22,...) € (y1,¥y2,...) en Vo, con ¢n(zn) = Uy ¥ ¢n(yn) = uy, se tiene que
pn(l’myn) > p(uxvuy)‘

Por tdltimo, veamos que propiedades tiene V. En primer lugar, el espacio V, es no vacio y
compacto por el lema 3.8, ya que cada V), es no vacio, compacto y Hausdorff; y es espacio métrico,
ya que acabamos de definir una métrica po, en él. Veamos que V es totalmente disconexo. Sean
x = (z1,22,...) €y = (y1,¥2,...) elementos distintos de V, con lo que z,, # y, para algin n € N,
con T = (Ug, 91,92, ...,0n) € Yn = (Uy, J1, J2, ..., jn). Caben dos opciones:

» Si u, # uy, entonces p(uz,u,) > 0, con lo que existe un m € N tal que p(ug, uy) > 2%, con
lo que si xy, € Vini, i, €0tonces Y & Viniy i -

m

» Si u; = uy entonces necesariamente se tiene que i, # j, para algin m € {1,...,n}, de
forma que si x,, € Vi iy, €ntonces Y & Viniy i -

m

En cualquiera de los dos casos, podemos encontrar un V,,, ;, ..;,. que contenga a &, pero no a Ym,.
Fijémonos en ese Vi, i, .. i,., que como ya se ha probado, es abierto y cerrado en V;,,. Consideremos
el conjunto Wi, .. in € Ien Vo

m—1 00
Waniveio = | LT Vi | % Vinivrein < | 11 Vs
j=1 j=m+1

Entonces W, 4,.....i,, €s un abierto de HneN Vi, con lo que Voo N Wi, 4, i, €s un abierto de V.
Ademds, como ya se ha comentado, para cada n € N, y en particular para m, existen un ntmero
finito de Vy,4,,...4,, disjuntos, por lo que el nimero de W, ;,, . 4, es también finito, su unién es
todo HneN V,, y son disjuntos entre si. De esta manera, cada W, ;, .. 4,. es el complementario de la
unién finita del resto, que son abiertos, por lo que es un cerrado en [ [, .y Vo Asi, Vee N Wiy i
es abierto y cerrado de V. Por otra parte, tenemos que (x1, 22, ...) estd contenido en Wy, 4, 4.,
mientras que (y1,y2,...) € Wim.iy....i,.- Concluimos, por tanto, que podemos separar dos puntos
cualesquiera de Vo, con un abierto y cerrado, por lo que aplicando el lema 3.1, tenemos que Vo
es totalmente disconexo.

im

Sin embargo, V4, no es en general perfecto, por lo que no podemos aplicar el corolario 3.14
directamente. Sin embargo, V., X € si que es un espacio métrico perfecto, totalmente disconexo
y compacto. Es un espacio métrico compacto por ser producto de dos espacios métricos y com-
pactos. Es perfecto ya que dado (z,c¢) € Vi x € y un entorno abierto U = Uy, x Uy de (z,¢),
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con Uy, abierto de Vi con x € Uy, y Ug abierto de € con ¢ € Ug, sabemos que dentro de
Ug existe un ¢ € € distinto de ¢, de forma que el punto (z,c") € Vi x € es distinto de (z,¢),
pero se encuentra en U. Por ultimo, es totalmente disconexo, ya que si no lo fuera, existiria un
A C Vi x € conexo con al menos dos puntos distintos (z,c), (y,c). Si & # y, entonces por la
proyeccién 7y : Voo X € — Vi, tenemos que 71(A) es un conexo con dos puntos z,y distintos, lo
que es imposible, ya que V., es totalmente disconexo. Luego debe ser que x = y y ¢ # ¢/, pero
entonces por la proyeccién m : Voo X € — € tenemos que m2(A) es un conexo con dos puntos
¢, c distintos, lo que es imposible, ya que € es totalmente disconexo, con lo que se tiene que o los
puntos son iguales o el subespacio A no es conexo.

Asi, en virtud del corolario 3.14, existe un homeomorfismo h de € en V,, x €, de forma que
h ™ ¢
C— (Voo x€) =5 Voo = X
donde 7 : Vo X € — V, viene dado por w(z,c) = x, que es continua y sobreyectiva. De modo

que la composicién ¢ o o h es una aplicaciéon continua y sobreyectiva de € en X, con lo que X
es la imagen de € por una aplicacién continua, como se queria probar. O






Capitulo 4

Consecuencias del Teorema de
Hausdorfi- Alexandroff

En este capitulo estudiaremos las hipétesis del Teorema de Hausdorff-Alexandroff (teorema
3.15), preguntandonos si es posible relajar alguna de las condiciones de su enunciado. Seguiremos
principalmente el articulo de Dreher y Samuel, Continuous Images of Cantor’s Ternary Set [5].

En primer lugar, el cardinal de un espacio que sea la imagen de € no puede ser mayor que el
cardinal del continuo. Por otro lado, la imagen por una aplicacién continua de un espacio compacto
es también un espacio compacto. Nos preguntamos, por tanto, si podemos relajar la condicion de
que el espacio imagen sea métrico. Si tenemos un espacio topolégico Hausdorff Y, y una aplicacién
continua f : € — Y, se tiene que f(€) no sélo es compacto, sino que ademds es un espacio
metrizable (ver corolario 1.28). Por otro lado, un espacio compacto y Hausdorff es metrizable si
y s6lo si cumple el segundo axioma de numerabilidad, ya que todo espacio Hausdorff y compacto
es normal por el lema 2.5, y todo espacio Hausdorff y normal es regular, luego aplicando el
teorema 1.27 se tiene que si satisface el segundo axioma de numerabilidad es metrizable, mientras
que si es compacto y metrizable, por el lema 1.23 satisface el segundo axioma de numerabilidad.
Tenemos por tanto que las siguientes tres afirmaciones son equivalentes si el espacio imagen Y es
compacto y Hausdorff.

i) Y es metrizable.
ii) Y satisface el segundo axioma de numerabilidad.
iii) Y es la imagen continua de €.

Existen espacios compactos y Hausdorff con el cardinal del continuo que no satisfacen el segun-
do axioma de numerabilidad (y por tanto no son metrizables, luego no pueden ser la imagen
continua de €). Un ejemplo es el espacio que se conoce como “la compactificaciéon de Alexan-
droft” (Alexandroff one-point compactification, ver la definicién 19.2 de [17]) del espacio discreto
(R,P(R)). Este espacio se puede escribir como el conjunto X = RU {co} y una base de abiertos
dados por los conjuntos {z} para todo x € R (que por si solos generan la topologia discreta en R)
y los conjuntos de la forma V' = {oco} U (R\ I), donde I es un conjunto compacto, lo que en este
caso implica que es finito. Este espacio tiene el cardinal del continuo y es Hausdorff, ya que dos
puntos z,y € R se pueden separar con los abiertos {z} e {y}, mientras que un punto x € R se
puede separar de oo con los abiertos U = {z} y V = {oco}U(R\ {z}). El espacio X es ademds com-
pacto, ya que cualquier recubrimiento tiene un abierto de la forma {co} U (R\ I), con lo que para

45
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recubrir I solo hace falta un ntmero finito de abiertos. Por 1ltimo, no satisface el segundo axio-
ma de numerabilidad, ya que cualquier base de la topologia debe contener a {z} para todo = € X.

Luego, podemos estudiar que ocurre si nos restringimos a un espacio infinito numerable. En
tal caso, como Y es un espacio compacto, Hausdorff y numerable, por el lema 1.29 satisface el
segundo axioma de numerabilidad, y aplicando lo explicado anteriormente, es la imagen continua
del conjunto de Cantor. Podemos preguntarnos ahora si el resultado sigue siendo cierto si elimi-
namos la condiciéon de que Y sea Hausdorff, esto es, que todo espacio infinito numerable que sea
compacto es también la imagen continua del conjunto de Cantor. En lo que resta de esta seccién
veremos que la respuesta a esta pregunta es negativa, para lo que construiremos un contraejemplo.

Para nuestro ejemplo, construiremos un espacio (Y, 7y) compacto pero no Hausdorff, y lo
que buscaremos sera que tenga alguna propiedad especial, de forma que si fuese la imagen de
¢, entonces tuviese que ser Hausdorff. Comencemos definiendo el conjunto Y como la unién del
producto de los niimeros naturales por si mismos (los puntos de R? con ambas coordenadas
naturales) con otros dos puntos arbitrarios x,y, es decir,

Y = (NxN)U{z,y}

Ahora, consideremos en Y la familia o7 de conjuntos A tales que A C (N x N) U {y} verificando
que y € Ay el cardinal de AN {(m,n) : n € N} es finito para todo m € N, esto es, A tiene un
nimero finito de puntos en cada fila; y la familia ¢ de conjuntos C' C (N x N) U {x} tales que
contienen a x y cumplen que existe un M € N tal que C N {(m,n) :n € N} =0 si m > M, esto
es, C tiene elementos en un ntmero finito de filas. Definimos la familia % como la formada por
los conjuntos de la forma:

B={{(mn)}:(mn) e NxN}U{V=Y\A: Ace A U{W=Y\C:Cec%}

Observemos que para los conjuntos V=Y \ A con A € &7, se tiene que z € V, y V tiene
un numero infinito de elementos en cada fila; mientras que para los conjuntos W = Y \ C con
C € €, se tiene que y € W, y W contiene un nimero infinito de filas completas.

Veamos que la familia % es base de una topologia en Y que denotamos 7y. Sean V =Y \ 4y y
W = Y \ Cy dos elementos de la base con Ay € & y Cy € %. Entonces
Y = VUW U (Upneny Unen{(m,n)}). Ahora, sean By,By € # y p € By N By, tenemos los

siguientes casos:

(a) Si p = (mog,no) € N x N, entonces vemos que el elemento B = {(mg,ng)} € £ cumple que
p€ B C BN Bs.

(b) Si p = x, entonces necesariamente B; =Y \ A; y By =Y \ Ay, con Ay, Ay € «/. Entonces
BiNBy=(Y\A)N(Y\A2) =Y\ (A1 UAsy), y como A U Ay € &7, ya que la unién sigue
teniendo a un nimero finito de elementos en cada fila de N x N, se tiene que p € B1N By € 4.

(c) Si p = y, entonces necesariamente By = Y \ C; y By =Y \ (o, con C1,Cy € €. Entonces
BinBy=Y\Ci)N(Y\C2) =Y\ (CUCy), y como Cy UCy € €, ya que la unién sigue
teniendo elementos en un nimero finito de filas de N x N, se tiene que p € B1 N By € A.

Veamos que (Y,7y) es compacto. Para ello, basta tener en cuenta que dado un recubri-
miento por abiertos # de Y, este contiene al menos un elemento Uy y otro Uy tales que
V C Uy y W C Uy, para algin par de elementos de la base V=Y \ Ay W =Y \ C, con
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A€ oy C € %. Los elementos de Y que no se encuentran en Uy y Uy se encuentran en
Y\NUyUUy) CY\(VUW) =Y\ (Y\A) U (XY \C)) = AnC, que por las propiedades
de A tiene un ndmero finito de elementos por fila, y por C solo tiene elementos en un ntmero
finito de filas, luego AN C es un ndmero finito de puntos de la forma (m,n). Asi, es necesario un
nimero finito de abiertos Uy, ..., Uy del recubrimiento para recubrir A NC, y el subrecubrimiento
{U1,...;Ug, Uy, Uw} es finito, con lo que el espacio es compacto.

Veamos ahora que (Y, 7y) no es Hausdorff, para lo que vamos a ver que no podemos separar
los puntos x e y. Supongamos que existiesen abiertos disjuntos U, y U, tales que x € U, e y € U,,.
Entonces existen un par de abiertos de la base V' y W disjuntos, tales que z € V ey € W. Pero V
contiene un numero infinito de elementos (m,n) en cada fila de N x N, mientras que W contiene
un numero infinito de filas de N x N. Por tanto, no es posible que sean disjuntos, e Y no puede
ser Hausdorff.

Como hemos comentado anteriormente, queremos anadirle una propiedad adicional a nuestro
espacio para que lleguemos a una contradiccién con la afirmacién de que sea la imagen continua
del conjunto de Cantor. En este caso, esta propiedad es la siguiente: todo subconjunto com-
pacto de Y es cerrado respecto de 7y. Comprobémoslo probando el contrareciproco:

Sea E C Y no cerrado. Al no ser cerrado, no puede contener a x e y al mismo tiem-
po. Si esto ocurriera, se tendria que Y \ £ C N x N, con lo que, considerando la familia
Ve ={{(m,n)}: (m,n) €Y\ E}, se tiene que B = {J,, nyeyy, {(m,n)} =Y \ E es un abierto de
Ty, y concluimos que £ =Y \ B es un cerrado.

Como E no es cerrado, entonces debe existir un punto en su clausura £ que no pertenece a E.
Este punto no puede ser de la forma (m,n), ya que el propio {(m,n)} es un abierto que contiene
al punto y seria disjunto con E. Por tanto, ese punto es = o es y. Veamos que ocurre en cada caso:

» Siz € E\ E, entonces todo abierto que contiene a x tiene interseccién no vacfa con E, en
particular, los conjuntos V' =Y \ A con A € &. De esto se sigue que existe una fila de E
que tiene un numero infinito de puntos, pues de lo contrario cada fila E,, de E seria finita,
y se tendria que (E U {y}) € «. Entonces, V =Y \ (E U {y}) seria un entorno abierto de
la base que tendria interseccién vacia con E. Denotemos como Fj,, a una de las filas que
tienen un numero infinito de elementos de E. Entonces tenemos que el recubrimiento por
abiertos de F

{Y\ (Fino U{z D)} U{{(mo,n)} : (mo,n) € BN F }
no tiene ningun subrecubrimiento finito. Efectivamente, como en Y \ (Fi,, U {z}) no se
encuentra ningin punto de F),,, es necesario un numero infinito de elementos {(mg,n)}
para poder recubrir completamente F,, N E. Por tanto, £ no es compacto.

» Siye E \ E, entonces todo abierto que contiene a y tiene interseccién no vacia con E, en
particular, los conjuntos W =Y \ C con C € . De esto se sigue que E tiene al menos un
punto en un ndmero infinito de filas, pues de lo contrario Y \ (E'U {z}) serfa un abierto de
la base que contendria a y pero no interseca a E. Sea e, = (m,n) un punto de F de la fila
m de N x N, y sea G = {e,, : m € N}. Entonces el recubrimiento por abiertos de £

YA (Guighu{{em}:em € G}

no admite ningin subrecubrimiento finito, ya que Y \ (G U {y}) no contiene ningtin punto
de G, y se necesitan infinitos {e,,} para recubrir G. Asi, E no es compacto.
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De modo que en cualquiera de los dos casos, E¥ no es compacto, como queriamos demostrar.

Veamos ahora que este conjunto no puede ser la imagen continua del conjunto de Cantor, y
que por tanto existe un espacio compacto numerable que no es la imagen continua de €.

Corolario 4.1 No todo espacio topologico compacto y numerable es la imagen continua del con-
junto de Cantor.

Demostracion: Consideremos (Y, 7y) definido anteriormente. Como hemos visto, es compacto, y
es numerable por se la unién de dos puntos y el producto cartesiano de dos espacios numerables.
Supongamos que existe una aplicacién continua y sobreyectiva f : € — Y, y veamos que esto
implica que Y es Hausdorff. Sean dos puntos u,v € Y con u # v. Como los puntos son compactos,
por las propiedades de Y, son cerrados en (Y, 7y ), y sus antiimédgenes f~!(u) y f~!(v) son cerrados
no vacios en € por ser f continua y sobreyectiva. Ahora, como € es normal, existen abiertos
disjuntos U, y U, en € tales que f~'(u) C U, y f~!(v) C U,. Los complementarios F,, = €\ U,
y F, = €\ U, son cerrados en €, luego son compactos, y por lo tanto sus imagenes por f son
dos compactos f(F,) v f(F,) de Y, y aplicando las propiedades de Y, son cerrados en Y. Asi,
D, =Y\ f(F.) y Dy, =Y\ f(F,) son dos entornos abiertos de u y v respectivamente, y son
disjuntos, ya que

DyN Dy = (Y \ f(Fu) N (YN f(F)) =Y\ (f(F) U f(F)) =

=Y\ f(FLUFE) =Y\ &\ (U,NU)) =Y\ F(C\ (D) =10

Luego llegamos a que (Y, 7y) es Hausdorff, lo que no es posible, puesto que hemos probado antes
que Y no era Hausdorff con la topologia 7y. Por tanto, (Y, 7y) no puede ser la imagen de € por
una aplicacion continua. [l
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Apéndice A
Algunas ideas de teoria de la medida

En este apéndice introducimos algunas ideas bésicas sobre o-dlgebras y medidas. Nos basamos
principalmente en el libro de G. de Barra, Measure Theory and integration [2] y en los apuntes
de J. Araujo para la asignatura Measure Theory [1].

A.1. Sobre o-algebras y espacios medibles

Comenzamos definiendo el concepto de o-agebra.

Definicion A.1 Sea X un conjunto. Una familia M de subconjuntos de X se dice que es una
o-algebra si cumple las siguientes propiedades:

1. X e M.
2. 8i M € M, entonces X \ M € M.
3. Si {M,}nen es una familia numerable tal que M, € M para todo n € N, entonces se tiene
que
Unen Mn € M.
Al par (X, M) se le llama espacio medible, y a los elementos de M conjuntos medibles.
Como consecuencia de esta definicién, se tienen inmediatamente las siguientes propiedades:
Proposicién A.2 Sea (X, M) un espacio medible, entonces:

i. 0e M.

it. Si N = {1,...;k} C N, y{Mp}lnen es una familia finita de elementos de M, entonces
Ur_ M, e M.

iti. Si N C N, y {Mp,}nen es una familia, finita o numerable, de elementos de M, entonces

Mpen Mn € M.
Demostracion:

i. Es consecuencia directa de aplicar la propiedad 2. al conjunto X € M.

o1
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ii. Dados N = {1,......k} C Ny {M,}nen es una familia finita de elementos de M, la familia
{M}nen U{M,, € M : M,,, = ) param € N\ N} es una familia numerable de elementos
de de M, por lo que aplicando la propiedad 3. de la definicién se tiene que

M3 M, = (Qan>u< [j Mn> = (gan>U@:£Jan

neN n=k+1

iii. Si {M,,}nen es una familia numerable de elementos de M, aplicando la propiedad 2. de la
definicién se tiene que {(X \ M,,) }nen es también una familia numerable de elementos de M.
Aplicando la propiedad 3. de la definicién,

M3 U(X\Mn):X\(ﬂ Mn>

neN neN

y usando de nuevo la propiedad 2. de la definicién se tiene que (), .y Mp € M. Si se tie-
ne una familia finita {M, },cn de elementos de M, basta considerar la familia numerable
{Mp}nen U{M,, € M : M, = X para m € N\ N}, y del mismo modo que antes

MaﬂMn:<ﬂMn>m (| M| =() M

neN neN neN\N neN

0

Aunque las o-dlgebras comparten varias propiedades con las topologias, presentan algunas di-
ferencias, como el hecho de que la interseccion numerable de abiertos no tiene por qué ser un
abierto, mientras que como hemos visto, esto si ocurre con o-algebras, o el hecho de que la unién
arbitraria de elementos de una o-algebra no tiene por qué ser elemento de la o-algebra, lo que si
ocurre con elementos de una topologia.

Algunos ejemplos de o-dlgebras para un espacio X son {0, X }, conocida como o-algebra trivial,
o P(X), llamada o-algebra discreta. En R, un ejemplo muy importante de o-algebra es la de Borel.
La o-algebra de Borel B es la menor o-algebra generada por los abiertos con la topologia usual (la
menor o-algebra que contiene a una familia se define como la interseccién de todas las o-algebras
que contienen a esa familia). Sin embargo, B no es completa respecto de la medida de Lebesgue
m, ya que existen conjuntos con medida de Lebesgue cero, pero que contienen subconjuntos no
medibles (ver seccién 2.5 de [2]). De esta manera, se define la o-algebra de Lebesgue £ como la
que completa B.

A.2. Sobre medidas y espacios de medida

Comenzamos definiendo el concepto de medida

Definicién A.3 Sea (X, M) un espacio medible. Una funcion p: M — [0,+00] es una medida
si satisface las siguientes condiciones

1. Es o-aditiva, esto es, dada una familia {M,}nen numerable de elementos disjuntos dos a

dos de M,
2 <L¢lﬂln> ::Zg:ﬁdﬂ4ﬁ)

neN neN
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2. No es la funcion constante igual a +00.

Diremos que la medida es finita si p no toma el valor +00 para ningun M € M. Por otro lado,
diremos que i estd concentrada en M € M si (X \ M) = 0.

Existe otra definicién de medida en la que la condicién 2. se sustituye por que (@) = 0. Vemos
que ambas definiciones son equivalentes, puesto que si () = 0, la funcién no es constantemente
igual a +00, mientras que nuestra definicién implica que p (@) = 0, como veremos en la proposicién
AL,

Definicién A.4 Un espacio de medida es una terna (X, M, p) formado por un conjunto X, una
o-dlgebra M sobre X y una medida p en (X, M). Se dice que un subconjunto A C X es medible
si se encuentra en M, en cuyo caso sabemos que eziste (A).

Como consecuencia de la definicién de medida y de espacio de medida, se tienen las siguientes
propiedades:

Proposicién A.5 Sea (X, M, u) un espacio de medida, entonces:
i. w(@)=0

1. St {Mn}ﬁ:1 es una familia finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces
k k
© (U Mn) = ZM(Mn)
n=1 n=1

iti. Sean A,B € M, si A C B, entonces u(A) < u(B).
. Si {Mp}nen es una familia numerable de elementos de M tal que M, C M, 1 para todo n,
entonces
H (U Mn> = nli)rgoﬂ(Mn)
neN

v. Si {Mp}nen es una familia numerable de elementos de M tal que M, 2 My+1 para todo n,

y p(My) < 400 entonces
H (ﬂ Mn) = nlirgo/‘(Mn)

neN

Demostracion:

i. Como g no es constantemente +oo, existe M € M tal que u(M) < +oo. Consideremos la
familia {M,, }peny con My = M, y M,, = () para todo n > 2. Entonces los conjuntos de la
familia son disjuntos dos a dos y por tanto podemos aplicar la propiedad 1. de la definicién
de medida, obteniendo

12 (U Mn) = ZN(Mn) = M(M) + Z:U’(@)
neN neN n=2

pero la unién de los elementos de la familia es M, con lo que la medida de la unién es pu(M),
y entonces la suma infinita de u(0) es 0, con lo que u() = 0.
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Si {M,}£_, es una familia finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces la familia
{M}r_, U{M,, : M,, = () param > k} es una familia numerable de conjuntos medibles
disjuntos dos a dos, y aplicando la propiedad 1. de las medidas

k 00 k [e'9) k
o (U Mn> =u <U Mn) = (M) =D (M) + > p@) =D (M)
n=1 neN n=1 n=1 n=k+1 n=1

Sean A, B € M, con A C B. Entonces (X \A)e My B\A=BnN(X\ A) € M aplicando
las propiedades de M. Como A y B\ A son disjuntos dos a dos, utilizando el punto ii.

u(B) = (AU (B\ A)) = u(A) + u(B\ A)
como u(B\ A) >0, entonces pu(A) < u(B).
Sea {M,}nen una familia numerable de elementos de M tal que M, C M, 1 para todo

n, entonces podemos tomar la familia {A,},en de elementos de M tales que 41 = M,
Ag = My \ My, y en general A, = M, \ M,_;. Los elementos de la familia son disjuntos dos

a dos, por lo que
o (U An> = pu(An) = nlggozgﬂ(flj)
]:

neN neN

Ademsds, se tiene que U?Zl A; = M, para todo n € N, por lo que obtenemos que
lim,, oo Z?Zl w(Aj) = limy, o0 u(My) aplicando el punto ii. y como (J,cn An = Uneny Mn,
se llega a que u (UnEN Mn) = limy, 00 p(My,).

Sea {M,}nen una familia numerable de elementos de M tal que M, O M, ; para to-
do n, entonces podemos tomar la familia {A,},cn de elementos de M tales que Ay = 0,
Ag = Mj \ My, y en general A, = M; \ M,,. Como M, C M,, entonces A, C A, para
todo n € N. Tenemos entonces una familia de conjuntos que cumplen las condiciones del
punto iv. por lo que

I (U An> = lim p(Ay) = lim p(Mi\ My) = lim (p(M1) = (M)
neN

donde en la ultima igualdad se ha aplicado el punto ii. a M,, y M; \ M,. El término de la
derecha es entonces p(My) —limy, o0 pu(M,,). Por otro lado, se tiene que A,, = (X \ M,,) N M,
con lo que

U 4. = U((X\Mn)ﬁMl):Mlﬂ(U(X\Mn)> :M1m<X\<ﬂ Mn>>

neN neN neN neN

El término de la derecha es igual a M \ (mnEN Mn), y aplicando la propiedad ii. a
M\ (ﬂneN Mn) ¥ a ey Mn, se tiene que

p(My) — p (ﬂ Mn> =4 <M1 \ (ﬂ M)) =u (U An> = p(Mr) = lHm p(Mn)
neN neN neN
Finalmente, como p(Mj) es finito, obtenemos

2 ([f) AIn) ::nqgijﬂ(ﬂ4ﬁ)

neN
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A.3. Medidas sobre familias de conjuntos

En esta seccién construiremos funciones sobre familias de conjuntos que no tienen porqué
ser g-algebras, para después poder extender la definiciéon de esa medida sobre una o-algebra que
contenga a la familia. El interés que tiene esta construccién es que nos permite definir una me-
dida controlando qué conjuntos tienen medida no nula, en particular, podremos construir una
medida finita cuyo soporte esté contenido en el conjunto de Cantor. Para esta seccién seguiremos
principalmente la seccién 5.2 del libro de G. de Barra, Measure theory and integration [2], y las
paginas 13-15 del libro de K. Falconer, Fractal geometry [9].

Comencemos definiendo el concepto de anillo de conjuntos, que no debe confundirse con el de
anillo que aparece en édlgebra.

Definicion A.6 Una familia de conjuntos R se dice que es un anillo si para todo par de conjuntos
E,F € R setiene que EUF€R yE\F €R.

Denotaremos como S(R) la familia de todos los conjuntos de R junto con sus uniones numerables,
y H(R) la familia de todos los subconjuntos de los elementos de S(R).

Como podemos ver, toda o-algebra es un anillo, pero el reciproco no es cierto, ni tan siquiera
para S(R). La estructura de anillo nos permite definir una funcién p : R — [0, 00| con las mismas
propiedades que tiene una medida'. Como () € R, se tiene que las propiedades i., 4i. y iii. de la
proposicién A.5 también se cumplen. A continuacién vamos a ver cémo podemos extender esta
medida p al conjunto J#(R), para lo que necesitamos un lema auxiliar.

Lema A.7 Sea {E,}nen una familia de conjuntos de R, entonces existe otra familia {F,}nen
de elementos disjuntos de R tales que F, C E, para cada n y, para cada N € N, se tiene que

N N
Un=1 En = U= Fn, de forma que U, cny En = Upen Fu-
Demostracion: Sea {Ep}nen una familia de conjuntos de R, definimos Fy = Ej, y para cada
n>2 F,=E,\ (U?:_ll Fz) Es claro por construccién que los F;, son disjuntos y que F,, C E,
para cada n. Para comprobar la otra propiedad, utilizamos induccién: el caso N = 1 es directo,

luego supongamos que el resultado es cierto para N = k — 1, y comprobemos que se cumple para
N =k.

Yreeno(Un) (s (U)o (Ure) o (U] - U

O

Ya estamos en condiciones de demostrar el siguiente lema, que nos permite extender una
medida sobre un anillo R a su anillo #(R). La importancia de este lema radica en el hecho de
que si hacemos una buena eleccién del anillo inicial, entonces puede ser que el anillo J#(R) sea
una o-algebra, con lo que la medida extendida sea una medida sobre una o-dlgebra.

'Donde la propiedad de que la medida de la unién numerable de elementos disjuntos de R es la suma de las
medidas de los elementos solo tiene sentido cuando dicha unién estd en R. En particular, si S(R) = R, entonces la
propiedad se cumple para cualquier unién finita o numerable.
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Lema A.8 Sea R un anillo, y sea p una medida sobre R. Entonces podemos definir la siguiente
funcion p* : A (R) — [0, 00]

w*(F) = inf {Z,u(En) : B, € Rparatodon e N, y E C U En} (A.1)
neN neN

Entonces
i) P (E)=pE) si E€R.
i1) La funcion pu* cumple las propiedades de medida sobre 7 (R).

Demostracion:

i) Sea E € R. Se tiene entonces que p*(E) < u(E). Para probar la otra desigualdad, sea
{En}nen una familia de elementos de R tales que £ C |J,cn En. Aplicando el lema A.7
a la familia {E N E,},en se tiene otra familia {F), },en de elementos disjuntos de R, con
F, CENE,y UpenFrn = Upen(ENE,) = E. Como F, y E, pertenecen a R, entonces
E, \F, Ry u(E,) > u(F,), ya que u cumple las propiedades de medida. Asf,

wE) = p (U Fn> = ulFa) <D ulEn)

neN neN neN
por lo que u(F) < p*(E).

ii) Se tiene que p no es una funcién constante igual a +oo ya que p no lo era, y entonces
existe un E € R tal que p*(E) = p(E) < +oo. Para la otra propiedad, sea {A;};ey una
familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos de .#(R). Si no se cumpliese, se tendria
que p* (UZEN Ai) =0+ ;en i (Ai), donde 6 > 0. Sea ¢ > 0, para cada i € N podemos
encontrar una familia {Fj;}en de elementos de R tales que A; C UjeN F;; y de forma que
> jen M(Fij) < p*(Ai)+5;. Los conjuntos Fy; forman un recubrimiento numerable de (J; oy 4,
por lo que

i (U Az-) <SS uFE) <D (A + ) = e+ > (A)

1€eN 1€N jeN i€EN 1€EN

Como el € es arbitrario, podemos escogerlo de forma que § > ¢, lo que seria imposible; por
tanto, ¢ debe ser O.

g

Veamos ahora como podemos aplicar el lema anterior para construir una medida g cuyo
soporte sea el conjunto de Cantor. Recordemos que denotamos como A,, al cerrado obtenido en
la construccién de € en el paso n, y por J al intervalo unidad. Fijemos n € N. Entonces definimos
la familia &, = {EF}2, U {U{‘}?ﬁ;l, donde E" es uno de los intervalos cerrados disjuntos que
forman A,, y U]” es uno de los intervalos abiertos eliminados de A,_1 para construir A,. Sea

ahora
&= (U gn> U{R\ 7,0}

neN
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y definimos R = {U?:l F;:F;eé& }, la familia formada por las uniones finitas de elementos de &.

Antes de continuar, observemos lo siguiente: dado un elemento F' = U?zl Fj de R de R, este
puede descomponerse en la unién de a lo sumo tres conjuntos: uno de ellos es R\ J (en caso de
que esté en la unién), otro es la unién de los elementos de la forma U]* para algunos n, y el dltimo
es la unién de elementos de la forma E}' para algunos n. Denotemos éste dltimo como Er, y
veamos que se puede escribir como la unién disjunta de elementos de la forma Ej* para algin n.
Para ello, consideremos la familia de los .# = {E}"} tales que E}'* = F; para algin j. Entonces,
si tomamos de % los conjuntos tales que ninguno de los que hemos tomado anteriormente los
contiene, y los renombramos como EZ !, comenzando por los de menor n, obtenemos que

S

Ep=JE}
=1

donde los E;” son disjuntos. Esta definicion de Er depende de como sean los elementos de la
union. Asi, si F' = [0, %], este se puede escribir como [0, %] U (%, %) U [%, %], de forma que Erp = F
en el primer caso, y EFp = [0, %} U [%, %] en el segundo. Podemos definir, no obstante, un Er
que contenga a todos los otros, y que no esté contenido en ningtin otro conjunto que sea unién
de conjuntos E}' contenidos en F' distinto del propio Er. Para ello, consideremos los siguientes

conjuntos de indices:
IF={ie{1,2}:E CF}
If ={i€{1,2,3,4}: B2 C F y E?N E! para todo j € IT'}

If;:{ie{1,...,2”}:Ef§FyEz”ﬂEJl. para todo j € IF con 1 <1<n—1}

Como F es la unién finita de elementos de &, observamos que existe un ng € N tal que I} = ()
para todo n > np. Asi, podemos considerar

ng

EF=J U ¥ (A.2)

i=1;c7F
J ze[j.

Vemos que E¥ € R por ser la unién finita de elementos de &, y para cada F se puede construir
un tnico E¥. Ademds, tenemos que todo intervalo cerrado E? C F esta contenido en EF puesto
que de lo contrario el indice i estarfa incluido en I, 1o que implica que E! C EF.

Por otro lado, para cada Er tenemos que F'\ Er € R (también F'\ EF € R), y no contiene
ningin elemento de la forma E}*, puesto que en ese caso estarfa contenido en la unién de conjuntos
U y R\ 7, si éste estd contenido en F', lo que no es posible. Del mismo modo, si consideramos los
conjuntos F; que son de la forma Uj", tenemos que estos son disjuntos si son distintos. Podemos

asi considerar el conjunto
,

Up = U U
k=1

tal que U;i’“ N Ep = () para todo k, y los UZ}:’“ son todos distintos. Al igual que antes, Ur no es
tnico para cada F, puesto que depende de Er. Podemos considerar U = F \ EF |y tenemos que



58 APENDICE A. ALGUNAS IDEAS DE TEORIA DE LA MEDIDA

UF esté contenido en Uy para cualquier otro Up que consideremos.

De esta manera, F' = Er UUp U (R\ J), si R\ J = F} para algin j, o F' = Er UUp, en caso
contrario. Notemos que los conjuntos Up, Er y R\ J son disjuntos, y estdn formados por la unién
de conjuntos disjuntos entre si.

Veamos que R es un anillo. Sean G y H dos elementos de R, esto es, son unién finita de
elementos de &, entonces su unién sigue siendo la unién finita de elementos de &, con lo que
G U H € R. Observemos que de lo anterior deducimos que la unién finita de elementos de R es
también un elemento de R.

Falta comprobar que G\ H es un elemento de R. Observemos que dados dos conjuntos U My
U;, M su interseccién es distinta del vacio si y sélo si son el mismo conjunto, con lo que U 1 \U =)
si y sélo si son iguales . Por otra parte, si tomamos dos conjuntos EljJ E,Zt, su 1ntersec01on es
no vacia si uno estd contenido en el otro, con lo que EZJ \ EZt = si EZ] - EZt, y en otro caso,
EZ I \E,Zt es la unién de todos los abiertos U;" y de todos los cerrados E."* con ¢ # i; contenidos
en EZ 7. Por ultimo dados un conjunto de la forma E’Z 7y otro de la forma UZ-T, su interseccion es

distinta del vacio si y sélo si el Ugt“ - EZ 7, con lo que:

. UZ T\ EZt = si UZ; I c EZt, y en otro caso son disjuntos y el complementario es el propio
U,
J
] EZJ \ U’ es la unién de todos los abiertos U;" con i # i; y de todos los cerrados Ej*

. V%
contenidos en E,”.
J

En cualquiera de los cuatro casos, se tiene que el complementario es un elemento de R. Ahora,
consideremos conjuntos Eg = U, B\ Uc = U;_, U}, v Eg = Ul 1 E”l, Uy = Ut 1 U”t
asociados a G y a H como hemos descrlto antes. Se tlene que

(EcUUg) \ (EgUUn) = ((Ec \ Er) N (Ec \ Un)) U ((Uc \ Er) N (Uc \ Un))
Observamos que

= Ec\ By = U, (B} \ Ep). Fijemos un E}', y consideremos que los E”l estdn ordenados
de forma que los de menor n; tienen un [ menor. Si alguno de los E”l D EZ” !, entonces

™M\ Ey = 0. Si esto no ocurre, entonces E.* \ E es la unién de 1ntervalos abiertos
El H ) 2] 21

cerrados de &),,, y el resto de E;” estaran por tanto en esa unién o en el complementario
de EZ .y podemos continuar elimindndolos hasta llegar a §. Una vez hemos eliminado los

sz ng ., . . . 3
E,; ", tenemos que E; \ Ey es la unién finita de intervalos abiertos y cerrados de | J;_; &y,

contenidos en EJ' pero que no estan contenidos en ningun E;”. Por tanto, Fg \ Ep es la
union finita de abiertos y cerrados de &, por lo que estd en R.

» Eo\Un =Uj_( E"l \ Upn), y procediendo de manera anéloga al punto anterior, obtenemos
que cada E;l "\ Ug es la unién finita de intervalos abiertos y cerrados de Ulle &y, contenidos

en E' pero que no estdn contenidos en ningin U™. Asi, Eg \ Ug es la unién finita de
l 1t
abiertos y cerrados de &, por lo que esta en R.

» Ug \ Eg es la unién de los intervalos abiertos que forman Ug que no estédn contenidos en
ninguno de los intervalos cerrados que componen Ep.
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» Ug \ Up es la unién de los intervalos abiertos que forman Ug que no son intervalos abiertos
de UH.

Falta ver como son las intersecciones. Comencemos por (Ug \ Ex) N (Ug \ Ug). Como ambos son
uniones finitas de intervalos abiertos, y la interseccion de intervalos abiertos es distinta del vacio si
y s6lo si son el mismo conjunto, tenemos que (Ug\ Ef) N (Ug\Ug) es el vacio, si no tienen ningtin
conjunto en comun, o una unién finita de intervalos abiertos, por lo que estd en R. Consideremos
ahora (Eg \ Ex) N (Eq \ Un). Supongamos que Eq \ Eg =i, Fi y Eq \ Uy = U?zl F;, con
F;,F; € &. Entonces, (Eg \ Ex) N (Ec \ Un) = Ui, Ule(Fi N Fj), luego si F; N Fj € R para
todo 7 y j, habremos terminado.

» SiF,=E"yF;= E;Lj y son el mismo conjunto, su interseccion estd en R. Supongamos
que son distintos y que n; # n;j, ya que en ese caso los intervalos cerrados son disjuntos por
estar en el mismo &,. Si su interseccién es no vacia, entonces uno debe estar contenido en
el otro, y por lo tanto su interseccién es el que pertenezca al &, de mayor n.

» Si F;, = E"yF; = U;Zj y n; = nj, entonces son disjuntos. Si n; # n;, para que su
interseccion sea distinta del vacio, tiene que darse necesariamente que U;Z 7 C E, con lo
que su interseccion es Fjj. El caso en el que F; es un abierto y F}; es un cerrado es analogo
a este.

. . M4 . .« , .
» SiFy =U"y Fj = Uj], entonces su interseccion es el vacio salvo que sean el mismo
conjunto.

Como en todos los casos F; N Fj € R, tenemos que (Eg \ Ex) N (Eg \ Ug) € R por ser la unién
finita de elementos de R. Por tltimo, si G no contiene a R\ J, o si tanto G como H lo contienen,
entonces G\ H = (EqUUg) \ (Fg UUg) € R, mientras que si G contiene a R\ J pero H no, te-
nemos que G\ H = ((EqUUg)\(EgUUg))U(R\J) € R. Concluimos por tanto que R es un anillo.

Construyamos ahora una métrica p sobre nuestro anillo R. Definimos p(E}') = 2% para los
intervalos cerrados E]' que forman cada A,, de forma que tenemos que p(A4,) = p (U?; EZ”) =1.
Del mismo modo, dado un E}*, tenemos que contiene 2"~ intervalos cerrados EZ,L, con m > n,

2m—n m—n
de forma que > 7, u(E7") = 2

. . . 5 o . . ’
igual a la suma de las medidas de intervalos cerrados E; ’ disjuntos contenidos en él, de forma que
J

= 5= = pu(ED); asf, la medida de un intervalo cerrado ET es

en EI'\ U§:1 EZ 7 no queden intervalos cerrados®. Definimos la medida de los intervalos abiertos
U* como u(U*) = 0 para todo U*, y tomamos pu(R\ J) =0y u(@) = 0. Sea ahora F = U?Zl F;
un elemento de R, entonces definimos su medida p(F) = p(Er) = >, u(E;"), donde los E;
son disjuntos entre si. Observemos que esto implica en particular que la medida de una unién
finita de intervalos cerrados disjuntos entre si es la suma de las medidas de los intervalos.

Como ya hemos comentado anteriormente, no existe un unico Er para cada F, por lo que
podemos preguntarnos si la medida de F tal y como la hemos definido depende del Er escogido.
Consideremos un Er = (J;_, EZ ! cualquiera y EF', que es tinico. Supongamos que u(Er) # u(ET).
Esto implica que hay un intervalo cerrado E? de la definicién de EF dada por la ecuacién (A.2)
tal que la suma de las medidas de los EZ ! de Er contenidos en él es menor que su medida, por

. 4 . 7 . . . . ez
2Estos intervalos cerrados E,7 no tienen porqué ser del mismo nivel, siempre y cuando cumplan la condicién de
. J . .
que no queden intervalos cerrados contenidos en el complementario.
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1
} 2n
E; C E!'\ Ep. Pero esto no es posible, ya que entonces tendrfamos un intervalo cerrado comple-

un € > 0. Entonces existe un n > max{n;};_, tal que < €, lo que implica que existe un

tamente contenido en F'\ Er. Por tanto, u(E) = u(EF), con lo que queda probado que, aunque
podamos considerar distintos Er, su medida es siempre la misma, y p(F) estd bien definido.

Veamos que la funcién p : R — [0, 1] cumple las propiedades de una medida. En primer lugar,
se tiene que no es la funciéon constante igual a +o00. Antes de probar la segunda propiedad para
el caso general, supongamos que tenemos la unién numerable de intervalos abiertos U,*. Se tiene
que sus medidas son todas 0, y que la medida de su unién es también 0, puesto que no contiene
ningun intervalo cerrado. Luego la unién numerable de intervalos abiertos U;* cumple la segunda
propiedad.

Ahora, dado F' = Upen Fm la unién disjunta de elementos Fp, € R, si F € R, entonces

existe un EF , que es union disjunta de intervalos cerrados, estd contenido en F', y tal que F'\ EF

tiene interseccién vacia con cualquier intervalo cerrado de &. Supongamos que EF = Ui, Enl.
Entonces

p(F) = Zu (B[ (A.3)

Por otra parte, para cada F,, podemos encontrar un Er, , de forma que, como todo intervalo
cerrado contenido en F estd contenido en E¥, tenemos que Unen EF,, € EF. Consideremos
ahora H,,; = Ef, N E;” para cada m y [, que son disjuntos por ser los F, v los E;” disjuntos,
tenemos que

S

U H,, C EZZ para cada [, y U H,; = EF, para cada m

meN =1
Ademas, todo punto de €N EZ ! se encuentra® en la unién de los H,,;, con lo que cualquier intervalo
cerrado contenido en EZZ tiene interseccion no vacia con J,,,cry Hpmi- Por otra parte, tenemos que
cada H,, es la unién finita de intervalos cerrados disjuntos E*, con lo que, fijado [, podemos
escribir | J,,,en Hyni como la unién numerable de intervalos cerrados, (J,ey £ Veamos que, para
cada [, se tiene que

> u(ER) = p(Ey)

a€eN
En primer lugar, tenemos que x(E;') = 27". Por otra parte, j(E;'*) = 27"=. Recordemos que
para cada ng y n., con n, < ng hay 27" intervalos cerrados E? ? en Eln .

Supongamos que Y-,y #(E;*) < p(E;'). Deducimos entonces que existe un e > 0 tal
que € + > oy u(EL) = p(E}'), y una familia {E;ﬁ}geN, con N C N no vacio, tal que EZ;B
estd contenido en EZ ! pero no estd contenido en la unién de los H,, para todo € N,y

Z,Be N ,u(E;; ?) < e. Pero esto no es posible, ya que implica que existe algiin intervalo cerrado

contenido en E;"\ (Usmen Hmi), esto es, en Ep\ (Umen EFn ), v por tanto, en F\ (Unen EF)-
Por tanto, - ,cn #(E;*) > p(E;").

3Estos puntos son relevantes porque son, en cierto sentido, los que tienen la medida del intervalo. Esto se debe
a que todo punto del intervalo cerrado E;* que no esté en € estd en algin abierto U;*, cuya medida es nula. Asi,
como los puntos que se encuentran en uno de esos intervalos abiertos no pertenecen a €, y el complementario de

’Vll e . . 'n,l e
UmEN H,.; en Eil es una unién de intervalos abiertos, todos los puntos de € en Eil estan en UmeN H.
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Por otro lado, tenemos que -y p(E;*) no puede ser mayor que pu(E;'). Supongamos
Y aen HEL®) = [L(EZZ) + €, con € > 0. Esto implica que para todo ¢ > 0 existe un ne tal

que
n

Z (Ef*) — uw(ER) —¢| <e

para todo n > n.. En particular, para € = € existe un n, tal que

D uER) —u(Ey) —¢| < e

Como hemos visto antes, la suma finita de las medidas de intervalos cerrados contenidos en otro
mas grande es menor que la medida de éste ultimo, con lo que

Ne
_ZN(EZYQ>+1L(EZZ)+E<€:>MEM ZuEna

a=1

lo que no es posible. Asi, concluimos que ) oy p(E;*) = M(EZ”).

Ahora, partiendo de la ecuacién (A.3), tenemos que

=S B =SS wE LSS jwH ) = S0 u(H)
=1

=1 a€N =1 meN meN (=1

donde en la igualdad () hemos tenido en cuenta que cada Hy, es la unién finita de E;'*. De esta
manera,

= iﬂ(Hml Yo (U Hmz> =Y wlEr,) =Y ulFn)

meN [=1 meN meN meN

ya que J;_, Hyu = EF,, para cada m, y tenemos que p (Uj_y Hyi) = Y1 #(Hyp). Asi, g cumple
las propiedades de medida sobre el anillo R.

Como p cumple las propiedades de una medida, podemos utilizar el lema A.8 para extender la
medida a una medida p* en el anillo .7 (R). Observemos que 7 (R) = P(R), ya que R € R. De
esto se sigue que S (R) es una o-algebra, y entonces p* es una funcién que cumple las propiedades
de una medida sobre una o-algebra, por lo que es (R, P(R), ©*) es un espacio de medida. Podemos
ver que esta medida p* es una medida concentrada en €, puesto que R\ € es la unién infinita de
los R\ 4,, que tienen medida 0.
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