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Resumen

La nocién de curvatura de una superficie es un curioso concepto el cual no posee una definicién
unica. Dependiendo de qué aspectos se quieran trabajar relacionados con una superficie intere-
sard usar una definicién u otra; las més extendidas en la literatura son la de Gauss y la media.
En esta memoria se estudiardn superficies de curvatura de Gauss y media constantes, mostrando
clasificaciones y diferentes ejemplos de cada tipo. Esto servira como un viaje por la historia de
la busqueda de este tipo de superficies. También se tratan conceptos de geometria intrinseca y
extrinseca, introduciendo interesantes resultados como la curvatura de Casorati, las conjeturas de
Hopf y Willmore y el teorema de inmersion de Nash.

Palabras clave: superficies de curvatura constante, curvatura de Gauss, curvatura media,
curvatura de Casorati, conjetura de Hopf, conjetura de Willmore, teorema de inmersién de Nash.

Abstract

The notion of a surface’s cuvature is an intriguing concept that doesn’t have an unique de-
finition. Depending on which aspects related to surfaces you are interested in you’ll have to use
one definition or another; the most frequent ones are the Gaussian and mean curvatures. In this
work constant Gaussian and mean curvature surfaces will be studied, showing classifications and
different examples of each type. This will work as a trip through the history of the search of these
types of surfaces. Concepts of intrinsic and extrinsic geometry will also be tackled, introducing
interesting notions like Casorati’s curvature, Hopf and Willmore conjectures and Nash embedding
theorem.

Key words: constant curvature surfaces, Gaussian curvature, mean curvature, Casorati cur-
vature, Hopf conjecture, Willmore conjecture, Nash embedding theorem.
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Introduccion

El estudio en la geometria de las curvas y superficies tiene una larga historia. Los desarrollos
de la curvatura de superficies fueron una ardua tarea para grandes matematicos a lo largo de la
historia debido a su nada trivial formulacion.

Asi como la curvatura de una curva en uno de sus puntos es facilmente, a partir de la introduc-
cién del calculo diferencial, introducible e imaginable, siendo ésta el inverso del radio de curvatura
de la circunferencia que mas se parece a la curva en el punto, el concepto para superficies no es
tan claro ni natural.

Por un punto de una superficie pasan infinitas curvas contenidas en ella. Esto puede llevar a realizar
una pregunta, jes la curvatura de la superficie la de una de estas curvas? Y si lo es, jde cudl de
todas las curvas lo es y por qué?

La respuesta es ahora bien conocida: no existe un equivalente a la circunferencia osculatriz para
superficies. Este hecho se conoce desde los tiempos de J.P. Meusnier (1754-1793) que demostré en
1776 la existencia de una esfera que es la que se aproxima mas a la superficie en un punto para cada
direccién del plano tangente que se tome. Hubo que esperar hasta que Gauss introdujera la ahora
llamada curvatura de Gauss para conocer una nocién de curvatura en cada punto de una superficie
que fuera invariante por isometrias, a pesar de que Euler ya conocia las curvaturas normales en
cualquier direccién en funcién de las principales y de que en la segunda mitad del siglo XVIII ya se
trabajara con la curvatura media. La curvatura de Gauss y la curvatura media son las nociones de
curvatura intrinseca y extrinseca mas estudiadas, aunque no las tnicas. Dichas curvaturas podran
llegar a ser contraintuitivas: por ejemplo hay superficies como un cilindro circular con curvatura
de Gauss nula que aparentemente, para la persona media, si que se curvan. Lo mismo ocurre con
ejemplos como el catenoide de curvatura media nula que nuevamente parece que si se curvan. Esto
lleva a Casorati (1835-1890) a introducir su curvatura que es nula tnicamente cuando la superficie
es un plano.

El estudio de superficies de curvatura constante no es sencillo y su complejidad varia depen-
diendo de qué curvatura se considere. Al considerar superficies de curvatura de Gauss positiva es
necesario tener en cuenta el teorema egregium de Gauss (1827) y el teorema de Minding (1839)
que afirman que la curvatura de Gauss se conserva por isometrias y que superficies de curvatura
de Gauss constante de mismo valor son localmente isométricas. Esto permite clasificar dichas su-
perficies mediante el signo de su curvatura.

En la misma época Delaunay (1816-1872) introdujo su clasificacién de superficies de revolucién de
curvatura media constante (1841), las superficies de Delaunay. M4s adelante, en 1863, Weierstrass
(1815-1897) introdujo una forma de describir superficies minimales a partir de funciones complejas.

En esta memoria se trataran superficies de curvatura constante considerando principalmente la
curvatura de Gauss y la media. La estructura de este trabajo es de cuatro capitulos.

El capitulo 1 sirve como introduccién a toda la notaciéon y conceptos de curvaturas y superficies
necesarias para el tratamiento del tema. Se introducen diversos resultados con la visién del tema
que se trata y que ayudaran en el tratamiento de superficies de curvatura constante. Principalmente
se exponen resultados ya tratados durante el grado, salvo lo que se refiere a las esferas de Meusnier.



En el capitulo 2 ya se entra en materia y se tratan superficies de curvatura de Gauss constante.
Lo primero se exponen algunos resultados sobre superficies de revolucién ya que, como se veré, cal-
cular las diferentes curvaturas de estas superficies es relativamente sencillo. Una vez se han tratado
estas se procede a realizar el estudio de las superficies separdndolas en tres casos dependiendo del
signo que tome la curvatura. Asi en cada secciéon se introducen primero las superficies de revolucién
con curvatura de tal signo y luego otras superficies mas generales.

El capitulo 3 trata las superficies de curvatura media constante. En este se hace una separacién
entre que el valor de la curvatura media sea nula, i.e. superficies minimales, o no. Las superficies
minimales han sido bastante estudiadas y se expondran resultados generales para ellas. En el caso
de superficies de curvatura media no nula se exponen nuevamente las superficies de revolucién que
fueron estudio de Delaunay. Se expone la representacion de Weierstrass que se introduce como
medio de definir superficies minimales a partir de funciones complejas, pero que luego da paso a la
creacién de representaciones similares para otras superficies de curvatura media constante no nula.
Finalmente se presenta la conjetura de Hopf (1931) que ponfa limite a las superficies compactas
de curvatura media constante hasta que se probd falsa, mediante la descripcién del toro de Wente
en 1986, por parte de H.C. Wente (1936-2020).

Finalmente el capitulo 4 trata los conceptos de curvatura de una superficie en general. Se
realiza un comentario sobre las relaciones entre curvaturas intrinsecas y extrinsecas. Se da paso a
la curvatura de Casorati, que se introduce por dicho matematico como el concepto méas natural
de curvatura, y se expone aqui la manera de llegar a la formulacién de dicha curvatura. Luego se
trata la energia de Willmore que, informalmente, mide cuanto se separa una superficie de ser una
esfera. El ultimo tema tratado son las inmersiones isométricas cuya existencia viene afirmada por
el teorema de Nash (1966).



Capitulo 1

Las nociones de superficie y de
curvatura

Este trabajo, como el nombre indica, trata sobre superficies de curvatura constante. El concepto
de curvatura de una superficie no es un concepto trivial y han sido necesarios siglos de desarrollo
matematico, concretamente de la Geometria Diferencial, para su introducciéon. Por esta razén es
necesario introducir una base tedrica partiendo de resultados mas elementales sobre curvas hasta
construir conceptos relacionados con superficies.

Este capitulo trata definiciones bésicas y resultados que pueden tomarse de una gran parte
de los libros de geometria diferencial. En concreto se han usado como guias principales el manual
Geometria Diferencial de M. Lipschutz [14] y el libro de R.S. Millman y G.D. Parker Elements of
Diferential Geometry [21] salvo indicacién. Los resultados aqui presentes han sido, en su mayorfa,
tratados a lo largo del grado y por tanto sus demostraciones no se incluyen. Aquellos de los cuales
sf se incluye la demostracién son temas no tratados durante el grado.

1.1. Curvas

La primera tarea que se propone es introducir la definicién de curva regular, para ello se parte
de la idea de representaciones.

Definicién 1.1. 1. Se denomina representaciéon paramétrica regular a una funcion f :
I = R3 con I un intervalo que cumple

1. f(t) es de clase C* en I.
2. f'(t) #0 para todo t en I

2. Se denomina cambio admisible de pardmetro a una funcion t : Iy — Iy con Iy, Iy
intervalos que cumple

1. t(0) es de clase C* en I.
2. % # 0 para todo 0 en Iy

3. Una representacion regular f : I — R? es equivalente a otra representacion g :
I, — R? si existe un cambio admisible de pardmetros t : I — I con I tal que th)=ILvy

f(t(0)) = 9(0).-

Es fécil ver que la relacion de representaciones equivalentes es una relacién de equivalencia. El
hecho de que sea relaciéon de equivalencia permite definir el concepto de curva regular como:

Definicién 1.2. Se dice curva regular a una clase de equivalencia de las representaciones pa-
ramétricas regulares.
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Una vez se tiene la nocién de curva bien definida el siguiente paso es comenzar a introducir
diferentes conceptos relacionados con la curva.

Definicién 1.3. Se llama parametrizacion natural a una parametrizacion regular f = f(s)

con [|f'(s)|| = 1.

El concepto de parametrizacién natural serd de mucha utilidad a la hora de estudiar distintas
propiedades de una curva puesto que hemos definido una curva como la clase de equivalencia
de las representaciones paramétricas regulares. Veremos mas adelante que a la hora de enunciar
propiedades y ecuaciones para distintos conceptos es més sencillo hacerlo para curvas de parametro
natural. El teorema 1.4 es un resultado importante ya que dice que una curva regular cualquiera
admite una parametrizacion natural.

Teorema 1.4. Sea f : [ — R® una curva regular y to € I entonces s : I — im(s) definida por
— [t || df
s = Ji, || £
El resultado muestra el cambio de parametro que estd dado por una integral que no en todos los
casos es facilmente calculable. Con esto se expresaran conceptos partiendo de una parametrizacién
natural pero se indicardn también sus ecuaciones para un parametro cualquiera.

dx es un cambio admisible de parametro y se cumple HZ—J:H =1.

A continuacién se define una serie de vectores y rectas relacionados con la curva y con los que
estamos familiarizados.

Definicién 1.5. 1. Sea f: I — R? una curva con pardmetro cualquiera se llama vector tan-
gente a la curva en el puntot € I a t(t) = H;/iggl\
2. La recta que pasa por el punto f(t) y tiene como vector director el vector tangente se denomina
recta tangente.

3. Si la curva f estd parametrizada de modo natural se denomina vector de curvatura en el
punto f(t) a k(t) = f"(t) y su mddulo se denomina curvatura y se denota k(t). Se define
el vector normal como el vector de curvatura unitario, ni(t) = % Si la curvatura es nula
en un punto entonces no existe el vector normal en dicho punto.

4. La recta que pasa por el punto f(t) y tiene como vector director el vector normal se denomina
recta normal.

5. Si f estd parametrizada de modo natural entonces se denomina vector binormal en el punto
f(®) ab(t) =1t(t) x @(t). Sila curvatura es nula en un punto no existe el vector binormal en
dicho punto.

6. La recta que pasa por el punto f(t) y tiene como vector director el vector binormal se deno-
mina recta binormal.

En la definicién 1.5 se enumeran las expresiones para el caso de una curva parametrizada de
modo natural salvo en el caso del vector tangente. Como se ha comentado anteriormente, debido
a la dificultad que supone en determinados casos el calculo explicito del cambio de pardmetro
a parametro natural, es de interés conocer las expresiones para curvas parametrizadas de forma
cualquiera.

Teorema 1.6. Sea f : I — R? una parametrizacion regular cualquiera, se tiene que:

1. el vector binormal en el punto f(t) viene dado por b(t) = %

-,

2. el vector normal en el punto f(t) viene dado por 7t = b(t) x (t).

3. el vector de curvatura en el punto f(t) viene dado por k(t) = k(t)ii donde k(t) es la curvatura

en el punto y viene dada por k(t) = W
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Una vez se han introducido todos estos conceptos para cualquier parametrizaciéon de una curva
interesa introducir la nomenclatura que se da a los planos que definen los diferentes pares de rectas.

Definicién 1.7. Sea f : I — R3 una curva de pardmetro cualquiera, se define:
1. el plano normal en un punto al que definen las rectas normal y binormal en dicho punto.
2. el plano osculador en un punto al que definen las rectas normal y tangente en dicho punto.

3. el plano rectificante en un punto al que definen las rectas binormal y tangente en dicho
punto.

4. se denomina circunferencia osculatriz en un punto f(t) a la circunferencia contenida
en el plano osculador centro en c(t) = f(t) + ﬁﬁ(t) y radio de curvatura el inverso de la
curvatura.

El conjunto de los tres planos se denomina triedro de Frenet y la base {F, i, 5} se demomina
referencia movil de Frenet.

La circunferencia osculatriz en un punto se puede ver como la circunferencia que mas se aseme-
ja ala curva en dicho punto y la curvatura de la curva es el inverso del radio de dicha circunferencia.

Se ve que la referencia mévil de Frenet es una base ortonormal positivamente orientada. Esta
ayuda en el estudio del comportamiento de la curva en un entorno del punto, es decir, en el estudio
de la geometria local. Se entenderd que los puntos tienen curvatura distinta de cero, con lo que
admiten la referencia moévil de Frenet.

Definicién 1.8. Si partimos de una curva de pardmetro natural f, usando la referencia movil de
Frenet podemos escribir V' (t) = —7(t)7i(t) donde la funcidn 7(t) se denomina torsién de la curva
en el punto f(t).

Teorema 1.9. Si [ es una curva de pardmetro cualquiera la torsién viene dada por 7(t) =
FMONMONSMO)!
IFHOEYEOI
Recapitulando, se ve que la curvatura de una curva es una forma de medir cudnto se aleja dicha
curva de ser una recta, ya que k = 0 si, y solo si, la curva es una recta.
Una curva se dice plana si estd contenida en un plano, en caso contrario se dice alabeada. La tor-
sion sirve para ver cuanto se aleja una curva de ser plana, ya que 7 = 0 si, y sélo si, la curva es plana.

Una curva esta univocamente determinada, salvo trasformaciones en el espacio, por la curvatura

y la torsién, esto se ve en el siguiente resultado.

Teorema 1.10 (Teorema Fundamental de la Teorfa Local de Curvas [6, pg. 33]). Sean k: [ — R*
y T : 1 — R dos funciones diferenciables con I un intervalo abierto. Existe una curva reqular
parametrizada de modo natural, f: I — R3, tinica salvo movimientos en el espacio tal que k(s) y
7(s) son la curvatura y la torsion en el punto f(s) con s € I.

1.2. Superficies

Una vez se han introducido los conceptos de curvas se puede dar el salto a las superficies. Una
superficie simple se puede ver como una deformacién diferenciable de un abierto del plano, lo que
se expresa formalmente en la definiciéon 1.11.

Definicién 1.11. Se llama superficie simple a toda aplicacion diferenciable C°° de un abierto
S C R? que cumple

1. fux fo #0 en todo punto de U.

2. f:U— f(U) es homeomorfismo, esto es biyectiva, continua y de inversa continua.
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Cuando se tratan las superficies hay ciertos conceptos que interesa trasladar de las curvas a
las superficies. Por ejemplo, para una superficie simple se puede definir el vector normal en un
punto como N = %, la recta normal en el punto es aquella que tiene dicho vector como
director y pasa por el punto y el plano tangente en dicho punto es el plano perpendicular al
vector normal y que pasa por el punto.

La definicién 1.11 no abarca todas las superficies, hay algunas superficies que no tienen tan buen
comportamiento como las simples y por tanto es necesario introducir otro concepto mas amplio
que las abarque, estas son las superficies regulares.

Definicién 1.12. Un subconjunto S C R es una superficie regular si, para cada p € S, existe
un entorno V. en R® y una aplicacion x : U — V N S de un subconjunto abierto U de R? sobre
VNS C R? tal que Se llama superficie simple a toda aplicacion diferenciable C™ de un abierto
S C R? que cumple:

1. Para todo p € S existen U C R? abierto, una aplicacion f y V = f(U) entorno abierto de p
en S, tal que f: U — V es una superficie simple denominada parametrizacion local.

2. Para cada par de superficies simples f :U =V C Sy f:U—=V C S con VNV # 0 resulta
que

1 _ — —1 —
(f of): fHVAV)=f (VnV)
es un difeomorfismo de un abierto de R% en otro abierto de R2.

Es de interés tratar los conceptos sobre superficies simples visto antes de la definicién a super-
ficies regulares. Una superficie regular es localmente una superficie simple, por tanto bastaria ver
que ocurre con estos conceptos si se cambia la parametrizacién. Sea una superficie regular .S en-
tonces para un punto p € S el vector normal depende de la parametrizaciéon puesto que si tenemos
f:U =Ry f:V — R? dos parametrizaciones locales entonces f, x f, = det(J,,)(fu x f,) donde

¢ : V — U es un difeomorfismo con f = fop luego N = +N. Sin embargo, es claro ver que la recta
normal y plano tangente estdn univocamente definidos independientemente de la parametrizacion.

Es natural plantearse si existe un concepto similar a la circunferencia osculatriz para superficies,
quizé la de una esfera que sea la que mas se parezca a la superficie en un punto. Dicho concepto
se tratard mas adelante y se vera por qué no existe.

1.3. Formas fundamentales

Una vez ya estan definidas las nociones de superficie, es necesario introducir una manera de
poder dar ecuaciones a las curvaturas, que se recuerda es el tema que incumbe este trabajo. Gracias
al teorema fundamental de la teoria de curvas una curva queda univocamente determinada por su
curvatura y torsion. Esto da sentido a introducir la primera y la segunda forma fundamental que
determinan inequivocamente las superficies como se vera en el teorema fundamental de superficies,
el teorema 1.20.

1.3.1. La primera forma fundamental

La primera forma fundamental es la restricciéon del producto escalar al plano tangente a la
superficie, formalmente se ve como

Definicién 1.13. Sea f : U — R3 una superficie simple, p = f(uo,vo) un punto de la superficie
y T, el plano tangente a la superficie en el punto. Se llama primera forma fundamental de la
superficie en p a la aplicacion bilineal
g: Ty xT,—T,
(X,)Y) —X-Y
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Si se denotan las coordenadas de los vectores X = (X1, X?) e Y = (Y1, Y?) en la base {f., fo}
tenemos

2
X Y _ X X Y o Xl X2 g11 g12 Yl o lej
g( ) ) - - ( ) ) Y2/ Z 9ij

921  g22 f
3,7=1

con gij = fu, 'fuj donde fu, = fu(uo,v0) ¥ fu, = fo(uo,v0)-
Observacion 1.14. g es simétrica y definida positiva.

Demostracion. Trivialmente vemos que es simétrica puesto que lo es el producto escalar. Para ver
que es definida positiva basta ver que el determinante es positivo. Usando el método de ortogona-
lizacién de Gramm-Schmidt obtenemos una base en la que ¢ es la identidad y la matriz cambio de
basees Ayasig=A-1-A

g11 912

det(g) B g21  g22

=det(A-T-A") =det(A) - det(I) - det(A") = det(A4)* >0

O

A una propiedad que se puede formular a partir de la primera forma fundamental y de sus
derivadas se le dice concepto intrinseco.

1.3.2. La segunda forma fundamental

La segunda forma fundamental, por otro lado, mide como estd inmersa la superficie en R3.

Definicién 1.15. Sean f : U — R3 una superficie simple, p = f(ug,vo) un punto de la superficie,
T, el plano tangente a la superficie en p y N el vector normal a la superficie en p. Se llama seqgunda
forma fundamental de la superficie en p a la aplicacion bilineal

LT, x T,—R
2
Ly L y! i
(X,Y) »L(X,Y) = (X', X?) (Li LZ) (YQ) =Y Ly X'y
i,j=1

donde los vectores X = (X', X?%) e Y = (Y1,Y?) estin representados en la base {f,(uo,vo),
fU(UOaUO)} de Tp Yy Lij = fmu, -N
La segunda forma fundamental L es bilineal simétrica puesto que fu.; = fu;u, al ser f C*y

con ello Lij = fuiuj : N = fujui : ]\7 = Lji'

Una vez se han introducido estos conceptos es de interés expresar los términos en funcién de la
base {fu, fu, N} v para ello se introducen las ecuaciones de Gauss y de Weingarten.

1.3.3. Ecuaciones de Gauss y de Weingarten

Las ecuamoneb de Gauss expresan las derivadas segundas fyu, fov, fue = fw respecto de la base
{fus fos N } mientras que las de Weingarten lo hacen sobre las derivadas N., N,

Teorema 1.16. Las ecuaciones de Gauss vienen dadas por fu;., = 212:1 Féjful + L;; donde
I‘i»j son los simbolos de Christoffel que se expresan como

2
1 0gix  0gi; . O0gjk
1 Kl _ 99ij j
Fij o 2 Zg <8u] 8uk + auz

k=1

Cuando se realiza el procedimiento hacia las ecuaciones de Weingarten se llega a una aplicacion,
la aplicacién de Weingarten, que cobra importancia posteriormente.
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Definicién 1.17. Se denomina aplicacion de Weingarten a la aplicacion lineal L : T, — T,
1 1

con L =g 'L y matriz L = (Lé L%) en la base {fu, fv}

L1 L3

Partiendo de la aplicacién de Weingarten se llega a las ecuaciones de Weingarten.

Teorema 1.18. Las ecuaciones de Weingarten vienen dadas por Nu = B} fu+ B2 f, donde
B! = —L! de la aplicacion de Weingarten.

Como se ha comentado previamente, existe un resultado equivalente al teorema fundamen-
tal de curvas pero para superficies. Antes de introducir ese teorema es necesario incluir algunas
expresiones y notacién usada en el mismo.

Definicién 1.19. Con las notaciones precedentes, se llama tensor de curvatura de Riemann
a:
ort ort.
l k ml l
Rijp= 58 = o0+ Tl =TT

m

Y se tiene que se verifican las siguientes relaciones:
l 1 l
Rijp = LixLy — Lij Ly,

8Lij 8Lik 1 1
l

Estas ecuaciones se denominan, respectivamente, segundas ecuaciones de Gauss y ecuaciones
de Codazzi-Mainardi. Ahora ya se tienen las herramientas para introducir el teorema fundamental
que se busca.

Teorema 1.20 (Teorema Fundamental de Superficies [6, pg. 240]). Sea U C R? conezo y sean
Lij:U—=R, g : U— R funciones diferenciables para i,j € {1,2} tales que:

1. Lyg = La1, g12 = g21, 911 > 0, g22 > 0, 911922 — 912921 > 0 para todo punto en U.
2. L;j, gij satisfagan las ecuaciones segundas de Gauss y las ecuaciones de Codazzi-Mainardi.

Sea p € U. Entonces existen un abierto V de p, con V. C U, y una superficie simple f : V — R3 de
modo que (gi;), (Li;) son su primera y sequnda forma fundamentales. Mds ain, si existiera otra
superficie simple, h, en tales condiciones se puede pasar de f(V) a h(V) mediante una isometria
de R3.

Ahora ya se estd en condiciones de empezar a tratar el concepto de curvatura de una superficie.

1.4. Curvatura media y de Gauss

Histéricamente el concepto de curvatura de una superficie ha de esperar a que Gauss (1777-
1855) introduzca la curvatura de Gauss en 1827. En esta seccién se introducen los conceptos de
curvatura normal y geodésica en una curva con el fin de poder describir la curvatura normal.

1.4.1. Curvatura normal y geodésica de una curva

Si se tiene una curva parametrizada de modo natural v = ~y(s) se puede escribir v = f(h1(s), ha(s))
con h: I — U donde I es un intervalo y U € R? un abierto. El vector tangente se puede escribir,
aplicando la regla de la cadena, como

9h  Of

v'(s) = gzj g;; (28:;)
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El vector de curvatura k es perpendicular al tangente ¢ y el normal Nloesa T, y por tanto al
vector tangente pues ¢ estéa contemdo en él. Esto nos permite escribir el vector de curvatura como
k=k,N+ kg S con § = N x t el vector normal intrinseco. Se tiene que {N t, S} forman una
base denommada referencia de Darbouzx.

Definicién 1.21. Las cantidades k,, y kg se denominan curvatura normal y curvatura geodési-
ca respectivamente.

La curvatura geodésica mide como se dobla la curva vista desde la superficie mientras que la
curvatura normal estd determinada por como se curva la superficie en si. La curvatura normal nos
dard una idea de como se curva la superficie.

Una curva se denomina geodésica si se cumple que k; = 0, es decir, si su curvatura geodésica
es nula en todos sus puntos.

Proposicion 1.22. La curvatura normal puede expresarse como

2

kn = Li Ohi Oh; L = L(t,1)

3
“ i9s 0s
1,j=1

En 1785 Meusnier publica la demostracién de un importante resultado que muestra que a cada
direccién del plano tangente a una superficie en un punto se le asocia una curvatura.

Teorema 1.23 (Teorema de Meusnier [6, proposicién 3.2]). Si dos curvas en una superficie tienen
vectores tangentes proporcionales en un punto, entonces tienen la misma curvatura normal en ese
punto.

Se ve ahora el concepto, paralelo al de circunferencia osculatriz, de esfera que mas se parece a
una superficie en un punto. Gracias a la expresién k= kn]\_f + kg§ se tiene que k, = kcosf con
0 el angulo que forma el vector de curvatura E, equivalentemente el normal a la curva 7, con el
vector normal a la superficie N en el punto. Esto permite escribir el radio de curvatura en funcién
del angulo € que formen de la manera R = R,, cos . Gracias al teorema de Meusnier se sabe que el
radio de la circunferencia osculatriz de las curvas con direccién tangente u sélo depende del dngulo,
pues k, es constante para ellas y por tanto lo es R,

Sea S una superficie y se considera el plano tangente a ella en un punto p. Dada una direccién u
del plano tangente se denomina seccién normal en la direcciéon u a la curva formada al intersecar
el plano normal con la superficie. Claramente tiene radio de curvatura R = R,, pues § = 0. Al
intersecar la superficie con un plano que contenga la direcciéon u y forme un dngulo 6 con el vector
normal a la superficie se obtendrd una curva con vector tangente en p en la direccién wu.

Los centros las circunferencias osculatrices de todas las curvas de la superficie que tienen en el
punto la misma recta tangente afin se encuentran en el plano ortogonal a la recta tangente y que
contiene dicho punto. Concretamente gracias a la relacién R = R,, cos0 se ve que se encuentran
una circunferencia de radio RT Con esto se ve que que todas las circunferencias osculatrices de
las curvas de la superficie con direccion tangente u en p tienen su circunferencia osculatriz en una
esfera [29].

Sea una superficie y considerando la seccién normal en p en la direccién u. Tomando la circun-
ferencia osculatriz de dicha curva en p, de radio R,, y la esfera que posee dicha circunferencia como
circulo maximo, entonces se define esta como la esfera de Meusnier M, para la superficie en
un punto y una direccion.

Se podria pensar que esto sirve para introducir la curvatura en superficies, pero es facil ver que
esto no es posible puesto que la esfera de Meusnier no es nica, depende de la direccién de la curva
en el punto que se tome. Basta ver el ejemplo del paraboloide hiperbélico z = 2% — y? en el origen.
Si se toma la direccién del eje x obtendremos una esfera a un lado de la superficie y si se toma la
direccion del eje y se tiene la esfera al otro lado.
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Figura 1.1: Representacién gréfica del paraboloide hiperbdlico y sus esferas de Meusnier en las
direcciones de los ejes x e y.

En la siguiente seccién se verd un caso especial de la esfera de Meusnier para puntos denomi-
nados umbilicos.

1.4.2. Curvatura media y de Gauss de una superficie

Retomando la aplicacion de Weingarten, £, y la segunda forma fundamental, L, se pueden
introducir importantes conceptos sobre la curvatura de una superficie. Se introducen un par de
resultados necesarios para poder introducir las definiciones de curvatura de una superficie que se
buscan.

Teorema 1.24. Se verifica la relacion L(X,Y) = L(X) Y =X - L(Y).

Teorema 1.25. Sea L :V — V la aplicacion de Weingarten con V. .C R? abierto y X,Y € V se
verifica

1. Existe una base ortonormal {€1,€>} de V formada por los vectores propios de L con lo que
ki 0

con ki, ko los valores propios.
0 ko

en esa base se tiene L = (

2. Los vectores unitarios para los que L(X, X) con X € V toma valor mdzimo/minimo son los
vectores propios de L.
Ahora se pueden introducir las definiciones mencionadas.
Definicién 1.26. 1. Se dice curvatura de Gauss a K = det L.
2. Se dicen curvaturas principales a ki, ko los valores propios de L.
kitko
2

3. Se dice curvatura media a H =

4. Las rectas vectoriales que general {€1, ey} del teorema 1.25 se denominan direcciones prin-
cipales.

Estos conceptos que se acaban de introducir son los conceptos clave para este trabajo. Gracias
al teorema 1.25 todas las curvaturas en un punto estan comprendidas entre k; y ks.

La curvatura de Gauss se puede escribir como K = det(L£) =k - ko = ‘é'zttg

k1 0) y en la base {fy, f,} se tiene £L = g~1L.

ya que en la base

{€1, e} se escribe L = (0 by

Si un punto cumple k1 = ko entonces se dice umbilico. Claramente por el hecho de que todas
las curvaturas estén comprendidas entre las dos principales se tiene que en todas las direcciones
la curvatura es constante. Recordando los resultados de las esferas de Meusnier, en este caso las
esferas de Meusnier coinciden para todas las direcciones. Esto se debe a que para toda direccién
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la esfera osculatriz tiene radio R,, = 1% v k, = cte para toda direccion.

Para acabar este capitulo introductorio se muestran dos importantes resultados de la teoria de
superficies, los teoremas de Minding y el egregium Gauss.

Teorema 1.27 (Teorema de Minding [6, pg. 290]). Dos superficies cualesquiera con la misma
curvatura de Gauss constante son localmente isométricas.

Teorema 1.28 (Teorema egregium de Gauss [14, teorema 10.3]). La curvatura de Gauss es un
concepto intrinseco.

Este resultado sera decisivo para determinar las superficies de curvatura de Gauss constante.
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Capitulo 2

Superficies de curvatura de Gauss
constante

En este capitulo se tratardn superficies de curvatura de Gauss constante inmersas en R3. Al
tratar superficies de curvatura de Gauss constante interesa separar los casos en tres categorias
dependiendo del signo de la curvatura: positiva, nula o negativa. También interesa tratar por sepa-
rado las superficies de revolucién debido, como se vera en la seccién correspondiente, a facilidades
que presentan a la hora de medir sus curvaturas de Gauss. Para estas se sigue como referencia prin-
cipal el Millman-Parker [21]. Por todo esto el capitulo se divide en cuatro secciones, una seccién
introductoria para las superficies de revolucion y las correspondientes secciones para cada signo de
la curvatura de Gauss. Las secciones de cada caso tienen a su vez distinciones para las superficies
de revolucion y otros casos.

2.1. Superficies de revoluciéon

El interés de buscar las superficies de revolucién de curvatura constante es debido al hecho
de que los paralelos y meridianos son lineas de curvatura para cualquier superficie de revolucién,
que facilita la visualizacién de los resultados esperados. Se comienza recordando el concepto de
superficie de revolucion.

Definicién 2.1 (Superficie de revolucién). Una superficie de revolucién es aquella que se forma
al rotar una curva plana, la directriz, alrededor de una recta, el eje de rotacion. La directriz y el
eje de rotacion han de ser coplanarios.

Sea a(s) = (r(s), z(s)) una curva inyectiva de pardmetro unidad definida para s € (sg,s1) un
intervalo con r(s) > 0, condicién necesaria para garantizar la diferenciabilidad de la superficie,
entonces tenemos que

M = {(r(s) cos8,r(s)sinf, z(s))| 0 <0 < 2w, s € (so,51)}
es una superficie de revolucion.

La condicién pardmetro natural quiere decir que ||a/(s)| = 1 con lo que

lo/ ()12 = [I(r'(s), 2" ()P = 1'(s)* + 2'(s)* =11

Un célculo directo permite ver su primera y segunda forma fundamental con respecto a s
y 6. Retomando las notaciones de las definiciones de la primera y segunda forma fundamental,
respectivamente las definiciones 1.13 y 1.15, se escribe la ecuacién de la superficie como f : U —
R3 con U = (sg,s1) % [0,27) con f(s,0) = (r(s)cosB,r(s)sinf,2(s)). Se simplifica la notacién
reescribiendo las componentes sin tener en cuenta las dependencias, se escribe r = r(s) y z = z(s)
y lo mismo con sus derivadas. Por lo tanto si u; = s y us = 6 entonces

19
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fi=fs=(r"cos,r' sind,2)

fo= fo=(—rsend,rcosh,0)

fi1 = fes = (r" cosO,7" sin 0, 2")

fiz = fso = (—r'sen®,rcos6,0) = for
faz = fso = (=7 cosf, —rsind,0)

N fsxfo  (=r2'cosf,—rz'sen®,rr')  (—rz'cos,—rz'senf,rr’)
O fs < foll  |[(=r2 cos @, —rz sen @, rr')|| ((2'7)2 + (r'r)2)1/2 B
(—rz'cos@, —rz'senb,rr')

= T2 5 (D)2 = iz’ cos®, —2"senf,r’)

En el cdlculo del vector normal se ha utilizado el hecho de que a(s) tiene pardmetro natural.
Recordando esto, la primera forma fundamental tiene componentes

g11 = fs - fs = (”")*(cos? O +sen?0) + ()2 = ()2 + (¢)* =1
gi2 = fs- fo = —rr’ cos@send + rr’ cosOsend = 0 = goy

go2 = fo - fo = r*(sen” O 4 cos? #) = r?

Con lo que la matriz de la primera forma fundamental es:

(10
9707,,2

Y su determinante seré:

det g = r?
El célculo para la segunda forma fundamental es
Ly = f11- N = —2'r"(cos® 0 4+ sen? 0) + 12" = —2'r" +1/'2"
Lis = fi12- N = 2'r cosfsinf — 2'1' cos0sin® = 0 = Loy

Loy = foo - N = 7"zl(cos2 6 + sen? 0) =rz

Con lo que la matriz de la segunda forma fundamental es:

P — e
L= ( 0 rz’)

Y su determinante sera:

det L =rr'2' 2" — "2 = r(1'2/ 2" — 1" 2'%)

Derivando la expresién de a pardmetro natural, 2422 = 1, se obtiene la relacién r'r"” = —z'z"
b b b
con lo que usando la relacion K = fi‘zttg obtenemos

1 1 12 / 1,01 1 12 ' "
:detL:r(r(zz)frz ):r(frr)frz :77;((7’/)2+(2,)2):77; 2.1)

det g r2 r r r

z . .7 /r‘/l

Asf sabemos que la curvatura de Gauss de la superficie de revoluciéon M es K = —*-. Des-

pejando obtenemos r/ + Kr = 0 y a continuacién resolveremos los distintos casos de la ecuacién
dependiendo del signo de K.
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2.2. Superficies de curvatura de Gauss positiva

Superficies de revolucion

Tratando el caso de las superficies de revolucién, se busca encontrar tales superficies con cur-
vatura de Gauss K = a? con a > 0, ya que el caso a < 0 es trivialmente transformable al otro.
Se sabe que en una superficie de revolucion las lineas de curvatura son los paralelos y meridianos,
denotemos con k; la curvatura principal asociada al paralelo y con ks la asociada al meridiano. La
curvatura de Gauss es el producto de las principales K = k1ky asi que si esta es constante entonces
al aumentar una de ellas disminuye la otra.

Supongamos dos puntos p y ¢ en un mismo meridiano de la superficie tal que k1(p) < k1(q).

Como K es constante, entonces ko(p) > ka(g). Por lo tanto si la curvatura asociada al paralelo
disminuye, el meridiano se va pareciendo més a una recta (k = 0). Al hacer la superficie de revolu-
cién se espera encontrar una figura que puede asemejarse a una pelota de fitbol americano donde
los picos han sido cortados para conservar la diferenciabilidad de la superficie.
Si retomamos la ecuacién 2.1, con K = a2, se trasforma en v 4 a?r = 0 que es bien sabido
que, al integrar, posee una solucién de la forma r(s) = a1 cos(as) + az sin(as), o equivalentemente,
r(s) = Acos(as + b). Escogiendo adecuadamente el punto inicial del pardmetro es posible obtener
b = 0 simplificando asf la expresién.

Para que la expresién r(s) = A cos(as) tenga sentido los pardmetros A y s han de tener ciertas
restricciones. En concreto vemos que A > 0y [s] < 5.

Como « es pardmetro natural tenemos 2z’ = +4/1 — (1/)2. Por lo tanto, si integramos 2’ obte-
nemos ya las expresiones necesarias para caracterizar la superficie.

Proposicién 2.2 ([21, proposicién 11.1]). Si M es una superficie de revolucidn generada por la
curva a(s) = (r(s), z(s)) con pardmetro natural y con curvatura de Gauss K = a® se tiene

r(s) =Acos(as)

2(s) ==+ / \/1 — a2A%sin?(at)dt + C
0

(2.2)

con A> 0y C R constante.

Atendiendo a la rafz que aparece en la expresién de z(s) vemos que si A > 1 entonces z(s) estd
definido para |s| < Lsin™' ().

La integral de z(s) es no elemental para cualquier valor de A salvo el caso A = % En este caso
se tiene z(s) = =+ [; cos(at)dt + C' = 1 sin(as) + C. Por lo tanto este caso corresponde al de una
esfera de radio %

Se ha visto que hay una familia de superficies de revolucién de curvatura constante K = a?.
Esta familia estd parametrizada por el parametro A y observamos que la geometria extrinseca varia
con él ya que diferentes valores de A proporcionan superficies distintas geométricamente. Esto se
ve reflejado en el siguiente resultado que es en realidad un caso particular del teorema de Minding,
teorema 1.27. Se demostrard la proposicién ya que la demostracién del caso general, el teorema de

Minding, no se ha realizado al ser esta es muy laboriosa.

Proposicion 2.3. Sean My y Ms dos superficies de revolucion con pardmetros arco dados por
a1 y ag. Si My y My tienen curvatura de Gauss K = a? con a > 0, entonces son localmente
isométricas.

Demostracion. Se pretende ver que hay un cambio de coordenadas entre las primeras matrices
fundamentales de ambas superficies que, gracias a las expresiones de la proposicion 2.2 se tiene que
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Figura 2.1: Superficies de revolucién curvatura de Gauss constante K = 1. Las figuras atienden a
las ecuaciones 2.2 con diferentes valores de A.

son de la forma respecto de s y 6

((1) ;20022((15)) - (é A? 0022(as)>

Y si se toman otras coordenadas s y ¢ = aAf entonces la primera forma fundamental queda

((1) (l) ((1) A2c022<as>> ((1) i)(é chog%as))

Asi se tiene que localmente poseen la misma matriz fundamental, con lo que son localmente
isométricas. O

Con todo esto hemos visto que las superficies de revolucién de curvatura de Gauss K = a? son
localmente isométricas a la esfera de radio % Sus propiedades globales son distintas lo cual se ve
. . _ l .
a simple v1s‘Fa ya que para una esfera (caso A = ) un lazo cualquiera quﬁ pase por un punto se
puede reducir a él y, sin embargo, para un lazo cualquiera en el caso A > = esto no tiene por que

ser cierto.

Otras superficies

A la hora de tratar otras superficies de curvatura de Gauss constante positiva que no sean de
revolucién es interesante introducir el teorema de Liebmann (1899).

Teorema 2.4 (Teorema de Liebmann (1899) [34, teorema 4.51] ). Sea M una superficie en R3
compacta y de clase C* con curvatura de Gauss constante K, entonces K > 0 y la superficie es

. 1
una esfera de radio r = ——.
f VK

La demostracion de este resultado se puede encontrar en la referencia.

Como la esfera es rigida no se puede deformar mediante una isometria sin que esta deje de ser
una esfera. Sin embargo, si se toma algin subconjunto de esta que sea superficie en si, su curva-
tura logicamente serd constante igual a la de la esfera. Esta superficie si que se puede transformar
mediante una isometria y gracias al teorema egregio de Gauss, dicha superficie resultante tendréd
curvatura de Gauss constante igual que la esfera [5]. Se ve as{ que hay una gran cantidad de posi-
bilidades de conseguir superficies de Gauss de curvatura constante positiva.

Un ejemplo famoso de superficie de curvatura de Gauss constante positiva es la superficie de
Sievert, parametrizada por

v

(u,v) — (7 cos@sin g, % log(tan (5)) +a(C + 1) cosv)
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con
+ tan~! (tan uv/C + 1)
_ 2
C+1-Csin*vcos?u
a\/(C +1)(1 + C'sin®u) sinv
Ve

Esta se representa en la figura 2.2 y tiene curvatura de Gauss K = 1.

u
N cE|

a

T =

Figura 2.2: Superficie de Sievert. Imagen obtenida de [8].

Cuando se comienza a tratar formalmente la geometria, Euclides propone cinco postulados a
partir de la cual se define. Estos postulados son

1. Dos puntos distintos determinan una recta.

2. Un segmento de recta puede extenderse a una recta.

3. Un radio puede extenderse desde un centro hasta cualquier punto de la circunferencia.
4. Los angulos rectos son iguales entre si.

5. Sdlo existe una recta paralela a otra dada que pase por un punto dado.

Actualmente se conoce la geometria que cumple estos postulados como geometria euclidea.
Si el quinto postulado se sustituye por

5. No existe ninguna recta paralela a una dada que pase por un punto dado.

la geometria que se genera partiendo de estos postulados se denomina geometria esférica. El
primero de los postulados ha de poseer una excepcién en este caso puesto que si se consideran los
puntos de una esfera a ambos lados de un didmetro por esos dos puntos pasan infinitas rectas,
i.e. circulos maximos de la esfera. Al desarrollar esta geometria se obtienen resultados que pueden
resultar contraintuitivos como el hecho de que la suma de los dngulos interiores de un tridangulo
cualquiera suman mds de dos dngulos rectos [27].

Esto es fécil de ver usando la férmula de Gauss-Bonnet. Sea un entorno coordenado geodésico
del triangulo, entonces la suma de los angulos es igual a 27 menos la curvatura total, es decir,
Y3 =27 — f KdA. Como estamos tratando superficies con K constante positiva entonces el
resultado es inmediato.

Las superficies de curvatura de Gauss constante positiva siguen la geometria esférica.
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2.3. Superficies de curvatura de Gauss nula

Al escuchar superficie de curvatura nula la primera imagen que se le puede venir a la mente a
cualquier persona, por pocos conocimientos que tenga sobre teoria de superficies, es un plano. El
plano es el ejemplo por excelencia de superficie de curvatura nula y es facil comprobar formalmente
que su curvatura es nula. La ecuacién del plano xy es f : R? — R? con f(x,y) = (z,y,0) unas
sencillas cuentas llevan a que su segunda forma fundamental es L = 0 la matriz nula para todo
punto, por tanto sus curvaturas principales serdn nulas y con ello la curvatura de Gauss serd nula
por ser el producto de las principales.

Una forma de ver el plano es tratarlo como una superficie de revolucién: bastar tomar como
directriz el eje x y como eje de rotacion el eje z. Otra manera de verlo es como una serie de rectas
paralelas con un mismo vector director (1,0,0) y que cada una pasa por un punto del eje y. Se
exponen graficamente en la figura 2.3 las ideas de estos procedimientos.

Figura 2.3: Dos formas de ver el plano: como una superficie de revolucién de generatriz (izda) y
como una serie de rectas paralelas (dcha).

Se puede pensar a primera instancia que las superficies de curvatura van a tener algo que ver
con el plano, por lo que interesa estudiar estos dos tipos de superficies. Se tratardn primero la
superficies de revolucién y luego se introducira una definicién para ese tipo de superficies formadas
por rectas.

Superficies de revolucion

Si tratamos las superficies de revolucién en este caso K = 0 y mediante la ecuacién 2.1 obte-
nemos la expresién r’/ = 0. En este caso la superficie M va a poder ser de una de tres formas:

1. trozo de un cilindro circular.
2. trozo del plano.
3. trozo de un cono circular.

Para ver esto basta integrar la expresién " = 0 de la que se obtiene r = as + b con a,b € R.
La expresién de 2’ es debido al pardmetro natural z/ = +/1 — (+/)2, pero ahora r'(s) = a y por
tanto z(s) = £v1 — a?s + d y asi a(s) es una linea recta con expresién

afs) = (as +b,cs +d) con a® +c2 =1

Atendiendo a los casos dependiendo de los valores de a y ¢ llegaremos a los diferentes casos indicados
previamente.

e Sia =0 entonces a(s) = (b,cs +d) con ¢ =1y asi M es un trozo de cilindro.
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e Sic=0 entonces a(s) = (as + b,d) con a®> =1y asf M es un trozo del plano.

e Si ac # 0 entonces «(s) deja de ser paralelo a alguno de los ejes r 0 z y as{ M es parte de un
cono.

Nuevamente vemos que estas superficies son localmente isométricas. Es posible hacer un cambio
de coordenadas aunque este tiene bastante complejidad comparado con el realizado en el caso de
superficie de curvatura constante positiva, sobretodo cuando se trata con el cono.

Se puede seguir un razonamiento grafico para poder visualizar la idea: si M es un trozo de
cilindro circular o de un cono entonces se puede hacer un corte a lo largo de un meridiano y estirar
la figura en el plano. Asi vemos que en un entorno de M la primera forma fundamental es la matriz
identidad y por tanto M es localmente intrinsecamente igual al plano. Claramente un trozo de
plano es localmente intrinsecamente igual al plano.

Otras superficies

Una vez tratadas las superficies de revolucién, hemos de tratar otras superficies con curvatura
de Gauss nula. Como la curvatura de Gauss es el producto de las curvaturas principales y el hecho
de que sea nula significa que al menos una de ellas es nula para todo punto en la superficie. Esto
nos puede llevar a pensar que para cada punto de una superficie que cumple que la curvatura de
Gauss es nula esta contiene al menos una recta que pasa por el punto, recordando asi lo definido
en la introduccién de la seccién sobre el plano.

Si tratamos superficies completas existe un resultado, el teorema 2.6 que las clasifica. Las
superficies completas se entienden como las superficies que no tienen borde. Una definicién mas
técnica viene dada por

Definicién 2.5. Una superficie regular S se dice completa si para cada punto p € S, cualquier
geodésica parametrizada 7 : (0,6) — S de S que comience en p = v(0) puede prolongarse a una
geodésica parametrizada 7 : R — S definida en todo R. Equivalentemente, S es completa si la
aplicacion exp,, : Tp(S) — S estd definida para cada v € T,(S) y para cadap € S.

Teorema 2.6 ([16, Teorema I]). Una superficie completa de curvatura de Gauss idénticamente
nula en un espacio euclideo de dimension 3 es un cilindro.

Idea de la demostacion. Se presentan aqui los pasos fundamentales de la demostracién. Esta cons-
tituyé parte esencial de un famoso articulo de William Massey (1920-2017) en 1962 [16]. Sea S
una superficie completa de curvatura de Gauss idénticamente nula y denotando por U = {z €
S| x no es umbilico}. Como S es completa de curvatura de Gauss nula entonces se tiene que el
plano es un recubrimiento universal de esta y por tanto las geodésicas del plano, i.e. lineas rectas,
se transforman en geodésicas de la superficie.

Se tiene que la curvatura de Gauss es nula, como U es el conjunto de puntos no planos entonces
se tiene que para cada punto una de las curvaturas principales es nula. Entonces como por cada
punto pasan dos lineas de curvatura perpendiculares entre si y el valor propio asociado a una de
ellas es nula, por cada punto puede pasar una tnica linea de curvatura. Las lineas de curvatura son
segmentos de geodésicas por el lema 1 de [16] (Cualquier curva asintdtica en U es un segmento de
una geodésica.). Luego las lineas de curvatura son las imagenes de rectas paralelas del plano.
Interesa tomar un sistema de referencia adecuado que ayude a simplificar los calculos y poder
calcular la curvatura media. Si se toma un sistema rectangular (u,v) tal que las rectas paralelas
que tienen como imagen las lineas de curvatura tienen como coordenadas u = cte y recordando que
todos los puntos tienen una de las curvaturas principales nulas, entonces se tiene que la primera y
la segunda forma fundamental de la superficie son

(10 _(Ly 0
=0 %) = (3 0)
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Asi la aplicacién de Weingarten tiene como matriz

(L1 O
e= (5 0)
Y por tanto la curvatura media es H = £11. Ademds se sabe por el lema 2 de [16] (En cualquier

d2
2

linea asintética de U la curvatura media H satisface la ecuacion (%) = 0.) que toda linea de

curvatura tiene curvatura media dada por

1
as+b

con a y b constantes y s el parametro de arco de la curva. La curvatura media es finita en todo
punto de S luego se tiene que dar a = 0 y asi la curvatura media, H = % = %, es constante.
Por lo tanto se tiene que L1; = cte y por el teorema fundamental de superficies, teorema 1.20, se
tiene que existe una unica superficie con estas formas fundamentales. Estas formas fundamentales

se reconoce que generan un cilindro. O

Con cilindro se refiere a una superficie generada por un conjunto de rectas paralelas al eje z y
que siguen una curva simple en el plano xy. Como la superficie es completa, entonces la curva ha
de ser cerrada o de longitud infinita.

En este caso es interesante introducir el concepto de superficie desarrollable. Primero, es nece-
sario comentar que una superficie se dice reglada si es una superficie que posee una representacién
de la forma f(s,t) = a(s) + tB(s) donde « tiene pardmetro natural y ||5]| = 1.

Definicién 2.7 (Superficie desarrollable). Una superficie se dice desarrollable si es una super-
ficie reglada que cumple que el plano tangente en un punto f(s,t) es independiente de t, es decir,
el plano tangente coincide para cada linea.

Una superficie desarrollable puede verse como una superficie reglada se transforman en frag-
mentos del plano al aplicarles deformaciones que no alteren la distancia entre puntos.

Si tomamos la curva dada por la recta f(s,t) con ¢ fijo como el plano tangente coincide pa-

AN (f(5,t))
dt

ra todos los puntos se tiene = 0 y por el teorema de Olinde Rodrigues tenemos que

—k(f(s, t))% = 0 y asf vemos que las lineas de curvatura son las rectas y la curvatura de Gauss

es nula por ser el producto de las curvaturas principales.

Para que una superficie tenga curvatura de Gauss constantemente nula una condicién necesaria
y suficiente es que sea desarrollable. La demostracién de este hecho no es trivial y se puede encontrar
en la seccién 2.8 del manual de Struik [29]. Las superficies de curvatura de Gauss constante nula
siguen la geometria euclidea.

2.4. Superficies de curvatura de Gauss negativa

Superficies de revolucién

Pensemos ahora en las superficies de revolucién en el caso K = —a? con a > 0. Nuevamente

recordamos que la curvatura de Gauss es el producto de las principales, es decir, de las de los
paralelos k1 y meridianos ks. Un paralelo serd siempre una circunferencia y por tanto su curvatura
serd positiva k1 > 0 y con ello la del meridiano serd negativa ko < 0.

Si se replica el razonamiento que se usé para el caso de curvatura positiva y se imaginan dos
puntos p y ¢ de un mismo meridiano de la superficie. Si tenemos por ejemplo k1 (p) > k1(q) entonces
para que se mantenga constante ha de ser ka(p) > k2(q) debido a que ky < 0. Asf los meridianos
se van asemejando mas a rectas a medida que disminuye la curvatura de los paralelos. Todo esto
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nos permite pensar que la figura resultante va a tener forma que puede asemejarse a un hiperboloide.

Retomando la ecuacién 2.1 se obtienen las cuentas formales. Se tiene K = —a?, luego r” —a?r =

0 y una solucién general se sabe que es combinacién de coseno hiperbdlico y seno hiperbdlico, es
decir, r(s) = ¢1 cosh(as) + ¢y sinh(as) o, equivalentemente

Bcosh(as +b) si ¢ > co
r(s) =< Aexp(as) sica=cz=4 ABCER
C'sinh(as + ¢) si ¢ < ¢

Obteniendo asf las ecuaciones de la superficie de revolucién [21] siguientes

r(s) =Aexp (as)

z(s) ==+ /S V1= a?AZ exp?(at)dt + D (2.3)
0
r(s) =B cosh(as)
z(s) ==+ /S \/1 — a2B2sinh®(at)dt + D (2.4)
0
r(s) =C sinh(as)
(2.5)

S
2(s) ==+ / \/1 — a2C? coshz(at)dt +D
0
Para que z esté bien definida en las ecuacién 2.3 se ha de dar s < % In (ﬁ) Haciendo el cam-
bio aAexp(at) = sin¢ se puede resolver la integral. La superficie de revolucién obtenida es una
pseudoesfera de radio 1 similar a la expuesta en la figura 2.4 (izda).

Nuevamente para que z esté bien definida en las ecuacién 2.4 entonces |s| < % sinh ™" (ﬁ) La

superficie resultante se ve en la figura 2.4 (centro).

Finalmente para que z esté bien definida en las ecuacién 2.5 se tiene que dar 0 < aC' < 1 y asi
0<s< écosh_1 (%) Un ejemplo de superficie de esta forma se da en la figura 2.4 (dcha).

Figura 2.4: Superficies de revolucién de curvatura de Gauss constante K = —1. Las figuras atienden,
de izquierda a derecha, a las ecuaciones 2.3-2.5.

Andlogamente al caso de curvatura de Gauss constante positiva, en el caso de la negativa las
superficies obtenidas son localmente isométricas.

Otras superficies

Se ha visto que todas las superficies de revolucién obtenidas tienen bordes o puntos donde
poseen singularidades a partir de las cuales no se pueden extender de forma continua [5].
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Son ejemplos de superficie de curvatura constante negativa la superficie de Dini y la de Kuen.
La superficie de Dini, parametrizada por

(u,v) = (acosusinv,asinusinv, a(cosv + In(tan(v/2))) + bu)

tiene curvatura de Gauss K = ﬁ [8]. Se representa en la figura 2.5 (izda) con los pardmetros

a =1y b=1 luego su curvatura de Gauss K = _71

La superficie de Kuen viene parametrizada por

(1, 0) > 2a(cosu + usinu) sinv 2a(sinu — wcosu) sinv 2cos v +log(t (v))
U, v , , - ,a . og(tan ( =
u2sin?v + 1 u?sin®v + 1 usinv + 1 s 2

tiene curvatura de Gauss de valor K = ;—; y se representa en la figura 2.5 (dcha) con el pardmetro

a=1yasi K=-1.

Figura 2.5: Superficie de Dini (izda) y de Kuen (dcha). La imagen de la superficie de Kuen se ha
obtenido de [8].

No se ha encontrado una descripcion explicita de la totalidad de las superficies de curvatura de
Gauss constante negativa, pero si que se ha podido probar que todas poseen alguna singularidad.
Este resultado lo demostré Hilbert (1862-1943) en el afio 1901 y se enuncia de la siguiente manera

Teorema 2.8 (Teorema de Hilbert [6, pg. 442]). Una superficie geométrica completa S con cur-
vatura constante y negativa, no se puede aplicar en R® mediante una inmersion isométrica.

Recordando los tipos de geometrias mencionadas, existe otro caso de geometria no euclidiana
que cumple los cuatro primeros postulados y un quinto postulado de la forma

5. Se pueden trazar infinitas rectas paralelas a una dada y que pasen por un punto dado.

Este tipo de geometria se denomina geometria hiperbdlica y fue desarrollada por matematicos en
el siglo XIX. Se demuestran resultados y propiedades que cumplen estos postulados y nuevamente
se vuelve a encontrar algiin resultado contraintuitivo, pero no por ello menos cierto, como el hecho
de que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo suman menos de dos dngulos rectos [27].
Mediante la féormula de Gauss-Bonnet, como se vié en la seccién de curvatura de Gauss positiva,
es inmediato que en este caso como la curvatura de Gauss es constante negativa se tiene este
resultado.

Las superficies de curvatura de Gauss constante negativa siguen la geometria hiperbdlica.

El primer ejemplo de superficie de curvatura constante negativa lo encontré Beltrami (1835-1900)
en 1868. Beltrami demostré que la pseudoesfera con la métrica usual inducida de R3 tiene curvatura
de Gauss constante negativa.



Capitulo 3

Superficies de curvatura media
constante

En este caso también interesa tratar las superficies dependiendo del valor que tome su curva-
tura, en particular dividiremos en dos secciones: las de curvatura media constante nula y las de
curvatura media constante no nula.

Un experimento curioso es formar en el final de un tubo un borde deseado y sumergirlo en una
solucién de agua jabonosa. Al introducir una cantidad de aire determinada en el tubo la superficie
que forma la pelicula de jabdén serd, si no se tienen en cuenta los efectos fisicos que perturben el
sistema como por ejemplo la gravedad, una superficie de curvatura media constante. La curvatura
serd constante pero su valor dependerd de la cantidad de aire introducida [5].

3.1. Superficies minimales

El caso de las superficies minimales no se va a tratar con mucho detalle puesto que este es el
mas conocido. Se puede encontrar extensa bibliografia sobre este tema, por ejemplo el trabajo de
Meeks III, Pérez y Tinaglia (2016) [20]. Se dice superficie minimal a aquella que posee curvatura

media constantemente nula. Claramente como H = klgkz, si esta es nula se ha de cumplir que
k1 = —ks. Esto obliga a que la curvatura de Gauss K = k1ky de esa superficie sea necesariamente
no positiva, en concreto K = —(k:l)2.

Que una superficie cerrada sea minimal quiere decir que ocupa el drea minima delimitada por
un espacio cerrado. Volviendo al experimento de la pelicula de jabdn si en el tubo no se introduce
ninguna cantidad de aire, esto es si la presién a ambos lados de la pelicula de jabén es igual,
entonces la superficie tendréd curvatura media constante nula.

Un ejemplo claro de superficie minimal que puede pasarse por la mente es el plano, que como
se ha visto tiene curvaturas principales ambas nulas y por lo tanto su curvatura media es constante
nula. Para el estudio de superficies minimales se distinguiran varios casos: regladas, de revolucién
y el resto de superficies. Esto se hace debido al caracter especial que tienen los dos primeros casos.

3.1.1. Regladas

Las tnicas superficies de revoluciéon regladas que se pueden obtener son el plano y el helicoide
[6]. El plano ya se traté como superficie reglada al tratar las superficies de curvatura de Gauss
positiva. Por otro lado, el helicoide es la superficie que se forma al trazar todas las rectas normales
a una hélice circular y se representa en la figura 3.1.

29
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Figura 3.1: Representacién grafica del helicoide.

3.1.2. De revolucién

Como se ha visto en el estudio del capitulo anterior, resulta interesante tratar las superficies de
revolucién debido a que se conocen las curvas principales, paralelos y meridianos, en todo punto.
Si se denota por k; la curvatura principal asociada al paralelo y k2 la asociada al meridiano, como
el paralelo es una circunferencia entonces k1 > 0 y por tanto debido a que la curvatura de Gauss
es negativa, ha de ser ky < 0.

Si se sigue un razonamiento con k; = —ks vemos que a menor ki, i.e. mayor radio de curvatura,
menor ko y por tanto el meridiano se va acercando méas a una recta. Se puede esperar asi que la
superficie resultante sea algo similar a una c rotada respecto de un eje. En efecto, la tinica superficie
minimal de revolucién, aparte del plano, es la catenoide [6]. La catenoide es la superficie que se
obtiene al tomar una catenaria como directriz en una superficie de revolucion, se representa en la

figura 3.2.

Figura 3.2: Representaciéon gréfica del catenoide.

La catenoide fue la primera superficie minimal no trivial en un espacio euclideo, aparte del
plano, que fue descubierta.

3.1.3. Otros casos

Tanto el helicoide como la catenoide fueron descubiertos por Meusnier en 1776 y no fue has-
ta 1835 que se descubrieron més superficies minimales [6]. Ese afio Scherk (1798-1885) introdujo
nuevos ejemplos de superficies minimales destacando la superficie de Scherk que se parametrizada
mediante

(u,v) — (u,v,log (Cosx))

cosy

En 1984 Enneper (1830-1885) introdujo la denominada superficie de Enneper que también po-
see curvatura minimal nula. Esta se parametriza como
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Figura 3.3: Representaciones grafica de las superficies de Scherk (izda) y Enneper (dcha).

1 1
(u,v) = (u— gu?’ +uv?, v — §v3 + vu?, u? — v?)

Ambas figuras se representan en la figura 3.3.

3.2. Superficies CMC

Se denominan superficies CMC a las superficies de curvatura media constante por sus siglas en
inglés. En esta seccién se trataran superficies de curvatura media constante no nula.

3.2.1. Superficies de revolucion. Clasificacién de Delaunay

Para el estudio de superficies de curvatura media constante no nula es interesante rescatar la
separacion en el tratamiento de superficies de revolucién. Este tema puede encontrarse en biblio-
graffa como [18] y [19].

Si se recuerdan las superficies de revolucion estd claro algunos casos que van a proporcionar
curvatura media constante. Por ejemplo, como ya hemos visto un plano posee H = 0 y es de
revolucion. Una esfera de radio 1 posee H = 1 constante y también es una superficie de revolucién.
Recordando los cilindros vemos que un cilindro circular recto poseerd curvatura media constante
dependiente del radio de su seccién, para el caso en el que la seccién sea la circunferencia unidad
el cilindro poseerda H = % Quitando estos casos triviales solo existen otras tres superficies de
revolucion de curvatura media constante; las superficies de Delaunay. Estas son el catenoide,
el unduloide y el nodoide.

Este tipo de superficies de revolucién de curvatura media constante fueron objeto de estudio de
C. Delaunay en 1841, quien llegé a la formulacién de un problema dada por una ecuacién ordinal
no lineal que tiene como solucién dichas superficies. Dicha ecuacién surge de rotar las ruletas de
las conicas, las directrices, a lo largo de una linea recta, el eje de rotacion.

Una ruleta es una curva plana definida por la trayectoria que sigue un punto vinculado a una
curva generatriz que rueda tangencialmente sobre otra curva, la curva directriz, sin deslizamiento.
Las directrices de las superficies de revoluciéon de Delaunay son las ruletas que forman los focos
de las conicas. Distinguimos asi tres casos en las diferentes cénicas: la pardbola, la elipse y la
hipérbola. Las expresiones implicita y paramétricas de estas curvas vienen dadas respectivamente
por
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z— % =0, a(t) = (bsinh?¢,2bsinh ) (3.1)
z? P .
= + 0o 1, B(t) = (acost,bsint) (32)
x—2 — yj =1, ~7(t) = (facosht,bsinht) (3-3)
a2 4b ’ ,

Se estudian las ruletas que proporcionan estas curvas tomando como punto de referencia los
focos. Imagine una situacién similar a la de la figura 3.4. Se tiene un foco F' = (F, F») de la cénica
de ecuacién f, un punto P = (X,Y) de la cénica y el punto @ que es el punto de interseccién de la
recta tangente a la coénica con la recta perpendicular a esta y que pasa por el foco. A continuacién
se presentan las ecuaciones de las rectas mencionadas.

Figura 3.4: Esquema usado para obtener las coordenadas de las ruletas. Imagen obtenida de [19].

Asi es sencillo calcular la distancia que hay entre los puntos

|(Fy — @) fo + (F2 — y) o]
Z+1

|(F2 = y)fo + (x — F1) fy|

VIR

Si se trata el caso de la pardbola, ec. 3.1, el foco se sitia en F' = (b,0). Se quiere calcular la
posicién, i.e. las coordenadas (2, ¥p), que tendra el foco al rotar la pardbola sobre el eje y. Es claro
ver que la coordenada z, se calcula mediante la resta de la longitud de arco desde el eje x hasta el
punto P con la distancia entre P y ). Asi se tiene

d(QvF) = d(rtaF) =

:

d(Q,P) =d(r., P) =

t t t
s = / |/ (u)|du = / 2b(sinh? u cosh? u + cosh? u)'/2du = / 2b cosh? udu =
0 0 0

o1 1
= / 2b (2 cosh(2u) + 2) du = b(senht cosht + t)
0

4(Q.P) = ((=y)-1+(x=b)-Z3¥ |—y(@b+a)| _2bsinht-(b+bsinh’t)
’ /142 VA2 + 42 V4b2 + 462 sinh® ¢
= bsinhtcosht

T, =s—d(Q,P) =bt
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La coordenada y, viene dada por la distancia entre F' y @, asi se tiene
2
207 — 2bx + 92 20° =20 + 47

—r -y _ _
/1+4b2 /4b2+y2 /4b2+y2
\/4b2 +y2 = bcosht

Asi las coordenadas de la curva que describe el foco F' al rotar la pardbola vienen dadas por

P(t) = (zp,yp) = (bt,bcosht)

las cuales son las ecuaciones de una catenaria. Al formar una superficie de revolucién con esta
curva se obtiene una catenoide que poseerd curvatura media constante H = 0, como se ha visto en
la seccién anterior.

En el caso de la elipse y la hipérbola, al poseer estas dos focos, se obtendréan dos curvas. Para la
elipse, si se considera b < a y ¢ = v/a2? — b2, los focos se encuentran en F! = (¢,0) y F? = (—¢,0).
Las soluciones obtenidas se denotan (z%, 3/5) i = 1,2 y vienen dadas por

Bi(t) = (at,y}) (/ Ve - e _cont) Mo coonr) )

Va2 — cZcos2t Va2 — cZcos2t

Ea(t) = (22.972) —(/ VT = oos? 2 — CHRHa T ccost) b<a+ccost>>

Va2 — cZcos2t Va2 — cZcosit

La ruleta del foco de una elipse se denomina undularia. No es necesario considerar las ruletas que
generan ambos focos debido a que si se considera la elipse mediante ¢t € [—m, 7] entonces la curva
generada por la primera expresién E'(t) es la misma que si se considera la generada por los dos
focos en los intervalos ¢ € [—7/2,7/2] [19]. Sin embargo se toman las dos superficies para hacer un
paralelismo con el caso de la hipérbola.

Las superficies de revoluciéon que se generan al rotar las undularias son las unduloides, figura
3.5, que poseen expresion Uy (t,0) = (ylcosf,ylsinf, zl) (izda) y Us(t,0) = (y? cosf,y? sin 6, z2)

(dcha). El unduloide posee curvatura media H = 5-.

Figura 3.5: Representaciones gréficas de los unduloides. En la izquierda se representa Uy (t,6) y en
la derecha Us(t, #). Imédgenes obtenidas de [19].

Para la hipérbola los focos se sitiian nuevamente en F! = (¢,0) y F? = (—c,0) con ¢ = Va2 + b2.
Obtenemos las curvas parametrizadas por (z},yi) y (z3,y32).

h ht— sht —
Hy(t) = (5 y) (/ Ve cosh? 2 — atds _ csinht(ccosht —a) b(ccosht —a) )

\/02 cosh?t — a2 \/02 cosh?t — a2

Holt) = (52, 42) (/ Ve cosh? 2 — alds _ csinht(ccosht +a) b(ccosht +a) )

\/c2 cosh?t — a2 \/(:2 cosh?t — a2
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Las ruletas del foco de una hipérbola se denominan nodarias. En este caso es necesario considerar
las superficies de revolucién generadas por ambas curvas, que se denominan nodoides.

El nodoide generado por Hj(t), figura 3.6 izda, tiene expresiéon Ny (t,0) = (y} cos6,y} sin, z})
y una curvatura media de valor H = 5—;
El nodoide generado por Hs(t), figura 3.6 dcha, tiene expresién Na(t,6) = (yi cos,y: sinf,z3) y
1

una curvatura media de valor H = 3.

Figura 3.6: Representaciones graficas de los nodoides. En la izquierda se representa N (¢,6) y en
la derecha Na(t,6). Imagenes obtenidas de [19].

3.2.2. Representacion de Weierstrass

La representacién de Weierstrass es una manera de construir analiticamente superficies de cur-
vatura media constantemente nula, i.e. superficies minimales, a partir de funciones armonicas y
complejas. La minimalidad es un concepto local y por tanto la idea de minimalidad se puede aplicar
a una superficie inmersa isométricamente en R3. Servirdn de gufas para la seccién el manual de
J. Oprea [24] y las notas de M. Dorff [7]. Al final de esta seccién se exponen algunas maneras de
adaptar estos conceptos de Weierstrass para superficies de curvatura media constante no nula.

Para ver la representacion de Weierstrass es necesario tratar las parametrizaciones y ver si
cumplen ciertas condiciones. En concreto es de interés tratar parametrizaciones isotermas, que se
introducen a continuacién.

Definicién 3.1. Una parametrizacion de una superficie M, x : M = R3 se dice isoterma si su

primera forma fundamental es proporcional a la matriz identidad, es decir, si Ty Ty = Ty Ty Y

Ty * Ty = Xy - Ty = 0.

Una aplicacion f : R? — R3 se dice arménica si su lapaciano es nulo, esto es si Af = % +
2

9L =0.

Una propiedad de las superficies minimales en R3 es que estas admiten una representacién
isoterma, este resultado viene enunciado y demostrado como teorema 2.1 del capitulo 7 de [24].
De hecho en este tipo de superficies es posible construir dicho entorno explicitamente gracias a un
resultado expuesto en el ejercicio 13b de la seccién 3.5 de [6].

Si la parametrizaciéon ¢ = x(u,v) de M una superficie minimal, se puede escribir z = u + iv. Asi
u = % you= x;f y se puede escribir = z(z,Z). Se introduce a continuacién un resultado que
serd util para llegar a la representaciéon de Weierstrass.

Teorema 3.2 ([7, teorema 17]). Sea M una superficie cualquiera y x una parametrizacion de ella.

(Al 42 43 k _ oz* k S 9 _1(0 ;0
Sea ¢ = (o', ¢ .,¢ ) con (b =% donge x" es la k-/eszma cqordenada de z y 9z = 3 (6u iy )
Entonces x es isoterma si, y solo si, ¢* = 0. Ademds, si es isoterma M es minimal si, y sdlo si,

todas las funciones ¢* son analiticas.
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.. . .. _ Oz , 2 (1(.k . k\2
Demostracion. Por simplicidad se denota x; = 35 Asi es claro ver que (z7)* = (i(xu — w:v) =

(k)2 — (zF)? — 2izk - 2%) y con ello

Claramente si es isoterma entonces ¢?> = 0. Si ¢ = 0 entonces separando parte real e imaginaria
vemos que x es isoterma.

Para la segunda afirmacién del teorema se usard el corolario 16 de [7] (Una superficie con
una parametrizacion isoterma es minimal si, y solo si, las funciones coordenadas son armdnicas.
Gracias a este resultado basta comprobar que las funciones coordenadas sean analiticas para que
la superficie sea minimal.

Se cumple la relacién

0 <8f>_8 < (8]‘ 3f)> 1 (82]”_‘5)2]” 0% f 82f>
9z \0z) 0z 8u+ ov ou2 8u8v+ auaqu%

1
_Z(fuu + fvv)

Aplicando esto a z¥, y a z¥, se llega a

Aovsoa(B(5) () -

donde la tltima igualdad se debe a que f es analitica y por tanto se puede escribir en términos
Unicamente de z = u + iv. O

Se recuerda que la finalidad de esta seccion es llegar a expresiones analiticas para las coorde-
nadas de una superficie minimal. Por lo tanto es de interés comprobar que se puede escribir

dx :—d Jr—dZ*qS dz + ¢Fdz = ¢"dz + ¢Fdz =
0z 0z
= 2Rep"dz
y con ello 2% = ¢, + 2Re [ ¢*dz.
Entonces se pueden encontrar funciones analiticas ¢* tales que (¢)2 = 0y |¢]> # 0 y asi
describan superficies minimales. Si no se cumple esta segunda condicién entonces la superficie
estaria degenerada en un punto.

3

3
1 g11
|@hﬂ@ﬁ+@w+u?=4<z: e ) el =5
k=1

k=1

Todo esto invita a considerar como candidatas a las funciones ¢* a

6 =5 i1~ )
F =551+ 5)
¢* =fg

Es inmediato comprobar que cumplen las condiciones
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¢2::<1fu<—g%>24—(if0-+g%)2+%fm2=

2 2
R A R A A A
=Tt 2 4 4 y tIe =0
2 1 2 2 { 2 ° 2
|p|" = if(l—g) + 5f(1+g) +|fgl” =

_|f‘2 212 212 2\ __
=5 (L= P+ +g " +4gf") =

2
If\ (14+6° - > -+ 1+ 6’ + 9> +7° +4g9) =

2
|f‘ (1+19/*)* # 0'si f =0 entonces los ¢* =0

Ahora se puede enunciar un teorema que proporcione la representaciéon de Weierstrass buscada,
que defina superficies minimales a partir de funciones holomorfas y meromorfas, que se definen a
continuacion.

Definicién 3.3. Se dice que una funcion f: M — C con M C C es holomorfa si %If =0.

Se dice que una funcion f: M — C es meromorfa si es holomorfa en su dominio salvo en un
conjunto de puntos aislados, los polos de la funcion.

Teorema 3.4 (Representacién de Weierstrass [7, teorema 18]). Sea f una funcidn analitica y q
una funcion meromorfa en 2 C C con la propiedad de que en cada punto donde q tiene un polo de
orden m, f tiene un cero de orden mayor o igual que 2m. Entonces toda superficie minimal tiene
una parametrizacion isoterma local de la forma:

X = (Re{/ozfa—g%dw},
Re{/ozz'f(l +g2)dw},
el fme)

Si se toman, por ejemplo, las funciones f = —i=5—=y g = — exp z se obtiene la parametrizacion

del helicoide. Se pueden encontrar funciones para representar el resto de ejemplos de superficies
minimales mostrados en secciones anteriores en [24].

Para finalizar esta seccién se recuerda que la representacién de Weierstrass es una forma de
describir superficies minimales. Sin embargo su introduccién ha inspirado a numerosos matematicos
a buscar representaciones similares a esta para otro superficies de curvatura media constante no
nula, como puede ser por ejemplo la introducida por R.L. Bryant (1953-) en 1987 [2]. Més ejemplos
de este tipo de representaciones se pueden ver en [25].

3.2.3. Conjetura de Hopf. Toros de Wente

Previa a la publicacién de Conterexample to a cojecture of H. Hopf [35] todas las superficies
compactas de curvatura media constante no nula conocidas, a excepcion de la esfera, tenian bordes.
Este hecho habia llevado a pensar en la posibilidad de que no existiese una tal superficie que no
fuese la esfera. Esto se enuncia formalmente en la conjetura de Hopf.

Conjetura de Hopf: sea ¥ una inmersion de una hipersuperficie orientable y cerrada de cur-
vatura media constante H # 0 en R™. ;Debe ¥ ser la (n-1)-esfera?

La conjetura involucra las superficies tratadas en este trabajo en el caso n = 3, donde el enun-
ciado queda de la siguiente manera: sea ¥ una superficie orientable y cerrada de curvatura media
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constante H # 0 en R3, entonces ¥ es una esfera.

El mismo Hopf demostré que es cierto en el caso de inmersién de S? en R3 [9].
Wu-Yi Hsiang encontré contraejemplos para los casos n > 3 ya que construyé un ejemplo en R* [10].

El primer contraejemplo para el caso n = 3 llegé de la mano de H.C. Wente en el articulo [35]
mencionado al principio de la seccién. Wente demostro, en el teorema 3.5, la existencia de una
cantidad numerable de inmersiones isométricamente distintas.

Teorema 3.5 ([35, Counterexample theorem)). Eriste una inmersion conforme de R? en R? con
curvatura media constante H # 0 que es doblemente periddica con respecto a un rectdngulo en
R2. Siw = u+iv = (u,v) representa un punto tipico en R? y denotamos los puntos en R® como
x = (z,y,2), entonces podemos construir una funcion z(u,v) que satisface:

(a) ANz =2H(z, X ) con H#0
(b) |{,13u| = |xv|7 (xu '{,Ev) =0
(¢) |zul #0

Estas ecuaciones quieren decir que z(u,v) es una inmersion de R? en R3 con curvatura media
constante, H. Finalmente, existen numeros A, B positivos tales que:

z(u+ A,v) = z(u,v+ B) = z(u,v)

para todo (u,v) € R2. De hecho se produce una cantidad numerable de inmersiones isométricamente
distintas.

El simbolo A del teorema denota el operador de Laplace.

El toro de Wente, mostrado en la figura 3.7, fue la primera superficie que contradecia la conjetura
de Hopf. A partir de ese momento se encontraron cantidad de superficies que cumplen dichas
condiciones. De hecho se han encontrado superficies de este tipo de género cualquiera mayor o
igual que 2, que se construyen mediante la unién de toros de Wente [12].

Figura 3.7: Representacién grafica del toro de Wente. Obtenida de [17].
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Capitulo 4

Curvaturas intrinsecas y
extrinsecas

En la geometria diferencial la visién extrinseca de las superficies viene dada no sdlo por las
superficies en si sino también por los embeddings que las determinan. Esto conlleva a que dichos
conceptos dependan del embedding considerado. En este sentido las superficies se pueden estudiar
como contenidas en un espacio mayor. Son conceptos extrinsecos la curvatura media H o las cur-
vaturas principales entre otros.

Con el trabajo de Riemann se comenzé a tratar el concepto de geometria intrinseca. Se recuer-
da que los conceptos intrinsecos se definen como aquellos que se pueden formular a partir de la
primera forma fundamental y sus derivadas. La geometria intrinseca trata los problemas como si
estuviésemos moviéndonos dentro de la propia superficie. Un concepto intrinseco es la curvatura
de Gauss como anuncia el propio Gauss en su teorema egregio.

Estos dos puntos de vista de la geometria no son mutuamente excluyentes un ejemplo claro de
esto es la relacién ente la curvatura media y la de Gauss. Usando las expresiones de estas dadas
por las curvaturas principales, H = ”“;’—kz y K = ki - k2, es inmediato comprobar que

H>>K (4.1)

Ademads se verd en una seccién de este capitulo un importante resultado de geometria dife-
rencial, el teorema de inmersién de Nash, que indica que toda superficie puede incluirse en cierto
espacio euclideo.

Como ltimo comentario antes de empezar con la primera seccién es claro que los conceptos
intrinsecos y extrinsecos no se reservan exclusivamente para las matematicas. El uso de un tipo
u otro de forma de trabajo depende del area de conocimiento y de los conceptos tratados. Por
ejemplo en fisica relativista se usa un tratamiento intrinseco ya que se trata el espacio-tiempo y un
planteamiento extrinseco exigiria que existiese algo fuera de este espacio, lo cual no resulta muy
natural.

4.1. Curvatura de Casorati

Se ha comprobado que tanto la curvatura de Gauss como la media pueden ser constantemente
nulas en superficies que no sean el plano. Este hecho puede resultar contraintuitivo para cualquier
persona no familiarizada con estos conceptos. Casorati pensaba de esta manera y cuando enuncié
su propia medida de curvatura, la curvatura de Casorati C, la consideré como la més razonable e
invitaba a otros matematicos a denominarla simplemente curvatura.

39
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Si se analizan las curvaturas mencionadas y su expresién mediante las curvaturas principales,
ki - ko, %(kl + ks), podria llegar a pensarse que una curvatura con una expresién de la forma
k? + k2 puede ser un resultado interesante. Esto es porque una expresién de este estilo aparece en
muchos otros aspectos de las matemadticas, sin ir mas lejos que a la hora de definir en las curvas
k2 = kz + k2. Casorati llegd, mediante un razonamiento geométrico, a la expresién de la actual-

mente conocida como curvatura de Casorati C = %(k% + k3).

Se expone ahora el razonamiento geométrico seguido por Casorati [3], [33]. Sea una superficie
S y un punto O de la misma. El primer paso es considerar el circulo geodésico a de la superficie
con radio o y centro el punto O. Sea P un punto en « y sea ¢ la geodésica que cumple O = §(0) y
P = §(0). Se denota su la direccién de su tangente en el punto O mediante u, i.e. u = ¢’(0). Sean
N (0) y N(P) los vectores normales unitarios de R3 en los puntos O y P de S. Entonces si AW,
es el angulo que existe entre los vectores normales en O y P, este mide en cierta manera como se
curva la superficie en la direccién u. A mayor dngulo, mayor curvatura experimenta la superficie
en dicha direccién.
Se considera ahora el punto @ = 6(AW,,), es decir, el punto en S a distancia AW, del punto O. Si
se consideran todos los puntos @) para diferentes direcciones se obtiene una curva I'.
Se ha visto que a mayor AW, , mayor curvatura poseera la superficie. Claramente a mayor AW,,,
mayor area encerrard la curva I'. Luego a mayor area encerrada por la curva, mayor sera la curva-
tura de Casorati.
Casorati definié su curvatura como el limite cuando o tiende a 0 del cociente entre el drea que
encierra I'; A(T") con el drea que encierra el limite el circulo geodésico A(J). La expresion simbdlica es

A
O =06

No es muy complicado realizar los calculos analiticos para calcular dicho limite, usando la notacién
previa v siendo « el dngulo que forma el segmento OP con una direccién fija del plano tangente a
S en O, se calcula la integral mediante coordenadas polares y se tiene

21 1 ~~2
C(0) I Jo_209 42

o0 (27 15 P2
o 30P da

(4.2)

Se realizan ahora los calculos de las cuentas para llegar a la expresiéon conocida de la curvatura.
Sea S = {(z,y,2) € R®}|F(z,y,2) = 0} y si F,(O) # 0, en un entorno de O se puede escribir la
superficie como una superficie de Monge, esto es f(x,y) = (z,y, h(x,y)). Se tiene

oh oh
f:v - (17078x> ) fy - (07laay)

Se quiere realizar el procedimiento anteriormente mencionado luego se busca calcular su vector
normal para comprobar el dngulo que forma con el eje z.

(#-80)
ﬁ: fofy _ ox’ Oy’

1z x Sl ) <_@ _oh 1) [

ox’ 0y’

Los cosenos de los angulos 6; que forma este vector con los ejes se consiguen facilmente mediante
N - é; = cosB; con e; el vector de la base canénica correspondiente al eje i.
Adoptando la notacién habitual se tiene

dz = pdx + qdy, dp =rdx + sdy, dq= sdx + tdy

IR S R
P= 5 SOy 0x2 T 9y’ 0xoy’
Y cosenos quedan
P q 1

VR EL Pl Rt
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p+dp q+dq 1

o+t a+rd?+1 S+ dpP+(a+deP+1 p+dp)?+ (g+dg)?+1

Ahora bien, el sistema de referencia escogido es arbitrario. Se puede tomar tal que O se sitie en el
origen, la normal en el punto esté en el eje z y una de las tangentes principales esté en la direccion
del eje x. Asi se tiene que las coordenadas en este nuevo sistema son

r=y=2=0, p=qgq=0, s=0,

dp = rdzx, dq=tdy

Esto no sélo simplifica los calculo sino que también hace posible saber directamente los valores de
2
la curvatura. Estos son r y t ya que el eje x estd en una direccién principal y % =ryelejeyes

, . ., .. . . ., o2
ortogonal a este y asf la otra direccién principal tiene esa direccién y como -4 = t.

Los diferenciales quedan
dr =OPcosa=ocosa, dy=O0OPsina=osina

dp=rocosa, dy=tosina

Ahora s6lo tiene sentido calcular el coseno que forma el vector normal con el eje z pues este es
el angulo que forman las dos normales. Este es

1
Vdp? +dg* + 1

El signo del coseno realmente dependera de la parametrizacion de la superficie ya que sabemos que
el signo del vector normal depende de la misma. Esto no afecta a los calculos siguientes. Calculando
el seno se tiene

V1ot \/1 1 dp? + dg? oV/r2cos2 a + 2sin? o
—cos? = — = =

2 2  dp2 2 B
dp® +dg® + 1 dp® +dg* +1 \/02(r2cos2a+t2sin2a)+1

Si se recuerda la ecuacién 4.2 se busca el limite cuando o tiende a 0, luego se puede aplicar
infinitesimales al denominador ya que el término o2 tiende a 0 més rdpido que el resto. Asi se tiene
que la longitud OQ es

0Q = a\/r2 cos?2 o+ t2sin’ a

Y por tanto la integral del numerador en la ecuacion 4.2

2m 1o 0_2 2
/ -0Q da = — / (12 cos® a + t? sin® o) dox
0o 2 2 Jo

Que se resuelve ficilmente aplicando las igualdades trigonométricas sin? a = % y cos?a =

14cos2a
e,

Ademéas como OP = ¢ para cualquier «, debido a que es el radio del circulo geodésico, es
inmediato ver que tiene valor 2ro?. Asf la curvatura de Casorati en el punto O tiene como expresién

72 + 2
2

C(0) =

Pero como se ha indicado antes, 7 y ¢ son las curvaturas principales y por tanto si se denota r = k;

y t = ko se tiene la expresion conocida de la curvatura
C - k3 + k3
2

Estas cuentas se pueden repetir utilizando el operador de Casorati, que en el caso de superficies
en R3 es Ac = L2 con L el operador de Weingarten. Es bien sabido que este tiene dos autovectores
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(v1,v2) que son las direcciones principales de la superficie en el punto y sus autovalores asociados
son las curvaturas principales (k%,k3). Por tanto se tiene

Ach:AQ’UZ:AA’UZ:AkZ’UZ:le

Luego los autovectores de A son los de £ y sus autovalores son k2 y k3. Por lo tanto la curvatura
k3 +k3
2

de Casorati se obtiene como C' = %tr(Ac) = , la expresién previamente introducida.

Claramente se cumple que la curvatura de Casorati es constantemente nula si las dos curvaturas
principales son constantemente nulas. Por tanto sélo se tiene C' = 0 para el plano.

. . . ki+k
Para que una superficie tenga curvatura de Casorati constante se ha de cumplir C' = 1J2r 2 =3
con a € Rxg, el factor 2 se incluye para facilitar la notacién. Asi una solucién de esta expresién

serd
k1 = ++/a-sind
ko = +v/a - cosf
Algunas superficies de curvatura de Casorati constante ya tratadas son la esfera de radio R,

C= #, y el cilindro circular de radio R, C' = ﬁ.

Existe una clara relacion entre la curvatura de Gauss, media y de Casorati. Basta observar sus
expresiones para comprobar que

M2 — G+C
2
Para puntos umbilicos se tiene
C=G=M?

Como dato curioso se ha descrito la importancia de la curvatura de Casorati a la hora de crear
una representacion geométrica de la percepcion visual. Es decir, las curvaturas de las percepciones
visuales tempranas de superficies en los humanos se representan mejor mediante la curvatura de
Casorati [23], [32]. Lo cual refuerza el planteamiento inicial propuesto por el mismo Casorati de
que su curvatura es la mas intuitiva.

4.2. Conjetura y energia de Willmore

La energia de Willmore es la medida de cuanto se desvia una superficie de ser una esfera. Se
introdujo en el siglo XIX por S. Poisson y M. Germain [30]. Sin embargo, el formalismo matemético
no llegd hasta T. Willmore.

Formalmente, para superficies inmersas en R?, la energia de Willmore de una superficie S
compacta y orientable se expresa mediante

W = / H?dA
s
donde H es la curvatura media.

En la literatura no existe unanimidad a la hora de definir este concepto. Algunos autores utilizan
como definicion la siguiente expresién

W:/HQdA—/KdA
S S

donde K es la curvatura de Gauss.
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Para el caso de superficies regulares compactas y convexas es clara la equivalencia entre usar
W y W ya que, gracias al teorema de Gauss-Bonnet se sabe que

/ KdA = 27k(S)
S

con k(S) la caracteristica de Euler de la superficie que es invariante topoldgico y por tanto el
segundo sumando de W no depende de la parametrizacién escogida.

Se tiene que la energia de Willmore W tiene valor mayor o igual que 47 y la igualdad se da en
el caso en el que la superficie es una esfera. Esto es, Willmore demostré que para toda superficie
compacta la de menor energia de Willmore es la esfera.

Esto es fécil de comprobar este hecho considerando Sy = {x € S|K(x) > 0} i.e. los puntos de
la superficie de curvatura de Gauss no negativa se ve facilmente que

W = / H?*dA > H?*dA> | KdA > 4r (4.3)
s Sy Sy

donde la primera desigualdad resulta de que H? es positivo y por tanto la integral sobre una su-

perficie mayor serd més grande. La segunda proviene de la relaciéon introducida al principio del

capitulo, H? > K. La tltima desigualdad es consecuencia de que la curvatura de Gauss es el jaco-

biano de la aplicacién de Gauss, que sabemos que existe debido a que S es orientable. La aplicacién

de Gauss manda un punto de la superficie en un punto de la esfera unidad, de area 4w, dado por

su vector normal.

Obviamente la igualdad se da en las esferas ya que en estas H?> = K = % yasi W = %area(é‘) =

4T R? = 4

qzdm .

Para superficies de género mayor que 1 es de esperar que este limite inferior para el valor que
puede tomar la energia de Willmore sea mayor que el dado por la ecuacion 4.3.
En particular Willmore crefa que la cota inferior para el caso de toros regulares con embeddings
en R3 era

W >2r

Esta relacién se conoce como conjetura de Willmore y fue formulada en 1965. La igualdad se
alcanza con el embedding del toro dado por f(8, ) = ((v/2+ cos ¢) cos 8, (v/2 + cos @) sin 6, sin ).
Esta se trata de la proyeccién estereografica del todo de Clifford en R? [31].

Numerosas variaciones de la conjetura fueron demostradas durante los anos anadiendo més
condiciones, por ejemplo los teoremas 2, 3 y 4 de [31].
Destaca la demostracién de P. Li y S. Yan que demostraron [13] en 1982 que una inmersién que
no fuese embedding tenia cota inferior de la energia de Willmore de 8.

No es hasta 2012 cuando F.C. Marques y A. Neves prueban la veracidad de la conjetura usando
la teorfa Min-Max de Almgren-Pitts de superficies. La prueba se puede encontrar en [15] pero su
dificultad se escapa a los niveles y objetivos de este trabajo.

4.3. Inmersiones isométricas: teorema de Nash

Gracias al teorema de Whitney sabemos toda superficie diferenciable admite un embedding en
R

Teorema 4.1 (Segundo teorema de inmersién de Whitney [26, teorema 4.15]). Toda variedad
diferenciable de dimensién n admite un embedding reqular en R?™.

Para obtener un resultado mas general sobre embeddings se tuvo que esperar hasta 1956, cuando
Nash demostré su teorema de inmersién.
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Teorema 4.2 (Teorema de inmersién de Nash [4, teorema 1.1]). Toda variedad riemanniana de
dimension n admite un embedding isométrico en un espacio euclideo E™ con m = % (n+1)(3n+11).

En concreto, para el caso de superficies es n = 2 y asi m = 51. Es decir, toda superficies regular
admite un embedding isométrico en R5!. El problema de las inmersiones ha sido tratado por una
gran cantidad de matemaéticos desde los tiempos de Riemann, por tanto el resultado demostrado
por Nash deberia proporcionar ayuda a la hora de resolver ciertas cuestiones.

El teorema de Nash da la demostracién de que las variedades pueden verse como subvariedades

en un espacio mayor y asi poder recurrir a argumentos extrinsecos a la hora de resolver ciertos
problemas. Dicha afirmacion es verdadera, sin embargo, el hecho de que una superficie esté inmersa
en R®!, 0 una n-variedad cualquiera en Ez ("D Bn+11) 16 siempre sirve de mucha ayuda ya que los
espacios de grandes dimensiones suelen ser mas dificiles de manejar y no existen muchos resultados
vélidos para subvariedades de dimensién arbitraria [4].
El problema tiene que ver con la codimensién de la variedad tratada, esto es la diferencia entre la
dimension del espacio que contiene la variedad con la dimensién de la variedad en si. Para variedades
de codimensién uno, las hipersuperficies, la geometria es similar a la que estamos acostumbrados
en R? ya que se pueden definir, entre otros, los conceptos de curvaturas principales, curvatura de
Gauss [11], curvatura media, recta normal.
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