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Resumen

Una de las principales aplicaciones de la ecuacién de ondas son los denominados sistemas vibratorios. En
este trabajo se estudia un problema que describe las vibraciones de un medio, tanto en el caso homogéneo
como compuesto, sujeto en su borde y dadas su posicion y velocidad iniciales. Se formula el problema
en un marco abstracto que permite garantizar la existencia y unicidad de solucién. Posteriormente, se
determina la solucién para algunos casos particulares.

Palabras clave: Vibraciones, ecuacién de ondas, problema espectral, series de Fourier, formulacién
variacional.

Abstract

One of the main applications of the wave equation are the vibrating systems. In this work we have
analysed a problem which describes the vibrations of a medium, in both homogeneous and compound
cases, bounded in their border and given its initial position and velocity. The problem is formulated in
an abstract framework which allows to guarantee the existence and uniqueness of solution. Afterwards
we have determined the solution for some particular cases.

Key words: Vibrations, wave equation, spectral problem, Fourier series, variational analysis.
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Introduccion

El tema objeto de estudio es la descripciéon de vibraciones en medios, tanto homogéneos como compues-
tos, mediante determinados modelos matematicos. El modelo para medios homogéneos de densidad 1/c?
sujetos por el borde y dados su posicién y velocidad inicial consistira en hallar una funcién que satisfaga
un problema formado por una ecuacién diferencial (la ecuacién de ondas en un dominio acotado Q C RV
donde pueden aparecer determinados pardmetros en diferentes regiones del domino), ciertas condiciones
de contorno (condicién Dirichlet nula) y ciertas condiciones iniciales (sobre la funcién y su derivada).
Esta clase de problemas se denominan problemas mixtos.

En el primer capitulo se describird dicho modelo matematico en el caso homogéneo asi como el proceso
que se llevard a cabo para su resolucién. Este proceso consistird en buscar soluciones u(x,t) mediante
separacién de variables u(x,t) = X (x)7'(t) siendo 2 C RY un dominioy X : @ — R, T(¢) : [0,00) — R
funciones no idénticamente nulas para asi llegar a un problema de valores propios. Posteriormente se de-
finird el marco abstracto para asegurar, en lo que respecta al problema de valores propios, la existencia
de un conjunto numerable y positivo de valores propios junto con sus correspondientes funciones propias,
las cuales veremos que forman una base ortogonal de L?(£2). Por otro lado, aseguraremos la existencia y
unicidad de solucién para el problema mixto de vibraciones. Para ello, se trabajara con la formulacién
variacional de ambos problemas y se enunciaran varios resultados tedricos. Por ultimo, se introduciran
dos familias de funciones especiales que aparecen al resolver la ecuacién de ondas en dominios circulares
y esféricos, las funciones de Bessel y las funciones asociadas de Legendre, respectivamente, y que seran
utilizadas en los capitulos posteriores.

En cuanto al capitulo dos, se resolveran varios ejemplos de vibraciones en medios homogéneos de densi-
dad 1/c? con ¢ > 0, en diferentes dominios 2 C RY con N =1, 2 y 3, con el objetivo de poder calcular
explicitamente los valores y funciones propias. El primer dominio considerado fue el caso unidimensional,
Q= (0,L) con L > 0, el cual describia las vibraciones de una cuerda. Otros dominios bidimensionales
considerados fueron 2 = B(0,R) C R? con R > 0y Q = B(0,R3) \ B(0,R;) C R? con Ry > Ry > 0,
representando las vibraciones en una membrana y anillo circulares, respectivamente. Por tltimo, se con-
sideré un dominio tridimensional Q = B(0, R) C R3, el cual representaba las vibraciones de una esfera.
Se hallaron los valores y las funciones propias explicitas en cada uno de los ejemplos excepto en el anillo
circular. Este dominio se consideré al presentar ciertas caracteristicas en el calculo de los valores propios
que mas adelante aparecerian en los medios compuestos. Por tltimo, para cada dominio se resolvié un
caso particular de cada problema, con el fin de obtener la solucién analiticamente y representarla median-
te Matlab. En los problemas bidimensionales se obtuvo adicionalmente la solucién de manera numérica
mediante la Toolbox PDETool de Matlab con la finalidad de comparar ambas soluciones.

En el tercer y ultimo capitulo nos hemos centrado en el problema de vibraciones definido para medios
compuestos, entendiendo un medio compuesto como un domino 2 C R¥Y formado por dos regiones
disjuntas: 1, Q2 C Q con densidades 1/c} y 1/c3, respectivamente, con c1,ca > 0. Ademds, presentan
una frontera comun entre ellos I' = 9Q; N 95 no vacia. Nuevamente, se formulé el marco abstracto
aplicado a este problema de vibraciones y como ejemplos se tomaron un dominio unidimensional y otro
bidimensional. A diferencia de los problemas tratados en el capitulo dos, en estos problemas no se podian
hallar de manera explicita los valores propios, quedando descritos a través de una ecuacion trascendente.
En consecuencia, se obtuvieron las expresiones de las funciones propias y se representé una funcién propia
para diferentes combinaciones de las regiones Q; y 9, asf como de las densidades 1/c¢% y 1/c3.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se va a formular el problema que describe las vibraciones de un medio homogéneo y
a enunciar el marco abstracto necesario para definir los problemas sobre vibraciones que trataremos.
Mediante dicho marco abtracto se llegara a asegurar la existencia y unicidad de solucién, a través de la
formulacién débil del problema. Posteriormente se estudiaran ciertas familias de funciones: las funciones
de Bessel y Legendre.

1.1. Formulacién del problema de vibraciones homogéneo

En esta seccién se plantea un problema que describe las vibraciones de un medio homogéneo y acotado
sujeto en su borde, dadas su posicién y velocidad iniciales. Es decir, buscamos soluciones de la ecuacion
de ondas en un dominio acotado Q € RY, con N > 1, condicién de frontera Dirichlet nula y que verifiquen
ciertas condiciones iniciales.

La ecuacion de ondas es una ecuacién en derivadas parciales de tipo hiperbdlica cuya expresién en el caso
N-dimensional para una funcién u(x,t) € C2(2 x RT) donde x = (x1,...,2y) € Q es la variable espacial
N-dimensional y t € R™ la variable temporal, es la siguiente:

i82u(x,t) B al 0%u(x,t)
2 o2« - Ox?

1=

(1.1.1)

con ¢ > 0 la velocidad de propagacién en dicho medio y por tanto una constante relacionada con la
densidad del mismo, 1/c%. Esta ecuacién (1.1.1) se puede expresar de manera mas compacta mediante el
operador laplaciano Ay o V2, el cual en coordenadas cartesianas equivale a la suma de todas las segundas
derivadas parciales no cruzadas. Su definicién y la expresién de la ecuacion de ondas haciendo uso de
dicho operador es:

N
0? 1 0%u(x,t)
A ; 922 y por tanto 2 gz = Axu(x,t). (1.1.2)
Cuando no haya confusién y se tenga una determinada funcién X (x) definida en un dominio espacial €,
se escribird AX (x) en vez de Ax X (x).

Ademas, como notacién de aqui en adelante escribiremos de manera recurrente las derivadas parciales
con subindices sobre la funcién. Asi, nos referiremos por ejemplo a la derivada parcial de una funcién de
dos variables u(x,t) con respecto a x como u,(x,t) o a la segunda derivada de u(z,t) con respecto a t
como uy(x,t), es decir:

Ou(zx,t) — . 0?u(z,t)

0 oz~ ot



Ahora estamos en condiciones de enunciar la formulacién del problema a estudiar. Sea un medio ho-
mogéneo de densidad 1/c¢?> N-dimensional Q C R que se encuentra sujeto en su borde y del que se
conocen tanto su posicién inicial f(x) como su velocidad inicial g(x), con x € Q y ambas no nulas. El
problema matemético consiste en encontrar una funcién u(x,t) € C2(Q2 x RT) que verifique la ecuacién
de ondas (1.1.1) y ciertas condiciones: la condicién Dirichlet homogénea en la frontera de 2, 99, y las
condiciones iniciales f(x) y g(x). Asi, su formulacién matemética se recoge en el problema (1.1.3):

gutt(x, t) = Axu(x,t) sixeQ, t>0, Ec. de Ondas,

u(x,t) =0 sixe 0, t>0, Condicién de Contorno, (1.1.3)
u(x,0) = f(x) six €, Condicién Inicial I,

ue(x,0) = g(x) six e Q, Condicién Inicial II,

el cual se denomina problema mixto, ya que involucra tanto condiciones de contorno como condiciones
iniciales.

Para la resolucién de dicho problema se buscan soluciones no idénticamente nulas mediante el método de
separacién de variables, es decir, soluciones en las que u(x,t) sea producto de una funcién que depende
solamente de x y otra funcién que depende solo de ¢, de la forma:

u(x,t) = X (x)T(¢) (1.1.4)

con X : Q — Ry T :[0,00) — R funciones de clase C? no nulas. Sustituyendo dicha hipétesis en la
ecuacién de ondas y dividiendo entre la funcién u(x,t) Z 0, se llega a:

17T"(t) B Ny X (x)

Tt  X(x)
donde se ha igualado la expresiéon a —\ € R debido a que esta ecuacién se debe cumplir para todo valor
t>0yx € Q. Al depender en un lado de la ecuacién exclusivamente de la variable temporal y en el otro

lado depender solamente de las variables espaciales, la tnica forma posible para cumplir la igualdad es
que dicho valor sea una constante.

=-AeR (1.1.5)

Empezando por X (x), ademds de la ecuacién diferencial definida en €2 se obtiene una nueva condicién
a partir de la condicién de contorno del problema (1.1.3). Asi, utilizando que 0 = u(x,t) = X (x)T(t)
si x € 012, obtenemos que X (x) = 0 cuando x € 9, pues buscamos soluciones no nulas y por tanto,
T(t) # 0. De esta manera se llega al siguiente problema de valores propios (1.1.6), en el cual se debe
hallar los valores A € R para los cuales el problema admite soluciones X (x) no idénticamente nulas:

{ AX(x)+AX(x) =0 sixe, (1.1.6)

X(x)=0 si x € Q.

Los valores A se denominan valores propios y las soluciones para dichos valores propios X (x) son las
funciones propias del problema. Una vez calculados los valores y las funciones propias, se resuelve la
ecuacién diferencial que verifica T'(t) obtenida en la separacién de variables para los valores de A € R
obtenidos, la cual es:

T'(t) + AT (t) =0 sit>0 (1.1.7)

donde el significado fisico del término Ac? es el cuadrado de la velocidad angular de vibracién, w?, el cual
esta relacionado con la frecuencia de vibracién, como se comentarda mas adelante.

Esté claro que las funciones (1.1.4), donde X (x) y T'(t) verifican (1.1.6) y (1.1.7) respectivamente, pue-
den no satisfacer las condiciones iniciales. Para ello, necesitamos previamente conocer ciertos resultados
tedricos sobre las funciones propias, lo cual se llevard a cabo en la Seccién 1.2.



1.2. Marco abstracto

En esta seccién se van a introducir algunas de las propiedades necesarias para asegurar la existencia y
unicidad de solucién del problema mixto (1.1.3). Para ello se introducird su formulacién variacional, al
igual que la del problema de valores propios asociado, ambos introducidos en la Secciéon 1.1. La biblio-
graffa consultada ha sido [8], [2] y [3].

Antes de ello, se necesitan definir una serie de conceptos y resultados tedricos previos. Durante toda la
seccién V' y H seran espacios de Hilbert separables sobre el cuerpo de los reales de tal forma que V es un
subespacio denso de H con inclusién compacta, es decir el operador inclusiéon i : V. — H es compacto.
Denotaremos por (+,-)y v (+,+)g a sus respectivos productos escalares.

Asfmismo, a(-,-) : V x V' — R serd una forma bilineal simétrica que verifica:

» Continuidad: existe una constante C' > 0 tal que |a(u,v)| < C||u||v||v||v para todo u,v € V.

= Coercividad: existe una constante o > 0 tal que a(u,u) > «l|u||?, para todo u € V.

Con ambos espacios y la forma bilineal definidos, podemos enunciar un resultado que nos servira para
determinar ciertas propiedades que cumplen los valores propios y las funciones propias del problema
espectral, dentro de un marco abstracto conveniente.

Teorema 1.2.1 Bajo las hipdtesis anteriores consideramos el problema de wvalores propios siguiente:
hallar los valores A para los cuales existe solucion uw € V' no trivial de la ecuacion:

a(u,v) = A(u,v)g Yo e V. (1.2.1)
Entonces existe una sucesion creciente y numerable de nimeros reales positivos, denominados valores
propios del problema (1.2.1), tendiendo a +00:

y una base ortogonal de H, denotada por {u,}>2, C V formada por funciones propias del problema de
manera que, para cada n € N se cumple

(U, 0) = Ay (Un, V) g Yo e V. (1.2.2)

Ademas, {u,}22, CV es ua base ortogonal de V' con el producto escalar inducido por la forma a(-,-).

Este es un resultado bésico dentro de los problemas mixtos y su demostracién se puede encontrar en [3]
6 [2], entre otros.

A continuacién se van a definir ciertos espacios de funciones f : @ — R, siendo © C RY un dominio
acotado. En primer lugar, se define L?(Q) como el espacio de funciones f : @ — R de cuadrado integra-
ble en 2. Como es habitual, trabajaremos con clases de equivalencia, donde se identifican dos funciones
de L%(Q) si coinciden en casi todo punto de 2, es decir, salvo en un conjunto de medida Lebesgue nula.

Asfmismo definimos el espacio de Sobolev H!(2) como el espacio de funciones de L?(Q2) tales que todas
sus derivadas parciales de primer orden, en el sentido de las distribuciones, son elementos de L?(2):

Se definen los productos escalares de estos espacios como:

HY(Q) := {uELQ(Q) L ou € L*(Q), parai:l,...,N}.

(u,v) 2 () = / uv dx Yu,v € L*(Q)
Q



(u, )1y = (U, 0) L2(0) + (Vu, Vo) 2) = / uv dx—|—/ VuVudx Yu,v € H' (),
Q Q

los cuales tienen asociadas las normas:

1/2
ullzso) = ( / u2dx)
Q

12 1/2
ull ) = (Hu||%2(m + ||Vu||%2(m> = (/Q u2dx—|—/QVu2dx) (1.2.3)

siendo V el gradiente.

Por tltimo, introducimos el espacio H{ (2) como las funciones de H'(Q2) que se anulan en la frontera de
Q, es decir:

Hy(Q) :={ue H'(Q) :u=0siz€dN}.

Ahora estamos en condiciones de introducir el planteamiento para demostrar la existencia y unicidad de
solucién al problema de vibraciones. En primer lugar, tomamos H = L?(Q) y V = H} (1), siendo ambos
espacios separables, ver [2] y ademas H} (Q) C L?(Q) es un subespacio denso de H con inclusién compacta.

Como forma bilineal a(-,-) tomamos:

a(u,v) = / VuVvdr = (Vu, Vv) 2 () Yu,v € Hg(Q), (1.2.4)
Q
la cual es simétrica y veremos a continuacién que ademads es continua y coerciva.

Por un lado, para probar la continuidad se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la cual aplicada a
Vuy Vo, es:

a(u,v) = (Vu, Vo) r2(q) < |[Vullr20) [[Vol[2) < [lullm @) [[0]l#2 @)

donde se ha utilizado la norma asociada al producto escalar en H{(£2) como la inducida de H'(f2), vista
en (1.2.3). Asi, se prueba la continuidad.

Por otro lado, la demostracion de la coercividad se basa en la desigualdad de Poincaré, cuya demostracién
se puede encontrar, por ejemplo, en [2] y es:

[ullr20) < C|IVullp2)  Vu € Hg ()
con C' > 0 una constante que depende solamente del dominio 2.

Utilizando esta desigualdad y las definiciones de los productos escalares (1.2.3), tenemos:

HUH%I(%(Q = HUH%%Q)‘FHVUHQL?(Q)

lullfne < (C*+1)[IVulliaq),
y en consecuencia, la forma a(-,-) definida en (1.2.4) es coerciva con a = (C? + 1)~ 1.
Una vez probadas las dos propiedades de la forma bilineal, vamos a introducir el proceso efectuado

para escribir el problema (1.1.3) en su formulacién débil. Para ello partimos de la ecuacién de ondas,
multiplicamos por una funcién test v € HZ(£2) e integramos en el dominio Q:



%/utt(x,t)vdx:/Axu(x,t)vdx Yo € HY(Q). (1.2.5)
¢ Ja Q

La parte derecha se puede reescribir utilizando la primera identidad de Green, la cual se basa en la
expresién V(vVu) = VuVv + v Au. La identidad es:

/ Axu(x, t)vdx = / (Vxu(x,t) -n)vdS — / Veu(x,t)Vodx Yo € H} (Q),
Q o0 Q
donde n es el vector normal exterior a €.

Como v = 0 en 01, la integral sobre la frontera 02 se anula y sustituyendo en (1.2.5):

%/ uge (X, t)vdx = 7/ Viu(x,t)Vodx Vv € H}(Q)
< Ja Q

Antes de mostrar la formulacién débil, se realiza una identificacién entre la funcién incégnita de (1.1.3)
u(x,t) definida para (x,t) € © € RV*! con una funcién unidimensional denotada u(-,t), con valores en
el espacio HE(Q) C L*(Q). En este contexto, definimos también C*([0,Tp]; HE(2)) con Ty > 0 como el

espacio de funciones de clase C* definidas en [0, 7] C R con valores en V = H{(Q). Es decir, para cada
t € [0,Tp] la imagen u(-, ) es un elemento de H{(€2).

Con esta notacion, el problema consiste en hallar una funcién u(-, ) € C([0, To]; Hi (Q))NCL([0, To]; L*(92))
tal que, para todo v € H}(Q):

1 [ d?
- <2u(~,t),v) +a(u(-,t),v) =0 Vo € H)(Q) si0<t<Ty,
¢ \ dt L2(Q)

(1.2.6)

u(',O) = fa %u(,O) =49

donde f € H}(Q) y g € L*(2) funciones conocidas, obteniendo asf la formulacién débil del problema
(1.1.3).

En la Seccién 1.1 se enuncio que el problema de vibraciones (1.1.3) tiene asociado, mediante separacién
de variables u(x,t) = X (x)T'(t) el problema de valores propios (1.1.6). Su formulacién débil se obtiene de
manera similar al esquema efectuado en la expresién (1.2.5) pero partiendo de la ecuacién — AX = A X
con X € H}(Q):

/ VXVvdx = )\/ Xvdx Vv € Hy () (1.2.7)
Q Q

Es decir, el problema consiste en hallar los A y X € H}(€2) no nulos tales que:

a(X,v) = MX,v)r2(0), (1.2.8)
donde a(-,-) es la forma definida por (1.2.4).

Como se cumplen las hipétesis del Teorema 1.2.1, podemos asegurar que existe un conjunto numerable
y ordenado de valores propios {\,}52; positivos y las correspondientes funciones propias {X,(x)}>2
formando una base ortogonal en L2() y H}(Q).

Como ejemplo de este resultado, vamos a abordar el problema unidimensional planteado en el intervalo
Q = (0,L) C R. Dicho problema aparecerd mds adelante al estudiar las vibraciones de una cuerda
homogénea unidimensional.

Ejemplo 1.2.2 Seqa el siguiente problema de valores propios en el intervalo (0, L):

u(x) + Au(z) =0 con u(0) = u(L) = 0. (1.2.9)



Escribimos su formulacion débil para obtener una expresion que cumpla las hipdtesis del Teorema 1.2.1.
Seguimos el mismo procedimiento, multiplicando por una funcién test v € Hg(0,L):

L L
/ o’ (z)v(x)dx + )\/ u(z)v(z)der =0 Yo e HY(0,L).
0 0

Integrando por partes el término de la integral izquierda:

Lo L
[u’(x)v(x)] _/0 o (z)v' (z)dz + )\/0 u(z)v(z)de =0 Yov e HY(0,L),

0

es decir,

L L
/ o' ()0 (x)dx = /\/ u(z)v(z)dr Yo € Hy(0,L),
0 0

donde el primer sumando se ha simplificado debido a que v(0) = v(L) = 0, al pertenecer v a H}(0,L).
Ast, llegamos a la expresion obtenida en (1.2.7) para el caso unidimensional. En términos de la forma
bilineal a(-,-) andloga a la definida en (1.2.4) para funciones unidimensionales, el problema se convierte
en:

a(u(z),v(z)) = Au(z),v(z)) Vo€ H)(0,L)

y aplicando el Teorema 1.2.1, podemos asequrar que existe un conjunto numerable y ordenado de valores
propios positivos {\n,}°%; y unas funciones propias { X, }5°, ortogonales en L*(0,L). Sabiendo su exis-
tencia, vamos a calcular valores de X € RY para los cuales el problema (1.2.9) tiene solucién no nula.

A partir de aqui, su resolucion es bastante conocida al ser un ejemplo usual, pudiéndose encontrar en [12]
6 [6]. Como sabemos que estos valores propios son positivos, escribimos A = k* para algin k € R\ {0}.
En consecuencia, las soluciones de la ecuacién diferencial u"(x) = —k*u(x) son combinaciones de senos
Y cosenos

u(z) = asin (kx) + bcos (kx).
La primera condicidn de contorno w(0) = 0 fuerza a que b = 0, mientras que la condicién uw(L) = 0
nos lleva a que asin (kL) = 0. Como u no es idénticamente cero, a # 0. En consecuencia, se tiene
sin (kL) = 0 y por tanto kL debe ser un mailtiplo entero de w. En términos de X, se tiene VAL =nrm y
en consecuencia los valores propios son

n?n?

72
los cuales forman una sucesion creciente tendiendo a +o0, tal y como nos aseguraba el Teorema. Para
cada valor propio A\, podemos tomar como funcion propia:

A = conn €N,

nm

un(x) = ap sin (f:c) conn €N, a, € R\ {0},
obteniendo las soluciones no trivales del problema (1.2.9). Por dltimo, es fdcil comprobar que estas fun-

ciones propias {sin (nlx)} son ortogonales en L*(0, L):
L neN

0 sin#m

[ e (Eaee={ 1 0T 1210

Una vez introducido el problema de vibraciones (1.2.6), debemos asegurarnos de su existencia y unici-
dad. Para ello nos serviremos de varios resultados presentes en [3], cuyas demostraciones, en caso de no
incluirlas, se pueden consultar en la misma referencia.

El siguiente Teorema enuncia una expresién para la solucién del problema (1.2.6), en caso de que ésta
exista. Su demostracién ha sido adaptada del Teorema 15.1 de [3].



Teorema 1.2.3 Si u es una solucién del problema (1.2.6), entonces es de la forma:

_ - (fa Xn)LQ(Q) 1 (g,Xn)Lz(Q) X
u(t) = ; {Wn)ﬂz(ﬂ) cos (\/Ect) + Ve (o X)) sin (\/xct)] X, (1.2.11)

Demostracién: Como u(t) € HE () para cada t € [0,Tp] y {X,}32, es una base ortogonal de L*(Q), u
se puede escribir:

o (u(t), Xn)

u(t)=>

n=1

L2(©)
e x o w e [0,T 1.2.12

para lo cual vamos a calcular las funciones reales ¢n(t) = (u(t), Xn)r2(0)-

Sabemos que u(t) € HE(Q) para casi todo t € [0, Ty], es decir, salvo en un conjunto de medida Lebesgue
nula. Utilizando la expresion (1.2.2) con v = X, para un n fijo:

a(u(t), Xn) = a(Xy,u(t)) = An(Xnvu(t))H(Q) = A\ On(t)

y sustituyendo esta expresion junto a la definicion de ¢, (t) en la ecuacion diferencial de (1.2.6) con
v = X, se llega al problema:

{ D1 (t) + AP (t) = 0 t € (0,Tp) 12.13)
60 (0) = (f, Xn)r2@ ¥ 9L(0) = (9, Xn) 120
Como A, > 0, se obtiene ¢, (t) de la forma:

On(t) = (f, Xn)r2(q) cos (\/ECf) + ﬁ(gv){n)lﬂ(ﬂ) sin (\/Ect) : (1.2.14)

Finalmente, utilizando que ¢, (t) = (u(t), Xn)r2(Q), se llega a la solucion u(t) desarrollada en (1.2.11).

Observacién 1.2.4 Los cocientes de productos escalares presentes en la expresion de u(t) no son mds
que los coeficientes de Fourier de f y g en términos de la base de funciones propias {X,,}22 ;. A menudo
se denotan como a, y b, respectivamente, es decir:

(f, Xn)r2() (9, Xn)r2(0)
p = ——— 2 y b, = — " conn € N.
(XnaX7L)L2(Q) (XnaXn)LQ(Q)

Es frecuente encontrar la solucion 1.2.11 con estos coeficientes, segin:

u(t) = i ayp, COS (\/Ect) X, + i ﬁbn sin (mct) Xn.
n=1 n=1 V/\n

Tenemos ya una representacion de la solucién en caso de existir. Enunciaremos a continuacion el resultado
que nos proporciona la existencia y unicidad de solucion.

Teorema 1.2.5 (Existencia y unicidad) El problema (1.2.6) tiene una dnica solucion u que depende
unicamente de las condiciones iniciales f y g. Mds aun, existe una constante C' independiente de f y g
tal que:

lulleqomsmy @) + ullerqo.mizz@) < CI1 @) + llgllza)- (1.2.15)

Su demostracién se puede encontrar en [3]|, concretamente en los Teoremas 15.2 y 15.3. La expresién
(1.2.15) proporciona la dependencia continua respecto de los datos de la solucién del problema (1.2.6).
Esto implica que pequenas perturbaciones en los datos en intervalos de tiempo cortos implican pequenos
cambios en la solucion.



1.3. Funciones de Bessel y Polinomios de Legendre

En esta seccién hacemos una recapitulacion de la definicién de ciertas funciones especiales, las denomi-
nadas funciones de Bessel y los polinomios de Legendre, y algunas de sus propiedades que nos resultaran
utiles.

Empezaremos definiendo las funciones de Bessel:

Definicién 1.3.1 (Funciones de Bessel) Las funciones de Bessel son las soluciones de la ecuacion

diferencial
r?z"(r) +ra'(r) + (r* — o®)x(r) = 0 (1.3.1)

denominada Ecuacion de Bessel de orden o.

Como (1.3.1) es una ecuacién diferencial ordinaria lineal homogénea de segundo orden, el conjunto de
soluciones es un espacio vectorial de dimensién 2 y debemos encontrar 2 soluciones linealmente indepen-
dientes. No se debe confundir el orden de la ecuacién diferencial, que es 2, con el orden de una ecuacién
de Bessel, a.. La obtencién de dichas soluciones se puede encontrar en [6] o en [4].

En primer lugar veremos las funciones de Bessel de primera clase (también llamadas de primera especie)

y orden o € R, J,(r) como:
N (b 7\ 2kt
Jalr) = ];) KIT(k+a+1) (2)

donde I' denota la funcién Gamma.

En cuanto a la segunda solucién independiente, si o ¢ N U {0}, entonces las soluciones J,(r) v J_n(7)
son linealmente independientes y las soluciones de la ecuacién (1.3.1) son de la forma:

x(r) = C1Jo(r) + CoJ_o(r) con C1,C2 € R sia ¢ NU{0}.

En cambio, si @ € NU {0} y denotando o = n, las funciones de Bessel J,(r) y J_,(r) ya no son lineal-
mente independientes. Se puede ver que en el caso a = n se obtiene J,(r) = (—1)"J_,(r).

Para encontrar una segunda solucién linealmente independiente, recurrimos a las funciones de Bessel de
segunda clase y orden n, Y, (r), definidas como:

sir > 0.

Ya(r) = 1tm 20T Ialr) = J-a(r)

a—n sin(ar)

Senalamos que estas funciones Y;,(r) divergen cuando r tiende a 0, a diferencia de las de primera especie,
las cuales estan siempre acotadas. Por tanto, para el caso a = n € NU {0} las soluciones de la ecuacién
(1.3.1) son de la forma

x(r) = C1Ju(r) + CoY,(r) con C1,Cy € R, sin e NU{0}.

A continuacién nos centraremos en el estudio de las funciones de Bessel de orden cero o entero, empe-
zando por algunas de sus propiedades béasicas que nos serdn de utilidad. Varias de las propiedades estan
relacionadas con los ceros positivos de J,, es decir, los puntos tales que J,(r) = 0. Se pueden consultar
en mds detalle, asi como su demostracién, en [6], [12] o [1].

Proposicién 1.3.2 (Propiedades de las funciones de Bessel) Sean {nnk tren ¥ {mk bren los ceros
positivos de las funciones Jy (1) y Jum(r) respectivamente, con m,n € NU{0}. Entonces se cumple:

1. Los ceros positivos {nnk }ken forman un conjunto numerable.

2. Tanto nup como Nk son todas raices simples de Jy,(r) y Jn(r) respectivamente.



3. Un cero de una funcion de Bessel J,(r) no es cero de cualquier otra funcion de Bessel J,,(r) con
n # m. Es decir, Mg # Nmi para todo m,n € NU{0} distintos.

4. Entre dos ceros consecutivos de J(r), hay exactamente un cero de Y, (r).

Estas propiedades enumeradas se cumplen igualmente para las funciones de Bessel de sequnda especie,
cambiando Jp(r) y Jm(r) por Y, (r) y Yo (r), respectivamente.

Por dltimo, Jy(0) = 1 y J,(0) = 0 para todo n € N, mientras que las funciones de Bessel de sequnda
especie divergen cuando r tiende a 0.

Las demostraciones de varias de las propiedades se pueden encontrar, por ejemplo, en la Seccién 4.2 de
[12]. Asimismo, algunas de estas propiedades bésicas se pueden observar, sin que sirva de demostracion,
en la Figura 1.1, donde se han representado las primeras funciones de Bessel de orden entero no negativos.
Adicionalmente se observa la divergencia de Y;,(r) cuando r tiende a 0, los ceros simples de cada funcién
de Bessel o como los ceros de J,, e Y,, aperecen intercalados.

_-1.5 1l L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 1.1: Funciones de Bessel de primera y segunda clase para n = 0,1,2 y representadas mediante
lineas continuas y discontinuas, respectivamente.

Por otro lado, en los desarrollos que realizaremos, se trabajard con una ecuacién similar a (1.3.1), la
ecuacién paramétrica de Bessel.

Definicién 1.3.3 (Ecuacién paramétrica de Bessel) La ecuacidn paramétrica de Bessel de orden
n € NU {0}, obtenida a partir de (1.3.1) mediante el cambio de funcion incdgnita y(r) = x(v/Ar) con
A >0, es:

r2y"(r) + ry' (r) + (M2 = n)y(r) = 0. (1.3.2)

Deshacienco el cambio de funcién, tiene como soluciones las funciones de Bessel J,, (VA7) e Yy, (v Ar).

A continuacién introduciremos unos resultados relacionados con las derivadas de estas funciones cuando
son de orden entero no negativo:

Proposicién 1.3.4 (Derivadas de las funciones de Bessel) Sea a > 0. Entonces se cumple:
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(r" I (r)) = 1" 1 (1) (1.3.3)
J (ar) = a |=Jpi1(ar) + %Jn(ar)} : (1.3.4)

Si tomamos o = ny, un cero de Jp(r) conn € NU{0}, la expresion (1.3.4) se convierte para r =1 en:

Jr (k) = = Tn1 (1) (1.3.5)

Por ultimo, veremos una propiedad muy 1til que cumplen las funciones de Bessel en el intervalo [0, 1], la
ortogonalidad respecto al peso w(r) = r. Asimismo se recoge su demostracion, disponible en los Teoremas
4.19 y 4.21 de [12].

Proposicién 1.3.5 (Ortogonalidad de las funciones de Bessel) Sean nx,,nk, dos ceros de Jo(r),
con a >0, ki, ko € N. Entonces se verifica:
1 0 St kl 7é k2a
Ja (77k1 T)Ja (nkzr)rdr = 2
/0 7(‘]@“2(%)) siky=ky =k

y se dice que las funciones de Bessel son ortogonales en L?(0,1) con peso w(r) = r.

Demostracién: Empezaremos probando la ortogonalidad en el caso k1 # ka. Sea u(r) = Jo(nr,r) vy
v(r) = Jo(nk,m). Por definicion, cumplen la ecuacidn paramétrica de Bessel con pardmetro VA = ny, y
A = 1y, respectivamente:

r2 )+ ru’(r) + (77%17"2 _ az)u(’l”) =0, (1.3.6)

20" (r) + rv'(r) + (ng,r* — o?)o(r) = 0. (1.3.7)

(

Realizando v(r)(1.3.6) —u(r)(1.3.7) y diviendo entre r se llega a:
r?[u” (r)v(r) — o (r)u(r)] +r [/ (r)o(r) =o' (r)u(r)] = (2, —nz,) w(r)o(r)r. (1.3.8)

Se puede expresar la parte izquierda como la derivada de v [u'(r)v(r) —v'(r)u(r)]. Integrando entre 0 y 1:

1

[r [“/(T)“(’“) - ”'(’“)“(T)H = (1, — i) /0 1 u(r)v(r)rdr.

0

Como u(r) = Jo(Miyr) y v(r) = Jo(ni,r), estas funciones se anulan en v =1 yr = 0 (excepto para
a =0, Jo(0) =1, pero debido al factor r se anula en r = 0 igualmente) y por tanto el lado izquierdo es
nulo. En este caso donde ng, # Nk,, la integral derecha debe ser cero. Es decir,

1 1
/ u(r)v(r)rdr =0 es decir / Jo Ny 7)o (M) rdr = 0.
0 0
Para probar el valor de la integral en el caso k1 = ko = k, se razona de manera similar utilizando en
primer lugar que u(r) = Jo(ngr) cumple:

r?u” (r) +ru' (r) + (mr® — o®)u(r) =0
y multiplicando por 2u’(r):
2r2u” (r)u (r) + 2r(u/ (1)) + 2 (ner® — o) u(r)u/(r) = 0.

Al igual, expresamos la parte izquierda como una derivada, en este caso, de manera menos intuitiva que
antes, de la siguiente expresion:

11



PP 4 - )] - el =

Integrando entre 0 y 1, el valor de integral izquierda se simplifica utilizando que la funcidn u(r) se anula
enr=0yr=1, quedando:

1
(1) =2t [ ryrds

y como v/ (1) = J! () = —niJas1 (k) por la ecuacidn (1.3.5), se simplifica el término n}. Finalmente,
se llega a la expresion final:
J2 1
7a+;(nk) = / J2 (mgr)rdr.
0

A continuacién definiremos los polinomios de Legendre.

Definicién 1.3.6 (Polinomios de Legendre) Los polinomios de Legendre surgen como soluciones de
la ecuacion diferencial de Legendre:

(1 —t*)a" (t) — 2ta’ (t) + px(t) = 0. (1.3.9)

La obtencién de los polinomios de Legendre y las propiedades que se enuncian se pueden encontrar
en [12], [14] 6 [6]. Esta ecuacién tiene soluciones no nulas para valores p = I(I + 1) con I > 0 en
el dominio ¢t € (—1,1). En el caso particular donde [ es entero no negativo, estas soluciones son los
denominados polinomios de Legendre P;(¢). Una manera de generar estos polinomios es mediante la
férmula de Rodrigues:

1 d
Pi(t) = 201 aft

obteniendo, por ejemplo, Py(t) = 1, Pi(t) =t 6 Pa(t) = (3t — 1)/2, siempre cumpliendo P;(1) = 1.

(t* = 1)

Una ecuacién similar a (1.3.9) es la llamada ecuacién asociada de Legendre:

m?2

(1 —t3)a"(t) — 2tz' (t) + <u - 1t2) z(t) = 0. (1.3.10)
Nuevamente existen soluciones regulares en el intervalo t € [—1,1] si y sélosi p = I(l+ 1) con l y m
enteros no negativos 0 < m < [. Sus soluciones acotadas en el intervalo [—1, 1] son las llamadas funciones
asociadas de Legendre P/™(t). Su definicién mds inmediata se da en funcién de las derivadas de los
polinomios de Legendre, segin

dm
PM(t) = (—1)™(1 — )2 —— (Pt
(1) = (1) (1 - 22 S (Pie)
y observamos que P/™(t) es un polinomio si y s6lo si m es par, por lo que en ocasiones se denominan
polinomios asociados de Legendre. Por otro lado, cuando m es cero los polinomios asociados coinciden
con los polinomios de Legendre, es decir PP(t) = P(t).

Frecuentemente se encuentra la ecuacién (1.3.10) con el cambio de variable ¢ = cos # debido a sus aplica-
ciones, entre las cuales se encuentra la resolucién de la ecuacién de ondas en coordenadas esféricas que
estudiaremos en el Capitulo 2. Con este cambio la ecuacion diferencial es:

cos 6 2

x//(e) +

Por dltimo, estas funciones asociadas son ortogonales en el intervalo ¢ € [—1,1]. En términos de la variable
0 y el intervalo 6 € [0, 7], la ortogonalidad, para un m fijo, es la siguiente:

sin 0 sin® 6

z'(0) + (l(l +1)— ) x(0) =0 (1.3.11)
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Proposicién 1.3.7 (Ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre) Sean P/™(cos0) y
P/ (cos ) dos funciones asociadas de Legendre. Entonces se tiene:

2 (I+m)!

/ P (cos ) P (cos 0) sin0df = { 2L+ 1 (L —m)!
’ 0 sil#1.

—cm o osil=1,

Por tanto, las funciones asociadas de Legendre P/™(cosf) son ortogonales en 6 € [0, 7] con peso w(f) =
sin 6.
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Capitulo 2

Vibraciones en medios homogéneos

En este capitulo nos centraremos en determinar las vibraciones en diversos medios homogéneos, es de-
cir, donde la densidad del medio 1/c? es uniforme. El marco abstracto de estos problemas en medios
homogéneos se describié en las Secciones 1.1 y 1.2, donde se enunciaba cémo obtener y resolver el pro-
blema de vibraciones, asi como los resultados tedricos que aseguraban la unicidad de solucién. En dichos
resultados tedricos se trabajé con un intervalo temporal acotado [0,7Tp] con Ty > 0. Sin embargo, en la
practica podemos tomar Ty tan grande como queramos, asi que se considerard como dominio temporal
R* en cada problema.

En cuanto a los medios homogéneos, en primer lugar se ha estudiado las vibraciones en el caso més sencillo,
tomando un medio unidimensional: la cuerda. A continuacién se han escogido dos medios bidimensionales
con diferentes geometrias, una membrana y un anillo circulares. Por tultimo se ha considerado un medio
tridimensional: una esfera. El objetivo en este capitulo es obtener de manera explicita los valores y las
funciones propias eligiendo estos dominios sencillos, lo cual en el capitulo tercero no se podra realizar.
En el anillo circular no se podran hallar estos valores propios explicitamente y se sigue un procedimiento
similar al que se llevara a cabo en el tercer capitulo. Por tanto, el caso del anillo circular sirve como un
nexo entre el tratamiento llevado a cabo en este capitulo y el que se llevard a cabo en el tercero, ya que
contiene ideas presentes tanto en la resolucién de los problemas en medios homogéneos como en medios
compuestos.

Hemos dividido el estudio para cada medio homogéneo en una seccién. En todas ellas se formula el
problema y se resuelve buscando soluciones a través del método de separaciéon de variables, obteniendo
en primer lugar los valores y las funciones propias. Posteriormente se aplican las condiciones iniciales
junto a la ortogonalidad de las funciones propias para llegar a la solucién del problema de vibraciones.
Finalmente se resuelve un ejemplo de vibraciones junto con su representaciéon grafica, excepto en el dltimo
problema del medio tridimensional.

2.1. Vibraciones de una cuerda homogénea

El primer problema a tratar en este capitulo sera el caso unidimensional y mas sencillo de la ecuacién
de ondas: las vibraciones de una cuerda homogénea y finita. Este problema es bastante comin en la
literatura (puede encontrarse en [14] 6 [11] entre otros) y sirve como introduccién a las ecuaciones en
derivadas parciales hiperbdlicas.

Asf, sea una cuerda eldstica de longitud L > 0y densidad constante 1/c? con ¢ > 0 sujeta por los extremos
(condicién de contorno Dirichlet) y de la que se conocen tanto su posicién f(x) como su velocidad g(z)
en el instante ¢ = 0 (condiciones iniciales). Se busca una funcién u(x,t) que represente la elongacién de
la cuerda en el punto x de la misma y en el instante de tiempo ¢ sabiendo que su movimiento se produce
dentro de un plano.
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La formulacién matemédtica de este problema consiste en buscar una funcién u(z,t) que verifique la
ecuacién de ondas y ciertas condiciones recogidas en el Problema (2.1.1):

Mzum(m,t) si0<axz<L,t>0,
c
w(0,t) =u(L,t) =0 sit>0, (2.1.1)
u(z,0) = f(x) si0<z <L,
ug(z,0) = g(x) si0<x <L,

donde comparado con el caso general (1.1.3), se tiene N = 1y Q = (0, L) C R. Utilizando la separacién de
variables ahora buscamos soluciones de la forma u(z,t) = X (2)T(¢) y obtenemos el problema de valores
propios (ver (1.1.6)) :

{ X"(x)+ XX (z)=0 size(0,L),

X(0) = X(L) =0

el cual se ha tratado en el Ejemplo 1.2.2. Los valores propios A,, y funciones propias X,,(t) se describen
a continuacion:

2.2

nLZ y funciones propias X, (z) = sin (%x) size€ (0,L),n €N, (2.1.2)

salvo constante multiplicativa. Las funciones propias X, (x) forman los modos de vibracién de la cuerda,
donde cada modo vibra a una determinada frecuencia dada por su valor propio. A partir de estos 1ltimos
se puede hallar la velocidad angular w,, a partir de w? = ¢?)\,, y se puede obtener la frecuencia de vibracién
Vp, Segun:

A =

_wn, N
Up = % = Cﬁ.

Como se puede observar, la frecuencia de vibraciéon aumenta con el modo de vibracién. El modo n =1
se denomina modo fundamental de vibracién y es aquel con la frecuencia de vibracién mas baja.

Una vez hallados los valores propios A, resolvemos la ecuacién diferencial de T'(t) obtenida en la sepa-
racién de variables, la cual era (1.1.7):
T (t) + M\ ®T(t) =0 para t > 0.

Como los valores propios son estrictamente positivos, el término que multiplica a T'(t) también lo es y
en consecuencia esta ecuacién diferencial tendra como soluciones combinaciones de senos y cosenos de la
forma:

T,.(t) = a, cos (%t) + b, sin (%t) sit>0, an,b, € R,neN.

Con las expresiones de X, (z) y T,(t), tenemos que las funciones de la forma wu,(x,t) = X, ()T, ()
verifican la ecuacién de ondas y las condiciones de contorno del problema (2.1.1). Para satisfacer las
condiciones iniciales f(z) y g(z) y haciendo uso de la linealidad de la ecuacién de ondas, buscamos como
solucién del problema (2.1.1) una superposicién de estas soluciones u,(z,t) de la forma

u(x,t) = f: sin (n%x) [an cos (%t) + by, sin (nzrct)] size(0,L), t>0 (2.1.3)
n=1

con an, b, por determinar para verificar las condiciones iniciales del problema (2.1.1). De esta manera,
tenemos (2.1.4) y (2.1.5):

o0

f(z) =u(z,0) = Z an sin (n%rx) sixz e (0,L), (2.1.4)
n=1
g(z) = uy(z,0) = i (%) by, sin (%z) sixz e (0,L) (2.1.5)
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y utilizando la ortogonalidad de las funciones propias (2.1.2), se pueden hallar las constantes a,, y by,.
Para ello, fijado un n € N, se parte de las expresiones (2.1.4) y (2.1.5) respectivamente, se multiplica a
ambos lados por la funcién propia X,,(z) y se integra respecto a x en los limites = 0 a © = L. Operando,
se llega a:

2 [t . (NTT
ap, = Z/o f(z)sin (T) dx, conné€N, (2.1.6)
L
by, = (nfrc) %/0 g(z) sin (?) dr, connéeN, (2.1.7)

donde comparando con las expresiones enunciadas en la Observacion 1.2.4 para este problema en particu-
lar, en los coeficientes b, se ha incluido el factor 1/y/A,c. Asi, se deben obtener las expresiones de f(z) y
g(x) en sus respectivos desarrollos en series de Fourier de las funciones propias X, (z). Y en consecuencia,
la solucién del problema (2.1.1) estd completamente definida.

A continuacién en el Ejemplo 2.1.1 se va a resolver un caso particular de vibraciones de una cuerda
homogénea.

Ejemplo 2.1.1 Sea una cuerda con longitud L = m, con posicion inicial f(x) = (7w — ) y velocidad
inicial g(x) = xsinx, siguiendo la notacién de la formulacion matemdtica del problema (2.1.1). Sabemnos
que su solucidn es la expresion (2.1.3) con L = 7, a falta de hallar las constantes a,, y b, con sus
respectivas expresiones (2.1.6) y (2.1.7), las cuales son:

2 (7 41— (=)™
anp == | a(r —z)sin (nz)dx = # conn €N,
™ Jo ™
4(1 -1
_A+ (DY sineN\ {1}
2 [T me(n? —1)2
b, = — | asinzsin(nz)dr = -
nme Jo 2 .92 ™ .
— rsin“xdr = — sin=1,
T Jo 2

calculando por separado el coeficiente by. Por tanto, la solucion de este ejemplo de vibraciones de una
cuerda homogénea viene dada por:

u(z,t) =sinz [i cos(ct) + 216 sin(ct)} + Z sin (nz) {W cos (nct) — w sin (nct)

(2.1.8)
para x € (0,7) yt > 0.

La representacion grdfica de la solucion del Ejemplo 2.1.1 para un tiempo concreto, en este caso t = 4
segundos, se puede observar en la Figura 2.1. Se puede ver el efecto de la velocidad inicial g(x), la cual, a
diferencia de la posicidn inicial f(x), no cumple g(x) = g(m — ) y por tanto la elongacién mdzima de la
cuerda no se encuentra en el punto medio del intervalo, /2, sino que se encuentra brevemente desplazado
con respecto al punto medio. Esta explicacion se ve de manera mdas visual en el archivo cuerda_homo.gif,
donde se observan las vibraciones en el intervalo de tiempo [0, 10].

16



T
0r
\\
\\
\\
05F \ 1
\\
\\\ /
qF 4
\ /
= y
§-15F \ / .
s \ /
\\\ //
\ /
\\\
25¢ \. 1
N
3t — i
L L L L L 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
T

Figura 2.1: Solucién del Ejemplo 2.1.1 dado por la expresién (2.1.8), parac=1y t =4s.

2.2. Vibraciones de una membrana circular homogénea

En esta seccién nos centraremos en la resolucién de las vibraciones de una membrana homogénea circular
de radio Ry > 0. Problemas similares se pueden encontrarse en [12], [14], [5] 6 [7], entre otras referencias.
Durante su resolucion habra varios aspectos andlogos a los descritos en el caso unidimensional, los cuales
se comentaran con menos detalle.

El problema bidimensional consiste en encontrar una funcién u(zx,y,t) que describa la elongacién de una
membrana circular de radio Ry en cualquier punto de la misma y un instante ¢t > 0.

La formulacién matemdtica del problema consiste en encontrar una funcién u(x,y,t) que verifique la
ecuacion de ondas bidimensional y ciertas condiciones descritas a continuacién:

utt(xa Y, t)

= = Uz (2, Y, 1) + Uuyy(x, Y, 1) siz?+y? <R3, t>0,
u(z,y,t) =0 siz?+y?=R3, t>0,
u(z,y,0) = f(z,y) si 2?4 y? < R3,
ut(z,y,0) = g(z,y) si 22 +y? < R§.

Comparando con el caso general (1.1.3), tenemos que N = 2, x = (x,y) y Q = B(0, Ry) C R?, siendo
B(0, Ry) la bola abierta centrada en el origen y con radio Ry. Debido a la geometria del dominio €, es
conveniente introducir el cambio de coordenadas cartesianas {z,y} a coordenadas polares {r, 6}, el cual
se lleva a cabo segun las siguientes relaciones:

r =2+ 1> x =1cosb,

0 = arctan (y/x) y = rsind

siendo el dominio de las nuevas variables r € [0, Ry), 6 € [—, 7). Una vez realizado el cambio de funcién
u(z,y) a U(r, 0), se debe hallar el laplaciano A, en coordenadas polares aplicando la Regla de la Cadena
a partir de la expresién del Laplaciano en coordenadas cartesianas en (1.1.2). Asi, se obtiene el problema
(2.2.1) en coordenadas polares para la funcién U(r, 6, t):
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Gult 0D _ gy, (.0 00D V0D e 0, o) o€ [-mm), £ 0,
U(Ry,0,t) =0 i0e[—mm), t>0,
(Bo,6.1) st €l-mm (2.2.1)
U(r,0,0) = F(r,0) sir€[0,Ry), 0 € [-m,m),
Ui(r,0,0) = G(r,0) sir€[0,Rp), 0 € [—m,m)

siendo F(r,0) y G(r,0) las funciones en coordenadas polares que representan la posicién y la velocidad
inicial, respectivamente.

Buscamos de nuevo soluciones mediante separacién de variables de la forma U(r,0,t) = R(r)©(0)T(t).
Sustituyendo en la ecuacién de ondas del problema (2.2.1), dividiendo por U(r, 6, t) y agrupando, se tiene
que:

1T _ R'(r)  R(r)/r e"(0)/r*
2 T(t)  R(r) R(r) o(0)
de donde se puede llegar a una ecuacién diferencial para cada variable. Partiendo de la igualdad derecha

de la ecuacién (2.2.2) multiplicada por 72 y volviendo a aplicar la técnica de separacién de variables, se
pueden despejar los términos en 6 y r:

—-AeR (2.2.2)

r’R"(r)+rR'(r)  ©"(6) = —\r?
R(r) * o) ’
r2R(r) + rR/(r) _&'0)

R T e hE

tomando ahora como constante p. Por tanto, a partir de la expresion anterior de las variables espaciales
llegamos a la ecuacién (2.2.3) y al problema (2.2.4), el cual incluye la condicién de contorno R(Rg) = 0
obtenida a partir de 0 = U(Ry, 0,t) = R(Ro)O(0)T'(¢):

O"(0)+u0l) =0 sife|—mm), (2.2.3)

{ r?R"(r) +rR'(r) + (\r?* = p)R(r) =0  sir € [0, Ry) (2.2.4)

R(Ry) = 0.

A continuacién, resolvemos cada variable por separado.

Resolucién para O(6)

En primer lugar, observamos que ©(6) debe ser una funcién periédica con periodo 27 y por consiguiente
debe cumplir las condiciones de periocidad ©(—n) = ©(w) y ©'(—7) = O'(x). Asi, la funcién angular
©(0) verifica el problema:

")+ u0@) =0 sife (—mmx)
O(—m) = O(m) (2.2.5)
O'(—m) =0'(r)

el cual es un problema de valores propios con condiciones periddicas bastante comtn, pudiéndose encontrar
en [12] 6 [11], por ejemplo. Considerando los diversos casos segiin el signo de u, observamos que para
valores negativos no se tienen soluciones no nulas, mientras que para g = 0 se obtienen las soluciones
constantes. Por dltimo, el caso p > 0 da lugar a combinaciones de senos y cosenos de la forma:

©(0) = acos(y/pd) + bsin(\/ud) sif e (—nm)
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y junto a las condiciones de contorno y la paridad de las funciones seno y coseno, se llega a

asin(y/ur) =0 y bsin(y/ur) = 0.

Al buscar soluciones no nulas, a, b # 0, se debe cumplir sin(/z7) = 0, es decir, (/i debe ser un entero
positivo. Asi, las soluciones son de la forma

0,,(0) = ay, cos (nh) + b, sin (nh) con b € [—m,m), ap,b, € R,n >0 (2.2.6)

donde hemos incluido las soluciones constantes del caso p = 0 tomando adicionalmente n = 0.

Por 1ltimo, cabe destacar la ortogonalidad de estas familias de funciones {cos(n0)},enuqoy ¥ {sin(n0) }nen
en el intervalo [—m, 7:

o . 0 sin#m,
[ﬂ sin (n#) sin (m#) d = { T sin=m (2.2.7)
- 0 sin #m,
/ cos(nf)cos(mh)df =¢ © sin=m#O0, (2.2.8)
- 2 sin=m =0,
/ cos (nf) sin (mf) df = 0 Vn,m e N. (2.2.9)

Resolucién para R(r)
En cuanto al problema radial, sustituimos los valores de g = n? con n € NU{0} en la ecuacién diferencial
del problema (2.2.4), la cual ahora es:

r?R"(r) +rR'(r) + (M? = n?)R(r) =0 sir € [0, Ro). (2.2.10)

Esta ecuacion diferencial se conoce como la ecuacion paramétrica de Bessel de orden o« = n, tal y como
se vio en la ecuacién (1.3.2). En consecuencia, las soluciones en el caso o« € NU{0} son combinaciones de
las funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden n, J,, (VA7) y Y, (vV/Ar) respectivamente:

R (r) = dpJy(VAr) + e, Yo (VAr)  con dy,e, € R, n e NU{0}. (2.2.11)

En el estudio de las funciones de Bessel se vio que las funciones de Bessel de segunda especie divergen
cuando r tiende a 0. Como buscamos soluciones acotadas (al ser vibraciones de una membrana acotada)
tomamos e, = 0y d,, = 1 sin pérdida de generalidad. Aplicando ahora la condicién de contorno R, (Ry) =
0 sobre R, (1) = J,(V/Ar), se tiene

R, (Ro) = Jo(VARg) = 0.

Es decir, vV ARy deben ser los ceros positivos de la funcién de Bessel J,,. Para cada n € NU {0} fijo, los
ceros positivos de J,, son un conjunto numerable, denotado por {n,x}ren. Asi, se tienen unos A,:

2
MR(] = Nnk, esdecir A= 2%“ con k € N. (2.2.12)
Una vez hallados los valores Ank, las soluciones del problema (2.2.10) son las funciones radiales:
Rk(r) = Jy (n”k];) conr € [0,Rp), n e NU{0}, k e N. (2.2.13)
0

Notemos que los valores A, definidos en (2.2.12) son los valores propios del problema espectral (1.1.6)
en el caso Q = B(0, Ry) C R2. Asfmismo, el producto de las funciones radiales y angulares forman las
funciones propias X, (r,0) = R, (r)0,(0) de dicho problema de valores propios escrito en coordenadas
polares. En este caso son de la forma:
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Xnk(r,0) = Jy <nnk£) cos(nf) sin>0,k>1, (2.2.14)
0

Xpi(r,0) = J,, (nnk 1;) sin(nf)  sin k> 1 (2.2.15)
0

Utilizando la Proposicién 1.3.5 con el cambio de variable s = r/Ry y las formulas (2.2.7)-(2.2.9), es facil
comprobar la ortogonalidad de las funciones { Xk} v {Xnk }:

R2J2 n
R —Wongl(nk) sin=m#0, k=1,
0 ™
[ ] Xastr0 Xt omardo =3 pae o ke (22.16)
0 en otro caso,
2 72
Ry pm } TR i1 (k) sin=m, k=1,
/ / Xk (r,0) X (r, 0)rdrdd = 2 (2.2.17)
0 0 en otro caso,
Ro ™ ~
/ Xk (r,0) X (r,0)rdrdd =0 Vn, m, k, I. (2.2.18)
0 -

Una vez obtenidas las funciones propias, resolvemos la ecuacién diferencial que verifica T'(¢).

Resolucién para T(t)

Sustituyendo los valores de Ak, la ecuacién diferencial temporal obtenida por la separacién de variables,
ver (2.2.2), es:

2
T"(t) + <c7;;:) T(t)=0 cont> 0.

Las soluciones T, (t) son, al igual que en caso unidimensional de la Seccién 2.1, combinaciones de senos
y cosenos:

Tk () = eng cos c%t + fnk sin cnﬂt cont >0, eur, for € R.
Ry Ry

Solucion final

Sustituyendo las tres expresiones obtenidas de R, (7), ©,(0) y T,k (t), se obtienen las soluciones U, (r, 8,t) =
Rk (r)0,(0)T1(t) de la forma:

_ i - i (T
Uni(r,0,t) = J, (nnk R()) {an cos (n#) + by, sin (nQ)} {enk cos (c o t> + fur sin (c o t)] .

Nuevamente gracias a la linealidad de la ecuaciéon de ondas buscamos soluciones que satisfagan las con-
diciones iniciales del problema bidimensional (2.2.1) como superposicién de estas funciones Uy, (r,0,t):

Ulr,0,t) = i i I, (nnk P:)) [an cos (nf) + by, sin (nﬁ)} |:e'n,k; cos <czgkt> + fok sin <c7;;kt)]

0 0
(2.2.19)
CON Gy, by, €nk, frnk por determinar, n € NU {0}, k € N. Sin embargo, estos coeficientes no son dnicos,
pues se obtiene la misma solucién tomando a,C, b, C, enr/C, fur/C, con C € R\ {0}.

Como tenemos dos familias de funciones propias, X, y Xnk, no se llega exactamente a la expresién de
la Observacién 1.2.4, para lo cual habria que considerar solamente o bien X,; o bien X,x.
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Asi, para determinar las constantes a partir de las condiciones iniciales del problema, se va a dividir en
dos subproblemas P; y P» cuya diferencia radicara en las condiciones iniciales. Definimos el problema
Py como aquel con posicién inicial F(r,0) y velocidad inicial nula. Asimismo P, tendrd posicién inicial
nula, mientras que su velocidad inicial vendrd dada por G(r,0), siendo estas condiciones iniciales las del
problema inicial. Debido a la linealidad de la ecuacién de ondas, la solucién del problema (2.2.1) se puede
descomponer como la suma de las soluciones de P; y Ps. Es decir, llamando U; y Us a las soluciones de
P y P» respectivamente, se tiene que:

U(r,0,t) = Uy (r,0,t) + Us(r,0,1). (2.2.20)

Empezando por P, el cual tiene velocidad inicial nula, a partir de la expresion (2.2.19) se tiene f, =0
y podemos tomar e, = 1 sin pérdida de generalidad. Asi,

(r,0,t) Z Z In (nnk > [ glk) cos (nf) + bgllk) sin (n@)} cos (cqgkt)

n=0 k=1 0

donde ank y bV i Son las constantes a determinar usando la condicién inicial F(r,#) y la ortogonalidad
de las funciones propias.

Por tanto, partimos de la condicién inicial no nula del problema P;:

ZZJ <””’“R > { Euc) cos (nf) + b(ksm(nﬁ) .

n=0 k=1

Se va a introducir solamente el procedimiento para obtener aflk) ,

obtener a( ) para unos ciertos n € NU{0} y k € N fijos, en primer lugar se multiplica a ambos lados por
la funcién propla Xnk(r,0) = Jy (Marr/Ro) cos(nf) con peso w(r) = r. Posteriormente, se integra en el
dominio Q = B(0, Ry) C R? y debido a la ya mencionada ortogonalidad de las funciones propias, todas
las integrales se anulan salvo las correspondientes con los indices n y k. Se llega a la expresion:

ya que para bV i €s andlogo. Asi, para

Ry ™ Ry ™
/ / F(r,0)X,k(r,0)rdrd = aillk) / X2, (r,0)rdrdd. (2.2.21)
0 -7 0 -7

Realizando las integrales del lado derecho de la igualdad anterior utilizando el resultado (2.2.16), se

obtienen los coeficientes a( ).

Ro s
al}) = 2 / / F(r,0)J ( r >
22 )Ty | Mk —— | cos(nf)rdrdd conn >0,k > 1.
e = WR3J721+1(77nk) 0 —n Ry

Notemos que para n = 0 el término 2 del numerador no aparece, segin se distingui6é en (2.2.16). De
manera analoga para by i bero utilizando la funcién propia X,k (r,0) la cual tiene el término sin(nf):

1 ) Ry pm r )
bik) = 7T-R(2)Jn2+1("]nk)/0 [ﬁ F(r,0)J, <77nkRO) sin(nf)rdrdd con n,k > 1.

Se obtiene la solucién Uy del problema Pi:

o (1)
Ui(r,0,t) = %’“ Jo (nok}; ) cos (czgkt) +
. 0

g{i (nnk ) [ W cos (nf) + bV sin (na)] cos (8};’%)

(2.2.22)

0

donde se ha separado el sumando con n = 0 por el factor 2 comentado anteriormente.
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Con respecto al problema Ps, su posicién inicial es nula asi que tomamos e, =0y f,x = 1 en la expresion

(2.2.19). Nuevamente hallamos los coeficientes correspondientes, en este caso denotados por agk) y bfk) ,

de la solucién Us(r, 0,t) a partir de su condicidén inicial no nula G(r, 6):

r

G(r,0) = Z {czgtﬂ In (nnk Ro) [afk) cos (nf) + bfk) sin (nd)

El procedimiento es similar al efectuado para el problema P; para la condicién inicial G(r, ) en vez de

F(r,0). Se obtienen los coeficientes afk) y bfk) :

o Ry 2 /RO /7r G(r,0)J, (77 " ) cos(nf)rdrdd conn>0,k>1
= 9 n nk 5 = Y, =
nk Clink WR3J72L+1 (777Lk) 0 -7 Ry
R 2 R() ™
fk) - -0 s / G(r,0)J, (nnk r) sin(nf)rdrdd con n,k >1
Clink TRGSy 4 (k) Jo - J—x Ro

donde {n,x }ren denotan los ceros positivos de la funcién de Bessel J,, y por tanto, son no nulos. Asimismo
el término Ry /cnyy resulta de derivar U(r, 6,t) con respecto al tiempo para utilizar la condicién inicial
G(r,0). En consecuencia, la solucién Us es:

= a r .
Us(r,0,t) = Z OTkJo (nok-RO> sin (c?t) +

k=1 0
io: i J o (2) (2) : T
n | Ty a,; cos (nf) + b, sin(nf) | sin | c—==t |.
n=1k=1 Ro Ro

. 2 <
donde nuevamente se muestran los coeficientes a(()k) por separado. Con U; y Uz, obtenemos la soluciéon

del problema (2.2.1) como la superposicién de ambas, segin se vio en la ecuacién (2.2.20).

Por 1ltimo, vamos a estudiar los modos de vibracién de la membrana circular, los cuales vienen dados por
las funciones propias X, (r,0) y X, (r,6). Citamos como referencia [13], entre otras. Como ya senalamos
anteriormente, las funciones son las soluciones del problema espectral presentado en (1.1.6), en este caso
escrito en coordenadas polares {r,0} y con Q = B(0, Ry). Para ello fijamos n € NU {0}, k € N y nos
centramos en su correspondiente modo de vibracion.

Para hallar los nodos, es decir los puntos cuya oscilacién es nula, igualamos a cero el modo de vibracién
para hallar los valores de r y 6 que la anulan. Empezando por los valores de 6 que cumplen X,,x(r,0) = 0,
tomamos solamente como funcién angular cos(nf) ya que para el seno las raices simplemente estén
desfasadas 7/2. Asi, se tiene que
20+ 1)m

2n
y debido al dominio de 8 € [—7, 7), solo habréd 2n soluciones. Es decir, 2n dngulos o direcciones donde la
membrana no vibrard, lo cual equivale a n didmetros.

9:

En cuanto a la parte radial se debe cumplir J, (n,,x7r/R) = 0. Teniendo en cuenta que los ceros de la
funcién J,, se denotan como 7,1 < Mp2 < ... < Nnk < Ny, , UNA solucién inmediata es tomar r = Ry
pero no es la tnica. Por ejemplo, también se cumple para el radio ry:

ry = @Ro va que J, (nnknano) = Jn(n1) = 0.
Mnk Ro nnk

Este razonamiento nos lleva a pensar que podemos tomar radios similares al anterior con otros ceros de

Jn, en lugar de 7n,1. Sin embargo, la restriccién del dominio r € (0, Rp) implica que debemos tomar los

primeros k-ésimos ceros de J,. Asi, los nodos son:

o link! Ry conk' <k
Nnk
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y por tanto habrd k& — 1 circunferencias concéntricas de valor 1, < Ry que actuardn como nodos. En
conclusion, el modo de vibracién (n, k) tendrd n didmetros y k — 1 circunferencias concéntricas que no
oscilaran.

Por tltimo, cabe mencionar el sentido fisico de los valores propios An; = 12, /R%. El modo de vibracién
(n, k) tendrd una velocidad y una frecuencia de vibracién wyk y Vni respectivamente, dadas por:

- Clink
=
n RO
v o Wnk o Clink
3 — =
" 2w 27TRQ

y a medida que aumenta k, el valor propio A, hace lo propio debido a que el conjunto de ceros positivos
de Jn, {Nnk }ren, es una sucesion creciente. Por consiguiente, los modos vibrardn a més velocidad a medida
que k aumenta.

Membrana con simetria

Una vez estudiado la membrana circular, ahora nos centraremos en un caso particular pero muy recu-
rrente, donde tanto las condiciones iniciales como la funcién incégnita son independientes del dngulo 6.
Se ha realizado esta distincién debido a que esta situacién donde las soluciones no dependen del angulo
es bastante frecuente dentro de las aplicaciones del problema de vibraciones en el campo de la fisica.

Asi, las condiciones iniciales del problema (2.2.1) son en esta ocasién:
U(r,0,0) = F(r) sire€0,Rp), 0 €[—m,m), (2.2.23)

Ue(r,0,0) = G(r) sir €0,Ry), 0 € [-m, 7). (2.2.24)

Partiendo de la solucién del problema no simétrico (2.2.19) y utilizando la primera condicién inicial
(2.2.23), se tiene:

F(r)=U(r,0,0) Z Z enkJn (nnk ) {an cos (nf) + by, sin (n@)} (2.2.25)

n=0 k=1

y haciendo uso de la segunda condicién inicial (2.2.24):

G(r) = Uy(r,0,0) ZZ { ""’“} Fardn <nnk ) [an cos (nf) + by, sin (ne)] (2.2.26)

n=0 k=1

Como la parte izquierda tanto de (2.2.25) y (2.2.26) solo dependen del radio, la parte derecha de cada
ecuacién debe cumplirlo también. Es decir, el factor angular [a,, sin (nf) + b, cos (nf)] debe ser constante
para todo 8 € [—m, 7), lo cual solo es posible si n = 0.

Por otro lado, si las condiciones iniciales son independientes del angulo 6, cabe esperar que esta condicién
se conserva con el tiempo y la solucién tampoco depende del dngulo 6 para t > 0. Esto significa que en
este caso se buscan soluciones de la forma, escribiendo U(r,t) en lugar de U(r, 0, t):

= i Jo (nk F;) {ek coS (cROt> + fi sin (cg;t)] (2.2.27)
k=1

donde se ha tomado ag = 1 y el resto de constantes a,, b, nulos de la expresién (2.2.19). Las constantes
a hallar, ey y fk, se obtienen considerando n = 0 en la ecuacién (2.2.21) y simplificando las integrales en

0:
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y procederemos a obtenerlas directamente, sin dividir el problema como en el caso sin simetria. Denotando
{nk}ren a los ceros positivos de la funcién de Bessel Jy, las expresiones (2.2.25) y (2.2.26) se reducen a:

2 Ro T
ey = ————5 F(r)J — | rdr con k>1, 2.2.28
= e |, PO () . (2229
RO 2 Ro ( r )
= — G(r)J, — | rdr con k > 1. 2.2.29
e cenk (RoJ1(ni))? Jo (r)Jo " Ro - ( )

Una vez estudiadas las vibraciones de la membrana circular, a continuacion se van a resolver dos ejemplos.
En el primero se ha estudiado el caso simétrico recién visto, donde las vibraciones de la membrana
son independientes del angulo, mientras que en el segundo ejemplo se han tratado las vibraciones con
dependencia en el angulo 6.

Ejemplo 2.2.1 Sea la membrana con radio unidad Ry = 1, posicion inicial F(r) = (1 —1r%)? y velocidad
inicial G(r) = 5 Jo(nsr) siendo Jo(r) la funcion de Bessel de primera especie y orden cero y n; el sépti-
mo cero positico de dicha funcidn de Bessel Jo(r). Como se ha visto, la solucion en el caso simétrico es
(2.2.27), siendo ahora Ry =1 y {nk}ren los ceros positivos de la funcion de Bessel Jo(r).

Los coeficientes ey se obtienen a partir de la expresion (2.2.28) con F(r) = (1 —r?)2, es decir:

2 /1 212
ey = ——c 1 —7r*)*Jo(ngr)rdr, con k € N.
Gl Jo 177
Utilizando las férmulas de recurrencia de las funciones de Bessel vistas en la expresion (1.3.3), se llega
a:
16J.
ey = 337(%)2 con k> 1.
me(J1(nk))

En cuanto a fi, utilizando la Proposicion 1.53.5 se tiene que fr, =0 si k # 7. Con la ecuacion (2.2.29) y

k =17 se tiene:
_2:5m (L(m)? _ 5w

Cop(him)? 2 e
Y la solucion del Ejemplo 2.2.1 viene dada por:

o0

b : 1675 (1)
U(r,t) = %Jo(mr) sin (enzt) + ; m%(nkﬂ cos(cnyt). (2.2.30)

En la Figura 2.2a se ha representado grdficamente la solucion analitica (2.2.30) en el instante t = 5 s
y con ¢ = 1. De manera adicional, se ha resuelto el ejemplo de manera numérica mediante la Toolbox
PDETool de Matlab y se ha representado el mismo instante t = 5 s en la Figura 2.2b con el fin de
poder comparar la solucion obtenida mediante ambos métodos. De manera andloga al Ejemplo 2.1.1, se
ha representado el movimiento de la membrana en un intervalo de tiempo. Sus oscilaciones se encuentran
en el archivo membrana_sim. gif.
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Ui
I

u(z,y,5)

(a) Solucién analitica. (b) Solucién numérica.

Figura 2.2: Representaciones gréficas de las soluciones analiticas y numéricas del Ejemplo 2.2.1 para el
instante t =5 s.

Ejemplo 2.2.2 (Membrana no simétrica) Sea la membrana con radio unidad Ry = 1, posicion
inicial F(r,0) = Ji(m7r)cos@ y velocidad inicial G(r,0) = 0, es decir, partiendo del reposo. En este
caso, el ejemplo se corresponde con el problema Py cuya solucidn es (2.2.22) y al ser la posicidn inicial

U(r,0,0) = Ji(n1,17) cos @ una funcidn propia resulta inmediato ver que la unica constante no nula serd
(1)

a, 1 =1 y en consecuencia la solucion del ejemplo del problema no simétrico es:

U(r,0,t) = Ji(n117) cos 0 cos(eny 1t). (2.2.31)

Nuevamente se han representado la solucién analitica (2.2.31) y numérica en la Figura 2.3 para t = 5
sy c=1. Se observa la dependencia del término cos@ pues la membrana vibra de forma distinta para

puntos que equidistan del origen. Iqualmente, las oscilaciones de esta solucion se encuentran en el archivo
membrana_NOsim. gif.

it

i

m","nm"#,',‘,\?.‘";'w
i
i

u(z, y,5)
(i ,5)

(a) Solucién analitica. (b) Solucién numérica

Figura 2.3: Representaciones graficas de las soluciones analiticas y numéricas del Ejemplo 2.2.2 para el
instante t = 5 s.
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2.3. Vibraciones de un anillo circular homogéneo

En esta seccién se va a estudiar otro problema de vibraciones bidimensional en un dominio diferente,
un anillo circular con radio de la circunferencia interior R; > 0 y radio de la circunferencia exterior Rs;
0 < Ry < Ry. Como referencias incluimos [13].

La formulacion matematica del problema es similar al problema de vibraciones de membrana circular
(2.2.1), siendo ahora el dominio Q@ = B(0, R2) \ B(0, R1) y las condiciones de contorno correspondientes
al cambio de frontera 9f2. El problema es:

0,t r agat 70at .
% = U, (r,0,t) + U (Tr ) | U"a(; ) dire (R1,Ry),0 € [-m,7), t >0,
U(Ry,60,t) = U(Ry,0,t) = 0 i0c[—m ), t>0,
(B1,0,t) = U(Ry,0,1) si6 € [-m,7) (2.3.1)
U(r,0,0) = F(r,0) sir € (Ry,Ra), 0 € [—m, ),
Ui(r,0,0) = G(r,0) sir € (R1,R2), 0 € [—m, ).

Debido a la geometria del nuevo dominio, al buscar soluciones mediante separacion de variables U (r, 0, t) =
R(r)©(0)T'(t), solamente se verd afectada la resolucién en la funcién radial R(r) con respecto al estudio
de la membrana circular. Ahora, en lugar del problema (2.2.4), se tiene que las funciones propias R(r)
verifican:

{ P2R(r) + 1R (r) + (W2 = n?)R(r) =0 sir € (R, Ra), (23.2)

R(Ry) = R(Rs) = 0.

La solucién general de la ecuacién diferencial se ha visto con anterioridad (ver (2.2.11)):
Ry (r) = dpJn(VAF) + €, Y, (VAF), con dp, e, € R, n e NU{0}.

Sin embargo, en esta ocasion no descartamos como soluciones a las funciones de Bessel de segunda especie
Y,.(r), debido a que su divergencia cuando r tiende a 0 no se encuentra en el dominio actual. Asi, las
condiciones de contorno son:

dpJn(VARY) + €, Yn(VARY)

=0, (2.3.3)
dan(\/XR2) + enYn(\/XRQ) = 07

las cuales forman un sistema lineal homogéneo de dos ecuaciones con dos incégnitas. Como buscamos
soluciones distintas de la trivial, tomamos el determinante del sistema nulo, para asi obtener infinitas
soluciones d,, y e, y no unicamente las soluciones d,, = e,, = 0:

F,(VA) = Jo (VAR Y, (VARy) — J (VAR Y, (VARy) = 0. (2.3.5)

Se llega a una ecuacién trascendente F,(v/A) = 0 con n € NU {0} que es producto y combinacién de
funciones de Bessel. Se puede probar que esta funcién tiene un conjunto numerable de ceros positivos,
de manera similar a J, e Y,. Un ejemplo concreto de esta funcién se puede observar en la Figura 2.4,
apreciandose un caracter semejante a dichas funciones de Bessel.

Para cada n € N, denotamos por v/ A,r = Nk con k € N los ceros positivos de Fn(\ﬁ) = 0. Ahora
podemos obtener los valores d,, y e, tanto de (2.3.3) como de (2.3.4), tomando por ejemplo:

dn = Yn(nnle) y én= _Jn(nnle)-

Asi, obtenemos soluciones para el problema radial (2.3.2) de la forma:

Rnk(r) = Yn(nnle)Jn(nnkr) — Jn(nnle)Yn(nnkT) sire (Rl, RQ), (236)

salvo constante multiplicativa.
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Figura 2.4: Ecuacién (2.3.5) correspondiente an =2, ¢ =1, =4, Ry =1y Ry = 3.

En consecuencia, tenemos que los valores 1,5 = v/Ank, ceros de Fn(\ﬁ) = 0, son los valores propios
de (1.1.6) para el caso Q = B(0, Ry) \ B(0, R;) C R2. Ademss, las correspondientes funciones propias,
escritas en coordenadas polares, vienen dadas por el producto de las nuevas funciones radiales R, (r) y
las angulares ©,,(0), es decir:

Xnk(r,0) = Rpg(r) cos(nd) conn >0,k >1,

Xok(r,0) = Ryp(r)sin(nf) con n,k > 1

Por un resultado similar a la Proposicién 1.3.5, tenemos que las funciones radiales R,,x(r) son ortogonales
en (R, Rz) con peso w(r) = r y utilizando (2.2.7)-(2.2.9), es facil ver la ortogonalidad de las funciones
propias {X,x} y {Xnk}. En particular se tiene:

Tlpr sin=m#0, k=1,

Ro T
/ Xnk(r,) X (r,0)rdrdd = ¢ 27Ly,,  sin=m=0,k=1, (2.3.7)
Rl —T
0 en otro caso,
Ry 1 _ . Tlpr sin=m, k=1,
/ / Kk (1, 0) Kot (1, 0)rdrdt) = (2.3.8)
R, J—=x 0 en otro caso,
R2 ™ -
/ Xk (r,0) X (r,0)rdrdd =0 Vn, m, k, 1 (2.3.9)
Ry J-—
Ro2
donde L, se corresponde el resultado de la integral radial L, = Rikrdr, la cual se puede encontrar
R
en [13] y su valor es: 1
Ro
r? , , 2
Lok = | 5 (Yo R) T (1okt) = T (e B) Y, (ar) )| (2.3.10)
Ry

De manera similar al caso de la membrana, la solucién de (2.3.1) se puede escribir como U = Uy + Us,
donde U es dicho problema con condiciones iniciales F'(r, ) y velocidad inicial nula, y andlogamente Us
tiene posicién inicial nula y velocidad inicial G(r, ).

Utilizando el procedimiento visto para la membrana con las nuevas funciones R, (r) y utilizando la

27



ortogonalidad (2.3.7)-(2.3.9), se tiene Uy:

< @

(r,0,t) Z o Ry (1) cos (enoxt) + Z ZR"’“ [ a,,, cos (nf) —i—b(k)sm (n0) | cos (enpit), (2.3.11)
n=1k=1
donde
ank / F(r,0) Ry, (r) cos(nf)rdrdf (2.3.12)
WLnk .
y

nk = / /_7r 7,0) Ry, (r) sin(nf)rdrdo.

ﬂLnk

Por otro lado, la expresion de Us es

(r,0,t) i —2% Ro (1) sin (enoxt) + i i [ a,, cos (nd) + bnk sin (nf)| sin (ennit), (2.3.13)
k=1 n=1k=1
con
afk) = - / i G (r,0) Ry (1) cos(n)rdrdd
y
bfk) = e / ! G (r,0) Ry, (1) sin(n@)rdrd6.

Por dltimo y como comentario, notar que si consideramos en este dominio el caso simétrico como en la
membrana circular, ocurre algo similar. La no dependencia del dngulo € implica que n = 0 para que el
factor angular sea constante, tal y como ocurria en la membrana. Por tanto, tendriamos solamente como
funciones radiales Rgy y como valores propios A\; que anulan (2.3.5) para n = 0.

Una vez estudiadas las vibraciones de un anillo circular, se va a resolver un ejemplo del mismo.

Ejemplo 2.3.1 Sea el anillo de radios Ry = 1, Ry = 2, con posicio'n inicial F(r,0) = r(r*—5r2+4)sin(f)

y velocidad inicial nula. Debido a esto ultimo, los coeficientes ank y b i son nulos y la solucidn serd de
@a )

la forma de Uy, donde solamente debemos hallar a,,

a )

Y bgﬂc) Por otro lado, como F(r,0) es proporcional

a sin(0), los coeficientes a,,; son a su vez cero por la ortogonalidad de las funciones cos(nf) y sin(nf)

1)

vista en (2.2.9). Esto szgmﬁca que solo debemos hallar las constantes b, pero al valernos nuevamente
del término sin@ de F(r,0), las dnicas constantes no nulas son aquellas con n = 1. Como la expresion

de bg,g viene dada por (2.3.12) para las funciones propias sin(nf), para n =1 serd:

p 1

2
w=-[ r(r* = 5r* + 4)Ryx(r)rdr
Ly

donde se ha sustituido el valor de la integral angular f:r sin2(9)d9 = 7. El valor Lyj, se corresponde con
(2.3.10) para n =1 y los valores de Ry = 1, Ra = 2. Por otro lado, la funcion Ry (r) es en este caso:

Rip(r) = Yi(mr)J1(mer) — J1(mx) Yi(nier).

Para resolver la integral anterior se hace uso de las férmulas de recurrencia de las funciones de Bessel,
tanto de primera como de sequnda especie, vistas en la Proposicion 1.3.4. Como la funcion Rik(r) es una
combinacidn lineal de Jp(mgr) y Yn(mer), las férmulas de recurrencia se pueden aplicar a dicha funcion
y se obtiene un valor de la integral radial, denotada Iy :

2

2
L, = / r(r* = 512 + )Ry (r)rdr = |8r* Ry (r) — (4r* = 10)r® Ry, (r)
1
1
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denotando por R, (r) a las sucesivas funciones obtenidas mediante las formulas de recurrencia a partir
de le.'

R (r) = Yi(mug) Jn () — J1(01g) Yo (0187).

Cabe observar la diferencia de esta funcién con Ry (r), pues el subindice n no afecta a todos los términos.

Ast, se obtiene un valor de los coeficientes b&) :

Ik
by _
I

y como estamos ante un caso del problema Uy, a partir de la solucion (2.3.11), la solucién del Ejemplo
2.3.1 es:

U(r,0,t) Zb Ryj(r)sin (0) cos (enixt) (2.3.14)
siendo {mk }ren las raices positivas de (2.3.5) para n = 1. Nuevamente se ha representado la solucidn

anterior y la solucion obtenida numéricamente. Las oscilaciones se pueden observar en el archivo ani-
llo_movie. gif.

u(z,y,5)

u(z,y,5)
°

o

e >
S T
! \/ = A 4
2 2

(a) Solucién analitica. (b) Solucién numérica

Figura 2.5: Representaciones gréficas de las soluciones analiticas y numéricas del Ejemplo 2.3.1 para el
instante t =5 s.

2.4. Vibraciones de una esfera homogénea

Por tdltimo, se va a estudiar un caso tridimensional de la ecuacién de ondas, donde el medio propagador
de ondas en esta ocasion sera una esfera homogénea de radio Ry. De manera similar al caso bidimensional,
si ahora el dominio es una esfera, Q = B(0, Ry) C R?, es conveniente realizar un cambio de variable a
coordenadas esféricas {r, 0, ¢}, segin:

x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin ¢
z=rcosf

donde r € [0,Ry), 0 € [0,7], & € [0,27]. Al igual que con las coordenadas polares, la expresién del
laplaciano se ve afectado por este cambio a coordenadas esféricas. Se puede encontrar por ejemplo en [11]
y para una funcién U(r, 8, ¢) es:

19 (,0U 1 9 oU 10U
7277 . 2 - -
Alrgg = VU = r2 Or (r 67") N r2sin @ 96 (Sm€89> * r2sin” § O¢p?
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el cual desarrollando las derivadas se expresa también como:

0’U 20U 1 0%°U  cotfoU 1 0%U
AUy =V3U= -~ +- 4 -~ 42— 4~ —

ro¢ or? + r or * r2 962 * r2 00 + r2sin? @ 0¢2
Por tanto, el problema tridimensional consiste en hallar la funcién U(r, 8, ¢, t) que describa las vibraciones
de una esfera sujeta en el borde a partir de su posicién y velocidad iniciales. Su formulacién matemética
es:

W:AUT% sir € [0,Ro),0 € [0,7],¢ € [0,2n), t >0,

U(Ro.0,¢.t) =0 516 € [0,7],6 € [0,2m), ¢>0, (2.4.1)
U(r,6,6,0) = F(r,0,¢) sir € [0, Ro),6 € [0,7], ¢ € [0,2m),

Ui(r,0,,0) = G(r,0,¢) sir € [0, Ro),0 € (0,7, € [0,27)

donde F(r,0,¢) y G(r, 0, ) son funciones conocidas. Una vez mds aplicamos separacién de variables para
buscar soluciones de la forma U(r, 0, ¢,t) = R(r)O(6) ®(¢)T'(t) . Sustituyendo en la ecuacién de ondas y
dividiendo entre U(r, 0, ¢,t) se obtiene
177@) 2R(r)  R'(r)  cotf©'(0) 160"(0) 1 (¢
2 T({t) rR(r) R r2 00) 12 00) r2sin?0 ®(¢)

Tomando la expresién de la parte derecha, podemos separar la variable r multiplicando por 72, hallando:

=-\

2rR'(r)  r?R"(r) o’'(9) B e () 1 ()

Ar? = —cot 6 — = p. 2.4.2
Re) R T g6 T em)  snte a(g) M (2:4.2)

Y se puede obtener la ecuacién diferencial que verifica R(r), la cual es:
r?R"(r) +2rR'(r) + (M2 — w)R(r) =0 sir € [0, Ro). (2.4.3)

Volviendo a la expresién (2.4.2), se opera la parte de la derecha multiplicando por sin? 6:

L 0'(0) 5, 0"(0) L2 2" (¢)
cos 0 sin 6 + sin”“ 0 4+ psin“ 0 = — =
6(0) o " (9)
La ecuacién en ®(¢) es sencilla de obtener:
"(¢) +7P(¢) =0  sige0,2m), (2.4.4)

mientras que para la variable 0 se llega a la siguiente ecuacién:
sin? 00" (0) + cos 0sin 0O’ (A) + (usin? 6 — 7)O(0) =0

o de manera equivalente dividiendo entre sin? 6:

0" (0) + cot 0O/ (0) + (u S— ) 00)=0  sifelon]. (2.4.5)

sin? @
Por ultimo, la ecuacién diferencial que verifica T'(t) es:
T (t) + \*T(t) =0 sit>0

y nuevamente resolvemos cada variable por separado.
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Resolucién para ®(¢)

La ecuacién (2.4.4) ya ha aparecido en la resolucién la membrana circular, en (2.2.5). Al representar
la variable ¢ el dngulo de colatitud en coordenadas esféricas, cumple las condiciones de periocidad. Los
valores propios son 7, = n? y sus correspondientes funciones angulares ®,, son:

D, (¢) = ay, cos(nd) + by, sin(ne) si ¢ € [0, 2m),

con an,b, € R,n € NU{0}.

Resolucién para O(6)

Sustituyendo el valor 7,, = n? en la ecuacién (2.4.5), se llega a:

n2

sin? 0

0" (6) + cot 0O (0) + (u - ) ) =0, sifelo,n,

conocida como la ecuacién asociada de Legendre para la variable 6, vista en (1.3.11). Como se vio en la
Seccién 1.3, tiene soluciones regulares cos @ € [—1,1], siy s6lo si u =1(l+1), con 0 < n <!y tiene como
soluciones acotadas a las funciones asociadas de Legendre P/, obteniendo:

©n1(0) = P*(cos ) si 6 €0, ],

conn € NU{0}, 1> n.

Resolucién para R(r)

Sustituyendo los valores de p = I(I+1) en la ecuacién (2.4.3) se obtiene una ecuacién similar a la ecuacién
de Bessel vista en el problema de la membrana circular:

r*R'(r) 4+ 2rR (r) + [M? = I(l+ 1)]R(r) =0  sir € [0, Ry).
Esta ecuacién se puede reducir a la ecuacién de Bessel esférica mediante el cambio de variable s = v/Ar:

s?R"(s) +2sR/(s) + [s* =11+ 1)]R =0

donde R(r) = R(s). Las soluciones son las llamadas funciones esféricas de Bessel de orden [ de primera
y segunda especie j; y yi, que se pueden expresar en funcién de las funciones de Bessel Jj 11,2 ¥ Yi41/2

mediante:
T
\/ %Jz+1/2(5)7 (2.4.6)

™
\/ %Yl+1/2(r)-

Debido a estas relaciones, nuevamente y;(s) diverge en el limite cuando s tiende a 0, por lo que tomamos
como soluciones solamente las funciones esféricas de Bessel de primera especie j;, es decir: R; = jl(\ﬁ\s).

Ji(s)

yi(s)

La ecuacién (2.4.6) implica que, a partir de propiedades que presentan las funciones de Bessel J(r),
se pueden derivar aquellas andlogas las funciones esféricas gracias a esta relacién directa. Ademds, las
expresiones de j; son mads sencillas que las funciones de Bessel, pudiéndose obtener de manera recurrente
a partir de

I .
1d )\ sins
. 1
s)=(—s -] —. 2.4.7
i) = (o (5) 2 (247)
Para hallar los valores propios A, se utiliza la condiciéon de contorno obtenida mediante la separacion de
variables: R(Rg) = 0. Su aplicacién es similar a la efectuada en el caso de la membrana circular, llegando
los siguientes valores y funciones:

2
)\lk = % y le(’l“) = jl (Zéir) sir e [O,Ro),
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conn € NU{0}, 1> n, k € N. Aqui, {mx}ren es el conjunto de ceros positivos de la funcién esférica de
Bessel j;, el cual nuevamente es un conjunto numerable.

Notemos que A;, son los valores propios del problema (1.1.3) para 2 = B(0,Ry) C R3. Las funcio-
nes propias de dicho problema en coordenadas esféricas son el producto de las funciones espaciales
ank(’l“, 9, ¢) = le(r)@nl(H)(I)n(@, de la forma:

Xk (r,0,0) = j; (7]7%”67“) P/*(cosf) cos(ng) conneNU{0},l>nykeN,
0

Xk (r,0,0) = ji (?r) P*(cosf)sin(ng) conneN,I>nykeN
0
De manera similar, veremos que funciones propias {X,x} y {ank} son ortogonales. En primer lugar,

para las funciones ®(¢) se ha visto anteriormente en el caso la membrana, recogidas en (2.2.7)-(2.2.9)
para la variable ¢. En cuanto a las funciones de Bessel esféricas, se tiene la siguiente identidad:

-2
i1 (k) .
0 : RO ! Ro

0 en otro caso,

la cual se puede obtener a partir de la ortogonalidad de las funciones de Bessel J,, y la expresion (2.4.6).
Por tltimo, la ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre P;*(cosf) para 2 funciones con n
fijo, se vio en la Proposicién 1.3.7 y se denota por C}'. Juntando estos tres resultados, es sencillo ver que
se cumple:

-2
B , wOﬁRé% sin=n'£0,0=0k=F
0 s U
2 . _
/O /0 /0 ank(’l”, 9, (;S)Xn/l/k/(r, 9, (;5)7’ Sin 9d¢d0dr = ﬂ_OlnRg jl2+1(771k) sin= n/ — O,Z — l/, k — k/
0 en otro caso,
(2.4.8)
-2
Ro Top2m N n p3 ]l-‘rl(nlk) . ISy I 7 I
/ / / ank(’r7 67 ¢)Xn’l’k/(ra 97 QZS)T’Q sin 9d¢d0d7’ = T‘-Cl RO 2 stn=n ,l =1 ’k =k ’
0 0Jo 0 en otro caso,
(2.4.9)
Ro T 27 N
/0 /0 /0 ank(r,G,QS)anl/k/(r,0,¢))r2 sin0dodfdr =0 VYn,n', LU, kK. (2.4.10)

Una vez descrita la ortogonalidad de las funciones propias X,,;x y X, obtenemos la expresion de la funcién
T(t).

Resolucion para T'(t)

Con los valores de A\ obtenidos, la ecuacién diferencial a resolver es:

2
T"(t) + (J;é’;) T(t)=0 sit>0,

la cual ya ha aparecido en anteriores problemas. Sus soluciones son:

T (t) = ek cos (cmkt> + fix sin <cmkt> sit>0, e, fix € R.
R() R()
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Solucion final

Agrupando las diferentes funciones obtenidas, las soluciones bésicas son:

Un,l,k(ra 05 ¢7 t) - le (T)enl (e)q)n(¢)ﬂk(t) ==

Ji (1]7%1; ) P/*(cos0) |fln cos(n@) + by, sin(ncb)] lezk cos (c%t) + fuk sin (C;Zl;t)] :

De igual manera, buscamos como solucién una superposicion de estas soluciones basicas:

U(r,0,¢,t) = Z g1 <Ro ) P/*(cos ) [an cos(ng) + by, sin(nqﬁ)} {elk cos (crll%o ) + fik sin (cglgtﬂ,

n,l,k

conneNU{0},l>nykeN.

Las constantes se hallan a partir de las condiciones iniciales F(r,0,¢) y G(r,0, ), siguiendo una idea
semejante a los casos bidimensionales de la membrana y anillo circulares. Se divide el problema (2.4.1)
en dos subproblemas. El primero, cuya solucién denotamos por Uy, tiene con posicién inicial F(r, 6, @)
y parte desde el reposo, y el segundo, con solucién Us, tiene posicién inicial nula y velocidad inicial
G(r,0,¢). La expresion de U; es:

Ui(r,0,0,t) = Z Ji (771 ) P[*(cos ) cos (c;]%”; t> l Sl;c cos(ng) + b ksm(n(b)

Ry
n,l,k

Para hallar, por ejemplo, los coeficientes bflll)k, utilizamos la condicién inigial F(r,0,¢) = Ui(r,0,¢,0) y
para unos n,l, k fijos, se multiplica a ambos lados por la funcién propia X,k (7,0, ) con peso w(r,0) =

r? sin §. Haciendo uso de las expresiones (2.4.8)-(2.4.10), se llega a:

Ry 27
it = [ Eeeen ()
b (r,0 P*(cos0) sin(ng)r” sin 8drdod 2.4.11
nlk — ,ﬂ.On R031+1 ) SOt 7 ( ) sin( ¢) ¢. ( )

De manera similar con la funcién propia X,,;x, se obtienen los coeficientes ale)k:

Ro T 2
@ 1 2 / / / ) (Wlk ) " 5 .
a,h = — F(r,0, —1 | P*(cos ) cos(ng)r- sin Odrdfd 2.4.12
kT O REG2 L (k) o Jo (r,0,0)ji AL (cos ) cos(ng) o )

y siguiendo un argumento similar al efectuado en ejemplos anteriores, cuando n = 0 los coeficientes aé”)c
no presentan el factor 2 en el numerador.

Con respecto a la solucién Us, ésta es de la forma:

Us(r,0,¢,t) = Z Ji (Ro ) P (cos ) cos <c1]7%”; t) l flllk cos(ne) + bnlk sin(ng) | .

n,l,k

con coeficientes, obtenidos de manera anéloga a (2.4.12) y (2.4.11):

Ro 27
) _ RO 1 / / G(r,0 ( ) P*(cos 0) cos(ng)r sin Odrdfd 2.4.13
nlk — Mk 71-0 Rojl+1 M) , O)J1 1 ( ) ( ¢) ¢ (2.4.13)
y
Ro T 2T
2 & L 7/ / G(r,0 j (mkr) P (cos 0) sin(ng)r? sin Odrdd
nlk Mk ,R.Cln R(?ij12+1(771k) 0 ( ) 7¢)jl RO l ( ) ( ¢) Cb

El factor —— se ha obtenido al derivar la funcién solucién con respecto al tiempo.
CMik
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Como comentario respecto al peso w(r, ) = 72 sin §, se obtiene a partir de las funciones esféricas de Bessel
y los polinomios asociados de Legendre. Mientras que los primeros son ortogonales respecto al peso 72, los
segundos lo son respecto al peso sin . Sin embargo, este peso w(r,#) también puede interpretarse como
el determinante de la matriz jacobiana como resultado del cambio de variable a coordenadas esféricas. En
los dominios circulares bidimensionales ocurre algo similar con las coordenadas polares, donde el peso era
w(r) = r correspondiente a la ortogonalidad de las funciones de Bessel y coincidente con el determinante
del jacobiano al pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas polares.

Por ltimo, vamos a mostrar un ejemplo de vibraciones de una esfera homogénea.

Ejemplo 2.4.1 Sea la esfera unidad homogénea con posicion inicial F(r,0,¢) nula y velocidad inicial
G(r,0) = (1 —r)(1/3 4+ 2cosb).

Por un lado, F(r,0,¢) =0 asi que el término temporal de U(r, 0, ¢,t) serd sin(cnit) y la solucion vendrd
dada por Us. Esto significa solo hay que obtener los coeficientes afl;c Y bflL Por otro lado, como la ve-
locidad inicial no depende del dngulo ¢, ocurre una situacion similar a la vista en las vibraciones de la
membrana simétrica. Para que la solucion sea independiente del dngulo ¢, las funciones ®(¢p) deben ser
constantes, lo cual solo se logra con n = 0 y por tanto solo se deben obtener los coeficientes correspon-

dientes la funcién propia cos(ng) para n =0, es decir, se debe hallar aé?,)c.

La expresion de estos coeficientes se definid en (2.4.13). En este caso son:

(2) 1 1 2
0lk —

1 T
e e G(r,0)j ) P,(cos 6)r? sin 0drdé 2.4.14
etk ©CP Gty (k) /0 /0 (r,60)j1 (mwr) Pi(cos 0) ( )

2
donde se ha sustituido el valor de la integral en ¢, que para n =0 es / dop = 2.
0

Comenzamos por la integral en el dngulo 6, la cual define los valores del > 0 para los cuales los coeficientes
son no nulos. Para ello integramos la parte de G(r,0) que depende de dicho dngulo, llamando a la integral

Il.'
/1 . L1
I, = 3 +2cosf | Py(cosf)sinbdo = 3 + 2z | P(z)dx
0 -1

mediante el cambio de variable x = cos 0. FEstas integrales I} no estdn relacionados con los coeficientes de
la expresion del polinomio 1/3+ 2x como combinacion de polinomios de Legendre. Al ser el polinomio de
grado 1, se necesitaran 2 polinomios de Legendre: Py(x) =1 y Pi(x) = x, por tanto las unicas integrales
no nulas son para l =0 y 1l =1, siendo sus valores I;—og = 2/3 y I;—1 = 4/3.

. L . 2 2
Es decir, los unicos coeficientes no nulos son, de momento, los de la forma aéo)k Yy a((n)k. Para obtener la

integral radial, distinguimos los casos de | no nulos:

Integral radial [ =0
La integral radial a hallar es

1
I,E,O) = / (1- T)jg(T}OkT)T2d7’
0

siendo {nok }ren los ceros positivos de jo(r). Utilizando la formula de recurrencia (2.4.7) se tiene que
Jo(s) =sins/s, lo cual simplifica la integracion, obteniendo:

7O _ 2 — 2cos(nox) — Mok sin(nox) 2 (1—(=1k)
Eo= 7 = L)
Mok (k)

Obteniendo la expresion final utilizando que {nox }ren son los ceros de jo(s), es decir: nox, = km con k € N.

(2.4.15)
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Integral radial [ =1

La integral en esta ocasion es:
1
I,gl) = / (1 = 7) 71 (ner)ridr
0

. sins coss
con ji(s) = 2

obtiene:

. y {mktren sus ceros positivos. Por tanto, cumplen sin(nix) = n1x cos(nik). Se

2 — 3si 2(1 —
121) _ 2y 3sin(nig) + Mk cos(mg) _ ( 005(771k))_ (2.4.16)

4 3
Mk Mk

: ; (2) (2)
Y en consecuencia ya tenemos los coeficientes ayy. Y G-

Empezando por los primeros, a partir de (2.4.14) para l = 0:

2 1 1 2

a® _ 8(1—(=1)%)
00k = enow, mCY 5% (1o

3c(km)3

o o I”) =
pues j2(nor) = ji(kw) = 1/(kw)%. Ademds se han sustituido C§ = 2, I;_q = 2/3 y la integral radial I,io)
de (2.4.15).

Por otro lado, los coeficientes aé?k valen:

@ 1 1 2
Otk ey, wCY 53 ()

4(1 —
2 Iy I = 41— cos(mr))

i3 (me)niy

sustituyendo CY = 2/3, I,_y = 4/3 y la integral radial I,gl) de (2.4.16). Como se observa, no podemos dar

una expresion igual de sencilla que a((n)k debido a que no se tiene una expresion analitica de los ceros de

J1(r) {mfren-

La solucion final serd

— 8(1 — (=1)k) . _ 4(1 - . .
U(r,0,t) = ;} W;O(n%r) sin(enoxt) + W J1(n1gr) cos O sin(enit).
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Capitulo 3

Vibraciones en medios compuestos

Este capitulo trata sobre modelos mateméticos que describen las vibraciones en medios compuestos por
materiales con distintas caracteristicas fisicas. Asi, entenderemos un medio compuesto como aquel cuer-
po que ocupa un dominio @ C R™ que contiene dos regiones disjuntas Q; y Qs con frontera comiin
entre ellos I' = 99y N 9Ny # 0 una variedad N — 1 dimensional, de manera que Q = int(Q; UQs) v

0Q = (0921 UdQ) \ T'. Por ejemplo, consideramos Q; = B(0, R;) C R?, Qy = B(0, R2) \ B(0, R;) C R? y
I la circunferencia centrada en el origen y radio R;.

Supondremos que cada regién tiene una densidad diferente, dadas por sus respectivas constantes 1/¢? y
1/c3 > 0. Se puede resumir esta heterogeneidad mediante:

1/6% six e Ql,
= 3.0.1
() { 1/c3  six e Q. ( )

Al igual que en el caso homogéneo, consideramos que el medio se encuentra sujeto en el borde y que se
conocen tanto su posicién como velocidad inicial, f(x) y g(x) respectivamente. Como novedad respecto al
caso homogéneo, anadiremos ciertas condiciones de transmisién en la frontera I' comun entre las regiones
Q]_ y Qg.

Asi, consideramos el problema mixto que consiste en buscar una funcién u(x,t) € C?(Q x R) que verifique
la ecuacion de ondas con ciertas constantes relacionadas con las densidades en cada regién y ciertas
condiciones, de manera que describa las vibraciones en un medio compuesto de dos regiones 21 y {22 con
diferentes densidades, dadas mediante (3.0.1). La formulacién matemdtica es:

e(x)up(x,t) = Axu(x,t) sixeQ, t>0, Ec. de Ondas,

u(x,t) =0 six €00, t >0, Condicién de Contorno,

u(x,0) = f(x) six e, Condicién Inicial T, (3.0.2)
ut(x,0) = g(x) six € Q, Condicién Inicial II,

[u(x, )] = [24xD] = ¢ sixel, t>0, Condiciones de Transmisién,

donde n representa el vector normal exterior a I' y los corchetes el salto de la funcién y de la derivada en
I', es decir, entre ambas regiones. Asimismo, f(x) es la posicién inicial y g(x) la velocidad inicial.

El esquema a seguir es similar al efectuado en los problemas homogéneos, pero con algunas diferencias
que describiremos en este capitulo. Al realizar la separacién de variables u(x,t) = X (x)7T'(t), el término
¢(x) se debe introducir en la parte espacial de la separacién de variables, a diferencia del caso homogéneo
donde era indiferente y se colocaba en la ecuacién T'(t). Asi, se llega al problema de valores propios
asociado al problema (3.0.2):
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AX(x) + Ae(x) X (x) =0 six € Q,
X(x)=0 si x € 092, (3.0.3)

(X (x)] = [a)gr(Lx)} =0 sixel.

Una vez definidos el problema de vibraciones en medios compuestos y su problema de valores propios
asociado, se procederd en la Seccién 3.1, de manera andloga al caso homogéneo, a introducir una serie de
resultados necesarios para asegurar la existencia y unicidad de solucién al problema (3.0.2).

3.1. Marco abstracto para un medio compuesto

En esta seccion se enunciaran algunas de las propiedades necesarias para asegurar la existencia y unicidad
de solucién del problema de vibraciones en medios compuestos (3.0.2), de manera similar al efectuado
para el problema de vibraciones homogéneo en la Seccién 1.2. Como referencias incluimos algunas de las
ya mencionadas en el anterior marco abstracto, como [8] 6 [3], y referencias sobre sistemas compuestos
como [10] 6 [9]. Asimismo, se verdn algunos conceptos ideas semejantes a aquellas vistas en el marco
abstracto homogéneo.

Varias definiciones introducidas por primera vez en la Seccién 1.2 aparecen de nuevo, por lo que solamente
se trataran las novedades respecto al marco abstracto para medios homogéneos.

Ahora, tomaremos H = L2(Q), siendo L2(12) el espacio de las funciones L? con peso c(x) y su producto
escalar es:

1 1
(u,v)2(0) = / e(x)uvdx = —2/ uv dx + —2/ uv dx.
‘ Q 1 Ja, €z Ja,
Asimismo, definimos V' = H}(Q2) con su producto escalar usual. De nuevo se tiene V C H con inclusién
densa y compacta. A continuacién hallaremos la formulacién débil del problema (3.0.2), partiendo de la
ecuacién de ondas y multiplicando por una funcién test v € Hg(Q). Integrando en Q:

/c(x)utt(x, tvdx = / Axu(x,t)vdx Vv € Hy(Q), (3.1.1)
Q Q

1 1
— / uy (X, tvdx + — / ug (X, t)vdx = Axu(x, t)vdx + Axu(x,tyvdx Yo € Hy(Q),
€1 Jo, €3 JQ, ol Qs

donde se ha separado la integral izquierda teniendo en cuenta la funcién ¢(x) definida en (3.0.1). Utilizando
la identidad de Green a cada integral del lado derecho, se llega a:

1 1
- / ug (X, v dx + — / ug (X, t)vdx = / v(Vxu(x,t) -n)dS — / Vxu(x,t) Vv dx
1 Joy €3 JQ, oM ol (3.1.2)

+/ v(Vxu(x,t) -n)dS — Vxu(x,t)Vu dx
892 Q2

para todo v € H}(2). Las integrales en los bordes 9Q; y 9Q5 se anulan por dos motivos. El primero se
debe a que v es un elemento de Hi(£2) y por tanto se anula en d€2. Sin embargo, esta condicién no cubre

la frontera entre ambas regiones I' = 9Q; N Q5. El segundo motivo tiene que ver con las condiciones
du(x,t)
on

Matematicamente significa que los vectores normales exteriores n de 2; y {23 apuntan en direcciones
opuestas y en consecuencia, ambas integrales tienen signo opuesto en I', anulandose.

de transmision, donde se enuncié que [ } = 0siz €T, siendo n el vector normal exterior a I

Asi, obtenemos:

1 1
—2/ g (X, v dx + —2/ uge (X, )v dx —|—/ Vyu(x,t)Vodx =0 Yo € H} (). (3.1.3)
€ Jo, €2 Ja, Q
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En este punto, realizamos nuevamente la identificacién entre la funcién incégnita de (3.0.2) con una
funcién undimensional u(-,t) € C([0,Tp]; HE(Q2)) N CL([0,Tp]; L*()). Es decir, para cada t € [0,Tp] la
imagen u(-,t) es un elemento de H{(£2) y su derivada u;(-,¢) es un elemento de L?((2).

Para expresar la ecuacién (3.1.3) en su formulacién débil tomamos como forma bilineal a(-, -)
a(u,v) = / VuVu dx. (3.1.4)
Q

Ahora podemos reescribir la expresién (3.1.3) en términos de la forma bilineal y del producto esca-
lar de L?(Q). Asfi, el problema (3.0.2) en su formulacién débil consiste en hallar una funcién u(-,t) €
C([0, To); HE(Q)) N CL([0, Tp]; L?(2)) tal que, para todo v € HE(9):

d2
(Qu(-,t),v) +a(u(t),v) =0 si0<t<Ty,
dt 12(2)

(3.1.5)
w0 =f,  Su(.0=g

donde f € H}(Q) y g € L3(). El problema de valores propios asociado a (3.1.5) se obtiene de manera
similar al caso homogéneo. Buscando soluciones mediante separacién de variables de la forma u(x,t) =
X (x)T(t), se llega al problema de valores propios — AX = Ae¢(x)X. Escribimos su formulacién débil,
nuevamente multiplicando por una funcién test v € H{ () e integrando en Q:

—/Adex:i2 dex—i—i2 Xvdx Yo € H3(Q) (3.1.6)
Q 1 Joy €3 Ja,

donde se ha divido la integral derecha en las dos regiones. De nuevo haciendo uso de la identidad de
Green, la integral izquierda se convierte en:

A A

/VXVUdX:—2 Xvdx+ 5 | Xvdx Vve Hy(Q) (3.1.7)
Q 1 Jo €3 Ja,

y llegamos a la formulacién débil del problema de valores propios. En efecto, tenemos en el lado izquierdo

a(X,v) definido en (3.1.4) y en el lado derecho el producto escalar en L2(£2) con el valor propio A. Asf el

problema consiste en hallar los A y X € Hg(£2) no nulos para los cuales se cumple:

a(X,v) = MX,v)r2(0) Yo € Hy (). (3.1.8)

Como af(+, ) es una forma bilineal continua y coerciva y se cumplen las hipétesis del Teorema 1.2.1, el cual
garantiza que los valores propios {\,}52 ; forman un conjunto numerable de valores propios que tienden
a oo y que las correspondientes funciones propias {X,,(x)}3%; forman una base ortogonal en L2(f2).

Siguiendo el mismo esquema que la Seccién 1.2 e introduciendo los cambios oportunos, se tienen los
siguientes resultados de existencia y unicudad de solucién del problema (3.1.5) (comparar con Teoremas

1.2.3y 1.2.5).

Teorema 3.1.1 Siu es una solucién del problema (3.1.5), entonces es de la forma:

[ (i X)Lz 1 (X)) .
=2 Gt o (V) + e i (V)| X 619)

Teorema 3.1.2 (Existencia y unicidad) El problema (3.1.5) tiene una tdnica solucion u que depende
unicamente de las condiciones iniciales f y g. Mdas aun, existe una constante C' independiente de f y g
tal que:

lulleqomgsmy @) + ullerqo.mizz) < C1fllay @) + lgllzz@)- (3.1.10)
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A conitnuacién se van a tratar dos problemas de medios compuestos en dominios sencillos. En primer
lugar, un caso unidimensional: una cuerda que se compone de dos regiones con distinta densidad. Poste-
riormente se abordara un caso bidimensional: las vibraciones de una membrana circular formada por dos
regiones concéntricas, igualmente con distinta densidad.

3.2. Vibraciones de una cuerda compuesta

En esta seccion estudiaremos el problema unidimensional sobre vibraciones de una cuerda unidimensional
compuesta de dos materiales de distinta densidad. Problemas de vibraciones unidimensionales similares
se pueden encontrar, por ejemplo, en [8] 6 [10], donde se estudian sistemas con una masa concentrada,
entre ellos el caso unidimensional.

En este caso, hemos considerado € el intervalo (0, L) y como regiones 1 = (0,Lq) y Q2 = (L1, L2), con
0 < Ly, < Ly constantes arbitrarias. Para este ejemplo, las condiciones de transmisién se aplican en la
frontera entre ambas regiones, es decir, en el punto x = L.

La formulacién matemaética del problema consiste en encontrar una funcién que satisfaga la ecuacion
de ondas en cada medio, asi como ciertas condiciones. Como novedad se observan las condiciones de
transmisién, donde se exige que tanto la funcién u(x,t) como la derivada u,(x,t) sean continuas en la
frontera comin de ambas regiones x = L.

D2ug(2,) = Upe (0, 1) si0<x <Ly, t>0,
5 2 (2,1) = Uge (2, 1) si Ly <x < Lg, t>0,
( t) = u(Ly, ) 0 sit >0,
u(z,0) = f(z) si0 < a < Lo, (3.2.1)
ut(x,0) = g(x) si0 <z < Lo,
u(Ly,t) = u(L],t) sit>0,
ue (L7, t) = ug (LT, 1) sit>0

donde f(z)y

g(z) son funciones conocidas.

Buscando por separacién de variables soluciones de la forma u(x,t) = X (z)T(¢) se llega al problema de

valores propios asociado al anterior problema de vibraciones (3.2.1):
X" (x) + Ae(x )X( )=0 sixze€(0,Ls),
X(0) = X(Ls) =
X(Ly) = X(Ly )
X'(Ly) =X ’(LT)

(3.2.2)

Debido al término ¢(z) el cual depende de 1 = (0,L1) o Q2 = (L1, La), se va a resolver cada regién
por separado. Una vez tengamos las expresiones de X (z) en cada regién, aplicaremos las condiciones de
transmisién para obtener las funciones propias.

Para la regién (0, L;) el problema es:

{ X"(x) + A ?X(x) =0 sixze(0,L),

X(0) =0,
cuyas soluciones son de la forma:

X (z) = asin(vVAc] ') six e (0,L) (3.2.3)
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con a € R. Por otro lado, para la regién (L1, La) se tiene el problema:

X"(x) + ey ?X(2) =0 six € (L, Ly),
X(Ly) =0,

con soluciones de la forma:

X () = beos(VAe; ') + dsin(VAe; Lz) six € (Lq, La).
Para hallar los valores de b, d € R aplicamos la condicién de contorno X (Ls) = 0, es decir:
beos(V ey P Ly) + dsin(Vae; 1Ly) =0
para lo cual tomando b = dsin(v/Ae; *Ly) v d = —dcos(v/Ae; Ly) con d € R se obtienen las soluciones

en (L1, L2) de la forma:

X(x) = d|sin(vVAez ' Ly) cos(VAey L) — cos(VAe; L Ly) sin(v e L) six € (L1, La).

Mediante el seno de la diferencia se puede reescribir la expresion anterior de manera mas sencilla:

X(z) = dsin(VAe; ' (Ly — ) six € (L, La). (3.2.4)

Teniendo en cuenta las expresiones (3.2.3) y (3.2.4) y aplicando las condiciones de transmisién se llega a
un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas a y d:

asin(VAe;'Ly) —  dsin(VAe; YLy — L)) =0, (3.2.5)
actcos(VAGT L)+ deytcos(Vaey Y (Lo — L)) = 0. -

Como queremos obtener funciones X (z) distintas de la trivial, debemos encontrar valores de a y d no

nulos. Para ello, el determinante de la matriz de coeficientes del sistema lineal debe ser nulo, obteniendo
una ecuacién trascendente F(v/A) = 0:

F(VA) = ersin(VAcT L) cos(VAey H(Lg — L)) 4 ¢z cos(VAcT Ly ) sin(Vaey (L — L)) = 0. (3.2.6)

Esta ecuacion tiene infinitas raices positivas, lo cual se puede observar realizando la gréfica de la ecuacion,
tomando ciertos valores para las constantes c¢1, ¢2, L1 y Lo como recoge la Figura 3.3. Con dichas raices
positivas, denotadas {v/Ap, }rnen, podemos obtener los valores propios de problema (3.2.2): {A,, }nen-

2

150 |
1 [ - - A
osth A A A

o :

F(V3)

-o.5—w‘\€“i;““\;‘ JM‘“\;““{-
A L 1 I ‘J“ =

ask U

2 U | Vo
0 5 10 15
VA

Figura 3.1: Gréfica de la funcién F(v/)\) descrita en (3.2.6) para los valores ¢; = 1/2, ¢co = 2, L1 = 7/2
y Lo = .
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Para cada valor propio A,, podemos tomar a = a,, y d = d,, de la forma:

an = sin(y/Ancy (L2 — L)) conn €N,
d, = sin(\/)\ncl_lLl) conn €N

para que verifiquen el sistema lineal (3.2.5). Finalmente, llegamos a las funciones propias X, () :

Xo(z) = { KSin(mCEI(LQ —Ly)) Sin(\//\TLcl_lx) siz € (0,L),

Ksin(vAer L) sin(vancy (Le — @) sia € (Ly, L), (3-2.7)

con K € R\ {0}.

Una vez halladas las funciones propias, para mostrar su comportamiento se han realizado distintas re-
presentaciones gréafica de una misma funcién propia X, en la Figura 3.2, para distintos valores de los
parametros ci, c2, v L1. Para ello se ha fijado una longitud total Ly = 7 y se han tomado diferentes
combinaciones de las constantes L1, ¢; y ¢ con el fin de observar el efecto de cada una de ellas en la
funcién propia y en cada una de las regiones. Notar que el valor de L; define ambas regiones (0, L1) y
(L1, Lo), la primera con longitud L; y la segunda con m — L1, al fijar el valor Ly = 7.

Asi, se han ido alternando valores similares y diferentes de intervalos de las regiones (0, L1) y (L1, L) por
un lado, y ¢1 y ¢o por otro lado. En cada caso se ha tomado como valor propio el segundo cero positivo
de (3.2.6), es decir v/Az correspondiente a n = 2. Es decir, el valor propio ha sido Ay y la funcién propia
Xs(z). Debido a las condiciones de contorno X (0) = X (L2) = 0 que afectan a ambas regiones por igual,
se obtienen graficas similares si se permutan las constantes ¢; y ¢z y las longitudes de los intervalos (0, L)
y (L1, L2). De este modo, se ha tomado (0, L) como regién menos densa en las Figuras 3.2a-3.2d.

Las cuatro gréaficas de la Figura 3.2 presentan casos distintos. Si en la Figura 3.2a se observan valores
similares tanto de las longitudes de los intervalos como de las densidades, en la Figura 3.2b se varia sola-
mente la longitud del intervalo. En las Figuras 3.2¢ las regiones estan claramente diferenciadas debido a
la eleccién de las constantes ¢; y co, para regiones de igual longitud. Por tdltimo, la Figura 3.2d resume
el caso donde tanto las longitudes de las regiones como las densidades son muy distintas.

Como se ha dicho anteriormente, se comenzo representando valores similares de densidades en la Figura
3.2a, siendo el cociente ¢1/co = 2.5 y los intervalos de longitudes iguales. La amplitud de la funcién propia
es menor para esta combinacién de valores, si bien ambas regiones presentan varias oscilaciones. En la
Figura 3.2b solamente se ha variado la longitud de las regiones, siendo en este segundo caso (0,7/4) y

(m/4,m).

Analizando las gréaficas 3.2a y 3.2b, se observa cémo los maximos y minimos de cada regiéon no se ven
afectados por el cambio de longitud. Es decir, en la Figura 3.2a la regién azul (L, Lo) presenta cuatro
minimos en el intervalo (7/2,7), los cuales conserva en Figura 3.2b en dicho intervalo, si bien cambia la
amplitud de ellos. De igual manera para la regién (0, L), se observa que el minimo presente en (0,0.5)
aparece en ambas Figuras 3.2a-3.2b.

Por otro lado, se aprecia el efecto de la densidad en cada medio. En la Figura 3.2a el medio méas denso,
(w/2,7), presenta mayor niumero de oscilaciones que el menos denso (0, 7/2) para la misma longitud de
intervalo. Entrando brevemente en la interpretacion fisica de las oscilaciones de la cuerda, significa que el
medio més denso tiene una longitud de onda menor, entendiendo la longitud de onda como la distancia
entre dos puntos con mismas caracteristicas, como por ejemplo, dos maximos o minimos. En consecuencia,
el medio mas denso presenta mayor nimero de oscilaciones que el medio menos denso en un intervalo de
igual longitud.

En las Figuras 3.2¢-3.2d se tomaron nuevas densidades en cada medio. En ambos casos los cociente son

similares, siendo ¢1/ca = 25 y ¢1/c2 = 20, respectivamente. Estos cocientes, mucho mayor que el tomado
en las figuras anteriores, implica que se aprecie una mayor diferencia entre ambas regiones. En ambas
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graficas la region azul presenta mas oscilaciones que la regién roja.

En concreto, se observa que en la regién (0,7/2) de la Figura 3.2¢ la longitud de onda es mucho mayor,
habiendo solamente un extremo relativo mientras que la regién (w/2,7) presenta hasta quince. La dife-
rencia se acentia maéas en la Figura 3.2d, donde se ha tomado una regién siete veces mayor que la otra.
Sin embargo, la regién de menor longitud (77/8,7) tiene mds extremos relativos que la regién (0, 77/8),

debido a la gran diferencia entre las constantes ¢; y co.
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=7/2, ¢1 = 005y (b) Funcién propia Xa(z) para L1 = w/4,¢c1 = 0.05 y
c2 = 0.02. El segundo cero de (3.2.6) es v/A2 = 0.3063, y
por tanto el valor propio es A2 =~ 0.0938.

(a) Funcién propia Xsa(x) para Li
ca = 0.02. El segundo cero de (3.2.6) es v A2 =~ 0.3108, y
por tanto el valor propio es A2 == 0.0966.
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(d) Funcién propia Xo(x) para Ly = Tr/8,¢1 = 0.1y
c2 = 0.005. El segundo cero de (3.2.6) es v/ A2 &~ 0.2997, y
por tanto el valor propio es A &~ 0.0898.

(¢) Funcién propia Xa(z) para L1 = ©/2,¢c1 = 0.25 y
c2 = 0.01. El segundo cero de (3.2.6) es v/ A2 ~ 0.3099, y
por tanto el valor propio es Ao =~ 0.0960.

Figura 3.2: Representaciones graficas de Xo(x) para diferentes densidades ¢; y c¢o asi como tamafio de
cada regién (0,L1) y (L1, Ls). En rojo se muestra la regién (0, L1) y en azul, (L1, Ls). Las animaciones
se pueden encontrar en el archivo adjunto.

Observacion 3.2.1 Notemos que si tomamos el caso especifico c; = co = 1 debemos recuperar los
valores y funciones propias del problema de vibraciones de una cuerda homogénea de longitud L visto en
el problema (1.1.6). Denotando Lo = L, la ecuacidn que verifican los valores propios (3.2.6) se convierte,

utilizando el seno de la suma:

F(VX) =sin(VA(L1+ L — L)) =0, esdecir sin(vVAL)=0
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y los valores propios son
n?m?
1.2

Por otro lado, las funciones propias descritas en (3.2.7) se pueden expresar con co = ¢ = 1:

Ap = conn € N.

K sin(v/ A1) {sin(\/EL) cos(vAnL1) — cos(vA,L) sin(le)} six € (0,L1)
Xn(x) =
K sin(v/AnL1) {sin(\/EL) cos(vAnz) — cos(vA,L) sin(\/xx)} size (L, L)

con K € R\ {0}. Utilizando que sin(v/A,cL) = 0, la expresion se simplifica a:

Xo(z) = K, sin(v/Apz)  siz e (0,L),

con K, = —K sin(v/A, L) cos(vA,L). Por tanto, recuperamos los valores y funciones propias de caso
homogéneo, recogidas en (2.1.2).

Por ultimo, a partir de las condiciones iniciales f(x) y g(z) se puede calcular la solucién escribiendo
las condiciones iniciales en términos de la base ortogonal de funciones propias {X,,(x)}32; y obteniendo
los coeficientes de Fourier tanto de f(z) como de g(z). A diferencia del Capitulo 2 donde se describia
explicitamente la obtencién de estos coeficientes y su posterior calculo en los ejemplos, en este capitulo
no se entrard en detalle aunque el proceso sea similar.

No obstante, podemos considerar los casos particulares donde las condiciones iniciales son funciones
propias, es decir, si fijamos un n € N y tomamos f(z) = aX,(z) y g(x) = 0 con a no nulo o por el
contrario f(xz) =0y g(z) = bX,(z) con b no nulo, se obtienen las llamadas soluciones estacionarias:

w(z,t) = aXp(z) cos(v/Ant) y u(z,t) = \/l;\an(x) sin(v/Ant),

respectivamente.

3.3. Vibraciones de una membrana circular compuesta

Continuando con los problemas compuestos y como tltimo caso a estudiar, en esta seccién nos centrare-
mos en las vibraciones de una membrana compuesta de dos materiales de distinta densidad. Problemas
similares sobre vibraciones de una membrana compuesta de dos medios se pueden encontrar en [9] 6 [8].
Asi, consideramos que Q2 = B(0, R2) y como regiones 0y = B(0,R;) y Q2 = B(0,R2) \ B(0, R1), con
0 < Ry < R; constantes arbitrarias. De forma similar a la membrana circular homogénea, escribimos el
problema en coordenadas polares, de manera que la heterogeneidad se puede expresar segun:

() = { 1/¢?  sirel0,Ry),

3.3.1
1/c3  sire (R, R). ( )

Por dltimo, comentar que las condiciones de transmisién se definen en frontera comun entre ambas
regiones, es decir, los puntos de radio r = R;. La formulacién matemédtica en coordenadas polares es:

cfott(r,G,t) = AUg(r,0,1) sire[0,Ry),0¢€[—mm),t>0,
cgzUtt(r,G,t) = AUg(r,0,1) sir € (Ry,R2), 0 €[—m,m),t>0,

U(Rs2,0,t) =0 sifel—mm), t>0,

U(r,0,0) = F(r,0) sir €[0,Rs), 0 € [—m,m), (3.3.2)
Ui(r,0,0) = G(r,0) sirel0,Rs), 0 € [—m,m),

U(Ry,0,t) =U(RT,0,t) sife[-mm),t>0,

U.(Ry,0,t) =U.(R],0,t) sife[—mm),t>0.
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Buscando soluciones de la forma U(r,0,t) = X (r,0)T(t) mediante la separacién de variables se llega al
problema de valores propios:

AX(r,0) 4+ Ae(r) X (r,0) =0 sir e l0,Rg), 0 €[—m, ),

X(Ri7 0) =0, ) S% 0 € [—m ), (33.3)
X(R;,0) = X(R},0), X.(R],0) = X,.(R,0) sife[-mn),

X(r,—7m)=X(r,7n), Xo(r,—m) = Xg(r,m) sir €0, Rs)

donde ¢(r) estd dado por (3.3.1). De manera similar al caso homogéneo, buscamos soluciones a partir de
la separacién de variables: X (r,0) = R(r)O(6) y se llega a las siguientes ecuaciones diferenciales:

0"(0)+u0l)=0 sife |-,
r*R"(r) + rR'(r) + (Ac(r)r®* —p) R(r) =0 sir € [0,Ry).

Por un lado, la ecuacion diferencial angular no se ha visto afectada por la heterogeneidad de la membrana
y por tanto, junto con las condiciones de contorno periédicas, sus soluciones no se ven afectadas, siendo
las mismas que la membrana homogénea recogidas en (2.2.6), donde se tomé p = n?, n > 0.

Por otro lado, para la ecuacién que verifica R(r), separamos nuevamente el problema en ambas regiones.
En la regién [0, Ry) se tiene el problema, para cada n > 0:

r?RI(r) + 1R (1) + (Ancy 2% —=n®) Ry(r) =0 sir € [0, Ry).

Imponiendo que las vibraciones estén acotadas, las soluciones vendran dadas por las funciones de Bessel
de primera especie J,, ya que Y,, diverge cuando r tiende a 0:

r) = dan(\/z\”cflr) sire€[0,Ry)
con d, € R.

Para la regién (Ry, Ry), el problema es:

r2Rg(T) +7rRl(r)+ (An052r2 - n2) R,.(r)=0 sire (R, R2),
Ro(Rs) = 0.

Ahora las soluciones vienen dadas por las funciones de Bessel tanto de primera como de segunda especie:

R, (r) =enJn(/A 02r+fn chT

sujetas a la condicién de contorno R, (Rz) = 0:

\/ nCo 1R2 + fuYn \/ nCoy 1R2 =0.

Tomando e,, = énYn(\/)\ncz_ Rg) Y fn = éndn(VAncy 'Ry) con &, € R, se obtienen las soluciones de la
forma:

R, (r —en[ (VAncy 'Ry) n(\/)\ncglr) n(V AnCy 'Ry)Y, (VA nCy r} sir € (Ry, Ra).

Aplicando las condiciones de transmisién R, (R]) = R.(R])y R, (Ry) = R, (R;), se obtiene un sistema
lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas:

Jo(\V/Aner'Ry)  — én[Yn(\/)\n%1R2)Jn(\/)\n021R1) (VA 'R Y (V Ay Rl} =0,
dnJ)(V Aney 'R1)  — én{Yn(\/)\ncz1R2)J7’1(\/)\n021R1) w(VAncy 'R Y (W Ancy R1:| =0
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donde se pueden sustituir las derivadas de las funciones de Bessel a partir de la expresién vista en (1.3.4),
siendo una de ellas:

J;l(\/ /\ncl_lRl) = \/ )\ncl_l |:Jn+1(\/ )\nCl_lRl) + %len(\/ AnC;lRl)] (334)

VAnc]

y analogamente tomando la constante co en lugar de ¢; o la funcién Y,, en lugar de J,,. Tomamos el
determinante del sistema nulo para obtener soluciones distintas de la trivial. Se llega la siguiente ecuacion:

Fuly/30) = T ) [ Yol s RV s ) = 3 R R s ) -
T R B Yol R ) = (Ve ) Yo (e )| = 0 (339

Asf se tiene F,(v/A,) definida como combinaciones de las funciones de Bessel de primera y segunda
especie y para cada n > 0 la ecuacién tiene infinitas raices positivas, denotadas {v/ Ak }ren, a partir
de las cuales se obtienen los valores propios {Anx}ren. Se ha realizado una grafica de esta funcién para
ciertos valores concretos de las constantes con el fin de observar su cardcter oscilatorio, tal y como se
muestra en la Figura 3.3:

0.2 T T T T

045, _

005 | [\ ~ 1

Fi(V\)
N\

005 || . 1

-01F ‘\‘ | i

02 1 I L L L L

Figura 3.3: Ecuacién (3.3.5) correspondiente an=1,¢1 =1, cc =2, Ry =1y Ry =4.

Asi, para cada valor propio Ak, podemos tomar como constantes d,, = dnx ¥ €, = €n de la forma:

Aot =Y (VA€ *R2) T (V Ank€s ' R1) — Jn(V/ Ankcs *R2) Yo (V Ankc; PR1)  conn >0, k> 1 (3.3.6)
Enk = Jn(V/ Ankc ' Ry) conn>0,k>1 (3.37)

y se llega a las funciones radiales R, (r):

Kdnkjn( V )\nkcl_lr) sir e [0, Rl)
Rui(r) =
+(r) K | Yo (V AnkCy 'R T (v Aues 1) — Tn(V Aukcy " R2) Yo (\/ Aures )| sir € (R, Ro)
(3.3.8)

con K € R\ {0}. Finalmente, las funciones propias X,x(r,¢) del problema (3.3.3) son, para cada valor
propio Ak, las siguientes:

Xnk (’I’, 9)

Xnk(?", 9)

Ry i(r)cos(nf) conn>0,k>1, (3.3.9)
Ry(r)sin(nd) conn,k > 1. (3.3.10)
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(a) Funcién propia X1 2 para Ri =1, ¢ =1y cp = 2. (b) Funcién propia X1z para Ry =1, ¢ =2y cp = 1.
El segundo cero de (3.3.5) paran =1 es /A1,2 = 2.704, y El segundo cero de (3.3.5) paran = 1 es \/A1,2 & 2.772, y
por tanto el valor propio es A1 2 ~ 7.309. por tanto el valor propio es A1,2 ~ 7.682.
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(¢) Funcién propia Xi,2 para R =1, ¢1 = 1y ca = 10. (d) Funcién propia X2 para Ry =1, ¢1 =10y ¢c2 = 1.
El segundo cero de (3.3.5) paran =1 es y/A1,2 ~ 5.492, y El segundo cero de (3.3.5) paran =1 es \/A1,2 = 2.820, y
por tanto el valor propio es A1 2 ~ 30.17. por tanto el valor propio es A1 2 ~ 7.952.

-0.3

(e) Funcién propia X1 2 para Ry =3 ¢ =1y c2 = 20. (f) Funcién propia X1 2 para Ry =3, ¢ =20y c2 = 1.
El segundo cero de (3.3.5) paran =1 es \/A1,2 = 2.976, y El segundo cero de (3.3.5) paran =1 es /1,2 ~ 4.814, y
por tanto el valor propio es A1,2 ~ 8.856. por tanto el valor propio es A\1,2 ~ 23.17.

Figura 3.4: Representaciones graficas de X o para diferentes densidades c¢; y cp asi como tamaifio de cada
regién r € [0,Ry) y r € (R1, R2). Las animaciones se pueden encontrar en el archivo adjunto.

De manera similar a la cuerda compuesta, para mostrar el comportamiento de X, se han realizado
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distintas representaciones graficas de una misma funcién propia para diferentes valores de Ry, Ro, ¢1 ¥
co en la Figura 3.4. Se ha fijado Ry = 4 y se han ido variando Ry, ¢1 y ¢, pues nuevamente el valor de
R, define ambas regiones.

En todas ellas se tomé n =1y k = 2, es decir, el valor propio A 2, obtenido a partir del segundo cero
positivo de (3.3.5) para n = 1. En consecuencia, la funcién propia representada en todas las graficas es
X1,2. Denotaremos a la regiones segin los valores para los que el radio estd definido. Es decir, hablaremos
de €y como la regién donde r pertenece a [0, Ry) y €22 por la regién tal que r € (Ry, R2).

Debido a que la condicién de contorno se encuentra en r = R, solo afecta a la regién con r € (Ry, Ra), a
diferencia de la cuerda compuesta donde ambas regiones presentaban condicién de contorno. Asi, una de
las variaciones realizadas ha sido el intercambio de las constantes c; y co entre las regiones para observar
el cambio en la funcién propia. Los pares de gréaficas con esta variacion se han representado izquerda-
derecha, siendo el primer par las Figuras 3.4a-3.4b, el segundo par las Figuras 3.4c-3.4d y por ultimo las
Figuras 3.4e-3.4f.

Al incluir en la Figura 3.4 los casos permutando las constantes, solo hemos tomado 3 combinaciones
distintas de constantes, descritas en las Figuras 3.4a, 3.4c y 3.4e. A diferencia del estudio de la cuerda
compuesta, no se ha variado en exceso las constantes de densidad c¢; y co. Por ejemplo, en la Figura 3.4f
la funcién propia toma valores méds pequenos y su regién r € [0, Ry) apenas oscila para ¢; = 20, aunque
desde la perspectiva de la gréfica no se aprecia con claridad. Algo similar ocurre en la Figura 3.4c, donde
se tomé co = 10 y la regién r € (R1, R2) es bastante plana en comparacién a la otra region.

En todas ellas se ha tomado como funcién angular cos(nf). Esta eleccién se observa bastante bien en los
maximos y minimos, los cuales se alternan para valores positivos y negativos de x, ya que se relacionan
ambas mediante x = cos .

Por otra parte y en contraste con la Figura 3.2, no se ha fijado el eje vertical en las graficas, pues la
variacion de éste con la eleccion de las constantes es mucho mayor aqui, donde encontramos valores desde
0.5 hasta 0.015 de altura maxima de la membrana, al no estar las funciones propias normalizadas.

Observacion 3.3.1 De manera similar al efectuado en el estudio de la cuerda compuesta, si tomamos
el caso especifico con ¢y = co = 1 debemos recuperar los valores y funciones propias de la membrana
homogénea obtenidos en la Seccion 2.2. Como el estudio de la ecuacion angular es la misma, nos cen-
traremos solamente en la parte radial. Denotando Ry = Ry, la ecuacion de la que se obtienen los valores
propios (3.3.5) se convierte en:

T (V 2k Ro) | T (W Ak R)Y (VA Re) — T4 (VA R1) Yo (VA R1) | = 0

y solo puede darse el caso J,(v/AnxRo) = 0, ya que el otro término se corresponde con el Wroskiano de
las soluciones Jy,(r) y Yo (r) evaluado en el punto r = /A R1. Como ambas soluciones son linealmente
independientes, su Wroskiano nunca es nulo y en consecuencia, se debe anular el otro término, obteniendo
los valores propios

)\nk:% conn>0,k>1,

siendo {nnk }ren los ceros positivos de J,,. Por tanto, acabamos de recuperar los valores propios obtenidos
en el caso homogéneo, como se vio en la expresion (2.2.12). En cuanto a las funciones radiales obtenidas
en (3.3.8), haciendo uso de Jp(v/AnrRo) = 0 se llega a

Rnk(r) = KJn( V /\nle)Yn( V /\nkRO)Jn( V AnkT) st r€E [O,RQ), n >0, k> 1,

es decir, las funciones radiales son de la forma Ry (r) = K’nkJn (\/ )\nkr) con K, una constante, similar
a la ecuacion (2.2.13) del caso hémogeno.

Para finalizar y de manera similar a la cuerda compuesta, a partir de las condiciones iniciales F(r,0) y
G(r,0) se puede calcular la solucién escribiendo las condiciones iniciales en términos de la base ortogonal
de funciones propias {Xk(r,0)} y {Xnk(r,0)}, y obteniendo los coeficientes de Fourier tanto de F(r, )
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como de G(r, ). Sin embargo, en este capitulo no se entrard en detalle.

Cuando las condiciones iniciales son funciones propias, por ejemplo si tomamos para unos n € N U {0},
k € N fijos, F(r,0) = aXk(r,0) y G(r,0) = 0 con a no nulo, o por el contrario F(r,0) =0y G(r,0) =
bX,k(r,6) con b no nul, se obtienen las soluciénes estacionarias:

U(r,0,t) = aXni(r,0) cos(v/Ankt) y U(r,0,t) = \/}b\iank(r,H)sin(\/Et).

n
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