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ABsTrACT. This work is devoted to explore and present one of J. P. Serre’s famous conjec-
tures, proposed in the decade of 1950, and the affirmative answer that D. Quillen and A. A.
Suslin gave to this conjecture in 1976. This result states that for finitely generated modules
over polynomial rings with coefficients in a principal ideal domain, the conditions of projec-
tive and free module are equivalent. Before showing the proof of Serre’s ex-conjecture, we
will introduce the concept of local properties, whose study constitutes the context of this con-
jecture, as well as some instrumental theorems that are key in the proof. One of these is the
so called Quillen-Suslin Theorem, and constitutes the final piece that led Quillen and Suslin
to the solution of Serre’s conjecture. The main goal of this work is to give Quillen’s proof
of Quillen-Suslin Theorem. Finally, we will present an application of Serre’s ex-conjeture,
in order to show that this abstract result has had a certain trascendence in the posterior
development of Mathematics, particularly in Algebraic Geometry.

REsSUMEN. Este trabajo se dedica a explorar y presentar una de las famosas conjeturas de J.
P. Serre, planteadas en la década de 1950, y la respuesta afirmativa que D. Quillen y A. A.
Suslin dieron a dicha conjetura en 1976. Este resultado afirma que para modulos finitamente
generados sobre anillos de polinomios con coeficientes en un dominio de ideales principales,
las condiciones de médulo proyectivo y libre son equivalentes. Antes de mostrar la prueba de
la ex-conjetura de Serre, vamos a introducir el concepto de propiedades locales, cuyo estudio
contextualiza esta conjetura, asi como algunos resultados instrumentales que son clave en la
demostracion. Uno de estos es el llamado Teorema de Quillen-Suslin, el cual constituye la
pieza final que llevo a Quillen y a Suslin a resolver la conjetura de Serre. El principal objetivo
de este trabajo es dar la prueba de Quillen del Teorema de Quillen-Suslin. Para concluir,
presentaremos una aplicacion de la ex-conjetura de Serre, con el proposito de mostrar que
este abstracto resultado ha tenido una cierta trascendencia en el desarrollo posterior de las
Matematicas, especialmente de la Geometria Algebraica.



Indice

Capitulo 0. Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria. i
0.1. Introduccién i
0.1.1. Objetivos de este Trabajo Fin de Grado ii
0.2. Resumen de los contenidos de la Memoria iv
0.2.1. Resumen del Capitulo 1 iv
0.2.2. Resumen del Capitulo 2 vi
0.2.3. Resumen del Capitulo 3 vii
0.2.4. Apéndices Finales ix
0.2.5. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG ix

Capitulo 1. Modulos Proyectivos y Libres: Trivialidad Local de los Médulos Proyectivos 1
1.1. Introduccién 1
1.2. Propiedades Locales. Médulos Finitamente Presentados y Médulos Proyectivos 3

4

1.3. Libres y Proyectivos sobre anillos locales: Trivialidad Local 1
Capitulo 2. Resultados Instrumentales: Teoremas de Vaserstein y Horrocks. 23
2.1. Introducciéon 23
2.2. Calculos matriciales con coordenadas en R[X]: equivalencia y el Teorema de
Vaserstein. 24
2.3. Extensiones de médulos. Primer Teorema de Quillen. 28
2.4. Teorema de Horrocks. 29
Capitulo 3. El Teorema de Quillen-Suslin y algunas aplicaciones. 35
3.1. Introduccién 35
3.1.1. Resumen relativo a la resolucién final de la Ex-Conjetura de Serre 35
3.1.2. Una aplicacién: trivialidad de anillos médulo sucesiones regulares con respecto
a una normalizaciéon de Noether 36
3.2. El Teorema de Quillen-Suslin. 37
3.3. Respuestas a las preguntas de Serre. 40
3.4. Aplicacion del Teorema de Quillen-Suslin al ejemplo paradigmatico de anillo de
Cohen-Macaulay 41
3.4.1. Trivialidad global de las intersecciones completas con respecto a una
normalizacién de Noether 43
Apéndice A.  Algunos Resultados Basicos de Algebra Conmutativa 49
A.1. Definiciones basicas 49
A.2. Modulos libres 50
A.3. Mobdulo de fracciones. Localizacion 50
A.4. El functor Homp (M, —). 51
A.5. Producto tensorial de modulos 52
A.5.1. Propiedades del producto tensorial 52
A.5.2. Extension de escalares 53
A.6. Lema de Nakayama 53
A.7. La Topologia de Zariski en Spec(R) 53
A.8. Producto fibrado de modulos 54
A.9. Algunas demostraciones sobre propiedades locales citadas en el texto 55

Apéndice B. Noetherianos: Teorema de Lasker-Noether, Dimension de Krull y
Extensiones Enteras de anillos 59



B.1. Descomposicién Primaria: El Teorema de Lasker-Noether
B.2. Breve resumen de propiedades de dimensién para intersecciones completas
B.3. Resumen, atin més breve, de la Normalizaciéon de Noether del cociente por un

INDICE

ideal interseccion completa en K[X7, ..., X,]

Apéndice.
Apéndice.
Apéndice.

Apéndice.

Glosario de Términos
Glosario de Teoremas y Resultados
Glosario de Simbolos y Abreviaturas

Bibliografia

99
61

67
71
73
75
7



CAPITULO 0

Introduccién y Resumen de Contenidos de la Memoria.

Indice
0.1. Introduccién i
0.1.1. Objetivos de este Trabajo Fin de Grado ii
0.2. Resumen de los contenidos de la Memoria iv
0.2.1. Resumen del Capitulo 1 iv
0.2.2. Resumen del Capitulo 2 vi
0.2.3. Resumen del Capitulo 3 vii
0.2.3.1. Resumen relativo a la resolucién final de la Ex-Conjetura de Serre vii
0.2.3.2. Una aplicacién: trivialidad de anillos médulo sucesiones regulares con
respecto a una normalizaciéon de Noether viii
0.2.4. Apeéndices Finales ix
0.2.5. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG ix

0.1. Introduccion

En la década de los 50 del pasado siglo, Jean-Pierre Serre planteé varias conjeturas que
definieron la evolucion del Algebra Conmutativa en la segunda mitad del siglo, y que contintian
influyendo en la forma del Algebra Conmutativa. En este Trabajo Fin de Grado exponemos
con sumo detalle la respuesta afirmativa que P. Quillen y A. A. Suslin dieron a una de estas
conjeturas. Para explicar mejor el momento histérico en el que se enmarcan las Conjeturas de
Serre, resumamos brevemente lo que estaba sucediendo en esa década.

En el primer tercio del pasado siglo, E. Noether asienta la concepcion axiomatica del Algebra
Conmutativa, lenguaje fundamental en el desarrollo posterior de la Geometria Algebraica, la
Teoria Algebraica de Numeros o la Geometria Diofantica. El pensamiento de E. Noether, muy
influenciado por la interpretacién axioméatica de D. Hilbert y E. Artin, se desarrolla de for-
mas muy diversas. De una parte estdn sus contribuciones originales que ella misma publica:
destaquemos el Teorema de Lasker-Noether o su generalizaciéon axiomética del Teorema de la
Base de Hilbert, fundamentos de los llamados anillos noetherianos. Pero, de forma muy partic-
ular, el pensamiento de E. Noether también se asienta y expande a partir de su seminario casi
permanente, sus conversaciones de pasillo y su generosidad intelectual. Alrededor de E. Noether
se encuentra un elenco de matematicos con quienes ella comparte su pensamiento, entre los que
destacamos a W. Krull, B. L. van der Waerden o G. Hermann. Segin cuentan los testigos,
Noether esta haciendo mateméticas en todo momento y aprovecha cualquier circunstancia para
compartir ideas. Su pensamiento se propaga a través de obras esenciales como el texto clésico
de W. Krull', fundamento del Algebra Conmutativa. Mas radical sera la pasion de B. L. van
der Waerden, un joven de apenas 27 afios quien en sus textos fundamentales® y* introduce el
concepto de "Algebra Moderna" influenciado por el pensamiento de E. Noether.

E. Noether muere relativamente joven en Suiza, expulsada del sistema por su doble condicion
de mujer y judia, con el régimen nazi en Alemania. La Segunda Guerra Mundial disgregara
este circulo de Noether, no sin que antes se produzca la expansiéon de esta forma de interpretar

YKrull, 1935] W. Krull, Idealtheorie. Ergebnisse der Mathematik 4, Springer, (1935).

2[van der Waerden, 1930] B. L. van der Waerden, Moderne Algebra. Teil I. Die Grundlehren der matema-
tischen Wissenschaften 33, Springer, (1930).

3[van der Waerden, 1931] B. L. van der Waerden, Moderne Algebra. Teil II. Die Grundlehren der matem-
atischen Wissenschaften 34, Springer, (1931).
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el Algebra Conmutativa. Una de las mas intensas fue la escuela japonesa (Akizuki, Azumaya,
Nakayama...).

A principios de los afios 50, el Algebra Conmutativa se prepara para varios cambios significativos
que resumiremos en unos pocos autores. De una parte, D. G. Northcott publica su texto sobre
Teoria de ideales?, que compila los resultados fundamentales sobre ideales en anillos noetherianos
y que influira textos clasicos de Algebra Conmutativa como el [Atiyah-Macdonald, 1969).
De otra parte, A. Weil® introduce por primera vez el concepto de variedad algebraica abstracta
(como el pegado de variedades afines) que tanto influird en el pensamiento de la escuela de A.
Grothendieck. Por su parte, C. Chevalley fortalecera la influencia de la obra de Weil con su
obra del aiio 1951°.

Simultdneamente con estos avances se introduce en el afio 1956 el "Algebra Homologica" por
H. Cartan y S. Eilenberg”, cuyas ideas circulaban solamente entre los especialistas del 4m-
bito. Mientras algunos autores mantienen el estilo clasico del entorno de Noether (como por
ejemplo [Atiyah-Macdonald, 1969] o [Zariski-Samuel, 1958-60]), el ambiente general se
va impregnando del Algebra Homologica y las preguntas que produce.

Segun escribe D. A. Buchsbaum, es el propio E. Artin quien en 1953-54 le pide que le explique
el Algebra Homologica. Buchsbaum le explica los functores Ext y Tor y diversos resultados
conocidos como por ejemplo la "prueba homologica" del Teorema de la Base de Hilbert. Durante
esos cursos, Artin sugiere que la misma prueba sirve para demostrar que todo anillo local
regular tiene dimension proyectiva finita. Con esta confesion de Buchsbaum podemos entender
el ambiente que circula entorno a la nueva Algebra Homologica.

Dos conjeturas se ven pronto influenciadas por este ambiente. Una de ellas, la "Conjetura de
Artin", fue analizada independientemente por J. P. Serre en su trabajo de 1956, probando que
los anillos locales regulares tienen dimension homologica finita. De hecho, el objetivo esencial de
esta "Conjetura de Artin-Serre" consiste en entender si las localizaciones de anillos locales reg-
ulares son locales regulares y si los anillos locales regulares son dominios de factorizaciéon tnica.
El resultado de estas investigaciones es conocido como Teorema de Auslander-Buchsbaum?,
aunque M. Nagata® ya habia probado el resultado para anillos locales regulares de dimension

mayor o igual que 3 en 1958.

La relevancia de este resultado, que no es tema de esta memoria, es que para probar que un
cierto tipo de anillos (anillos locales regulares) son dominios de factorizacion tunica, se usan
técnicas homologicas que no parecen relacionarse con las nociones involucradas. Esto supuso
el espaldarazo definitivo del Algebra Homologica dentro (y al lado) del Algebra Conmutativa,
y supuso una creciente marea de trabajo cientifico. Una buena expresion del Teorema de
Auslander-Buchsbaum es el texto [Rag et al, 1975].

0.1.1. Objetivos de este Trabajo Fin de Grado.

Debemos insistir en que ninguna de las discusiones anteriores son el objetivo de este Trabajo
Fin de Grado. Simplemente las exponemos para contrastar con el resultado que nos ocupa.

Para contextualizar este trabajo necesitamos hablar un poco de propiedades locales o del Prin-
cipio Local-Global. Las propiedades locales son naturales en cualquier contexto matematico
con una topologia. Una propiedad local es aquella que puede establecerse tanto local como
globalmente y que satisface que la propiedad es cierta localmente si y solo si es cierta global-
mente. Por ejemplo, la propiedad "ser continua" es claramente una propiedad local. Dados
dos espacios topologicos (X, 7) e (Y,7') y una funciéon f : X — Y, f es continua (globalmente)

4Northcott, 1953] D. G. Northcott, Ideal Theory. Cambridge University Press, (1953).

5[Weil, 1946] A. Weil, Foundations of Algebraic Geometry. Amer. Mat. Soc., (1946).

6[Chevalley, 1951| C. Chevalley, Introduction to the Theory of algebraic functions in one variable. Amer.
Mat. Soc., (1951).

"|Cartan-Eil., 1956], H. Cartan, S. Eilenberg, Homological Algebra. Princeton University Press, (1956).

8[Auslander-Buchsbaum, 1959] M. Auslander, D. A. Buchsbaum, Unique factorization in regular local rings.
Proc. Nat. Academy of Sciences of the USA. 45, (1959), 733-734.

9[Nagata, 1958] M. Nagata, A general theory of algebraic geometry over Dedekind domains II. Separably
generated extensions and regular local rings. Amer. Journal of Mathematics 80, (1958), 382-420.
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si y solo si es continua localmente alrededor de cada punto x € X. En cambio, en el mismo
contexto topologico, la propiedad "ser homeomorfo" no es una propiedad local: la esfera unidad
S es localmente homeomorfa a la recta real R alrededor de cada punto z € S', pero no es
globalmente homeomorfa a R.

En el contexto del Algebra Conmutativa, el espacio topologico usual es el espectro primo de un
anillo (Spec(R)) dotado con la topologia de Zariski (ver Apéndice A.7). Una propiedad local
clasica es la propiedad de "ser cero" para R-modulos. Asi, se prueba elementalmente que si M
es un R-moédulo, son equivalentes:

i) M =0 como R-modulo,
ii) M, =0 como Ry,-modulo, Vp € Spec(R), y
iiil) My =0 como Ry,-modulo, Vm € MaxSpec(R),

donde M, y M,, son respectivamente las localizaciones de M en el primo p € Spec(R) o en el
maximal m € MaxSpec(R).

En los anos en los que nos enmarcamos el interés por las propiedades locales es critico y
constituye la principal motivacién de muchas investigaciones. De hecho, en la referencia de
195619, Auslander y Buchsbaum afirman que su principal motivacion para el estudio de las
preguntas de Artin era responder a la siguiente cuestion:

PROBLEMA 1 (Auslander-Buchsbaum-Serre). Dado un anillo local regular (R, m) y un ideal
primo p € Spec(R), ses Ry un anillo local regular?.

La respuesta fue afirmativa, como ya se ha dicho, y el Teorema de Serre-Auslander-Buchsbaum
usa extensivamente técnicas homoldgicas.

La Conjetura de Serre que afrontamos en esta memoria se enmarca en otra linea de pensamiento.
En su trabajo [Serre, 1960-61], J. P. Serre se plantea la cuestion de saber si la propiedad "ser
libre” es una propiedad local. Y, en algin sentido, tiene esperanza de que la respuesta es
alcanzable y esta ligada al desarrollo del Algebra Homologica.

Recordemos, para enunciar la Conjetura, que un R-moédulo P se dice proyectivo si el functor
Homp (P, —) es exacto (ver Apéndice A.4 sobre dicho functor y Capitulo 1 sobre la nociéon de
proyectivo).

CONJETURA 0.1.1 (Conjetura de Serre (sobre modulos libres y proyectivos)). Sea K un
dominio de ideales principales, R = K[Xj, ..., X,,] un anillo de polinomios con coeficientes en
K. Sea M un R-modulo finitamente generado. Son equivalentes:

i) M es proyectivo.
ii) M es libre de rango finito.

Esta Conjetura difiere notablemente de la Conjetura de Artin del contexto histérico en el
que se encuentra. En primer lugar, las nociones de proyectivo y libre no coinciden con total
generalidad. De otra parte, los dominios de ideales principales son un objeto natural en esta
pregunta. Un R-mo6dulo es proyectivo si y solamente si es sumando directo de un R-moédulo
libre. Como ser libre implica ser proyectivo (ver Teorema 1.2.8) la Conjetura de Serre bien
puede establecerse del modo siguiente:

CONJETURA 0.1.2 (Conjetura de Serre (version 2)). Sea K un dominio de ideales principales,
R = K[X;,...,X,] un anillo de polinomios con coeficientes en K. {Es la condiciéon de ser libre
hereditaria para sumandos directos en R-modulos finitamente generados?.

Se conocia, por ejemplo, que si R es un dominio de ideales principales, todo submoédulo de un R-
modulo libre finitamente generado es libre (ver [Pardo, 2021] para una prueba). Obviamente,
los sumandos directos de R-moédulos libres son isomorfos a submodulos, y por tanto, sobre
dominios de ideales principales los mddulos finitamente generados son libres si y solo si son
proyectivos.

10[Auslander—Buchsbaum, 1956], M. Auslander, D. A. Buchsbaum, Homological dimensions in noetherian
rings. Proc. Nat. Academy of Sciences of the USA. 42, (1959).
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Pero ademas, Serre observa que la condiciéon de ser proyectivo es equivalente a ser localmente
proyectivo (ver Teorema 1.2.11). Maés aun, sobre anillos locales noetherianos (R, m) un R-
modulo finitamente generado es libre si y solo si es proyectivo. Por tanto, la Conjetura de Serre
se convierte en una pregunta relativa a propiedades locales:

CONJETURA 0.1.3 (Conjetura de Serre (version 3)). Sea K un dominio de ideales principales,
R = K[Xy,...,X,] un anillo de polinomios con coeficientes en K. ;Es la condicion de ser libre
una propiedad local para R-mo6dulos finitamente generados?. En otras palabras, si M es un
R-moédulo finitamente generado, son equivalentes las propiedades siguientes?:

i) M es libre de rango finito.

ii) M es proyectivo.

ili) M, es un R,-modulo proyectivo, Vp € Spec(R).
)

iv) M, es un R,-modulo libre, Vp € Spec(R).

Hasta la fecha del trabajo esencial [Serre, 1960-61] se sabe que se dan las siguientes implica-
ciones:
i) = il) < {il) < ).

La cuestion pasa a reducirse a averiguar si i4) => i) en este contexto. La presuncion de Serre
es que un uso masivo de términos homologicos puede responder a esta implicacion.

La respuesta tardé mucho més tiempo que el Teorema de Serre-Auslander-Buchsbaum y, sobre
todo, se resolvié sin usar técnicas del Algebra Homologica. En algin sentido, el Teorema de
Quillen-Suslin viene a decir que no solo con técnicas masivas de Algebra Homologica se van a
obtener respuestas a preguntas del Algebra Conmutativa, ni siquiera a las formuladas desde la
terminologia del Algebra Homologica.

En este Trabajo Fin de Grado pretendemos exponer la respuesta afirmativa que D. Quillen y
A. A. Suslin dieron a la Ex-Conjetura de Serre. Esto es, pretendemos dar una demostracion
detallada del siguiente Teorema:

TEOREMA 0.1.4 (|Quillen, 1976]|, [Suslin, 1976]). La respuesta a la pregunta/conjetura de
Serre es afirmativa en cualquiera de las tres versiones anteriores establecidas.

0.2. Resumen de los contenidos de la Memoria

En esta Secciéon vamos a exponer cuéles son los contenidos de los diferentes Capitulos de esta
Memoria, y que conducen a demostrar el Teorema de Quillen-Suslin. Hemos descrito los con-
tenidos Capitulo a Capitulo, con la intencién de que esto ayude al lector a una mejor compren-
sién de la demostracion.

0.2.1. Resumen del Capitulo 1.

En este Capitulo nos ocuparemos de asentar y demostrar las propiedades genéricas de los
modulos proyectivos. Nos interesan esencialmente los médulos proyectivos finitamente presen-
tados y/o finitamente generados. También nos interesa la relacion entre las nociones de modulo
proyectivo y médulo libre, asi como las propiedades locales de ambas nociones. Todo el material
incluido se orienta a poder resolver la Conjetura de Serre.

Comenzaremos con las propiedades locales (o Principio Local-Global en [Kunz, 1985]). Una
propiedad verifica el Principio Local-Global si esta se satisface globalmente si y solamente si se
satisface localmente. En Algebra Conmutativa el concepto "local" hace referencia al espectro
de un anillo (Spec(R)) dotado con la topologia de Zariski (ver Apéndice A.7). Hablaremos de
propiedades locales y mostraremos algtin ejemplo de estas reservando sus demostraciones para
el Apéndice A.9.

Recordaremos la nociéon de R-modulo libre y, en especial, de R-moédulo libre de rango finito.
Esta nocion aparece para generalizar de modo inmediato la situacién con espacios vectoriales
sobre un cuerpo. Asi, si X e Y son dos R-modulos libres de rangos respectivos r y s, el estudio
de sus morfismos de R-modulos f : X — Y se reduce, como en espacios vectoriales, al calculo
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matricial en My, (R), con las particularidades de tener coordenadas en un anillo. Sin embargo,
como es bien conocido, los R-médulos no suelen ser libres: por ejemplo todo grupo abeliano
finito es un Z-modulo finitamente generado que no es libre. Asi que una primera idea pasa por
entender qué otras formas hay de definir modulos libres y conocerlos. Por supuesto, también
cabe preguntarse si la propiedad de ser libre es una propiedad local. En este contexto se inserta
este Trabajo Fin de Grado.

La primera nocion candidata a ser equivalente a modulo libre es la nociéon de R-mddulo proyec-
tivo. Un R-moédulo se dice proyectivo si es sumando directo de un R-mddulo libre. FEn la
Proposicion 1.2.6 se muestran diversas caracterizaciones de los moédulos proyectivos. La razén
para intentar estudiar la relaciéon entre modulos libres y proyectivos se remonta a las ideas so-
bre Z-modulos libres finitamente generados. Todo submoédulo de un Z-médulo libre finitamente
generado es libre (cf. [Pardo, 2021] y sus referencias). En particular, si R es un dominio de
ideales principales, todo R-moédulo finitamente generado es libre si y solo si es proyectivo. Esto
no es cierto si se suprime la hipdtesis de finitamente generado. Por eso nos restringimos al caso
de moédulos finitamente generados.

Por una cuestion estética, siguiendo la estela de [Kunz, 1985], nos ocuparemos también de los
modulos finitamente presentados. Una presentacion finita de un R-mo6dulo M es una sucesion
exacta corta de la forma

0—-K—R"—-M—0,

donde n € Ny K es un submoédulo finitamente generado de R™. En el caso en que el anillo R sea
noetheriano, un R-modulo es finitamente generado si y solo si es finitamente presentados (ver
Proposicion 1.2.3), con lo que la diferencia entre finitamente generado y finitamente presentado
no afecta a nuestro interés en la Conjetura de Serre; en ella se trata el anillo de polinomios
R = K[X;,...,X,] con coeficientes en un dominio de ideales principales, que es, por el Teorema
de la Base de Hilbert, un anillo noetheriano.

Tras estas consideraciones nos ocuparemos de algunas propiedades en la interaccion entre las
nociones de "libre" y "proyectivo". Asi, en el Teorema 1.2.8 probaremos uno de los resultados
clasicos sobre el tema:

Libre = Proyectivo = Plano.

Debemos senalar que, aunque se introduce aqui el término "plano", no trataremos mas este
concepto por no extender excesivamente el contenido de este Trabajo Fin de Grado.

En el Ejemplo 1.2.7 mostramos que hay sumandos directos de R-moédulos libres de rango 1 que
no son libres. Es decir, un ejemplo elemental de un R-mo6dulo proyectivo que no es libre. De
ahi lo excepcional de la Conjetura de Serre.

Seguidamente probaremos que la condicién de "ser proyectivo" es una propiedad local. Esto se
prueba en el Teorema 1.2.11, el cual reproducimos aqui para ayudar al lector:

TEOREMA 0.2.1 (Ser proyectivo es una propiedad local). Sea P un R-mddulo finitamente
presentado. Son equivalentes:

i) P es un R-mddulo proyectivo.
ii) Py es un Ry-mddulo proyectivo, Vp € Spec(R).
iii) Py es un Ry-mddulo proyectivo, Ym € MaxSpec(R).

Dado que ser proyectivo es una propiedad local conviene estudiar qué sucede con ambas nociones
en el caso de anillos locales. Este es el proposito de la Seccion 1.3.

La primera observaciéon constata que, en el caso finitamente generado sobre un anillo local, ser
libre equivale a ser proyectivo. Se trata del Teorema 1.3.3, que reproducimos aqui:

TEOREMA 0.2.2 (Libre y proyectivo en el ambito local). Si (R, m) es un anillo local y M
es un R-mddulo finitamente generado, son equivalentes:

i) M es un R-mddulo libre de rango finito.
i) M es un R-mddulo proyectivo.
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Esto nos lleva a reformular el Principio Local-Global de los modulos proyectivos mediante la
propiedad "ser localmente libre". Se prueba en el Teorema 1.3.4, que reproducimos aqui:

TEOREMA 0.2.3 (Proyectivo es ser localmente libre). Sea M un mddulo finitamente gen-
erado sobre un anillo arbitrario R. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

i) M es proyectivo.
it) M es finitamente presentado y localmente libre.

Dado que el anillo R = K[Xj, ..., X,] de la Conjetura de Serre es noetheriano, esta puede
escribirse del modo siguiente:

CONJETURA 0.2.4 (Conjetura de Serre (ser libre es una propiedad local)). Sea K un dominio
de ideales principales y R = K[X,...,X,] un anillo de polinomios con coeficientes en K.
Pruébese que para cada R-modulo M finitamente generado son equivalentes:

i) M es libre.
ii) M es localmente libre.

La Seccion finaliza con un resultado que inspir6é a Quillen en su tratamiento de la Conjetura
de Serre, conocido como "Trivialidad Local de los Modulos Proyectivos", y que reproducimos
aqui para ayudar al lector:

TEOREMA 0.2.5 (Trivialidad Local de los Moédulos Proyectivos). Sea P un R-mddulo
proyectivo finitamente generado. Supongamos que para p € Spec(R), el Ry,-mddulo libre P,
tiene rango r. Entonces existe un f € R\ p tal que Py es un Ry-mddulo libre de rango r.

0.2.2. Resumen del Capitulo 2.

Este Capitulo esta dedicado a probar algunos resultados instrumentales que seran esenciales en
la prueba del Teorema de Quillen-Suslin.

La primera observacion que debemos hacer es que la extension de escalares (ver Apéndice
A.5) preserva la condicion de ser moédulo libre. En otras palabras, como el producto tensorial
conmuta con la suma directa de R-moédulos, si R C B es una extension de anillos y F' es un
R-modulo libre, entonces B @i F' es un B-modulo libre. Ademas, si F' es de rango finito,

rankp(B ®p F) = rankg(F).

Ahora si P es un R-mo6dulo proyectivo, entonces es sumando directo de un R-mo6dulo libre.
Supongamos F' = P& @, donde F es un R-mo6dulo libre. De nuevo, como el producto tensorial
conmuta con la suma directa, tendremos un isomorfismo de R-moédulos

R[X]®r F = (R[X]|®r P) ® (R[X]®r Q).

Por tanto, también la condicion de ser proyectivo se preserva mediante la extension de escalares
R C R[X]. Escribiremos M[X] = R[X] ® g M para expresar el modulo obtenido por extension
de escalares. El argumento esencial del Teorema de Quillen-Suslin se sustenta en este juego de
"subir" y "bajar" entre R-mo6dulos y R[X]-mo6dulos, usando que R[X] es un R-moédulo libre, y
por tanto plano.

El otro aspecto esencial es el Algebra Lineal con matrices tanto sobre R como R[X]. Nos interesa
esencialmente la relacion de equivalencia entre matrices con coordenadas en un anillo B. Dos
matrices A1 y As en M, s(B) se dicen equivalentes si existen matrices regulares P € GL(r, B),
Q € GL(s, B) tales que

Ay =P Ay Q.

En la Seccion 2.2 los anillos que consideramos son esencialmente R y R[X]. Si A(X) €
M, «s(R[X]) es una matriz con coordenadas en R[X], podemos especializar la variable X en
0 € Ry obtener la matriz A(0) € M,s(R). La cuestion instrumental que trata el Teorema de
Vaerstein es la propiedad "A(X) es equivalente a A(0)". Este Teorema establece que se trata
de una propiedad local. Reproducimos aqui el resultado para facilitar la lectura del texto:
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TEOREMA 0.2.6 (Teorema de Vaserstein). Sea A(X) € M,«s(R[X]) una matriz con coor-
denadas en R[X]. Son equivalentes:

o A(X) es equivalente a A(0) € M,s(R).
e Laimagen de A(X) en M,y s(Rm[X]) es equivalente a la imagen de A(0) en My s(Rm)
para todo ideal mazimal m € MaxSpec(R).

Junto al Teorema de Vaserstein hemos introducido una seccion instrumental, la Seccion 2.3,
en la que exponemos el llamado Primer Teorema de Quillen. En él, Quillen se ocupa de los
modulos extendidos, es decir los R[X]-modulos M[X] = R[X]| ® g M. Su caracterizacion local
de la condicién de "ser extendido" constituye el Primer Teorema de Quillen. Reproducimos
este resultado aqui:

TEOREMA 0.2.7 (Primer Teorema de Quillen). Un R[X]-mddulo M finitamente presentado
es extendido (i.e. de la forma M = N[X]) si y solamente es localmente extendido, es decir, si
para cada ideal m € MaxSpec(R), My, es un Ry [X]-mddulo extendido.

El resultado final de este Capitulo, el cual constituye la piedra angular del Teorema de Quillen-
Suslin, es el Teorema de Horrocks. La Seccién final del Capitulo se dedica a su enunciado y
demostracién. De nuevo, reproducimos aqui el resultado para facilitar la lectura:

TEOREMA 0.2.8 (Teorema de Horrocks). Sea (R, m) un anillo local, y sea M un R[X]-mddulo
proyectivo finitamente generado. Supongamos que existe un polinomio mdnico f € R[X] tal que
My es libre como R[X|y-mddulo. Entonces, M es libre como R[X]-mddulo.

En ambos resultados (Primer Teorema de Quillen y Teorema de Horrocks) la equivalencia de
matrices juega un papel fundamental.

0.2.3. Resumen del Capitulo 3.

El tercer y ultimo Capitulo tiene un doble propoésito: en primer lugar, vamos a culminar todos
los esfuerzos técnicos precedentes para exhibir la resolucién de la Ex-Conjetura de Serre; y en
segundo lugar, vamos a dar una sencilla aplicacion del Teorema de Quillen-Suslin que tuvo
gran impacto en el desarrollo de algoritmos eficientes en Geometria Algebraica (a través de la
corriente TERA) en la dltima década del siglo pasado. Presentaremos esos resultados en dos
subsecciones separadas de esta introduccion.

0.2.3.1. Resumen relativo a la resolucion final de la Ex-Conjetura de Serre.
En los trabajos [Quillen, 1976] y [Suslin, 1976], D. Quillen y A. A. Suslin resolvieron si-
multénea e independientemente la Conjetura de Serre. El enunciado final se muestra y se
prueba en la Seccién 3.3 y se enuncia del modo siguiente:

TEOREMA 0.2.9. Sea K un dominio de ideales principales, R = K[X1,...,X,] el anillo de
polinomios en varias variables con coeficientes en K. Sea M un R-mddulo finitamente generado.
Son equivalentes:

i) M es libre y finitamente presentado.
ii) M es proyectivo.
i) M, es libre como R,-mddulo, ¥p € Spec(R).
iv) My es libre como Ry-mddulo, Ym € MaxSpec(R).

Obviamente, y tras lo discutido en los Capitulos 1 y 2, la tarea se reduce a probar que iv) = i).
La prueba es por induccién en n y tiene como ingrediente fundamental un Teorema que se
enuncia y demuestra al comienzo de la Seccion 3.2.

Ese elemento técnico esencial es también conocido como Teorema de Quillen-Suslin y consiste
en probar que el Teorema de Horrocks es valido en el caso de cualquier anillo R. Es decir, la
Seccion 3.2 se dedica a probar el siguiente enunciado:

TEOREMA 0.2.10 (Teorema de Quillen-Suslin). Sea R un anillo cualquiera y sea M un
R[X]-mddulo proyectivo finitamente generado. Sea f € R[X] un polinomio ménico tal que My
es un R¢[X]-mddulo libre. Entonces M es libre como R[X]-mddulo.
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Cabe aclarar que la demostracion de este resultado que se presenta aqui es la elaborada por
Quillen. Esta utiliza resultados técnicos de Capitulos precedentes, como el Primer Teorema
de Quillen o el Teorema de Horrocks. Adicionalmente, usa el producto fibrado de médulos
de un modo excepcionalmente ingenioso para concluir sus propositos. Esta demostracion es el
objetivo esencial del Trabajo Fin de Grado.

0.2.3.2. Una aplicacion: trivialidad de anillos modulo sucesiones requlares con respecto a
una normalizacion de Noether.
Este Trabajo Fin de Grado podria parecer hasta aqui excesivamente abstracto, aunque el Teo-
rema de Quillen-Suslin sea uno de los momentos mégicos del Algebra Conmutativa del pasado
siglo. Por ello, hemos pretendido incluir una aplicacién de este resultado; aunque pueda parecer
un resultado poco trascendente. Asi, en la Seccion 3.4 probaremos el siguiente resultado:

TEOREMA 0.2.11. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea a = (f1, ..., fr) C K[X1, ..., Xp]
un ideal de altura r generado por r elementos. Supongamos que tenemos unas nuevas variables
Y1, ..., Y, de tal modo que la siguiente es una extension entera de anillos:

A=K[Yi,...Y,_,| > B =K[X,.., X,]/a.

Entonces B es un A-mddulo libre de rango finito.

La familia de polinomios {fi, ..., f-} que genera el ideal a de altura r se suele denominar "suce-
sion secante”. Las variables {Y7, ..., ¥, } que hacen que la extension sea entera se dice que estan
"en posicion de Noether". Luego el anillo de clases residuales de K[X1, ..., X;,] médulo un ideal
generado por una sucesion secante es un modulo libre sobre una normalizaciéon de Noether.

A primera vista es solo un resultado técnico més. Supongamos que nuestra sucesion { f1, ..., fr}
secante satisface una propiedad mas: el ideal a = (f1, ..., f-) que genera es un ideal radical (i.e.
va = a). En ese caso se dice que la sucesion {fi, ..., f»} es una sucesion secante reducida (o
que la variedad de sus ceros V' = Vi (a) es una variedad interseccion completa en el plano de los
ideales). Si disponemos de una sucesion secante reducida y de una normalizacion de Noether
de la forma siguiente:

(0.2.1) A=KV,...Yy_ ] = B=K[Xy,..,X,]/a.

Entonces B es un A-modulo libre de rango finito y la desigualdad de Bézout geométrica (en el
espacio afin) de [Heintz, 1983] implica la siguiente cota para el rango de B:

rank 4 (B) < H deg(fi)-

i=1

Ahora consideremos F = Q(A) el cuerpo de fracciones de A y hagamos extension de escalares
F=F®4A— F®uB.

La extension es algebraica cero-dimensional. En particular, F' ® 4 B es un F-espacio vectorial
de dimensioén finita. Por ser B un A-moédulo libre de rango finito, se tendréa:

D = dimp(F ®4 B) = ranka(B) < [ [ deg(£:).
i=1

Maés atn, los céalculos de eliminacion en el anillo residual B se pueden releer como calculos de
eliminacion en el espacio vectorial F'® 4 B de dimensién finita sobre F'. En otras palabras, como
la base de B como A-moédulo libre se extiende a una base de F'® 4 B como F espacio vectorial,
todos los céalculos matriciales relativos a la extension A < B pueden hacerse como célculos
matriciales sobre el cuerpo F (es decir, en Mp(F)). Ademés, los elementos esenciales sobre
endomorfismos ¢ : B — B se preservan si lo vemos como endomorfismo de espacios vectoriales
i®(p:F®AB—>F®AB.

Esta fue una de las ideas claves del desarrollo de los trabajos del colectivo TERA en la dltima
década del siglo pasado (desde [Pardo, 1995] hasta [GHMP, 1997] o [GHMMP, 1998| y
sus referencias). Estos autores desarrollaron el mejor algoritmo (el méas eficiente posible) para
la resolucién simbolica de ecuaciones polinomiales multivariadas y, mas tarde, probaron que era
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imposible mejorar sus técnicas (salvo alguna mejora en el exponente constante, aspecto en el
que han trabajado decenas de autores en cientos de publicaciones posteriores).

Estos aspectos no son tema de este Trabajo Fin de Grado, pero sirven para decir que el pequeno
Teorema que se prueba en la Seccién 3.4, como consecuencia del Teorema de Quillen-Suslin, no
es un resultado sin trascendencia posterior.

0.2.4. Apéndices Finales.

El trabajo presentado se finaliza con 2 Apéndices para simplificar su lectura.

El Apéndice A contiene parte de la terminologia bésica usada en esta Memoria asi como al-
gunos resultados tedricos que o bien son béasicos o son usados de manera transversal en las
demostraciones exhibidas en la Memoria. Ademés, el Apéndice A.9 incluye las demostraciones
de algunas propiedades locales citadas en el Capitulo 1.

En segundo lugar, en el Apéndice B se recogen algunos resultados relativos a anillos y médulos
noetherianos, descomposicién primaria, dimensiéon de Krull de anillos y médulos, y extensiones
enteras. Se concluye este Apéndice con el Lema de Normalizacion de Noether. No todos los
temas presentes tienen repercusion directa sobre los contenidos del trabajo, pero algunos de
ellos son usados y conviene recogerlos de manera formal.

0.2.5. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG.

En algin caso precedente se ha discutido el estilo y la ortografia de las memorias presentadas
como Trabajo de Fin de Grado en Matematicas. En evitacién de intervenciones innecesarias,
queremos clarificar algunos aspectos relativos al estilo elegido en este texto. Se ha elegido
el formato de libro (book) de la American Mathematical Society (AMS). Aunque el idioma
utilizado es el espanol, hemos tratado de seguir lo méas fielmente posible las recomendaciones
del Libro de Estilo de esta asociacién'!, juntamente con las reglas de estilo recomendadas por
D. E. Knuth y co-autores para la Mathematical Association of America (MAA)!2.

Especificamente, hemos tratado de seguir atentamente las siguientes dos reglas:

e “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: Theo-
rem 2.3, Lemma 3.1, Figure 4.5” (p. 79 del AMS Style Guide).

e “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 4” (en D.
E. Knuth et al.).

Lipg. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, (2017)
12D, E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, (1989)






CAPITULO 1

Moédulos Proyectivos y Libres: Trivialidad Local de los
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1.1. Introduccién

En este Capitulo nos ocuparemos de asentar y demostrar las propiedades genéricas de los
modulos proyectivos. Nos interesan esencialmente los médulos proyectivos finitamente presen-
tados y/o finitamente generados. También nos interesa la relacion entre las nociones de modulo
proyectivo y médulo libre, asi como las propiedades locales de ambas nociones. Todo el material
incluido se orienta a poder resolver la Conjetura de Serre.

Comenzaremos con las propiedades locales (o Principio Local-Global en [Kunz, 1985]). Una
propiedad verifica el Principio Local-Global si esta se satisface globalmente si y solamente si se
satisface localmente. En Algebra Conmutativa el concepto "local" hace referencia al espectro
de un anillo (Spec(R)) dotado con la topologia de Zariski (ver Apéndice A.7). Hablaremos de
propiedades locales y mostraremos algtn ejemplo de estas reservando sus demostraciones para
el Apéndice A.9.

Recordaremos la nocion de R-moédulo libre y, en especial, de R-moédulo libre de rango finito.
Esta nocion aparece para generalizar de modo inmediato la situacién con espacios vectoriales
sobre un cuerpo. Asi, si X e Y son dos R-moédulos libres de rangos respectivos 7 y s, el estudio
de sus morfismos de R-moédulos f : X — Y se reduce, como en espacios vectoriales, al calculo
matricial en My, (R), con las particularidades de tener coordenadas en un anillo. Sin embargo,
como es bien conocido, los R-moédulos no suelen ser libres: por ejemplo todo grupo abeliano
finito es un Z-modulo finitamente generado que no es libre. Asi que una primera idea pasa por
entender qué otras formas hay de definir modulos libres y conocerlos. Por supuesto, también
cabe preguntarse si la propiedad de ser libre es una propiedad local. En este contexto se inserta
este Trabajo Fin de Grado.

La primera nocion candidata a ser equivalente a modulo libre es la nociéon de R-mddulo proyec-
tivo. Un R-moédulo se dice proyectivo si es sumando directo de un R-mddulo libre. FEn la
Proposicion 1.2.6 se muestran diversas caracterizaciones de los médulos proyectivos. La razén
para intentar estudiar la relacién entre moédulos libres y proyectivos se remonta a las ideas so-
bre Z-modulos libres finitamente generados. Todo submoédulo de un Z-médulo libre finitamente
generado es libre (cf. [Pardo, 2021] y sus referencias). En particular, si R es un dominio de
ideales principales, todo R-moédulo finitamente generado es libre si y solo si es proyectivo. Esto
no es cierto si se suprime la hipétesis de finitamente generado. Por eso nos restringimos al caso
de moédulos finitamente generados.

Por una cuestion estética, siguiendo la estela de [Kunz, 1985], nos ocuparemos también de los
mddulos finitamente presentados. Una presentacion finita de un R-moddulo M es una sucesion
exacta corta de la forma

0—-K—R"—-M—0,

1
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donde n € Ny K es un submoédulo finitamente generado de R™. En el caso en que el anillo R sea
noetheriano, un R-mo6dulo es finitamente generado si y solo si es finitamente presentados (ver
Proposicion 1.2.3), con lo que la diferencia entre finitamente generado y finitamente presentado
no afecta a nuestro interés en la Conjetura de Serre; en ella se trata el anillo de polinomios
R = K[X}, ..., X,] con coeficientes en un dominio de ideales principales, que es, por el Teorema
de la Base de Hilbert, un anillo noetheriano.

Tras estas consideraciones nos ocuparemos de algunas propiedades en la interacciéon entre las
nociones de "libre" y "proyectivo". Asi, en el Teorema 1.2.8 probaremos uno de los resultados
clasicos sobre el tema:

Libre = Proyectivo = Plano.

Debemos senalar que, aunque se introduce aqui el término "plano", no trataremos mas este
concepto por no extender excesivamente el contenido de este Trabajo Fin de Grado.

En el Ejemplo 1.2.7 mostramos que hay sumandos directos de R-moédulos libres de rango 1 que
no son libres. Es decir, un ejemplo elemental de un R-mo6dulo proyectivo que no es libre. De
ahi lo excepcional de la Conjetura de Serre.

Seguidamente probaremos que la condicién de "ser proyectivo" es una propiedad local. Esto se
prueba en el Teorema 1.2.11, el cual reproducimos aqui para ayudar al lector:

TEOREMA 1.1.1 (Ser proyectivo es una propiedad local). Sea P un R-mddulo finitamente
presentado. Son equivalentes:

i) P es un R-mddulo proyectivo.
it) Py es un Ry,-mddulo proyectivo, Vp € Spec(R).
ii1) Py es un Ry-mddulo proyectivo, Ym € MaxSpec(R).

Dado que ser proyectivo es una propiedad local conviene estudiar qué sucede con ambas nociones
en el caso de anillos locales. Este es el propésito de la Seccion 1.3.

La primera observacion constata que, en el caso finitamente generado sobre un anillo local, ser
libre equivale a ser proyectivo. Se trata del Teorema 1.3.3, que reproducimos aqui:

TEOREMA 1.1.2 (Libre y proyectivo en el ambito local). Si (R, m) es un anillo local y M
es un R-mddulo finitamente generado, son equivalentes:

i) M es un R-mddulo libre de rango finito.
i) M es un R-mddulo proyectivo.

Esto nos lleva a reformular el Principio Local-Global de los médulos proyectivos mediante la
propiedad "ser localmente libre". Se prueba en el Teorema 1.3.4, que reproducimos aqui:

TEOREMA 1.1.3 (Proyectivo es ser localmente libre). Sea M un mddulo finitamente gen-
erado sobre un anillo arbitrario R. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

i) M es proyectivo.
it) M es finitamente presentado y localmente libre.

Dado que el anillo R = K[Xj,...,X,,] de la Conjetura de Serre es noetheriano, esta puede
escribirse del modo siguiente:

CONJETURA 1.1.4 (Conjetura de Serre (ser libre es una propiedad local)). Sea K un dominio
de ideales principales y R = K[X3,...,X,] un anillo de polinomios con coeficientes en K.
Pruébese que para cada R-moédulo M finitamente generado son equivalentes:

i) M es libre.
ii) M es localmente libre.

La Seccion finaliza con un resultado que inspir6é a Quillen en su tratamiento de la Conjetura
de Serre, conocido como "Trivialidad Local de los Modulos Proyectivos", y que reproducimos
aqui para ayudar al lector:
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TeEOREMA 1.1.5 (Trivialidad Local de los Médulos Proyectivos). Sea P un R-mddulo
proyectivo finitamente generado. Supongamos que para p € Spec(R), el R,-mddulo libre P,
tiene rango r. Entonces existe un f € R\ p tal que Py es un R¢-mddulo libre de rango r.

1.2. Propiedades Locales. Moédulos Finitamente Presentados y Moédulos
Proyectivos

Como ya hemos dicho en la Introduccion, la Conjetura de Serre y su solucién se enmarcan dentro
del estudio de propiedades locales (segtn la terminologia de [Atiyah-Macdonald, 1969]) o del
Principio Local-Global (segin el gusto de [Kunz, 1985]). Una propiedad P sobre un conjunto
A se dice que es una propiedad local si la propiedad P(A) se satisface si y solamente si se
satisface con respecto a algin espacio topolégico asociado. El ejemplo obvio es la condicion de
continuidad: una aplicacion f : X — Y entre dos espacios topologicos (X, 7), (Y, 7') es continua
si y solamente si es continua localmente (alrededor de cada punto). Asi, "ser continua" es una
propiedad local o, si se prefiere, satisface el Principio Local-Global. Sin salir del contexto
topologico podemos encontrar ejemplos de propiedades topoldgicas que no son locales. Por
ejemplo, "ser homeomorfo" no es una propiedad local, ya que toda variedad topologica de
dimension n es localmente homeomorfa a R™ (esta es, en esencia, la definicién de variedad
topologica) pero pocas son globalmente homeomorfas a R™ (el caso trivial). Un ejemplo muy
concreto es la variedad topologica St := {(z,y) € R? : 22 + y? — 1 = 0}. Esta es localmente
homeomorfa a R, pero, obviamente, no es homeomorfa globalmente. En suma, la propiedad
"ser homeomorfa" no satisface el Principio Local-Global.

En Algebra Conmutativa, inspirados por propiedades de la Geometria Algebraica, las propieda-
des locales se estudian con respecto al espacio topologico natural asociado: el espectro primo
de un anillo Spec(R), con la topologia de Zariski (ver Apéndice A.7). Supongamos asi que
estudiamos propiedades de mddulos sobre un anillo R fijado de antemano. Para un R-moédulo
M y un primo p € Spec(R), el comportamiento "localmente alrededor de p" de M se analiza
como el comportamiento del R,-moédulo M, (i.e. la localizacién en p del R-modulo M, ver
Apéndice A.3). El ejemplo clasico de propiedad local sobre moédulos es la propiedad "ser
cero" (cf. [Atiyah-Macdonald, 1969 para mas detalles). Asi, dado un R-modulo M son
equivalentes:

i) M =0 como R-modulo,
ii) M, =0 como R,-moédulo, ¥p € Spec(R), y
iii) My =0 como Ry,-modulo, Vm € MaxSpec(R),

donde MaxSpec(R) son los ideales maximales de Ry Spec(R) es el espectro primo, ambos con
las respectivas topologias de Zariski.

En muchos casos, es relativamente asequible probar que si una propiedad se satisface global-
mente, entonces se satisface localmente. La mayor dificultad reside, usualmente, en analizar
cuédndo una propiedad que se satisface localmente se satisface también globalmente. Comence-
mos con el ejemplo que encuadra la Conjetura de Serre:

DEFINICION 1 (Médulo libre). Diremos que un R-mddulo M es libre si existe un conjunto X
tal que M es isomorfo como R-mddulo al R-mddulo @y R dado por la siguiente identidad:

Pr:={f: X > R:3JY finito, Y C X, f(z)=0, Vo€ X \Y}.
X
Se dice que M es un R-mddulo libre de rango finito si X se puede elegir finito.

Una forma equivalente de introducir los R-modulos libres es la existencia de una base (i.e. un
subconjunto B C M que es sistema generador de M como R-modulo y familia libre) de tal
modo que si B C M es una base, entonces M = gz R, con la notacion precedente.

Puede probarse (cf. [Pardo, 2021] por ejemplo) que si M es un R-modulo libre de rango finito
entonces todas sus bases tienen el mismo cardinal y a ese cardinal se le denomina rango de M
como R-mddulo libre:

rankp (M).
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Notese que si M es un R-modulo libre de rango finito con n = rankr (M), entonces M = R™
como R-médulo. El reciproco es obviamente cierto también.

Como la localizacion es un functor exacto (cf. Proposicion A.3.1), es sencillo probar el paso
global — local en el caso de R-moédulos libres:

PrRoOPOSICION 1.2.1. Sea M un R-mddulo libre, entonces:

i) M, es un Ry-mddulo libre, Vp € Spec(R). Ademds, si M es de rango finito y n =
rankr(M), entonces n = rankg, (M,).

i) My es un Ry-mddulo libre, Vm € MaxSpec(R). Ademds, si M es de rango finito y
n = rankr(M), entonces n = rankp, (Mun).

La propiedad i) anterior es, obviamente, una consecuencia de la propiedad ). Como conc-
retaremos mas adelante, la Ex-Conjetura de Serre trata de describir algunos tipos de anillos
para los cuales la propiedad i) anterior implica que "M es un R-moédulo libre", al menos para
el caso de moédulos libres de rango finito. En resumen, la Conjetura de Serre puede escribirse
como:

Detectar si, para anillos de polinomios sobre dominios de ideales principales y para modulos
finitamente generados, la propiedad "ser libre" es una propiedad local.

Antes de poder avanzar en la comprension de esta Conjetura, vamos a recordar algunas propieda-
des locales que seran usadas mas adelante en este Trabajo Fin de Grado. Notese que en el caso
de dominios de ideales principales la propiedad "ser libre" es una propiedad que admite el
Principio Local-Global para modulos finitamente generados. Es decir, si R es un dominio de
ideales principales, los R-mo6dulos finitamente generados son los R-moddulos libres de torsion y
la propiedad "ser libre" es local (ver [Pardo, 2021] para una prueba detallada).

El siguiente resultado muestra propiedades locales de morfismos. Su demostracién se propone
en el Apéndice A.9.

PRrOPOSICION 1.2.2. Sea f : M — N wun morfismo de R-mddulos. Con las notaciones del
Apéndice A.3, se tiene que:

i) Tm(fy) = Im()y, ¥p € Spec(R).
i) coker(fy) = coker(f),, Vp € Spec(R).
it1) Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) f es epimorfismo de R-mddulos.
(b) fp es epimorfismo de R-mddulos, Vp € Spec(R).
(¢) fm es epimorfismo de R-mddulos, Ym € MaxSpec(R).

DEFINICION 2 (Médulo finitamente presentado). Un R-mddulo se dice finitamente presen-
tado (o de presentacion finita) si existe una sucesion exacta corta de la forma
0-K—F—M-=—Q0,

donde

i) F es un R-mddulo libre de rango finito, y
i) K CF es un submddulo finitamente generado.

A la sucesion exacta corta anterior se la denomina presentacion finita de M.

Noétese que si un R-moédulo admite una presentacion finita, entonces es un R-modulo finitamente
generado. Si R es un anillo noetheriano (como los R = K[Xj,...,X,] que aparecen en la
conjetura de Serre), ser finitamente generado equivale a ser finitamente presentado, como se
prueba en la siguiente Proposicion:

PROPOSICION 1.2.3. Todos los mddulos finitamente generados sobre un anillo R noetheriano

admiten una presentacion finita.

DEMOSTRACION. Sea M un R-modulo finitamente generado con R anillo noetheriano. En-
tonces, existe un epimorfismo ¢ : R — M para algtin n > 1. Ademas, tenemos que ker(¢)
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es un ideal de R™, y como R es noetheriano, R™ también lo es y ker(¢) es un ideal finitamente
generado. Por tanto, K = ker(¢) es un R-modulo finitamente generado y

05K —R" %S M0

es una presentacion finita de M. O

Si {v1,...,vm} es un sistema de generadores de K y escribimos una matriz A donde cada
fila es v;, tenemos que M esta univocamente determinado por A (salvo isomorfismo), M =
R™/(v1,...,um). En otras palabras, M es isomorfo al co-ntucleo de la aplicacién lineal R™ — R™
definida por A.

La siguiente Proposicién muestra el comportamiento con respecto a la localizacion de la condi-
cion "ser finitamente presentado". La demostracion se recoge en el Apéndice A.9.

PROPOSICION 1.2.4. Sean M,N dos R-mddulos y S C R multiplicativamente cerrado. FEl
morfismo de R-mddulos

Hompg(M, N) — Homg-15(S™*M,S™!N)
a— Sla
induce un morfismo de S™'R-mddulos
h: S 'Homp(M,N) — Homg-1(S™"M,S™'N)

« _ -
— = pu;toS ta,
s

donde p;1 (%) = . En esta situacion, tenemos que:

s s-s'”

i) St M es finitamente generado, h es inyectivo.
ii) Si M es finitamente presentado, h es isomorfismo.

La segunda nocion esencial en este Trabajo Fin de Grado es la nocién de R-mo6dulo proyectivo,
que podemos definir del modo siguiente:

DEFINICION 3 (Médulo Proyectivo). Un R-mddulo M se denomina proyectivo si el functor
covariante Hompg(M, —) es exacto.

El lector interesado en detalles sobre el bifunctor Homp(—, —) puede acudir al Apéndice A.4,
o a las referencias basicas [Atiyah-Macdonald, 1969|, [Kunz, 1985] o [Pardo, 2021] y las
referencias que alli se citan. A continuacién vamos a mostrar caracterizaciones equivalentes del
hecho de ser proyectivo.

DEFINICION 4 (Sucesion exacta corta escindida). Se dice que una sucesion exacta corta de
R-mddulos

(1.2.1) 0-MSNE P

es escindida si existe un isomorfismo ¢ : N — M @ P, de tal forma que poa =1 ypo ¢ = f,
donde i : M — M @ P es la inclusion candnica, y p: M & P — P es la proyeccion candnica.
Grdficamente, la sucesion (1.2.1) es escindida si existe un isomorfismo ¢ : N — M & P tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

0 M h P 0

[

00— M ‘s MoP L3P —30.

EJEMPLO 1.2.5. Si P es un R-mddulo libre en (1.2.1), la sucesidn es escindida. En efecto,
sea B = {pi}tics una base de P como R-mddulo libre. Definimos un morfismo de R-mddulos
v : P — N del modo siguiente: para cada i € I, escogemos un elemento q; € N tal que
B(q;) = pi (se puede escoger porque (B es sobreyectivo). Asi, definimos

v(pi) = ai-
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Claramente dado p = _._;7Tip;, conT; € R,

iel
B(v(p) = BO _rv(p) =D riB(v(p) = Y ripi = p = Id(p).
i€l il il
PROPOSICION 1.2.6. Sea R un anillo, P un R-mddulo. Las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes:

i) El R-mddulo P es proyectivo.
1) P satisface la LIFTING PROPERTY siguiente:
Sea f: N — M un epimorfismo de R-mddulos. Para todo morfismo de R-mddulos
g: P — M existe un morfismo h : P — N tal que foh =g.
iii) Dada una sucesion exacta corta de R-mddulos
0= M LML P,
existe h : P — M tal que go h = Idp.
iv) Toda sucesion exacta corta de la forma
0-M LMo poo
es escindida.

v) P es un sumando directo de un R-mddulo libre. Es decir, existe un R-mddulo Q tal
que FF =P & Q es libre.

DEMOSTRACION. i) <= i) Sabemos que el functor Hompg(P, —) siempre es exacto a
izquierda (Proposicion A.4). Es decir, dada
0N L NL Mmoo
una sucesion exacta de R-modulos, la siguiente sucesion es exacta:

Hompg (P,g) Hompg (P, f)
—_— —_

0 — Homp (P, N') Hompg (P, N) Hompg (P, M).

Para que Homp(P, —) sea exacto falta ver que dado f : N — M epimorfismo, entonces
Hompg(P, f) : Hompg(P, N) — Hompg(P, M) es sobreyectivo, es decir, dado g € Hompg(P, M),
existe h € Hompg(P, N) tal que foh = g.

Pero esto es exactamente la lifting property tal y como esta enunciada en i).

1) = 4i1) Dada la sucesion exacta corta
0= M Lamspoo,

consideramos el diagrama

P

lfdp

M2 p_—o.

Por ii) existe un morfismo h: P — M tal que go h = Idp.
i41) = 4v) Consideramos la sucesion exacta corta
0—-M LMo po.
Aplicando i), existe h : P — M tal que go h = Idp. Entonces podemos construir el morfismo
o:M—-PoM

z = (9(x), © = h(g(x))),

que es isomorfismo de R-mo6dulos. La aplicacién ¢ esta bien definida: dado = € M, tenemos
que

9@ — h(g(@))) = g(x) — g(h(g(x))) **"=" g(x) — g(x) = 0
y « — h(g(x)) € M' = ker(g).
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Claramente, ¢ es morfismo de R-modulos. Veamos que es isomorfismo.

- ¢ inyectivo: dado = € ker(y), tenemos que (g(x),x — h(g(x))) = (0,0), lo cual implica que
g(x) =0, 0= h(g(x)) =z y por tanto = = 0.

-  sobreyectivo: sea (p,k) € P ® M’. Si tomamos = := h(p) + k € F, tenemos que

g9(x) = g(h(p)) + g(k) = p
x = h(g(x)) = h(p) + k — h(p) = k.
Y con ello o(x) = (p, k).
Finalmente, es claro que, dado m € M’,
e(f(m)) = (g(f(m)), f(m) — h(g(f(m)))) = (0, f(m) — h(0)) = (0, f(m)) = i(m)
y ademas, dado z € M,
p(e(@)) = plg(x), z — h(g(x))) = g().
1v) = v) Escogemos una sucesion exacta corta
0—-K—F—P—0.

con F un R-modulo libre. Entonces, como la sucesiéon es escindida por hipotesis, F =2 P® K y
P es un sumando directo de F'.

v) = ii) Supongamos que existe un R-mo6dulo @ tal que P®Q = F donde F es un R-modulo
libre. Consideramos el diagrama

Anadiendo @ como sumando directo,

P3Q=F

g®ldq

NeQ 2% vog —so.

Veamos ahora que los médulos libres satisfacen la lifting property. Tomamos el diagrama

F

k=l

N%]\Z%O.

Sea 5 = {e; :i € I} C F una base de F. Entonces existe {m; : i € I} C M tales que g(e;) =

m;, Vi € I. Y como f es sobreyectiva, existe {n; : i« € I} C N tales que f(n;) = m;,Vi € I.

Ahora como F' es libre, existe un tnico morfismo de R-modulos h : F' — N que lleva e; en n;

Vi € 1. 'Y este morfismo h verifica que foh = g.

Volviendo a la demostracion, como P C F salvo isomorfismo, podemos tomar
h:=h|p:P — N.

Claramente f o h = g. O

EJEMPLO 1.2.7. En el Ejemplo 1.2.5 anterior vimos que si P es un R-mddulo libre, toda sucesion
exacta corta de la forma

O—->N—-M-—>P—0

es escindida. Por la Proposicion precedente esto significa que todo mddulo libre es proyectivo.
El reciproco no es cierto en general. Un sencillo ejemplo es el siguiente: sea K un cuerpo y
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consideremos el anillo R = K & K. Dotamos a K de una estructura de R-mddulo dada por la
operacion siguiente:

‘n:RxK—K
((a,b),¢) = (a,b) -rc=ac
Entonces, K es un R-mddulo proyectivo, ya que R es libre como R-mddulo y K es sumando
directo de R. Pero K no es isomorfo a una suma directa de copias de R = K ® K, por lo que
no puede ser libre como R-mddulo.

Una nocién que extiende a la de R-mddulo proyectivo es la de R-moédulo plano.

DEFINICION 5 (Médulo Plano). Un R-mddulo M se dice plano si el functor M Qr — es
exacto.

TEOREMA 1.2.8. Sea M un R-mddulo. Entonces:

M es libre = M es proyectivo = M es plano.

Antes de dar la prueba del Teorema necesitamos un par de lemas previos.

Consideremos dos familias de R-moédulos indicadas por el mismo conjunto de indices {M; :
1 € I}, {N; : i € I}. Consideremos también una familia de morfismos entre estos R-modulos
{¢i € Hom(M;, N;) : i € I'}. Entonces, existe un tnico morfismo de R-modulos entre las sumas

directas
v=@Pr: DM~ DN
icl icl icl
M; es la inclusién canénica, se tiene que
Yo =i Viel

de tal modo que si A\; : M; — P,

LeEMA 1.2.9. Con las notaciones anteriores son equivalentes:

i) Cada morfismo ¢, es inyectivo Vi € 1.
ii) El morfismo suma directa 1) = @, i es monomorfismo.
DEMOSTRACION. Veamos ambas implicaciones por separado:

i) = 1) Supongamos que 1 es inyectivo. Sabemos que \; es inyectivo. Por tanto, también
serd inyectiva la composicion ¢; = 1) o A;.

i) = i) Supongamos ahora que los morfismos ¢; son todos inyectivos. Sea m € ker(¢))
un elemento en el nacleo de . Identificando cada M; con el correspondiente submoédulo de
D, M;, existe J C [ finito, y para cada j € J existe m; € M; tales que

m=7_ Aj(my).

jeJ
Por tanto, tendremos que

0=y(m) =Y p\j(my) =D p;(my).

JjeJ jeJ
Ahora, ¢;(m;) € N; Vj € J, y por definicién de la suma directa de R-mo6dulos se tiene

0="> pi(m;)=> wilm;)+ Y 0 = @j(m;) =0, Vj€J.

jeJ jeJ iel\J
Pero como ¢; es inyectiva para cada ¢ € I concluimos que m; = 0 Vj € J y, por tanto,
m = Zje] Aj(m;) =0, lo que prueba la inyectividad de . O

LEMA 1.2.10. Sea {M; :i € I} una familia de R-mddulos. Son equivalentes:

i) M; es un R-mddulo plano, Vi € 1.
ii) @;cr Mi es un R-mddulo plano.
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DEMOSTRACION. Primero recordemos que el producto tensorial es exacto a derecha siem-
pre, por lo que basta estudiar el comportamiento con respecto a monomorfismos. Consideremos
un monomorfismo de R-modulos f: N/ — N.

Ahora recordemos que el producto tensorial "conmuta" con la suma directa. Esto significa que

tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde p, T son isomorfismos

P, Idi®f)
Dic;(M; ®r N') e Dic/(M; @r N)

! P

1do®f
(@ie[ Mz) ®R N’ - (@ie[ Mz) ®r N

y donde Id; : M; — M; es la identidad entre cada sumando, e Idy : @iel
identidad entre las sumas directas. Observamos asi que Idg = @, _; Id;.

M; —» P,.; M; es la

iel
iel
Usando ahora el Lema precedente concluimos que Idy ® f es un monomorfismo si y solamente
si Id; ® f es un monomorfismo para cada i € I. Por tanto, como esto es valido para cualquier
monomorfismo f: N' — N, si @@, _; M; es plano podemos concluir que M; es plano para cada
1€ 1.

iel

Reciprocamente, si M; es plano para todo ¢ € I, entonces todo monomorfismo f : N' — N
satisface que Id; ® f : M; ® N’ — M; ® N es monomorfismo para cada ¢ € I. Por el Lema
precedente,
Idyo f=(@P1d) e f=PUd; @ f)
iel i€l

ser4 un monomorfismo, lo que prueba la platitud de @, ; M;, q.e.d. O

il
Con esto ya podemos dar la prueba del Teorema 1.2.8.

DEMOSTRACION. (Teorema 1.2.8) En primer lugar, es evidente que si M es libre entonces
es proyectivo, ya que los modulos proyectivos son los sumandos directos de los médulos libres
(M = M & {0}).

Veamos ahora que los modulos libres son planos. Para ello, observemos que el anillo R como
R-modulo es plano. Esto es por el isomorfismo natural RQ N = N. Sea ahora M un R-mddulo
libre. Entonces, M = @y R. Usando el Lema precedente, como R es plano, entonces M debe
ser un R-moédulo plano.

Veamos finalmente que todo moédulo proyectivo es plano. Por la Proposicion 1.2.6, todo médulo
proyectivo es sumando de un R-moédulo libre. Es decir, si P es un R-moédulo proyectivo existe
un R-modulo libre F' y un R-moédulo Q tales que FF = P ® Q. Como F es libre, entonces es
plano, y por el Lema precedente sus sumandos directos también son planos. Asi concluimos
que P es plano, q.e.d. O

TEOREMA 1.2.11 (Ser proyectivo es una propiedad local). Ser proyectivo es una propiedad
local para mddulos finitamente presentados. Es decir, sea P un R-mddulo finitamente presen-
tado. Son equivalentes:

i) P es un R-mddulo proyectivo.
it) Py es un Ry-mddulo proyectivo, Vp € Spec(R).
iii) Pp es un Ry-mddulo proyectivo, Ym € MaxSpec(R).

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que i) = ii).
Como P es finitamente presentado, tomemos una sucesion exacta corta de la forma

0—-—K—R"—P—0,

para algin n € N, siendo K un submoédulo finitamente generado de R™. Como P es proyectivo,
esta sucesion es escindida, y por tanto tendremos que

R"=ZPao K.
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Como la localizacion es un functor exacto, para cada p € Spec(R) tendremos que
(Rp)" = (R")p = B, ® K.
Por tanto, P, es un sumando directo de un R,-mddulo libre y, por la Proposiciéon 1.2.6, con-
cluimos que P, es un Ry,-moédulo proyectivo.
Obviamente, i1) = 4ii), ya que i) es un caso particular de i3).

Para probar #ii) = 1), consideremos una sucesion exacta cualquiera de la forma siguiente:

(1.2.2) 0-M5NLPpoo

Para cada ideal maximal m € MaxSpec(R) tenemos la sucesion exacta corta obtenida por
localizacion:

(1.2.3) 0= My 2% Ny 22 Py — 0

Como P,, es proyectivo para cada m € MaxSpec(R), la sucesion (1.2.3) es escindida Vm €
MaxSpec(R). Veamos que entonces la sucesion original (1.2.2) es también escindida. En primer
lugar, por la Proposicion 1.2.2, el morfismo de R-moédulos Hompg(P, N) — Hompg(P, P) es
sobreyectivo si y solo si para todo m € MaxSpec(R) el morfismo

Homp (P, N)w — Homp(P, P)n

es sobreyectivo. Ahora como P es finitamente presentado, por la Proposicion 1.2.4 este morfismo
se identifica con

Hompg, (Pw, Nm) — Homp, (Py, Pn)-

Por tanto la sucesion (1.2.3) es escindida si y solo si este morfismo es sobreyectivo Vm €
MaxSpec(R). O

COROLARIO 1.2.12. Sea M un R-mddulo finitamente presentado, U C M un submddulo finita-
mente generado. Entonces M /U también es finitamente presentado, y ademds U es un sumando
directo de M si y solo si Uy, es un sumando directo de My, para todo m € MaxSpec(R).

DEMOSTRACION. Por hipétesis existe una sucesion 0 — K — R" ﬁ) M — 0 con K
finitamente generado. Sea ' : R™ — M /U la composiciéon de S con el homomorfismo canénico
M — M/U. Entonces como U y K son finitamente generados, ker(3’) = 371(U) es finitamente
generado. Por tanto, M/U es finitamente presentado.

Por otra parte, la segunda afirmaciéon del Corolario se obtiene directamente del Teorema 1.2.11.
O

PROPOSICION 1.2.13. Sean f,g € R con D(f)UD(g) := {p € Spec(R) : f ¢ pdg ¢ p} =
Spec(R). Sea M un R-mddulo tal que My es finitamente presentado como Ry-mddulo y M,
es finitamente presentado como Rg-mddulo. Entonces M es finitamente presentado como R-
modulo.

DEMOSTRACION. En primer lugar, la hipotesis del enunciado D(f) U D(g) = Spec(R) es
equivalente a decir que 1 € (f,g) C R (o bien que (f,g) = R). Ahora, por la Proposicion 1.2.4
sabemos que existe una sucesién exacta de R-moddulos

0—-K—>F3% M,
con F' un R-modulo libre de rango finito tal que la sucesion inducida
0—)Kf—>Ffa—f>Mf—>O

es exacta y Ky es finitamente generado como Rg-modulo. Sea 0 — K’ — F’ 25 M’ la sucesion
correspondiente construida para M,. Entonces tenemos una sucesién exacta

(aﬂfo‘/)

0-U—-FoF ———5 M—=0,
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donde
(a,—a)y: FOF — M
(z,y) = a(z) —d/(y)
y U = ker(a, —a’). El morfismo (o, —a’) es sobreyectivo, puesto que si tomamos m € M,

sabemos que existe un z,, € F tal que a(z,) = m (por ser a sobreyectivo). Con ello,
(o, =) (@, 0) = axs,) — a(0) = m.

Ahora solo faltaria ver que U es finitamente generado. En primer lugar, F'y F’ son R-mo6dulos
libres, luego cualquier localizaciéon suya sigue siendo libre. Con ello, Fy y F ]'c son Ry modulos
libres, y por tanto proyectivos. Ademas, por la exactitud del functor localizacion, los morfismos
afy a} son sobreyectivos. Por tanto, tenemos el diagrama conmutativo siguiente:

Es decir, ay o = a}. Consideremos entonces el siguiente diagrama conmutativo con filas y
columnas exactas

:
1

0 —— Up — Fy®F} — My —— 0

— Q+—o

ol H

0 Ky Fy My 0
| |
0 0

donde 8 viene dada por B(z,y) = z — ¢(y), 8’ es el morfismo inducido por 8y G = ker(8) =
ker(f’). La columna del medio es escindida, puesto que Fy es libre como R;-médulo. Con ello,
tenemos que Fr @ F]’p = G @ Fy. Asi, tomando la proyeccion 7 : Fy @ F)’c — G, tenemos que G
es la imagen por un epimorfismo de un R¢-moédulo libre de rango finito (finitamente generado),
luego G es finitamente generado como R¢-médulo. Como K¢ es finitamente generado, Uy

también lo es.

De forma analoga se prueba que U, es finitamente generado como Ry;-moédulo. Por tanto,
tenemos que U es un R-moédulo finitamente generado. En efecto, supongamos que 1, ..., T, €
U son elementos cuyas iméagenes en Uy generan el Ry-médulo Uf, y que yi,...,y, € U son
elementos cuyas imagenes en U, generan el R,-modulo Uy, y sea U’ = (21, ..., Tm, Y1, -, Yn)-
Entonces Uy, = U}, para todo m € MaxSpec(R), ya que m € D(f) o m € D(g). En conclusion,
U =U'y U es finitamente generado. O

PROPOSICION 1.2.14. Dadas dos sucesiones exactas de R-mddulos
0 K; 25 F S5 M, 0 (j=1,2),
donde F, Fy son libres, tenemos que:
i) Si existe un isomorfismo i : My — Ma, entonces también existe un automorfismo
a: F1 ® Fy — F1 © F> tal que el diagrama

e %

(1.2.4) l“ l

Lok ©ea) M,
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es conmutativo. Ademds tenemos que a(K1 & Fz) = F1 @ Ky si identificamos K con
Bi(Kj) C Fj (j=1,2).

i1) Si existe un automorfismo o : Fy @ Fy — F1 & Fy con oK1 & Fy) = F1 & Ko, entonces
existe un isomorfismo i : My — Mo tal que el diagrama (1.2.4) es conmutativo.

DEMOSTRACION. i) Como Fi, Fy son libres, dado un isomorfismo i : M7 — Ms podemos
encontrar morfismos de R-modulos v; : F} — Fb y o : F5 — F} tales que los diagramas

= M = M
J{"/l J,Z 721\ J,Z
F2 &} MQ Fg % Mg

son conmutativos. Para (z,y) € Fy ® Fy definimos
O/(xa y) = (Iv Y- 71(I))a

a’(z,y) = (z —12(y),9)-
Obviamente o/, o” € Aut(Fy ® Fy) := {¢p : F1 ® F» — F; ® Fy}. Veamos que a = (o/)~! o o
es el automorfismo que buscamos.

Sabemos que
(i1, az) (@ (x,y)) = iay(x) —ic1ya(y) + aa(y) = (i o (a1,0))(z,y)
(i1, a2) (o (2, y)) = i (2) + a2(y) — azmi(@) = (0, a2)(z, y).

Con ello, como o = a'oa, resulta que (0, ag)oa = io(ay,0). Ahora como ker(aq,0) = K1 @ Fy,
ker(0,as) = Fy @ K, tenemos directamente de lo anterior que o(Ky @ Fy) = F; ® Ko.

i1) Supongamos que existe a € Aut(F) @ F3) con a(K; @ Fy) = F; & K. En primer lugar,
tenemos la sucesién exacta corta

0K oRYSEeR % MmaeF o

Observemos que Im(aq,0) = My @ {0} = M;. Asi que podemos considerar la sucesion exacta
corta }
0—)K1€BF2£>F1€BF2£>M1—>O

(a1 es una interpretacion de aq). De igual modo, tenemos la sucesion exacta corta
0—>F1€BK2A—2>F1@FQOZ—2>M2—)O.

Ahora consideramos la restriccion del isomorfismo « a K1 @ Fy
al : K1 @ F = oKy @ Fy) = Fr ® Ko,

que es un isomorfismo entre K7 & Fy y F; ® Ks. De esta forma, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo donde las filas son exactas

0— > K1 8F 2 ReF -2 My —— 0
[ [
0 —— F1 @Ky i>F1€9F2 225 My, —— 0.
Ahora vamos a definir el isomorfismo i : M7 — Ms. Sea my € My, existe (z1,y1) € F1 & F; tal

que aj(z1,y1) = my. Consideramos también mq = dz(a(x1,y1)), y definimos i(my) = mo. Es
decir,
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Veamos que i estd bien definida. Dados (x1,y1), (2],y]) € F1 ® F» tales que ay(x1,y1) =
a (2}, y}) = my, entonces
(@1, 91) — (@1,51) = (21 — 21,91 — 27) € ker(ar)
y por tanto ] — x1 € K. Ademas,
af (@1, y1) — (21,51)) € ker(aa).
Pero esto significa que
a(ay,yh) — alzr,y1) = ol((@), ¥1) — (21, 91)) € ker(d).
Es decir, que as(a(z),y]) — alz1,y1)) =0y
daz(a(2,y1)) = my = mg = da(a(z1,51))-
Por tanto, i esta bien definida. Ademés es obvio que es morfismo de modulos. Luego tenemos
el diagrama

OHKl@FQLFl@FQ%M1*>O

L= L

04>F1€BK2 *2>F1€BF2 i>Z\42 — 0.
Del mismo modo, podiamos haber construido j : Ms — M; con el diagrama

00— LK, 23 FaF -2 M, — 0

ﬂw*A lo b

00— K1oF 25 FLaF 25 M, —— 0.

Por dltimo, veamos que
jOi:IdMl in:IdMQ.

Sea my; € M;. Tomamos (x1,y1) € F1 @ Fy con aj(xz1,y1) = my. Entonces, i(m;) =
da(a(z1,y1)) := ma. Ahora veamos cuanto vale j(ms). Sabemos que existe (z2,y2) € F1 @ F»
con ds(x2,y2) = ma. En particular podemos coger (z2,y2) = a(x1,y1). En este caso,

j(ma) = di(a (w2, 42)) = di(aalzy, 1)) = ma.

Por tanto, j(i(mi1)) = mi. De forma analoga tenemos que i o j = Idy,, y por tanto i es
isomorfismo. O

COROLARIO 1.2.15. Sean
B aj .
Fj % F; —M; -0 (j=12)

dos sucesiones exactas con Fj,FJ{ R-mddulos libres. Entonces My = Ms si y solo si existe un
automorfismo « : F1®Fy — F1®Fy y un automorfismo f: F{@Fa@F1®F) — F{®F,F O F,
tal que el diagrama

1®1dr,,0
FleReoFRer 280 o op,

(1.2.5) y P

0,1dp, @
FlohoRor 2% pop,

es conmutativo.

DEMOSTRACION. Veamos las dos implicaciones:

<) Supongamos que el diagrama (1.2.5) es conmutativo. Por un lado, tenemos que

Im(B1®Idr,,0) = {(z,y) € F1®F, : I(z,t) € F{®F, tal que (z,y) = (B81(2),t)} = Im(B1)DFs.
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Pero por la exactitud de las sucesiones, Im(f3;) = ker(cy) = K;. Del mismo modo,

Im(O,IdFl () ﬂg = F1 D Im(ﬁz) = F1 D Kg.
Ademas, por la conmutatividad del diagrama, a|x,¢r, (K1 ® Fp) = Fy @ Ko. Finalmente,
aplicando el apartado #i) de la Proposicion 1.2.14, tenemos que My = M.

=) Consideramos f : M7 — Ms un isomorfismo de R-modulos, y tenemos el diagrama sigu-
iente

B1

28

Fl F

B2

a2

My
s
F} Fy M,

De nuevo, definimos K7 = ker(a1) = Im(51), Ko = ker(ag) = Im(f2), y tenemos el diagrama
siguiente con filas exactas

A2 s

0 K, F

Ahora aplicando la Proposiciéon 1.2.14 i) existe un automorfismo « : Fy & Fo — Fy @ F5 con
a(K1 @ Fy) = F1® K, de forma que el siguiente diagrama es conmutativo y sus filas son exactas

I K el -2srnaer %y 1o

L= J» s

00— R ok, s Raf 2% — o

Ahora recordemos que K1 @ Fy = Im(81 @ Idp,) y F1 @ Ko = Im(Idr, ® (). Ademas, af es
isomorfismo, y 81 @ Idr,, Idr, @® B2 son sobreyectivas, luego tenemos el diagrama conmutativo
siguiente con filas exactas

1®Id
ForR ™k am ——o

al

Id
For ™ noKr, — o

Finalmente, aplicando de nuevo la Proposicion 1.2.14 i) tenemos el resultado buscado. O

1.3. Libres y Proyectivos sobre anillos locales: Trivialidad Local

El objetivo de esta Seccion es explorar la relaciéon que existe entre moédulos libres y proyec-
tivos sobre anillos locales. Concluiremos la Seccién con un resultado fundamental para la idea
de Quillen sobre como resolver la Conjetura de Serre: la Trivialidad Local de los médulos
proyectivos (Teorema 1.3.5). Observamos también que los conceptos de libre y proyectivo son
coincidentes en el ambito local (ver Teoremas 1.3.3 y 1.3.4).

LEMA 1.3.1. Sea (R,m) un anillo local y M un R-mddulo finitamente presentado. Entonces,

i) M es un R-mddulo finitamente generado y p(M) < +o0.
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it) Si w(M) = n, entonces existe un mddulo libre F' de rango n y un submddulo K C F
finitamente generado tal que la siguiente es una sucesion exacta corta:

0KSFL Mmoo,

donde 1 es la inclusion.

DEMOSTRACION. i) Por definicién de R-modulo finitamente presentado, M es la imagen
por un epimorfismo de un R-moédulo libre de rango finito. Es decir, tenemos f : R* — M
epimorfismo de R-mo6dulos con n € N. Entonces si {e;};=1,..n es la base canénica de R" y
m; = f(e;), i =1,...,n, tenemos que {m; };=1..__, es un sistema de generadores de M = f(R").

1) En primer lugar, recordemos que como consecuencia del Lema de Nakayama, si escribimos
k(m) = R/m,

H(M) = dimp () (M/mM),
donde M/mM es visto como k(m)-espacio vectorial (Corolario A.6.2). Seguidamente, como M
es finitamente presentado, tendremos una sucesion exacta corta de R-moddulos:

0— Ko Fy 5 M —0,
con Fy libre de rango finito y Ky submodulo de Fj finitamente generado.

Supongamos que n = u(M) < +oo. Tendremos un epimorfismo de R-modulos f : F = R™ —
M. Sea K = ker(f). Entonces tendremos la siguiente sucesion exacta corta de R-modulos:

0= KSR Mo,

donde i es la inclusiéon. Como Fj es libre, es entonces proyectivo y tenemos el diagrama siguiente:

Iy

f lﬂ

R* — M —— 0.
Por tanto, existird e : Fy — R™ tal que el diagrama siguiente es conmutativo
Fo
-
f

R —— M —— 0.

Podemos reescribir este diagrama como

s}
=
>
e
3
=
s}

Idn

—
™
—

0 K —>% Rr

S

0,

donde las filas son sucesiones exactas cortas y el diagrama conmuta (7 = f o).

Consideremos ahora z € Ky. Por ser exacta la fila superior tenemos que x N Az) % 0. De
otro lado, anadiendo la segunda fila tenemos que

z —2— Az) —=— 0

Ie II dn
0

e(A(x)) —

es decir, f(e(A(z))) = m(A(z)) = 0. Por tanto, e(A(x)) = 0y i(K) = ker(f). En conclusion,
tenemos un morfismo de R-moédulos e o A : Ky — K. Hemos encontrado asi un diagrama
conmutativo con filas exactas
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0 Ky -2 Fy — " M 0
lso A lﬁ II dnm
0 K— g L ,nm 0

En la siguiente etapa procederemos a tensorizar con R/m. Las propiedades del functor co-
variante R/m ® g — (Apéndice A.5) nos dan el siguiente diagrama conmutativo cuyas filas son
exactas:

R/m®gr Ko 2222 Fy/mFy 227 M/mM — 0
l]d@(eo)\) Id®e Id
Id®1i 1d®f

R/m®r K —— R"/mR* — M/mM —— 0.

Notese que hemos omitido las condiciones de ser monomorfismo. Ahora bien, u(M) = n, luego
M /mM es un k(m)-espacio vectorial de dimension n. Por su parte, R" /mR"™ = (k(m))" también
es un k(m)-espacio vectorial de dimension n. Finalmente, Id ® f es un epimorfismo entre dos
k(m)-espacios vectoriales de dimension n, luego es un isomorfismo de espacios vectoriales.

A continuacion, probaremos la siguiente

AFIRMACION. €: Fy — R es un epimorfismo de R-mddulos.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Por el diagrama anterior tenemos que Id ® m es epimor-
fismo y acabamos de ver que Id® f es isomorfismo. Por tanto, como los cuadrados del diagrama
conmutan, Id ® € ha de ser epimorfismo de espacios vectoriales. Recordemos la forma de Id® e

Id®e: F()/mFO — R”/mR"
z4+mFy — €(z) + mR"
Se trata de un epimorfismo de R-modulos. En particular, se concluye que R™ C ¢(Fp) + mR™.
Pues si z € R", existe z € Fj tal que z — ¢(z) € mR"™. Aplicando el Lema de Nakayama, como

(R, m) es anillo local y R™ finitamente generado, concluimos que R™ = ¢(Fp) y la afirmacion
queda demostrada.

Ahora a partir de la suprayectividad de € es sencillo probar que € o A es epimorfismo de R-
modulos. Sea x € K = ker(f). Entonces existe y € Fy tal que €(y) = . Y como el diagrama
original era conmutativo, tenemos que 7(y) = f(e(y)) = 0. Es decir, tenemos el siguiente dibujo

0
2
0

En conclusion, y € ker(w) = Im()), luego existird z € Ky tal que A(z) = y. Es decir, siguiendo
el diagrama tiene la forma siguiente:

]

T

i

b

y

0
2
0

Luego € 0 A(z) = z y hemos probado que € o A es epimorfismo. Pero por ser M finitamente
presentado, Ky era un submoédulo finitamente generado de Fy, y por tanto K = (eo \)(Kj) sera
también un R-moédulo finitamente generado. O

X

i

PROPOSICION 1.3.2. Sea (R,m) un anillo local y M un R-mddulo finitamente presentado. En-
tonces las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) M es libre.
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i1) Existe una sucesion exacta corta de R-mddulos

0sKLPS Mmoo

donde P es proyectivo y, tensorizando por R/m, la siguiente es una sucesion exacta
corta de k(m)-espacios vectoriales

0 — K/mK 2225 p/mp 1999 pr/ma — 0

donde las notaciones son las mismas que en el Lema precedente.

DEMOSTRACION. i) = ii) Basta considerar la siguiente sucesion exacta corta

0— 05 M L9 Ao,

Como M es libre, entonces es proyectivo. Ademads, como R/m ®g — es exacto a derecha y
R/m ®p 0 =0, tenemos la exactitud.

i1) = 1) Notese que por ser R/m ®pg — exacto a derecha, la condicion i) es equivalente a decir
que Id® f: K/mK — P/mP es un monomorfismo de R-moédulos.

Seguidamente, obsérvese que en la demostracion del Lema precedente hemos usado solamente
que Fy era un R-mo6dulo proyectivo. Supongamos que u(M) = n y, usando el Lema precedente,
tendremos una sucesion exacta corta

0= Ky Fy=R"Z M — 0,

donde K es un R-moédulo finitamente generado e i : Koy — Fj es la inclusion candnica. Repi-
tiendo el argumento del Lema precedente, usando el hecho de que P es un R-mddulo proyectivo,
tendremos € : P — Fy un morfismo de R-mo6dulos que hace que el siguiente diagrama sea con-
mutativo:

0 K- sp_9 M 0
L e
0 Ko —s R* — ™ M 0

Ademas, igual que en el Lema precedente, tendremos que € es un epimorfismo de R-moédulos
y tendremos un morfismo e o f : K — Ky que serd también epimorfismo. Tenemos asi un
diagrama conmutativo de la forma siguiente:

<
[y

~
[¥]

A R —

0 K1 I M 0
leo f J/E II dmr

0 Ky —— R" —" 4 M 0,
[
0 0

donde K7 =ker(eo f), Ko = ker(e) e 41,2 son las inclusiones canénicas.

Veamos ahora que f|g, : K1 — K3 define un isomorfismo de R-médulos. En primer lugar,
observemos que f(K;) C K. Para ello, sea x € K;. Entonces, €(f(xz)) = 0 con lo que
f(z) € ker(e) = Ky. Claramente por tanto, f|x, es un morfismo de R-moédulos, porque f
lo es y la restriccion de un morfismo a un submoédulo sigue siendo morfismo. Veamos que
flk, es epimorfismo. Sea z € K. Entonces, e(x) = 0, con lo que w(e(z)) = 0. Por la
conmutatividad del diagrama anterior, tendremos que i2(z) =z € Py g(z) = (wo¢€)(z) = 0.
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Luego z € ker(g) = Im(f), y por tanto existe y € K tal que z = f(y). Es decir, el diagrama
con elementos seria el siguiente:

Ieof

(€0 f)(y)

Entonces, (eo f)(y) = e(f(y)) = e(x) = 0, luego y € ker(e o f) = K;. Por tanto, v = f(y) con
y € K; y tenemos la suprayectividad de f|g,. En elementos, el diagrama sera

y flry .
L‘l L‘z
Y f r—2 0
bl
eo fy) —— 0 —"= 0

De otro lado, f ya era monomorfismo de R-modulos, con lo que la restriccion f|x, también
lo sera. En conclusion, f|x, : K1 — K es un isomorfismo de R-modulos. Esto nos genera el
siguiente diagrama conmutativo:

0 0
I,
K, +—5 K,
(1.3.1) 0 [l( ! 1£ I s M 0
J{eof J{e IIdM
0 Ky —— R" —™ 5 M 0
|
0 0

Ahora procedemos a tensorizar con R/m. El functor R/m ®p — es exacto a derecha y sabemos
que una de las filas permanece exacta por la hipdtesis ii). Tenemos entonces el siguiente
diagrama conmutativo:

Id
Km0 i i
J{Id@il 1d®io
1d® f Id®g
0 —— K/mK Pj/mpP ———— M/mM —— 0
(1.3.2) J/Id@(eof) J/Id@g IId@IdM

Ko/mKoy 225 Rn/mR 2985 A /mM —— 0.

| |

0 0

Ahora volviendo al diagrama (1.3.1), como R™ es un R-médulo libre (y por tanto proyectivo),
la sucesion corta vertical que termina en R™ es escindida y por tanto, seguiré siendo exacta al
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tensorizar con R/m. Esto es porque el producto tensorial conmuta con la suma directa, por lo
que si tenemos la sucesiéon exacta

€

0Ky 2 P=K,®R" S R" -0,

tensorizando con R/m, la siguiente sucesion también sera exacta:
0= R/mep Ky 2222 R/m@p (K & R™) 2225 R/m@p R™ — 0.

En suma, el diagrama (1.3.2) puede completarse de forma siguiente:

Id®
Kl/mKl *ﬂK}lKg/ng

l]d@il 1d®io
0 —— K/mK —%1, p/mp 199, p/mM —— 0
l[d@(eo 1 l]d@e l]d@[d M

Ko/mKy 222% R mpr L2995 M /mM —— 0.

| |

0 0

Notese ademas que, como p(M) = n, tendremos que

n = dimk(m) (M/mM) = dimk(m) (Rn/mRn) = dimk(m)((R/m)").
Como Id® 7 es un epimorfismo entre dos espacios vectoriales de la misma dimension, entonces
Id ® m es un isomorfismo de R-moédulos y ker(Id ® 7) = {0}.

Si probamos que Id ® i es un monomorfismo, habremos concluido que Ky/mKy = {0}. Con-
sideramos = + mKy € Ko/mKj tal que (Id ® i)(x + mKy) = 0+ mR". Como Id® (eo f) es
suprayectiva, existird y+mK € K/mK tal que (Id®(eo f))(y+mK) = z+mK,. Pero entonces

(Id®e€)o(Id® f)(y+mK) = (Id®i)o(Id®(eo f))(y+mK) = (Id®i)(x + mKy) = 0+ mR".
Es decir, los elementos siguen el siguiente diagrama:

y+mK ELEIN (Id® f)(y + mK)
IId@(eof) Ild@)e

r+mKy o fd®i 0+ mR"

Escribimos z + mP := (Id® f)(y + mK) y tendremos que (Id ® €)(z + mP) = 0+ mR"™. Luego
z+mP € ker(1d® 6) = KQ/ng.

z+mKs
Id®iz
y+mK LTINS +mP
Id®(eof) IId@e
1d®i

z+mKyg —— 0+ mR"

Ahora recordemos que f|g, era un isomorfismo y esta condicion se conserva al tensorizar, con lo
que Id® f|k, sigue siendo un isomorfismo. Por tanto, existira y' + mK tal que (Id® f|k,) (v’ +
mK) = z 4+ mP. Tenemos asi el siguiente diagrama:
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1d®
y 4+ mK, ﬂlz + mK,

oo [raes

y' +mK y+mKﬂ>z+mP

:le@)(eof) IId@e

r + mK &O—FmR”

Pero por la conmutatividad de los diagramas tendremos que
(Id® f)(y"+mK) = (Id® f)o(Id®i1)(y' +mK1) = (Id®is) o (1d® f|k, ) (¥ +mK;) = 2+ mP.
Por tanto, (Id ® f)(y" + mK) = (Id ® f)(y + mK), y recordando la hipotesis de que Id ® f

es monomorfismo, tenemos que y + mK = y"” + mK = (Id ® i1)(y’ + mK;) con ¢y’ € K;. Pero
entonces,

r+mKy=Id® (eo f))(y+mK) = (Id® (eo f)) o (Id®1i1)(y +mK;)) =0+ mKj.
En conclusion, para cada z +mKy € Ko/mKy, si (Id®1)(r+mKy) = 0+mR", necesariamente
z+mKy=0+mKy. Con ello Id ® i es un monomorfismo de R-modulos.

Hemos visto que Im(Id ® i) = {0} y que sin embargo, Id ® ¢ es monomorfismo. Luego nece-
sariamente Ko/mKy = {0}.

Recordando ahora el uso que hemos hecho del Lema precedente, Kg era un R-mo6dulo finita-
mente generado y, por el Lema de Nakayama, Ko/mKy = {0} implica que Ky = {0}. Final-
mente, recordemos que K es el nucleo del epimorfismo 7 de la sucesion exacta corta

05 Ky=0%R"T M — 0.
Luego 7 es isomorfismo de R-moédulos, M =2 R™ y M es un R-mo6dulo libre de rango finito. O

A continuacion se enuncian dos resultados inmediatos de aplicacion de la Proposicion anterior.

TeEOREMA 1.3.3 (Libre y Proyectivo en el ambito local). Un R-mddulo finitamente gen-
erado sobre un anillo local es proyectivo si y solo si es libre.

DEMOSTRACION. Si M es proyectivo, entonces el resultado se obtiene al tomar P = M y
K =0 en la sucesion exacta de la Proposicion 1.3.2i7). O

Notese que se tiene la siguiente caracterizaciéon local de los moédulos proyectivos:

TEOREMA 1.3.4 (Proyectivo es ser localmente libre). Sea M un mddulo finitamente gen-
erado sobre un anillo arbitrario R. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

i) M es proyectivo.
i1) M es finitamente presentado y localmente libre.

DEMOSTRACION. i) = ii) Si M es proyectivo entonces existe M’ con M & M’ libre y de
rango finito (por ser M finitamente generado). Por tanto, tenemos la sucesion exacta corta

O—-M - F=MoM — M — 0,

donde F' es un R-mo6dulo libre de rango finito y M’ C F es finitamente generado. Luego M es
finitamente presentado.

La condicién de localmente libre se obtiene del Teorema 1.3.3 anterior y de que Ry, es anillo
local.

1) = i) Supongamos que existe una sucesion exacta
0 — K —F—M—0,

con F' un R-médulo libre de rango finito y K C F submodulo finitamente generado. Si M
es localmente libre, la sucesion anterior es localmente escindida Vm € MaxSpec(R). Con ello,
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también es escindida globalmente (cf. Teorema 1.2.11). Por tanto, FF = M @® K, M es un
sumando directo de F' y con ello es proyectivo. O

En otras palabras, para médulos finitamente presentados ser proyectivo equivale a ser localmente
libre.

TEOREMA 1.3.5 (Trivialidad Local de los Médulos Proyectivos). Sea P un R-mddulo
proyectivo finitamente generado. Supongamos que para p € Spec(R), el Ry-mddulo libre P,
tiene rango r. Entonces existe un f € R\ p tal que Py es un Ry-mddulo libre de rango r.

DEMOSTRACION. Sea {wq,...,w,} una sistema minimal de generadores de P, como R,-
moédulo. Podemos tomar cada uno de estos w; como iméagenes de elementos w; de P, multipli-
cando todos por un denominador comtun. De esta forma, tenemos un nuevo sistema minimal
de generadores de P, como Ry,-modulo, {w], ..., w}}. Consideramos ahora la sucesién exacta

[e3%

0—-—K—-R —P—C-—=0,

donde « lleva los elementos de la base canonica e; en w} (i = 1,...,7), y K := ker(a), C :=
coker(a) := P/Im(c).

Por ser {wf,...,w}} un sistema de generadores de P, como R,-modulo, tenemos que C, = {0}.
Y como C es finitamente generado, existe un f € R\ p tal que Cy = {0}. En efecto, sea
{¢1, ..., ¢;} un sistema minimal de generadores de C. Entonces existen f1, ..., f; € R\ p tales que
¢ifi =0, (i=1,..,1). Tomando f = fifa...fi € R\ p tenemos que C; = 0. Ahora la sucesion
exacta corta

0— Ky — Ry — Py —0

es escindida puesto que P; es un Ry-médulo proyectivo. Por tanto, existe un isomorfismo
o : R} — Ky © Py, y como Ry y Py son finitamente generados, entonces Ky también es
finitamente generado. Ahora como K, = {0}, existe un g € R\ p con Ky, = {0}. Con ello,
tenemos la sucesion exacta de Ry4,-modulos

0 — R}y — Prg — 0,

y por tanto, Py, es un Ryg,-modulo libre de rango 7. O
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2.1. Introduccién

Este Capitulo esta dedicado a probar algunos resultados instrumentales que seran esenciales en
la prueba del Teorema de Quillen-Suslin.

La primera observacion que debemos hacer es que la extension de escalares (ver Apéndice
A.5) preserva la condicion de ser mdédulo libre. En otras palabras, como el producto tensorial
conmuta con la suma directa de R-moédulos, si R C B es una extension de anillos y F' es un
R-modulo libre, entonces B @i F' es un B-modulo libre. Ademas, si F' es de rango finito,

rankp (B ®@p F) = rankg(F).

Ahora si P es un R-mo6dulo proyectivo, entonces es sumando directo de un R-mo6dulo libre.
Supongamos F' = P& @, donde F es un R-mo6dulo libre. De nuevo, como el producto tensorial
conmuta con la suma directa, tendremos un isomorfismo de R-moédulos

R[X]®r F = (R[X]®r P)® (R[X]®r Q).

Por tanto, también la condicion de ser proyectivo se preserva mediante la extension de escalares
R C R[X]. Escribiremos M[X] = R[X] ® g M para expresar el modulo obtenido por extension
de escalares. El argumento esencial del Teorema de Quillen-Suslin se sustenta en este juego de
"subir" y "bajar" entre R-moédulos y R[X]-mo6dulos, usando que R[X] es un R-modulo libre, y
por tanto plano.

El otro aspecto esencial es el Algebra Lineal con matrices tanto sobre R como R[X]. Nos interesa
esencialmente la relacion de equivalencia entre matrices con coordenadas en un anillo B. Dos
matrices Ay y As en M,.xs(B) se dicen equivalentes si existen matrices regulares P € GL(r, B),
Q@ € GL(s, B) tales que
A =P -Ar-Q.

En la Seccion 2.2 los anillos que consideramos son esencialmente R y R[X]. Si A(X) €
M, «s(R[X]) es una matriz con coordenadas en R[X], podemos especializar la variable X en
0 € Ry obtener la matriz A(0) € M, s(R). La cuestion instrumental que trata el Teorema de

Vaerstein es la propiedad "A(X) es equivalente a A(0)". Este Teorema establece que se trata
de una propiedad local. Reproducimos aqui el resultado para facilitar la lectura del texto:

TEOREMA 2.1.1 (Teorema de Vaserstein). Sea A(X) € M,«s(R[X]) una matriz con coor-
denadas en R[X]. Son equivalentes:

o A(X) es equivalente a A(0) € M, «s(R).

23
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o Laimagen de A(X) en Myxs(Rm[X]) es equivalente a la imagen de A(0) en My s(Rm)
para todo ideal mazimal m € MaxSpec(R).

Junto al Teorema de Vaserstein hemos introducido una seccién instrumental, la Seccion 2.3,
en la que exponemos el llamado Primer Teorema de Quillen. En él, Quillen se ocupa de los
modulos extendidos, es decir los R[X]-modulos M[X] = R[X]| ® g M. Su caracterizacion local
de la condicién de "ser extendido" constituye el Primer Teorema de Quillen. Reproducimos
este resultado aqui:

TEOREMA 2.1.2 (Primer Teorema de Quillen). Un R[X]-mddulo M finitamente presentado
es extendido (i.e. de la forma M = N[X]) si y solamente es localmente extendido, es decir, si
para cada ideal m € MaxSpec(R), My es un Ry[X]-mddulo extendido.

El resultado final de este Capitulo, el cual constituye la piedra angular del Teorema de Quillen-
Suslin, es el Teorema de Horrocks. La Seccién final del Capitulo se dedica a su enunciado y
demostracién. De nuevo, reproducimos aqui el resultado para facilitar la lectura:

TEOREMA 2.1.3 (Teorema de Horrocks). Sea (R, m) un anillo local, y sea M un R[X]-mddulo
proyectivo finitamente generado. Supongamos que existe un polinomio mdnico f € R[X] tal que
My es libre como R[X|y-mddulo. Entonces, M es libre como R[X]-mddulo.

En ambos resultados (Primer Teorema de Quillen y Teorema de Horrocks) la equivalencia de
matrices juega un papel fundamental.

2.2. Calculos matriciales con coordenadas en R[X]: equivalencia y el Teorema de
Vaserstein.

En lo que sigue denotamos:

- M, «s(R) el R-modulo formado por todas las matrices de tamafio r X s con coeficientes en R.
- GL(r,R) el grupo de matrices invertibles de tamafio r X r con coeficientes en R, es decir el
grupo de matrices r X r tal que su determinante es una unidad de R.

Todo homomorfismo de anillos R — S induce de forma natural un morfismo M, ys(R) —
M, s(S) y un homomorfismo de grupos GL(r, R) — GL(r,S).

DEFINICION 6 (Matrices equivalentes). Se dice que dos matrices A1, As € M,.xs(R) son
equivalentes (A ~ As) si existe una matriz A € GL(r, R) y una matriz B € GL(s, R) tal que

A1 =A-A,-B

Consideremos ahora dos sucesiones exactas
R 25 g 25 M 50 (ngnl €N) (5 =1,2).

Respecto de la base canodnica (; viene dada por una matriz By de tamafio n} x ny, y de la
misma forma (5 viene dada por una matriz By de tamafio nfj X ns.

Retomamos ahora la construccion del Corolario 1.2.15. Con ello, las matrices correspondientes
a las aplicaciones (51 @ Idp,,0) vy (0,Idp, @ B2) (es decir, a las filas del diagrama (1.2.5)) son

de la forma
B | 0 0
(2.2.1) 0 | In, y I,,| 0 ,

0 0 | By

rXSs

XS
con r =ny + ny +nj +nh, s =ny + ng e I, denota la matriz identidad n X n.
El Corolario 1.2.15 afirma que los modulos M; y M5 son isomorfos si y solo si estas dos matrices

son equivalentes. En otras palabras, By y Bs presentan el mismo R-moédulo (salvo isomorfismo)
si y solo si las matrices (2.2.1) son equivalentes.

Ahora pasaremos a considerar matrices con coeficientes en R[X]. Dada A € M, «s(R[X]) y dado
un anillo T que extiende a R[X], escribiremos A(X) en lugar de A, y dado f € T, denotamos
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por A(f) laimagen de A en M,.«(T') inducida por la sustitucion X — f. Ademads, denotaremos
por A(0) a la matriz obtenida al sustituir X — 0 € R, de modo que A(0) € M, s(R).

DEFINICION 7 (Matrices localmente equivalentes). Se dice que A1, As € M, «s(R[X]) son
localmente equivalentes para m € MaxSpec(R) si las imdgenes de Ay, Az en M,y s(Rn[X]) son
equivalentes.

El Teorema de Vaserstein demuestra que la equivalencia de matrices sobre R[X] es una propiedad
local. Para esta demostracion necesitamos primero el siguiente Lema técnico.

LEMA 2.2.1. Sean
A1 € M,«s(R[X]) As € My (R[X]) Az € M,.«+(R[X]),

y sea S C R multiplicativamente cerrado. Sea A; (i = 1,2,3) la matriz correspondiente a A;
inducida por el homomorfismo candnico R[X] — ST1R[X].

Supongamos que Ay - Ay = Az y que A1(0) - A3(0) = A3(0). Entonces existe un s € S tal que
Al(SX) . AQ(SX) = A3($X)

DEMOSTRACION. Consideremos la matriz A := Ay - As — A3. Como A;(0) - A3(0) = A3(0),
todos los coeficientes de A son divisibles por X. Ademas, bajo el homomorfismo canénico

Myt (RIX]) = Mot (ST'R[X]),

A se corresponde con la matriz 0. Por tanto, existe un s € S tal que sa;; = 0, Vi, j. Pero en
tal caso

Al(SX) . AQ(SX) - A3(SX) =0.
O

TEOREMA 2.2.2 (Teorema de Vaserstein). A € M, .(R[X]) es equivalente a A(0) si y solo
st A es localmente equivalente a A(0) para todo m € MaxSpec(R).

DEMOSTRACION. Veamos las dos implicaciones por separado:

=) Esta implicacion es evidente, puesto que si existen C(X) € GL(r,R[X]) y D(X) €
GL(s, R[X]) tales que en R[X] se da la igualdad

A(0) = C(X)A(X)D(X),

entonces esta igualdad se da también en cualquier anillo que contenga a R[X]. Como R C Ry,
para todo m € MaxSpec(R), tenemos el resultado buscado.

<) Consideremos el conjunto
I'={a€ R:Vf g€ RIX],f—ge€aRX] = A(f) ~ Ag)}-

La demostracion pasa por ver, en primer lugar, que I es un ideal de R, y en segundo lugar,
que I = R (o equivalentemente 1 € I). De este modo, tomando f = X, g = 0 tenemos que
X —0=X € R[X] y por tanto A(X) ~ A(0).

Veamos en primer lugar que I es ideal de R. Sean aj,as € I,y f,g € R[X] tales que f — g =
(riay + reas)e, con 11,19 € R, € R[X]. Entonces (f —ra19) — g € aaR[X], luego

A(g) ~ A(f —riarep).
Pero ademaés, (f —rai1p) — f € a1 R[X], luego
Alg) ~ A(f = ra1p) ~ A(f).
y con ello ria; + raa9 € 1.

Ahora veamos que I = R. Para ello, vamos a ver que, Ym € MaxSpec(R), si A(X) ~ A(0) en
R [X] (lo cual tenemos por hipotesis), entonces I € m. De esta forma, como consecuencia del
Axioma de Zorn concluimos que necesariamente I es un ideal impropio.



26 2. TEOREMAS DE VASERSTEIN Y HORROCKS

Sea m € MaxSpec(R). Sabemos por hipotesis que existen C(X) € GL(r, Ryn[X]),D(X) €
GL(s, Ru[X]) tales que

Notese que A(0) € M, xs(R) carece de variables. Ahora consideramos el anillo Ry[X,Y] D
Ry [X] y reemplazamos X por X + Y en la identidad anterior. Con ello,

(2.2.2) AX+Y)=C(X+Y)A0)D(X +Y).
Como C(X) y D(X) son matrices inversibles sobre Ry[X], tendremos que
A(0) = CTHX)A(X)DTHX),
y sustituyendo en la expresion (2.2.2),
AX+Y)=C(X +Y)CHX)AX)D Y X)D(X +Y)

Ahora llamamos

CH(X +Y) = C(X +Y)CTHX) € Myur(Ru[X, YY),

D* (X +Y):=D Y X)D(X +Y) € Myxs(Ru[X,Y]).
Tomando C*(X +Y), sabemos que sus coordenadas son polinomios de Ry, [X,Y], es decir,

C* (X +Y) = (p;;(X,Y)). De hecho, cada p;;(X,Y) se puede escribir como

mMij

i (X,Y) Za(k)

donde a(k)( X) € Ry[X]. Sea m = max{m,;}, y reagrupando coeficientes podemos escribir
C'(X+Y)=Co(X)+C1(X)Y + ... + Cp, (X)Y™,

con Ci(X) € Myyr(Ru[X]), (i = 1,...,m), y Cy es la matriz identidad (porque C*(X + 0) =

Co(X) = C(X)C~1(X) = Id,).

Cada una de estas matrices C;(X) es una matriz cuyas coordenadas son polinomios en Ry [X],

Ci(X) = (qflj )(X )), ¥ por tanto, los coeficientes de estos polinomios poseen denominadores en

R\ m. Multiplicando todos los denominadores de los coeficientes de q(J )(X ) podemos obtener

un elemento dg) € R\ m tal que dgl) qilj)( X) € R[X]. Esto se puede hacer porque R\ m es un

sistema multiplicativamente cerrado, con lo que el producto de un namero finito de elementos
de R\ m sigue estando en R\ m. Definimos ahora para cada j

di= ] 4 eRr\m.

1<t,i<r

Observemos que d;C;(X) € M,,(R[X]). Finalmente, definimos

m

H i€ R\m

y consideramos la matriz

C* (X +dY) =Co(X)+ Ci(X)a'Y + ... + Cr(X)(a/)"Y™.

Ahora observemos que para cada j = 1,...,m, d;|d’, luego C;(X)a’ es una matriz con coorde-
nadas en R[X], y con ello

Ademas, Cy(X) € My« (R[X,Y]) por ser la matriz identidad. En suma,
C*(X +d'Y) € My« (R[X,Y]).
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Del mismo modo, podemos construir & € R\ m tal que D*(X + b'Y) sea una matriz con
coordenadas en R[X,Y]. Mas atin, el elemento d' = a'b’ verifica que

C*(X +dY) € My, (R[X,Y]),
D*(X +d'Y) € My s(R[X,Y]),
y ademés d’ € R\ m por ser R\ m multiplicativamente cerrado.

Como C(X) y D(X) son inversibles en Rn[X], también lo seran C*(X +Y) y D*(X +Y). Por
tanto, tenemos que las inversas verifican

C* "N X +Y) € My, (Ra[X,Y]),
D* HX +Y) € Myus(Ru[X,Y]).

Podemos repetir el argumento desarrollado antes para C* y D* con estas matrices y hallamos
e/ € R\ m tal que

C* X +€Y) € My (RIX, Y]),
D* N X +€'Y) € Myus(R[X,Y]).
Finalmente, eligiendo p’ = d'e’ € R\ m tendremos que
C*(X +pY) € Myyr(R
D*(X 4+p'Y) € Myys(
X +p 'Y) € My (

(X +pY) € Moxs(RX,
Ahora consideramos el anillo R’ = R[X], el sistema multiplicativamente cerrado S = R\ m en
R’ y las matrices
)= C(X +p'Y)CTHX) € My (ST'R[Y)),

)= C(X)CTHX +pY) € My (STIR'Y]).

Observemos que A;(Y)A3(Y) = Id, y A1(0)A2(0) = Id,. Entonces por el Lema 2.2.1 existe
A1 € S tal que

Ay (Y
A (Y

A (OnY)As(\Y) = Id,.
En particular, la matriz
To(X,Y) = Aj(\Y) = C*(X + p'\Y) € GL(r, RIX,Y])
es una matriz inversible cuya inversa tiene coordenadas en R[X,Y] = R'[Y].
Del mismo modo, podemos proceder con las matrices D* y D*~! y encontrar A\, € S tal que
Ao(X,Y) = D*(X + p'A\Y) € GL(s, R[X, Y)).

Eligiendo A = A\ A2 € S, tenemos que

I'(X,Y)=C*"(X+p'\Y) € GL(r,R[X,Y)),

A(X,Y)=D*"(X +p'\Y) € GL(s,R[X,Y]).
y ademas I'(X,0) = Id,, A(X,0) = Ids. Llamaremos t' := p’\.
De esta forma, sobre Ry [X, Y] tenemos la identidad

AX +1Y)=C(X +tY)CTHX)A(X)D 1 (X)D(X + 1Y),

,\/-\

y sobre R[X]
AX) =T(X,0)A(X)A(X,0).
Por tanto, aplicando de nuevo el Lema 2.2.1, existe un t” € R\ m tal que si ¢ := t't",
AX +tY) =T(X, "Y)AX)A(X,'Y)
sobre R[X,Y]. Ahora si tenemos f,g, ¢ € R[X] tales que f — g = tp, entonces
A(f) =T(g,t"¢)Ag)Alg, "),
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y con ello A(f) ~ A(g) y t € I. Asi hemos probado que Vm € MaxSpec(R) existe un ¢t € I tal
que t ¢ m, q.e.d. O

2.3. Extensiones de médulos. Primer Teorema de Quillen.

DEFINICION 8 (Extension de escalares). Sea f : R — T un morfismo de anillos y sea N
un R-mddulo. Entonces podemos definir una estructura de T-modulo sobre T ®r N del modo
stguiente:

T X (T@RN) — (T®RN)
Az @pn) — Y (Azy) @p i

iel iel
para cada conjunto finito I, con x; € T,n; € N. Se dice que T ®g N es el modulo obtenido a
partir de N por extension de escalares a partir de f : R — T.

En particular, si consideramos el morfismo de anillos i : R — R[X] y un R-mo6dulo N, podemos
construir el R[X]-modulo N[X] := R[X]|®prN por extension de escalares, mediante la operacion
siguiente: si f =ro+7r X + ...+ X" € R[X],g =no+mX +...+n,X* € N[X] (supongamos
t > s), entonces

[ -rix1 9 = rono + (rinoe +ron1) X 4 ... 4 ( Z ring) X"
iti=t

Esto nos lleva a la siguiente

DEFINICION 9 (Médulo extendido y localmente extendido). Un R[X]|-mddulo M se dice
que es extendido (de R) si existe un R-mddulo N tal que M = N[X] como R[X|-mddulos, donde
N[X] = R[X]|®r N es la extension por escalares de N.

M se dice que es localmente extendido para un ideal mazimal m C R si el Ry[X]-mddulo My,
es extendido de Ry,.

El Principio Local-Global se mantiene para moédulos extendidos. Esta propiedad se enuncia en
el Primer Teorema de Quillen, y es clave en la demostracion del Teorema de Quillen-Suslin.

TEOREMA 2.3.1 (Primer Teorema de Quillen). Un R[X]-mddulo finitamente presentado es
extendido si y solo si es localmente extendido para todo m € MaxSpec(R).

DEMOSTRACION. Por hipdtesis existe una sucesion exacta de R[X]-modulos
(2.3.1) RIX]™ 2% RIX]™ 2% M — 0.

Tensorizando por R[X]/(X) tenemos la sucesion exacta

(2.3.2) R™ 24 B 25 M XM - 0.

Ahora llamamos B € My, x,(R[X]) a la matriz de 81 en la base canénica. Entonces, B(0) es la
matriz de 1 en la base canonica.

Ahora a partir de (2.3.1) obtenemos por extension de escalares la sucesion exacta

(2.3.3) R [x) 2, gy

N[X]:=(M/XM)[X] — 0.
Aqui, el morfismo 3;[X]: R™[X] — R"[X] acttia como sigue:

(BilX])(ao + a1 X + ... + agX?) = Bi(ao) + B1(a1) X + ... + Bi(aq) X .
Por tanto, podemos identificar la sucesion (2.3.3) con una sucesion exacta

(2.3.4) RIX]™ 2 RIX]™ 22 N[X] — 0,
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a través de los isomorfismos i; : R™[X] — R[X]|™,i2 : R"[X] — R[X]"
1: RM[X] — R[X]™
oo aio ado aoo + a10X + ... + agX?
+1 X+ | X
aom al.m ad.m aom + a1mX —|— ot g X4
(andlogo para is). De esta forma, S viene descrito por la matriz B(0).
Ahora, por el Corolario 1.2.15, M = N[X] si y solo si las matrices (2n) x 2(n + m)

1 0 0
A= 0|1, y 1, 0
0 0 | B(0)

son equivalentes. La segunda matriz es equivalente a A(0), ya que se obtiene por permutacion
de filas y columnas de A(0). Por tanto, por el Teorema de Vaserstein, M = N|[X] si y solo si A
es localmente equivalente a A(0) para todo m € MaxSpec(R).

Ahora, dado m € MaxSpec(R), el functor localizacion en m es exacto y Ry[X] = R[X]|m, luego
tenemos las sucesiones exactas siguientes

R [X]™ 25 Ru[X]" S5 My — 0,

R X]™ 225 R [X]™ 925 N[X] = 0.
De nuevo, por el Corolario 1.2.15 tenemos que My, = Ny[X] si y solo si A es localmente
equivalente a A(0) en m. Como la equivalencia de matrices es una propiedad local (Teorema
2.2.2), esto nos permite concluir que M es extendido si y solo si es localmente extendido para
todo ideal maximal m C R. O

2.4. Teorema de Horrocks.

TEOREMA 2.4.1 ([Horrocks, 1964]). Sea (R,m) un anillo local, y sea M un R[X]-mddulo
proyectivo finitamente generado. Supongamos que existe un polinomio mdnico f € R[X] tal que
My es libre como R[X|f-mddulo. Entonces, M es libre como R[X]-mddulo.

DEMOSTRACION. En primer lugar, tomamos una base de My formada por elementos de
M. Veamos que dicha base existe. Como M es un R[X]-modulo finitamente generado, entonces
My es un R[X]y-modulo libre de rango finito. Ahora dada una base de cardinal finito de M
como R[X]-moédulo libre

l’;’:{nizﬁ:miEM,sZ-GN,lgigr}7

fsi,

tenemos que la familia B = {m; : m; € M,1 <i <r} C M también es una base de M, como
R[X]s-moédulo libre. En efecto:

i) My = R[X]¢(B): Sea a € My. Entonces

. gk Mg : gk
= = = R[X]¢(B
o Zf‘k SR e e S S

donde la primera igualdad se da por ser B base de M i3

ii) B es linealmente independiente: Sea {mi,...,m:} C By {fc s eens Jii } C R[X]; tales

que 2221 %mk = 0. Entonces

t Sk
Z gk Zfsk gk —0
P Sk fck fck

k=1
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T g
fex

Y por ser B base de M tenemos que =0 paral <k <t, ycomo f=#0hade

serg—]f:(),lgkgt.

Iz

Denotamos por F' = (B) C M, y sea P := M/F. Por una parte, Py = My/Fy, ya que si
tomamos el morfismo

¢: My — Py
m m+ F
[T
tenemos que ¢ es sobreyectivo y ker(¢) = {fﬂ : WJI = 0+ F} = Fy. Aplicando el Primer

Teorema de Isomorfia obtenemos el resultado. Esto, junto con el hecho de que My = F), nos
da que Py =0,y f"P =0 para algtin n € N. Con ello tenemos que

P=(M/F)/f"(M/F)=M/(F+ f"M) = (M/f"M)/((F + f"M)/f"M).

El primer "2" viene de que f"P := f"(M/F) = 0. Para el segundo, tenemos que f™(M/F)
es un submodulo de M/F, por lo que es de la forma N/F con N submo6dulo de M y F C N.
Precisamente, N = f*"M+F, conlo que (M/F)/f*(M/F) = M/F/(f"M+F)/F = M/f"M+
F. El tercero es consecuencia del Segundo Teorema de Isomorfia (f"M C (F + f"M) C M).

Aqui, como M es un moédulo proyectivo finitamente generado sobre R[X], por la Proposiciéon
A5.3, M/f™M es un modulo proyectivo finitamente generado sobre S := R[X]/(f™). Como f
es moénico, f™ también es monico, y siguiendo el Ejemplo A.2.3 tenemos que el anillo residual
S = R[X]/(f™) es un R-mo6dulo libre de rango finito (igual a t = n - deg(f)).

Ahora veamos que M/ f™M es también un R-modulo proyectivo finitamente generado. Sabemos
que M/f™M es un S-moédulo proyectivo, por lo que existe un S-moédulo libre, @ S y un S-
modulo Q tal que

(M/f"M)o Q=S

Este isomorfismo de S-modulos también serd un ismorfismo de R-médulos porque R C S.
Ademsés, como S es un R-mddulo libre de rango finito, tenemos el isomorfismo de R-mddulos

Ps=PrH=2 H =k
T }

T Tx{1,....t

En particular, M/f"*M es un sumando directo de un R-moédulo libre y por tanto es un R-
modulo proyectivo. Ademaés, es finitamente generado porque M es un R[X]-mo6dulo finitamente
generado: si {my,...,ms} generan M como R[X]-mo6dulo, entonces {m1 + f"M,...,ms+ f"M}
generan M/f"M.

Por el Corolario 1.3.3, como (R, m) es anillo local, M/f™M es un R-moédulo libre. Finalmente,
por el Lema A.2.2 M/f"M es libre de rango finito. Hemos probado asi que M/f™M es un
R-modulo libre de rango finito.

Por otra parte, (F 4+ f"M)/f™"M es también finitamente generado como R-mo6dulo. Veamoslo.
Primero tomamos la base B = {my, ..., m, } de F' como R[X]-médulo. Ahora multiplicamos por
potencias de X

B = {X*m;:0<k<degy(f")—1,1<i<r}

B’ es sistema generador de F' + f"M/f™M como R-modulo. Dado h € F + f"M, se expresa
como

=1

donde g € f"M,h;(X) € R[X],(i =1,...,7). Como f es moénico, f™ también lo es, y podemos
dividir cada h;(X) por f™. Es decir

hi(X) = q(X)f™ +ri(X) (i=1,..,r),
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tal que degy (ri(X)) < degx(f™) — 1,Vi € {1,...,7}. Asi, podemos reescribir la combinacion

anterior
T

hziiu(X)m?ng:Z m7+ZQ7 fmz+g
=1

i=1

Ahora bien, g1 := Y., ¢:(X)f"m; + g € "M y ademas

T

h—g1= Zri(X)mi'

i=1

Pero cada r;(X) es un polinomio de grado acotado por degy (f™) — 1, por lo que podemos
suponer
deg(f™)—1
RX)= Y awX® aweR (=1 ..,
k=0
con lo que
r deg(f™)—1

h—g1= Z Z ax X m;.
i=1

Por tanto, h + f™M es combinacion lineal de elementos de B’ con coeficientes en R:

r deg(f")
h+ f"M Z Z aikami) + "M
i=1
por lo que F' + f*"M/f™M es un R-mo6dulo finitamente generado.
Asi, tenemos la sucesion exacta corta siguiente:
0—=F+f"M/f"M — M/f"M — P — 0,

donde M/ f™M es un R-modulo libre y F'+ f"M/f™*M es un R-mo6dulo finitamente generado.
Por tanto, P es un R-mo6dulo proyectivo finitamente presentado.

Si f es la imagen de f en (R/m)[X], entonces (F/mF)s = (M/mM)z, y con ello el morfismo
canonico F/mF — M/mM es inyectivo. Ahora como M es proyectivo como R-modulo (porque
R[X] es un R-modulo libre), podemos aplicar la Proposicion 1.3.2 a la sucesion exacta

0—+F—=M-—=P—=0.
Con ello obtenemos que P es libre como R-moéduloy M =2 P ® F como R-mo6dulos.

A continuacion, vamos a construir una familia de generadores de M del modo siguiente: primero,
elijamos una base de P = M/F como R-modulo libre formada por elementos de M modulo F':

Bl = {ml + F7 ey Mg + F} = {pla "'7ps}7

donde myq,...,ms € M. Por otra parte, como F es un R[X]-moédulo libre por construcciéon
b ) b )
posee una base B construida anteriormente, que ahora designamos como

B = A{pst1,--,pt}
donde t — s = rankgx, (My).
Observemos ahora que como M = P @ F como R-moédulos, la familia
By =By +B={p1,....,pt}

genera los elementos de M en el sentido siguiente: para cada m € M, existen \1,..,A\s € Ry
Lst1, .-, e € R[X] tales que

m = Z&pﬂr Z 1ip;-

j=s+1
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Para probar esto, observemos que el elemento m+ F € M/F = P es una combinacioén lineal de
los elementos de la base de P. Es decir, existiran Ay, ..., A € R tales que

h:m—zs:)\lpiEF.

i=1

A su vez, si h € F, tendra una combinacion lineal anica en la base F' como R[X]-moédulo libre.
Es decir, existiran 511, ..., it € R[X] tales que

t
h = Z HiDj-

Jj=s+1

Notemos que si s = 0, M = F y es libre como R[X]-modulo. Luego supongamos que s > 0.
Para k = 1,..., s, el elemento —Xpy, pertenece a M por ser este un R[X]-modulo. Por tanto,
tenemos ecuaciones de la forma

s t
(2.4.1) — Xpr = Zakipi + Z brjpj  (ars € R, by € R[X]).
i=1 Jj=s+1

. . s t
Ahora si tenemos una ecuacién de la forma » 7, aipi + >, bjp; = 0, (a;,b; € R[X]), con
la ayuda de las ecuaciones anteriores podemos reducirla a una ecuacion de la forma

s t
dapi+ Y bipj=0 (a; €R,b; € RIX]).
i=1 Jj=s+1

Con esto, como M = P & F, las representaciones de los elementos de M son tnicas, y asi
tenemos que a; =b; =0, (i=1,...,8;) =s+1,...,t).

Las ecuaciones (2.4.1) pueden escribirse en forma matricial del modo siguiente:

b1

(A+XTd,|B)- | P | =0,
bt
donde A = (ag;) € Myxs(R), B = (brj) € Moy s (R[X]).
B es por tanto una matriz cuyos coeficientes son polinomios de R[X]. Es decir, B es de la forma
B=By+ B X+ ..+ ByX™,

con B; € Mgy (t—s)(R),i=0,...,m. Ahora podemos efectuar la divisién con resto de B entre el
polinomio A 4+ X Id,. Obtenemos que

B=DB"+(A+XId,)B,
con B*, B € My (1—s)(R[X]), y ademas degy (B*) < degx(A+ XId,) = 1, o equivalentemente,
B* € Myy(i—s)(R).

Con este resultado podemos escribir las ecuaciones (2.4.1) como

b1 Ps+1 Ps+1

(A+XId))- | = | +B| « ||+B°| : | =0
Ps bt 2

Observemos ahora que dados hi,...,hs € F, si consideramos los elementos q; = p; + h; € M,
(i=1,...,s), entonces el conjunto
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es también una base de P como R-moédulo libre. Si definimos
hy Ds+1
=Bl
hs Y43
tenemos un vector de elementos de F' que es R[X]|-modulo libre. Asi, la matriz (A + X1d;|B)
tal que
p1

(A+XId,B)-| P | =0,
ps+1

Dbt
se puede construir suponiendo que la matriz B tiene coeficientes solamente en R. A partir de
aqui supondremos que este es el caso, es decir B = (8r;) € Mgy (—s)(R).

Ahora vamos a probar la siguiente

AFIRMACION. FEl ideal J de R[X] generado por los menores de tamario s X s de (A+ XId4|B)
coincide con R[X].

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Consideramos m € MaxSpec(R[X]). Por el Teorema
1.3.4, My, es libre como R[X],-modulo, por ser M proyectivo y finitamente generado. Ademas,
como My = Iy como R[X]-modulos, se tiene que (M) = (Fy,)y como R[X];;-mo6dulos. Como
consecuencia,

rank g x)(My,) = rankgpx)(Fy,) =t — s.
Por otra parte, consideramos la sucesion exacta

0— K — R[X]}, — My, — 0,

donde K es el submoédulo de R[X ]fn generado por las filas de la matriz (A + XId,|B). Esta
es escindida por ser M, libre. Por tanto, R[X]‘t11 & M, ® K y encontramos que K es un

R[X],;;-mobdulo libre de rango s. Entonces, como las filas de (A + X Id|B) se pueden extender
hasta una base de R[X]fn, al menos uno de los menores s x s ha de ser una unidad en R[X];,.

Por tanto, tenemos que Jy,; = R[X],, y como la igualdad de ideales es una propiedad local
concluimos que J = R[X].
La afirmacion anterior nos lleva a que

R[X] =R[X] g+ R[X]- I,

donde g := det(A + X1d,) e I = ({Bx;}) es el ideal de R generado por los coeficientes de B.
Esto es porque claramente el ideal suma (g) + I contiene a J = R[X]. Observemos que g es
un polinomio moénico, porque A es una matriz con coeficientes solamente en R. Por tanto, el
anillo T := R[X]/(g) es libre como R-mo6dulo. Haciendo el cociente por (g), tenemos que

T=T-g+7T-1.
Pero T - g = R[X]/(g) - g =0, luego T =T - I. Por tanto, necesariamente I = R. Finalmente,

como (R, m) es localy m = R\ R* C I = ({f;}), tenemos que al menos un coeficiente de B es
una unidad de R.

Como consecuencia de lo anterior, podemos hacer operaciones elementales en filas y columnas
hasta llevar la matriz (A + X Id,|B) a una matriz de la forma

0
A+ XId,_||B'

0

0 ... 0 1

donde A’ y B’ son matrices con coeficientes en R, e Ids_1 es la matriz identidad.



34 2. TEOREMAS DE VASERSTEIN Y HORROCKS

Observemos que en el apartado anterior solo hemos modificado la matriz con operaciones ele-
mentales en filas y columnas. Por ello, podemos aplicar de nuevo el mismo argumento que antes
a (A'+X1ds;_1|B’). Repitiendo el proceso s veces, podemos llevar la matriz inicial (A+X Id4|B)
a una matriz de la forma

(0l1ds)
donde Id; es la matriz identidad. Pero esto significa precisamente que M es un R[X]-mo6dulo
libre de rango t — s, q.e.d. O
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3.1. Introduccion

El tercer y ultimo Capitulo tiene un doble propoésito: en primer lugar, vamos a culminar todos
los esfuerzos técnicos precedentes para exhibir la resoluciéon de la Ex-Conjetura de Serre; y en
segundo lugar, vamos a dar una sencilla aplicaciéon del Teorema de Quillen-Suslin que tuvo
gran impacto en el desarrollo de algoritmos eficientes en Geometria Algebraica (a través de la
corriente TERA) en la ultima década del siglo pasado. Presentaremos esos resultados en dos
subsecciones separadas de esta introduccion.

3.1.1. Resumen relativo a la resolucion final de la Ex-Conjetura de Serre.
En los trabajos [Quillen, 1976| y [Suslin, 1976], D. Quillen y A. A. Suslin resolvieron si-
multéanea e independientemente la Conjetura de Serre. El enunciado final se muestra y se
prueba en la Seccién 3.3 y se enuncia del modo siguiente:

TEOREMA 3.1.1. Sea K wun dominio de ideales principales, R = K|[Xq,...,X,] el anillo de
polinomios en varias variables con coeficientes en K. Sea M un R-mddulo finitamente generado.
Son equivalentes:

i) M es libre y finitamente presentado.
1) M es proyectivo.
i) My es libre como Ry-mddulo, Vp € Spec(R).
iv) My es libre como Ry-mddulo, Ym € MaxSpec(R).

Obviamente, y tras lo discutido en los Capitulos 1y 2, la tarea se reduce a probar que iv) = 7).
La prueba es por induccién en n y tiene como ingrediente fundamental un Teorema que se
enuncia y demuestra al comienzo de la Secciéon 3.2. Ese elemento técnico esencial es también
conocido como Teorema de Quillen-Suslin y consiste en probar que el Teorema de Horrocks es
vélido en el caso de cualquier anillo R. Es decir, la Seccion 3.2 se dedica a probar el siguiente
enunciado:

TEOREMA 3.1.2 (Teorema de Quillen-Suslin). Sea R un anillo cualquiera y sea M un R[X]-
modulo proyectivo finitamente generado. Sea f € R[X] un polinomio mdnico tal que My es un
R;[X]-mddulo libre. Entonces M es libre como R[X]-mddulo.

Cabe aclarar que la demostracion de este resultado que se presenta aqui es la elaborada por
Quillen. Esta utiliza resultados técnicos de Capitulos precedentes, como el Primer Teorema

35



36 3. EL TEOREMA DE QUILLEN-SUSLIN Y ALGUNAS APLICACIONES.

de Quillen o el Teorema de Horrocks. Adicionalmente, usa el producto fibrado de médulos
de un modo excepcionalmente ingenioso para concluir sus propésitos. Esta demostracion es el
objetivo esencial del Trabajo Fin de Grado.

3.1.2. Una aplicacién: trivialidad de anillos médulo sucesiones regulares con
respecto a una normalizaciéon de Noether.
Este Trabajo Fin de Grado podria parecer hasta aqui excesivamente abstracto, aunque el Teo-
rema de Quillen-Suslin sea uno de los momentos magicos del Algebra Conmutativa del pasado
siglo. Por ello, hemos pretendido incluir una aplicacion de este resultado; aunque pueda parecer
un resultado poco trascendente. Asi, en la Seccion 3.4 probaremos el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea a = (f1, ..., fr) C K[X1, ..., X;]
un ideal de altura r generado por r elementos. Supongamos que tenemos unas nuevas variables
Y1,..., Y, de tal modo que la siguiente es una extension entera de anillos:

A=K[Y,...Y,_,] > B=K[X,..,X,]/a.

Entonces B es un A-mddulo libre de rango finito.

La familia de polinomios {f1, ..., f-} que genera el ideal a de altura r se suele denominar "suce-
sion secante”. Las variables {Y7, ..., Y, } que hacen que la extension sea entera se dice que estan
"en posicion de Noether". Luego el anillo de clases residuales de K[Xq, ..., X,,] médulo un ideal
generado por una sucesion secante es un médulo libre sobre una normalizacién de Noether.

A primera vista es solo un resultado técnico més. Supongamos que nuestra sucesion { f1, ..., fr}
secante satisface una propiedad mas: el ideal a = (fi, ..., f») que genera es un ideal radical (i.e.
va = a). En ese caso se dice que la sucesion {fi, ..., fr} es una sucesion secante reducida (o
que la variedad de sus ceros V = Vi (a) es una variedad interseccién completa en el plano de los
ideales). Si disponemos de una sucesion secante reducida y de una normalizacion de Noether
de la forma siguiente:

(3.1.1) A=K[Yi,....Vp_r] = B = K[X1, ..., X.] /a.

Entonces B es un A-modulo libre de rango finito y la desigualdad de Bézout geométrica (en el
espacio afin) de [Heintz, 1983] implica la siguiente cota para el rango de B:

rank 4 (B) < H deg(f:).

i=1
Ahora consideremos F = Q(A) el cuerpo de fracciones de A y hagamos extension de escalares
F=F®,4A—F®uB.

La extension es algebraica cero-dimensional. En particular, F' ® 4 B es un F-espacio vectorial
de dimensioén finita. Por ser B un A-moédulo libre de rango finito, se tendréa:

D = dimp(F @4 B) = ranka(B) < [ ] deg(f:).
i=1

Maés atn, los calculos de eliminacion en el anillo residual B se pueden releer como calculos de
eliminacion en el espacio vectorial F'® 4 B de dimensién finita sobre F'. En otras palabras, como
la base de B como A-moédulo libre se extiende a una base de F'® 4 B como F espacio vectorial,
todos los céalculos matriciales relativos a la extension A < B pueden hacerse como célculos
matriciales sobre el cuerpo F (es decir, en Mp(F')). Ademaés, los elementos esenciales sobre
endomorfismos ¢ : B — B se preservan si lo vemos como endomorfismo de espacios vectoriales
i®(p:F®AB—>F®AB.

Esta fue una de las ideas claves del desarrollo de los trabajos del colectivo TERA en la dltima
década del siglo pasado (desde [Pardo, 1995] hasta [GHMP, 1997] o [GHMMP, 1998| y
sus referencias). Estos autores desarrollaron el mejor algoritmo (el méas eficiente posible) para
la resolucién simbolica de ecuaciones polinomiales multivariadas y, mas tarde, probaron que era
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imposible mejorar sus técnicas (salvo alguna mejora en el exponente constante, aspecto en el
que han trabajado decenas de autores en cientos de publicaciones posteriores).

Estos aspectos no son tema de este Trabajo Fin de Grado, pero sirven para decir que el pequeno
Teorema que se prueba en la Seccién 3.4, como consecuencia del Teorema de Quillen-Suslin, no
es un resultado sin trascendencia posterior.

3.2. El Teorema de Quillen-Suslin.

Como ya se ha indicado en la Introduccion, el elemento técnico fundamental del Teorema de
Quillen-Suslin consiste en "pasar de local a global" el Teorema de Horrocks (Teorema 2.4.1). En
ello juegan un papel esencial varios de los resultados técnicos expuestos en capitulos anteriores,
especialmente en el Capitulo 2.

TEOREMA 3.2.1 (Teorema de Quillen-Suslin). Sea M un R[X]-mddulo proyectivo finita-
mente generado, y sea f € R[X| un polinomio mdnico tal que My es un Ry[X]-mddulo libre.
Entonces M es libre como R[X]-mddulo.

DEMOSTRACION. La prueba del Teorema la vamos a dividir en tres partes, de forma que
la demostracion se reduce a probar tres afirmaciones. La primera de ellas es la siguiente:

AFIRMACION. Con las hipdtesis del enunciado, M es un R[X]|-mddulo extendido.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Como My es un R[X];-moédulo libre, para cualquier
ideal maximal m € MaxSpec(R), localizando y recordando que la localizacion es un functor
exacto (es decir, conmuta con la suma directa), concluiremos que

(My)m = (M)

son isomorfos como Ry [X]-mo6dulos. Por tanto, ambos son Ry [X]f-modulos libres. Con ello,
por el Teorema de Horrocks el modulo My, es un Ry, [X]-modulo libre. Ahora sabemos que todo
R [X]-mo6dulo libre es un Ry [X]-modulo extendido, por la siguiente cadena de isomorfismos

My = (Rw[X]) = Ru[X] ®r, (@ Ru).
T T

Con esto hemos probado que M es un R[X]-moédulo localmente extendido. Por el Primer

Teorema de Quillen concluimos que M es un R[X]-moédulo extendido.

La afirmacion anterior prueba que existe un R-moédulo N tal que M = N[X], es decir, se tienen
los isomorfismos de R[X]-modulos siguientes:

M = N[X] = R[X] ®x N.

Si probamos que N = M /(X — 1)M es un R-moédulo libre habremos probado que M es libre
como R[X]-moédulo, ya que R[X] ®g — es un functor que conmuta con la suma directa y R[X]
es libre como R-moédulo.

Para ello, vamos a construir una cierta extension de M. Comenzamos considerando la local-
izacion del anillo R[X] en la variable X, R[X]x. Consideramos también una cierta variable
X~1 el anillo de polinomios R[X '] y tomemos la siguiente identificacién (isomorfismo de
R-algebras):

1
— XL
X

Con esta identificacién podemos interpretar ambos anillos como el anillo de polinomios de
Laurent en una variable

RIX, X' ={)_ axX":kmeN, az € R},
i=—k

RIX, X 2R X]|x 2 RX Yx-.
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Ahora vamos a sumergir los espectros primos Spec(R[X]) y Spec(R[X ~!]) dentro del espectro
primo de R[X, X~!] como abiertos en la topologia de Zariski (de hecho, como dos abiertos
distinguidos):
Spec(RX]) = D(X) = {p € Spec(R[X, X 1]} : X ¢ p}
Spec(RIX 1)) & D(X~1) = {p & Spec(R[X, X~1)) : X1 ¢ p}

El espectro de R[X, X 1] suele llamarse recta proyectiva sobre R[X].

Sea ahora f € R[X] el polinomio moénico del enunciado. Podemos suponer que f tiene la forma
siguiente:
f=X"4+a X"+ .. +ap.
Definamos el polinomio g € R[X ~!] dado mediante
g=1+a X '+ . +a, (X H"

Como g = X "f en R[X,X '] y como X" es una unidad en R[X,X 1], tenemos que
R[X,X ' =~ R[X, X!, como anillos. Ademas, (Mx)s = (Mx), es un R[X, X '],-mo6dulo
libre, por ser My un R[X]-moédulo libre.

Denotemos por A = R[X 1] y consideremos

M; = Mx como R[X, X ~1]-médulo,
M, = (Mx)g4 como Agz-mddulo.

~

Notese que con la identificacién anterior, Ax-1 = R[X, X ~!] y M; puede ser visto como Ax-1-
modulo. Ademaés, M; = Mx es un Ax-1-médulo proyectivo y finitamente generado (la condi-
cion de proyectivo se preserva por localizaciéon), y por tanto tenemos que M; es finitamente
presentado y localmente libre (cf. Teorema 1.3.4).

De otro lado, hemos visto ya que My = (Mx ), es un R[X, X '], modulo libre de rango finito.
Sea B = {v1,..., vy, } una base de (Mx ), y consideremos el modulo libre sobre A, generado por

dicha base, es decir,
M, =B A,
B

Ahora, con la identificacion
Axflg = (Ag)X*1 = (Axfl)g = R[vail]ga
podemos localizar My por X!, o lo que es lo mismo, hacer extensiéon de escalares para obtener

(Mz)x-1 = RIX, X '] ®a, Ag = D RIX, X '], = (Mx)y = (M),
B

donde los isomorfismos son como R[X, X ~!];-médulos.

Denotemos por « : (M1)y — (Ma)x-1 ese isomorfismo. Siguiendo la construccion del Apéndice
A8, consideremos el Ax-1,-modulo

N := (M) x-1 = (Mx)g,
y sean
ay:=aoi; : My — N,

(6%} Z:i21M2—>N,

donde 77 e i9 son las inclusiones canénicas
’il : M1 — (Ml)g7

1o : My — (MQ)X—I.

Por la Proposicion A.8.1, existe el producto fibrado sobre NV

P =M [[ M,
N

con respecto a aq, as. Ademas, por la Proposicion A.8.3 ese producto fibrado induce isomor-
fismos:
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61 : Px-1 — My, isomorfismo de Ax-1-moédulos, (es decir, de R[X, X ~!]-m6dulos)
05 : Py — M>, isomorfismo de Agj-moédulos (es decir, de R[X ~!];-modulos).

AFIRMACION. El producto fibrado P definido mediante la construccion precedente satisface las
siguientes propiedades:

i) Px-1 es un Ax-1-mddulo finitamente presentado.
i) Py es un Ay-mddulo finitamente presentado.
iii) P es finitamente presentado como R[X ~']-mddulo.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Antes que nada, observemos que el espectro primo de
R[X 1] se descompone del modo siguiente:

(3.2.1) Spec(R[X ) = D1 (X ) U Di(g),
donde
Di(X ') = {q € Spec(RIX 1)) : X~' ¢ q},
Di(g) = {q € Spec(R[X']) : g ¢ q}.

La razén es porque el ideal suma (X1, g) en R[X '] es el ideal trivial. Como f era ménico,
tenemos que

9= a(X ) =1€(X ).
i=1

Por tanto, no hay ningtin ideal primo que contenga simultaneamente a X ! y g, dandose asi la
igualdad (3.2.1).

1) Ya hemos visto, por el isomorfismo 61, que Px-1 es isomorfo a M; = Mx, el cual también
hemos visto que era finitamente presentado.

i1) Por el isomorfismo 6;, Py = My = @z Ay como Aj-mddulos. Como los modulos libres de
rango finito son finitamente presentados (por la sucesion exacta corta 0 — 0 — Ayt = AJ = 0),
concluimos que P, es un Ay,-moédulo finitamente presentado.

ii7) Finalmente, con el punto 7) y #i), y el hecho de que Spec(R[X ~1]) = D1 (X~ 1)UD;(g), esta-
mos en condiciones de aplicar la Proposiciéon 1.2.13. Con ello, concluimos que P es finitamente
presentado como R[X ~1]-modulo.

Finalmente, podemos concluir la ultima afirmacién que completa la prueba.

AFIRMACION. M es un R[X]-mddulo libre.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sea m € MaxSpec(R). Consideremos el modulo
(Pm)x-1 = (Mm)x,

donde el isomorfismo se considera entre Ry[X, X ~!]-médulos. Por la afirmaciéon precedente,
Px -1 es isomorfo a My, luego ambas localizaciones siguen siendo isomorfas como Ry [X, X ~1]-
modulos.

De otro lado, en la demostracion de la Afirmacion 1 vimos que para cada m € MaxSpec(R),
My es libre como Rp[X]-moédulo. Por tanto, como la localizacion es exacta, (My)x es un
Rm[X]x-médulo libre de rango finito. Con ello, (Py)x-1 s un Ryu[X, X ~1]-médulo libre de
rango finito.

Ahora observemos que X ! es un polinomio ménico en el anillo R[X ~!]. Por el Teorema de
Horrocks, concluimos que Py, es un Ry[X]-mo6dulo libre de rango finito.

Ademés, hemos visto en la Afirmacion 2 que P es finitamente presentado y localmente libre
como R[X~!']-modulo. Por el Primer Teorema de Quillen concluimos que P es un R[X |-
moédulo extendido. Es decir, existe un R-modulo N’ tal que

P=N[X'=RX 'eg N
Se puede observar también que

(3.2.2) N =2p/X 'P=p/(X ' -1)P.
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De otro lado, P, es un R[X ~!],-médulo libre y se tiene:
g+H(XH=14+X1

en R[X~1]. Por tanto, g es unidad en R[X~1]/(X~1) y se tendra

Py/X 'Py=(P/X 'P),=2P/X'P,
que es un R-moédulo libre de rango finito. Por (3.2.2), P/(X ! —1)P también es un R-médulo
libre de rango finito.
Finalmente, observemos que

M/(X —1)M = Mx /(X —1)Mx = Px-1/(X ' —1)Px-1.
Por tanto, son isomorfos como R-moédulos
M/(X —1)M =2 P/(X —1)P.
Retomando la Afirmacién 1, M = N[X] era un R[X]-médulo extendido y
N = M/(X - 1)M = P/(X —1)P

es un R-modulo libre. Es decir, existe m € N tal que N = R™ como R-moédulos. Tensorizando
con R[X] tenemos

M = N[X] = R[X]®@r R™ = (R[X])™,

lo que permite concluir que M es un R[X]-moédulo libre de rango finito, q.e.d. O

3.3. Respuestas a las preguntas de Serre.

Con todo lo expuesto anteriormente, estamos en condiciones de probar la Conjetura de Serre,
que ahora pasa a ser Teorema.

TEOREMA 3.3.1 (Ex-Conjetura de Serre). Si K es un dominio de ideales principales, todo
K[Xy, ..., X,]-mddulo proyectivo finitamente generado es libre.

DEMOSTRACION. La demostracion se realiza por induccién sobre n. Para n = 0 la afirma-
cion es correcta. Dado M un K-modulo proyectivo finitamente generado, M es libre, ya que
todos los submoédulos de un modulo libre de rango finito sobre un dominio de ideales principales
son libres.

Ahora sea n > 0 y supongamos que la afirmacion ha sido probada para K[X;, ..., X,,_1]. Sea M
un modulo proyectivo finitamente generado sobre K[X,..., X,], y consideremos S el sistema
multiplicativamente cerrado formado por todos los polinomios moénicos de K[X;]. Entonces
S™!M es un moédulo proyectivo sobre ST1K[Xy, ..., X;)] = STIK[X1][Xa, ..., X,

Veamos ahora que S™'K[X] es un anillo de ideales principales. Sea R := S~!K[X;]. Como
K[X;] es un dominio de factorizacion tnica, sabemos que R también lo es. Dado ahora p €
Spec(R) con pN K = (0), R, es un anillo de fracciones en Q(K)[X;], donde Q(K) denota el
cuerpo de fracciones de K. Con ello, ht(p) < 1 y p es un ideal principal. De otro lado, si
pNK = (p) con p € K un elemento primo, entonces R/pR := K/(p)(X1) es un cuerpo, y por
tanto p = pR. Asi, cada p € Spec(R), p # (0), esta generado por un elemento primo = de R.
Consideremos ahora a1, as € R\ {0}, y sea ¢ el maximo comun divisor de aj,az. Sip = (7) es
un ideal primo de R y 7 aparece en la factorizacion de a; elevado a la potencia v; (i = 1,2),
entonces aparece en la factorizacion de ¢ elevado a la potencia min{wy,v2}. Por tanto,

(a1,a2)Rp, = cRy, Vp € Spec(R),
de lo cual concluimos que (aj,as) = (¢) y R es un anillo de ideales principales.

Asi, ST'M es un ST1K[X7, ..., X,,]-modulo libre por hipotesis de induccion. Finalmente, para
aplicar el Teorema de Quillen-Suslin tenemos que ver que existe un polinomio f € S tal que
My es un K[X;y, ..., X,,];-modulo libre. Esto lo haremos a continuacién, de forma anéloga a la
demostracién del Teorema 1.3.5.
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En primer lugar, sea {m; };cs una base de S~*M. Podemos tomar cada uno de estos m; como la
imagen de elementos m; de M, multiplicando todos por un denominador comtn. Asi, tenemos
una nueva base de S™'M, {m}};c;. Consideremos ahora la sucesion exacta corta

02U —=PKX1,.Xn] S M= C—0,
I

donde « lleva los elementos de la base canénica e; en m?, (i € I), y U := ker(«), C := coker(«a) =
M/Im(a). Notemos que, como {m}};c; generan S~1M, tenemos que S~1C = S~U = {0}.
Ahora, como C es finitamente generado (por serlo M), sabemos que existe g1 € S tal que
Cq, = {0}
Ahora la sucesiéon exacta corta
0= Uy, = @ KIX1, o0 Xnlgy = My, =0
J;
es escindida ya que M, es proyectivo como K[Xq, ..., X, ]4,-mo6dulo. Por tanto,

D KX, s Xnlg, = Uy, @ My,
I

y como My, y @; K[X1, ..., X,]4, son finitamente generados, Uy, también lo es. De igual forma
que antes, como S™'U = {0}, existird g» € S con U, 4, = {0}. Llamando f := g1g2 € S, la
siguiente es una sucesién exacta

0= P KXy, ... Xn]p = My =0,
I

y por tanto My es un K[X;,...,X,]r-modulo libre. Con ello, podemos aplicar el Teorema de
Quillen-Suslin, concluyendo que M es un K[X}, ..., X,,]-modulo libre. O

3.4. Aplicacion del Teorema de Quillen-Suslin al ejemplo paradigmatico de anillo
de Cohen-Macaulay

En esta Seccion vamos a demostrar el Teorema 3.1.3 que hemos enunciado en la Introduccion
del Capitulo. Como explicAbamos alli, se trata de un resultado de gran impacto en el desarrollo
de algoritmos de complejidad intrinseca del contexto TERA-Kronecker. El resultado establece
que los anillos de Cohen-Macaulay paradigmaticos son modulos libres de rango finito sobre
cualquier normalizacion de Noether. El resultado, consecuencia del Teorema de Quillen-Suslin,
aparece enunciado en [RS, 1991] o en [GHS, 1993].

Gracias al Lema de Normalizacion de Noether (Teorema B.3.7), podemos obtener el siguiente
Corolario:

COROLARIO 3.4.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, a C K[X1,...,X,] un ideal de
altura T generado por r elementos. Entonces, existe una matriz reqular P € GL(n,K) que
define un cambio lineal de variables en A™(K)

Y1 X1
=P
Y, Xn
de tal modo que la siguiente es una extension entera de anillos:
AP) = K[Vy,...,Yn_,] = B=K[Xy,..., X,]/a,

y B es un AP -médulo libre de rango finito.

En otras palabras, si a es un ideal de altura r generado por r elementos en K[X7y,..., X,],
el anillo cociente B = K[X1,..., X,]/a es un modulo libre de rango finito sobre un anillo de
polinomios en n — r variables sobre el cuerpo K, y dichas variables son combinaciones lineales
de las variables X1, ..., X,,.

Por otra parte, podemos usar la Desigualdad de Bézout en el espacio afin A" (K) (ver [Heintz, 1983]
o [Fdez, 2021]) para dar cotas cuantitativas sobre el rango del modulo libre B. Supongamos
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que a = (f1,..., fr) es un ideal de K[X3, ..., X,,] de altura r generado por r elementos. Supong-
amos ademas que a es un ideal radical y sea P € GL(n, K) una matriz regular que genera
un cambio lineal de coordenadas en A™(K) que pone las variables en posicion de Noether con
respecto al ideal a, esto es, como en el Corolario, se tiene

A=K[Y1,...Yy_] » B=K[X1, .., X,]/a.

Entonces B es un A-moédulo libre de rango finito y

rank4(B) < ﬁ deg(f;).
i=1

Un desarrollo mas detallado de esta afirmacion extenderia en exceso este trabajo, por lo que
nos limitamos a citarla por su valor cuantitativo.

En el Apéndice B hemos recopilado un buen nimero de propiedades basicas y nociones relati-
vas a anillos noetherianos, extensiones enteras y otras propiedades fundamentales del Algebra
Conmutativa. El siguiente enunciado resume las propiedades que consideramos més destacadas
en los anillos tipo involucrados en el Teorema 3.1.3, que se enuncia en la Introduccién.

TEOREMA 3.4.2. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, a = (f1, ..., fr) un ideal de K[X1, ..., X,]
de altura r generado por r elementos. Se tiene:

i) Todos los ideales primos asociados al ideal a son elementos minimales del conjunto
{q € Spec(K[X1, ..., X]) : q D a}.

1) Los ideales minimales (y por tanto, los asociados) sobre a tienen todos altura r y
co-altura n —r.

ii1) Existe una matriz reqular P € GL(n,K) que define un cambio de coordenadas en
A™(K)

1 Xi

y que pone las variables {Y1,...,Y,} en posicion de Noether con respecto al ideal a.
Esto es, se tiene una extension entera de anillos

A=KMW,...Yo ] = B=K[Xy,..,Xn]/a.

En particular, B es un A-mddulo finitamente generado y por tanto, una A-dlgebra
finita.
i) Dada una descomposicion primaria irredundante de a

m
a=()a
=1

donde cada q; es p;-primario y Ass(K[X1, ..., Xp]/a) = {p1, ..., pm}. Entonces, ht(q;) =
ht(p;) = r y coht(q;) = coht(p;) = n—r para cadai =1,...,m. Ademds, las siguientes
son extensiones enteras de anillos

KYy, ... Y] = K[X1, ..., X,,]/p;i

para cada i =1,...,m.
v) Los elementos no nulos de K[Y1,...,Y,—,] no son divisores de cero de K[X1, ..., X,]/a.
vi) Para cada ideal primo q € Spec(K[X7, ..., X,]/a) se tiene que

coht(q*) = coht(q),

donde q° = qN K[Y1, ..., Yn_p].
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3.4.1. Trivialidad global de las intersecciones completas con respecto a una
normalizacién de Noether.

El objetivo de esta subsecciéon consiste en demostrar el Teorema objetivo de la Secciéon, y que
reproducimos de nuevo:

TEOREMA 3.4.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, a = (f1, ..., fr) un ideal de K[X1, ..., X,]
de altura r generado por r elementos. Sea P € GL(n, K) una matriz reqular que define un cam-
bio lineal de variables en A™(K):

Y X,
=P
Y, X,
Supongamos que las nuevas variables estdn en posicion de Noether con respecto al ideal a, esto
es, supongamos que la siguiente es una extension entera de anillos:
A=K[Y1,.., Y] = B=K[Xy,..,X,]/a

Entonces, B es un A-mddulo libre de rango finito.

DEMOSTRACION. Antes de nada, observemos que el cambio de variables definido por la
matriz regular P define un isomorfismo de K-algebras como el siguiente:

0 K[X1,...,X,] = K[Y1,..., Y]
fr foP L
Este isomorfismo permite identificar el ideal a con su imagen b = (a) = (p(f1), .., o(fr))

que serd también un ideal de altura r generado por r elementos. Asimismo, ¢ permite un
isomorfismo entre los respectivos anillos residuales:

B=K[X1,..,X,]/a= B = K[Y1,...,Y,]/b.
Finalmente a través de ¢ tenemos también una extension entera de anillos de la forma
A=KI[Yy,...,Y,_,| = B = K[Y1,...,Y,,]/b.

Claramente B’ es un A-modulo libre de rango finito si y solamente si B es un A-moédulo libre de
rango finito. En otras palabras, y sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la matriz
P es la identidad Id, y que tenemos una extension entera de anillos

A=K[Xy,...X_] = B=K[Xy1,..,Xp]/a,
donde a = (f1, ..., fr)-

Seguidamente veremos que B es un A-modulo finitamente generado. Es un argumento clasico
en el contexto de extensiones enteras de A-algebras finitamente generadas. Lo incluimos por
hacer la demostraciéon lo més autocontenida posible. Como B es una extension entera de A,
para cada j =n —r+1,...,n, existird un polinomio moénico p;(T) € A[T] de grado D; tal que
Pj (Xj) € a.
Es decir, tenemos los polinomios p;(T), (j =n —r+1,...,n), tales que
pj(Xj) S A[XJ] = K[Xl, . X’I’L—T7Xj] - K[Xl, ,Xn]

Podemos considerar el ideal b = (pn—ri1,..,pn) € a C K[Xq,...,X,] generado por ellos.
Consideremos también el cociente por b

By = K[Xy,...,X,]/b=AX\_ri1, ..., Xp]/b.
Ahora observemos que el siguiente conjunto es un sistema generador de B; como A-moédulo:
M={ [ x+6:0<p<D;-1}.
j=n—r+1

Esta afirmacién se prueba elementalmente por induccién sobre r. Para ello, recordemos que es
posible la divisiéon euclidea con resto cuando el divisor es un polinomio moénico.
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Asi, en el caso r = 1, sea f € K[Xy,...,X,]. Dividamos con resto f por p,, notando que
A = K[X1,...,X,_1]. Entonces, existen ¢, € A[X,] con degx (r) < degx (pn) = D, — 1,
tales que

f=aq pn+r.
Como p,, € by el grado de r con respecto a la variable X,, es menor o igual a D,, — 1, podemos
suponer

D,—1
r= Y ax(X1, .., Xpo1) - X},
k=0
y habremos probado que
D, —1
for=f=> a(X1,...Xn 1) X} €b,
k=0

o lo que es lo mismo, M generan By = K[X7, ..., X,,]/b como A-mddulo (en el caso r = 1).

Inductivamente, para r > 2 repetiremos el procedimiento. Asi, dado f € K[Xy,..., X,] dividi-
mos f por p, € by tendremos ¢,r € K[X, ..., X,,_,][X,,] tales que

- f=apn+tr,
(3.4.1) — degy, (r) <D, —1,
D,—1
—r= Y ap(X1, ., Xn1) - X
k=0

Ahora consideramos el anillo R,—1 = K[X1,..., Xp—1], el ideal b,—1 = (Pn—rt1s -y Pn-1) C
R, _1 y seguimos teniendo una extension entera de anillos

A= K[Xl, -~-aXn—r] — B,_1 = Rn—l/bn—L

Notese que seguimos teniendo una extension entera de anillos porque para cada j = n —
r+1,...,n—1, la ecuaciéon p;(X;) € b,_1 es una ecuaciéon de dependencia entera de X; +
b,—1 (es monico con respecto a X;) en b,_1, que es una A-algebra generada por {X,_,11 +
bnfh ey anl + bnfl}-
Podemos aplicar la hipétesis inductiva y tendremos que la siguiente familia genera B;,,_; como
A-moédulo:
n—1
Mupa={ J[ XF:0<p<Dj-1,n—r+1<j<n-1}
j=n—r+1
Retomamos las identidades descritas en (3.4.1) y los coeficientes del polinomio r, {aog, ...,ap, -1} C
K[X1,..., X,,—1]. Por hipétesis inductiva, para cada k = 0, ..., D,, — 1, existiran ozu) € A, con
= (g1, in—1), 0 < py < D; — 1, tales que

n—1
~S o). i
ap =Y o) J[ X" e€b,aCo.
I j=n—r+1

En conclusién, r es una combinacién lineal con coeficientes en A de monomios en M. Para
concluir, retomemos (3.4.1) y observemos que p,, € b con lo que
f—r=q-pn€b,

y tendremos probado que f 4 b es una combinacion lineal con coeficientes en A de elementos
de M. Como M es un conjunto finito, entonces By es un A-moddulo finitamente generado.

Hemos probado que By = K[X7, ..., X,,]/b es un A-moédulo finitamente generado. Recordemos
que el ideal b satisface b C a = (f1, ..., f) ¥ con ello tenemos la siguiente proyeccion canodnica
proveniente del Segundo Teorema de Isomorfia:

7By = K[X1,...,Xn]/b = B1/(a/b) 2 K[X1,...,X,]/a = B.
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Como 7 es epimorfismo de anillos también es epimorfismo de A-modulos. Entonces, B es la
imagen por un epimorfismo de A-médulos de un A-modulo finitamente generado. Concluimos
asi que B es un A-mddulo finitamente generado.

Volvamos al objetivo de nuestro Teorema. Se trata de ver que B es un A-mo6dulo libre y, como
es finitamente generado, de rango finito. Haremos la prueba por inducciéon en n — r, usando
fuertemente el Teorema de Quillen-Suslin (Teorema 3.2.1). En este sentido, para probar que B
es un A-moédulo libre de rango finito, bastara ver que es un A-moédulo proyectivo. Pero, como
la condicion de ser proyectivo es una propiedad local (Teorema 1.2.11) bastara con probar que
es localmente proyectivo. Es decir, basta con que probemos que para todo m € MaxSpec(A),
By, es un Ap-modulo proyectivo. Finalmente, como (Ap, mAy) es un anillo local y By, es
un Ag-moédulo finitamente generado, By, es un Ay,-modulo proyectivo si y solo si By, es un
An-modulo libre de rango finito (cf. Corolario 1.3.3). En conclusion, para probar que B es un
A-modulo libre de rango finito, bastara con probar la siguiente afirmacion:

AFIRMACION. Para cada ideal mazimal m € MaxSpec(A4), el An-mddulo By, es libre y de rango
finito.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Como ya hemos dicho, la haremos por induccién en
n—r. En el caso n —r = 0, tenemos A = B = K[X}, ..., X,]. Claramente, B es un A-modulo
libre de rango 1 y para cada m € MaxSpec(A), By es un Ay-modulo libre de rango 1, con lo
que la afirmacion queda verificada trivialmente.

Para el caso n — r > 1, recordemos en primer lugar que por el Nullstellensatz de Hilbert-
Kronecker (ver [Pardo, 2021| para una sencilla demostracion), como K es algebraicamente
cerrado el espectro maximal de A tiene la forma siguiente:

MaxSpec(4) = {m, = (X1 — a1, .., Xpnep — @pn—y) :a = (a1, ..oy ap_r) € K" 7"}

Para simplificar las notaciones, hagamos la prueba para m = mg y los mismos argumentos
(con los cambios oportunos de notacion) seran aplicables a cualquier otro ideal maximal m, €
MaxSpec(A). Consideramos la variable X,,_, € A, el ideal a; = (f1,..., fr, Xn—r). Vamos a
probar la siguiente igualdad:

af =a1NA=(Xp_p).

Para probarlo, observemos primero que el contenido D es obvio. Veamos entonces el otro
contenido. Sea ; un ideal primo minimal sobre a;. Por el Teorema del Ideal Principal de
Krull, sabemos que

ht(gq) <7+ 1.
De otro lado, sabemos que a = (f,..., f-) tiene altura r. Por el Teorema de la Pureza de
Macaulay sabemos que todos los primos minimales sobre a tienen altura r. Como a C a; C qq,
puede suceder que ¢; sea minimal sobre a o que exista p € Spec(K[X1,..., X,;]) tal que p es
minimal sobre a y p C q;. De cualquier modo, siempre existe p minimal sobre a tal que p C q;.
En particular, tendremos
r =ht(p) < ht(q) <r+1.
Pasando a las co-alturas, tenemos
n—r =n—ht(p) = coht(p) > coht(q1) >n—r — 1.
Considerando el ideal q = q1/a € Spec(K[X7, ..., X,,]/a), tenemos la extension entera de anillos
A=K[Xy,.. X, ] = B=K[Xy,..,X,]/a.
Sea q° = q N A el ideal contracciéon. Por el Teorema del Ascenso sabemos que se preservan las
co-alturas, asi que

n —r — 1 < coht(q®) = coht(q) = coht(qq) < n —r.
Adicionalmente, como q; 2 ay, tendremos que
qg=q1/a=(X,_r+a)en B

y la contraccion satisface
q°=(q1/a1)° 2 (Xp,—r) en A.
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Ahora bien, (X,,_,) es un ideal primo en A, X,,_, no es divisor de cero en A (porque A es
dominio) y por tanto, la altura de (X,,—,) es 1 por el Teorema del Ideal Principal de Krull. En
particular, su co-altura es n —r — 1 y tendremos que (X,_,) C q¢, luego

coht(q°) < coht((Xy—r)) =n —7— 1.

Por tanto, la co-altura de q° es necesariamente n —r — 1. Su altura sera 1 y se tiene la inclusion
(Xn—r) C q° de dos ideales primos de la misma altura. Por tanto,

q° = (Xn—r).
Ahora bien, a1 /a es un ideal tal que
(Xpn—r+a)Ca/aCq/a=q.
Luego (a1/a)¢ C (X,,—,). Pero esto implica que
(a1/a)® = (Xpn—r).
Como la extension A < B es entera, también lo sera

K[X1, oo, Xnoyo1] = K[X1, s Xpor )/ (Xner) = K[ X1, ooy Xny] /(a1 /0)° = B/(a1/a).

Por el Segundo Teorema de Isomorfia tendremos la extension entera de anillos

K[Xl, ...,Xn,r,ﬂ — (K[Xh...,Xn]/a)/(al/a) = K[Xl,...,Xn]/al.

En particular, a; es un ideal generado por r+1 elementos de co-altura n—r—1. Por el Teorema
del Ideal Principal de Krull todos los ideales primos minimales sobre a; tienen altura < r + 1
y, por tanto, co-altura > n —r — 1. Ahora como la dimension del anillo K[Xy,..., X,]/a; es
n —r — 1, todos los ideales primos minimales sobre a; tienen co-altura acotada por n —r — 1.
En suma, si g es un ideal minimal sobre a;, tenemos que coht(q) =n —r — 1y ht(q) =7 + 1.

Resumiendo, a3 = (f1, ..., fr, Xn—r) es un ideal de K[X7, ..., X;,] tal que sus primos minimales
tienen altura r + 1. En particular, a; tiene altura r + 1 y estd generado por r + 1 elementos.
Ademas, tenemos la extension entera de anillos

A1 = K[Xh ~--7Xn—r—1] — Bl = K[Xl, ...,Xn]/al.

Aplicando la hipétesis inductiva, todas las localizaciones de By por un maximal m € MaxSpec(A;)
hacen que (B1)m sea un (Aj)m-moédulo libre. Por tanto, By es un A;-moédulo proyectivo y por
el Teorema de Quillen-Suslin, By es un A;-moédulo libre de rango finito. Veamos que By, es un
An-moédulo libre y habremos terminado.

Para empezar, nétese que el elemento X,,_, no es divisor de cero en B. Por el Teorema de
Lasker-Noether, los divisores de cero de B como anillo son las clases (mo6dulo a) de los elementos
de B que estan en algtn ideal primo asociado a a. Por el Teorema de la Pureza de Macaulay,
los primos asociados al ideal a son los primos minimales sobre a y todos tienen altura r. Hemos
visto antes que todos los primos minimales sobre a; = a 4+ (X,,—,) tienen altura r + 1. Por
tanto, X,,_, no puede estar en nigin primo minimal sobre a.

Consideremos ahora la proyecciéon canénica
m B — B
f+a— f+ar.
Notese que A; = A/(X,,—») y que la restriccion de 7 a A tiene la forma siguiente:
mla:A— Ay
g g+ (Xn_p).

Podemos elegir ahora una familia {es, ..., e, } de elementos de B tales que {mi(e1),...,m1(em)}
es una base de By como A;-modulo libre. Como el producto tensorial conmuta con la suma
directa (ver Apéndice A.5), tenemos que la familia

{71'1(61) —+ mlBl, ...,’/T1<€m) + mlBl}

es una base de By/myB; como A;/mj-espacio vectorial (donde my = m/(X,_,)).
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Observemos ahora unas pocas propiedades (algunas de las cuales son propiedades naturales del
producto tensorial).

i) En primer lugar,
K = A/m = Al/ml.
ii) Se tiene
Bl/mlBl = (K[Xl, ...,X7L]/Cl1)/(a1+(X1, ...,X,L_T_l)/al) = K[Xl, ...,Xn]/(aﬁ—(Xl, ...7Xn_7n_1)).

ili) Como a+ (X1,..., Xpo—r) = a1 + (X1, ..., Xn—r—1) (porque a; = a + (X,,—)), tenemos
también

B/mB = K[Xl, ...7Xn]/(u1 + (,Xl7 ...,Xn,,,‘,l)) = Bl/mlBl.

Por tanto, B/mB es isomorfo a By /m; B; como K-espacio vectorial y el isomorfismo viene dado
del modo siguiente:

1/) : B/mB — Bl/mlBl
h+mB — Wl(h) +mlBl.

En particular, como {m1(e1) + m1By,...,m1(emm) + myB1} son una base de B;/myB; como K-
espacio vectorial, el siguiente conjunto es una base de B/mB como K-espacio vectorial:

{e1 +mB,...,e, + mB}.

Consideremos ahora el anillo local (A, mAy,) v el Ay-modulo finitamente generado By,. Ob-
servemos que

Am/mAn 2 A/m = K.
También tenemos el isomorfismo natural

B /(MAw)By = By /mBy = (B/mB)y = B/mB,

siendo el ultimo un isomorfismo como K-espacios vectoriales. Por tanto, como B C By, la
familia {e; + mB, ..., e, + mB} también es una base de By /mBy, como K-espacio vectorial.

Estamos asi en las condiciones del Lema de Nakayama con el anillo local (Ayn, mAy) y el
Ay-modulo finitamente generado By,. Entonces, por el Corolario que se deduce del Lema de
Nakayama (ver Corolario A.6.2), el conjunto {ey,...,e;,} es un sistema generador de cardinal
minimal de B, como Ay,-modulo.

Veamos finalmente que {eq, ..., €,,} es una familia libre y habremos concluido que es una base de
By, como Ay-modulo libre, lo que termina la prueba de la afirmacion. Para ello, consideremos
una combinacion lineal de elementos de {eq, ..., e,,} con coeficientes en Ay, igual a 0 en By,. Es
decir, sea

aier + ... + ame, =0, con aq,...,a, € Ay no todos nulos.

Multiplicando por denominadores de los a; si fuera necesario, podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que tenemos una combinacién lineal de la forma

(342) aie1 + ...Gm€em = Oa

donde aq,...,a,, € A (no todos nulos) y la igualdad se verifica en B. Ahora, como A =
K[Xy,...,X,,—+] es un dominio de factorizacion tnica, podemos extraer la méxima potencia de
Xn—r que divide a todos los coeficientes ay, ..., an,. Esto es, existe I € Ny existen af,...,al, € A
tales que

ay =X\ dy, . am =X al
y existe j tal que X,,_, { a}j. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X, { aj. Esto
es posible porque no todos los ay, ..., a,, son nulos. Asi, podemos reescribir (3.4.2) sacando

factor comin X! :
X! (dler + ...+ aem) =0.

n—r

Como X,,_, no es divisor de cero en B, esta igualdad implica que

(3.4.3) ajer +...+a,en =0,
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donde la igualdad se satisface en B. Tomemos la proyecciéon 71 : B — B; y tendremos que
(3.4.3) se transforma en la siguiente igualdad en By:

mi(ay)mi(er) + ... + mi(al,)mi(em) = 0.
Pero {mi(e1),...,m(em)} era una base de By como A;-moédulo libre y 71 (a)), ..., m1(al,) € A1,
por lo que tenemos las siguientes igualdades en Aj:
m(a}) =0,...,m(al,) = 0.
Ahora bien a} € A, m1(a}) = m1|a(a)) = a) + (Xn—r) € A;. Luego m1(a}) = 0 equivale a decir
que aj + (Xp—r) = 0+ (X,—r) en A;. O equivalentemente, que X,,_,|a} en K[Xy,..., X,,]. Pero
esto no es posible por nuestra construccion de af. Llegamos asi a una contradiccion, con lo que
de la igualdad (3.4.2) se deduce que a1 = ... = a,, = 0 y la familia {e;,...,e;n} € B C By, es
una base de By, como A,-moddulo libre. O
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A.1. Definiciones basicas

DEFINICION 10 (Anillo local). Sea R # {0} un anillo. Se dice que R es un anillo local si
MaxSpec(R) consta unicamente de un elemento m. Lo denotaremos como (R,m).

DEFINICION 11 (Sucesién exacta). Una sucesion de R-mddulos y homomorfismos de R-
modulos

e = M; 4 fﬁl M; fli) MiJrl — ...

se dice que es exacta en M; si Im(f;) = Ker(fi11). Se dice que la sucesion es exacta si lo es
para cada M;.

Se llaman sucesiones exactas cortas a las sucesiones exactas de la forma:
f g
0—->M =M= M -0,

donde 0 es el R-mddulo nulo.

DEFINICION 12 (Functor exacto). Sea R un anillo. Un functor F de la categoria de R-mddulos
en st misma se denomina exacto si transforma sucesiones exactas cortas

I VAN VNG V)
en sucesiones exactas cortas

F(f)

0— F(M') FOM) 29 povy = o,

DEFINICION 13 (Namero minimo de generadores). Sea M un R-mddulo finitamente gen-
erado. Llamaremos nimero minimo de generadores de M a la cantidad

w(M) :=min{n € N: Hay,..,a,} € M,M = R{{ay,...,an})}.

49
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DEFINICION 14. Dado M un R-mddulo finitamente generado, definimos la aplicacion
p_ (M) :Spec(R) — Ry
p = pp(M) = p(My)

En el caso de que ademds M sea proyectivo, dado p € Spec(R), llamamos a p,(M) el rango de
M enp.

A.2. Moédulos libres

DEFINICION 15 (Médulo libre). Diremos que un R-mddulo M es libre si existe un conjunto
X tal que M es isomorfo como R-mddulo al R-mddulo @ R dado por la siguiente identidad:

Pr:={f: X > R:3JY finito, Y C X, f(z)=0, Vo€ X \Y}.
X

Se dice que M es un R-mddulo libre de rango finito si X se puede elegir finito.

DEFINICION 16 (Base de un R-modulo). Se llama base de un R-mddulo M a todo subcongjunto
B C M que verifica las siguientes dos propiedades:

i) El conjunto B es sistema generador de M, es decir, M = R(B).

1) Los elementos de B son una familia libre sobre R, es decir, para cualquier conjunto
J finito, para cualquier lista de elementos {v; € B: j € J} C B y para cualesquiera
{aj € R:j € J}, se tiene que si

Zajvj =0
JjeJ
entonces a; = 0 para todo j € J.

PRrROPOSICION A.2.1. Un R-mddulo es libre si y solo si posee alguna base.

LEMA A.2.2. En un R-mddulo libre M de rango finito los sistemas generadores minimales y
las bases coinciden.

A continuacién se muestra un ejemplo de modulo libre importante especialmente en el Teorema
de Horrocks (Teorema 2.4.1).

EJEMPLO A.2.3. Sea R un anillo y g € R[X|mon un polinomio ménico con coeficientes en R.
Entonces R[X]/(g) es un R-mddulo libre. La razén esencial es que la division euclidea por
polinomios mdnicos estd garantizada. Es decir, si g € R[X|mon ¥ f € R|X], entonces existen
q,r € R[X] tales que f = qg+ 1 ydegx(r) < degx(g9) — 1. Con esta propiedad garantizamos
que

B={1+(g),-, X" +(9)}
es un sistema generador de R[X]/(g), donde d = degx(g). Ademds, como g es mdnico, los
polinomios q,r son unicos, por lo que B serd también una familia libre.

PROPOSICION A.2.4. Sea A C B una extension de anillos. Supongamos que B es un A-mddulo
libre de rango finito, y sea M un B-mddulo libre de rango finito. Entonces M es un A-mddulo
libre de rando finito.

A.3. Modulo de fracciones. Localizacion

DEFINICION 17 (Sistema multiplicativamente cerrado). Sea R un anillo. Un subconjunto
S C R se dice sistema multiplicativamente cerrado si verifica:

i)1€8,0¢8,y
i) Ve,y € S,zy € S.
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DEFINICION 18 (Moédulo de fracciones). Sea R un anillo, M un R-mddulo y sea S un
sistema multiplicativo de R. Llamamos médulo de fracciones (o mddulo cociente) de M con
denominador S al conjunto STYM = (M x S)/ ~, donde ~ es la relacion de equivalencia en S
dada por

(m,s) ~ (n,t) <= Ju e S con u(mt —ns) =0.

Denotamos a las clases de equivalencia en S~1M como [m, s] = . Las operaciones

m n mt + ns
+s-1vm: — Fs-imy T = ———
S t st
m n mn
"S-1M - —S-lM T T T
S t st

definen en S~ M una estructura de R-médulo. Llamamos morfismo de localizacion al morfismo
de R-mddulos i : M — S™'M dado por i(m) = 2.

En el caso de que S sea un ideal de R generado por un elemento a € R, es decir, S =

{1,a,a?,...}, denotamos S™'M = M,.

DEFINICION 19 (Localizacion de un R-moédulo). Sea R un anillo, p € Spec(R) un ideal
primo de R y M un R-mddulo. Sea S = R\ p. El mddulo de fracciones S~*M se denota
también por My, y se llama localizacion de M por el ideal primo p.

La definicion anterior es buena debido a que el conjunto S = R\ p es multiplicativamente
cerrado. Esto es consecuencia de que si tomamos p un ideal propio de R, las condiciones

i) p es un ideal primo, y
ii) R\ p es multiplicativamente cerrado

son exactamente la misma.

A partir de la idea de localizaciéon se puede definir un functor (que llamaremos functor local-
izacion) de la categoria de R-modulos en la categoria de S~! R-moédulos. Dado un subconjunto
S C R multiplicativamente cerrado y un morfismo de R-modulos f : M’ — M, definimos

S7lf.S7IM — ST M
m m
m | fom)
s s
Este functor verifica una serie de propiedades que se recogen en la siguiente Proposicion.

PROPOSICION A.3.1. El functor localizacion, S~', de la categoria de R-mddulos en la de S™'R-
modulos es covariante y exacto. Es decir, verifica las siguientes propiedades:

i) Dados f € Hom(My, Ms), g € Hom(Ma, Ms), y M un R-mddulo, entonces
S7Hgo f)=871goST'S,
S™Idy =IDg-1y,.

it) Transforma sucesiones exactas en sucesiones exactas (cf. a la Definicion 12).
it1) St N y P son submddulos de un R-mddulo M, entonces:

e STYN +P)=(S"IN)+ (S~1P).

e STYNNP)=(STIN)N(S~LP).

o STYM/N)~S~1M/S7IN.

A.4. El functor Hompg(M, —).

DEFINICION 20 (Functor Hompg(M, —)). Sea R un anillo (fijo) y M un R-mddulo. Se define
el functor Hompg(M, —) de la categoria de R-mddulos en si misma del modo siguiente:

e A cada R-mddulo N le asocia el R-mddulo Homp(M, N).
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e A cada morfismo f € Homp(N, N') entre dos R-mddulos le asocia el homomorfismo
Hompg(M, f) : Homg (M, N) — Hompg (M, N')
g fog

PROPOSICION A.4.1. El functor Homgr(M,—) es covariante. FEs decir, dados N,N'/N" R-
mddulos, f € Homg(N,N'),g € Homg(N',N"), y dado h € Homg(M, N), entonces

i) Hompg(M, go f)(h) = (Homg(M, g) o Homg(M, f))(h)
i) Homp(M, Idyn)(h) = Iduom Ny ()

PROPOSICION A.4.2. El functor Hompg (M, —) es exacto a izquierda. Es decir, dada una sucesion
ezacta corta de R-mddulos

0N LNLS N S0
la siguiente es una sucesion exacta de R-mddulos:

Homg(M,g)
—

0 — Homp (M, N') 22m 0D, pyom (0, N) Homg(M, N")

A.5. Producto tensorial de moédulos

DEFINICION 21 (Producto tensorial). Sean M y N dos R-mddulos. Entonces existe un par
(T, ®) formado por un R-médulo T y una aplicacion bilineal ® : M x N — T tal que se verifica la
siguiente propiedad: para todo R-mddulo P y para toda aplicacion bilineal f : M x N — P, existe
un unico morfismo de R-mddulos f € Hom(T, P) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

T—1 ,p

s

M x N

Ademds, el par (T, ®) es unico salvo isomorfismo y lo llamamos producto tensorial de M y N.
Se denota como T := M ®@gr N y a la aplicacion ® como ®(x,y) =z QR y.

A.5.1. Propiedades del producto tensorial.

ProrPOSICION A.5.1. El producto tensorial conmuta con la suma directa. Es decir, dada una
familia {M; : i € I} de R-mddulos y dado N un R-mddulo se tiene que

(@D M) e N =@M, ®N)

iel iel
En particular, si M y N son R-mddulos libres entonces M @ N también es libre como R-mddulo.
En el caso de dos R-mddulos finitamente generados

rank(M ® N) = rank(M) - rank(NV)

El producto tensorial define un functor que tiene la siguiente propiedad de exactitud:

PROPOSICION A.5.2. Dado un R-mddulo M, el functor M @ r — es un functor exacto a derecha.
Es decir, dada una sucesion exacta corta de R-mddulos

0— N —N-—N"—0
la siguiente es una suceston exacta
M@RN/—>M®RN—>M®RNN—>O

ProrosICION A.5.3. Sea f : A — B un morfismo de anillos, P un A-mddulo proyectivo,
entonces B®4 P es un B-mddulo proyectivo.
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A.5.2. Extension de escalares.

DEFINICION 22 (Extensién de escalares). Sea f : R — T un morfismo de anillos y sea N
un R-mddulo. Entonces podemos definir una estructura de T-mddulo sobre T ® g N del modo
stguiente:

T X (T@RN) — (T@RN)
()\, le KRR TLl) — Z(sz) KRR Nn;
iel i€l
para cada conjunto finito I, con x; € T,n; € N. Se dice que T ®g N es el modulo obtenido a
partir de N por extension de escalares a partir de f : R — T

Como consecuencia de esta construcciéon tenemos el siguiente
COROLARIO A.5.4. Sea M un R-mddulo y a un ideal de R. Entonces, la extension de escalares
de M a través de la proyeccion candnica 7 : R — R/a satisface:

R/a®p M = M/aM

donde el isomorfismo es como R/a-mdédulos.

A.6. Lema de Nakayama

LEMA A.6.1 (Lema de Nakayama). Sea R un anillo e I un ideal contenido en el radical de
Jacobson de R, es decir
I C Jac(R) = N m.
meEMaxSpec(R)
Sea M un R-mddulo arbitrario, y N C M un submddulo tal que M /N es finitamente generado.
Entonces

M=N+IM — M=N

COROLARIO A.6.2. Sea (R,m) un anillo local, M un R-mddulo finitamente generado y k(m) =
R/m el cuerpo residual. Sea M/mM = R/m ® g M el R-mddulo cociente.

Definamos la estructura de k(m)-espacio vectorial siguiente sobre M /mM :
R(m) : k(m) x M/mM — M/mM
A+ m,m+mM) — Am +mM

Entonces se verifica

(M) = dirmy oy (M /mM)
Ademds, my,...,my € M forman un sistema generador minimal de M si y solo si las clases
ML, ...,y € M/mM forman una base.

A.7. La Topologia de Zariski en Spec(R)

Sea R un anillo y a C R un ideal de R. Se define
V(a) := {p € Spec(R) : a C p}.

Otra forma de entender estos objetos es la siguiente: dado f € R denotamos por f(p) := f+p €
R/p para cada p € Spec(R). Entonces,

V(a) = {p € Spec(R) : f(p) = 0,Vf € a}
Algunas propiedades elementales de estos conjuntos son las siguientes:

i) V(R) =0, V((0)) = Spec(R).
ii) Dado un conjunto de ideales de R, {a; : i € I},

VO ) =(V(w)

i€l i€l
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iii) Dados dos idales de R, a,b,
V(a-b)=V(a) UV(b)

A la vista de estas propiedades, podemos afirmar que existe una tnica topologia en Spec(R)
para la que los cerrados son

{V(a):a C R esideal.}
Esta topologia se denomina Topologia de Zariski en Spec(R).

Los abiertos de esta topologia son obviamente los complementarios de los cerrados. Pero hay
unos abiertos especiales que constituyen una base: los abiertos distinguidos. Dado f € R,
llamamos abierto distinguido definido por f al conjunto

D(f) :={p € Spec(R) : f(p) # 0} = {p € Spec(R) : f & p}
Es claro que todo abierto de la topologia es uniéon (posiblemente infinita) de abiertos distingui-
dos.
V(o) = J D)
f€a
donde (-)¢ indica complementario.

A.8. Producto fibrado de moédulos

Esta seccion del Apéndice A se dedica a resumir el concepto de producto fibrado de R-moédulos,
asi como sus propiedades fundamentales. Esta construccion es esencial en la demostracion del
Teorema de Quillen-Suslin (Teorema 3.2.1). Las demostraciones de esta Seccion se pueden
encontrar en [Kunz, 1985].

En lo que sigue sea R un anillo y a; : N = M;, (i = 1,2), dos morfismos de R-mo6dulos.

DEFINICION 23 (Producto Fibrado). Un producto fibrado de My y My sobre N (con respecto
a oy y az) es una terna (P, By, B2), donde P es un R-mddulo, 5; : M; — P, (i =1,2), son dos
morfismos de R-mddulos que verifican cy o B1 = ag o Ba, y se verifica la siguiente propiedad
universal: para cada otra terna (T,71,72) existe un unico morfismo de R-mddulos 1 : T — P
tal que v; = B;ol, (i=1,2).

A

M,
Y
N
o
M

El producto fibrado de My y Mo sobre N se denota como P := M, HN M.
PRrROPOSICION A.8.1. Un producto fibrado de My y My sobre N siempre eziste.

Algunas propiedades elementales del producto fibrado son las siguientes:
PROPOSICION A.8.2.
Z) ker(ﬂl) n ker(ﬂg) =0.

1) B1 induce un isomorfismo ker(fBs) = ker(ay), y B induce un isomorfismo ker(f1) =
ker(as). En particular,

Ba (resp. 1) es inyectiva <= «y (resp. az) es inyectiva.

i11) o induce un morfismo inyectivo coker(fy) — coker(aq), y oy induce un morfismo
inyectivo coker(f1) — coker(asg). En particular,

ay (resp. ag) es sobreyectiva = (5 (resp. 1) es sobreyectiva.
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i) Si S C R esun sistema multiplicativamente cerrado, entonces (S~ (M [[y M2), S™ 31,571 32)
es un producto fibrado de ST My y S~ M, sobre ST'N, es decir,

STHM [[ M) =S¢y [ S M.
N S—1IN

El producto fibrado se puede utilizar por ejemplo para "pegar" modulos sobre subconjuntos
abiertos de Spec(R) (con la topologia de Zariski en Spec(R)). Dados f,g € R sea M; un
Ry-modulo y My un Rg-moédulo, y supongamos que existe un isomorfismo de Ry,-moédulos

a: (Mi)g = (Mp)y.

(Aqui consideramos (Mi)g y (M2)¢ como Rfg-modulos a través del morfismo canonico (Ry)g =
Ryg = (Rg)f)-

Sea ahora N := (Ms)y, y sean a1 la composicion del morfismo canénico g : My — (M), con
o,y ag = iy : My — (M) ¢ el morfismo canénico.

w
Ml — (Ml)g
la
i
Mg *f> (Mg)f
ProrosicioN A.8.3. Con las notaciones anteriores, si P := M, H(Mz)f My es el producto
fibrado con respecto a a1 y ag, entonces los morfismos candnicos

nducen:

e un isomorfismo de Ry-mddulos (B1)y : Py — M, y
e un isomorfismo de Rg-mddulos (S2)g : Py — M.

En este caso decimos que P se forma al pegar My y My sobre D(fg) con respecto a .

A.9. Algunas demostraciones sobre propiedades locales citadas en el texto

En esta Seccion final se incluyen las pruebas de algunas propiedades locales citadas en el cuerpo
de este Trabajo Fin de Grado.

PROPOSICION A.9.1. Sea f : M — N un morfismo de R-mddulos. Con las notaciones del
Apéndice A.3, se tiene que:

i) Tm(fy) 2 Im(f)y, Vp € Spec(R).
it) coker(fy) = coker(f),, Vp € Spec(R).
iii) Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) f es epimorfismo de R-mddulos.
(b) fy es epimorfismo de R-mddulos, Vp € Spec(R).
(c) fm es epimorfismo de R-mddulos, Vm € MaxSpec(R).

DEMOSTRACION. i) Es facil ver la igualdad siguiente:

mif) = (™) ™ e ay = 1 e a1 s € R\ p) = (),

1) Sea p € Spec(R), y consideremos la siguiente sucesion exacta

MLNT coker(f) — 0,

donde 7 es la proyeccion candnica sobre el co-nicleo. Localizando por S = R\ p, la siguiente
sucesion también sera exacta (cf. Proposicion A.3.1)

M, ELNG YRR coker(f), — 0.
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En particular, usando i), tenemos

coker(fy) = Np/Im(fp) = Np/Im(f), = coker(f)p.

1i1) Por la exactitud del functor localizacion, tendremos que si f es epimorfismo, entonces
coker(f) = 0, luego coker(Fy) = coker(f), = 0. Por tanto, f, es epimorfismo y queda probado
(a) = (b).

(b) = (c¢) es evidente porque MaxSpec(R) C Spec(R).

Finalmente, para (¢) = (a) usaremos también la propiedad ii). Si fn es epimorfismo Vm €
MaxSpec(R), entonces

coker(fi) = 0,Vm € MaxSpec(R).
Y por ii) tenemos que

coker(f)m = coker(fmn) = 0,Vm € MaxSpec(R).

Ahora como la propiedad de ser cero es una propiedad local, concluimos que el R-médulo
coker(f) = 0. Es decir, Im(f) = N y f es epimorfismo. O

PRrROPOSICION A.9.2. Sean M, N dos R-mddulos y S C R multiplicativamente cerrado. Fl
morfismo de R-mddulos

Homp (M, N) — Homg-15(S™ M, S7IN)
a— Sl
induce un morfismo de S™'R-mddulos
h: S 'Homp(M,N) — Homg 1z(S™'M,S™'N)
% ;oS a,

donde p;' (%) = . En esta situacion, tenemos que:

S-

i) Si M es finitamente generado, h es inyectivo.
i) Si M es finitamente presentado, h es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea {my,...,m;} un sistema de generadores de M y
0—+K—=R SM-=0
la presentacion correspondiente.

i) Para o € Homg(M, N), s € S, sea & € ker(h). Entonces @ =0, (i=1,...,t) y existe un

s' € S con s'a(m;) =0, (i =1,...,t). Conello, s’a =0y ¢ = 0. En conclusion, ker(h) =0y h
es inyectivo.

1) Sea M finitamente presentado. Podemos asumir entonces que K es finitamente generado, y
bastarfa con probar que h es sobreyectivo.

Seaniy : M — S~ M eiy : N — S™'N los homomorfismos canénicos. Sil € Homg-1z(S™1M,S7IN),

entonces existe s € S tal que nj :=s-I("%) € in(N), (i = 1,...,t). Seanj =5 conn; € Ny

B: Rt — N la aplicacién lineal dada por B(e;) =n;, (i =1,...,t).

Tenemos que ver ahora que existe un s’ € S con (s’8)(K) = 0. En tal caso, 8 induce un
homomorfismo o : M — N con a(m;) = s'n;, (i = 1,...,t) y por tanto | = u_,. o S7a.

De acuerdo a la construccion de 3, el diagrama
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es conmutativo. Por tanto, iy (8(K)) = 0. Como K es finitamente generado, de lo anterior
sigue que existe un s’ € S con s’ - 3(K) = 0, como queriamos demostrar.

0
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En este Apéndice recogemos algunos resultados clasicos, mas o menos conocidos, relativos a
anillos y médulos noetherianos, descomposiciéon primaria, dimensiéon de Krull de anillos y moé-
dulos, y extensiones enteras. Concluiremos con el Lema de Normalizacion de Noether. No todos
los temas incluidos tienen repercusion directa sobre los contenidos de este Trabajo Fin de Grado;
pero algunos de ellos son usados y conviene recogerlos de manera formal. Las referencias para
todos estos enunciados son cualquier texto elemental y basico de Algebra Conmutativa, como
[Atiyah-Macdonald, 1969|, [Kunz, 1985] o [Pardo, 2021]| y las referencias alli senaladas.

Recordemos que un anillo R es noetheriano si todos sus ideales son finitamente generados. Por
el Teorema de la Base de Hilbert, todo anillo de polinomios R[X7, ..., X},] con coeficientes en
un anillo noetheriano es también noetheriano. Como los dominios de ideales principales son
noetherianos, los anillos de la forma K[X, ..., X,,], donde K es un dominio de ideales principales,
son anillos noetherianos.

De modo similar, un R-médulo se dice noetheriano si todos sus submoédulos son finitamente
generados. Si R es un anillo noetheriano, un R-médulo M es noetheriano si y solamente si es
finitamente generado (lo que, en el contexto noetheriano, significa ser finitamente presentado).

Localizaciones, cocientes, sumas finitas y productos finitos de médulos noetherianos siguen
siendo noetherianos.

B.1. Descomposiciéon Primaria: El Teorema de Lasker-Noether

Por su aplicacion en la Seccion 3.4, recordamos aqui el Teorema de Lasker-Noether. Una
demostracion del mismo puede seguirse en cualquier texto clasico de Intorduccién al Algebra
Conmutativa, como el [Atiyah-Macdonald, 1969] o el [Kunz, 1985].

DEFINICION 24 (Anillo noetheriano). Un anillo R se dice noetheriano si todo ideal es fini-
tamente generado.

EJEMPLO B.1.1.

i) Los cuerpos y los dominios de ideales principales son obviamente anillos noetherianos.
it) Un Teorema cldsdico de D. Hilbert (conocido como el Basissatz), demostrado en
[Hilbert, 1890], afirma que si R es un anillo noetheriano, el anillo R[X, ..., X,
es también noetheriano.
iii) Si un anillo R es noetheriano, los cocientes R/a y las localizaciones S~ R son también
anillos noetherianos.
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La idea de Lasker y Noether consiste en probar una especie de factorizacion en anillos noetheri-
anos cualesquiera, extendiendo al lenguaje de ideales la idea de factorizacion en primos; aunque
se pierde un tanto la unicidad. La idea clave es la de ideal primario.

DEFINICION 25 (Ideal primario). Sea R un anillo, q un ideal propio de R y a € R un elemento.
Consideremos el endomorfismo de R-mddulos definido por la homotecia siguiente:

Na,r/q : 11/a — R/q
b+gq—a—-b+q.
Decimos que q es un ideal primario si para todo a € R, la homotecia 1 r/q €s o bien un
monomorfismo de R-mddulos o es nilpotente (es decir, o existe n € N tal que (nq,r/q)" es el
morfismo nulo).

EJEMPLO B.1.2.

i) Los ideales primos y mazimales son ideales primarios.
ii) Si R es un dominio de ideales principales, los ideales primarios son de la forma (p™),
conn € N yp e R un elemento primo.

ProprosicioN B.1.3. Si q C R es un ideal primario, entonces su radical es un ideal primo. Es
decir, se tiene que

Vi =1{a € R:nqpr/q no es biyectivo} = {a € R:3In €N, a" € q} € Spec(R).

Si g es un ideal primario y p = /q es su radical, diremos que q es un ideal p-primario.

PRrROPOSICION B.1.4. Dada una familia de ideales primarios q1, ...,qm C R tales que todos son
p-primarios, entonces su interseccion
T
q= ﬂ i
i=1

también es un ideal p-primario.

DEFINICION 26. Sea a un ideal en un anillo R. Llamaremos descomposicion primaria de a a
toda presentacion de a como interseccion de primarios

s
a=(a
i=1

donde cada q; C R es un ideal p; primario. Una descomposicion primaria de un ideal a se dice
reducida (o irredundante) si p; # p; para cada ¢ # j.

TEOREMA B.1.5 (Lasker-Noether). Sea a un ideal en un anillo noetheriano R. Entonces, a
posee una descomposicion primaria irredundante.

El Teorema de Lasker-Noether se puede complementar con una cierta unicidad.

DEFINICION 27. Sea R un anillo y a un ideal de R. Un ideal primo p € Spec(R) se dice asociado
al ideal a si existe v € R, x + a # 0, tal que

p=Amng(r+a)={a € R:ax € a}.
Denotamos por Ass(R/a) al conjunto de los primos asociados al ideal a.

TEOREMA B.1.6 (Unicidad de Lasker-Noether). Sea R un anillo noetheriano, a C R un
ideal propio y sea dada una descomposicion primaria irredundante del ideal a de la forma

T
a=(a
i=1
donde cada ideal q; es p;-primario, entonces

Ass(R/a) = {p1, .., pr}-
De hecho, los ideales asociados Ass(R/a) contienen a los ideales primos minimales entre aquellos

que contienen al ideal a. Los primos asociados que no son minimales se llaman primos inmersos
sobre a.
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Una de las propiedades que determinan los primos asociados es la siguiente.

COROLARIO B.1.7. Sea a C R un ideal en un anillo noetheriano, y sea

a= m qi
i=1

una descomposicion primaria irredundante de a, donde cada q; es un ideal p;-primario. Con-
sideremos también el conjunto de los divisores de cero modulo a:

Div(a) = {a € R:a+a es un divisor de cero en R/a}.

Entonces,
m

i=1

Asi, si un elemento x € R no pertenece a ningin ideal primo asociado a un ideal a, entonces
x4+ a € R/a no es divisor de cero.

Obviamente, el radical de un ideal se obtiene mediante los ideales primos asociados, aunque
puede haber redundancias. Esto es, si
m
o=
i=1

es una descomposicién primaria irredundante de a, donde cada q; es un ideal p;-primario, se

tiene .
Va= m qi = ﬂ b

=1 pEAss(R/a)
B.2. Breve resumen de propiedades de dimensiéon para intersecciones completas

En [Kronecker, 1882], L. Kronecker introduce la pregunta de cuéntas ecuaciones polinomiales
son necesarias para describir implicitamente una variedad algebraica afin o proyectiva. El mismo
responde con un método, conocido como el método de Kronecker, que prueba que toda variedad
algebraica V en el espacio afin n-dimensional A™(K) sobre un cuerpo algebraicamente cerrado
se puede expresar mediante n + 1 ecuaciones polinomiales.

En primer lugar fijemos un poco las notaciones. Dado K un cuerpo algebraicamente cerrado, sea
A™(K) = K™ el espacio afin de dimension n sobre K. Sea K[X, ..., X,,] el anillo de polinomios
en n variables con coeficientes en K. Dado un polinomio f € K[Xj, ..., X,,] definimos la variedad
algebraica de sus ceros Vi (f) C A"(K) mediante:
Va(f) == {z € A"(K) : f(x) = 0}
Dada una familia F C K[Xj, ..., X,,] de polinomios, F no necesariamente finita, denotamos por
Va(F) a la variedad algebraica formada por todos los ceros comunes a todos los polinomios de
F:
Va(F) ={x e A"(K): f(z) =0,Vf € F}.
Es facil observar que si a = (F) es el ideal de K[X3,...,X,,] generado por F se tiene que
Va(a) = Vo (F). Por eso se definen la variedades algebraicas afines como cualquier elemento del
conjunto
{Va(a) : a C K[X7,..., X,,] es un ideal}.
Se observa también que existe una tunica topologia en A™(K) en la que el conjunto de sus

cerrados es, preciamente, {Vi(a) : a C K[X7, ..., X,,] es un ideal}. Esta topologia se denomina
topologia de Zariski en A™(K) (cf., por ejemplo, [Pardo, 2021]).

El Teorema de la Base de Hilbert (cf. [Hilbert, 1890]) prueba que todo ideal de K[X}, ..., X,]
es un ideal finitamente generado. Por tanto, si V' C A™(K) es una variedad algebraica, y
a=(f1,., fs) € K[X1,..., X,,] es un ideal tal que V = Vj(a), tenemos entonces las igualdades

V=Vala) =Va(fr,.... fs) = m Va(fi)-
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En particular, todo cerrado en la topologia de Zariski de A™(K) es interseccion finita de cerrados
de la forma Vi (f) con f € K[X1,...,X,]. A los cerrados de la forma Vj(f) los denominaremos
hipersuperficies. La pregunta de Kronecker se traduce entonces del modo siguiente:

Dado un cerrado Zariski, V.C A™(K), jcudntas hipersuperficies se necesitan intersecar para
obtener V2

La respuesta de Kronecker fue n + 1.

TEOREMA B.2.1 ([Kronecker, 1882]). Dado un cerrado V. C A™(K) para la topologia de
Zariski, existen n+ 1 polinomios f1,..., fnr1 € K[ X1, ..., Xy] tales que

V= VA(fl) n..N VA(fn+1)-

Pero esta respuesta es insuficiente. Si hablasemos de variedades afines lineales tendriamos
una relaciéon entre el nimero minimo de ecuaciones necesarias para describir la variedad y su
dimension:

TEOREMA B.2.2. Sea L C A™(K) una variedad afin lineal de dimension r. Entonces, existen
Iy ln—r € K[X1, ..., Xp] polinomios de grado 1 tales que

L= VA(ll) n...N VA(ln—r)-

Para tratar de interpretar este elemental resultado de Algebra Lineal, necesitamos interpretar
la nocion de "dimension". En este sentido, es W. Krull (en [Krull, 1935|) quien nos apunta
una nocién de dimension.

DEFINICION 28. Un cerrado V- C A™(K) para la topologia de Zariski se llama reducible si
existen dos cerrados Wy, Wy C A™(K) en la topologia de Zariski tales que:

o V=W NnWs.
o W, CV, i1=1,2.

Los cerrados irreducibles juegan un papel similar al que juegan las componentes conexas en
topologia. De hecho, todo cerrado V' C A™(K) en la topologia de Zariski admite una descom-
posicion tnica como unién finita de cerrados irreducibles gracias al Teorema de la Base de
Hilbert (mediante la interpretacion de E. Noether).

TEOREMA B.2.3. Para todo cerrado V-C A™(K) en la topologia de Zariski, existen Vi, ..., Vs C
A™(K) cerrados irreducibles tales que

(B.2.1) V=VU.UV,.

Ademds, las descomposiciones minimales de tipo (B.2.1) son dnicas (salvo permutacion). A los
elementos en {V1, ..., Vs} para una descomposicion minimal de V' se los denomina componentes
irreducibles de V.

A partir de los cerrados irreducibles, Krull introduce una nocién de dimensiéon que generaliza
el concepto "punto C recta C plano":

DEFINICION 29 (Dimension de Krull). Una cadena de longitud s de cerrados irreducibles en
A™(K) es una cadena

D#Vo Vi C...C Vs,
donde cada V; € A™(K) es un cerrado irreducible. La dimension de un cerrado W C A™(K)
(llamada dimension de Krull) es el mdximo de las longitudes de cadenas de cerrados irreducibles
contenidas en W. FEs decir, el mdzrimo de los s € N tales que existen Vj,...,Vs C W cerrados
irreducibles tales que

D#EVHCVIC..CV.CW

Es facil ver que la dimensién de los conjuntos finitos de puntos es 0. Con un poco de ayuda del
Nullstellensatz de Hilbert no es dificil ver que la dimension de Krull de A™(K) es n.
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En el caso de hipersuperficies, el Teorema del Ideal Principal de Krull nos permite concluir que
la dimension de una hipersuperficie Vi (f) € A™(K), donde f ¢ K, es

dim(Va(f)) =n—1.

Aparentemente, al aumentar el numero de hipersuperficies que describen un cerrado de la
topologia de Zariski la dimensién deberia caer en 1 a cada ecuacion anadida. Esto no es asi por
razones obvias, como en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO B.2.4.

o Tomemos fi = X1, fo = X1 + 1. Se tiene que Vo (f1) C A3(K) tiene dimension 2;
pero Va(f1, f2) = 0 tiene dimension -1 (como dimension de Krull del vacio).

o Tomemos f1 = X1 - Xo, fo = Xi. Se tiene que Viy(f1) C A3(K) tiene dimension
2 (es la nocion de un par de hiperplanos), mientras que Vp(f1, f2) = Va(X1) es un
hiperplano y no una curva de dimension 1.

Asi que hay que tener cuidado con las interacciones (en general no lineales) entre las ecuaciones
polinomiales. Ahi acude la nocién de ideal.

Consideremos W C A"(K) un subconjunto y definamos el ideal I(W) C K[Xy,..., X2] dado
mediante la siguiente igualdad:

IW):={fe K[X;,...X,]: f(x) =0, Vo € W}.
Resumamos algunas propiedades sencillas de demostrar:

PROPOSICION B.2.5. Con las notaciones anteriores:

i) Dado W C A™(K) un subconjunto cualquiera,

Va(I(W)) =7,

donde WZ es la clausura de W en la topologia de Zariski de A™(K). En particular,
si W C A™(K) es cerrado para la topologia de Zariski,

Val(W)) = W.

it) Sea V. C A™(K) un cerrado para la topologia de Zariski de A™(K). Son equivalentes:
(a) V es irreducible.
(b) I(V) € Spec(K[X7, ..., X,]) es un ideal primo.

iii) SiV ={a} C A"(K) es un punto de A"(K), entonces I(V) es un ideal maximal en
K[Xy,...,X,]. De hecho, es el nicleo del morfismo de anillos

Yo K[X1,...,X,] 2> K
[ fla).
Al ideal I({a}) lo denotaremos mediante m, y estd generado por n elementos de
K[Xy,..., X
m, = (X4 —aq, ..., X, — ap),
donde a = (ay, ..., a,).
Una forma més delicada de identificar variedades algebraicas e ideales es el famoso Teorema

de los Ceros de Hilbert (Nullstellensatz). En la forma de Rabinowitsch, el enunciado toma la
forma siguiente:

TEOREMA B.2.6. Sea a C K[X}, ..., X,;] un ideal. Se tiene que
I(Vy(a) =vVa:={f € K[X1,...Xp]: ImEN, f™ca}.
Ademds, los ideales mazimales en K[X;, ..., X,] son dados por:

MaxSpec(K[X1, ..., Xn]) = {my : a € A" (K)}.
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No vamos a discutir los detalles de estas ideas en este trabajo, en el cual las usaremos instru-
mentalmente, pero recordemos que v/a se denomina el radical del ideal a y satisface

va=("{p € Spec(K[X1,.... X,]) : p 2 a}.

Este juego entre ideales y cerrados en la topologia de Zariski condujo a W. Krull a introducir
la dimensién en anillos:

DEFINICION 30. Sea R un anillo.

i) Una cadena de longitud s de ideales primos de R es una cadena

Po &GP & & sy
donde cada p; € Spec(R).
it) Se denomina altura de un ideal primo al mdzimo de las longitudes de cadenas de
primos contenidas en él. Se denota mediante ht(p).
iit) Se demomina co-altura de un ideal primo al mdximo de las longitudes de cadenas de
primos por encima de él. Se denota mediante coht(p) y es el mdzimo de los s € N
tales que existen po, ..., ps € Spec(R) verificando
PCS P0G &Ps

iv) La dimension (de Krull) de un anillo R es el mdzimo de las alturas o co-alturas de
sus ideales primos. Es decir,

dim(R) := max{ht(p) : p € Spec(R)} = max{coht(p) : p € Spec(R)}.

La dimension de Krull de un anillo no siempre es finita, ni siquiera cuando el anillo es noethe-
riano. Un famoso teorema de P. Samuel, conocido como el Teorema de la Dimensién Local,
prueba que si (R, m) es local y noetheriano, entonces

dim(R) = ht(m) < occ.
El Teorema de la Dimension Local es mas completo (ver [Pardo, 2021]) pero obviamos sus
propiedades.
Si se puede probar, gracias a Krull, que la dimension de K[Xjy, ..., X,,] satisface:
n =dim(A"(K)) = dim(K[X1, ..., X,]).
Mas atn, si a es un ideal de K[X7, ..., X,,] se tiene que las dimensiones en la topologia de Zariski
(geometria) y la dimension de los anillos coinciden en el sentido siguiente:
dim(Va(a)) = dim(K[ X1, ..., Xp]/a).
Este serfa un primer paso para hacer interactuar el niamero de ecuaciones (i.e. los generadores

minimales de a) y la dimension geométrica. Pero el camino no es tan trivial. Aquf intervienen
Krull y Macaulay (ver [Macaulay, 1916]) con dos teoremas famosos como son los siguientes.

Dado un ideal (no necesariamente primo) a C K[X7, ..., X,,], llamamos co-altura de un ideal a
la dimension del anillo cociente K[X7, ..., X,|/a:

coht(a) = dim(K[Xq, ..., Xp]/a).
Y llamamos altura del ideal a al minimo de las alturas de los primos que contienen al ideal a:
ht(a) = min{ht(p) : p € Spec(K[Xq,...,X,]), p 2 a}.
No resulta facil encajar las alturas y co-alturas de cualquier ideal por culpa de las componentes
inmersas; pero Krull y Macaulay nos dieron alguna pista.

DEFINICION 31 (Sucesién regular). Sea R un anillo y fi,..., fr € R. Diremos que forman
una sucesion regular si satisfacen:

i) f1 no es divisor de cero de R y para 1 < i < r —1, fit1 no es divisor de cero de

R/(f1, .- [i)-
it) Elideal a = (f1,..., fr) es un ideal propio de R.
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El primer resultado, que se sigue de la estructura de bases de trascendencia, muestra que altura
y co-altura "casan" bien en el caso de ideales primos de K[X1, ..., X;;] (una prueba puede verse
en [Pardo, 2021] o [Kunz, 1985]).

TEOREMA B.2.7 (Catenaridad de K[Xi,...,X,]). Sip C K[X1,...,X,] es un ideal primo,
entonces
ht(p) + coht(p) = n.

Seguidamente, las dos contribuciones de Krull y Macaulay se resumen del modo siguiente:

TEOREMA B.2.8 (de la Pureza de Macaulay). Sean f1,..., [, € K[X1,...,X,)] tales que el
ideal que generan a = (f1,..., fr) tiene altura r. Entonces, todos los ideales primos asociados
de a tienen altura r.

TEOREMA B.2.9 (del Ideal Principal de Krull). Sean fi,..., f, € K[X1,...,X,], sea a =
(f1, .-, fr) el ideal que generan y supongamos que a # (1). Entonces, todo ideal primo minimal
p entre los primos que contienen a a satisfacen

ht(p) < r.

Mds ain, si f1,..., fr forman una sucesion reqular de polinomios, se tiene que todo ideal primo
p € Spec(K[X1,..., X)) tal que p D a satisface

ht(p) =r.

En particular, concluimos los siguientes hechos de estos dos resultados histéricos:

i) Sia=(f1,..., fr) es un ideal generado por una sucesion regular, entonces ht(a) =ry
coht(a) =n —r. Y por tanto,

ht(a) + coht(a) = n.

ii) Seaa=(f1,..., fr) unideal de altura r y V' = Vj (a) la variedad de sus ceros. Entonces,
siV =W U...UWs es la descomposiciéon de V' en componentes irreducibles, se tiene
que

n—r =dim(Va(a)) = dim(V) = dim(W;), 1<i<s.
Esto significa la "pureza" del lado geométrico: todas las componentes irreducibles
tienen la misma dimension.

Obsérvese que, por ejemplo, el cerrado Zariski
V =Vo(X1) UVa(X1 — 1, X2 — 1) no puede ser
dado por un ideal a generado por un tnico ele-
mento: se trata de la unién de una recta con un
punto exterior, y tiene dos componentes irre-
ducibles (una recta de dimension 1 y un punto
de dimension 0). ]

En todo caso, conviene instrumentalizar mejor
esta interaccién entre dimensiéon y ntimero de
ecuaciones. En este sentido surge la idea de
intersecciéon completa.

DEFINICION 32 (Interseccion completa). Con las notaciones precedentes:

i) Un cerrado V. C A™(K) para la topologia de Zariski de dimension d se dice interseccion
completa conjuntista si existen fi,..., fn—qa € K[X1, ..., Xp] tales que

V= VA(fl, vy fn,d).

it) Un cerrado V- C A™(K) para la topologia de Zariski de dimension d se dice interseccion
completa idealisticamente si existen fi, ..., fn—a € K[X1, ..., X,,] tales que

IV)=(f1, fn—d)-
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Para mas detalles sobre estas nociones véase [Kunz, 1985|.

Tenemos asi fijadas algunas de las nociones usadas en el principal Teorema que se pretende
probar en esta Seccidén de aplicaciones del Teorema de Quillen-Suslin. Nos estamos ocupando
de un anillo cociente de la forma

K[X1,....,X,]/a,

donde a = (f1, ..., f) es un ideal de altura r generado por r elementos. Este anillo satisface las
siguientes propiedades que resumen lo descrito hasta ahora:

i) Como a es un ideal de altura r generado por r elementos, por el Teorema de la Pureza
de Macaulay, los ideales primos asociados a a son todos minimales y de altura r. Es
decir, siguiendo las notaciones del Teorema de Lasker-Noether (ver Apéndice B.1)
tenemos que a admite una descomposicion primaria irredundante de la forma

m
(B.2.2) a=()a
i=1

donde cada g; es un ideal p;-primario. Los primos asociados al ideal a son {p1, ..., pm }-
Los divisores de cero del cociente K[X7, ..., X,,]/a son los elementos del conjunto

Div(a)={f€a: f€ Upz}

Ademés, el Teorema de Macaulay implica que todos esos primos asociados son mini-
males entre los primos que contienen al ideal a. Es decir, se satisface:

e Vp € Spec(R), si p D a = Ji tal que p D p;.

e Vp € Spec(R) con p D a, si p; D p para algin ¢, entonces p; = p.
Finalmente, todos tienen la misma altura, es decir

ht(p;) = ht(q;) = ht(a) =, Vie {1,...m}.

ii) Por la catenaridad de K[Xq,..., X,,], si {p1,...,pm} son los ideales primos asociados a
nuestro ideal a de la descomposicion (B.2.2) anterior, entonces

coht(p;) = coht(q;) = coht(a) =n—r, Vie {1,...m}.
Ademaés, los siguientes son los ideales primos minimales del anillo cociente:
{p1/a,...;pm/a} C Spec(K[Xq, ..., X;,]/a).

(Recordemos que el esprecto primo del anillo cociente viene dado por Spec(R/b) =

{p/b:p € Spec(R)}).
ili) La co-altura se mantiene por paso al cociente por definicion. Por tanto, en el anillo
cociente K[X1,...,X,]/a se tiene que

coht(p;/a) = coht(p;) =n —r,

para cada i € {1,...,m}. Por tanto, como la dimensiéon de Krull de un anillo es el
maximo de las co-alturas de sus ideales primos, tenemos que

dim(R) = max{coht(p) : p € Spec(R)}.

Entonces, la dimensién de Krull de un anillo es el maximo de las co-alturas de sus
ideales primos minimales

dim(R) = max{coht(p) : p € Spec(R), p minimal}.
Concluimos asi que la dimension de Krull de nuestro anillo cociente satisface

dim(K[X7, ..., X,]/a) = 1I£¢a§§q{COht(pi/a)} =n-—r.
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B.3. Resumen, atin mas breve, de la Normalizacion de Noether del cociente por
un ideal interseccion completa en K[X, ..., X,,]

El otro elemento que aparece en el enunciado que pretendemos estudiar en esta Seccidén es
el concepto de "variables en posicion de Noether" con respecto a un ideal. Vamos a hacer
un resumen ain mas breve de este concepto. Las demostraciones pueden verse en cualquier
texto basico de Algebra Conmutativa, como [Atiyah-Macdonald, 1969], [Kunz, 1985] o
[Pardo, 2021].

DEFINICION 33. Sea A C B una extension de anillos y sea a € B un elemento. Diremos que «
es entero sobre A si existe un polinomio ménico

p(T) =T +ap TP+ .. +ap € A[T]
de tal modo que p(a) = 0.

Se puede probar que la suma y el producto de elementos enteros es entero. Asi, sea A C B
un anillo, sean {a1,...,a,} C B una familia finita de elementos. Denotamos por Alaq, ..., ay]
al menor subanillo de B que contiene a A y al conjunto {aj,...,a,}. A los anillos de la forma
Alay, ..., a] se les denomina A-dlgebras finitamente generadas. Se tiene entonces la siguiente

PROPOSICION B.3.1. Sea A un anillo, Alay, ..., a,] una A-dlgebra finitamente generada. Son
equivalentes:

i) Los elementos de {a1,...,a,} son enteros sobre A.
i1) Todos los elementos del anillo Alaq, ..., ap] son enteros sobre A.

DEFINICION 34 (Extension entera). Una extension de anllos A C B se dice que es una
extension entera st todos los elementos de B son enteros sobre A.

Si AC By B = Alay,...,ay] es una A-algebra finitamente generada, entonces A C B es una
extension entera de anillos si y solo si B es un A-mo6dulo finitamente generado. Se puede decir,
en este caso, que B es una A-dlgebra finita.

Las extensiones enteras de anillos son una generalizacién de las extensiones algebraicas de
cuerpos. En otras palabras, si F' y K son dos cuerpos tales que F' C K es una extension
algebraica de cuerpos, entonces es una extension entera de anillos.

Algunas de las propiedades esenciales de las extensiones enteras de anillos se expresan mediante

la operacion de contraccion de ideales. Recuérdese que si A C B es una extension de anillos y

b C B es un ideal, llamamos ideal contracciéon de b en A al ideal de A
b°=bNA={zrecA:zecb} CA

La siguiente Proposiciéon resume algunas de las propiedades més elementales de la contracciéon
en relacion con extensiones enteras.

PROPOSICION B.3.2. Sea A C B una extension entera de anillos. Entonces:

i) Si b C B es un ideal de B, la siguiente es una extension entera de anillos:
A/b¢ — B/b.

ii) Si S C A es un conjunto multiplicativamente cerrado, ST B es un anillo entero sobre
STLA.

i11) La contraccidn define una aplicacion continua suprayectiva entre los respectivos espec-
tros primos de los anillos. Es decir, la sigutente aplicacion es suprayectiva y continua:

¢ : Spec(B) — Spec(A)
q—q°
donde hemos considerado las topologias de Zariski en Spec(A) y Spec(B).

iv) No existe inclusion propia entre los ideales primos que se contraen en el mismo ideal
primo. Es decir, dados q1,q2 € Spec(B) dos ideales primos tales que qf = q5 €
Spec(A), entonces

q1 € 92 == q1 = qa.
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v) La contraccion define también una operacion continua y sobreyectiva entre los respec-
tivos espectros mazximales. FEs decir, la siguiente aplicacion estd bien definida y es
continua y sobreyectiva:

¢ : MaxSpec(B) — MaxSpec(A)
m +— m°,

donde consideramos las respectivas topologias de Zariski.

No solo los primos y maximales se transforman bien en extensiones enteras, sino también las
cadenas finitas. Son los llamados Teoremas del Ascenso y del Descenso debidos a Krull, Cohen
y Serdenberg (quienes los probaron de manera independiente en distintas épocas).

TEOREMA B.3.3 (del Ascenso o Going-Up). Sea A C B una extension entera de anillos.
Sean n,m € N dos nimeros naturales con m > n. Supongamos que existen:

i) Una cadena de ideales primos de A con m elementos
p1C .. Cpme
1) Una cadena de ideales primos en B con n elementos
g1 € ... € g,
de tal modo que g =p;, 1 =1,...,n.
Entonces, existen qn+1 C ... C qq, tdeales primos de B tales que

q;zpj, jzn—i—l,...,m.

Un Corolario inmediato del Teorema del Ascenso es el siguiente:

COROLARIO B.3.4. Sea A C B una extension entera de anillos. Sea q € Spec(B) un ideal
primo de B. Entonces,
coht(q°) = coht(q).

En particular, las dimensiones de Krull de A y B coinciden, esto es,

dim(A) = dim(B) = max{coht(q) : q € Spec(B)}.
En otras palabras, las extensiones enteras de anillos preservan la dimension de Krull, y la
co-altura de los ideales primos se conserva por contraccion.

En lo que respecta a las alturas, existe un resultado similar que aqui enunciaremos en el caso
en que A sea un dominio de factorizacién unica, aunque sigue siendo cierto cuando A es un
dominio normal (integramente cerrado en su cuerpo de fracciones).

TEOREMA B.3.5 (del Descenso o Going-Down). Sean A y B dos dominios de integridad.
Supongamos que A C B es una extension entera de anillos y que A es dominio de factorizacion
dnica. Sean m,n € N dos nimeros naturales con m > n. Supongamos que existen

i) Una cadena de ideales primos de A con m elementos
P11 C ... C P
i) Una cadena de ideales primos en B con m — n elementos
In+1 € . C Qs
de tal modo que qf =p;, 1 =n+1,...,m.
Entonces existen ideales primos q1 C ... C q,, en B de tal modo que tenemos una cadena de

ideales primos en B de longitud n

91 € dn S qnt1 € ... € qm,

verificando qf = p;, i =1,...,m.

El Corolario evidente es que se preservan las alturas.



B.3. NORMALIZACION DE NOETHER. COCIENTE POR UN IDEAL INTERSECCION COMPLETA 69

COROLARIO B.3.6. Sea A C B una extension entera de dominios de integridad. Supongamos
que A es dominio de factorizacion tnica. Sea q € Spec(B) un ideal primo de B. Entonces

ht(q%) = ht(q).

La dltima nocién requerida es la nociéon de Normalizacién de Noether de un ideal en un anillo de
polinomios (debida a [Noether, 1921], [Noether, 1927]). Lo haremos en el caso de cuerpos
algebraicamente cerrados porque es el caso que nos interesa para nuestra aplicacion.

Notese que si K es un cuerpo algebraicamente cerrado, por el Nullstellensatz de Hilbert, los
maximales del anillo K[X7, ..., X,;] estan en biyeccion con los puntos del espacio afin A™(K) :=
K™. Es decir,

MaxSpec(K[X71, ..., X»]) = {my : a € A"(K)},
donde m, = (X; — ay, ..., X;, — a,,) cuando a = (a1, ..., a,). Por el Teorema del Ideal Principal
de Krull se concluye que

ht(m,) =n, Va € A"(K).

Por tanto, la dimension de Krull de K[X7, ..., X,;] es n.

La idea de Normalizaciéon de Noether consiste en ver las K-algebras finitamente generadas como
algo "cercano" a un anillo de polinomios estandar. Es decir, se da el siguiente Teorema:

TEOREMA B.3.7 (Lema de Normalizacién de Noether). Sea K un cuerpo algebraicamente
cerrado y sea a C K[Xy,...,X,] un ideal. Entonces, existe una matriz reqular P € GL(n, K)
que define un cambio lineal de coordenadas en A™(K) del modo siguiente:

Y X1
: =P :
Y, X,
de tal modo que la siguiente es una extension entera de anillos para algin r € {1,...,n}:
(B.3.1) K[Yy,...Y,] = K[X;,..., X,]/a.
Notese que si la extension (B.3.1) es entera, el namero natural r estd determinado de manera
tnica por la identidad siguiente:
r=dim(K[Y3,...,Y;]) = dim(K[X1, ..., X,,]/a)
= coht(a) = max{coht(p) : p € Spec(K[X1,...,X,], p D a}.

Se puede decir que las variables {Y1,...,Y,} estdn en posicion de Noether con respecto al ideal
a.

Supongamos ahora que a € K[Xi,...,X,] es un ideal, P € GL(n,K) un cambio lineal de
coordenadas en A™(K) tal que, como en el Teorema, tengamos una extension entera de anillos

(B.3.2) K, .., Y,] = K[X1,..., X,]/a.

Consideremos una descomposicion primaria irredundante del ideal a

m
a=()a,

i=1
donde cada q; es p;-primario, ¢ = 1,...,m. Supongamos que el ideal a es equidimensional, es
decir, que todos sus primos asociados tienen la misma co-altura

coht(p;) = coht(q;) = dim(K[Xq, ..., X,]/a).
Entonces, todos los primos asociados son minimales y sus contracciones satisfacen
coht(p§) = coht(p;) = dim(K[X7, ..., X,,]/a) = dim(K[Y3, ..., Y;]) =

Pero si los maximales de K[Y7,...,Y;] tienen todos altura r (recordemos que hemos supuesto
que K es algebraicamente cerrado), entonces el tnico ideal primo de K[Y7, ..., Y,] de co-altura
r es el ideal 0. Hemos concluido asi que, bajo nuestras hipotesis,

p; = (0) para cada i = 1,...,m.
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Maés atn, tenemos que las siguientes también son extensiones enteras de anillos:
K[Yl, ceny Y;«]/pf = K[Yh ceny Y,«] — K[Xl, ceny Xn]/pz;

para cada i = 1,...,m. Ademas, como los divisores de cero del anillo K[X7, ..., X,;]/a son dados
por

Div(a) = {f+a: f €| Jpi},
i=1
concluimos que ningin elemento no nulo p € K[Y1,...,Y;]/{0} es divisor de cero modulo a. La
razon es que p ¢ (JI*, p; y por tanto p + a ¢ Div(a).

Esta situacion es especialmente cierta en el caso en que a = (f1, ..., fn—r) s un ideal de altura
n —r generado por n — r elementos, como consecuencia del Teorema de la Pureza de Macaulay.

Por ultimo, como K[Xy,..., Xp]/a es una K-algebra finitamente generada, entonces también
es una K[Yq,...,Y,]-algebra finitamente generada. Y como la extension (B.3.2) es entera, ten-
dremos que K[X1, ..., Xp]/aesun K[Y7, ..., Y;]-modulo finitamente generado y una K[Y7, ..., Y,]-
algebra finita.



Glosario de Términos

A-algebra finitamente generada, 67 matrices equivalentes, 24

matrices localmente equivalentes, 25
moédulo de fracciones, 51

modulo extendido, 28

modulo finitamente presentado, 4

altura, 64
anillo local, 49
anillo noetheriano, 59

co-altura, 64 modulo libre, 3
modulo plano, 8
descomposicién primaria, 60 médulo proyectivo, 5

dimension de Krull, 62

extension de escalares, 28

extension entera, 67 presentacion finita, 4

producto fibrado, 54
functor exacto, 49 producto tensorial, 52

ideal asociado, 60
ideal primario, 60

interseccién completa, 66 sistema multiplicativamente cerrado, 50

sucesion exacta, 49
localizacion, 51 sucesion exacta corta escindida, 5

71






Glosario de Teoremas y Resultados

Catenaridad de K[Xj, ..., X,], 65

Ex-Conjetura de Serre, 40

Lema de Nakayama, 53
Lema de Normalizacion de Noether, 69

Primer Teorema de Quillen, 28

Teorema de Horrocks, 29

Teorema de la Pureza de Macaulay, 65
Teorema de Lasker-Noether, 60
Teorema de Quillen-Suslin, 37

73

Teorema de Vaserstein, 25

Teorema del Ascenso (Going-Up), 68

Teorema del Descenso (Going-Down), 68

Teorema del Ideal Principal de Krull, 65

Trivialidad Local de los Médulos
Proyectivos, 21






Glosario de Simbolos y Abreviaturas

D(f), 10 Spec(R), 51
GL(r,R), 24 coht(p), 64
Jac(R), 53 dim(W), 62
M &g N, 52 ht(p), 64
M,, 51 (M), 49
M,, 51 (R, m), 49
My, (R), 24

S—IM, 51

Ass(R/a), 60

Div(a), 61

Homp (M, —), 52
MaxSpec(R), 49






Bibliografia

[Adkins-Weintraub, 1992] W.A. Adkins, S.H. Weintraub, Algebra: an approach via module theory. Springer-
Verlag (1992), 120.

[Atiyah-Macdonald, 1969] M. F. Atiyah, I. G. Macdonald, Introduction to Conmutative Algebra, Addison-
Wesley Publishing Co, (1969).

[Fdez, 2021] T. Fernandez Ruiz, La Desigualdad de Bézout Geométrica de J. Heintz: deconstruccion, una
prueba autocontenida. Trabajo Fin de Grado, Grado en Matemaéticas, Facultad de Ciencias, Universidad
de Cantabria, (2021).

[GHMMP, 1998] M. Giusti, J. Heintz, J. E. Morais, J. Morgenstern, L. M. Pardo, Straight-line programs in
geometric elimination theory, Journal of Pure and Applied Algebra 124, (1998), 101-146.

[GHMP, 1997] M. Giusti, J. Heintz, J. E. Morais, L. M. Pardo, Le réle des structures de données dans les
problémes d’élimination (The relevance of data structures for elimination problems, in French), Comptes
Rendues Acad. Sci. Paris, Sér. I 325, (1997), 1223-1228.

[GHS, 1993] M. Giusti, J. Heintz, J. Sabia, On the efficiency of effective Nullstellensitze. Computational Com-
plexity 3, (1993), 56-95.

[Heintz, 1983] J. Heintz, Definability and First Quantifier Elimination over Algebraically Closed Fields, Theo-
retical Computational Science 24, (1983), 239-277.

[Hilbert, 1890] D. Hilbert, Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Annalen 46, (1890), 473-530.

[Horrocks, 1964] G. Horrocks, Projective Modules over an Eztension of a Local Ring. Proc. London Math. Soc.
14 (1964), 714-718.

[Kronecker, 1882] L. Kronecker, Grundziige Einer Arithmetischen Theorie Der Algebraischen Gréssen, J. fir
Reine und Augen. Matematik 92, (1882), 1-122.

[Krull, 1935] W. Krull, Idealtheorie, Springer, (1935).

[Kunz, 1985] E. Kunz, Introduction to Commutative Algebra and Algebraic Geometry. Birkhauser (1985), 63-
122.

[Macaulay, 1916] F. S. Macaulay, The Algebraic Theory of Modular Systems. Cambridge Tracts in Mathematics
and Mathematical Physics, Cambridge University Press, (1916).

[Noether, 1921] E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83, (1921), 24-66.

[Noether, 1927] E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionenkérpern,
Math. Annalen 96, (1927), 26-61.

[Pardo, 1995] L. M. Pardo, How lower and upper complexity bounds meet in elimination theory, Lecture Notes
in Computer Science 948, G. Cohen, M. Giusti & T. Mora, eds., Springer Verlag, (1995), 33-69.

[Pardo, 2021] L. M. Pardo, Notas para un Curso Bdsico de Algebra Conmutativa. Universidad de Cantabria
(2021).

[Quillen, 1976] D. Quillen, Projective modules over polynomial rings. Inventiones Mathematicae 36 (1976),
167-171.

[Rag et al, 1975] S. Raghavan, B. Singh, R. Sridharan, Homological Methods in Commutative Algebra, Tata
Institute for Fund. Res., Oxford University Press, (1975).

[RS, 1991] F. Rossi, W. Spangher, Some Effective Methods in the Openness of Loci for Cohen-Macaulay and
Gorenstein Properties. En "Effective Methods in Algebraic Geometry", T.Mora, C.Traverso, Progress in
Mathematics 94, Birkhduser Verlay, (1991), 441-455.

[Serre, 1955] J.P. Serre, Faisceauz algébriques cohérents. Annals of Mathematics, Second Series, 61 (1955),
197-278.

[Serre, 1960-61] J. P. Serre Sur les modules projectifs, En "Séminaire Dubreil", (1960-61).

[Suslin, 1976] A.A. Suslin, Projective modules over polynomial rings are free (in russian). Doklady Akademii
Nauk SSSR 229 (1976), 1063-1066. Translated in Projective modules over polynomial rings are free,
Soviet Mathematics, 17 (1976), 1160-1164.

[Zariski-Samuel, 1958-60] O. Zariski, P. Samuel, Conmutative Algebra, Van Nostrand; vol. I (1958), vol. II
(1960).

s



	Capítulo 0. Introducción y Resumen de Contenidos de la Memoria.
	0.1. Introducción
	0.1.1. Objetivos de este Trabajo Fin de Grado

	0.2. Resumen de los contenidos de la Memoria
	0.2.1. Resumen del Capítulo 1
	0.2.2. Resumen del Capítulo 2
	0.2.3. Resumen del Capítulo 3
	0.2.4. Apéndices Finales
	0.2.5. Sobre el estilo y la ortografía usados en este TFG


	Capítulo 1. Módulos Proyectivos y Libres: Trivialidad Local de los Módulos Proyectivos
	1.1. Introducción
	1.2. Propiedades Locales. Módulos Finitamente Presentados y Módulos Proyectivos
	1.3. Libres y Proyectivos sobre anillos locales: Trivialidad Local

	Capítulo 2. Resultados Instrumentales: Teoremas de Vaserstein y Horrocks.
	2.1. Introducción
	2.2. Cálculos matriciales con coordenadas en R[X]: equivalencia y el Teorema de Vaserstein.
	2.3. Extensiones de módulos. Primer Teorema de Quillen.
	2.4. Teorema de Horrocks.

	Capítulo 3. El Teorema de Quillen-Suslin y algunas aplicaciones.
	3.1. Introducción
	3.1.1. Resumen relativo a la resolución final de la Ex-Conjetura de Serre
	3.1.2. Una aplicación: trivialidad de anillos módulo sucesiones regulares con respecto a una normalización de Noether

	3.2. El Teorema de Quillen-Suslin.
	3.3. Respuestas a las preguntas de Serre.
	3.4. Aplicación del Teorema de Quillen-Suslin al ejemplo paradigmático de anillo de Cohen-Macaulay
	3.4.1. Trivialidad global de las intersecciones completas con respecto a una normalización de Noether


	Apéndice A. Algunos Resultados Básicos de Álgebra Conmutativa
	A.1. Definiciones básicas
	A.2. Módulos libres
	A.3. Módulo de fracciones. Localización
	A.4. El functor `39`42`"613A``45`47`"603AHomR(M,-).
	A.5. Producto tensorial de módulos
	A.5.1. Propiedades del producto tensorial
	A.5.2. Extensión de escalares

	A.6. Lema de Nakayama
	A.7. La Topología de Zariski en `39`42`"613A``45`47`"603ASpec(R)
	A.8. Producto fibrado de módulos
	A.9. Algunas demostraciones sobre propiedades locales citadas en el texto

	Apéndice B. Noetherianos: Teorema de Lasker-Noether, Dimensión de Krull y Extensiones Enteras de anillos
	B.1. Descomposición Primaria: El Teorema de Lasker-Noether
	B.2. Breve resumen de propiedades de dimensión para intersecciones completas
	B.3. Resumen, aún más breve, de la Normalización de Noether del cociente por un ideal intersección completa en K[X1,...,Xn]

	Glosario de Términos
	Glosario de Teoremas y Resultados
	Glosario de Símbolos y Abreviaturas
	Bibliografía

