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Resumen

El estudio de las desigualdades funcionales es un area bastante activa de la
investigacion en Anélisis Matematico. Eso es asi en parte por dos razones: estas
desigualdades nos permiten entender en ocasiones cémo se relacionan unos espacios
de funciones con otros y al mismo tiempo podemos usarlas para demostrar diversas
propiedades de ciertas ecuaciones en derivadas parciales. De la misma manera, a
veces el estudio de ciertas ecuaciones en derivadas parciales arroja nuevas desigual-
dades funcionales interesantes por si mismas.

En este TFG estudiaremos diversas desigualdades funcionales para espacios de So-
bolev asi como algunas de sus aplicaciones a ecuaciones en derivadas parciales de
evolucién. También veremos ciertos resultados que realizan el camino inverso: plan-
tean el estudio de una ecuacién en derivadas parciales como medio para obtener
nuevas desigualdades funcionales.

Abstract

The study of functional inequalities is a fairly active area of research in Mathe-
matical Analysis. This is partly for two reasons: these inequalities sometimes allow
us to understand how function spaces are related to each other, and at the same time
we can use them to prove several properties of certain partial differential equations.
In the same way, sometimes the study of certain partial differential equations yields
new functional inequalities that are interesting in their own right.

In this dissertation we will study several functional inequalities for Sobolev spa-
ces as well as some of their applications to evolution partial differential equations.
We will also see certain results that go the other way round: they propose the study
of a partial differential equation as a mean to obtain new functional inequalities.
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1. Los origenes de los Espacios de Sobolev

En esta seccién vamos a introducir los Espacios de Sobolev asi como un poco de
su historia [I] y algunas definiciones.

Primeramente, vamos a comentar lo que es el calculo de variaciones. El céalculo
de variaciones es un problema matematico que consiste en buscar maximos y mini-
mos de funcionales continuos definidos sobre algin espacio funcional. Se puede ver
como una generalizacion del calculo elemental de maximos y minimos de funciones
reales de una sola variable.

Desde el principio del desarrollo del cédlculo clésico de variaciones se consideré evi-
dente que los problemas minimos de las integrales variacionales que tienen un limi-
te inferior finito, admiten una funcién minimizadora. En particular, la validez del
llamado ”Principio de Dirichlet” fue ampliamente aceptada: la integral variacional
integral

D(u) := / |Du|?dx  (Integral de Dirichlet)
0

donde Du es el vector gradiente de u, admite una funcién minimizadora en cada
subconjunto apropiado de funciones de C*(£2) done 2 es un dominio acotado en RY.
Este principio ejerciéo un papel importante en el desarrollo de la teoria de las fun-
ciones analiticas y fue utilizado por B. Riemann sin justificacién mateméticamente
satisfactoria.

En 1870, K. Weierstrass observo que la existencia de funciones minimizadoras pa-
ra las integrales variacionales no esta garantizada. Para verlo considero el siguiente
problema de minimizacion:
Minimizar el funcional

1

minimizar Z(u) ::/ t2(u'(t))*dt  sobre K

-1

donde

K= {ue C'([-1,1]) tal que u(—1) = —1, u(1) = 1}

Claramente, Z(u) > 0 para todo u € K. Para determinar el infimo de Z en I, define

t
arctan -
ue(t) = —i, e>0, te[-11]

arctan —
€

Entonces u, € Z(u.) —0 cuando ¢ — 0. Se deduce entonces

inf{Z(u) |luek}=0
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Sin embargo no existe una funcién uy € K tal que Z(ug) = 0. En efecto, Z(uy) =0
implica que uy(t) = const para todo t € [-1, 1], por lo que ug(-1) = ug(1), es decir,
Up g K.

Consideremos un ejemplo de problema minimo de D(u) para funciones de varias
variables. Definimos

Q=B (0)\{0}={r eRY |0 < |z| <1}
M:={ueco@)nC Q) |u(0)=1, u(z) =0Vz|=1, /Q|Du|2d:v < o0 }

El problema de minimos para la integral de Dirichlet D(u) es ahora el siguiente

minimizar D(u):/|Du|2dx sobre M
Q

Claramente, D(u) > 0 para todo u € M. Para determinar el infimo de D(u) cuando
u recorre M, fijamos n € C*°(R) tal que n(t) =1 parat < 1,0 < n(t) < 1 para 1
<t<2,yn(t)=0parat > 2. Sea 0 < e < 1, se define

log|z|)
1-— _— 0 < <1
ue(z) = 77( loge ) o 2l < 1, (1)
1 st x =0
Entonces
1 s 2] < €
ue() _{ 0 si e <Jz] <1 (2)
Por lo tanto, u. € C°(B1(0)). En particular,
(0 si |z < €
Ju, , (log |z x; -
= — < < 3
axl(@ 1 (loge (loge)|z|? i€ s il < e )
L 0 st e <|z] <1

(i=1,...,n). Usando coordenadas esféricas encontramos

B
/ |Du(x)de < max\nr”' ! / S —
B (0) R

(log €)?
— mgx |y 2 e T
R (log €)2 N Q(EN’Q —N=2y 5 N >3

— 0 cuando e = 0
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Entonces obtenemos
inf {D(u) | ue M} =0.

De forma andloga al ejemplo de Weierstrass, no existe vy € M tal que D(ug) = 0
(de hecho, D(ug) = 0 implicarfa uy(x) = const para todo |z| < 1, pero este up no
obedece las condiciones de contorno tanto en x = 0 como en {z| |z| =1}).

El ejemplo de Weierstrass indico la necesidad de establecer con total rigor la exis-
tencia de funciones minimizadoras para integrales variacionales dentro de clases de
funciones apropiadas. El primer progreso importante en la justificacién del ”Prin-
cipio de Dirichlet”se ha realizado utilizando la clase de funciones continuas de va-
rias variables que son absolutamente continuas en cada variable para casi todas las
demés. Estos trabajos fueron iniciados por matematicos italianos, como G. Fubini
y L. Tonelli durante las dos primeras décadas del siglo pasado

Desde la década de 1920, otro impulso para el uso de las mismas clases de funcio-
nes de la escuela de Gotinga, motivado por la creciente interaccion entre el analisis
funcional y la teoria de las ecuaciones en derivadas parciales. En este caso, el marco
funcional para los problemas de frontera y de valores propios para las ecuaciones en
derivadas parciales, condujo a la consideracién de la clase aquellas funciones L? que
tienen derivadas débiles en L?. Estas clases de funciones resultaron ser un marco
apropiado para el estudio de las propiedades espectrales de los operadores diferen-
ciales.

El trabajo de S.L. Sobolev se desarrollé en la escuela de San Petersburgo de ecuacio-
nes diferenciales parciales. Tras finalizar sus estudios en 1929, S.L.Sobolev trabajé
en el Instituto Sismolégico de la Academia de Ciencias de San Petersburgo hasta
1932. Durante este tiempo, sus investigaciones matematicas se centraron principal-
mente en la propagacion de ondas en medio no homogeneos.

En 1935, S.L.Sobolev presenté una teoria de soluciones generalizadas de la ecua-
cién de ondas. Ademas, esboz6 la influencia de los trabajos de N.M. Gjunter sobre
este concepto de solucién, como se muestra a continuacion:

7 Como veremos mas adelante, muy cerca de este campo de ideas estan las
investigaciones de N. M. Gjunter que se ocupan de la ecuacion de potencial y la
ecuacion del calor. N. M. Gjunter mostro que para estos problemas de fisica
matemdtica se ha demostrado que es 1util pasar de la ecuacion diferencial en su
forma cldsica a la investigacion de ciertas identidades integrales que contienen

deriwadas de ordenes menores que las de la ecuacion diferencial de la que partimos
”»

En este trabajo se define una solucion generalizada de la ecuaciéon de ondas como el
limite L' de las soluciones de clase C? de dicha ecuacién. En estas investigaciones
se hace un uso extensivo de la funcion media de una funcién integrable.

En 1935, S.L.Sobolev escribié otro articulo, en el cual introducia un concepto de
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funciones lineales continuas en espacios de funciones continuamente diferenciables,
y anuncié un teorema de existencia de una soluciéon para una gran clase de ecuacio-
nes hiperbdlicas.

S.L.Sobolev no continué el estudio de este nuevo concepto de solucién de ecua-
ciones hiperbélicas, sino que se dedico a la investigacién de funciones continuamente
diferenciables que son integrables al cuadrado en un conjunto abierto de R", y al
estudio de la ecuacién poliarménicas. Present6 una representacion integral para fun-
ciones continuamente diferenciables de forma continua, que hoy en dia se denomina
representacion integral de Sobolev”.

Ademads, Sobolev también demostré la existencia de una solucion generalizada del
problema de valor limite de Dirichlet para la ecuacion poliédrica estableciendo la
existencia de una funcién minimizadora de la integral variacional asociada. Este
método variacional parece estar inspirado en los trabajos de la escuela de Gotinga.

A partir de 1936, S.L. Sobolev comenzo6 a desarrollar los fundamentos de la teoria
de los espacios W™P)_ Tiempo més tarde, en 1938, S.L.Sobolev introdujo la clase
de aquellas funciones L' que tienen todas las derivadas generalizadas (débiles) de
un orden fijo v en LP. Para esta clase de funciones establecié resultados que més
tarde se llamaron ” teoremas de inmersién ”. En ese trabajo, demostro los teoremas
de inmersiéon para dominios que tienen forma de estrella con respecto a una bola.
Posteriormente, sustituyé la notacién L](,V) por W™P) En su famosa monografia,
aparecida en 1950, estudié sisteméticamente los espacios WP y los utilizé para
la investigacion de ecuaciones hiperbdlicas y elipticas. Ademas, basdandose en su re-

presentacién integral para funciones suaves, demostré la inclusién W) ¢ L9.

Por otro lado, los espacios de funciones absolutamente continuas cuyas derivadas
parciales estdn en LP, han sido utilizados por B. Levi(1906)(p = 2) y a partir de
los afios 20 por L. Tonelli (p =1 y p > 2) como escenario de teorias de existencia
para problemas de minimos de integrales variacionales. J. Leray (1934) utilizé el
espacio W(H2) (R3) como marco para sus investigaciones sobre las ecuaciones no es-
tacionarias de Navier-Stokes. A continuacién, C. W. Calkin y Ch. B. Morrey (1940)
introdujeron el espacio W' y demostraron una serie de propiedades importantes
de sus elementos.

Después de la década de 1950, los espacios W(™P) se convirtieron en un campo
de investigacién en rapido crecimiento. Posteriormente, estos espacios han recibido
el nombre de ”Espacios de Sobolev”.

En este trabajo nos vamos a centrar mas concretamente en los espacios de Sobolev

WP [2] cuya definicién es la siguiente:

WYP(I) .= {u € LP(I);3g € LP(I) tal que/ugp’ = —/ggp;‘v’go c CHI)}
I I



2. Desigualdades de Sobolev y aplicaciones a la
extincion de las soluciones de ciertas ecuacio-
nes singulares de difusién

En este capitulo trataremos dos temas, primeramente algunas desigualdades de
Sobolev, acompanadas de sus respectivas demostraciones, y a continuacién, trata-
remos algunas aplicaciones a la extincién de las soluciones de ciertas ecuaciones
singulares de difusion, en las cuales se requieren de las desigualdades de Sobolev.

2.1. Desigualdades de Sobolev

Primeramente, vamos a ver la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.[3]
Para esta desigualdad, vamos a asumir que 1 < p < n , y nos preguntamos si podemos
establecer una estimacién de la forma

]| Lany < Cl|Dul|po@n), (4)

siendo C' > 0 una constante, 1 < ¢ < oo, y u € C°(R"). La cuestién es que las
constantes C' y ¢ no deben depender de u.

Demostremos primero que si cualquier desigualdad de la forma es valida, en-
tonces el nimero ¢ no puede ser arbitrario sino que debe tener una forma muy
especifica. Para ello, elijamos una funcién v € C°(R™), u # 0 , y definamos para A
> 0 la funcién reescalada

uy(z) :=u(Ax) (x €R")

Aplicando (4] a u,, encontramos

urll Log@ny < Cl|Dus|| oo m) (5)

Ahora

1
[ sl e = [ ae= 52 [ Jutwl dy
n n ]Rn

)\p
/ \Duy P dz = /\”/ \Du(Az)|? dx = —/ \Du(y)? dy,

Insertando estas igualdades en , descubrimos

1

A
7z llzeeny < O3 Dull oy

\/p
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y entonces
[l oy < CAT %4 || Dl oy (6)

n o n
Pero entonces si 1 — — + — # 0, podemos a enviar A a 0 0 co en y obtenemos
p q
4

una contradiccion. Por lo tanto, si de hecho la desigualdad deseada (4 se mantiene,

. n on 11 1 np
tenemos necesariamente 1 — — + — = 0; entonces — = — — —, ¢ = .
q n n—p

Esta observacién motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1. Si 1 < p < n, el conjugado de Sobolev de p es
np

= 7
A — (7)
notando que
1 1 1,
— === = p'>p (8)
p p n

El analisis de escala anterior muestra que la estimacion solo puede ser cierta
para ¢ = p*. A continuacién demostramos que esta desigualdad es de hecho valida.

Teorema 2.1.1.(Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Asumiendo que 1
< p < n entonces existe una constante C, que depende sélo de p y n, tal que

[ull o (ny < CllDul| Logen, (9)

para todo u € C}(R™).

Ahora si que necesitamos que u tenga un soporte compacto para que @D se cumpla,
como muestra el ejemplo u = 1. Pero, notablemente, la constante aqui no depende
en absoluto del tamano del soporte de w.

Demostraciéon. 1. Primero asumimos p = 1
Como u tiene soporte compacto, para cada i =1,....,ny x € R"” tenemos

Z;
u(z) —/ U, (T, ooy Ty 1,y Yiy Tit 1y oey Tny) AYi;

— 00

y entonces

lu(z)] < /00 |Du(xy, .oy Yiy ooy xn)| dy; (1 =1,...,n). (10)

—00

Integrando esta desigualdad respecto a xy:

e " oo 1 00 ﬁ
/ |U|"7*qdl‘1 S / H (/ |Du|dy,) dl‘l
—0o0 —00 ;1 —00
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([ pdan) [T i)
—o0o —00 9 —o0

1

L S e o e
< (/ | D dyl) (H/ / | Dul dﬂ?ldyi) ) (11)
—00 j=9 v —00 J —00

siendo la 1iltima desigualdad resultante de la desigualdad general de Hélder.
La desigualdad general de Holder es la siguiente [2]:

Sean f € LP y g€ L9 con 1 < p < oo. Entonces f-g€ L'y

Ifglle < Npllglly (12)

Ahora integramos ([L1]) respecto a ws:

00 0o 0o 00 ﬁ S n _1
/ / |u|"=T dxidry < (/ / | D da:ldyg) / H [ das,

siendo

I = / |Du| dy, I == / / |Dul duydyi (i = 3,...,n).

[e.o]

Aplicando una vez mas la desigualdad de Hoélder ((12)), encontramos

/00 /00 lu|71 dazyda,
< (/ / | D dxldy2> " (/ / | Dul| dyldx2> -
—00 J —00 § —ooOO —oooo _ N
(/ / / \Du]dxld:z:Qdyi) -
i—3 —o0 J —00 J —oc0

)

Continuamos integrando con respecto a xs,...,z, eventualmente para encontrar

lu|7=1 do < H </ / | Dul| dxl...dyi...dxn) = ( | Dul| d:c)
R i=1 /= —o0 R"

(13)

Esto es para el caso de p = 1.

2. Consideremos ahora el caso de que 1 < p < n. Aplicamos la estimacién
a v:=|u|?, donde se debe seleccionar v > 1. Entonces

n—1
( ] czm) < [ Aplurtae = 5 [ jupiDelds
R™ R™ R”
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< v (/ = d:p) ’ (/ | Dul? dm)p : (14)

Elegimos ~ para que mo_ (v - 1)L Es decir, fijamos

n—1 p—1
n—1
v o= p—( ) > 1,
n—p
n n
en este caso i :(7—1)L: p = p*. De ahi que, en vista de (H),tenemos
n—1 p—1 n-—p

1

(/ |ul?” dx)p < C (/ | Dul|? dx)p

Teorema 2.1.2. Sea U un subconjunto abierto y acotado de R™, y supongamos
que AU es de tipo C1. Supongamos que 1 < p < n, y que u € WH?(U). Entonces u
€ L (U), con la estimacién

lull @y < Cllullwrew) (15)

donde la constante C depende sélo de p,ny U.

La importancia de este teorema surge con el fin de ver todo u € LP" también se
cumple que u € WP, Notemos que la norma de WP viene definida tal que asi:

lullwir = lulle + || Dull e

De ahi que, en se emplea la norma de u, y no la norma de Du, ya que si u es
constante, Du es igual cero, y por lo tanto la desigualdad no se cumpliria. Es
por esto que se emplea la norma de v en WP y no la de Du en LP

A continuacién, vamos a exponer un teorema en el cual se necesita del conjunto
Wy?, el cual es la clausura de C! en WP para 1 < p < co. Ademds, cabe sefialar
que el espacio I/VO1 ? estd dotado de la norma inducida por WP, es un espacio de
Banach separable, y es reflexivo para 1 < p < oo.

Teorema 2.1.3. Sea U un subconjunto abierto y acotado de R™. Supongamos que
u € WyP(U) para 1 < p < n. Entonces tenemos

ullzewy < ClDullrry

donde ¢ € [1,p*], y C es una constante.
En particular, para 1 < p < oo,

lullr@wy < CliDullzow).

Esta estimacion se denomina desigualdad de Poincaré. La diferencia con el teorema
2.1.2 es que sélo el gradiente de u aparece en el lado derecho de la desigualdad. En
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vista de esta estimacién, en Wy (U) la norma | Dul| ey s equivalente a, HUHW(}’I’(U)’
si U esta acotado.

Demostraciéon. Supongamos que () sea acotado en una direccién paralela a los
ejes de coordenadas. Asi, sea R := {(z1,...,xp_1,2,) € R" tal que z, € (a,b)}
tal que Q@ C R. Seau € W,P(Q), entonces existen ¢,, € C(Q) param =1, ..,
tal que ¢, — u en WhP(Q).

Como u € W,"(Q) entonces w € W'P(R), donde

v Joulz) six o€ Q,
“(“7)_{0 si v € R—Q

Sea ¢ € O() entonces ¢ € CP(R) y

_ G

gb(:pl,...,a:n_l,x)—g_b(xl,...,xn_l,a) = .

(1, .oy Ty_1,8) ds
a

Entonces, empleando la desigualdad de Holder tenemos

. Oz,

|$(x1,...xn_1,xn)} = (1, .oy Tp_1,8) ds

T a_
S/a a_;i(xla'“axnlvs) ds
N
0
< /a ai(xl,...,xn_l,s) -1ds

(1, ey Tp1,8)

’ ds)p (b—a)7 (16)

99
oz,

- (/j

Si elevamos a la potencia p e integrando sobre (a, b), con respecto a = tenemos

b T P b
/ ‘gb(xl,...,xn_l,x)‘p dr < / %(xl,...,xn_l,s) ds /(b—a)p_l dx
b a_ p
= /a 851(@,...,&:”_1,5) ds - (b—a)? (17)

Luego si integramos ((17)) con respecto a T = (1, ..., T,_1) tenemos

[lwr a < [ %

p

dy (b—a)’

. (y)
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pero como [, [6(y)[" dy = [ |0w)I" dy 3 [ | 22 )| " dy = Jiy| 2 ()| dy entonces
; 0 I ,
/qub(y)l dy < /Q axn(y) dy (b— a)

Esto es,

0¢ -
1Pl o) < H_a:c (b—a), Vo € Cf,
nllLe()

10l < I1DQllriey - C, Vo € CFF

Teorema 2.1.4.(Desigualdad de Morrey) Asumiendo n < p < oco. Entonces existe
una constante C, que depende sélo de p y n, tal que

ullcor@mny < Cllullwrr@n (18)

para todo u € C'(R"), donde

Demostracion. 1. Afirmamos que existe una constante C', que depende de n y
r, tal que

Du
/ m@—umwysq/ Do)l (19)
B(z,r) B(z,r) |y - ‘/L‘|

para toda bola B(z,r) C R™.

Para demostrarlo, fijamos un punto w € 9B(0,1). Entonces si 0 < s < r,

/0 %u(m + tw) dt’

lu(z + sw)—u(x)| =

/ Du(z + tw)-w dt‘
0

< / \Dulz + tw)| dt.
0

Por lo tanto
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/63(0,1)|u(x + sw) — u(x)| dS(w / /6301)|Du z + tw)| dS(w). (20)

Ahora

S S D
/ / Du(z + tw)| dS(w)dt — / / Du)l ()1
0 JoB(.1) 0o JoB@y U
Du(y
[ oo,
B(a,s) [T — Yl

D
< [ Ipo,
B(zr) |7 — Y

donde hacemos el cambio y = x + tw, t = |z — y|. Por lo tanto

/ fu( + sw) — u(z)| dS(w) = — / u(z) — ()] dS(2).
8B(0,1) 9B(z,s)

Snfl

siendo z = = + sw. Ahora utilizando (20)) ,vemos

D
[ -t ase) < o [ AP
0B(z,s) B(z,r) |.1' - y|

A continuacién integramos respecto a s desde 0 a r, y obtenemos:

r" Du(y
[ ay < T AL,
B(z,r) n JB(zr) |ZL' - y|

Ahora si llamamos C' = T—, obtenemos , y quedaria probado.
n

2. Ahora elegimos un = € R". Entonces, aplicando obtenemos lo siguiente:

u(e)] = |u(z) + uly) —u(y)] < /B( : |u(x) —U(y)\dy+/B( [u(y)| dy

z,1)

Du(y
c/ DU Clallse
B(z,1) |I—

p—1

1/p 1 P
R» B(z,1) |CC — y| p—l

< CHUHWLP(Rn)
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La tltima estimacién se mantiene ya que p > n implica que (n — 1)—— < n, por
lo tanto

—1

1
/ D) dy < oo
B(z,1) | — ¥ p

Como x € R" es arbitrario, entonces

esssup fu] < Cllullwroar
Rn

(21)

3. A continuacion, escogemos x,y € R" y sear := |z —y|. Sea W := B(z,r)NB(y, ).
Entonces tenemos

u(z) = u(y)]

u(e) = uly) +u(z) —u(z)| < /WIU(fL“) — u(z)] d2’+/w!u(y) — u(z)]
(22)

Si aplicamos obtenemos

/W|u<x>—u(z)\ iz < O/B( () —u(a)| ¢

1/p 1 pp%l
< C (/ |Du|sz) / CEy dz (23)
B(z,r) B(z,r) |37 — Zl p—1

n—(n—1)—+*= 1/p
C (= 05) 7 Dull ey

Cr' v || Dul| o @y

IN

De forma similar obtenemos,

/ fuly) — u(z)| dz < COr' 5| Dull pogeny
%%

Sustituyendo esta estiamacion y en se obtiene

lu(z) —u(y)| < Cr' 77 [|Dullps@ny = Clz —y|'™ 7 || Dulloan)
De ahi que

I:u]CO,lfn/p(Rn) —

ap {121 )

ety ‘x_y‘l—n/p} < CHDUHLP(R")

Por lo tanto, con esta desigualdad y con , quedaria probado .
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2.2. Extincién de soluciones de ecuaciones singulares de di-
fusion
Una desigualdad de Sobolev invariante de escala. Nuestro limite para el
tiempo de extincién hard uso de la desigualdad de Sobolev, para n > 2

1

(/Q\uyn”l d;c>n; < Sn/Q\Du]. (24)

Esta estimacion es valida para

(a) cuando 2 C R" tiene medida de Lebesgue finita, para todo u con media 0.
(b) cuando €2 = T", para todo u periédico con media 0.

Sin embargo, la estimacion sigue dependiendo de la forma del dominio. Para explicar
la dependencia en la forma del dominio, vamos a centrarnos en la configuracion
periédica (b) en un espacio de dimensién 2. Sea Cp, la mejor constante para
cuando u es periddica con valor medio 0 y con periodo [0, L) x [0, 1/L). Restringiendo
la atencién a u(z) = f(z1), tenemos

(/ )P i)

para todo f con media 0. Haciendo un cambio de variable z; = Lz, obtenemos

(/01 l9(=)I” dz)m < O Lt /01 l9'(2)] d=

para todo g con valor medio 0. De ello se desprende que C,/L queda acotado lejos
de 0 cuando L — oco. De ahi que, en la configuracion periédica la mejor constante
en (24) tiende a infinito cuando el periodo se vuelve muy excéntrico.

1/2

L
L~V < CLL-l/ | f(z1)| day
0

Un limite superior para el tiempo de extincion. Nos interesa el tiempo de
extincién T*(ug) de la solucién de la ecuacién

. Yu
e = div (m)

con una de las condiciones de frontera. Esté definida por
T*(up) = inf{t € (0,00) : u(z,7) =0para T >t}
donde u es la solucién con datos iniciales ug. Nuestro principal resultado es

Teorema 2.2.1. Para el problema periédico de dimensién n > 2 con dato inicial
ug € L*(T™), el tiempo de extincién satisface

T*(ug) < Shlluol|Le
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Demostracion. Esta claro para el caso n = 2.

th/ uf? de = — /|Vu| (25)

Sea 2 = R™.Por la desigualdad de Sobolev invariante de escala (24) tenemos

2dt/|u|2 i < -+ (/ uf? dx) (26)

de donde se sigue

d 1 .
Lulla(t) < =S5 siempre que [ull 2 (t) # 0
dt

Este argumento se aplica también al problema de frontera de Dirichlet, siempre que
sustituyamos u por u. Por lo tanto, en todas las configuraciones tenemos

llull2(t) < ||luollre — S;lt,para t < T*(up)

Como el lado izquierdo es no negativo, concluimos que T*(ug) < Sa||lug||rz.

Para n > 3, la prueba es més complicada. Comenzamos con un céalculo formal,

multiplicamos la EDP
Vu
w = div (\Vu\) (27)

por u" !, y tenemos

1d
—— [ W dr = /u"‘lut dr = /u"‘ldiv(Vu/|Vu|) dx

Si integramos por partes, encontramos que el lado derecho es igual a

Vu ou /v
—(n—1 /u”_ZVu . —d + / unt dS =
( ) % |Vul 09 |Vul

—(n—l)/u"‘2|Vu| de = —/ |Vu' | da
Q Q

Aqui hemos empleado la condiciéon de contorno de Dirichlet para concluir que la
integral en la frontera es igual a cero.

Aplicando la estimacion de Sobolev invariante de escala obtenemos lo siguiente

n—1
1 d e
u de < —S;l (/u"dx)
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De ahi que concluimos

Es facil ver que implica nuestra estimacion del tiempo de extincion.

Si queremos obtener mas informacién acerca de este tema, podemos verlo en [].

17

——lullzn < =Sl (28)
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3. Desigualdades de Landau-Kolmogorov y su apli-
cacion a la existencia de soluciones para leyes
de conservacion .

En este capitulo, vamos a ver y demostrar la desigualdad de Landau-Kolmogorov,
asi como algin caso especial, y ademas, vamos a emplear dicha desigualdad para
estudiar su aplicacién a la existencia de soluciones para leyes de conservacion.

3.1. Desigualdades de Landau-Kolmogorov

Vamos a comentar algunas observaciones sobre resultados relativos a la desigual-
dad de Landau,

17/l < 207 N2 7122
y la desigualdad de Kolmogorov,

n)nk/n 1-(k/n
17l < K G mll 2 A1

donde las mejores constantes K (k,n) fueron determinadas en C(—o0,00) por Kol-
MOgOrov.

Observacién 3.1.1 Para C(R) un caso especial de la desigualdad de Kolmogo-

rov es [|f] < V2IL /212
Demostraciéon Vamos a demostrar que
1f (@)[7 < 201 (@)l 1/ (@) ] e
o lo que es lo mismo
sup | f'(2)[* < 2 sup| f ()| sup| f"(2)]

Suponiendo que f es no negativo se obtiene lo siguiente

|f/(2)]? < 2f(z) sup|f”(z)| VzeR

En efecto, para cualquier t € R, tenemos

t2 f//(E)
2

0< flz+t)=flx) +tf (=) +

Por lo tanto, sabemos

0= f(x)— flz+1t)+tf(z) +t2$

y entonces,

t2
0 <20 fllze + e f N + SN e = p(2)



Seccion 3.1 19

Ahora, vamos a calcular las raices de p(t):

I 1 — 420 e - e
7T

Como p(t) es no negativo, entonces o tiene una raiz doble o no tiene raices, por lo
tanto

IS
2

£ 2o — 4 20| fllz - <0

y entonces
1 e < Al1F 12w 1]z

Por lo que quedaria probado.

Teorema 3.1.1 Si para un espacio de Banach X tenemos || f/|| < M| f"||*/||£]]*/2,
entonces para 0 < k < n existen constantes K (n, k) tales que || f®)|| < K (n, k)| £ ||*/™|| f|]*~*/).

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién. Para n = 2 sabemos que se
cumple. Asumiendolo para n, entonces usando

[P < MR e <
< ME(n,n = DI fOD OO p e

IO < (MK (= 1)/ e e
También para k < n

IFPI < K k) SO e <

< K(n, k) (MK (n,n — 1) forsD Rt =@

Esta consideracién produce desigualdades que conectan f*), f( y f para una gran
clase de espacios de Banach.

Si queremos profundizar mas en la desigualdad de Kolmogorov, podemos visitar
5] v [6].
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3.2. Aplicacion de la desigualdad de Landau-Kolmogorov a
la existencia de soluciones para leyes de conservacion

En cuanto a su aplicacion a la existencia de soluciones para leyes de conservacién,
vamos a estudiar la siguiente ecuacion:

Up = Ully (29)

Por el método de las caracteristicas esta ecuacién tiene solucién local (hasta cierto

T* > 0 al menos).La pregunta que nos hacemos ahora consiste en dar cotas inferiores
aT™.

Por la proposicién 3.17 del TFG de Pablo Pena [9] , sabemos que [|u(t)| =~ =
[[u(0) ]| 2o

Para encontrar las cotas, derivamos dos veces (29), obteniendo

Entonces, empleando el siguiente lemal9]:

Lema 3.2.1 Sea n € C'(R x R-g) tal que para todo n > 0, n(z,7) € C°%(R)
Y SUD(; 1)erx[0,7] |%(m,t)| € R para todo T' > 0. Entonces las funciones M, (t) =
max, 1(z,t) y my(t) = min, n(x,t) son Lipschitz continuas en todo intervalo acota-
do en el que estén definidas.

Sabemos que M = max u,, y m = min u,, son Lipschitz continuas en todo inter-
valo acotado en el que estén definidas. Por lo tanto, por el teorema de Rademacher,
dichas funciones han de ser diferenciables en casi todo punto de dichos intervalos.

Vamos a llamar z; e y; los puntos en los que se alcanza el minimo y el maximo
respectivamente para cada t € [0,+00) para el que estén definidos, sus derivadas,
cuando existan, han de verfificar lo siguiente:

dM- . M(t+h)— M(E) L e (Yern T+ D) — Uea (g, )
- = lim
d h=07 h h—0* h
= lim uxx(yt+h, t+ h) B uxz(ytv t+ h) + sz(yt7 t+ h) - U:ca:(yta t)
h—0+ h
> lim U (Yo, T+ 1) = e (Y1, 1) _ Oua,

ot (yt7 t)

h—0t+ h
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De forma andloga obtenemos la desigualdad opuesta

T lim M(t = h) = M() = lim U (Yo—n € = 1) = U (Y1, )
dt h—0t —h h—0+t —h
— i Uxa:(ytfh,t - h) _ u;mc(ytat — h) + uxx(ytyt - h) — ux:p(?/t, t)
= 1m
h—0+ —h
{ Uaz <yt’ t— h') — Uge (ytv t) aumz
<1 _
- hi%l‘F —h ot (yta t)

A continuacién, se realiza de manera similar para el otro caso:

dm ., m(t+h)—m(t) Uz (Tyin, b+ h) — Uge (T, 1)

_— g 1/
b hoot h ho0 h
— lim uzx(xtJrha t+ h) - umm<xt7 t+ h) + sz(ﬂit,t + h) - u:m:(xt, t)
N h—0+ h
o Upe(T, b+ h) — Uge (T4, 1) Oy
2 1 T 9 3 _ t
g h ot (o)

Y finalmente, obtenemos la desigualdad restante

dm lim m(t — h) —m(t) Uz (Tp—py t — h) — Ugg (T4, 1)

PR = i
b hoor —h B0 —h
it uwm<xt—h7t - h) - uxm(xtat - h) + Ulmm(l‘t;t - h) - u:mn(xta t)
= 11m
h—0+ —h
’, u:cz(xty t— h) — Ugy (Ita t) auwx
< =
- hll%l+ —h ot (21, 1)

Por otro lado, empleando , obtenemos lo siguiente:

d OUyy
M=
dt ot

(Yt) = Btga(yy)ua(ye) + 0 = 3Mug(yy) (31)

Por la desigualdad de Kolmogorov multiplicada por -1, sabemos que
Up(ye) = = ez > =CM 2 u(t)]| e
y como hemos dicho antes que

[u(@)l[zee = [[u(0)[ £

entonces
Ue(ye) = —CMY|lug|| e = —C(ug) M2
Empleando esto, continuamos en obteniendo

%M Z _BMC(Uo)Ml/z = —C/<U0)M3/2
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y entonces obtenemos la siguiente EDO

dM
W 2 —C/<U,Q)dt

Integrando la EDO

M=Y2(t) — M~Y2(0) > —C'(ug)t

o lo que es lo mismo

M=Y2(t) > M~Y2(0) — C"(ug)t

y entonces, si lo invertimos obtenemos

- MI/Q(O)
= 1= MY2(0)C" (o)t

MY2(t)

Entonces, para t > 0 suficientemente pequeno, conseguimos la cota deseada.

22
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4. El método de la entropia-disipaciéon de la en-
tropia y su aplicacion para obtener diversas
desigualdades de Sobolev logaritmicas

En esta seccion vamos a estudiar el siguiente modelo:
u; = (uug),, €T, teR? (33)
donde u = wu(z,t), T = [—7, ] con condiciones de borde periddicas.

Teorema 4.1.Se verifica la siguiente desigualdad de Sobolov logaritmica

™

/ " (@) log(g(x)) do — / Cg@)de + < C / Ryde  (34)

—T —T -7

para toda g > 0, y tal que ffﬂ g(x)dx = 1.

Demostracion
Para realizar la demostracién, vamos a considerar la solucién de (33)), la cual verifica

minu(x,t) > mingug > 0, maxu(z,t) < maxug (35)
xr x x

Realizando entonces un calculo directo tenemos

d
E}"(u(t)) + Z(u) = 0,

donde F es la entropia dada por

Fluft) = / u(t) log(u(t) — u(t) + 1 (36)

y verifica lo siguiente

d
EI = —/(uuz)xum = —/uium—uuiz = —/uufm

donde la dltima igualdad viene de que [u2u,, = 0 por la regla de Barrow.

Ademas, empleando tenemos

2 : 2
/ UL, = Min U / Uy,

> min ug / u? (esto se cumple por la desigualdad de Poincaré)
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En particular, por la desigualdad de Gronwall [8]:

Sea I un intervalo de la recta real de la forma [a, c0), [a,b] o [a,b) con a < b. Sean
By u funciones continuas de valor real definidas en /. Si u es diferenciable en el
interior /° de I (el intervalo I sin los puntos extremos a y b y posiblemente b) y
satisface la desigualdad diferencial

u'(t) < B(t)u(t), tel°,

entonces u estd acotada por la solucién de la ecuacion diferencial correspondiente

(1) = BlE)olt): |
ult) < e [ 5(s)as)

para todo t € I,

,concluimos que wuq tiende al estado homogéneo ( ug ) exponencialmente rapido.
También tenemos

) = ~T() > 5 |2 T(ul0) (57
Y,
GFO) > o S Tu(t)
Equivalentemente,

| GeFa) < 7 e tr),

Qmin:puoa
~F(u(e0) + Fult) < 5o T(u(o0) + o T(u(t)

Como ( up ) = [,uo = 1, tenemos que F(u(oco0)) = 0, obtenemos lo siguiente

1
< —7T .
F(u(0)) € 5 T(u(0) (39)
Por lo que quedaria demostrado.
Teorema 4.2. La solucion de verifica
Flu(t)) < C(ug)e2min uot (39)

Demostracién. Consideramos la aproximacién de la viscosidad evanescente de ([33)
con y(x) =1

O = (utly)y + €0*uf, x €T, teRT
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Podemos observar que la solucién de esta ecuacién también verifica ([35)), y realizando
un calculo directo tenemos

2

d 0, uf
— €(t T(us d =
dt]:(u())+ (u)—i—e'ﬁm 0
Empleando (38) se tiene
d Apuc ||
—F(uf) = —-Z(u) — — || < —CF(u)2mi 40
o (uf) (uf) e‘ =1l S (u)2min ug (40)

Entonces, si aplicamos Gronwall, obtenemos
J—_'(ue) S emein uotJ—_'(O)
y entonces si pasamos a limite en ¢, ya tendriamos .

Para obtener més informacién podemos encontrarla en [7]
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