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Resumen

De una manera similar a las construcciones con regla y compaés, se pueden estu-
diar las construcciones mediante el doblado del papel. El objetivo del trabajo es
caracterizar el conjunto de los niimeros construibles con origami. Para lograrlo mo-
delaremos el origami como herramienta de construccién por medio de los axiomas
de Huzita-Hatori-Justin por lo que nos restringimos a pliegues rectos, pudiendo ha-
cer un unico pliegue de forma simultianea. El resultado principal establece que el
conjunto de los nimeros origami-construibles es un subcuerpo de C que se represen-
ta mediante 2, 3-torres de cuerpos. Como consecuencia, probaremos que es posible
resolver ecuaciones generales de hasta cuarto grado y analizaremos qué poligonos
regulares son construibles con esta herramienta.

Palabras clave: Origami, herramienta de construccién, axiomas de Huzita-
Hatori-Justin, Teoria de Galois.

Abstract

In a similar way to straightedge-and-compass constructions, origami constructions
can be studied. The aim of this work is to characterize the set of origami constructible
numbers. In order to achieve this, we will model origami as a construction tool using
the Huzita-Hatori-Justin axioms. Therefore, we will restrict ourselves to straight
folds, being able to make a single fold simultaneously. The main result establishes
that the set of origami-constructible numbers is a subfield of C that is represented
by 2, 3-towers of fields. As a consequence, we will prove that it is possible to solve
general equations of up to fourth degree and we will analyze which regular polygons
can be constructed by means of this tool.

Key words: Origami, tool of construction, Huzita-Hatori-Justin axioms, Galois
Theory.






Introduccion

La papiroflexia es el arte de realizar figuras reconocibles mediante el doblado de
papel exclusivamente, pues no esta permitido pegar ni cortar el papel. Esta también
se conoce como origami, que proviene de las palabras japonesas “ori” que significa
doblar y “kami”, papel. Se ha decidido emplear, principalmente, la voz japonesa
tanto en el titulo como a lo largo del trabajo para remarcar su origen. Para la
elaboracién de esta introduccién se ha empleado el articulo de J. I. Royo Prieto
[20], donde se describe la relacién entre las matemaéticas y la papiroflexia. Ademads
se ha utilizado el articulo T. C. Hull [11], donde se describe la historia del vinculo
entre las matematicas y el origami, y las notas de J. Smith [21], donde se presenta
la cronologia del desarrollo del origami y su conexién con la difusién geogréfica del

papel.

Nacimiento del papel, historia del origami

La historia del origami estd conectada con la aparicién del papel, que tuvo lugar
en China alrededor del ano 100. Anteriormente se utilizaban diferentes objetos para
realizar grabados como pergaminos, papiros y ropa, entre otros. En particular, los
chinos utilizaban tela tejida como material de escritura.

Durante mas o menos 500 anos la fabricacion del papel permanecié en secreto en
China hasta que a principios del siglo VII se propagé por Japén gracias a los monjes
budistas. En el ano 751, debido a la ocupacién arabe de Samarcanda, el papel co-
menz6 a extenderse por territorios musulmanes llegando a Egipto en el siglo X. En
el siglo XII los arabes establecieron la fabricacién del papel en Espana y después, en
Italia y Francia, que abrieron sus primeras fibricas de papel en 1276 y 1348, respec-
tivamente. Poco a poco, se fue extendiendo hasta que en el siglo XV era conocido
en casi toda Europa.

A pesar de que el origen del papel estd datado de un modo bastante preciso, el na-
cimiento del origami es incierto. Se sabe que en Japdn surgié como entretenimiento
para las clases mas altas, pues el papel era un bien preciado que solo estas se podian
permitir. Durante el periodo Muromachi (s. XIV-XVI) el papel pasé a ser un pro-
ducto més accesible, popularizéndose a lo largo del periodo Edo (s. XVII-XIX). En
esta época surge la base pdjaro, usada para la realizacion de la figura més conocida
en Japon, la grulla (Figura 1).

En el ambito hispanohablante, uno de los principales promotores del origami fue
Miguel de Unamuno. Como aficionado que era, elevd, con ironia, la papiroflexia a
la categoria de ciencia en el apéndice de su ensayo Amor y pedagogia [23], donde
escribe sus apuntes para un tratado sobre cocotologia (del francés cocotte que se
puede traducir como pajarita de papel).

Una de las aportaciones recientes al origami mas relevantes es la atribuida al japonés
A. Yoshizawa, pues fue el creador de la simbologia actual de las instrucciones de
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Figura 1: Grulla de papel.
Imagen extraida de
PapiroflexiaMania.com



Figura 2: Poliedro estrellado de
papel.

Imagen extraida de
aprendiendomatematicas.com
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plegado, mediante una notacién universal. Esta simbologia fue desarrollada por S.
L. Randlett dando lugar al conocido sistema Yoshizawa-Randlett.

Origami y matematicas

El primer tratado que da a conocer el origami como herramienta de construcciéon
geométrica es el libro Geometric Exercises in Paper Folding [19], publicado en 1893
por el matematico T.S. Row, donde afirma erréneamente que es imposible construir
la raiz cubica de dos con origami. Este libro fue mencionado por F. Klein en una de
sus publicaciones mas conocidas: Famous Problems of Elementary Geometry [13],
lo que hizo que se popularizaran las construcciones geométricas mediante origami.
En 1936, M. Beloch descubrié que con el origami se pueden encontrar las tangentes
comunes a dos pardbolas y, de esta manera, resolver ecuaciones ctbicas generales.
Ella dejo constancia de ello en su publicacién Sul metodo del ripiegamento della car-
ta per la risoluzione dei problemi geometrici [3], donde ademads senalo la posibilidad
de resolver ecuaciones cudrticas, debido a que se pueden reducir a la resolucion de
cuadraticas y cubicas.

Después, en 1989 tuvo lugar el First Internation Meeting of Origami Science and
Technology' donde J. Justin y H. Huzita introdujeron los axiomas que modelan el
origami de un solo pliegue. Tras esto, los trabajos mas relevantes han sido escri-
tos por R. C. Alperin y R. J. Lang, quienes juntos escribieron One-, Two-, and
Multi-Fold Origami Azioms [1], donde partiendo de un descubrimiento previo del
ultimo, la posibilidad de construir un endecdgono mediante origami con dos pliegues
simultdneos, llegaron a la conclusion de que utilizando multiples pliegues es posi-
ble construir cualquier poligono regular y también resolver ecuaciones generales de
cualquier grado.

Todos estos trabajos tienen por objeto el estudio de la geometria plana mediante
origami. Este serd el enfoque de la memoria donde nos limitaremos a construcciones
que se puedan realizar con un solo pliegue en cada paso.

Conviene resenar que existen otros vinculos entre las mateméticas y el origami. Po-
siblemente el més conocido, se denomina papiroflexia modular que consiste en la
realizacién de figuras utilizando varios papeles para crear una estructura. Cada hoja
de papel individual se dobla en lo que llamaremos un médulo. Todos ellos poseen
solapas y bolsillos, que se usan para ensamblarlos entre si y, habitualmente, el ple-
gado de cada mddulo es sencillo. Los poliedros son la principal fuente de inspiraciéon
de esta modalidad, aunque no la tnica. A parte del valor artistico y estético, este
aspecto nos permite la representacion fisica de entes abstractos. En este sentido,
tiene el mismo interés que un programa de ordenador que dibuja poliedros, aunque
es mas revelador tenerlo en la mano, poder tocarlo y girarlo; que verlo en una pan-
talla y simular su giro. De esta forma también se pueden experimentar de manera
sencilla las propiedades de los poliedros como el grado de un vértice, la regularidad,
la simetria, etc.

A continuacién, explicamos brevemente la estructura del trabajo: En el primer
capitulo se expondran una serie de resultados cldsicos, que se necesitaran posterior-
mente, relacionados tanto con el dlgebra, en particular con la teoria de cuerpos, como
con la geometria. En el segundo, se formalizaran los conceptos fundamentales de las
construcciones geométricas. En el tercero, se describiran geométrica y algebraica-

'Esta fue la primera de una serie de conferencias cientificas internacionales donde se exploran
las interacciones entre el origami, la ciencia, las matematicas y desde 2001, la educaciéon. En la
actualidad se conocen como OSME (Origami, Science, Mathematics and Education) [15].
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mente los axiomas de Huzita-Hatori-Justin y se analizaran sus caracteristicas. En el
cuarto y iltimo capitulo, se estudiara el cuerpo de los niimeros origami-construibles.
Se analizara qué relacion tiene el origami con la teoria de Galois, llegando a nuestro
principal objetivo: la caracterizacién de los niimeros origami-construibles mediante
torres de cuerpos (Teorema 4.24). Como consecuencia de este resultado, se verda qué
ecuaciones son resolubles mediante origami y qué poligonos podemos construir con
esta herramienta. Ademds, se explicard qué problemas cldsicos de la matematica
griega pueden ser resueltos mediante origami. Para finalizar, se comparara el origa-
mi con otras herramientas de construccién geométrica.

Con el objetivo de facilitar la lectura y de no aumentar la longitud de la memoria, la
mayor parte de las figuras se han colocado en los margenes del texto, salvo aquellas
de especial relevancia. Asimismo, se ha empleado un cédigo de colores por lo que se
recomienda la lectura en un soporte (digital o fisico) que permita su visualizacién
adecuada.



Capitulo 1

Requisitos previos

En este capitulo vamos a ver nociones algebraicas y geométricas que necesitamos
para desarrollar el trabajo. Se ha tomado como referencia el libro de D. A. Cox [4],
el de D. S. Dummit y R. M. Foote [5] y el de J. P. Escofier [6]. En general se han
omitido las demostraciones, salvo en el caso del Lema 1.42, cuya prueba se incluye
por su papel central en los desarrollos posteriores.

1.1. Requisitos algebraicos

Comenzamos recordando algunas cuestiones elementales.

Definicion 1.1 Sea n € N, una raiz n-ésima de la unidad en C es un nimero
complejo € tal que £" = 1. En este caso, se puede probar que existe k € N con
-2k

0<k<ntal que £ =¢e"n .

Proposicion 1.2 El conjunto de las raices n-ésimas de la unidad forma un grupo
ciclico isomorfo a (Z/nZ,+).

Definicion 1.3 Sea n € N. La raiz primitiva n-ésima principal de la unidad
27

se denota por &, = e n .

Observacion: &, es uno de los generadores del grupo ciclico de las raices de la
unidad.

Proposicién 1.4 (Férmulas de Cardano) [18, cap. 9]

e Las soluciones de la ecuacién cuadrdtica ax® +bx +c = 0 con a,b,c € C y
a # 0, vienen dadas por:

o —b+ vVb? — dac

2a

e Las soluciones de la ecuacion cubica 23 + ax® +bx +c =0, con a,b,c € C y
¢ # 0, vienen dadas por:

A+ B; wA+w?B; w?A+wB

donde :
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o=@ 6

3b — a?
[} =
p 3
2a3 — 9ab + 27¢
.q:
27
ow=§3:7_1+“/§=e% w2:f§_1_l\/§:e%

2 2
Estas ultimas, son las raices cubicas complejas de la unidad.

La funcién de Euler, ¢(n), nos da el nimero de enteros i tales que 0 < i < ny
med(i,n) = 1. Se puede probar que ¢(n) es el orden del grupo U(Z/nZ). Ademss,
podemos obtenerla de la siguiente forma:

o(n) =n (1 - ;> (1.1)
pln

Definicién 1.5 Sea n € N, llamamos n-ésimo polinomio ciclotémico @, (x) a:

P () = 11 (z &) (1.2)

0<i<n;mcd(i,n)=1

Proposicién 1.6 Sea n € N, el polinomio ciclotémico ®,(x) es monico con coefi-
cientes enteros y tiene grado ¢(n). Ademds, este polinomio satisface:

2" —1=]] ®a(x) (1.3)
din

A continuacién, definiremos varios conceptos y enunciaremos resultados fundamen-
tales de Teorfa de Galois empleados en la memoria.

Definicién 1.7 Un grupo finito G es resoluble si existen subgrupos Go, G1,...,Gp

tales que
{1} =GocGicCc---CcG, =G

de manera que para cada i € {1,...,n} se tiene que:
o (G;_1 es normal en G;.
e |Gi: G;_1| es primo.
Proposiciéon 1.8 Todo grupo finito abeliano es resoluble.

Teorema 1.9 Si p es un ndmero primo, entonces cada grupo de orden p" ,con
n € Zx>q, es resoluble.

Teorema 1.10 Sip y q son primos distintos, entonces cada grupo de orden p™q™,
con n,m € Zxq, es resoluble.

Definicion 1.11 Sean L y K cuerpos. Decimos que L es una extension de K si
es un cuerpo que contiene a K como subcuerpo. Lo denotaremos por L/ K.

Proposicién 1.12 Si L es una extension de K, entonces L es un K-espacio vecto-
rial.



6 CAPITULO 1. REQUISITOS PREVIOS

Definicion 1.13 Sea L una extension de un cuerpo K. La dimension de L como K-
espacio vectorial se llama grado de la extension L/K y se representa por [L : K].
La extension es finita si [L : K] es finito.

Definicién 1.14 Sean Ky, K1, ..., K,, subcuerpos tales que K;+1/K; es una exten-
sion Vi € {0,1,...,n — 1}, decimos que Ko C K; C --- C K,, es una torre de
cuerpos.

Definicion 1.15 Se dice que una secuencia de subcuerpos Foy C F1 C ... C F,_1 C
F, es una 2,3-torre de cuerpos si cada una de las extensiones intermedias es de
grado 2 6 3, es decir, si [F; : Fi_1] € {2,3} para cada 1 < i < n.

Teorema 1.16 Sea L/K una extensidon finita y M /L otra extension finita. Enton-
ces, M/K es una extension finita y se cumple:

[M: K] =[M: L|[L: K]

Definicién 1.17 Sea L/K una extension y ay, ..., o, € L. Denotaremos por K (o, ...

al menor subcuerpo de L que contiene a K y a aq, ..., ay,.

Definicién 1.18 Sea L/K una extension decimos que L es finitamente generada
sobre K si ezisten oy, ...,ap € L tales que L = K(aq, ..., ap).

Definicién 1.19 Sea K un cuerpo y L/K una extension. Se dice que un elemento
a € L es algebraico sobre K si a es raiz de algin polinomio no nulo en K[x]. En
caso contrario, se dice que o es trascendente sobre K.

Proposicién 1.20 Sea K un cuerpo, L/ K una extension y o un elemento de L que
es algebraico sobre K. Entonces, existe un inico polinomio ménico P en K|[z] cuya
raiz es o y cuyo grado es el minimo entre todos los polinomios no nulos en Klx| que
tienen o« como raiz.

Definicién 1.21 Sea K un cuerpo, L/K una extension y o € L un elemento alge-
braico sobre K. Por la proposicion anterior, existe un unico polinomio monico de
grado minimo en K[z| que se anula en a: el polinomio minimo de o sobre K. Si
gr(P) = n, entonces se dice que v es algebraico de grado n sobre K ; también se dice
que n es el grado de o sobre K.

Definicién 1.22 Una extension L/K se dice algebraica si cada elemento de L
es algebraico sobre K.

Proposicién 1.23 Dados una extension L/K y un elemento o € L:
o « es algebraico sobre K si y solo si [K(a) : K] < 00.

e Sea « algebraico sobre K. Sin es el grado del polinomio minimo de o sobre
K, entonces [K(a) : K| = n.

Lema 1.24 Sea L/K una extension finita, entonces:

o L/K es algebraica.

e Si a € L, entonces el grado del polinomio minimo de o sobre K divide a
[L: K].
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Teorema 1.25 Toda extension finita es algebraica y finitamente generada.

Definicion 1.26 Dados dos subcuerpos K1 y Ko de un cuerpo L, podemos definir
la composicion de K1 y Ko en L como el subcuerpo mds pequeno de L que contiene
a ambos. Lo denotaremos por Ki1Ks.

Proposicién 1.27 Dadas K1 y Ko dos extensiones finitas de un cuerpo F conte-
nidas en L, es decir, F C K1 = F(aq,...,an) C Ly F C K9 = F(pu1, ..., Bm) C L.
Entonces la composicion de K1 y Ko es F(aq,...,an, B1, ..., Bm)-

Definicién 1.28 Sea f € Klx| un polinomio de grado n € N . Entonces, una
extension L/K es un cuerpo de escision de [ sobre K si:

o f=clr—aq) - (xr—ap), dondece K ya, € L, Vie{l,...n} y
o L=K(ag,...ap).

Teorema 1.29 Para todo cuerpo K, si f(z) € K[x| entonces eziste una extension
L/K que es cuerpo de escision de f(x).

Teorema 1.30 El polinomio ciclotomico ®,(x) es irreducible sobre Q, para todo
n € N.

Corolario 1.31 Sean € N, el polinomio ciclotémico ®,(x) es el polinomio minimo
de &, sobre Q.

Proposicién 1.32 FEl cuerpo de escision de ™ —1 o de ®,(x) sobre Q es el cuerpo

Q(&n)-

Definicién 1.33 Sea n € N, a la extension Q(&,)/Q se le denomina extension
ciclotomica y estd generada por las raices n-ésimas de la unidad.

Proposicién 1.34 Sea n € N, se tiene que [Q(&,) : Q] = ¢(n).

Definicion 1.35 Un isomorfismo de un cuerpo L en si mismo se denomina auto-
morfismo de L. Se denota por Aut(L) al conjunto de los automorfismos de L.

Definicién 1.36 Si L/K es una extension, entonces Aut(L/K) es el conjunto de
los automorfismos de L que dejan fijos todos los elementos de K.

Definicién 1.37 Sea L/K una extension finita. Decimos que L es de Galois sobre
K, o que L/K es una extension de Galois si |Aut(L/K)| = [L : K].

Si L/K es de Galois, Aut(L/K) se denomina el grupo de Galois de L/ K y se denota
por Gal(L/K).

Proposicién 1.38 Sea L/K una extension de Galois de modo que existe un cuerpo
intermedio K C M C L, entonces L/M es una extension de Galois.

Definicién 1.39 Un polinomio f(x) € K|x| se dice separable si en una clausura
algebraica de K no tiene raices multiples, es decir, si todas sus raices son distintas.

Proposicién 1.40 L es un cuerpo de escision sobre K de un polinomio separable
f(x) si y solo si L/K es de Galois.

Teorema 1.41 FEl grupo de Galois del cuerpo ciclotomico Q(&,) es isomorfo al gru-
po U(Z/nZ) .
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1.2. Requisitos geométricos

Comenzamos esta seccién con una tabla que muestra la notacion que se usara a lo
largo del trabajo:

d(P,Q)  Distancia del punto P al punto Q
PQ Segmento del punto P al punto @

APQR Tridngulo de vértices P, Q v R
fQ\R Angulo de APQR con vértice en Q
L La recta [ es paralela a la recta I’
L} Larectal no es paralela a la recta I’

Cuando realizamos un doblez para llevar un punto sobre otro, la recta de pliegue
obtenida es la mediatriz de ambos puntos. El siguiente lema muestra que dados una
recta y un punto no perteneciente a ella, si realizamos un doblez para llevar el punto
a la recta, entonces la recta de pliegue obtenida, ademas de ser la mediatriz entre el
punto de partida y uno de los puntos de la recta, es tangente a la parabola de foco el
punto original y directriz la recta dada. Este hecho elemental tiene gran importancia
en las construcciones con origami.

Lema 1.42 (Tangente a la pardbola) La recta tangente a una pardbola en un
punto P es la mediatriz entre el foco, F, y la proyeccion de P sobre la directriz. [18,
cap.10]

Dem: Denotaremos a P’ como el punto de corte entre la directriz y la perpendi-
cular a ella que pasa por P, es decir, P’ es la proyeccién de P sobre la directriz. Por
la definicién de parabola, la distancia que hay entre P y F, el foco, es la misma que
hay entre Py P’, es decir, d(P, F) = d(P, P’). Por ello, si construimos el tridngulo
APFP’ obtendremos un tridngulo isésceles cuya altura pasa por Py por P”, el
punto medio entre el foco y P’ (Figura 1.1). Asi, vemos que la mediatriz de F'P’
pasa por P.

Ahora vamos a ver que esta mediatriz coincide con la tangente a la pardbola en P.
Sea @ otro punto de la pardbola y @' su proyeccién en la directriz, tenemos que
dQ,F) = d(Q,Q") y d(Q,Q") < d(Q,P"). Por lo tanto, como la mediatriz FP’
divide al plano en dos semiplanos, esta desigualdad garantiza que todos los puntos
de la parabola estan en el mismo semiplano. En consecuencia, esta mediatriz es la
tangente a la pardbola en P.

O



Capitulo 2

Construcciones geométricas
planas

En el contexto de las construcciones geométricas, aparecen de forma natural no-
ciones como por ejemplo: proceso de construccién, proceso de interseccién, punto
construible, curva construible o herramienta de construccién. El objetivo de este
capitulo es definir de manera precisa estos conceptos. Se ha seguido el enfoque de E.
Tramuns [22] para tratar de forma unificada las construcciones geométricas planas.

2.1. Procedimientos geométricos basicos. Herramientas

En este trabajo nos vamos a centrar en construcciones geométricas planas, es decir,
en procesos que a partir de ciertos objetos del plano afin real generan otros objetos
del plano. En concreto, consideraremos los puntos y las curvas algebraicas del plano
afin.

Definicion 2.1 Denotaremos por P al conjunto de puntos del plano afin real union
el vacio:

P =R?U {0}

Observaciéon: Representaremos los puntos de distintas maneras dependiendo de
las circunstancias: o bien mediante coordenadas cartesianas (a, b), o bien como nime-
ros complejos a + bi.

Definicion 2.2 Denotaremos por C al conjunto de curvas algebraicas afines reales:

C={VCR>:V=V(f),Vf € Rlz,y]}

Observacién: () € C dado que V(1) = V(22 + 1) = (.
Definiciéon 2.3 Denotaremos por P al conjunto de n-uplas ordenadas de elementos

de P, es decir:
P=|JP"
neN

Por otra parte, denotaremos por C al conjunto de n-uplas ordenadas de elementos

de C, es decir:
c=Jc

neN

9



Figura 2.1: C1

Figura 2.2: C2

i

Figura 2.3: P1
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Observacién: Por simplicidad, dado f € Rz, y| representaremos la curva al-
gebraica definida por f, V(f), como {(z,y) € R? : f(x,y) = 0} o simplemente

{f(z,y) = 0}.

2.1.1. Procedimientos basicos de construccion

Un procedimiento basico de construccién es un proceso geométrico elemental que
genera un conjunto finito y ordenado de curvas a partir de un conjunto no vacio,
finito y ordenado de puntos y curvas. Formalizamos esta nociéon con la siguiente
definicién:

Definiciéon 2.4 Un procedimiento bdsico de construccion es una aplicacion:
f:DCPxC—C
donde D es un subconjunto no vacio de P x C.

Ejemplo 2.5 En cada ejemplo daremos primero la descripcion geométrica y poste-
riormente la algebraica. Para ello, necesitamos tres puntos P,Q y R de coordenadas

(p1,p2), (q1,q2) y (r1,72) Tespectivamente.

C1. e Dados dos puntos P y Q con P # Q, podemos trazar la recta que pasa a
través de ambos.

o f1 ((P7 Q), @) ={y(q1 —p1) + z(p2 — ¢2) + p1g2 — p2q1 = 0}, cuyo dominio
de definicion es D = {((P,Q),0) : P # Q}

Cc2. e Dados tres puntos P, Q y R con P # @Q, podemos trazar una circunfe-
rencia Co con centro R y radio d(P, Q).

b f2((P7QaR)7®) = {:1:2+y2+(—27‘1):L‘—|—(—21”2)y+1"%+7“%—((q1 _p1)2+(Q2_
p2)?) = 0}, cuyo dominio de definicion es D = {((P, Q,R),q)) P+ Q)

2.1.2. Procedimientos basicos de interseccion

Un procedimiento béasico de interseccién es un proceso geométrico elemental que
genera un conjunto finito y ordenado de puntos a partir de un conjunto no vacio,
finito y ordenado de puntos y curvas. Formalizamos esta nocién con la siguiente
definicién:

Definicion 2.6 Un procedimiento bdsico de interseccion es una aplicacion:
g:DCPxC—P
donde D es un subconjunto no vacio de P x C.

Ejemplo 2.7 Daremos tanto la descripcion geométrica como la algebraica para cada
ejemplo. Para ello utilizaremos dos rectas, | y ', y dos circunferencias, Cy y C1,
definidas como {ax+by+c =0} y {dz+Vy+c =0} {2’ +y° +dx+ey+f =0}y
{22 +y? +d'z+e'y+ f = 0} respectivamente. Estas dos tltimas son las ecuaciones
generales de las circunferencias, donde Cy tiene centro R = (r1,7r2) y radio r. De
aqui, sus coeficientes son: e = —2ry, d = —2ry y f =12 + 13 — 2.

Pi1. e Dadas dos rectas, | #1', se puede obtener su interseccidn.

(be=ble ac—aey g [ p
° (D’ l,l/ —_ ab’—a’b’ a’b—ab

cuyo dominio de definicion es D = {(0, (I,V)) : L #U'}.
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P2. e Dadas una recta l y una circunferencia Cy, se puede obtener su intersec-
cion.

P,Q) sia#0y A>0

P.Q"Y) sia=0y A'>0  donde:

0 si A<0 o A'<0

° go (Q), (i, Co)) =

o D ={(0,(1,Co))} es el dominio de definicion.
-B ¢ =B+VA\. N _ -B-VA _ ¢ -B-VA).

o P= ( b= QXZLF a’ ﬂ\r)?Q—< b= 2Af_57 2A\F)?

_ (=B +VA —B'+VA _c). _ (=B'—VA —B'—V/A" _c).
© PI_( 21_1/ ,—a=5y _B>’ Q/—( 24 0T A _E>v
o A= B?—4AC; A= B? —4A'C;
o A=a®+b% A = A
o B = 2bc — abd + a’e; B’ = 2ac — abe + b%d;
o C=c?+d’f — acd; C'=c? +b*f — bee.

El valor de A, 0 si a =0 el de A’, caracteriza la posicion relativa entre
la recta y la circunferencia.

o SiA<06A" <0 entonces no se cortan .

0 SiA=0d6A" =0 entonces se cortan en un iunico punto. En este
caso, si a # 0, entonces P=Q ysia=0, P =@Q’.
o SiA>0 6 A" >0 entonces se cortan en dos puntos.

P3. e Dadas dos circunferencias, Cy # C1, se puede obtener su interseccion.
(P,Q) sid—d+#0y A>0
e g5(0,(Co,Ch)) =4 (P,Q") sie—e #0y A'">0 donde:

0 si A<0 o A'<0

o D ={(0,(Co,C4)) : Co # C1} es el dominio de definicion.

o P= (¢~ TG + & s ):

° Q= ((6, 2AB(d\dF’) = _BZ_A\/Z);
o P'= (= B;:@ —d)- 355 + £, );
° &= ( s (d — ) Eff(;leﬁ/) + ];;{’)5
o A= B?—-4AC; A = B? —4A'C';
o A= (e —e)?+ (d—d)?
o B=2(e — ) — ) +d(d— d)(e — ) +e(d— AV
o C=(f =[P +dd—d)f - f)+ fld—d)*
oA’:(e— N2+ (d —d)?
o B'=2(d —d)(f — f) +ele—é€)d —d)+d(e—e)?

(e]

C'=(f' =P +ele—e)f' = )+ fle—€)

Los centros de las circunferencias son distintos si y solo sid—d # 0 oe—e' # 0.
En caso de tener interseccion no vacia, como Cy # C4, los centros deben ser
distintos y la expresion algebraica recoge todas las situaciones. La posicion
relativa de las circunferencias dependerd, como en el caso anterior, de A.

Observaciéon: El punto o los puntos obtenidos en los procedimientos anteriores
no dependen de las ecuaciones de las rectas y circunferencias elegidas en cada caso,
luego g1, g2 v g3 estan bien definidas.

Figura 2.4: P2

Figura 2.5: P3
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2.1.3. Herramientas

En este apartado vamos a establecer la nocién de herramienta como instrumento
geométrico formado a partir de diferentes procedimientos béasicos que se denominan
axiomas de la herramienta, para lo cual seguiremos las referencias [9, sec. 3.2] y [22,
sec. 2.1].

Definicién 2.8 Una herramienta es una dupla (Oc,Or), donde O¢ es un con-
junto finito de procedimientos bdsicos de construccion y Oy, de interseccion. Estos
procedimientos bdsicos se denominan axiomas de la herramienta.

Ejemplo 2.9

e Regla: Esta herramienta simboliza cualquier instrumento fisico ideal que nos
permita dibujar rectas (segmentos arbitrariamente largos); lo que comunmente
conocemos como regla, pero infinita y sin marcar.

R = ({C1},{P1}).

e Compads: Esta herramienta simboliza cualquier instrumento fisico ideal que
nos permita dibujar circunferencias de radio arbitrariamente grande; lo que
conocemos como compds, pero con brazos infinitos.

C=({C2},{P3}).

e Regla y compds: Esta herramienta es la union de las dos anteriores anadien-
do el procedimiento badsico de interseccion pertinente, P2.

RC = ({C1, C2},{P1, P2, P3}).

2.2. Construcciones y mapas

A lo largo de esta seccién, vamos a introducir una serie de conceptos, entre los que se
encuentran la definicién formal de construccién y la de sucesion de capas. Esto sera
necesario para poder definir en el capitulo 5 qué elementos son origami-construibles.
En esta seccién se ha seguido [9, sec. 3.3].

Definicion 2.10 Sean V,Uy C P xC dos subconjuntos de puntos y curvas no vacios.
Up se demomina conjunto inicial. Llamaremos proceso de construccion, o sim-
plemente construccion, de V' a partir de Uy y lo denotaremos por C(Up; V'), a una
sucesion finita:

CUp; V) ={V1 = 01(U1),Va = O2(Us), ..., Vi = O, (Up) }
de manera que:

e O1,...,0, son procedimientos bdsicos (de interseccion o construccion).

e En cada paso i, el conjunto U; # () sobre el que aplicar el axioma O; ha sido
generado previamente, es decir: Uy C UgUVi U---UV;_1,Vi € {1,...,n}.

e VCUyUVIU---UV,, sin embargo V¢ UgU Vi U---UV,_1.

Si O1,...,0, € O¢ U Oy para alguna herramienta 7 = (O¢,Oj), diremos que
C(Up; V') es una construccién realizable con T o que es T-construible y lo deno-
taremos como C(Up; V) € T.

A continuacién mostramos un ejemplo de una construccién que podemos realizar
con regla y compas :
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Ejemplo 2.11 La mediatriz es una construccion realizable con regla y compds, es
decir, C({P,Q};1) es RC-construible mediante los pasos que siguen:

1. Cy: con C2 se construye la circunferencia con centro Py radio d(P, Q).
2. C1: con C2 se construye la circunferencia con centro Q y radio d(P, Q).
3. R,R': con P3 se obtienen los puntos de corte de Cy y Cf.

4. 1: con C1 se construye la recta que pasa por R y R’.

Observacion:

e Consideramos que el conjunto U estd formado por objetos genéricos. Por
tanto, podemos entender una construccién como una aplicacién C(Up; V) :
D Cc PxC — P x(, formada por la composiciéon de los procedimientos
bésicos que la definen.

e Con todo lo anterior, si C'(Up; V) € T es obvio que para todo subconjunto
V' C V se tiene que C(Up; V') € T. En particular, para todo elemento v € V
diremos que v es T-construible a partir de Uj.

Definicién 2.12 Un mapa es una pareja M = (T,Uy) formada por una herra-
mienta T y un conjunto inicial de puntos y curvas Uy finito y no vacio.

Notacién: Dado un conjunto de puntos y curvas U, escribiremos U = [P, C] para
indicar que P es el subconjunto de sus puntos y C' el de sus curvas.

Definicién 2.13 Sea M = (T,Uy) un mapa, con T = (Oc,Oy). Llamaremos su-
cesién de capas asociada al mapa M a la sucesion {[Pn, Cnltnez., definida como:

L4 UO = [Po,co}.

e O, es la union de C,_1 con el conjunto de las curvas obtenidas de aplicar
de todas las maneras posibles los procedimientos bdsicos de construccion de T
sobre los elementos de [Pn—1,Cp_1].

o P, es la union de P,—_1 con el conjunto de los puntos obtenidos de aplicar de
todas las formas posibles los procedimientos basicos de interseccion de T sobre
los elementos de [Pp—_1,Cly)].

La definicién anterior nos sirve para realizar razonamientos inductivos como el que
utilizaremos en la demostracién del resultado principal de la memoria, el Teorema
4.24. Debemos destacar que en esta nocién de capa, puntos y curvas no tienen un
papel simétrico: la idea de esta definicidn es que primero obtengamos todas las curvas
de la capa n, Cy,, con P,_1y C,_1, y después; obtengamos todos los puntos de la
capa n, P,, con P, 1 y todas las curvas obtenidas en la misma capa, C,,.

Veamos los elementos que conforman la primera capa del mapa (RC,{0,1}), o sea,
la que podemos construir con regla y compas.

Ejemplo 2.14 e Uy = [Py, Cy], donde Py ={0,1} y Cy = {0}.
e Partiendo de Uy, en la primera capa podemos construir:

e con C1: 1, la recta que pasa por 0 y 1, o lo que es lo mismo, el eje
horizontal.

Figura 2.6: Mediatriz de Py Q
construida con RC
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e con C2: Cy y Cy, las circunferencias de radio 1 y centros 0 y 1 respecti-
vamente.

e con P2: Q1 y Q2, las intersecciones entre Cy y C1 con ;.

e con P3: Q3 y Qq, los puntos de interseccion de Cy y C1.

Por ello:
Figura 2.7: Primera capa de

(RC,{0,1})

1 V3 1 V3
Pl: {Q1:_17Q2:27Q3:2+Z27Q4:2_Z2} UPOv Clz{l1700701}

En el capitulo siguiente mostraremos un ejemplo de las primeras capas del mapa

(0,{0,1}), es decir, las primeras capas que podemos construir con la herramienta
principal del trabajo: el origami.

Definicién 2.15 Sea M = (T,Uy) un mapa. Llamaremos conjunto de puntos y
curvas construibles del mapa M al conjunto definido como:

TLEZEO



Capitulo 3

Axiomas de
Huzita-Hatori-Justin

En este capitulo vamos a ver los procedimientos bésicos de construccién necesarios
para la formalizacién de la herramienta principal de nuestro trabajo. Los seis pri-
meros axiomas son atribuidos al matematico italiano-japonés H. Huzita y, ademaés,
formaron la base del estudio de las construcciones geométricas mediante origami con
un solo doblez desde los anos 90. Més tarde, se agregd un séptimo axioma atribuido
al japonés K. Hatori. Sin embargo, el primero en encontrar los siete axiomas fue el
francés J. Justin, quien habia publicado a la vez que H. Huzita el articulo Résolu-
tion par le pliage de l’équation du troisieéme degré et applications géométriques [12],
aunque su trabajo pasé inadvertido durante anos. Por todo ello son conocidos como
los axiomas de Huzita-Justin o Huzita-Hatori.

3.1. Descripcién geométrica y algebraica de los axiomas

Para cada axioma presentamos su definicién geométrica y después la algebraica. Con
este fin, fijamos la notacién para los puntos P = (p1,p2),Q = (q1,¢2) y las rectas
Il ={az+by+c= 0}, I'={d'z+by+c = 0}. Se ha seguido [14] para la descripcién
geométrica.

Al e Dados dos puntos distintos, P y ), mediante un doblez se puede construir
la recta que pasa por ambos.!

Figura 3.1: Al

e 1 ((P,Q),0) = {y(q1 —p1) +z(p2 — q2) + p1g2 — p2q1 = 0} , cuyo dominio
de definicién es D = {((P,Q),0) : P # Q}.

A2 e Dados dos puntos distintos, P y (), mediante un doblez se puede construir
la recta que coloca P sobre Q.

1 . . . . -

Cada axioma lo representamos con una figura, donde las lineas discontinuas indican el doblez
(la recta que construimos) y las flechas azules indican la direccién del pliegue que realizamos. En
la mayoria de ocasiones, esta direccién se obtiene al colocar un elemento sobre otro.

15
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Figura 3.2: A2

e ha((P,Q),0) = {2z(q1 — p1) + 2y(q2 — p2) + P} + 3 — ¢ — ¢3 = 0}, cuyo

dominio de definicién es D = {((P, Q),@) : P # @Q}. Observamos que
esta recta resulta ser la mediatriz del segmento PQ.

Dadas dos rectas distintas, [ y I’, mediante un doblez se puede construir
cada una de las rectas que colocan [ sobre I’. Pueden existir una o dos
rectas.

Figura 3.3: A3

(ll,lg) St lHl,
hs(0,(1,1)) = {h si LV donde:

o

D ={(0,(1,I')) : L #U'} es el dominio de definicién.

I = {(ad' + d'd)x + (bd' + V'd)y + (cd' + ¢d) = 0};

lo ={(ad — d'd)x + (bd' — bd")y + (cd' — 'd) = 0};

o d= V@ TP d = VAT T 7.

De esta manera, sil y I’ se cortan, entonces estas rectas son las bisectrices
de los angulos que forman. Si por el contrario, son paralelas, mediante
hs solamente se obtiene la paralela equidistante a ambas; dado que el
segundo conjunto es vacio.

o}

e}

Dado un punto P y una recta [; mediante un doblez se puede construir
la perpendicular a [ que pasa por P.

Figura 3.4: A4

hy(P,1) = {—bx + ay + bp1 — ap2 = 0} , cuyo dominio de definicién es
D ={(P,D)}

Dada una recta [ y dos puntos distintos, P y @, de modo que P ¢ I,
mediante un doblez se pueden construir, si existen, cada una de las rectas
que colocan P sobre [ y pasan por . A lo sumo hay dos rectas.
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A6

Figura 3.5: A5

(l1,l2) si a#0yA >0
° h5((P,Q),l) = (U, sia=0yA" >0 donde:

0 si A<0 o A<O
o D={((P,Q),l) : P#Q,P ¢ 1} es el dominio de definicién.
o Iy = {22(r1 — p1) + 2y(r2 — p2) + P} +1172—7"1 —7°2 =0}
o l2 = {2z(s1 —p1) + 2y(32 —p2) + 7 +p5 — 5T — 55 =0};
o Iy ={2x(r] —p1) +2y(ry — p2)+p1 +py =17 _7’2 =0}
o ly = {2x(s] — p1) + 2y(sy — p2) + P + p3 — 57 — 55 = O}
o1y = —b=BESA ¢, = “BEYA,
o 51 = —b=HIYh g 5 = SBVB,
o rf = =Bl py = —a=BHys ¢
o s = =B s = —a=B3/B — &
o A=DB?—-4AC; A =B"?_-4A'C';
o A=da?%+ 62;

o B = 2bc + 2abq; — 2a°qo;

o C'=c*+a*(—p} — P+ 2p11 + 2p2q2) + 2acq;

o A" = A;

o B' =2ac+ 2abgy — 2b%q;

o C"=c+b*(—pi — p3 + 2p1q1 + 2page) + 2beg.
Al llevar P sobre P’ € | y pasar por @, las posibles rectas de pliegue deben
ser la mediatriz de PP’ y pasar por (). Por el Lema 1.42, esa mediatriz es
la recta tangente a la parabola de foco P y directriz I. Se pueden dar tres

casos dependiendo de la posicion relativa de @) y la parabola, caracterizada
algebraicamente por el valor de A o A.

e SiA<06A" <0, el punto Q es interior a la parabola, luego no existe
solucién y la imagen es el conjunto vacio.

e SiA=006A"=0, el punto Q pertenece a la pardbola y en consecuencia,
solo se puede construir una recta. En este caso, si a # 0, entonces I; = [y
ysia=0,0 =1.

e SiA>06A">0,el punto Q es exterior a la pardbola y por tanto, se
pueden construir dos rectas.

e Dados dos puntos distintos, P y @, y dos rectas distintas, [ y I/, tal que
P ¢1lyQ ¢!, mediante un doblez se pueden construir, si existen, cada
una de las rectas que colocan simultdneamente P sobre [ y Q sobre I’. A
lo sumo existen tres rectas.
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Figura 3.6: A6

. h6((P, Q), (l,l’)) =plohgoop

Donde:
oD = {((PaQ)a(lal,)) LAV, P#£Q,P¢&1,Q ¢!} es el dominio de
definicidn.

Loy s gy lms) 56 | M| =3
Lings by si |M|=2

@]
—~
—~~

o
ol
S~—
~—~
~
~—
I

Ml si |M]=1
0 si M=1
o P=(0,3); I={y+3=0}
2
o m,—{ S —mz+y =0}

o M = {m; € R:m, es solucién de (3.3)}.
¢ es la afinidad (3.4).

La expresién algebraica del axioma A6 es mas complicada que la del
resto de los axiomas y se escribira detalladamente en la Proposicién 3.1.
Geométricamente, al llevar con un doblez P a P € |y Q a Q' € I
simultaneamente, las posibles rectas de pliegue han de ser la mediatrices
de PP’ y QQ' a la vez. Por lo tanto, por el Lema 1.42, estas rectas son
tangentes a dos parabolas, una de foco P y directriz [ y otra de foco @
y directriz I’. A continuacién daremos la expresién algebraica de estas
tangentes en funcién de las coordenadas de P y () y los coeficientes de [

yl.

o

Proposicién 3.1 Las pendientes de las tangentes comunes a dos pardbo-
las son las raices reales de una ecuacion de tercer grado cuyos coeficientes
estdn determinados por los coeficientes de las directrices y los focos.

Dem: Para probar esta proposicion, primero probaremos que se cumple
para las pardbolas de focos P = (0, %) y @ = (q1,q2) y directrices | =
{y + % =0} y ' = {dz + by + ¢ = 0}, respectivamente. Sea la primera
parabola:

Yy = o (3-1)

Por el Lema 1.42, podemos obtener m, la pendiente de la recta tangente
a la pardbola en R como la pendiente de la recta que pasa por Ry R”,
donde:

R=(r1,m), R = (rl,—f) R”—(’;,O)

:7‘1
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Entonces, 11 =my rp = %2 De este modo, la recta tangente a (3.1) en

(m, ng> es :
2

[m:{%—mx+y:0} (3.2)

Por otra parte, nuevamente por el Lema 1.42; dado que I, también ha de
ser tangente a la parabola de foco ) y directriz I’ en un punto S, [,, es

la bisectriz de Q5’, siendo S’ € I’ la proyeccién de S sobre I. Por tanto,
5" € Iy,

Después de esto estamos en disposicién de calcular la nueva pendiente de
la tangente a ambas pardabolas con los siguientes pasos:

1. Hallamos la perpendicular a I que pasa por Q:
t={z+my—q —mg =0}

2. Calculamos S” como el punto de corte entre t y I

o m3 + 2G1 + 2md o 2mqy + 2m2gp — m? b -
! 2(m24+1) 72 2(m? 4+ 1) o *
; A
3. Sabiendo que S” es el punto medio de Q.S’, hallamos S’
3 ~ ~ 2 ~ ~ 2 ~ 2 ~ Figura 3.7: Tangente comun a
s = m”+aq+ 2mq2 —ma sh = Qm(h +m7g —m” — g2 dos parédbolas (caso de solucién
! m2+1 2 m?+1 Unica de (3.3))

4. Como S’ € I': a/s + Vsh+ ¢ =0y as:
a'm® + Am? + Bm+C =0 (3.3)
donde: A = —a'G+V G —b+¢; B = 2(Gad +@V); C = a'gi— o+
Queda demostrado asi que la proposicién es cierta para las parabolas
expuestas anteriormente.
La proposicién también se cumple para cualquier par de parabolas de
focos distintos P # @ y directrices distintas I # I’ con P ¢ 1y Q ¢ I'. Esto

se debe a que se puede construir una afinidad, ¢, tal que: p(P) = (0, %)
y o(l) = {y + 1 = 0} cuya ecuacién sea:

T 1 b —a T aps — bpy
%) =(.|]=— + 3.4
(@.y) <y> ap1 + bps + ¢ <a b ) (y) (apl 2bp2+c> ] (3-4)

Aplicando el caso anterior a P = ¢(P), Q = ¢(Q), I = (1), I = o(I') y
dado que las ecuaciones de ¢ solo dependen de los coeficientes de P y [,
queda demostrada la proposicién.

O

., . .~ , , , Figura 3.8: a # 0, caso con tres
De la ecuacién (3.3) podemos deducir que si a’ # 0, habrd 1 6 3 raices (angentes comunes

reales que cumplan dicha ecuaciéon, es decir, puede haber 1 6 3 tangentes
comunes a la pardbola (3.1) y a otra de foco @ y directriz I’. En la Figura
3.8 se muestra un ejemplo donde hay tres tangentes comunes a ambas
parabolas. Sin embargo, si o’ = 0, la ecuacién (3.3) se convierte en una
ecuacion de segundo grado y, asi, podrda haber dos raices reales que la
cumplan o ninguna. Dicho de otra manera, como mucho puede haber dos
rectas tangentes a las parabolas, en el caso en el que las directrices sean
paralelas (Figura 3.9).

Figura 3.9: @ = 0, caso con di-
rectrices paralelas



Figura 3.11: Infinitas soluciones
para Al

Figura 3.12: A1 construido con
A2y A4
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A7 e Dado un punto P y dos rectas, [ y I, con P ¢ [, mediante un doblez se
puede construir, si existe, la recta que coloca P sobre [ y es perpendicular
al’. A lo sumo existe una solucién.
Figura 3.10: A7
ly — b bri—aryo=0 20 R4
o hy(P,(1,1)) = {ay =V +¥r —dry =0} o 0 donde:
0 sil |V
o D={(P,(,l')) : P ¢} es el dominio de definicién.
! / b/
ory =5+ —b(“ﬂﬁbb_ﬁfb),f <
o o=t + R
Para que P se coloque sobre P’ € [ con un doblez, la recta que buscamos
ha de ser la mediatriz entre P y P’. Por lo tanto, por el Lema 1.42 este
axioma equivale a construir la recta tangente a la parabola de foco Py
directriz [ que es perpendicular a I’. Notamos que en el caso en que [ y
I’ sean rectas paralelas, la imagen de h7 es el conjunto vacio, es decir, no
existe solucién.
3.2. Caracteristicas de los axiomas

Una vez vistas las descripciones geométricas y algebraicas de cada axioma y dada su
importancia en este trabajo, veremos ahora las principales caracteristicas que estos
poseen (para méas detalles consultar [9]).

e Las restricciones impuestas en cada axioma forman parte de ellos y tienen
como fin asegurar que el nimero de rectas sea finito.

Ejemplo 3.2 Sien A1 no se impone que P # Q, entonces existirian infinitas
rectas que pasan por el punto (Figura 3.11).

e El conjunto de axiomas es redundante dado que existen determinados axiomas
que se pueden construir a través de otros.

Ejemplo 3.3 A1: se puede construir la, la recta que une los puntos P y Q,
con los pasos que siguen (Figura 3.12):
1. l1: con A2 se construye la mediatriz de P y Q.
2. la: con A4 se construye la perpendicular a ly que pasa por P (también
pasa por Q).
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A2: se puede construir ly, la recta que coloca P sobre Q, es decir, la mediatriz
de PQ, con los siguientes pasos (Figura 3.13):

1. l3: con A1 se construye la recta que pasa por P y por Q. I

. lo: con A4 se construye la perpendicular a ly que pasa por P.

Q

|

Figura 3.13: A2 construido con
Al, A3y A4

. ly: con A3 se construye la recta que lleva ly a l3, la paralela equidis- P
tante a ambas. T '

i
2 :
3. l3: con A4 se construye la perpendicular a ly que pasa por Q. i
4 !
:

e El conjunto de axiomas es completo, es decir, no hay més formas de realizar

nuevas rectas a través de un tinico doblez. Esto se prueba definiendo todas las
superposiciones que se pueden realizar entre elementos: entre puntos, entre
rectas y entre puntos y rectas. De esta manera, se ve que los axiomas se
corresponden con todas las combinaciones posibles entre estas superposiciones
de elementos que estdn permitidas mediante un solo doblez. La demostracién
completa la vemos a continuacion y estd basada en la prueba original de R.
C. Alperin y R. J. Lang [1]. Para realizar esta prueba necesitamos definir
previamente ciertos conceptos fundamentales:
Como vimos al principio del segundo capitulo, un punto P es un par ordenado
(p1,p2) donde p; y p2 son las coordenadas cartesianas del punto. También
vimos entonces la definicién algebraica de las rectas y distintas formas de
representarlas. A continuacién, mostramos una nueva manera de hacerlo: Dada
una recta L, la representamos por L = (A, B) si

L={(z,y) €R?: Az + By +1 = 0}.

Por tanto, cada recta tiene una representacién tnica. Sin embargo, las rectas
que pasan por el origen no pueden ser descritas de esta forma. Para nuestros
fines, podemos lidiar con este problema traduciendo, mediante afinidades, cual-
quier conjunto de puntos y rectas para que ninguna recta pase por el origen.
Podemos observar que cada punto y cada recta tienen dos grados de libertad,
es decir, ambos elementos quedan definidos por dos ntimeros. Las coordenadas
de cada punto las representamos con un par ordenado en letras minusculas y
cada recta, en letras mayusculas.

Fijada la notacién, pasamos a definir la imagen doblada de un punto y de una
recta:

Definicién 3.4 La imagen doblada de un punto P = (p1,p2) en una recta
de plieque Lp = (Ap, Br) es el punto simétrico a P respecto de la recta de
pliegue. Lo denotaremos por F,, (P). Su descripcion algebraica es la siguiente:

p1(B% — A%) — 2Ap(1 + peBr) pa(A% — B%) — 2Bp(1 +p1AF)>

Fr.(P)= < ,
" A% + B} A% + BZ

Definicién 3.5 La imagen doblada de una recta L = (A,B) en una
recta de pliegue Lp = (Ap, Br) es la recta simétrica a L respecto de la recta
de pliegue. Lo denotaremos por Fp,.(L). Su descripcion algebraica estd dada
por el par ordenado siguiente:

A(B% — A%) —2ApBBr  B(A% — B%) — 2AApBy )

Fr (L) =
e (L) (A%—2AAF—QBBF+B%’A%—QAAF—2BBF+B%
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Observacién: Estd claro que para cada punto P, para cada recta L y para
cada recta de pliegue Ly se cumple: Fr, (F..(P)) = Py Fr.(Fr,(L)) =L
luego, para cada par de puntos o rectas cualesquiera X e Y se tiene que:

Fp(X)=Y & Fr (Y)=X.

Ahora veremos los tres tipos de superposiciones que podemos realizar:

Definicién 3.6 (Superposicién punto-punto) Dados dos puntos P = (p1,p2)
y Q = (q1,92), la superposicion P <> Q se satisface si y solo si p1 = q1 ¥y
P2 = q2.

| Definicién 3.7 (Superposicién recta-recta) Dados dos rectas L = (A, B)
P Q y L' = (A',B’), la superposicion L «» L' se satisface si y solo si A = Ay
*—F—> /
B=FB.
|

Figura 3.14: F1

Definicién 3.8 (Superposicién recta-punto) Dados un punto P = (p1,p2)
y una recta L = (A, B), la superposicion P 4 L se satisface si y solo si
p1A+p2B+1:O.

Cada uno de los siete axiomas, se puede ver como combinacion de dos o mas
superposiciones, lo cual nos lleva a la siguiente definicién:

Figura 3.15: F2 Dgﬁnlclon 3.9 Un' arioma de un solo pliegue (IFA) es un con?unto

minimal de superposiciones que definen un numero finito de rectas de pliegue.

Observamos que en la definicién anterior el conjunto es minimal para excluir

superposiciones redundantes y ademas, se establecen un nimero finito de so-

Figura 3.16: F3.1 luc%ones porque hay combinaciones de superposiciones que tienen infinitas so-
luciones.

I A continuacién, combinamos las tres clases de superposiciones definidas ante-

~—— riormente para poder ver los posibles axiomas de un solo pliegue que podemos
realizar:

—
[

Q): lleva un punto P a otro punto distinto Q.

L’): lleva una recta L a otra distinta L'.

Figura 3.17: F3.2 ;.
F L): lleva a una recta L sobre si misma.

L)

: lleva un punto P a una recta L.2

,_
=
o

»(P) <> P): lleva a un punto P sobre si{ mismo.

La recta definida por un axioma de un solo pliegue estd representada por
dos parametros. Por lo tanto, cualquier combinacién de superposiciones que
! determine una recta de pliegue debe satisfacer exactamente dos ecuaciones
distintas. F'1 establece un sistema de dos ecuaciones y F2, uno o dos sistemas
de dos ecuaciones. Por tanto, ambos determinan un axioma de un solo pliegue.
P Ademss, las superposiciones F1 y F2 son las descritas por los axiomas A2 y
- -=-- A3, respectivamente.
Hay dos maneras de realizar la superposicién de F3:

Figura 3.18: F4

Figura 3.19: F5

2Notemos que es equivalente llevar un punto P a una recta L que llevar una recta L a un punto
P, es decir, (Fr,(L) <> P < Fr,(P) < L).
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F3.1 La recta de pliegue es la propia recta dada L.

F3.2 Las rectas de pliegue son perpendiculares a la recta dada L.

La superposicién F3.1 no se corresponde con ninguno de los siete axiomas,
segin Lucero [17], si que lo hace con un octavo axioma. La aportacién a la
completitud del conjunto de axiomas es meramente tedrica y, habitualmente,
se excluye debido a que no define ningtin objeto nuevo, pues consiste en realizar
una recta de pliegue sobre una recta dada.

Las otras tres superposiciones F3.2, F4 y F5 satisfacen exclusivamente una
ecuacion, es decir, hay infinitas rectas de pliegue posibles, por esto hacen falta
dos de estas superposiciones para determinar una recta de pliegue. Entonces,
consideraremos a continuacién las posibles combinaciones de pares de estas
tres superposiciones, para las cuales asumimos que L # L' y que P # Q:

F3.2 F4 F5
Fp (L)< L | FL (P)< L | Fp,.(P)< P
F3.2 Fp, (L) oL - A7 A4
F4 F(Q) <L A7 A6 A5
F5 F,.(Q) < Q A4 A5 Al

La primera combinacién que aparece en la tabla consiste en llevar dos rectas
diferentes en si mismas. Esto no es posible para los axiomas de un solo pliegue
debido a que si, por una parte las rectas no son paralelas entonces las ecuacio-
nes son incompatibles y si, por otra parte las rectas son paralelas, entonces hay
infinitas soluciones (perpendiculares a ambas rectas) y por tanto, no forman
parte del conjunto de los axiomas de un solo pliegue.

El resto de las combinaciones corresponden a los otros cinco axiomas de Huzita-
Hatori-Justin que nos faltaban por ver. De esta manera, con todas las combi-
naciones posibles de las superposiciones de un solo pliegue probamos que no
puede haber méas axiomas de un solo pliegue y por consiguiente los axiomas
de Huzita-Hatori-Justin son completos.

Como veremos en el siguiente capitulo el axioma A6 juega un papel funda-
mental en las construcciones con origami. En cierta forma se puede afirmar que
A6 es el pilar central de la teoria. De hecho, si suprimimos las restricciones
sobre el dominio y permitimos anadir determinadas condiciones cuando sea
necesario; podemos obtener el resto de los axiomas. Dicho en otras palabras,
a partir de A6 sin restricciones, A6SR, se pueden obtener todos los axiomas.
Por lo tanto, utilizando solamente P1 y A6SR. podriamos obtener todos los
elementos origami-construibles cuya definicién veremos al comienzo del proéxi-
mo capitulo. Para ello usaremos el siguiente hecho: dados un punto P y una
recta [ con P € [, para llevar P sobre [ mediante un doblez, la recta de pliegue
o pasa por P o es perpendicular a [. Veamos como construir los otros seis axio-
mas a partir de A6SR. Para el desarrollo de este apartado hemos empleado
[7, cap. 6.

e Dados dos puntos distintos P # @, podemos obtener A1l aplicando
A6SR: elegimos | cualquier recta que pase por P (P € 1) y I’ cualquier
recta que pase por @ (Q € ') tal que L JfI’. Asi, una de las soluciones de
AG6SR que lleva P sobre [ y @ sobre I’ deja fijos P y Q, es decir, es la
recta que pasa por ambos puntos: Al.

Figura 3.20: A6SR — Al
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e Dados dos puntos distintos P # (), podemos obtener A2 aplicando
AG6SR: elegimos dos rectas cualesquiera | # 1’ tal que P €' y Q € . Asi,
una de las soluciones de A6SR lleva P a Q yconello, Paly Q al’, es
decir, se construye la mediatriz de PQ: A2.

e Dadas dos rectas distintas [ # I’ podemos obtener A3 aplicando A6SR:
elegimos dos puntos cualesquiera con P € " y @ € | (mismas condiciones
que en el caso anterior). De esta forma, otras soluciones 3, llevan [ a [’
y con ello, P aly @ al'. Dicho de otra manera, o bien se construyen
las bisectrices de los dngulos que forman ambas rectas si [ Jf I/, o bien se
construye la paralela equidistante a ambas si [ || I: A3.

e Dados un punto P y una recta I’ cualesquiera, podemos obtener A4
aplicando A6SR: elegimos [ cualquier recta que pase por P (P €1)y Q
cualquier punto de la recta I’ (Q € I') con [ }f I’ (las mismas condiciones
que en el primer caso). De esta manera, otra recta solucién 4, que lleva
Paly@al,eslaquedejafijo P. Asi, para que P siga perteneciendo a
ly Qal, larecta de pliegue ha de ser perpendicular a I’ y ademds debe
pasar por P: A4.

e Dados dos puntos distintos P # @ y una recta [ tal que P ¢ | podemos
obtener A5 aplicando A6SR: elegimos una recta cualquiera I’ con Q € I'.
Las posibles rectas solucién dejan fijo Q (pasan por Q) y llevan P a I
A5.

e Dado un punto P y dos rectas [ y I’ podemos obtener A7 aplicando
ABSR: elegimos @ un punto cualquiera con @ € I’ (las condiciones del
caso anterior). De esta manera, otra recta solucién mueve @ a lo largo de
I', es decir, es perpendicular a I’ y lleva P a l: AT.

Presentamos ahora una tabla resumen de los axiomas de Huzita-Hatori-Justin:

Figura 3.25: A6SR — A7

Axioma Descripcion de la recta Restricciones N°soluciones

Al Pasa por Py por P+#Q 1

A2 Coloca P sobre P#Q 1

A3 Coloca [ sobre I’ 1 #£1 162
A4 Perpendicular a [ que pasa por P - 1

A5 Coloca P sobre [ y pasa por @ P#Q,P¢&l 0,162
A6 Coloca P sobre [ y @Q sobre I’ P#£Q,l#£1I, P¢l,Q¢e¢l 0,1,263
AT Coloca P sobre [ y es perpendicular a I’ Pél 061

3Si aplicamos ABSR a dos rectas | # I’ y a dos puntos P # Q con P €' y Q € I se tiene que:
por un lado si ! || I, puede haber una sola solucién en caso de que la mediatriz de PQ coincida con
la paralela equidistante o dos soluciones en caso de que no sea asf. Por otro lado, si [ }f I’, pueden
existir dos soluciones si una de las bisectrices coincide con la mediatriz o tres en caso contrario.
Cabe destacar que cualquiera de las rectas soluciones es tangente a las pardabolas de focos Py Q y
directrices [ y I, respectivamente.

4Si aplicamos A6SR. a dos rectas [ y I’ y a dos puntos P # Q con L}, P€ly Q €1’ se tiene
que: si la recta que pasa por Py Q es perpendicular a cualquiera de las rectas dadas (I o I'), existen
solamente dos soluciones (perpendicular a [ que pasa por @ y perpendicular a I’ que pasa por P);
en caso contrario, existen tres soluciones. Cabe destacar que ahora las soluciones no son tangentes
a las parabolas de focos Py ) y directrices [ y I’ respectivamente debido a que P€ly Q €1’.



Capitulo 4

Construcciones mediante
Origami

En este capitulo se encuentran los resultados principales del trabajo. Comenzamos
definiendo el conjunto de lo nimeros origami-construibles empleando el formalismo
introducido en el segundo capitulo y los axiomas presentados en el tercer capitulo.

Definicion 4.1 Llamamos origami a la herramienta constituida por el conjunto
de los axiomas de Huzita-Hatori-Justin y P1 el procedimiento basico de interseccion
entre rectas.

O = ({A1,A2,A3,A4, A5 A6, AT}, {P1})

Observacion: En el capitulo anterior hemos visto que los axiomas de Huzita-
Hatori-Justin son redundantes, notamos que al anadir P1 la redundancia aumenta
como podemos ver en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.2 Se puede construir ls, la recta que coloca P sobre | y es perpendicular
al', A7, con los pasos que siguen:

1. Iy: con A} se construye la perpendicular a I’ que pasa por P.
2. la: con A4 se construye la perpendicular a ly que pasa por P.
8. P1: con P1 se obtiene el punto de corte entre l y ls.

4. l3: con A2 se construye la mediatriz de P, P.

Definicion 4.3 Diremos que un punto o una recta del plano es origami-construible
si existe una construccion a partir de Uy = {0, 1} realizable por O.

Definicion 4.4 Llamaremos mapa canonico del origamsi al mapa:
0 =(0,{0,1})

A 0 = [0p,0c] = ({0, 1})0 lo llamaremos conjunto de puntos y rectas origami-
construibles. Aunque el conjunto de puntos origami-construibles se denota por Op,
por brevedad a partir de ahora utilizaremos € en su lugar, es decir, & serd el conjunto
de los niimeros origami-construibles .

Como ya anticipamos en el capitulo previo, seguidamente vamos a ver las primeras
capas del mapa (O, {0,1}):

Ejemplo 4.5 e Uy = [Py, Cy], donde Py ={0,1} y Cy = {0}.

25

Figura 4.1: A7 construido con
A2 A4y P1

Figura 4.2: Capa 0.
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o Partiendo de Uy, en la primera capa podemos construir:

e con Al:ly, la recta que pasa por 0 y 1, dicho de otra manera, el eje
horizontal.

e con A2: 1y, la mediatriz del segmento 01.

2 e con P1: Q1, la interseccion entre l1 y lo.

Por ello:

1
S Pr={Q:= 5} U PRy, C1={l1,l2}.

Figura 4.3: Capa 1.

e Partiendo de la primera capa, en la segunda podemos construir:

e con A2: las mediatrices de 0Q1 y Q11: I3 y l4, respectivamente.
e con A3: las bisectrices de ly ylo: 15 y lf.

o con Aj: lg, la perpendicular a l; que pasa por 0 (el eje vertical) y l7, la
perpendicular a 11 que pasa por 1.

| e con A5: las rectas que colocan 0 y 1 sobre lo y pasan por Q1, que ademds
de ser las mismas, coinciden con ls y If.

e con A7:l3, la recta que coloca 0 sobre ly y es perpendicular a ly y ly, la
recta que coloca 1 sobre ly y es perpendicular a ;.

Q, o e con P1: las intersecciones de todas las rectas construidas (incluso en esta
QB‘/ a; capa,).
Figura 4.4: Capa 2. Y asi:

—P2 - {Q27Q37Q47Q27Q57QQ7Q67 Q%7Q77Q/7}UP17 CZ - {l3vl4vl5vli’)7167l7}u Cl-

4.1. O subcuerpo de C

El objetivo de esta seccién es ver que el conjunto & es un cuerpo, en particular,
veremos que es un subcuerpo de C.

Antes de ver las construcciones aritméticas que podemos realizar mediante origami,
vamos a introducir algunas construcciones auxiliares:

Lema 4.6 (Paralela) Dados un punto P y una recta l, la recta l', paralela al que
pasa por P es origami-constuible.

Dem: Para su construccién basta con realizar la siguiente secuencia:

o 1. I1: con A4 se construye la perpendicular a [ que pasa por P .

2. I: con A4 se construye la perpendicular a [y que pasa por P .

Figura 4.5: Paralela

O

Lema 4.7 (Simetria central) Dados dos puntos P y Q con P # Q; el punto P’,
simétrico de P respecto de @, el centro de la simetria, es origami-construible.
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Dem: Para su construccién basta con realizar la siguiente secuencia:
1. I1: con A1 se construye la recta que pasa por Py Q.
2. l9: con A4 se construye la perpendicular a I1 que pasa por Q.
3. l3,15: con A3 se construyen las bisectrices de las rectas l; y lo.

4. ly: con A4 se construye la perpendicular a [3, construida como en la Figura
4.6, que pasa por P.

5. R: con P1 se obtiene la interseccién de las rectas ls y l4.
6. l5: con A4 se construye la perpendicular a I§ que pasa por R.

7. P’: con P1 se obtiene la interseccién de Iy y 5.

Lema 4.8 (Simetria axial) Dados un punto P y una rectal; el punto P’ simétrico
de P respecto al, el eje de simetria, es origami-construible.

Dem: Para su construccion basta con realizar la siguiente secuencia:
1. l1: con A4 se construye la perpendicular a [ que pasa por P.
2. Pp: con P1 se obtiene la interseccién de [ y I;.

3. P': con el Lema 4.7 se obtiene el simétrico de P respecto a P .

Observaciéon: Tanto el eje real como el imaginario son origami-construibles:
e Eje real: con A1l se construye la recta que pasa por 0 y 1.

e Eje imaginario: con A4 se construye la perpendicular al eje real que pasa por
0.

Lema 4.9 (Parte real) Sea o =a+bi € 0, donde a,b € R, entonces a € 0.

Dem: Para probar que la parte real de un niimero complejo origami-construible
también lo es vemos a continuacién los pasos necesarios para su construccion (Figura

4.8):
1. l1: con A4 se construye la perpendicular al eje real que pasa por a.
2. a: con P1 se obtiene la interseccion del eje real y la recta l;.

0

Lema 4.10 (Parte imaginaria) Sea a = a + bi € 0, donde a,b € R, entonces
be 0.

Figura 4.6: Simetria central

Figura 4.7: Simetria axial

a-a+bi

Figura 4.8: Parte real
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Dem: Para probar que la parte imaginaria de un niimero complejo origami-construible
también lo es vemos a continuacién los pasos necesarios para su construccién (Figura

4.9):
1. I1: con A4 se construye la perpendicular al eje imaginario que pasa por a.
2. bi: con P1 se obtiene la interseccion del eje imaginario con la recta 7.

L 3. la: con A3 se construye la bisectriz del eje real y del imaginario que pasa por
a=art el cuadrante que contiene a «.

4. b: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de bi respecto a ls.

Figura 4.9: Parte imaginaria . . . . O
Una vez vistas las construcciones auxiliares que vamos a necesitar, veremos la cons-

truccién de las operaciones aritméticas basicas: la suma, el producto e inversos, tanto
para la suma (opuesto) como para el producto.

Lema 4.11 (Suma) Sea o, € O, entonces a+ € 0.

Dem: Vamos a probar que para dos niimeros origami-construibles cualesquiera, «
y B, su suma, « + 3, también es origami-construible:

Caso 1 : a # [ estdn alineados respecto al origen. Los pasos para su construccién se
" muestran en la Figura 4.10 y son los siguientes:

1. I1: con A2 se construye la mediatriz de a y f.

2. a+ (: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de 0 respecto a ;.

Figura 4.10: Suma: caso 1

Caso 2 : a = # 0 (Figura 4.11):

1. I;: con A1 se construye la recta que pasa 0 y a.
2. l9: con A4 se construye la perpendicuar a l; que pasa por «.

3. 2a: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de 0 respecto a Iy .

Caso 3 : a # [ no nulos, no alineados respecto al origen (Figura 4.12):

Figura 4.11: Suma: caso 2

. l1: con A1l se construye la recta que pasa por 0 y «.

. lo: con A1 se construye la recta que pasa por 0y f.

1
2
3. l3: con el Lema 4.6 se construye la paralela a Iy que pasa por a.
4. ly4: con el Lema 4.6 se construye la paralela a [; que pasa por f.
5

. a+ (: con P1 se obtiene la interseccion de las rectas I3 y ly.

O
Lema 4.12 (Opuesto) Sea o € O, entonces —a € 0.
.El
. Dem: Es suficiente con observar que el opuesto de un ntmero equivale a realizar
a una simetria central con centro el origen (Figura 4.13) con el Lema 4.7. O

Figura 4.13: Opuesto Lema 4.13 (Producto) Sean o, € O, entonces a- 5 € 0.
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Dem: Vamos a probar que para dos niimeros origami-construibles cualesquiera, «
y 3, su multiplicacién, « - 8, también es origami-construible:

Caso 1 : a € Ry € C\R. Este caso lo veremos por semejanza de tridngulos (Figura
4.14). Los pasos para llegar a la multiplicacién son los siguientes:

l1: con A1 se construye la recta que pasa por 0 y por 5.

lo: con A1 se construye la recta que pasa por 1 y por 5.

l3: con el Lema 4.6 se construye la paralela a Iy que pasa por a.

Ll

af: con P1 se obtiene la interseccion de las rectas [y y [3.

Caso 2 : a € Cy g =i (Figura 4.15):

1. l1: con A1 se construye la recta que pasa por 0 y a.
2. lo: con A4 se construye la perpendicular a I; que pasa por 0.

3. l3: con A3 se construye la bisectriz de las rectas I1 y lo que pasa por el
cuadrante que contiene a «.

4. ai: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de « respecto a 3.

Figura 4.15: Producto: caso 2

Caso 3 : a« € Ry § € R (Figura 4.16):

1. a+1i: con el Lema 4.11 se obtiene la suma de a y de la unidad imaginaria,
i.

2. a(B +1): con el Caso 1(Figura 4.14) se construye el producto de « por
B+ 1.
Blavi)
3. af: con el Lema 4.9 se obtiene la parte real de a3 + i), es decir, af3.

Caso 4 : Caso general a =a+bi € Cy § =c+di € C, donde a,b,cy d € R. Tenemos Mﬂ % Lg
que ver ahora que a(c+ di) + b(c+ di)i € 0.
Figura 4.16: Producto: caso 3
1. a(ec + di): Por los casos anteriores (utilizaremos el Caso 1 o el Caso 3

dependiendo de los valores de a, c y d) es origami-construible.

2. b(c+ di): Por los casos anteriores (utilizaremos el Caso 1 o el Caso 3
dependiendo de los valores de b, ¢ y d) es origami-construible.

3. b(c + di)i: Por el punto anterior, ya sabemos que b(c + di) € &. Por lo
tanto, por el Caso 2 (Figura 4.15) es origami-construible.

4. a(c+di)+ b(c+ di)i: Como hemos visto, a(c+di) € Oy b(c+di)i € 0.
Por el Lema 4.11 este también es un ntimero origami-construible por ser
la suma de dos ntimeros origami-construibles.

O

Observacién: La unidad imaginaria, ¢, es origami-construible, pues para su cons-
truccion no habria més que aplicar el Caso 2 del lema anterior a o = 1.

Lema 4.14 (Inverso) Sea a € O(a # 0) entonces 1 € 0.

a
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Dem: Vamos a probar que el inverso multiplicativo de un ntiimero origami-construible
también es origami-construible.

Caso 1 : a € R. Para la construccion del inverso se requieren los siguientes pasos:

1. I1: con A1 se construye la recta que pasa por « y por .
2. lo: con el Lema 4.6 se construye la paralela a [ que pasa por 1.

3. =: con P1 se obtiene la interseccién entre el eje imaginario y la recta lo.

4. l3: con A3 se construye la bisectriz del eje real y del imaginario que pasa
por el cuadrante que contiene a a.

5. é: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de é respecto a [3.

Figura 4.17: Inverso: caso 1

1 a—bi

= 0.
a+bi a?+ b2 <

Caso 2 : a =a + bi con b # 0. Tenemos que ver ahora que

1. Por los Lemas 4.9 y 4.10, la parte real, a, y la imaginaria, b, son origami-
constuibles.

2. Por los Lemas 4.11 (Suma), 4.12 (Opuesto) y 4.13 (Producto) a — bi y
a? 4 b? son origami-construible.

3. Por el Caso 1, ﬁ es origami-construible por ser a y b niimeros reales.
4. Por tltimo, por el Lema 4.13 (Producto) (a — bz)m es origami-
a
construible.
O

Lema 4.15 Sea oo = a + bi, donde a,b € R. Entoncesa € 0 < a € 0 ybe 0.

Dem: La prueba de esta implicacién es inmediata, pues como ya hemos visto
anteriormente en los Lemas 4.9 y 4.10, las partes real e imaginaria de un niimero
origami-construible son origami-construibles.
Por otra parte, también es sencillo ver que a = a + bt es origami-construible.
Para ello, basta con aplicar los Lemas 4.11 (Suma) y 4.13 (Producto), a los ntimeros
dados: a y b.

O

Lema 4.16 Q C 0.

Dem: Primeramente, como 1 € & se prueba por induccién, empleando el Lema
4.11(Suma), que Vn € Nyn € 0.

Ahora, veremos que ademéas Z C ¢': Dado que 0 y los niimeros naturales son origami-
construibles, debido al Lema 4.12 (Opuesto), los niimeros enteros también lo son.

a
Por tdltimo, podemos probar facilmente que dados a,b € Z C O cualesquiera, 7 es
origami-construible, basta con aplicar a b el Lema 4.14 (Inverso), y posteriormente

1
aplicar a pva el Lema 4.13 (Producto).

O
El siguiente teorema resume los resultados previos obtenidos:

Teorema 4.17 O es un cuerpo. En particular, O es subcuerpo de C con Q C & C
C.



4.1. ¢ SUBCUERPO DE C 31

Dem: Por el Lema 4.16 Q C 0. Ademés, Va,3 € 0 se tiene que « — 3 € O y
Yo, € O con 3 # 0, se tiene que % € O por los Lemas 4.11(Suma), 4.12(Opuesto),
4.13(Producto) y 4.14(Inverso). O

El cuerpo de los nimeros origami-construibles contiene a Q y a i, luego a Q(), pero
contiene m&s nimeros. En concreto, vamos a estudiar qué raices se pueden construir.

Lema 4.18 (Raiz cuadrada) Sea « € O NR>¢ = Ja € 0.

Dem: A partirde P=0,Q =1y « construimos R = 1 + «. Vamos a probar que
podemos obtener y/a. En primer lugar, podemos observar en la Figura 4.18, que
el tridngulo APRS es rectangulo, al igual que APQS y AQRS, que comparten el
lado QS. De manera que, por semejanza de tridngulos:

dpQ) _d@5) 1 _d_»_ 4_ /5

dQ,S)  dQ,R)d «

Como se aprecia en la Figura 4.18, d se puede construir con regla y compds. Para
obtener d mediante origami realizamos los siguientes pasos (Figura 4.19):

1. I1: con A4 se construye la perpendicular al eje real que pasa por Q.
2. Iy: con A2 se construye la mediatriz del segmento PR.
3. Pi: con P1 se obtiene la interseccién de Is y el eje real.

4. l3: con A5 se construye la recta que coloca P sobre [1, pasa por P; y tiene
pendiente negativa.

5. S: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de P respecto a 3.

6. \/a: con el Lema 4.10 se obtiene la parte imaginaria de S.

Por el Lema 1.42 S € I; porque I3 es simultdneamente la mediatriz de PS y la recta
tangente a la pardabola de foco P y directriz l1 que pasa por P;. En consecuencia,
como d(S, Py) = d(P, Py) se tiene que S estd sobre la circunferencia de centro P; y
radio PP; y también, sobre [;. Luego S = 1 + /.

0

Lema 4.19 (Raiz cibica) Sea a € ONR = Ja € 0.

Dem: En primer lugar construimos §, =, 5§ y 5 que, por los lemas expuestos an-
teriormente son origami-construibles. A partir de estos ntimeros, los pasos necesarios
para obtener /« son los que siguen:

1. l1: con A2 se construye la mediatriz entre 0 y a.

2. lo: con A4 se construye la perpendicular al eje imaginario que pasa por —%.
3. l3: con A6 se construye la recta que lleva % alby 5 al;.

4. l4: con el Lema 4.6 se construye la paralela a I3 que pasa por 0.

5. l5: con A4 se construye la perpendicular al eje real que pasa por 1.

6. 1+ di: con P1 se obtiene la interseccion entre Iy y 5.

7. d: con el Lema 4.10 se obtiene la parte imaginaria de 1 +d: .

P Q R

Figura 4.18: Raiz cuadrada con
regla y compas

Figura 4.19: Raiz cuadrada con
origami

1+di

-a/2
°
[

Y

Figura 4.20: Raiz cubica

°
2
°
o
_il2




Figura 4.21: Duplicacién

Figura 4.22: Biseccién
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Ahora veremos porqué el resultado de la secuencia anterior es d = J/a:

Para ello, emplearemos la primera parte de la demostracién de la Proposicién 3.1
donde tomando los valores o/ = 1, b/ =0, ¢ = -5, 1 = —5 y g2 = 0 obtenemos
las pardbolas con directrices z = €,y = —1 (I y o) y focos (—%,0),(0,3) (en
coordenadas complejas —§, §) respectivamente. Por lo probado en esta proposicién,
sabemos que m, la pendiente de la recta l3 simultdneamente tangente a las dos
pardbolas, es una raiz real de la ecuacién (3.3). Con estos valores, dicha ecuacién

es m® —a = 0 y como la tnica raiz real es ¢/a tenemos que m = a. Ademas,

Li={y= Yax}y (1,d) €ly=d= Ja.
O

Lema 4.20 (Duplicacién) Sea o € (0,7) tal que €° € O entonces e*° € 0.

219 son los que siguen:

Dem: Dado €, los pasos que se necesitan para construir e
1. I;: con A1 se construye la recta que pasa por e y 0.

2. €%7: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de 1 respecto a ;.

O

Observacién: Sio € (—x,0) calculamos primero e~ con el Lema 4.12 (Opuesto)

para después obtener e~2¥ utilizando el lema anterior y volvemos a aplicar el Lema

4.12 (Opuesto) a e,

Lema 4.21 (Biseccién) Sea o € (0,) tal que €' € O entonces €% € 0.

. . io -
Dem: La secuencia para construir a e2 es la siguiente:
1. I1: con A1 se construye la recta que pasa por ¢ y 0.

2. ly: con A3 se construye la bisectriz que forma el eje real y la recta [ con
pendiente positiva.

3. l3: con A3 se construye la bisectriz de I; y lo. De manera, que si el menor

dngulo que forman Iy con el eje real es menor que 5 entonces se toma l3 con

pendiente negativa. Si por el contrario, el &ngulo es mayor que 7, entonces I3
tiene pendiente positiva.

ic . T ;
4. e2: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de €' respecto a l3.

O

Observacién: Si o € (—m,0) basta con modificar el paso 2 y elegir o la bisectriz
con pendiente negativa.

Lema 4.22 (Triseccién) Sea o € [§,%), tal que €” € O entonces e€3ed.
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. 1 < .
Dem: Para construir e's primero se construye con Al [, la recta que pasa por 0
y por €'’ y después basta con realizar la siguiente secuencia:

1. l1: con el Lema 4.6 se construye la paralela al eje real que pasa por i.
2. lo: con A2 se construye la mediatriz del segmento 0i.

3. l3: con A6 se construye la recta que lleva 0 a P, un punto de lo e ¢ a (), un
punto de .

4. P: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de 0 respecto a [s.

5. l4: con A1 se construye la recta que pasa por 0y P.

Figura 4.23: Triseccién

6. I5 : con A3 se construye la bisectriz que forman las rectas [ y 4.
7. S: con el Lema 4.8 se construye el simétrico de €' respecto a I5.

A continuacién justificaremos, basdndonos en [2], porqué el resultado de la secuencia
anterior es S = ¢€'5. En [2] se puede encontrar la construccién de la triseccion
mediante origami paso a paso y con imégenes. Para ello, vamos a ver en la Figura
4.24 por qué el dngulo que se obtiene con la construcciéon anterior realmente es .
Queremos demostrar que o = § = 7.

Vemos que el tridngulo AOPi es isésceles, pues RP es la mediatriz del lado 0:.
Por otro lado, vemos que AOPi y AOP(Q son congruentes, es decir, los lados y los
angulos son iguales. Esto se debe a que ambos tridngulos son simétricos respecto a
la recta l3. Por lo tanto, OR’ es la altura de AOPQ vy asi a = 3. Por simetria, § = 4.
Para finalizar, como una recta que corta rectas paralelas, como lo son el eje real y
l2, generan angulos iguales; también podemos decir que v = §. Podemos concluir

ag

entonces que a = 3 =~y = g.

U Figura 4.24: Explicacién trisec-
cién

Observacion:

e Si o = 7§ basta con cambiar el paso 3 de la construccién anterior y asi, construir
la recta I3 con A5 de tal manera que esta lleve 0 a un punto de l» y pase por
i, pues i € [.

e Si o € (0,7), aplicamos a € el Lema 4.20(Duplicacién) n veces (las nece-

. . o T oIy, . . .
sarias para conseguir que 2no € [7,5)). Después aplicamos el lema anterior

7 g . . . .7
2in3 | Para finalizar, aplicamos el Lema 4.21(Biseccién) n veces.

obteniendo e
e Si o € (§,n] aplicamos a ' el Lema 4.21 (Biseccién) para poder aplicar el

lema o los casos anteriores a e 2 obteniendo e6 y después, utilizar el Lema
4.20(Duplicacion).

e Si o € (—m,0) aplicamos a € el Lema 4.12(Opuesto) para asi conseguir que
—o € (0,7) y poder aplicar el lema o los casos anteriores obteniendo e '5.
Para finalizar, aplicamos otra vez el Lema 4.12.

j:\/?e%g €0

SretET e 0,k €{0,1,2)

Lema 4.23 Sia € O(a # 0) con a = re' entonces: {
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Dem:
e Primero vamos a probar que :l:\/?ei% €o.

e Por una parte, vamos a ver que r € 0. Pues si @« = a + bi, entonces
r = +Va?+ b2 Esto se debe a los Lemas 4.9 (Parte real), 4.10 (Parte
imaginaria), 4.13 (Producto), 4.11 (Suma) y 4.18 (Raiz cuadrada). Por lo
tanto, por este ultimo lema y por el 4.12 (Opuesto) tenemos que ++/r €
0.

e Por otra parte, vemos que multiplicando a o (Lema 4.13) por el inverso

de r (Lema 4.14), €' € 0. Ahora aplicdndole a este nimero el Lema
4.21 (Biseccién) tenemos que €'z € &,

De esta forma, aplicando el Lema 4.13 (Producto) a /7 y a €'2 vemos que
es origami-construible.

o+2km

e Ahora veremos que 1 = { /e’ 3 :0<k<2}C 0.

e Con el Lema 4.19 (Raiz cibica), vemos que /r € 0.

e Ahora, con el Lema 4.22 (Triseccién) vemos que e% € 0. Ademas, como
€™ = —1 = €' € O por el Lema 4.12 (Opuesto). Utilizando los Lemas
4.20 (Duplicacién) y 4.22 (Triseccién) tenemos ahora que emTW,eMT?r eo

2ikm

(k =1y k = 2). Por tdltimo, aplicando a e 3 y a e3 el Lema 4.13
o+2km

(Producto) tenemos que €' 3 € 0,Vk € {0,1,2}.
Y asi, aplicando el Lema 4.13 (Producto), vemos que 7y, es origami-construible.

O

4.2. Caracterizacion de 0

En esta seccidén se presenta el teorema principal de la memoria donde se caracteriza
el cuerpo de los nimeros origami-construibles mediante torres de cuerpos. En la
mayoria de los textos en los que aparece esta caracterizacion de &, esta se obtiene
apoyandose en las construcciones con regla y compés. En esta prueba se ha elegido
seguir la demostracién de [9] que hace uso directo de los axiomas de Huzita-Hatori-
Justin.

Teorema 4.24 Sea o € C, entonces o € O si y solo si existen subcuerpos:
Q=FFRCcFCc..CF,1CF,cC
tal que o € By, y [F; : F;_1] =2 6 3 para 1 < i <n.

Dem: Suponemos que existen subcuerpos de C tal que Q = Fy C F} C ... C
F, 1 CF,CCyademisac€ F,y [F;: F;_1] =2 6 3 para 1 <i < n. Veamos que
F,, C O por induccién sobre n.

en=0(Q=FC0O),acQy,porel Lema 4.16, tenemos que o € 0.
e Supongamos que F,, 1 C €. Dado a € F,, y [F,, : F,,—1] = 2 6 3 sabemos que
es raiz de un polinomio f € F,,_1[X] de grado a lo sumo 3.

Si gr(f) = 2 6 3, por la Proposicién 1.4(Férmulas de Cardano) podemos
escribir a en términos de raices cuadradas, cibicas y elementos de &'y asi, por
el Lema 4.23 a € 0
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Recordemos que & = |J [Pn,Cy,). Vamos a probar por induccién sobre

meZZO
m que Va € P, existe una 2,3-torre Q = Fy C F1 C ... C F,,_1 C F,, C C tal que
Re(a), Im(a) € F,, y VI € O, existe una 2,3-torre Q = Ko C K1 C ... C K,_1 C
K, C C tal que los coeficientes de la ecuacion de [ estan en K.

e Si m =0 se tiene que P,, = {0,1} y C,, = {0} asi, F,, = Fy = Q.

e Por hipétesis, vamos a suponer que V3 € P,,_1, existe una 2, 3-torre Q = Fy C
Fy C..CF,1 CF,cCC tal que Re(3),Im(B) € F,, y ademéas VI' € Cp,_1
existe una 2, 3-torre de cuerpos Q = Ko C K1 C ... C K,_1 C K, C C cuyos
coeficientes estan en K.

e Tomamos o € P, si o € P,,_1 el resultado es cierto por hipétesis de induccion.
Veamos qué ocurre si « € P, y a ¢ P,,—1. Evidentemente el ltimo paso que
hemos utilizado en la construcciéon de a es P1, es decir, la interseccion entre
dos rectas: I,1" € Cy,. Al menos una de ellas pertenece a la capa m, pues de no
ser asi a € Pp,_1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que I € C), y
que [ ¢ Cy,—1. En consecuencia, para concluir el razonamiento inductivo basta
probar que sil € Cp, y | ¢ Cp,—1 entonces existe una 2, 3-torre de cuerpos
Q=KyCcK;C..CK,_1 CK, CC de modo que los coeficientes de [ estan
en K,. Analizaremos qué ocurre por casos, segin cual haya sido el axioma con
el que se ha construido la recta:

A1 [ se ha construido a partir de dos puntos P = p; +ipo vy Q = q1 + iqo; es
decir, [ es la recta que pasa por Py @, construidos en la capa anterior
(P,Q € Py,_1). Segin nuestra hipdtesis de induccién, existen dos 2, 3-
torres de cuerpos que contienen las partes real e imaginaria de Py @,
respectivamente. Por la Proposicién 1.27, podemos componer estas torres
de manera que haya una: Q = Fy C Fy C ... C F,_1 C F, C C tal que
[Fy : Fm1] = 2 6 3, con p1,p2,q1,q2 € Fy. Por la descripcion algebraica
de A1 podemos concluir que los coeficientes de [ pertenecen a F,.

A2 | se ha construido a partir de dos puntos P y @, obtenidos en la capa
anterior P,Q € P,,_1; es decir, | es la mediatriz de PQ. Por hipétesis
de induccion, existen dos 2, 3-torres de cuerpos que contienen las partes
real e imaginaria de P y @, respectivamente. Al igual que antes, podemos
componer estas torres de cuerpos de manera que haya una: Q = Fy C
FyC..CF,1 CF,CCtalquelF,: F,1] =263, con pi,p2,q1,q92 €
F,,. Al igual que en el caso anterior, por la descripcion algebraica de A2,
podemos decir que los coeficientes de | pertenecen F,.

A3 [ se ha construido a partir de dos rectas r y r’ construidas en la capa
anterior (r,7’ € Cp,—1); es decir, [ es una de las rectas que lleva r a 7’
Definimos las rectas de la siguiente maneras:

r={ar+by+c=0}1r"={dr+by+ =0}

Por hipétesis, existen dos 2, 3-torres de cuerpos, una que contiene los co-
eficientes de r y otra, los de r’. Como ya hemos visto, podemos componer
ambas torres, obteniendo: Q = Fy C F1 C ... C F,,_1 C F,, C C tal que
[F, : Fae1] =26 3, con a,b,¢,d’,b/'d € F,. Por la descripcién algebraica
de A3, tenemos que:

e Sid=+Va%+b2d =+Va?+V? e F, entonces todos los coeficientes
de [ estén en F,.
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e Sid ¢ F, = [Fn(d) : F,] = 2y por consiguiente, tenemos que
Q=FCF C..CF,1CEF,CF,(d) CC es una 2,3-torre que
contiene todos los coeficientes de [. (Andlogamente para el caso en
que d ¢ F),).

e Sid¢ F, yd ¢ F, entonces [F,(d) : F,,] =2y [F,(d,d) : F,(d)]=2,
por tanto, Q = Fy C F; C ... C F,,-1 C F, C F,,(d) C F,,(d,d") c C
es una 2, 3-torre que contiene todos los coeficientes de [.

[ se ha construido a partir de un punto P € P,,_1 y una recta r € C,,,—1
construidos en la capa anterior, es decir, [ es la recta perpendicular a
r que pasa por P. Por hipdtesis existe una 2, 3-torre que contiene las
partes real e imaginaria de P y otra que contiene los coeficientes de r, ya
definida en el caso anterior. Existe una 2, 3-torre (composicién de las ya
mencionadas) Q = Fy C Fy; C ... C F,—1 C F,, C Ccon p1,p2,a,b,c € F,.
Por la descripcién algebraica de A4, podemos concluir que los coeficientes
de I pertenecen a F,.

[ se ha construido a partir de dos puntos P,Q € P,_1 y una recta
r € (Cp,_1 construidos en la capa anterior, es decir, [ es una de las
rectas que coloca P sobre r y pasa por ). Por hipotesis, existen dos
2, 3-torres que contienen las partes real e imaginaria de P y @ respec-
tivamente, y otra, que contiene los coeficientes de r. Sabemos que hay
una 2, 3-torre (composicién) Q = Fy C F; C ... C F,,-1 C F,, C C con
1,02, q1,92,a,b, ¢ € F,,. Por la definicién algebraica de A5, tenemos que:

e Si VA € F,, entonces todos los coeficientes de [ estdn en F,.

e Si VA ¢ F, entonces [F,(vA) : F,] = 2 porque A € F,, y por tanto,
Q=FRCF C..CF,1CF,CF,(vA)CC es una 2, 3-torre que
contiene los coeficientes de [.

[ se ha construido a partir de dos puntos P,Q € P,,_1 y dos rectas
r,r" € Cp,_1 construidas en la capa anterior, es decir, [ es una de las rectas
que coloca P sobre r y @ sobre 7’. Por hipétesis, existen cuatro 2, 3-torres
de cuerpos, una que contiene las partes real e imaginaria de P otra, las de
Q y las dos restantes, contienen los coeficientes de r y 7’ respectivamente.
Sabemos que existe una 2, 3-torre composicién de las otras cuatro Q =
FhcFLC..CF,1CZF,cCcon p1,p2,q1,q,a,bc,a b, c € F,.
Por la descripcién algebraica de A6, sabemos que los coeficientes de la
afinidad ¢ definida en (3.4) y los de ¢! obtenidos a partir de los de ¢
estan en F,. Luego | = ¢~ (I,n), donde I, = {%2 —mz+y=0}ymes
la solucidn de la ecuacién de tercer grado (3.3). En consecuencia, como el
polinomio minimo de m sobre F}, sera de grado a lo sumo 3, la extension
F,.(m)/F, serd de grado 2 6 3. As{, Q =Fy C F;, C ... C F,,_1 C F,, C
F,(m) C C sera una 2, 3-torre y los coeficientes de [ estardn en F,(m).

[ se ha construido a partir de un punto P € P,,_1 y dos rectas r,r’ €
Cin_1, construidos en la capa anterior. En otras palabras, [ es la recta que
coloca P sobre r y es perpendicular a /. Por hipétesis, existe una 2, 3-
torre que contiene las partes real e imaginaria de P y dos, que contienen
los coeficientes de r y 7’ respectivamente. Hay una 2, 3-torre de cuerpos
composicién de las ya mencionadas, Q = FyC Fy C..C F, 1 CF, CcC
con pi,p2,a,b,c,a’,d € F,. Por la descripcién algebraica de AT, sus
coeficientes estan en Fi,.

O
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Corolario 4.25 Si« es un nimero origami-construible, entonces es algebraico sobre
Q y emisten a,b € Z>q tal que [Q(a) : Q] = 223°.

Dem: Sia € 0, por el teorema anterior se tiene que existen subcuerpos
Q=FCcHKhC..CF,1CF,CC
tal que a € Fy, y [F; : F;—1] =2 6 3 V1 < i <n. Asi, por el Teorema 1.16:
[Fp:Q)=[Fy:Fu1]---[Fo: F1]-[F): Q] =234

donde ¢ y d son el nimero de subextensiones de grado dos y tres respectivamente
de la extensién F),/Q. Por tanto, [F, : Q] < oo y por el Teorema 1.25, F,,/Q es
algebraica. Por esta razén, podemos decir que « es algebraico sobre Q.
Por otra parte, como « € F,,, se tiene que Q C Q(«) C F,, y entonces:

[F: Q] = [Fn : Q(@)][Q(e) : Q) = 2737

Es decir, que [Q(a) : Q] divide a 2¢3%. Por tanto, podemos concluir que existen
a,b € Zsg con a < cy b <d, tales que [Q(a) : Q] = 223°. O

4.3. Resolucion de ecuaciones de hasta grado 4

Veamos que se pueden resolver ecuaciones de grado 4 o menor mediante origami.

Proposiciéon 4.26 Dados a,b,c,d € O NR las soluciones reales de la ecuacion:
3 2 _
azr® +bx+cxr+d=0

pertenecen a €. En otras palabras, las soluciones reales de cualquier ecuacion de
grado tres o menor con coeficientes en ONR se pueden determinar mediante origams.

Dem: Sabemos por la Proposicién 3.1 que las pendientes de las tangentes a las
parabolas de focos (0, %) y @ = (q1, ¢2) y directrices {y + % =0}yl ={dz+by+
¢ = 0}, respectivamente, son las soluciones reales de la ecuacién (3.3). Dicho esto,
para determinar las soluciones reales de la ecuacién de tercer grado ax® + bx? + cz +
d = 0 primero hay que resolver el siguiente sistema de cuatro ecuaciones:

(;/

—d/C]N} + 5/q~% -y + o
2(g2a" + q1')
adq—bg+d

(4.1)

QU o o L
Il

Podemos sustituir a/ por a en las tres ultimas ecuaciones y calcular después tres de las
incégnitas en funcién de a, b, ¢, d y la incégnita restante. Por simplicidad, nosotros
mostramos seguidamente ¢/, ¢; y ¢o en funcion de los coeficientes ya mencionados y
v

~ ~2
ac+ v (b—d)+ ¥

2(a® + 5’2)

- b+d+b 6’(6—@)—ab—|—ad B
C=——F-"5 @1 = y g2 =

2 2(a? + 5’2)

De esta manera, tomando para &’ € RN ¢ un valor cualquiera !, podemos hallar el
resto de incégnitas. Por esta razdn, es obvio que el sistema anterior no tiene solucién

~ ~ 2
'Notemos que &’ no podra ser nulo en caso de que a también lo sea, pues a® + b~ # 0.



Figura 4.25: Ejemplo 4.27

Figura 4.26: Ejemplo 4.28
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tinica. Ahora, habiendo dado valor a ¥ y una vez halladas las incdgnitas de este
sistema, obtenemos las coordenadas del punto Q y los coeficientes de la recta I’, que
estd claro que son origami-construibles a partir de a, b, ¢ y d. Construimos entonces
la recta y el punto anterior, asi como también (0, %) y {y + % = 0}. Para concluir,
las soluciones del axioma A6 nos daran a lo sumo 3 rectas, cuyas pendientes, que
también se pueden hallar mediante origami, son las raices reales de la ecuacién de

tercer grado dada. O

Ejemplo 4.27 Soluciones reales de la ecuacion x> — 2z — bz +6 = 0: Resolviendo
el sistema (4.1) para a =1, b= =2, ¢ = =5, d = 6 y tomando ' = 0 obtenemos la

siguiente solucion:
5

I={z+2=0} Q= (4,_7)
Ahora, con A6 llevamos (0, %) a{y +% =0} yQa I y obtenemos tres rectas: {y =
—2rx—2}; {y =3z— %}; {ly=x— %} cuyas pendientes son —2,3 y 1 respectivamente
(Figura 4.27). Podemos concluir entonces que la ecuacion z® — 22 — 52+ 6 = 0
tiene tres raices reales: —2,3 y 1.

Cabe destacar que debido a que la solucién del sistema de ecuaciones no es unica,
podemos encontrar distintos puntos y distintas rectas que sean focos y directrices de
pardbolas distintas, pero tengan las mismas tangentes comunes a la parabola y = %,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.28 Soluciones reales de la ecuacion x>+ 22% + 4x + 3 = 0: Resolviendo
el sistema (4.1) paraa =1,b=2, c =4 y d = 3 tomaremos dos valores distintos
para by asi, obtendremos dos soluciones diferentes:

e Por un lado, si tomamos b =1: 'y = {z +y+3=0} y Q1 = (1,1).

e Por otro lado, si tomamos I/ = 0: Iy = {z + 5=0}y Qo = (3,2).
Con A6 llevando primero (0,3) a {y+1 =0} y Q1 al'1 y después, (0,1) a {y +
L =0} y Q2 a 'y obtenemos la misma recta: {y = —x — 1} cuya pendiente es

—1 (Figura 4.26). Entonces podemos concluir que la iunica raiz real de la ecuacion
234222 +42+3 =0 es —1.

Corolario 4.29 [18, pdgs. 131-134] Dados a,b,c,d,e € 0 NR las soluciones reales
de la ecuacion:
ar* + b +cax? +dr+e=0

pertenecen a €. Dicho de otra manera, las soluciones reales de cualquier ecuacion
de grado cuatro o menor con coeficientes en O NR se pueden determinar mediante
origama.

Dem: En caso de que a = 0, probado en la Proposicién 4.26. Si por el contrario
a # 0, para probar este resultado reduciremos la resolucién de una ecuacién cudrtica
cualquiera a ecuaciones ctibicas y cuadradas, utilizando el método de Descartes. Para
ello, podemos comenzar suponiendo, sin pérdida de generalidad, que a = 1 y entonces
tenemos la siguiente ecuacién: z* + b3 + cx? 4 dr 4+ e = 0. Continuamos haciendo

la sustitucion y — % = x, quedando asi:

y oy +ay+r=0 (4.2)
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donde:
3v? b} be blc 3b*  bd
p=c= q:§—§+d; r=
Por lo tanto, si ¢ = 0, se trata de una ecuacién bicuadrada y podemos reducir
la ecuacién (4.2) a una cuadrética, que ya sabemos que sus soluciones reales son
construibles mediante origami. Por el contrario, si ¢ # 0, sumando zy? + % en

ambos lados de la ecuacién (4.2) obtenemos:

z 2 Z2
<y2+2> =Gy —ay+ o (4.3)

De este modo, como el lado izquierdo es un cuadrado, el lado derecho también ha
de serlo. Asi, z ha de cumplir:

2
z
<y2 + 2> = (9y +h)° (4.4)
Y por lo tanto, z también satisface las dos ecuaciones cuadraticas siguientes:
2~ 2~
v A=yt oy =—(9y+h) (4.5)

Entonces, de las ecuaciones (4.3) y (4.4) obtenemos las siguientes:

4

9=z hQZZZ—T; 2gh = —q
2
q2—4<z—p><z—v~) =0
4
o equivalentemente:
22— 2p—dzr+4pr — > =0 (4.6)

que sabemos por la Proposicion 4.26 que sus soluciones reales también son construi-
bles mediante origami. Podemos decir entonces que este es el método para determinar
las soluciones de una ecuacién cudrtica. Primero, encontrando una raiz z > 0 de la
ecuacién cibica (4.6) y resolviendo después las ecuaciones cuadraticas (4.5). O

Ejemplo 4.30 Soluciones reales de x* + 42> — 822 — 12z + 15 = 0: Calculamos
primero p, q y T, obteniendo:

p=—14; ¢=12; r=16

A continuacién, hallamos las soluciones de z3 + 142% — 64z — 1040 = 0 con la
Proposicion 4.26: resolviendo el sistema (4.1) cona =1,b =14, ¢c = —64, d =
—1040 y tomando b’ = 0 obtenemos la siguiente solucion:

' ={zx—-513=0}; Q= (-527,-32)

Utilizando A6 tenemos una unica tangente comin a las pardbolas de focos (0, %) Y
Q y directrices {y + % =0}y I respectivamente con pendiente 6+/3 — 2, es decir,
2 = 6v/3—2 es la unica solucion real de la ecuacion de tercer grado. Ahora, para que g
y h cumplan 2gh = —q, han de tener signos opuestos por lo tanto, si g = —\/6v/3 — 2

entonces h = \/(3\/5— 1)2 — 16. Calculamos las soluciones de las ecuaciones de
(4.5), que en este caso son:

Y2 — (3+V3)y+2(1+V3)=0 (4.7)
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Y+ B+ V3)y+4(V3-1)=0 (4.8)
resolviendo el sistema (4.1) cona = 0,b=1,c = —(3++/3),d = 2(1++/3) y tomando
V' =1 para la primera ecuacion y con a = 0,b = 1,c = 3+ /3,d = 4(v/3 1) y
tomando b’ = 2 para la sequnda ecuacién. De esta manera, se obtienen la siguiente
solucion para el primer sistema:

QI
~ ~ -3—-V3
) ={y+2+V3=0} Q1=<2\[,—\/§>
"
/] y para el sequndo sistema se obtiene la siguiente solucion:
Figura 4.27: Resolucién de (4.7)
~ 1 ~ 3+V3 7
l’z={2y—§+2\/§:0}; Q2 = < 4\[,4—3)

Llevando ahora (0,3) a {y+3 =0}y Q1 al'y obtenemos que las soluciones de (4.7)
son 2 y v/3+1. Por otro lado, llevando (0, %) a {y—l—% =0} yQs a Iy obtenemos que
las soluciones de (4.8) son —4 y 1—+/3. Por dltimo, deshacemos el cambio y—1 = z,
concluyendo que las soluciones reales de la ecuacion x* + 43 — 822 — 120 4+ 15 =0

son 1, \/3, -5, —V3.

\ 4.4. Poligonos regulares origami-construibles

Figura 4.28: Resolucién de (4.8) ., 3 ; . . .
FEn cuanto a esta seccién, vamos a ver qué poligonos regulares son origami-construibles,

para lo cual se ha utilizado la referencia [16, sec. 4.5].

Definicion 4.31 Un poligono origami-construible es una forma cerrada y plana
conectada por un ndmero finito de rectas origami-construibles.

Un poligono es reqular si sus lados tienen igual longitud y sus dngulos interiores, la
misma amplitud .

Observacion: Los vértices y los dngulos interiores de un poligono origami-construible
también son origami-construibles por ser interseccién de rectas origami-construibles.
También lo es el angulo central § = 2% por ser la iterseccién de las bisectrices (A3)
de dos dngulos interiores consecutivos (Figura 4.29).

Figura 4.29: Angulo central
e B CHE T Definicién 4.32 [18, pag. 140] Un nimero primo p € N se dice primo de Pier-

pont si es de la forma p =2%3" +1 con a,b € L>g.

Teorema 4.33 (de Pierpont) Un poligono regular de n lados es origami-construible
si y solo sin = 2%3% - - - p, para algin r € N, donde cada p; es un primo distinto
de la forma: p; = 2°3% + 1 para algin a,b,c,d € ZL>g, es decir, cada p; es un primo
de Pierpont distinto.

Dem: Suponemos primero que tenemos un poligono regular de n lados que es
origami-construible. Podemos situarlo en el plano de tal manera que esté centrado
en el 0 con un vértice en el 1. De esta forma, los vértices del poligono son las raices
n-ésimas de la unidad que también son origami-construibles. Por otra parte, si la
raiz n-ésima primitiva principal de la unidad es origami-construible entonces por el
Lema 4.13 (Producto), también lo seran todas las raices n-ésimas de la unidad. Por
tanto, podemos construir un poligono regular de n lados con las rectas, mediante
dobleces, que pasan por las raices n-ésimas de la unidad consecutivas. En otras
palabras, un poligono regular de n lados es origami-construible si y solo si la raiz
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primitiva n-ésima principal de la unidad &, = et es origami-construible. Dicho
esto, basta con demostrar que &, es origami-construible si y solo si n = 2%3%p; - - p,
para algin r € N donde cada p; es un primo distinto de la forma p; = 2°3% 4 1 para
algin a,b,c,d > 0.

Suponemos que &, es origami-construible. Por el Corolario 4.25, [Q(&,) : Q] =
2!3% con I,k > 0 y por la Proposicién 1.34, [Q(&,) : Q] = ¢(n). Y asf, tenemos que
#(n) = 2!3k. Sea la factorizacién de n la siguiente: n = qi* -+ -q%, donde qi,...,qs
son distintos primos y ai, ...,as > 1. Por la ecuacién (1.1):

1 1 _ _
o) =i’ g (l- ) (1= )= o =) ai e - )
S

Como ¢(n) = 23k v la factorizacién es tnica, cada g; es 26 3 0 ¢ — 1 = 2¢3¢ para
algin ¢,d > 0.

Suponemos ahora que n = 2%3%p; - - - p, para algin r € N donde cada p; es un
primo distinto de la forma p; = 2°3% 4+ 1 para algin a,b,c,d > 0. Por la ecuacién
(1.1):

1 1 1 1

d’(n) _ 2a3bpl .. .pT(l _ 5)(1 — g)(l — ]71) R (1 — E) =

=23y — 1) (py — 1) = 23

para algin [, k > 0. Entonces G = Gal(Q(&,)/Q) es de orden ¢(n) = 2'3%, ademés es
un grupo abeliano, debido a que es isomorfo a U(Z/nZ) por el Teorema 1.41, y por
tanto es resoluble. Luego por la Definicion 1.7 tenemos una secuencia de subgrupos
1=GyC Gy C - C G, =G donde cada G;/G;_1 es una extensién de Galois de
grado 2 6 3. Podemos concluir por el Teorema 4.24 que &, es origami-construible.

O

Vistos cudles son los poligonos regulares origami-construibles, vamos a ver cémo
podemos construir con esta herramienta el poligono regular con menor nimero de
lados que, sin embargo, no es construible con regla y compas, el de 7 lados (7 es un
primo de Pierpont).

Ejemplo 4.34 (Heptagono) [8, pdg. 186] Primeramente, construimos P = —1,
Q = V27i, A =6 que, por los lemas de la seccion anterior son origami-construibles.

Nuestro objetivo es obtener un heptdgono reqular centrado en 0, cuyo primer vértice
sea A =6.

1. Iy: con A1 se construye la recta que pasa por P y Q.
2. 1o, ly: con el Lema 4.22 se construyen las rectas que trisecan a ly y el eje real.

3. R: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de Q respecto a la recta ly (la de
mayor pendiente entre las dos construidas anteriormente).

l3: con A4 se construye la perpendicular al eje real que pasa por R.
lg,U): con A5 se construyen las rectas que colocan A sobre l3 y pasan por 0.

B: con el Lema 4.8 se obtiene el simétrico de A respecto a ly.

X S &

C,D,E,F,G: con el Lema 4.20(Duplicacion) partiendo de A se obtiene C, de
B, D y asi sucesivamente.

8. con A1 se construyen las rectas que unen los vértices.

Figura 4.30: Heptagono
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Dem: Al igual que hemos hecho con otras construcciones, justificaremos que el
poligono construido es un heptdgono reqular: Denotamos por S al punto de corte

27

entre el eje real y la recta ls. La construccion es correcta st B = 6 e 7 , osea,

si d(0,5) = 6 cos(%) 6 equivalentemente, si d(P,S) = 1+ 6 cos( 7). Estd cla-

ro que d(P,Q) = /28 y que cos(A/P\Q) = \/% por ser APQ = OPQ. También,
cos(A/P\R) = COS(SPR) ((113}?), como d(P,R) = d(P,Q) se tiene que: d(P,S) =

vV 28cos(APR) V2 cos( APQ) Por todo lo anterior, se tendrd que cumplir que:

1 1 27
28 cos(farccos—) =146 cos(—) 4.9
% 3 58 - (4.9)

Para ello, sea & = cos( T) + z sen( T) la raiz séptima primitiva pmnczpal de la
unidad, tenemos que n = §7+§7 =2 cos( ™). Luego por una parte, n°+n*—2n—1 =
57 + {7 +&+ 1+ 57 + 57 + 57 Y por otm parte, la suma de las raices n-ésimas
de la unidad es 0. Asi, n es una raiz de la ecuacion:

24+ a?—2r—-1=0.

Tomando x = Y=L

=, vemos que 1+ 3n =1+ 3-2cos(2) es una raiz de:

P —2ly —7=0.

Para ver ahora que se cumple (4.9), sustituimos y = /28 cosf en la ecuacion
anterior: Tv/28 (4 cos®0 — 3 cosf)) = T y por consiguiente cos(36) = \/% Para

concluir podemos deducir que 6 = 3arccos(ﬁ) de esta manera queda probado que
se verifica (4.9). O

4.5. Problemas clasicos de la matematica griega

Durante esta seccién vamos a explicar brevemente los tres problemas geométricos de
la antigua Grecia y veremos también si estos pueden resolverse con la herramienta
que nos ocupa, el origami. [4, pags. 262-263]

4.5.1. La duplicacién del cubo

El problema que tratamos ahora consiste en saber si es posible construir un cubo que
doble el volumen de un cubo dado. Podemos escoger un cubo cuyas aristas tengan
longitud 1 entonces, su volumen también sera 1. Dicho esto, necesitamos construir
un cubo de volumen 2. Puesto que, el volumen del cubo es igual a su arista al cubo,
deducimos entonces que podemos duplicarlo si podemos construir un niimero tal que
$3 =2, 0 1o que es lo mismo, s = /2. Por lo tanto, por el Lema 4.19 concluimos que
es posible duplicar el cubo mediante origami.

4.5.2. La triseccién del angulo

Este problema consiste en construir un dngulo cuya amplitud sea exactamente la ter-
cera parte de un angulo dado. Como ya hemos visto anteriormente, con la secuencia
de pasos que muestra el Lema 4.22 podemos resolver este problema mediante origa-
mi.
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4.5.3. La cuadratura del circulo

El tercer y 1ltimo problema que vamos a tratar en esta seccién es la cuadratura del
circulo. Consiste en construir un cuadrado del mismo drea que un circulo dado. Si
suponemos que tenemos un circulo cuyo radio es 1, entonces su area serd . Como el
area de un cuadrado es igual al lado al cuadrado, tendria que ser posible construir
\/m. Ahora bien, si /7 fuera origami-construible, entonces también lo serfa . Esto
implicaria por el Corolario 4.25 que 7 es algebraico sobre Q. Sin embargo, en 1882
Lindemann consigui6 probar que 7 es trascendente sobre @, se puede encontrar una
demostracién en [10, sec. 1.7]. Llegamos entonces a una contradiccién y por lo tanto,
7 no es origami-construible y en consecuencia, este problema no puede ser resuelto
mediante origami.

4.6. Relacion con otras herramientas

De manera natural surge la comparacién del origami con otras herramientas. En esta
seccidn se enunciaran, sin demostrar, varios resultados que nos permiten relacionar
el origami con otras herramientas.

4.6.1. Regla y compas

En primer lugar, vamos a comentar las principales diferencias y similitudes exis-
tentes entre ({0,1})®¢ y ({0,1})°, es decir, entre el conjunto de puntos y curvas
construibles con los mapas ¢ = (RC,{0,1}) y ¢ = (0,{0,1}):

De la misma forma que para los niimeros origami-construibles tenemos el Teorema
4.24, para los numeros construibles con regla y compas tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.35 [/, pdgs. 259-261] Sea a € C, entonces o € € si y solo si existen
subcuerpos:
Q=FRCcFC..F,1CF,CcC

tal que a € Fy, y [Fy: Fi_1] =2 para 1 <i <n.
En virtud de este teorema, podemos sacar las siguientes conclusiones:

e Todo numero construible con regla y compaés es origami-construible.

e Con regla y compas no podemos construir raices cubicas y consecuentemente,
no se puede resolver el problema de la duplicacién del cubo.

e Con regla y compéds no es posible trisecar dangulos.

e Tanto los niimeros contruibles con regla y compéas como los origami-construibles
son alegraicos sobre Q. Por esta razon, no podemos resolver el problema de la
cuadratura del circulo con ninguna de las dos herramientas.

Debido a la caracterizacién de los nimeros construibles con regla y compaés, anadi-
mos, como es evidente, que no todos los poligonos que son origami-construibles se
pueden realizar también con regla y compas. De hecho, mientras que para la herra-
mienta principal de este trabajo tenemos el Teorema 4.33, para la regla y el compéas
se tiene el que:

Teorema 4.36 (de Gauss-Wantzel) [18, pdg. 46/ Un poligono regular de n lados
es construible con regla y compds si y solo si n = 2%;q ---p, para algun r € N,
donde cada p; es un primo distinto de la forma: p; = 2%° + 1 para algin a,s € Z>o,
conocidos estos como primos de Fermat.
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Este teorema fue enunciado por Gauss tras haber construido el poligono regular de
17 lados. A pesar de que no hubo constancia de que lo demostrara, la primera prueba
completa es de L. Wantzel.

4.6.2. Conicas

Una herramienta relacionada con el origami es la construccién mediante el trazado
y la interseccién de cénicas (para mas informacién consultar [24]).

En la antigua Grecia, Menaechmus, tutor de Alejandro Magno, consiguié resolver
con esta herramienta el famoso problema de la duplicacién del cubo, encontrando
un segmento de longitud /a, dado otro de longitud a mediante parébolas. Este lo
hizo de manera similar a la que hemos mostrado en Proposicién 3.1 .

En el siglo ITI, Pappus resolvié el segundo de los tres problemas clasicos que hemos
expuesto anteriormente, la trisecciéon del angulo, intersecando cénicas, en particular,
utilizé la hipérbola.

Estos hechos histéricos motivaron el estudio de C. R. Videla citado previamente.
En este trabajo se emplea la definicién de cénicas (elipse, hipérbola, parabola) en
términos de sus focos, excentricidades y directrices 2. Esta eleccién permite a C.
R. Videla caracterizar el cuerpo de los nimeros construibles con el trazado y la
interseccién de conicas de un modo sencillo.

Vemos ahora cudles son los axiomas de esta herramienta segin E. Tramuns [22,
pag. 34], describiendo previamente geométricamente algunos axiomas que ain no
conocemos:

C3 Dadas la directriz, uno de los focos y dos puntos cuya distancia es la excentri-
cidad, se puede construir una cénica que cumpla estos parametros.

P4 Dados una recta y una cénica, se pueden obtener sus puntos de interseccién.
P5 Dadas dos cénicas, se pueden obtener sus puntos de interseccion.

P6 Dadas una circunferencia y una coénica, se pueden obtener sus puntos de inter-
seccién.

cO = ({C1,C2,C3},{P1,P2,P3 P4,P5 P6}).

Teorema 4.37 [2/] Sea a € C, entonces a es construible mediante cénicas siy solo
st a es origami-construible, es decir, o € 0.

4.6.3. Regla marcada

La otra herramienta equiparable al origami es la regla marcada (para més detalle
ver [18, cap. 9]). Esta regla posee dos marcas cuya distancia es 1. Esta peculiaridad
que hace que con esta herramienta sea posible realizar méas construcciones que con
la regla simple. Con la regla marcada podemos realizar el método de construcciéon
geométrico conocido por los mateméticos griegos como neusis: consiste en apoyar la
regla sobre un punto dado e inclinarla hasta que las dos marcas de la regla coincidan
con dos objetos dados. Los diferentes procedimientos que se pueden realizar con esta
técnica y una regla marcada son los siguientes :

2Las elipses que no son circunferencias y las hipérbolas pueden definirse como el lugar geométrico
de los puntos cuyo cociente de distancias a un punto dijo F' llamado foco y a una recta fija llamada
directriz es una constante menor, o mayor que 1, respectivamente. Esa constante es la excentricidad.
Ambas curvas tienen una directriz para cada foco. Por otra parte, la pardbola tiene excentricidad
1, puesto que cualquier punto equidista del foco y de la directriz, que en este caso son unicos. La
circunferencia no se puede definir de esta manera porque su excentricidad es 0. Por ello, tratamos
la circunferencia como un caso particular.
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1. Dados un punto P y una recta [ podemos apoyar una de las marcas en el punto
P y rotar la regla marcada hasta que la otra marca se apoye sobre la recta [
en el punto @ (Figura4.31).

2. Dados un punto P y dos rectas [ y I’ podemos apoyar la regla sobre P e inclinar
la regla hasta que ambas marcas se apoyen sobre las dos rectas (Figura 4.32).

Cada uno de estos procedimientos se formaliza con un axioma de construccién® y
con otro de interseccién. Para el primero, los axiomas empleados son los siguientes:

C4 Dado un punto P y una recta [, se pueden trazar las rectas que pasan por P
y cortan a [ en puntos que estan a distancia 1 de P.

P7 Dadas una recta [ y una circunferencia de radio 1 y centro P, se pueden obtener
sus puntos de interseccién.

Por otra parte, los axiomas que se utilizan en el segundo procedimiento son los
siguientes:

C5 Dado un punto P y dos rectas [ y I’, se pueden trazar las rectas que pasan por
P y ademés intersecan a [ y I’ en dos puntos cuya distancia es 1.

P8 Dadas dos rectas, [ y I’, se pueden obtener los puntos de interseccién con la
recta trazada por C5.

Por consiguiente, podemos definir esta herramienta de la siguiente manera:
RM = ({C1,C4,C5},{P1,P7,P8}).

Teorema 4.38 [/, pdgs. 280-281] Sea o € C, entonces « es construible la regla
marcada si y solo si « es origami-construible, es decir, o € 0.

3En las figuras de ambos procedimientos representamos en morado una de las rectas que se
obtiene al utilizar los axiomas de construccién.

®Q

[ Ngs!

Figura 4.31: Procedimiento 1
con la regla marcada mediante
neusts.

Figura 4.32: Procedimiento 2
con la regla marcada mediante
neusis.
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