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Resumen

En este trabajo se estudian los principios del cédlculo estocéstico: las ecuaciones diferenciales es-
tocasticas, el Calculo de It0, el cambio de medida con el Teorema de Cameron - Martin - Girsanov
v el teorema de representaciéon de martingalas. Ademads, se estudia la valoracién de derivados
financieros donde se construyen estrategias para determinar el precio de un activo financiero uti-
lizando el modelo de Black - Scholes. Se utilizan procesos discretos para introducir los problemas
analizados.

Palabras clave: Black - Scholes, Célculo estocéastico, Cameron - Martin - Girnasov, Ito,
martingala, opciones.

Abstract

In this work we study the introduction of stochastic calculus: stochastic differential equations,
Ito6 Calculus, the change of measure with the Cameron - Martin - Girsanov Theorem and the
martingale representation theorem. In addition, the valuation of financial derivatives is studied
where strategies are built to determine the price of a financial asset using the Black - Scholes
model. Discrete processes are used to introduce the analyzed problems.

Key words: Black - Scholes, Stochastic calculus, Cameron - Martin - Girnasov, It6, mar-
tingale, options.
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Capitulo 1

Introduccion

Comenzamos, a modo introductorio, con un ejemplo extraido del Capitulo 1 de [1].

Supongamos que tenemos el siguiente juego: se lanza una moneda al aire, si sale cara te dan
un euro y si sale cruz no ganas nada. Teniendo en cuenta que hay la misma probabilidad de que
salga cara o cruz, ;cuanto dinero estarias dispuesto a pagar por participar en el juego? Sabemos
que, jugando lo suficiente, aproximadamente la mitad de las veces saldrd cara, es decir, ganare-
mos un euro y la otra mitad de las veces no ganaremos nada. Por lo tanto, esperamos ganar 50
céntimos por tirada. Asi que pagar més de 50 céntimos por tirada seria mucho para nosotros y
menos de 50 céntimos seria poco para la persona que ofrece el juego. Por lo tanto, 50 céntimos
parece lo razonable.

Segun la definicién matematica de esperanza, 50 céntimos es también el beneficio esperado del
juego. Esta esperanza puede vincularse a un “precio” para el juego a través de la Ley Fuerte
de los Grandes Numeros de Kolmogorof (Teorema 2.1). En lo sucesivo, nos referiremos a este
resultado como LFGN.

Pero, jes un precio razonable? Supongamos que alguien ofrece 40 céntimos por el juego pe-
ro, en lugar de permitir un nimero grande de jugadas, solo tiene una oportunidad. La LFGN
asegura beneficios en los casos de muchas jugadas repetidas, por lo que 40 céntimos seria un de-
sastre econémico para el organizador pero, en verdad, no hace nada si solo se permite una jugada.

Se podria cobrar cualquier precio por el juego y el nimero de “compradores” o “vendedores”
contentos con ese precio podria no tener nada que ver con la esperanza matemaética del resultado
del juego.

Ademas, hemos ignorado un detalle importante: el valor temporal del dinero. El anilisis que
hemos hecho se ha simplificado porque el pago y la ganancia del juego se producen en el mismo
tiempo. Supongamos ahora que el juego tuviera lugar a final de afio, pero que el pago para poder
jugar tuviera que hacerse al principio. En este caso, tendriamos que encontrar el valor de la
ganancia contingente del juego no en la fecha futura del juego, sino al inicio del ano.

Si estamos en enero, un euro en diciembre no es lo mismo que un euro ahora, sino algo me-
nos. Los tipos de interés son el reconocimiento formal de este hecho y los bonos son un producto
derivado de esto. Un bono es un instrumento financiero de deuda que emite, tanto la administra-
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cién publica como entidades privadas, para financiarse, comprometiéndose a devolver el dinero
prestado al comprador de ese bono mas unos intereses fijados previamente, conocidos como cupdn.

En este trabajo vamos a suponer que las deudas se capitalizan a un interés compuesto estricta-
mente positivo.

Hipétesis 1.1 Valor temporal del dinero. Supongamos que para cualquier tiempo T inferior
a un horizonte temporal T, el valor actual de un euro prometido en el tiempo T viene dado por
exp(—rT') para alguna constante r > 0.

La tasa r es entonces la tasa de interés continuamente compuesta para este periodo.

El mercado de los tipos de interés no tiene por qué ser tan sencillo: r no tiene por qué ser cons-
tante; y, de hecho, en los mercados reales, no lo es. Pero, para simplificar, supondremos que lo
es. Ahora podemos derivar, de la LFGN, un precio para el juego en el momento 7. Pagar 50
céntimos en el momento 7' es lo mismo que pagar 50 exp(—rT) céntimos ahora. jPor qué? Porque
el pago de 50 céntimos en el momento T' puede garantizarse comprando ahora media unidad de
bono por un coste de 50 exp(—rT') céntimos. Por lo tanto, el precio actual de LEFGN no debe ser
50 céntimos, sino 50 exp(—rT") céntimos.

Hasta ahora hemos hablado de un juego con movimientos claramente establecidos pero, ;y las
acciones? ;Qué pasa con los precios reales de las acciones en mercado financiero real? Un modelo
ampliamente aceptado sostiene que los precios de las acciones tienen una distribucién log-normal.
Este modelo es:

Modelo log-normal para el valor de las acciones. Si llamamos St al valor de las acciones
de una empresa determinada, existe una variable aleatoria (v.a.) X1 con distribucién normal,
cuyas media, ju, y varianza, o2, pueden depender de T, tal que:

log ST = log So + X1 0, equivalentemente, S = Sy exp(Xr). (1.1)

En lo sucesivo, diremos que la distribucién de X es N'(u,0?) y Sy denotard la cotizacién de una
accion en el instante t.

Supongamos ahora que tenemos un derecho sobre estas acciones, que nos permite cobrar ciertas
cantidades de dinero en determinadas situaciones, tal y como sucedia en el juego de la moneda. El
derecho mas antiguo y posiblemente mas natural sobre una accion es el futuro. En este contrato
las acciones se compran a plazo. Mas precisamente: dos partes firman un contrato en el que una
de ellas se compromete a entregar a la otra cierto nimero de acciones en un momento futuro
acordado a cambio de una cantidad K fijada ahora. Entonces la pregunta sobre el precio del jue-
go es: jqué cantidad debe anotarse en el contrato ahora para pagar las acciones dentro de un ano?

Si el plazo de vencimiento del contrato es 7', entonces el valor del contrato a su vencimien-
to, es decir, cuando se produce realmente la transferencia de acciones, es Sp — K. El valor
temporal del dinero nos dice que el valor de este derecho ahora es exp(—rT) (St — K). La LFGN
sugiere que deberfamos elegir K de modo que el valor esperado de esta cantidad aleatoria,
E(exp(—rT) (St — K)), sea cero. Si es positivo o negativo, entonces el uso a largo plazo de esta
fijacién de precios deberia conducir a la ganancia de una de las partes. Por lo tanto, una respues-
ta aparentemente razonable a la cuestion de la fijacién de precios dice que K deberia de estar
ajustado de manera que E(exp(—rT)(Sr — K)) = 0, lo que ocurre cuando K = E(St).
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Qué es E(S;)? De acuerdo con (1.1) deberemos calcular E(Syexp(X)), donde X estd distri-
buida como una N (p, 0?). Para ello, podemos utilizar el siguiente resultado:

La ley del estadistico inconsciente [16]. Dada una v.a. real X con distribucién N (u,o?)
entonces, para cualquier funcién real h tal que h(z) es integrable, la esperanza de h(X) es

E(h(X)) = [ Z h(z) \/2;7 exp (_(5”2 ;2“)2> da.

La integraciéon y la ley del estadistico inconsciente nos dicen entonces que el precio esperado de
las acciones en el momento T es Sy exp (u + %02). Este es el precio justificado por la LFGN para
el contrato a futuro. Al igual que con el juego de la moneda, solo puede ser una sugerencia en
cuanto al nivel de negociacién del mercado. Por otro lado, esté claro que la técnica funciona para
algo més que para los contratos a plazo. Muchos derechos son susceptibles de ser traducidos en
forma de funcién, h(z), y la ley del estadistico inconsciente deberfa ser capaz de ofrecer un valor
esperado para ellas. Si se descuenta esta esperanza, se obtiene un valor tedrico que la LFGN nos
hace relacionar con la realidad econdémica.

1.1. Precios de arbitraje

Hasta aqui todo es convincente, pero por muy seductora que sea la ley del estadistico incons-
ciente, también es completamente inutil. El precio que acabamos de determinar para el futuro
solo podria ser el precio de mercado por casualidad. En los mercados en los que las acciones
pueden comprarse y venderse libremente, intentar negociar a plazo utilizando la LFGN llevaria
al desastre ya que, en la mayoria de los casos, habria un interés en venderle un futuro a ese precio.

Por qué la LFGN falla tanto con los contratos a futuro? Como se ha mencionado anterior-
mente en el contexto del juego de la moneda, la LFGN no puede imponer un precio, solo lo
sugiere. Pero, en este caso, hay otro mecanismo completamente diferente que si que impone un
precio. El precio justo del contrato, como veremos a continuacién, es Sp exp(rT). Sorprendente-
mente, no depende del valor esperado de las acciones, ni siquiera depende de que el precio de las
acciones tenga una distribucién determinada. Cualquiera de las contrapartes del contrato puede,
de hecho, construir el derecho al comienzo del periodo del contrato y luego simplemente esperar
al vencimiento para intercambiar segtin corresponda.

1.2. Estrategia de construccion

Supongamos que el vendedor del contrato esta obligado a entregar una accién en el momento 7" a
cambio de la cantidad K. Podria pedir un préstamo de Sy ahora, comprar la accién con él, guar-
darla y esperar. Cuando el contrato venza, tiene que devolver el préstamo, por lo que, si el tipo
de interés compuesto continuo es r, deberia devolver Sy exp(rT). Por tanto, si K < Spexp(rT),
perdera dinero con toda seguridad. Por lo tanto, el precio a futuro esta limitado por Sy exp(rT).
Pero, por supuesto, puede darse el caso contrario. Si el comprador fija un precio superior a
So exp(rT) en el contrato, serfa este quien sufrirfa una pérdida. El precio a futuro también esta
acotado por arriba por Sy exp(rT).

Por lo tanto, existe un precio impuesto, no de Spexp(u + %02) sino de Spexp(rT). Cualquier
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intento de conseguir un precio diferente y ofrecerlo en el mercado llevaria inevitablemente a que
alguien se aprovechase del dinero gratuito a través del procedimento de construccién. Este tipo
de oportunismo de mercado es lo suficientemente antiguo como para recibir un nombre: arbitraje.
El precio de Sy exp(rT’) es un precio de arbitraje: se justifica porque cualquier otro precio podria
conducir a beneficios sin riesgo por una de las partes (obsérvase que como el niimero de acciones
involucradas es arbitrario, los beneficios seran ilimitados). En pocas palabras, si existe un precio
de arbitraje, cualquier otro precio es demasiado peligroso para ofertar. Por otro lado, conviene
tener en cuenta que la LFGN no estaba equivocada: si Sy exp(p+ 302) es mayor que So exp(rT),
el comprador de un contrato a futuro espera ganar dinero.

Esperanza frente a arbitraje

Los futuros son un caso especial. La estrategia de comprar la accién para mantenerla no fun-
cionaria para derechos mas complejos. La opciéon de compra europea, que ofrece al comprador
el derecho pero no la obligacién de recibir las acciones por un precio de ejercicio acordado de
antemano, ciertamente no podria construirse de esta manera. Si el precio de las acciones termina
por encima del precio de ejercicio, el comprador ejerceria la opcién y pediria recibir las acciones,
tenerlas guardadas seria entonces util para el vendedor. Pero si el precio de las acciones termina
por debajo del precio del ejercicio, el comprador abandonara la opcién y las acciones que posea
el vendedor habran sufrido una pérdida inutil.

Por lo tanto, tal vez un precio de LFGN seria apropiado para un opcién de compra y, hasta
1973, mucha gente habria estado de acuerdo con esta afirmacion. Casi todo parecia seguro para
el precio a través de la esperanza y la LFGN, y solo los futuros y las relaciones cercanas parecian
tener un precio de arbitraje. Sin embargo, desde 1973 con el modelo de Black - Scholes, que
exponemos en el Capitulo 5, se descubrié lo equivocado que estaba esto.

El objetivo de esta trabajo es explorar los limites del arbitraje. Construiremos un marco ma-
tematico, lo suficientemente sélido, como para ser un modelo realista de los mercados financieros
reales y, también, lo suficientemente estructurado como para apoyar las técnicas de construccién.

A efectos précticos, las cotizaciones bursatiles pueden cambiar en cualquier instante y no so-
lo en algunos momentos fijos en los que una cartera puede ser rebalanceada. La opcién binaria
de un simple cambio hacia “arriba” o “abajo” también es demasiado simple: de hecho, también
a efectos practicos, podemos considerar que cualquier cambio de cotizacién es posible.

Los modelos discretos nos guiaran pero extremando el cuidado con los argumentos basados en
hacer tender a cero un incremento, ya que son muy peligrosos y deben ser usados rigurosamente.
Encontraremos un teorema de representacién que establece las bases de la construccién utilizada
y serd la medida de una martingala la que prepare correctamente el operador de esperanzas. Sin
embargo, este proceso y las medidas seran dificiles de separar intuitivamente y necesitaremos un
calculo diferencial que nos ayudara. Los cambios de medida afectaran a los procesos de manera
sorprendente. Ya no podremos proceder con total generalidad, nos centraremos en el movimien-
to Browniano. Si hay un principio general es que el movimiento Browniano es suficientemente
sofisticado como para producir modelos interesantes y suficientemente simple como para ser ma-
nejado. Dados los matices de trabajar con procesos continuos, un simple calculo basado en el
movimiento Browniano serd mas que suficiente para nuestros fines.

El resto del trabajo se estructura del modo siguiente:
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En el Capitulo 2 presentamos los preliminares mateméticos y econémicos que son necesarios para
seguir la lectura de los siguientes capitulos.

En el Capitulo 3 veremos los procesos estocésticos. Dividiremos el capitulo en dos partes. Por
un lado, tendremos una pequena introduccion a los procesos discretos y, por otra, analizaremos
los procesos continuos.

En el Capitulo 4 trataremos el célculo estocdstico, donde veremos las ecuaciones diferencia-
les estocasticas, el Calculo de Ito, la regla del producto, el cambio de medida con el Teorema de
Cameron - Martin - Girsanov y, por tltimo, el teorema de representacién de martingalas.

En el Capitulo 5 nos centraremos en la valoracién de derivados financieros. Para ello, veremos
la construccién de estrategias para nuestro modelo, el modelo de Black - Scholes, las opciones

de compra, tanto europeas como americanas, la cobertura y, por ultimo, la aplicaciéon del modelo.

Finalizamos con el Capitulo 6 en el que incluimos las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo aparecen definiciones, proposiciones y teoremas que usaremos a lo largo de los
siguientes capitulos. Estos conceptos, tanto matematicos, como econémicos, se han extraido de
las referencias: [1], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [12], [13], [14], [15], [17], [20], [21] ¥ [22]. No incluiremos
conceptos probabilisticos bédsicos como la definicién de variable aleatoria, funcién de densidad o
de distribucién, convergencias casi seguro o en distribucién, etc. Se pueden encontar en [3].

Supondremos que existe un espacio probabilistico (2, F,P) en el que estdn definidas las v.a.’s
que aparecen en esta memoria.

Notacién 2.1 Como hemos senalado, llamaremos N (u, o) a la distribucién normal de media p

y varianza o>.

Notacién 2.2 Las convergencias casi sequro y en distribucion se denotardn con la notacion:— ...
Y —red.-

La esperanza matemadtica de una v.a. real X es el nimero E(X) que formaliza la idea de valor
medio de un fendmeno aleatorio.

Definicién 2.1 Esperanza matematica. En general, si X es una v.a. definida en el espacio
probabilistico (Q, F,P), entonces el valor esperado de X estd definido como la integral de Lebesgue

E[X] = /Q X (w)dP(w).

La esperanza condicionada de una v.a. X, es su valor esperado E[X | Y], el valor que tomaria en
“promedio” sobre un conjunto arbitrariamente grande de resultados, sabiendo que se tiene un
determinado conjunto de “condiciones”.

Sea X : O — R™ una v.a. definida en el espacio probabilistico (2, F,P) y sea H C F una
sub-o-dlgebra de F. Como H es una sub-o-algebra de F, la funcién X : Q — RY es usualmente
no H-medible, por lo tanto, la existencia de las integrales de la forma || 7 XdP |3, donde H € H
y P |3 es la restriccién de P sobre H, no puede ser formulado en general. Sin embargo, los valores
locales [ ;7 XdP pueden recuperarse en (2, H,P |3) con ayuda de la esperanza matemaética.

Definicién 2.2 Esperanza condicionada. Una esperanza matemdtica de X dado H, denotada
como E(X | H), es una funcidn H-medible Q@ — R™ que satisface:

/HE(XH-[)dIP’:/HXdIP’

6



para todo H € H.

Obviamente esta definicién depende de la probabilidad definida en el espacio probabilistico sub-
yacente. En ocasiones, hacemos explicita esta definicién con la notacién Ep[X | F].

La existencia y unicidad c.s. es una consecuencia del Teorema de Radon - Nikodym.

Definicion 2.3 Proceso estocastico. Un proceso estocdstico es una coleccion de v.a.’s que se
puede escribir como:

{X(t):teT CR}.

Teorema 2.1 Ley Fuerte de los Grandes Numeros. Sea {X,,} una sucesion de de v.a.’s
independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.’s). Entonces

1. SiE[| X1 |] < o0, se cumple que

X1+ ..+ X,

Art et An —es. E[X1].

n

2. SiE[| X; |] = oo, entonces la sucesion { (X1 + ...+ X,,)}n no converge c.s. a ninguna v.a.
finita.

Teorema 2.2 Teorema Central del Limite. Si {X,,} es una sucesion de v.a.i.i.d.’s tales que
0% =Var(X;) < oo, entonces

ay/n

Definicién 2.4 Diagramas de arbol. Vienen a ser grafos dirigidos, que tienen relacion uno
a uno entre los nodos y las historias de nuestro drbol binario, y representan eventos (los nodos
del grafo) cuya realizacién depende de los resultados de varios sorteos sucesivos (las ramas del
grafo). La probabilidad de cada suceso es el producto de las probabilidades de las ramas que llevan
hasta él.

—e.d. N(O, 1).

Veamos ahora algunas definiciones en las que utilizaremos el arbol de doble bifurcacién con
7 nodos de la Figura 1.1. En esta figura, en cada nodo hay una bifurcaciéon. Los nimeros
¢ € [0,1],i = 1,2,3 nos indican que un proceso que ha llegado, por ejemplo, al nodo S} tiene
probabilidad ¢z de pasar al S5 y probabilidad 1 — g, de pasar al S3.

tiempo: 0 tiempo: 1 tiempo: 2

Figura 2.1: Camino doble
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Definicién 2.5 Proceso asociado a un arbol. Dado un drbol vamos a llamar proceso asociado
a un drbol a la coleccion de v.a.’s {S; : t = 0,...,T} donde T es el nimero de pasos del drbol y
Sy depende del nodo que visite el drbol en el instante t.

En ocasiones se utiliza la notacion S,j = 1,...,ny para indicar los posibles valores del proceso
en el paso t.

Definicién 2.6 Medida. Llamaremos al conjunto de probabilidades (p;) o (g;) una medida P
o Q sobre el drbol. La medida describe la probabilidad de cualquier salto hacia arriba o hacia
abajo en cada nodo, representando por p; la probabilidad de moverse hacia arriba desde el nodo
Jj. Podemos elegir una medida simple P con p; = % Vj o una medida mds compleja Q donde cada
salto tiene una probabilidad distinta.

Definicién 2.7 oc—algebra generada. Sea F una familia arbitraria de subconjuntos de X.
Entonces existe una unica y mds pequenia o-dlgebra que contiene todos los conjuntos de F', aunque
F puede o no ser en si misma una o-dlgebra. De hecho, es la interseccion de todas las o-dlgebras
que contienen F. Esta o-dlgebra se denota por o(F) y se llama la o-dlgebra generada por F'.

Definicién 2.8 os—algebra engendrada por X. Si X : Q = Q' es una aplicacion y o’ C P()
es una o-dlgebra, se llama o-dlgebra engendrada por X, denotado como o(X), a o[X~1(c”")] que
es la menor o-dlgebra que hace a X v.a..

Definicién 2.9 Filtracion. Se llama filtracion a cualquier familia creciente de sub-o-dlgebras
en un espacio medible. Es decir, dado un espacio medible (0, F), una filtracion es una familia
de o-dlgebras {Fi}ser con Fy C F donde T C RV y

t1 <ty = ftl Q ft2.

Las filtraciones pretenden ser la historia de las trayectorias. En el caso del arbol de la Figura 1.1,

serfaT = {0,1,2}, Fo = 0(So), F1 =0 ({Sg, Si},{So, 512}) yFa=o0 ({So, S1,83%, ..., {So, S2, S%})

Definicién 2.10 Derecho. Dado un drbol y un horizonte T', un derecho, X, es una v.a. cuyo
valor depende de las v.a.’s Si,...,S7. O, lo que es lo mismo, es una v.a. Fr medible donde

F=0{S,....Sr}.

La diferencia entre un derecho y un proceso es que el derecho solo se define en los nodos asociados
al paso T, mientras que un proceso se define en todos los momentos hasta 7" incluido. Es decir,
el proceso contiene la solucién de la cotizacién de una accién hasta el tiempo T', mientras que el
derecho solo depende del valor de la cotizacién en T.

Veamos el operador de la esperanza condicional Eg(- | F;) en el caso del arbol. Sea F; =
o (Sy 1t <1i). Dado x, un derecho en el tiempo T asociado a un arbol; E(X) es el valor es-
perado para X si la unica informacién de la que se dispone es de la distribucién de probabilidad
de X. En el caso de los drboles, esta distribucién estd determinada por P. En cambio, E[X | F;]
es el valor esperado de X sabiendo el valor de S;. Es decir, sabiendo el nodo exacto en el que se
encuentra el proceso en el momento 1.

Definicién 2.11 Proceso adaptado. Se dice que el proceso X estd adaptado a la filtracion
(Fiier st la via. X; : Q — S es una funcidn medible de (F;,X) para cada I, siendo I un
congunto totalmente ordenado de indices.

Definicién 2.12 Proceso previsible. Dada una filtracion {F, : t € T} y el proceso ® = {¢; :
t € T} se dice que un proceso previsible a tiempo continuo ¢ = ¢; es un proceso cuyo valor en
cualquier nodo en el momento ¢ depende solo de la historia hasta el momento anterior, F;_1.



Si comparamos un proceso previsible, con el proceso principal S, en este 1iltimo, se conoce su valor
b b b
por adelantado. No parece notar las ramas hasta un paso de tiempo después de que haya ocurrido.

Los procesos previsibles seran de ayuda en las situaciones en las que no podemos saber de
antemano hacia dénde van a ir los precios. Esta es una caracteristica esencial de cualquier mo-
delo que excluya el arbitraje.

Definicién 2.13 Martingala. Un proceso S = {S; : t € T} es una martingala con respecto a
una medida P y a una filtracion {F;} si

Ep(S; | Fi) = Si, para todo i < j.

Que S sea una martingala con respecto a una medida P, significa que el valor futuro esperado en
el momento j del proceso S bajo la medida P condicionada por su historia hasta el momento 4
es simplemente el valor del proceso en el momento i. En particular esto implica que el proceso S
estd adaptado a la filtracion. Esto significa que el proceso S no tiene ninguna deriva bajo P, no
tiene ninguna tendencia hacia arriba o hacia abajo en su valor bajo el operador de esperanza Ep.
Es decir, si el proceso tiene valor 100 en algiin momento, entonces su valor esperado condicional
bajo P es 100 a partir de entonces.

Proposicion 2.1 Ley de la Torre. Si o C [ son o-dlgebras, entonces
EE[X | 8] | o] = E[X | 4].

Proposicion 2.2 El proceso de esperanza condicionada de un derecho. Para cualquier
derecho X, el proceso Ep(X | F;) es siempre una P-martingala con respecto de la filtracidn

{Fj}jzi
Esta proposicion se deduce del hecho de que
Ep (Ep(X | F;) | Fi) = Ep(X | F;) para todo j > i.

En otras palabras, que condicionando primero a la historia hasta el tiempo j y después a la
historia hasta un tiempo anterior, 4, es lo mismo que condicionar solo hasta el tiempo . Este
resultado se llama Ley de la Torre.

Es un pequeno truco elegante para producir martingalas y, como veremos, fundamental para
la fijacién de precios de los derivados.

Otra aplicacién de la Ley de la Torre proporciona una comprobacién facil de si un proceso es una
P-martingala o no: basta comprobar si el propio proceso .S; coincide con el proceso de esperanza
condicional de su valor terminal Ep(St | F;). Solo si son idénticos, el proceso es una P-martingala.

También debemos tomarnos en serio la dependencia de la probabilidad subyacente. El proce-
so S no es una martingala por si misma, en su caso, es una martingala con respecto a cierta
probabilidad P. Y, por supuesto, exactamente el mismo proceso puede ser una martingala con
respecto a una probabilidad y no a otra.

Definicién 2.14 Funcién generatriz de momentos. La funcién generatriz de momentos de
una v.a. X es
Mx (t) := Elexp(tX)],t € R.

stempre que esta esperanza exista.
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Proposicién 2.3 Caracterizacién de normales. Una v.a. X es normal N (i,0?) bajo una
medida P si y solo si su funcion generatriz de momentos:

1
Mx (0) = exp (H,u + 29202) , para todo real 6.

Definicién 2.15 Volatilidad. Es el término que mide la variabilidad de las fluctuaciones de
cualquier activo financiero del mercado. Si el precio de un activo se mueve mucho y muy rdpido
se dice que es muy voldtil. Se utiliza la desviacion tipica como medida la volatilidad.

Definicién 2.16 Reclamo. Un pago que se realizard en el futuro segin un contrato.

Definicién 2.17 Derivado. Un valor que depende de valores de mercado existentes en la reali-
dad.

Definicién 2.18 Valor con cotizaciéon aleatoria. Fs un instrumento que tiene algin tipo de
valor, emitido por un gobierno o una corporacion como por ejemplo acciones y bonos, que cotizan
en bolsa.

Definicién 2.19 Bono de caja sin riesgo. Fs un instrumento de deuda que emite una empresa
o administracion publica para financiarse, que devuelve el dinero prestado al comprador mas unos
intereses fijados previamente. Se supone que no tiene ningun riesgo.

Definicién 2.20 Posicién corta. Se toma cuando se esperan bajadas en bolsa y suponen vender
un activo que no hemos comprado previamente, con la idea de que el precio bajard y que lo
podremos comprar en un futuro a un nivel mds bajo. También se conoce como venta al descubierto.

Definicién 2.21 Posicién larga. Una compra de un activo financiero con un dinero tomado a
préstamo con la expectativa de que éste pueda subir de valor en el futuro.



Capitulo 3

Procesos estocasticos

En este capitulo se analizan algunas propiedades de los procesos estocasticos que seran impor-
tantes en los capitulos sucesivos.

Comenzamos el capitulo utilizando procesos discretos para introducir los principales problemas
abordados. Luego, pasaremos a introducir los procesos continuos.

Para el desarrollo de este capitulo se ha seguido los Capitulos 2 y 3 de [1].

Vamos a estudiar los procesos para tratar de replicar con contrato de futuro y, primero, lo
vamos a aclarar con procesos discretos.

3.1. Procesos discretos

Consideremos un modelo sencillo para relacionarlos con los mercados financieros. Necesitamos
algo aleatorio para las acciones y algo que represente el valor temporal del dinero. Utilizaremos
una acciéon y un bono.

La cotizacién de la acciéon comenzara en el instante ¢ = 0 y terminard en el tiempo ¢ = §.
Ademis, para simplificar supondremos que solo pueden ocurrir dos cosas: un movimiento alcista

o uno bajista de amplitud determinada. Es decir, o la accién sube o baja una unidad entre 0 y
d. Se representa en la Figura 3.1.

()

tiempo: 0 tiempo: 1
Figura 3.1: Ramas binomiales

Como podemos observar en la Figura 3.1 nuestra aleatoriedad tiene cierta estructura. La pro-
babilidad de subir al nodo S? es p, mientras que la de bajar a nodo Si es 1 — p. La accién

11
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tendrad un valor al principio llamado Sy. Este valor representa un precio al que podemos com-
prar y vender las acciones en cantidades ilimitadas en el instante ¢ = 0. Deberemos mantener
la posicién inalterada hasta el momento §. No ocurre nada en el periodo intermedio por mante-
ner la accién, no hay ningin cargo por mantener cantidades positivas o negativas, pero al final
del periodo cada accién tendra un nuevo valor: si se desplaza hacia abajo tendrd un valor v y,
si lo hace hacia arriba, su valor serd v* con v* > v. Por tanto, P[S? = v] = py P[S] = v*] = 1—p.

Necesitamos ahora algo que represente el valor temporal del dinero: un bono en efectivo. Habra
un tipo de interés continuamente compuesto r que se mantendrd fijo durante el periodo t = 0
at = 4. Es decir, un euro en el tiempo cero crecerd hasta exp(rd) en el momento ¢ = 4. Intro-
duciremos un bono en efectivo B que podemos comprar o vender en el momento cero por algiun
precio, By, y que en § valdra By exp(rd).

Estos dos instrumentos constituyen nuestro mundo financiero y, aunque sea sencillo, sigue te-
niendo vinculos inciertos para los inversores. Solo uno de los posibles valores de las acciones
conviene a un determinado inversor y sus planes tendran éxito o fracasaran por el resultado
aleatorio. Por lo tanto, podria haber un mercado de instrumentos que dependiera del valor que
la accién toma al final del periodo. La exigencia del inversor de una compensacion basada en el
valor futuro de la accién podria codificarse mediante una funcién f que asigne a las dos posibi-
lidades futuras (nodos St y S%), los beneficios o penalizaciones f(S1) y f(S%). Por ejemplo, un
contrato a futuro, suscrito a un valor K, podria codificarse como f(S}) =v—K, f(5?) = v* - K.

Nétese que Ep(S1) = (1 — p)v + pv* es la esperanza de una rama.

Consideremos ahora una cartera general (¢,1), formada por ¢ unidades de la accién (con un
valor inicial de ¢Sy) y ¥ del bono en efectivo B (con un valor inicial de ¥ By). Si comprésemos
esta cartera en el momento cero, costaria ¢Sy + 1By, sin embargo, en el momento § tendria uno
de los dos posibles valores:

= pv* + Y Bgexp(rd) después de un movimiento hacia arriba
=y ¢v + ¥ Byexp(rd) después de un movimiento hacia abajo

Tenemos dos expresiones, dos posibles valores de derecho y dos variables libres ¢ y 1. Ademas,
tenemos dos valores f(S1) v f(S?) que queremos duplicar bajo el movimiento apropiado de la
accién y tenemos dos variables ¢ y ¢ que podemos ajustar. Asi, la estrategia puede reducirse a
la resolucién de las dos siguientes ecuaciones simultdneas para (¢, ):

¢v* + By exp(rd) = f(v7),
¢v + Y By exp(rd) = f(v).

Una propiedad importante de estas ecuaciones es que son independientes de las probabilidades
de subida y de bajada. Ademas, tiene estructura de martingala.

Exceptuando el caso en el que v y v* fuesen idénticos, en cuyo caso S seria un bono y no
una accion, tenemos las soluciones:

f(S7) = £(S1)

v*¥ — v

o= ) (3.1)

4 = By exp(—rd) <f<S%> - (3.2)
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Si compramos esta cartera (¢,1) y la mantenemos, estas ecuaciones nos garantizan que conse-
guiremos replicar el valor de f: si la accién sube, la cartera pasa a valer f(S?) y, si la accién baja,
la cartera pasa a valer f(Si). Hemos sintetizado el derivado.

Con este sencillo modelo podemos darnos cuenta que en nuestro mundo financiero simplifica-
do cualquier derivado f puede replicarse a partir de una cartera adecuada de bonos y acciones, y
construido con antelacién. Esto tiene un efecto sobre el valor del derecho, ya que a diferencia del
valor derivado de la esperanza, E[X (S7)] = ZlK:TI X (SL)P[St = S, el coste de la cartera que
hemos construido es ejecutable en un mercado ideal como un precio racional. Denotemos por V

el valor de comprar la cartera (¢, ), es decir, v = ¢s1 + ¥ By, que por (3.1) y (3.2) es:

v =0 (LELIED) 4oy (ssp) - LED G,

Acabamos de ver el modelo de una rama, pero esto lo podemos extender a un drbol con varias
ramas. La idea clave es la induccién hacia atras, es decir, extender la construccién de la cartera
de nodo en nodo, desde el lado derecho hasta el lugar de partida requerido. Consideremos enton-
ces un derecho general para nuestra acciéon S. Cuando examindbamos una sola rama de nuestro
arbol, teniamos la funcién f que dependia solo de un tnico momento. Ahora podemos ampliar la
idea a un derecho para cubrir no solo el valor de S en el momento en el que se ejerce el derecho,
sino también la historia de S hasta ese momento.

Veamos un ejemplo numérico. Tenemos un bono sin intereses y una accién, ambos con un precio
inicial de 1 €. Al final del siguiente intervalo la accién vale 2 € si sube o 0,5 € si baja. Supo-
niendo que el coste del dinero es cero, jcudl es valor de un apuesta que paga 1 € si la accién sube?

Sea B el precio del bono, S el precio de las acciones y X el pago de la apuesta. Compre una
cartera que consta de % de una unidad de acciones y un préstamo de % de unidad de bono. El

coste de esta cartera en el momento cero es: 2 x 1€ —1 x 1 € = 0,33 €. Pero, después de un

3 3
salto alcista, esta cartera pasa a valer % X 2 €f% x 1€ =1 €. Después de un salto hacia abajo,
su valor es % x 0,5 € —% x 1 € = 0 €. La cartera simula exactamente el pago de la apuesta,

por lo que debe valer exactamente lo mismo que la apuesta. Debe ser que el valor inicial de la
cartera de 0,33 € también es el valor inicial de la apuesta.

3.2. Procesos continuos

En la seccién anterior nos limitamos a analizar el uso de un arbol binomial. Empezamos de for-
ma sencilla y esperando (con alguna justificacién) que se podrian construir modelos de mercado
relativamente complejos a partir de tales materiales. La ramificaciéon binomial fue el pilar para
nuestro mercado “realista”’. Para el mundo continuo necesitamos un fundamento analogo.

L Qué es un proceso continuo? Dos principios a pequena escala nos guiardan. Primero, el valor
puede cambiar en cualquier instante. Segundo, cualquier niimero real positivo puede tomarse
como valor de la cotizacién. Ademads supondremos que el proceso de continuo por lo que el valor
no puede dar saltos instantdneos.

Al menos, como punto de partida, podemos asumir que los indices bursétiles o los precios de va-
lores individuales se comportan de esta manera. A pesar de que las cotizaciones muestran dientes
de sierra muy afilados, no es demasiado irreal afirmar que su comportamiento es continuo.



14 CAPITULO 3. PROCESOS ESTOCASTICOS

Desde Bachelier en 1900, quien analizé el movimiento de la bolsa de valores en Paris [9], la
gente ha ido mas alld y ha comparado los precios con un proceso continuo particular, el mo-
vimiento Browniano, que es la modelizaciéon del movimiento de una de las coordenadas de una
particula de gas que se mueve al azar.

Movimiento Browniano

Casi un siglo después de que el botanico Robert Brown observara al microscopio particulas de
polen suspendidas en un liquido golpeandose entre si, el modelo matematico para sus movimien-
tos, fue desarrollado adecuadamente. El primer paso para el analisis del movimiento Browniano
es construir una familia especial de procesos binomiales discretos.

Definiciéon 3.1 Camino aleatorio. Para un entero positivo n, definimos el proceso binomial
Wi(t) tal que:

1. W,(0) =0,
2. espaciado: %,
3. saltos hacia arriba y hacia abajo iguales de tamano: ﬁ,
4. medida P: las probabilidades de saltar arriba o abajo en cualquier instante 1,2, ... son iguales
al.
En otras palabras, si X7, Xo,... es una sucesiéon de v.a.’s binomiales independientes tomando

valores +1 6 —1 con la misma probabilidad, entonces el valor de W, (¢) en el instante %

definido como: ) _—
) 71— X; .
1% (n) 1% ( - ) + Jn para todo ¢

Los dos primeros pasos se muestran en la Figura 3.2. ;Cémo serd W,, cuando n se haga grande?

estd,

Los procesos Wy,,n = 1,... en lugar de descontrolarse, (ver Figura 3.3) parece que se estabi-
lizan hacia algo a medida que n aumenta. Los movimientos de tamano ﬁ parecen forzar algin
tipo de convergencia. jPodemos hacer una declaraciéon formal? Consideremos, por ejemplo, la
distribucién de W,, en el instante 1: para un particular W,,, hay 2n + 1 posibles valores que pue-
de tomar, que van desde —+/n a /n. Pero la distribucién de W, (1), independientemente de n,
siempre tiene media cero y varianza unitaria porque W, (1) es la suma de n v.a.’s independientes
e idénticamente distribuidas, cada una con medida cero y varianza %

Ademas, el Teorema Central del Limite nos da un limite para este tipo de distribuciones bino-
miales: a medida que n aumenta, la distribucién de W, (1) tiende a la normal A/(0,1). Por otro
lado, podemos extender el proceso W, al intervalo [0, 1] del modo siguiente:

nt]
W, (t) =Vt <Z\/‘%(> .t €[0,1].

Ahora, dado t € [0, 1], la distribucién del cociente que aparece dentro del paréntesis tiende, por



3.2. PROCESOS CONTINUOS 15

tiempo: tiempo: tiempo:
0 1 2
n n

Figura 3.2: Los dos primeros pasos de un camino aleatorio W,.

el Teorema Central del Limite, a una v.a. normal A(0,1). Y, por lo tanto, la distribucién de
W, (t) tiende a una normal N (0,t).

Hay una unidad formal subyacente a la familia: todas las distribuciones marginales tienden hacia
la misma estructura de normales.

No solo lo cumplen todas las distribuciones marginales, sino también todas las distribuciones
de los incrementos. Cada paso aleatorio W,, tiene la propiedad de que sus futuras variaciones
de posicién, conocida su posicién actual, son independientes de esa posicién (y, de hecho, inde-
pendientes de toda su historia de movimientos hasta este momento): el futuro desplazamiento
Wp(s +t) — Wy(s) se distribuye binomialmente con media cero y varianza ¢. Asi, de nuevo,

teniendo en cuenta que \/‘/[% — 1, el Teorema Central del Limite nos da una estructura limite
n

constante y todas las condicionales marginales tienden hacia una distribuciéon normal centrada.
Es decir, dados 1 > w > s > 0; la distribucién de W (w) dado W (s) es N (W (s),w — s). Por lo
tanto, las marginales condicionadas no estan i.d..

Las marginales convergen, las marginales condicionales convergen y, por tentacién, diriamos que
las distribuciones de procesos también convergen. De hecho, lo hacen, aunque este no es el lugar
para establecer el cuidadoso marco formal para dar sentido a esta afirmacién. La distribucion de
W, converge en [0,00) y converge hacia el movimiento Browniano.

Definicién 3.2 El movimiento Browniano. El proceso W = (W : t > 0) definido en (2, 0,P)
es un movimiento Browniano si y solo si

1. W(0) =0 c.s.,
2. Dados s,t >0, W(s+t) — W(s) es una v.a. N(0,t),

3. Los incrementos son independientes. Es decir, si 0 <ty <t < ... < ty; entonces las v.a.’s
W(t1) — W(to), ..., W(tr) — W(tx—1) son independientes.

De aqui se deduce que con probabilidad uno las trayectorias son continuas.
La 1ltima condicién, aunque es un eco exacto del comportamiento de los precursores discre-

tos W, (¢), es sutil. No es dificil encontrar ejemplos de procesos que tienen marginales A (0,¢) y
no son movimientos Brownianos. En el mundo continuo, como lo fue en el discreto, no son solo las
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Figura 3.3: Caminatas al azar de 16, 64, 256 y 1024 pasos respectivamente.

marginales unidimensionales las que cuentan. Sin embargo, todas las marginales condicionadas
a todas las historias Fs si que determinan la distribucién conjunta. De hecho, serd el proceso de
explicar todo esto, lo que nos lleva a un célculo Browniano.

También vale la pena senalar lo extrano que es el movimiento Browniano. No nos detendremos
a probarlas (se puede encontrar en [11]) pero, a continuacién, incluimos algunas propiedades
sorprendentes:

= Aunque, con probabilidad uno, W es continuo en todos los puntos, no es (con probabilidad

uno) diferenciable en ningin punto.

En verdad, esto es una propiedad de cualquier proceso no constante con incrementos inde-
pendientes. Si W (t) fuera derivable seria:
W(t) — W(t—h)

. W(t+h)—-W(t) , ,
1 =1 = )
hs0+ h hs0+ h Wi #0

Por lo tanto, si existe un hy > 0 tal que 0 < h < hg, entonces
signo (W (t+h) — W (t)) = signo (W (t) — W(t — h)),

lo que contradice la independencia de incrementos. Por lo tanto, si W (t) es derivable y la
derivada no es nula, los incrementos no son independientes. Por lo tanto, las trayectorias
del movimiento Browniano no son derivables.
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= El movimiento Browniano eventualmente alcanzard (con probabilidad uno) cualquier valor
real sin importar lo grande que sea. Ademads, su médulo puede que esté un millén de
unidades por encima del eje, pero (con probabilidad uno) volverd a bajar a cero, en algin
momento posterior.

= El movimiento Browniano alcanza un ntimero infinito de veces (con probabilidad uno) todos
los nimeros reales.

= No importa en qué escala se examine el movimiento Browniano (con probabilidad uno) se
ve igual: el movimiento Browniano es un fractal.

La auto-semejanza del movimiento Browniano significa que dado el intervalo [r,s], con
s > r, sucede que el proceso W) = W(r +h) — W(r), h € [0,s — r] es un Browniano
restringido al intervalo [0, s — 7].

Pero, por supuesto, esta auto-semejanza es ideal para un bloque de construccién: podriamos
construir un movimiento Browniano global a partir de muchos segmentos de movimiento
Browniano local. Y, podriamos construir procesos aleatorios generales a partir de pequenos
segmentos de movimiento Browniano (adecuadamente escalados).

= Cualquier trayectoria tiene una infinidad de ceros en cualquier entorno del instante t =
0. Esta situacién sucedera cada vez que la particula regrese a su origen. De hecho, con
probabilidad uno, el conjunto

So(w) ={t = 0| Xi(w) = 0}

es un conjunto cerrado, no acotado, de longitud cero y sin puntos aislados. En consecuencia,
es un conjunto no numerable.

De estas propiedades se pueden extraer las siguientes conclusiones:

1. Con probabilidad uno, las trayectorias del movimiento Browniano no son de variacién
acotada en ningun intervalo de tiempos. Esto se debe a que toda funcién de variacién
acotada en un intervalo es derivable en casi todos los puntos del intervalo (salvo los de un
conjunto de longitud cero). Por lo tanto, como cualquier funcién mondtona en un intervalo
es de variacion acotada, las trayectorias del movimiento Browniano no son mondétonas en
ninguin intervalo (con probabilidad uno).

2. Todo intervalo tiene en su interior al menos un extremo relativo (como cualquier funcién
continua que no es mondtona en un intervalo). Por lo tanto, el conjunto de instantes donde
tiene extremos relativos es denso en [0, c0).

El movimiento Browniano es conocido también como proceso de Wiener.
El movimiento Browniano como modelo bursatil

Vamos a analizar la posibilidad de usar el movimiento Browniano como modelo global para el
comportamiento bursatil. El movimiento Browniano tiene media cero, mientras que las acciones
de una compania crecen o decrecen (dependiendo de si la economia se encuentra en crecimiento
o0 en expansion) a algin ritmo aunque a largo plazo esperamos que su valor suba, aunque solo
sea por la inflacion. Podemos anadir una “deriva” al movimiento Browniano para reflejar este
hecho. Por ejemplo, el proceso S; = Wy + ut, para alguna constante u que refleje el crecimiento
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nominal, se llama el movimiento Browniano con deriva.

Y, si parece demasiado ruidoso, o no lo suficientemente ruidoso, podemos escalar el movimiento
Browniano: por ejemplo, Sy = oW 4 ut, para un factor de ruido constante o.

Podemos ser méds aventureros en la utilizacion del movimiento Browniano. Vamos a tratar de
vincular el comportamiento del mercado con la exponencial del movimiento Browniano:

St = exp(UWt + /Jt) (33)

Este proceso es bien conocido y usualmente llamado movimiento Browniano exponencial con
deriva o, a veces, movimiento Browniano geométrico con deriva. No es el tinico modelo para las
cotizaciones y, de hecho, veremos otros mas adelante, pero es simple y no tan malo. El movi-
miento Browniano exponencial puede resultar un componente eficaz en el analisis de este tipo de
fenémenos.

Noétese que estamos utilizando exponenciales en el movimiento Browniano ya que el dinero cre-
ce exponencialmente con el interés. Y, este modelo, lo que dice es que el valor de las acciones
crece exponencialmente con el rendimiento de la bolsa mas una variacién aleatoria. De hecho, el
objetivo de los capitulos siguientes es analizar este asunto.



Capitulo 4

Calculo estocastico

Comenzamos introduciendo las ecuaciones diferenciales estocdsticas. Después, veremos el Calcu-
lo de Itd y la regla del producto. Seguiremos con el cambio de medida (donde trataremos la
derivada de Radon - Nikodym) y con el Teorema de Cameron - Martin - Girsanov. Finalizaremos
el capitulo con el teorema de representacion de martingalas.

Para el desarrollo de este capitulo se ha seguido fundamentalmente el Capitulo 3 de [1].

A lo largo de los siguientes capitulos utilizaremos F;, que es la o-algebra generada por las v.a.’s
{Xs:0<s<t}.

Notacién 4.1 Logaritmo de las cotizaciones. Sea X; = log(X}) el logaritmo de las cotiza-
ciones Si.

Si bien el movimiento Browniano no es diferenciable en el sentido del célculo diferencial ordina-
rio, si que lo es en el del cédlculo diferencial estocastico que mostraremos en esta seccién.

Como introduccién, vamos a comenzar la explicacién suponiendo que las reglas del calculo di-
ferencial ordinario son formalmente aplicables en el contexto que nos ocupa. Por lo tanto, de
(3.3) tendriamos una ecuacién diferencial estocédstica que tendrd un término basado en dt y un
término Browniano, basado en W que llamaremos dW;. Por lo tanto, la ecuacion es

dX, = ocdW, + pdt. (4.1)

Como en el caso diferencial ordinario, tanto la deriva p como la volatilidad o pueden depender
del tiempo ¢. Pero también pueden ser aleatorios y depender de los valores que X tomé hasta la
misma t. Tales procesos, como X y o, cuyo valor en el tiempo ¢ puede depender de la historia
de F3, pero no del futuro, son adaptados a la filtraciéon F del movimiento Browniano W.

Es importante que nos demos cuenta de la dificultad que supone dar sentido a esa ecuacién
diferencial por el hecho de que W; es no diferenciable en todo punto. Es decir, tenemos una

ecuacion diferencial en la que interviene una funcién que no es diferenciable.

En el capitulo anterior vimos que las trayectorias del movimiento Browniano no son funcio-
nes de variacién acotada, es decir, su variacién total es infinita. Sin embargo, el valor esperado
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de su variacién cuadratica es finita. Se trata de una propiedad ttil para comprobar propiedades
de la integral estocéastica. Por lo tanto, podemos calcular su variacién cuadratica:

Sean a =t <t} < ... <ty =by consideremos las v.a.’s

vt =] Xip — Xin %i=1, . ke
Por lo tanto, v}" es el cuadrado de una N(0, ¢! —t! ;) y en consecuencia E[v}'] =t —tI" ; y, por
tanto, si S, = Zf;l | X¢n — Xyn |? se tiene que E[S,] = b — a.

Vamos a calcular ka esperanza de S,:

E[(Sn — (b—a))? Zv t7 —171))°]

kn
Z = (7 = )1+ 2 ) El] — (7 — 6 )IE[(o — (] — t74)]
i=1 i#j
= T1 + TQ.

(4.2)

donde hemos usado que la esperanza del producto de v.a. ’s independientes es el producto de las
esperanzas.

Trivialmente, T5 = 0. Ademds, si suponemos que §, = max(t} — ¢ ;) — 0,

ZE 217 — 7 DE@]) + (8 — )
- 23 )R = S )2
i (4.3)

fQZt" )2
§2(5n( —a) =0,

Por lo tanto, se tiene que S;, — b — a en media cuadratica y, por lo tanto, en probabilidad.

4.1. Ecuaciones diferenciales estocasticas

La definicién de ecuacién diferencial que sigue no es universal y, en particular, excluye casos
discontinuos como los procesos de Poisson. Sin embargo, serd bastante adecuada para todos los
modelos que encontraremos.

Ademsds, incluye la condicién técnica de que o y p deben ser procesos F-previsibles, lo que
significa que estédn adaptados a la filtraciéon F (ver Definicién 2.9) y que pueden tener algunas
discontinuidades de salto. Esta clase es usada bajo todas las operaciones que se utilizan poste-
riormente y todos los modelos considerados estaran dentro de ella.

Una ecuacién tipica es de la forma:

dXt = /L(Xt7 t)dt + O'(Xt, t)th,
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donde W denota el movimiento Browniano. Esta ecuacién puede ser interpretada como la forma
informal de expresar la siguiente ecuacién integral:

t+s t+s
Xins — Xy = / w( Xy, u)du +/ o ( Xy, u)dW,.
t t

La ecuacion anterior caracteriza el comportamiento del proceso estocastico de tiempo continuo
X, como la suma de una integral ordinaria de Lebesgue y una integral de It6. Una interpretacién
de la ecuacion diferencial estocastica es que en un pequeno intervalo de tiempo de longitud ¢, el
proceso estocéstico se distribuye siguiendo una normal de media p(X¢,t)d y varianza o(Xy,t)%6
y es independiente del comportamiento anterior del proceso. Esto es asi porque los incrementos
de un proceso de Wiener son independientes y estan distribuidos de forma normal. La funcién
se denomina coeficiente de deriva mientras que o se denomina coeficiente de difusion. El proceso
estocdstico X; se denomina proceso de difusion. [19)]

La solucién de una EDE depende de la medida que se esta considerando.

4.2. Calculo de Ito

La integracion intuitiva no nos lleva muy lejos. Necesitamos herramientas para manipular las
ecuaciones diferenciales, similares a las del calculo diferencial: regla de la cadena, regla del pro-
ducto, férmula de integracién por partes, etc.

JHasta dénde podria llevarnos el célculo diferencial? Supongamos que tuviésemos alguna fun-
cién f de movimiento Browniano, digamos f(W;) = W2. ;Podrfamos usar una simple regla de la
cadena para producir el diferencial estocéstico df;? Bajo las reglas diferenciales usadas, d(W}?)
sera, 2W1‘th

;,Cémo podemos abordar fot WsdW,? Consideremos dividir el intervalo de tiempo [0,¢] en los
0 t 2t (n—1)¢t ¢

Y n n

intervalos determinados por los puntos { } para algin n. Entonces, de acuer-

do con la definicién de integral, podemos aproximar la integral con una suma sobre esta particién,

es decir,
/Ot W dW, ~ gw (:) (W <(”nl)t> —w <z>) . (4.4)

Ahora, algo empieza a preocuparnos. El término de diferencia dentro del paréntesis es solo el
incremento del movimiento Browniano desde un punto de la particién al siguiente. Por la tercera
propiedad del movimiento Browniano, ese incremento es independiente del movimiento Brow-
niano hasta ese punto y, en particular, es independiente del factor W (%) Ademas, el incremen-
to tiene media cero, lo que significa que también lo tiene el producto del incremento y W (%)
Entonces, la suma consta de términos con media cero, lo que obliga a tener una media cero.

Pero, W2 tiene media ¢, debido a la estructura de variacién del movimiento Browniano, por
lo que suponiendo que podamos cambiar el orden de la esperanza y la integral es correcta por la
construccién de la integral, se tiene que 2W;dW; no puede ser la diferencial de W2, porque su
integral ni siquiera tiene la esperanza correcta. El lema de It6 permite calcular esta diferencial
(y muchas otras).



22 CAPITULO 4. CALCULO ESTOCASTICO

Teorema 4.1 Lema de Itd. Si X es un proceso estocdstico que satisface
dXt = Utth + /,Ltdt (45)

y f es una funcidn determinista, dos veces diferenciable y continua, entonces Yy := f(X;) es
también un proceso estocdstico que satisface

’ ’ 1 1"
@Y, = (ouf (X0)) awi + (utf (X0) + 507 f <Xt>) dt.
Volviendo a nuestro W2, podemos aplicar Ito con X = W y f(z) = 22 y tenemos

¢
d(W?) = 2W,dW; + dt o, equivalentemente W7 = 2/ WedWy + t.
0

En particular, si X = W, entonces

AW = f (W)W, + 3 f (W)

EDEs de procesos

El uso mds inmediato del lema de Ito es generar EDEs a partir de una expresién funcional
para un proceso. Considere el movimiento Browniano exponencial que se establecié en la Seccién
3.2:

St = exp (O'Wt + Mt) (46)

. Qué EDE sigue S? Sabemos que podemos manejar el término de dentro de los paréntesis pero
también tenemos que tomar un diferencial estocéstico de la funcién exponencial. Sin embargo,
con la formulacién correcta, podemos usar la férmula de Ito.

Supongamos que X; = oW, + ut y f la funcién exponencial f(x) = e”. Entonces, evidente-
mente dX; = odW; + udt y Sy = f(X), una aplicacién de la férmula de Ito nos da:

Aqui, la cantidad o se denomina, a veces, la volatilidad-logaritmica del proceso, porque es la
volatilidad (es como se llama en economia a la desviacién tipica en este contexto) del proceso
log S; y que, a menudo, se abrevia solo como volatilidad a pesar de la definicién existente de
ese término. También, usaremos el nombre deriva-logaritmica para la deriva u del log X; que es
diferente de la deriva de dTXf de (4.7).

Procesos de EDEs
Al igual que la diferenciacién ordinaria, usar Ito para convertir procesos en EDEs es relati-

vamente sencillo. Y, si eso fuera todo lo que quisiéramos hacer, habria pocos problemas. Pero no
lo es, una de las necesidades clave que tenemos es ir en la direccion resolver EDEs.
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En general, no podemos. La mayoria de las EDEs son demasiado dificiles de resolver. Pero,
al igual que algunas EDOs, existen EDEs interesantes que pueden resolverse usando la féormula
de It6 para comprobar que una suposicion inspirada es la solucion.

Por tanto, supongamos que estamos interesados en resolver la EDE
dXt = O'Xtth, (48)

donde o > 0 es fijo.

Necesitamos una suposicion inspirada. Se observa que si tomamos p = —%02, entonces las EDEs
(4.7) y (4.8) coinciden. Por lo tanto, la aplicacién de la férmula de It6 conduce a que:

1
X =exp (aWt — 20275).

es una solucién de (4.8), que es lo que querfamos. Asi que hemos encontrado una solucién. Las
EDEs resolubles son escasas y (4.8) es lo suficientemente especial como para tener un nombre:
la exponencial de Doléans del movimiento Browniano.

Volvamos ahora a la EDE (4.6). Coinciden los términos de deriva y volatilidad para esta EDE y
la EDE de exp (6W} + vt) siy solo si tomamos v = p — %02. Entonces nuestra suposicién es que

1
X =exp (O’Wt + (u — 202> t) .

Y, nuevamente, la férmula de Ito confirma nuestra intuicién.

4.3. La regla del producto

Recordemos que si f,g : R — R son dos funciones diferenciables, la regla del producto (o de
Leibnitz) dice que:
(fo)'=f'g+ 19,

y, por lo tanto,

(F9)(t) = (f9)(0) + / (9(s)df (s) + F(s)dg(s)).

(Esta regla serd cierta para el célculo estocdstico? La respuesta es no (ver [2]). De hecho, si
f(t) = g(t) = Wy, la regla de Leibnitz nos da la relacién d(W2) = 2W;dW,, pero ya hemos visto
que la férmula correcta del célculo de It6 es d(W2) = 2W,dW, +t. La regla de la cadena correcta
para el célculo de Ito es la siguiente:

Teorema 4.2 Si {X;}i>0 e {Y:}i>0 es el proceso de difusion
dXti = Jtith + /J,tldt
Entonces, {XYi}t>0 es el proceso de difusién dado por

d(Xt}/t) = EdXt + Xtdn + O'th'tzdt.
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Teniendo en cuenta que la forma correcta de interpretar esta expresién es:

t t t

XY, = X4(0)Y;(0) + / Yi(s)dX;(s) + / X(s)dY;(s) + / o1(s)oa(s)ds.
0 0 0

No existe una expresion valida para el producto de los procesos generales, pero si que existe para

el producto de algunas difusiones.

4.4. Cambio de medida: el Teorema Cameron - Martin -
Girsanov

En realidad, no hemos ignorado la importancia de la medida, las trayectorias de W; no son
estrictamente un movimiento Browniano por si mismas, sino un movimiento Browniano con res-
pecto a alguna medida P: un P-movimiento Browniano. Y, asi, nuestra formulacién diferencial
estocdstica describe el comportamiento del proceso X con respecto a la medida P que a W; un
movimiento Browniano. Pero la teoria desarrollada hasta ahora no nos da idea de cémo W; vy,
mucho menos, X; cambian a medida que cambia la medida.

Da la casualidad de que los movimientos Brownianos cambian de manera facil y agradable bajo
ciertos cambios de medida. Y, asi, por extension a través de sus diferenciales, también lo hacen
los procesos estocésticos asociados a EDEs basados en EDOs.

4.4.1. Cambio de medida: la derivada de Radon-Nikodym. Procesos
discretos

Para tener una idea intuitiva de los efectos de un cambio de medida vamos a comenzar con los
procesos discretos.

Si Py Q son dos probabilidades definidas en (€2, o) donde 2 es a lo sumo numerable y o = P(12),

S€ puede recuperar a partir de Yy oS cocientes =< slempre que
Q d tir de Py 1 ientes $2 i

si Q(z) > 0 entonces P(z) > 0.

O, de modo equivalente,
si P(z) = 0 entonces Q = 0. (4.9)

Cuando se cumple (4.9), se dice que Q es absolutamente continua respecto de P y se representa
como Q <« P.

Definicién 4.1 Equivalencia de medidas. Dos medidas P y Q son equivalentes si operan en
el mismo espacio muestral y coinciden en lo que es posible que suceda. Formalmente, si A es
cualquier evento en el espacio muestral, entonces

P(A) >0< Q(A) > 0.

En otras palabras, si A es posible bajo P entonces es posible bajo Q y, si A es imposible bajo P,
entonces también es imposible bajo Q. Y viceversa.
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Solo podemos definir de manera concreta d% y si Py Q son equivalentes y solo en los puntos

P-posibles y Q-posibles. Pero, por supuesto, si 1os caminos son P-imposibles y Q es equivalente
a P, entonces también son Q-imposibles.

Por lo tanto dos medidas Py Q deben ser equivalentes antes de que tengan derivadas de Radon-
Nikodym < dP y d@

Teorema 4.3 Teorema de Radon - Nikodym [18]. Dado un espacio medible (X,%) en el
que estdn definidas dos medidas o-finitas v y v, se tiene que, si v < u, entonces existe una
funcidn X-medible f: X — [0,00), tal que para todo conjunto medible A C X,

V(A) = /A fdp.

dQ
dP

Esperanza y
Si bien todavia estamos trabajando con procesos discretos, deberiamos abastecernos de algu-
nos datos sobre las esperanzas y la derivada Radon-Nikodym. Una de las razones para definirlo
fue la codificacion eficiente que representaba. Todo lo que necesitdbamos saber sobre Q podia
extraerse de Py %.

Tenemos que tener en cuenta que x — dQ( ) solo esté definida cuando P(x) > 0.

Consideremos entonces el reclamo X que es una v.a., en otras palabras, una correspondencia
de caminos a valores. Entonces, la esperanza de X con respecto a QQ estd dada por

X) = X0 X(@)QW) = X X ) P wpe) =B | x G

weN weR

Por atractivo que sea, representa solo el caso simple: % se define con un horizonte de tiempo
particular en mente: los extremos de los caminos. Especificamos X en este momento y solo
queriamos una esperanza incondicionada. En términos formales, el resultado que obtuvimos fue

ol

donde T es el horizonte de tiempo para % y Xr se conoce en el tiempo T. ;Qué pasa con

Eq(X¢|Fs) para t distinta de T y s distinta de cero? Necesitamos conocer dP 9 de alguna manera
d@

Eo(Xr|Fo) = <Z%XT

no solo para los extremos de los caminos sino en todas partes:
un proceso.

es una v.a., pero nos gustaria

Proceso de Radon-Nikodym

Podemos hacer esto dejando que el horizonte temporal varie y estableciendo (; para ser la deri-
vada de Radon-Nikodym de las probabilidades de los caminos hasta el tiempo t. Es decir, (; es la
derivada de Radon—leodym » Ppero solo para caminos truncados en el tiempo ¢, por lo que solo
observa la razén de probablhdades hasta ese momento. Por ejemplo en el momento 1, los posibles

caminos son {0,1} y {0, —1} y la derivada ¢; toma los valores Ly El qlg respectivamente. En el
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tiempo cero, el proceso derivado (y es constate 1, ya que el inico “camino” es el punto {0} que
tiene probabilidad 1 tanto en P como en Q. Concretamente, podemos completar (; en nuestro
arbol en términos de p’s y ¢'s (ver Figura 4.1).

@) € &) €B)

tiempo: 0 tiempo: 1 tiempo: 2
Figura 4.1: Arbol con el proceso (; establecido (p; = 1 — p;, G = 1 — ¢;)

De hecho, podemos suponer (; como la esperanza condicional de la derivada de Radon-Nikodym

del horizonte T,
dQ
= E _
Ct P (dP ‘ ft) )

para cada t menor o igual que el horizonte T

Podemos ver que la esperanza condicionada de % con respecto a IP nos da el proceso de pro-
babilidades condicionadas de la manera correcta. El proceso (; representa exactamente lo que
queriamos: una idea de la cantidad de cambio de medida hasta el momento ¢ a lo largo del camino
actual. Si quisiésemos saber Eq(X;) serfa Ep((;X}). Si queremos calcular Eg(X;|F,) entonces es
sencillo comprobar que para algin s < t la cantidad de cambio de medida del tiempo s al tiempo
t es, simplemente, % Es decir, el cambio hasta el tiempo ¢, con el cambio hasta el tiempo s
eliminado. En otras palabras

Eo(X¢|Fs) = ¢ Ep (e Xe| Fo).

Proposicion 4.1 Resumen de Radon-Nikodym. Dadas P y Q medidas equivalentes y un
horizonte de tiempo T, podemos definir una v.a. ‘fl% definida en los P-posibles caminos, tomando
valores reales positivos, tal que

1. Eo(X7) = Ep(R X7), para todos los reclamos X1 conocidos en el tiempo T.

2. Ademds, si X; es un reclamo en el tiempo t, se tiene que Eq(X¢|Fs) = (7 'Ep(GX¢|Fs),
s < t, donde (; es el proceso Ep(%lfs).

4.4.2. Cambio de medida: la derivada continua de Radon-Nikodym.
Procesos continuos

Para repetir lo anterior para el movimiento Browniano, parece que tenemos que ser capaces de
escribir la probabilidad de cada posible camino que el proceso puede tomar, abarcando no solo
un espacio de estados continuos sino también una linea también continua. La teoria de la proba-
bilidad resuelve el problema, si nos limitamos a representar las distribuciones marginales para el
proceso en cada momento. A pesar de la naturaleza continua del espacio de estados, sabemos que,
en ciertas ocasiones, podemos expresar probabilidades en términos de una funcién de densidad
de probabilidad.
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Pero ya hemos senalado que las distribuciones marginales no son suficientes. Aunque sabemos
que hay otras alternativas, necesitamos nada menos que todas las distribuciones marginales en
cada tiempo t condicionada a la historia F; para todos los tiempos s < t.

Un enfoque es especificar un camino, si no para todos los tiempos antes del horizonte T, al menos
para algin conjunto de tiempos arbitrariamente grande pero ain finito {tg = 0,t1, ..., tn—1,t, =
T}. Consideremos, entonces, el conjunto de caminos que visitan los puntos {z1,...,z,} en los
instantes {t1, ..., t, }. Si tuviésemos n = 1 podrfamos usar la funcién de densidad de la probabili-
dad de Wy, que es la funcién de densidad de una normal N(0,t;), para evaluar la verosimilitud
relativa de los diversos grupos de caminos que se obtienen al variar x también podemos ha-
cerlo para un numero finito de ¢;. Todo lo que necesitamos es la funcién de densidad conjunta
f#(z1,...,xp) para evaluar la verosimilitud de que el proceso tome valores {z1,...,2,} en los
momentos {t1, ..., tn }.

Movimiento Browniano

30

10
1

g
E?
{5‘9

Tiempo

Figura 4.2: Dos movimientos Brownianos que coinciden en ciertos puntos.

Proposicion 4.2 Funcién de densidad conjunta para el movimiento Browniano. Si
tomamos ty y To como cero y escribimos Ax; para x; — ;1 y ANt; = t; — t;—1, entonces la
tercera condicion del movimiento Browniano implica que

n

Ax;)?
B, . xn) = H ﬁexp <_(2Azt)z)

=1

Entonces podemos escribir la funcién de densidad correspondiente a la medida P para un proceso
en un conjunto finito de tiempos. Y en el limite continuo, tenemos un control sobre la medida P
para un proceso continuo.

Proposicién 4.3 Versién continua de la derivada de Radon-Nikodym [2/. Dada una
probabilidad P absolutamente continua con respecto a Q y sea Z la derivada de Radon - Nikodym,
entonces se tiene:

/Q X (w)dP(w) = /Q X () Z(w)dP(Q).

Esta derivada de tiempo continuo % todavia satisface
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L. Eq(X¢|Fs) = ¢ Ep(GXe|Fs), s <t < T,

donde {¢;} con ¢ € [0,T] es el proceso Ep(%v}) y, X¢, es cualquier proceso adaptado a la
historia Fs.

Cambios simples de medida: movimiento Browniano mas deriva constante

Tenemos la mecanica del cambio de medida, pero todavia no tenemos ni idea de lo que hace
el cambio de medida en el mundo continuo. Supongamos, por ejemplo, que tenemos un movi-
miento P-Browniano W;. ;Coémo se ve W; bajo una medida equivalente Q7 ;Sigue siendo un
movimiento Browniano reconocible o es algo muy diferente?

La previsién puede proporcionar un ejemplo simple. Consideremos W; un movimiento P-Browniano
y definamos la probabilidad Q como una medida equivalente a P por
dQ

1
P exp(—yWr — ?sz)’ para algin v € R, (4.10)

para algun horizonte de tiempo T. ;Qué aspecto tiene W; con respecto a Q7

Una forma de comenzar, y es solo un comienzo, es mirar la distribucién de Wp bajo Q. Ne-
cesitamos encontrar la distribucién de probabilidad de W con respecto a Q, o algo equivalente.
Un truco 1til es mirar la Proposicion 2.3.

Para calcular Eg(exp(0Wr)), podemos usar la primera propiedad del resumen de la derivada
de Radon-Nikodym, que nos dice que es lo mismo que la P-esperanza Ep(% exp(0Wr)). Por otro
lado, la Proposicién 2.3 nos permite concluir que

1 1 1
Ep(exp(—yWr — 572T +0Wr)) = exp(—§72T + 5(0 —)°T),

porque Wy es una normal A (0,T) con respecto a P; y de aqui se tiene que
1
Eg(exp(8Wr)) = exp(—0+T + 592T), (4.11)

que es la funcién generadora de momentos de una normal N (—~T,T). Asi, la distribucién de
Wr, bajo Q, también es normal con varianza T pero con media —T.

Qué pasa con W; para t menor que T'? La distribucién marginal de Wr es lo que esperariamos si
Wy sobre Q fuera un movimiento Browniano con una deriva constante —v. Por supuesto, muchos
otros procesos también tienen una distribucién normal marginal A'(—T',T') en el tiempo T', pero
serfa un resultado elegante si el tnico efecto de cambiar P a Q via 4% = exp(—yWrp — %’yQT)

P
fuera simplemente introducir una deriva de —~.

Y asi es. El proceso W; es un movimiento Browniano con respecto a Py un movimiento Brow-
niano con deriva constante —v bajo Q. Para probarlo, debemos demostrar que W = W, + ~t,
bajo Q, cumple las tres condiciones de la Definicién 3.2.

Obviamente W, = 0. Ademas, cdlculos andlogos a los que permitieron concluir (4.11) permi-
ten obtener que

2. Eq (exp (GVVt)) = exp (36%t);
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3. Egp [exp (0 (WHS — WS>) ‘ .7-'5] = exp (%0215).

Por otro lado, recuerdo que ‘é% es grande cuando Wp es muy negativa y pequena cuando Wrp
estd mas cerca de cero o es positiva. Por lo tanto, los caminos que terminan siendo negativos son
mas probables bajo @ (movimiento Browniano con deriva hacia abajo) que bajo P (movimiento
Browniano sin deriva). En consecuencia, los caminos que terminan cerca o por encima de cero

son menos probables bajo Q bajo P.

4.4.3. Cameron-Martin-Girsanov

Asf que el cambio de medida determinado por (4.10) cambia un movimiento Browniano por otro
con deriva, nada mas. Y, por supuesto, la deriva es uno de los elementos de nuestra forma dife-
rencial estocastica de procesos. Todos los procesos que nos interesan se pueden representar como
diferenciales formados por cierta cantidad de movimiento Browniano y cierta cantidad de deriva.
La correspondencia de los diferenciales estocasticos bajo P con los diferenciales estocasticos bajo
Q es tan natural como agradable. Esta es la conclusién del siguiente resultado:

Teorema 4.4 Teorema de Cameron-Martin-Girsanov. Si W; es un movimiento P- Browniano
. . 1 T o .

Y Ve es un proceso F-previsible que satisface Ep |exp(3 fo ~vidt)| < oo, entonces existe una me-

dida Q tal que

1. Q es equivalente a P.
2. 99 — oxp(— [T ydW, — L [T ~2dt)
cap — SPUT Jo NaWe — 5 Jg Teat)-
3. Wt =W+ fot vsds es un movimiento Q-Browniano.

En otras palabras, el Teorema 4.4 permite concluir que W; es un movimiento Q-Browniano con

o t . . .
deriva igual a — fo ~vsds en el tiempo t. En lo sucesivo, nos referiremos a este resultado como
Teorema C-M-G.

Ademas, el Teorema 4.4 también indica que si queremos convertir un movimiento P-Browniano
en un movimiento Browniano con una determinada deriva, entonces hay una Q que lo hace.

También es cierto el inverso del Teorema 4.4.

Teorema 4.5 Inverso de Cameron-Martin-Girsanov. Si W, es un movimiento P-Browniano,
y Q es una medida equivalente a P, entonces existe un proceso F-previsible vy tal que

t
Wt :Wt+/ ’ysds
0

es un movimiento Q-Browniano. Esto es, W; con una deriva fot vsds es movimiento Q-Browniano.
Adicionalmente, la derivada de Radon-Nikodym de Q con respecto a P (en el tiempo T) es

T T
exp(— fo ~yedWy —% 0 y2dt).

Teorema de Cameron - Martin - Girsanov y ecuaciones diferenciales estocasticas
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El Teorema C-M-G se aplica al movimiento Browniano, pero todos nuestros procesos, en el fon-
do, funcionan como movimientos Brownianos. Ahora podemos ver las recompensas de nuestro
calculo Browniano al instante: el Teorema C-M-G es en una herramienta poderosa para controlar
la deriva de cualquier proceso.

Supongamos que X es un proceso estocastico que satisface 4.5.

Supongamos que queremos averiguar si hay una medida Q tal que la deriva del proceso X
bajo Q sea v;dt en lugar de pdt.

Como primer paso, dX; se puede reescribir como

— 1

dX, = o <th SRl dt> + vdt.

Ot

— MKtV
Ot

Si llamamos y si v satisface Ep exp( % fOT y2dt) < oo entonces el teorema de C-M-

G garantiza, efectivamente, hay una nueva medida Q tal que W, := W, + fot Be—Peds es un
movimiento Q-Browniano. Y esto significa que el diferencial de X bajo Q es )

dXt = Utth + l/tdt,

donde W es un movimiento Q-Browniano, que le da a X la deriva vy que queriamos.

También, podemos establecer limites a los cambios que el cambio a una medida equivalente
puede ocasionar en un proceso. Dado que el cambio de medida puede cambiar el movimiento
Browniano a un movimiento Browniano con deriva, la volatilidad del proceso debe seguir siendo
la misma.

Ejemplos de cambios de medida

1. Sea X, el proceso Browniano con deriva cW; + ut, donde W es un movimiento P-Browniano
y oy u son constantes. Entonces, usando C-M-G con 7; = £, existe una medida Q,

- a’
equivalente a P, bajo la cual Wy = W; 4 (£)t es un movimiento Q-Browniano.

Las medidas también dan lugar a distintas esperanzas. Por ejemplo, Ep(X?) es igual a
w2t + o?t, pero Eg(X?) = ot

2. Sea X; el movimiento Browniano exponencial con EDE
dXt = Xt(O'th + /Ldt),

donde W es el movimiento P-Browniano. jPodemos cambiar la medida para que X tenga
la nueva EDE
dX; = Xi(odWy + vdt),

para alguna constante arbitraria v?

Usando C-M-G con ; = #=¥, de hecho, existe una medida Q bajo la cual W, = W+ @
es un movimiento Q-Browniano. Entonces X tiene la EDE

dX; = X (cdW, + vdt),

donde W es un movimiento Q-Browniano.
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4.5. Teorema de representacion de martingalas

Podemos resolver algunas EDEs con la féormula de Ito y hemos visto cémo las EDEs cambian
cuando su medida cambia. El precio de los derivados resulté ser una esperanza bajo una medi-
da y el calculo de una esperanza mostro la estrategia bursatil necesaria para justificar este precio.

De acuerdo con la Definicién 2.13, una medida de martingala es aquella que la esperanza del
valor futuro dado su valor actual y su historia pasada es simplemente su valor actual.

Representacion

Segun el teorema de representaciéon binomial: si My y N; son ambos P-martingalas, entonces
comparten mas que solo el nombre, localmente solo pueden diferir por una escala, en particular,
por el tamano de la apertura de cada ramificacién. Podriamos representar los cambios en Ny por
los cambios de escala en la otra P-martingala no trivial. Asi, el N; puede ser representado por la
suma escalada de estos cambios. En el mundo continuo:

Teorema 4.6 Teorema de representaciéon de martingalas. Supongamos que M; es un pro-
ceso y una Q-martingala, cuya volatilidad es o; que satisface que es distinta de cero casi sequro.
Si N es Q-martingala, entonces existe un proceso F-previsible ¢ tal que fOT d2o?dt < oo con
probabilidad uno y N se puede escribir como

t
Ny = No+ | ¢sdMs.
0

Ademds, ¢ es (esencialmente) tnico.

Esto es virtualmente idéntico al resultado del caso discreto con la suma reemplazada por una
integral. Como nos estamos acostumbrando, el paso a un proceso continuo extrae una pena-
lizacién técnica formal. En este caso, la volatilidad de la Q martingala debe ser positiva con
probabilidad 1. Si existe una medida Q bajo la cual M; es una Q-martingala, entonces cualquier
otra Q-martingala puede ser representada en términos de M;. El proceso ¢; es simplemente la
relacion entre sus respectivas volatilidades.

Desviacion

En la discusién de las martingalas se incluyé la descripcién intuitiva de que una martingala no se
desvia hacia arriba o hacia abajo en promedio. Por otro lado, tenemos una definicién técnica de la
deriva a través de nuestra formulacién diferencial estocédstica. Nos podemos hacer una pregunta,
Jlas difusiones sin término de deriva son siempre martingalas? Y, viceversa, ;pueden las mar-
tingalas ser siempre representadas como o,dW; para algin proceso F-previsible de volatilidad ;7

Una forma de hacerlo es con el teorema de representacion de martingalas. Si una difusién X; es
una P-martingala entonces con W; un movimiento P-Browniano, tenemos un proceso J-previsible
¢; tal que

t
Xt:XoJr/ PsdWs.
0

Esta es solo la forma integral del incremento dX; = ¢;dW;, que no tiene término de deriva. El
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inverso también es cierto (salvo por una limitacién técnica), pero més dificil de demostrar. Como
referencia:

Proposicion 4.4 Una guia para coleccionistas de martingalas. Si X es una difusion con
volatilidad oy (esto es dX; = oy dW;+ pdt) que satisface la condicion técnica E[fOT 02ds)z] < oo,
entonces

1. X: es una martingala.
2. ur =0 para todo t.

Si la condiciéon técnica falla, un proceso sin deriva puede no ser una martingala. Tales procesos

se llaman martingalas locales.

Martingalas exponenciales

La limitacién técnica de la Proposicién 4.4 puede ser complicada de comprobar. Por ejemplo,

tome la EDE (sin deriva) para un proceso exponencial dX; = 0;X;dW;. La condicién (en este
1

caso, E {( fOT anfds) 2} < 00) es dificil de comprobar, pero para estos ejemplos exponenciales

especificos, una prueba més préctica es:

Proposicion 4.5 Una guia para coleccionistas de martingalas exponenciales. Si dX; =
01 X¢dWy, para algun proceso JF-previsible oy, entonces la condicion

1 (T
E ( exp 5/ o2ds < 00
0

implica que X es una martingala. Ademds la solucion de la EDE es X; = X exp(fot o, dW, —

L[y o2ds).



Capitulo 5

Valoracion de derivados
financieros

Comenzamos este capitulo con la construccién de estrategias. Seguiremos aplicando el modelo
de Black - Scholes y su aplicaciéon. Después, trataremos tanto las opciones europeas como ame-
ricanas. Y, finalizaremos con la cobertura en su totalidad y aplicada a Black - Scholes.

Para el desarrollo de este capitulo se ha seguido fundamentalmente el Capitulo 3 de [1].

5.1. Construccion de estrategias

Tenemos las herramientas matematicas: la férmula de It6, el Teorema de C-M-G y el teorema
de representacién de martingalas. Ahora necesitamos una idea de cémo “engancharlos” en un
modelo financiero. En los modelos més simples, el de Black-Scholes, por ejemplo, tendremos un
mercado que consistird en un valor con cotizacién aleatoria y un bono de caja sin riesgo; y con
esto viene la idea de una cartera.

Definicién 5.1 Cartera (¢,%). Una cartera es un par de procesos ¢y y ¥y que describen res-
pectivamente el niumero de unidades del valor y el bono que poseemos en el instante t. Ambos
procesos pueden tomar valores positivos o negativos (permitiremos la venta a corto ilimitada de
la accion o del bono). Los procesos ¢; y 1y deben ser F-previsible.

Estrategias de autofinanciacién

Con la idea de una cartera viene la idea de una estrategia. La descripcién (¢4, v:),t € [0,T]
es una estrategia dindmica que detalla la cantidad de cada componente que se debe mantener en
cada instante. Y, un conjunto particularmente interesante de estrategias o carteras son las que
son financieramente auténomas o autofinanciadas.

Una cartera se autofinancia si el cambio de su valor depende unicamente del cambio de los
precios de los activos. Por lo tanto, no admite retiradas de fondos ni requiere aportaciones de

capital después del instante inicial.

Con la cotizacién de las acciones S; y la cotizacién de los bonos By, el valor, V;, de una cartera

33



34 CAPITULO 5. VALORACION DE DERIVADOS FINANCIEROS

(¢t, 1) en el tiempo t es V; = ¢.S; + ¢ B;. En el instante ¢t suceden dos cosas: por un lado, la
antigua cartera cambia de valor porque S; y B; han cambiado y, por otro, la cartera puede ser
ajustada para dar una nueva cartera de la estrategia bursatil (¢, ;). Si el coste del ajuste se
corresponde perfectamente con las ganancias o pérdidas de la cartera, entonces no se requiere
dinero extra exterior: la cartera se autofinancia.

En un proceso a tiempo discreto se utiliza la ecuacién de diferencia
AV =i AS; +1; A B;.

Pero, en el tiempo continuo, obtendremos una ecuacién diferencial estocastica:

Proposicién 5.1 Cartera autofinanciada. Si {(¢¢,v:) : t € [0,T]} es una cartera con precio
de acciones St y precio de bonos By, entonces son equivalentes

1. {(¢r,¢1) : t €1]0,T]} se autofinancia.
2. dV; = ¢d Sy + Yd By, para todo t € [0,T).

Ejemplo 5.1 Supongamos que el precio de las acciones Sy estd dado por un movimiento Brow-
niano Wy (por lo tanto, Sy = Wy para todo t) y el precio del bono By es constante (By =1 para
todo t). ;Qué tipos de carteras se autofinancian?

1. Supongamos que ¢ = v = 1 para todo t. Si mantenemos una unidad de acciones y una
unidad de bonos cambios para todo el tiempo, entonces el valor de la cartera (V, = Wy +1)
puede fluctuar, pero todo serd debido a la fluctuacion de las acciones. Por lo tanto, no
se necesita dinero extra para mantener la estrategia (Pg, 1) y tampoco sale dinero, esta
cartera (¢4, :) deberia autofinanciarse.

Comprobando esto formalmente, V; = Wy + 1 implica que dV; = dW; que es lo mismo que
@:dSy + VedBy, como requeriamos (recordando que dBy = 0).

2. Supongamos que ¢y = 2Wy y by = —t — W2. Aqui (¢, 1) es una cartera, ¢, es previsible y
el valor de la cartera es Vi = ¢S+ By = W2 —t. Por la férmula de Ito, dV; = 2W,dW,
que es idéntico a ¢+dSy + V:dBy, como se requeria.

Aunque parezca sorprendente, mantener tantas unidades de acciones como el doble de su precio
actual, es exactamente compensado por los beneficios de las acciones y la cambiante cantidad de
bonos en la cartera: —(t + W2). La estrategia (¢¢,v) podria (en un mercado sin costes por las
transacciones) sequirse perfectamente sin financiacion adicional.

El dltimo ejemplo muestra que ser autofinanciado no es una propiedad automética de una car-
tera. La comprobacién de Ito funciond, pero podria haber fallado facilmente si 1; hubiese sido
diferente y, en este caso, la estrategia (¢, ;) habria requerido inyecciones o forzado la salida de
flujos de efectivo.

Estrategias bursatiles

Ahora podemos definir estrategias de replicaciéon para un reclamo:

Definicion 5.2 Estrategia de replicacion. Es una estrategia de negociacion de cartera auto-
financiada que cubre un derecho. Supongamos que estamos en un mercado de un bono sin riesgo
B, un valor de riesgo S con volatilidad o; y un reclamo X sobre eventos en el tiempo T .
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Un estrategia de replicacidn para X es una cartera autofinanciada (p,) tal que fOT ol?dt < oo
y Vr = ¢St +YrBr = X.

Como se explicé en la seccién 3.1, si (¢,1)) es una estrategia de replicacién de X, el valor de X
en cada instante ¢t € [0,T] debe coincidir con V; = ¢+S; + ¢ Bt ya que, en otro caso, el principio
de arbitraje produciria ganancias o pérdidas ilimitadas.

5.2. El modelo de Black-Scholes

Tenemos las herramientas y hemos visto el enfoque general para poder comenzar con el modelo de
Black-Scholes. Entonces, tomando el modelo bursatil de la seccién 3.2, usaremos el Teorema de C-
M-G (seccién 4.4) y, después, usaremos el teorema de representacién de martingalas (seccién 4.5)
para crear una estrategia de replicacién para cada reclamo. La férmula de Ito facilitard el trabajo.

El modelo

Necesitamos un modelo para el comportamiento bursatil, lo suficientemente simple como pa-
ra que podamos encontrar estrategias de replicacién, pero no tan simple que no podamos creer
en €l como un modelo del mundo real.

Nuestro mercado consistirda en un bono en efectivo a tasa de interés constante sin riesgo y una
accion negociable de riesgo cuya cotizacién sigue un movimiento Browniano exponencial.

Definicién 5.3 Modelo de Black - Scholes basico. Postulamos la existencia de constantes
reales v, p y o, con r,o > 0, tales que el precio del bono By y el precio de la cotizacion bursdtil
verifican:

B; = exp(rt) y S¢ = Soexp(cWy + ut), (5.1)

donde 7 es la tasa de interés sin riesgo, o es la volatilidad bursdtil y p es la deriva bursdtil.
Adicionalmente supondremos que no hay costes de transaccion y que ambos instrumentos son
negociables libre e instantdneamente, ya sea en largo o en corto al precio cotizado en cantidades
ilimitadas.

Como hemos visto en la seccién 3.2, este modelo tiene, al menos, un parecido razonable con el
mundo real.

Tasas de interés cero

Si hay un pardmetro que arroja una cortina de humo alrededor de la primera ejecuciéon en un
analisis del modelo de Black - Scholes, es la tasa de interés r. Los problemas que causa son mas
tediosos que fatales; como veremos pronto, las herramientas que tenemos son lo suficientemente
poderosas para hacerles frente. Pero simplificaremos de momento fijando » = 0, con lo que se
obtiene que B; = 1 para todo t.

Asi que ahora comenzamos. Para un pago arbitrario X, conocido para un horizonte de tiem-
po T, queremos encontrar una estrategia autofinanciada de replicacién (¢y, 1), t € [0,T].

Buscando una estrategia autofinanciada de replicacién
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Seguiremos un proceso de tres pasos, que describimos a continuacion,

Procedimiento 5.1 Tres pasos para la replicacion:
1. Encontrar una medida Q bajo la cual el precio de la accion Sy es una martingala.
2. Formar el proceso E, = Eq(X|F).
8. Encontrar un proceso previsible ¢y, tal que dBE; = ¢+dS;.

Mas adelante veremos que esto resuelve el problema.

El paso dos no requiere ningtin comentario. A continuacién, explicamos cémo llevar a cabo
los pasos uno y tres.

Paso uno

En primer lugar, aplicamos el Teorema de C-M-G y, en segundo lugar, vamos a ver si S; es
una Q-martingala para una Q determinada; queremos encontrar una EDE para S;.

La accién sigue la ecuacién (5.1), por lo que el logaritmo del precio de las acciones, Y; = log(S),
sigue un movimiento Browniano con deriva Y; = log Sy 4+ ocW; + ut. Por lo tanto, la EDE para Y;
es facil de escribir: dY; = odW, 4 udt. Pero, por supuesto, la féormula de Ito hace posible escribir
la EDE para S; = exp(Y;) como

1
dS; = oS dWy + (p + 502)5@5.

Para que S; sea una martingala, lo primero que hay que hacer es acabar con la deriva en esta

1.2
EDE. Si dejamos que 74 sea un proceso con valor constante v = @, entonces el Teorema

de C-M-G dice que hay una medida Q tal que W; = W; 4+t es un Q-movimiento Browniano (la
condicién técnica del Teorema C-M-G se satisface porque v; es constante). Sustituyendo en él,
la EDE ahora es

dS; = oSy dW;.

Una vez que hemos anulado la deriva, S; podria ser una Q-martingala. Como S; es una expo-
nencial y o es constante, se cumple la condicién de la Proposicién 4.4, lo que significa que Sy es
una Q-martingala. En consecuencia, QQ es la medida de martingala para S;.

Paso tres

Dado que hay una Q, bajo la cual tanto E; como S; son Q-martingalas, podemos utilizar el
teorema de representacién de martingalas. En consecuencia, existe un proceso previsible ¢; que
construye Fy; = Eqg(X|F;) a partir de S; (para usar este teorema, necesitamos comprobar que la
volatilidad de S; siempre es positiva, pero esto es cierto porque la volatilidad es solo ¢.S; y, tanto
o como Sy, son siempre positivos). Formalmente:

t
E, = Eq(X|F)) = Eg(X) + / 6,dS,,
0
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0, por supuesto, dE; = ¢;dS;. Entonces, el teorema de representacion de martingalas nos dice un
hecho importante: dada una Q que hace S; una Q-martingala con volatilidad positiva, se verifica
que dE; = ¢;dS; para algiun ¢;.

Estrategia de replicacién

El procedimiento 5.1 nos proporciona los elementos para la construcciéon de la estrategia de
replicacion del modo siguiente. Nuestra estrategia es:

= mantener ¢; unidades de acciones en el tiempo t y
= mantener ¢ = E; — ¢;S; unidades del bono en el tiempo ¢.

Esta cartera, jse autofinancia? El valor de la cartera en el momento ¢ es
Vi = ¢St + e By = Ey,

porque, como hemos senalado, al ser r = 0, se tiene que B; = 1. Por lo tanto, dV; = dFE; vy,
en consecuencia, dF; = ¢:dS;. Como, dB; es cero, tenemos la condicién de autofinanciamiento
dVy = ¢¢dSy + 1pdBs.

Dado que el valor terminal de la estrategia V; es Fpr = X, tenemos una estrategia de replicacién
para X, lo que significa que hay un precio de arbitraje para X en todo momento. Especificamen-
te, hay un precio de arbitraje para X en el instante cero: el valor de la cartera (¢g, ), lo que
hace que el precio sea Ey o Eg(X). En otras palabras, el precio del pago X es su valor esperado
bajo la medida que hace que el proceso bursatil S; sea una martingala.

Nos detenemos para observar ciertos detalles a mi entender sorprendentes. El primero es sim-
plemente el hecho de que existen estrategias que replican pagos arbitrarios. Ademads, es particu-
larmente extrano que, a pesar de la falta de conocimiento no solo del valor final del pago sino
también de la distribucién de probabilidad, podamos construir su réplica.

La segunda sorpresa, igualmente importante, es que el precio del derivado tiene una expre-
sién simple: el valor esperado del pago. Es facil olvidarse, que esta no es la esperanza del pago
con respecto a la medida real de .S;, sino que es la medida que lo convierte en un movimiento
Browniano exponencial con deriva p y volatilidad o.

La tercera sorpresa es la simplicidad del proceso S; bajo su medida de martingala. Si real-
mente queremos calcular los precios de un pago en particular, tenemos que poder calcular el
valor esperado del pago bajo la medida de martingala Q. Como el pago depende de S, esto
normalmente implica calcular el valor esperado, bajo @, de alguna funcién de los valores de .Sy
hasta ¢ = T. Si S; fuera un proceso complicado en @Q, entonces esta tarea también podria ser
desagradable. Pero S; es un movimiento Browniano exponencial bajo Q. Si resolvemos la EDE,
entonces

~ 1
S; = exp <0Wt — 202t> ,

y encontramos que S; tiene la misma constante de volatilidad ¢ y una nueva, pero constante,
deriva de —%O’Q. Entonces, si S; era manejable bajo su medida original, también lo es bajo su

medida de martingala.

Tasas de interés distintas de cero
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Ahora podemos volver a introducir la tasa de interés r. ;Qué pasa si r no es cero? No po-
demos simplemente ignorarlo. Consideremos un contrato a plazo con el pago Sp — k para algin
precio k. Recordamos que la k, que le da al contrato a plazo un valor cero en el tiempo cero,
es k = Spe"T. El arbitraje para producir esto es facil de entender. Pero nuestra regla, cuando r
era cero, de simplemente tomar el valor esperado del pago bajo la medida de martingala S; no
puede funcionar. De hecho,

]EQ(ST — SoerT) = So(l — eTT) 7é 0.

Incluso descontar el pago no ayudard en este caso. Por tanto, nuestra regla de encontrar una
medida que convierta S; en una martingala solo es vélida cuando r es cero. Cuando r no es cero,
el crecimiento inexorable del efectivo se interpone en el camino. Asi que adivinemos: si el creci-
miento del efectivo es molesto, podemos eliminarlo descontandolo todo (es una operacién que se
lleva a cabo en instituciones bancarias en las que éstas adquieren pagarés o letras de cambio de
cuyo valor nominal se descuenta el equivalente a los intereses que generaria el instante entre su
fecha de emisién y la fecha de vencimiento). Llamamos B; ! al proceso de descuento y formamos
una accién con descuento Z; = B; 'Sy con B; ' = exp(—r(T—t)) y un pago con descuento B X.

En este mundo con descuentos, se nos podria perdonar por pensar que r es nuevamente cero.
Entonces, tal vez nuestro andlisis funcione nuevamente. Por supuesto, todo esto es solo una justi-
ficacion heuristica. Si no podemos encontrar una estrategia de replicacion, entonces, por atractivo
que sea este proceso, serd inutil. Centrdandonos en nuestro proceso bursétil con descuento Z;, no
es demasiado dificil escribir una EDE

dZ, = 7, (ath + (u —r+ ;(72) dt) .

La ecuacién anterior se deduce tomando L; = log(Z;), luego Ly = oW, + (u — )t y, entonces,
dL; = 0dWi + (p — r) dt. La expresién se deduce del lema de It6.

Ahora vamos a repetir los tres pasos del caso r = 0.
Paso uno

Para convertir Z; en una martingala, podemos utilizar el Teorema de C-M-G como antes, solo que
g lg2
ahora introducimos una deriva de =277 a1 movimiento Browninano subyacente. Entonces
existe una probabilidad Q equivalente a la probabilidad original Py un movimiento Q-Browniano

Wy tal que ~
dZt =0 Zt th .

Por lo tanto, Z;, bajo Q, no tiene deriva y es una martingala.
Paso dos

Necesitamos un proceso que alcance el pago con descuento y, también, que sea una Q-martingala.
Y, como antes, la esperanza condicional lo proporciona: tomaremos E; = Eg(Br LX|F).

Paso tres
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El precio de las acciones con descuento Z; es una Q-martingala; y también lo es el proceso
de esperanza condicional del pago descontado F;. Asi, el teorema de la representacién de mar-
tingalas garantiza la obtencién de un ¢; previsible tal que dE; = ¢;dZ;.

Queremos alcanzar el pago real con cantidades de acciones reales pero, en nuestro mundo de
descuento, podemos alcanzar el pago descontado manteniendo ¢; unidades de las acciones des-
contadas.

Qué pasa con la tenencia de los bonos? La tenencia de los bonos en el mundo con descuen-
to es Yy = By — ¢ Z;, por lo que podemos probar eso también en el mundo real. Algo que nos
puede tranquilizar proviene del hecho de que en el momento T' tendremos ¢ unidades de accio-
nes y 7 unidades del bono que valdran ¢St + ¢YrBr = BrEr = X.

Entonces, nuestra estrategia de replicacién es
= mantener ¢; unidades de la accién en el momento ¢, y

= mantener ¢, = E; — ¢ Z; unidades del bono.
(Estamos en lo cierto? El valor V; de la cartera (¢, 1¢) viene dado por V; = ¢4.S; + 1 By = BE;.
Por lo tanto, podemos escribir dV; como

d‘/;f == BtdEt —|— EtdBt.

Pero dE; es ¢;dZ; vy, por tanto, dV; = ¢;BydZ; + FEidBy. Como F; = ¢y Zy + 1, tenemos

dVy = ¢ BedZy + (¢4 Zy + 1y )dBy = ¢y (BrdZy + Z,dBy) + ¢y dBy.

Pero, d(B;Z;) = BidZ; + ZdBy, y como Sy = By Z,, tenemos
dVy = ¢4dS; + 1 dB;.
Esto es, (¢, 1) se autofinancia.

Proposicién 5.2 Estrategia de autofinanciamiento. Una estrategia de cartera (¢¢,0¢) de
conservacion de ¢, acciones de valor Sy y un b, bonos en efectivo no voldtil de valor By, tiene
valor Vi = ¢Sy + Y By y valor descontado Ey = ¢ Zy + 10y, donde Z es el proceso de acciones
descontadas Zy = B;lSt. Entonces, la estrategia se autofinancia si

dVy = ¢1dS; + d By,
o equivalentemente, si

dE; = ¢dZ;.

Como hemos senalado, una estrategia se autofinancia si sus cambios en su valor se deben solo a
cambios en los valores de los activos. De manera equivalente: si los cambios en su valor descon-
tado se deben solo a cambios en los valores descontados de los activos.

Como sabemos que Vr = X, hemos probado que (¢¢,1) es una estrategia que replica X.
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Resumen. Supongamos que tenemos un modelo de Black-Scholes para acciones y bonos con-
tinuamente negociables. Entonces, todos los pagos de esperanza finita X, conocidos para algiun
horizonte temporal T, tienen asociadas estrategias de replicacién (¢, ;). Ademds, el precio de
arbitraje de dicho pago X viene dado por

Vi = BiEg(B; ' X|F) = e " TRy (X|F,), (5.2)
donde @ es la medida de martingala para las acciones con descuento B, 1g,.

Como hemos senalado, en este caso, Q no es la medida que convierte el precio de la accién
en una martingala, sino la medida que convierte a la acciéon descontada en una martingala. Y el
precio de arbitraje del reclamo es la esperanza bajo Q del reclamo descontado.

En resumen, cuando las tasas de interés son distintas de cero, las nuevas reglas son solo ver-
siones con precio descontado de las reglas antiguas:

Procedimiento 5.2 Tres pasos para la replicacion (caso con descuento):

1. Encontrar una medida Q bajo la cual el precio descontado de las acciones Z; sea una
martingala.

2. Formar el proceso Fy = Eq(B; ' X|F;).

3. Encontrar un proceso previsible ¢, tal que dEy = ¢dZ;.

5.3. Opciones de compra. Opciones europeas

Siguiendo con el modelo de Black y Scholes, fijaremos el precio de la opciéon de compra europea.
Recordemos que una opcién europea es el derecho, pero no la obligacién, de comprar una unidad
de acciones por una cantidad predeterminada k en una fecha de ejercicio concreta T'. En notacién
formal, nuestro pago es max(St — k, 0); o, en una notacién mds conveniente, (St — k)T.

Primero, deberfamos encontrar Vjp, el valor de la estrategia de replicacién (y, por lo tanto, de la
opcidn) en el tiempo cero. De acuerdo con (4.1) se tiene que

Vo = e "TEq((Sr — k)F),
donde Q es la medida de martingala para B; 'S;.

Pero, ;como calculamos V7 Lo primero que hay que notar es la sencillez del reclamo. El va-
lor (St — k)™ solo depende del precio de las acciones en un momento determinado, es decir, el
tiempo de vencimiento, T'. Por tanto, para encontrar la esperanza de este reclamo, solo necesi-
tamos encontrar la distribucién de St con respecto de Q.

Para ello, podemos mirar el proceso S; escrito en términos de movimiento Q-Browniano W.
Como d(log(S;)) = ocdW; + (r — 502)dt, entonces denotando el precio de las acciones en el tiempo

cero Sy por s, tenemos que log(S) = 10g(8)+0’Wt+(7”*%02)t y, asi, S; = sexp(UWt+(rf%02)t).

Entonces, la distribucién de St viene dada por s veces la exponencial de una normal con media
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(r— %JQ)T y varianza 02T Por tanto, si Z es una normal N(—%UQT, o?T), podemos escribir St

como se'ZtT) v en consecuencia:

Vo = e "TE((seZH ) — k)t

1 00 + 1 2T 2 5.3
= (se7 —he ™) exp <_($20T) de. Y
o log(f)—rT o

Esta integral se puede descomponer mediante un cambio de variable en términos de la funcién
de distribucién de una normal estandar. En concreto, si ¢ denota esta funcién, se tiene que:

Formula 5.1 Formula de Black-Scholes.

B <1og () + (r + 4o?) T> R <log () + (r — 3o T> o

oVT oVT

Esta es la férmula de Black-Scholes para fijar el precio de las opciones de compra europeas.
Notese que aunque no se hace explicito en la notacién, Vy depende de s y T.

5.4. El modelo de Black-Scholes en accion

Ejemplo 5.2 Si una accién tiene una volatilidad constante del 18 % y una deriva constante del
8%, con tasas de interés continuamente compuestas constantes al 6 % anuales, ;cudl es el va-
lor de una opcion para comprar las acciones por 25 € en dos anos, si su precio actual es de 20 €7

La descripcion se ajusta a las condiciones de Black-Scholes. Por lo tanto, usando s = 20, k = 25,
oc=0,18, r=0,06, y t = 2, podemos calcular Vy como 1,221 €.

A continuacién vamos a analizar como varfa Vj en 5.4, con cada uno de los pardmetros mante-
niendo fijos el resto.

Dependencia del precio

De acuerdo con (5.4), para valores del precio actual de las acciones mucho menores que k, el
valor de la férmula en si se vuelve pequenio, lo que significa que es poco probable que la co-
tizacion se recupere a tiempo. Por el contrario, para valores de s mucho mayores que k, tiene
una probabilidad alta de ejecutarse. En consecuencia, el precio de la opcién es aproximadamente
s — ke ™, que es el valor actual de una accién a plazo fijado al precio k para el tiempo 7.

Dependencia del tiempo
A medida que el tiempo hasta el vencimiento T se reduce, las posibilidades de que el precio
se mueva mucho disminuyen y, el valor de la opcién, se acerca cada vez mas al valor del pago al

precio actual, (s—k)T. Sin embargo, para tiempos de mas duracién, el valor de la opcién aumenta.

Dependencia de la volatilidad
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En igualdad del resto de condiciones, la opcién vale més cuanto mas volatil sea la accion. En un
extremo, si 0 es muy pequeilo, la opcién se asemeja a un bono sin riesgo y vale (s — kexp~"1)T,
que es el valor del futuro correspondiente y, es cero, en caso contrario. En el otro extremo, si o
es muy grande, la opcién vale s.

5.5. Otras opciones

A veces, una opcién ofrece més posibilidades que simplemente elegir entre dos alternativas en la
fecha de vencimiento. Las opciones americanas son el ejemplo méas conocido de tales derivados.
Estas opciones otorgan el derecho a comprar, digamos, una unidad de determinada accién por
un precio de ejercicio k en cualquier momento hasta la fecha de vencimiento T inclusive, en lugar
de solo en esa fecha. El comprador de la opcion tiene que tomar decisiones en cada instante para
decidir si ejecuta la opcién y cuando.

Obviamente, solo puede utilizar la informacién de precios disponible hasta el momento pre-
sente. El momento (aleatorio) de ejecucién se llama tiempo de parada. Si lo denotamos por 7 el
pago correspondiente es

(S; — k)T en el tiempo 7.

Si el emisor de la opcién conociera de antemano qué tiempo de parada usaré el inversor, el coste
en el momento cero de cubrir su pago seria

Eg(e™"™ (S, — k)™).

Como no sabemos qué 7 se utilizard, una estrategia razonable es prepararse para el peor caso
posible y cobrar el valor méximo (maximizando en todas las posibles estrategias de parada). Por
tanto,

Vo= sup Eq(e (S —k)1).
te[0,T)

Proposicion 5.3 Fijacion de precios de derivados con opcionalidad. En general, si el
comprador de la opcion tiene un conjunto de opciones A y recibe un pago X, en el instante T,
después de elegir a en A, entonces el emisor de la opcion debe cobrar

Vo = sup Eg(e™"™" X,)
a€cA

por ello. St el comprador no ejerce la opcion de manera dptima, entonces la cobertura del emisor
producird un superdvit en la fecha T.

5.6. La cobertura en su totalidad

Volviendo a la opcién europea, seria util saber la estrategia de replicacién real requerida, es decir,
averiguar realmente cuantas acciones se necesitarian en cada momento para construir artificial-
mente la opcion.
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La cantidad de acciones, ¢;, proviene del teorema de representacién de martingalas, pero des-
afortunadamente, el teorema simplemente establece que ¢; existe. Sin embargo, este resultado,
en el fondo, nos dice que la razén por la que el pago descontado se puede construir a partir de
las acciones descontadas es que, al ser martingalas bajo la misma medida, cada una de ellas solo
es una version a escala de la otra. El proceso ¢; es simplemente la proporcién de volatilidades.
Por tanto, intuitivamente, ¢; deberia ser algo como la relaciéon entre el cambio en el valor de
la opcién causado por un movimiento en el precio de las acciones y el cambio en el precio de
las acciones utilizado. Y, si tenemos un pago suficientemente restringido donde la tinica entrada
requerida de la filtracion para fijar el precio del pago es el precio de las acciones en el momento
actual y, ademads, que la relacién funcional implicita entre el valor del pago y el precio actual de
las acciones es regular, entonces podriamos esperar que la derivada parcial del valor de la opcién
con respecto al precio de la accién sea la ¢; que buscamos.

Supongamos que el derivado X es una funcién del valor final del precio de las acciones, de
modo que X = f(Sr) para alguna funcién f. Entonces, se verifica el siguiente resultado:

Proposicién 5.4 Precio de valor final. Si el derivado X es igual a f(St), para alguna f,
entonces el valor de X en el tiempo t es igual a V; = V (S, t), donde

V(s,t) = exp (=r (T = t)) Eq (f (Sr) [S¢ = 5)
Y, entonces, la estrategia de inversion (suponiendo que exista) viene dada por ¢y = %—‘S/(St,t).

Por lo tanto, como habiamos anunciado, la cantidad de acciones en la cartera replicada en
cualquier momento es la derivada del precio de la opcién con respecto al precio de la accidn.

5.7. Cobertura explicita de Black-Scholes

La opcién de compra europea es un pago de valor final por lo que, de acuerdo con la Proposicién
5.1, la cantidad de acciones requeridas es la derivada de la funcién de valor con respecto al precio
de las acciones. En simbolos,

bt = ?:(SuT—t):‘I’(

log 5t + (r + $02)(T — t)
oVT —1 '

Debido a que ® siempre esta entre cero y uno, solo necesitamos tener una posicion larga acotada
en la accién. Ademas, el valor de la tenencia de bonos en cualquier momento es

log% + (r—30?) (T —1t)
oI —t ’

Bitpy = —ke "D @ (

que, aunque siempre es un préstamo, esta acotado por el precio de ejercicio k.

Hay dos posibilidades a medida que se alcanza la madurez. Si el precio de las acciones es menor
que el precio de ejercicio, entonces tanto el bono como la tenencia de acciones se reducen a cero,
lo que refleja la creciente inutilidad de la opcién. Alternativamente, si el precio se mantiene por
encima del valor del ejercicio, entonces la tenencia de acciones aumenta a una unidad y el valor
del bono es —k. Esta combinaciéon equilibra exactamente la demanda ahora segura de una unidad
de accién a cambio de una cantidad en efectivo k.
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Conclusiones

Incluso con un modelo estocastico para la accién, podemos replicar cualquier pago. La cartera
replicada tiene un valor dado por el reclamo descontado esperado con respecto a una medida
que convierte la accién descontada en una martingala y, por lo tanto, independientemente de la
distribucién de probabilidad que siguen los pagos. Ademas, el cambio a la medida de martingala
tiene un efecto notablemente simple en el proceso S;: solo cambia la deriva a otro valor constante.
La accion sigue siendo un movimiento Browniano exponencial; incluso la volatilidad o permanece
igual.

Para concluir, hacemos una reflexién sobre los puntos fuertes y las limitaciones de esta me-
todologfa (ver [10]).

Claramente, el modelo de Black-Scholes marcé un antes y un después en el mundo financie-
ro, counsiguiendo el premio Nobel de Economia en 1997 [23]. Uno de sus puntos fuertes es que
permite estimar la volatilidad del mercado de un activo subyacente en funcién del precio y el
tiempo. Otro punto fuerte es la estrategia de autofinanciacién cuyo pago final es igual al pago de
un valor derivado al vencimiento siempre y cuando el inversor pueda comprar y vender activos
de forma continua sin costes por las transacciones.

Por otro lado, este modelo también tiene sus limitaciones debido a que se basa en algunas
suposiciones sobre el mercado que no se ajustan del todo a la realidad. Una de ellas es que la
volatilidad es constante en el tiempo y esto puede ser cierto a corto pero no a largo plazo. Ademas,
si dejamos a parte la deriva, supone que las acciones se mueven siguiendo una caminata al azar, es
decir, que suben o bajan con la misma probabilidad. Méas concretamente: supone que una accién
con precio claramente por encima de su valor (igualmente por debajo) puede seguir subiendo con
la misma probabilidad que bajando. Pero, en realidad, el mercado se mueve siguiendo diferentes
factores econémicos y, por lo tanto, esto no es realista. Otro punto a destacar en este modelo es
que supone que la accién subyacente no paga dividendos, sin embargo, la mayoria de las empresas
si los pagan. Este modelo tampoco tiene en cuenta las comisiones y costes de transaccion, que
en la vida real si que suponen un gasto extra. Ademads, solo permite manejar directamente las
opciones de tipo europeo, por lo que no incluye las americanas que pueden ejercerse en cualquier
momento y no solo a vencimiento ni otras, mas complejas, que también existen en el mercado.

44



Bibliografia

[1] BAXTER, MARTIN and RENNIE, ANDREW. Financial Calculus. An introduction to de-
rivative pricing.; United Kingdom. Cambridge University Press, 1997. ISBN: 0 521 55289 3
hardback.

[2] CALOGERO, SIMONE. Stochastic Calculus Financial Derivatives and PDE’s. 2019. http:
//www.math.chalmers.se/~calogero/Lecture_Notes1l.pdf [Consulta: 11/09/2021]

[3] CUESTA ALBERTOS, JUAN ANTONIO. Cdlculo de Probabilidades. 2° Grado Matemdticas.
Universidad de Cantabria.

[4] Economipedia. Bono. https://economipedia.com/definiciones/bono.html [Consulta:
13/09/2021]

[5] Economipedia. Derivado financiero. https://economipedia.com/definiciones/
derivado-financiero.html [Consulta: 13/09/2021]

[6] Economipedia. Posicién corta. https://economipedia.com/definiciones/
posicion-corta.html [Consulta: 13/09/2021]

[7] Economipedia. Posicion larga. https://economipedia.com/definiciones/
posicion-larga.html [Consulta: 13/09/2021]

[8] Economipedia. Volatilidad. https://economipedia.com/definiciones/volatilidad.
html [Consulta: 13/09/2021]

[9] NAVION, ALEJANDO. ;Quién es Louis Bachelier? https://web.archive.org/web/
20110918081947/http://laberintos.itam.mx/files/350.pdf [Consulta: 25/08/2021]

[10] TENENG, DEAN. Limitations of the Black-Scholes model. International Research Journal
of Finance and Economics. 99-102. (2011).

[11] VELEZ IBARROLA, RICARDO. Introduccién al Movimiento Browniano. UNED.

[12] Wikipedia. Adapted process. https://en.wikipedia.org/wiki/Adapted_process Con-
sulta: 13/09/2021]

[13] Wikipedia. Conditional expectation. https://en.wikipedia.org/wiki/Conditional_
expectation [Consulta: 10/09/2021]

[14] Wikipedia. Expected value. https://en.wikipedia.org/wiki/Expected_value [Consul-
ta: 10/09/2021]

45



46 BIBLIOGRAFIA

[15] Wikipedia. Filtration (mathematics). https://en.wikipedia.org/wiki/Filtration_
(mathematics). [Consulta: 20/08/2021]

[16] Wikipedia. Law of the unconscious statistician. https://en.wikipedia.org/wiki/Law_
of _the_unconscious_statistician [Consulta: 11/09/2021]

[17] Wikipedia. Moment-generating function. https://en.wikipedia.org/wiki/
Moment-generating_function. [Consulta: 14/09/2021]

[18] Wikipedia. Radon-Nikodym theorem. https://en.wikipedia.org/wiki/RadonNikodym_
theorem [Consulta: 14/09/2021]

[19] Wikipedia.  Stochastic  differential  equation. https://en.wikipedia.org/wiki/
Stochastic_differential_equation [Consulta: 11/09/2021]

[20] Wikipedia. Stochastic process. https://en.wikipedia.org/wiki/Stochastic_process#
Stochastic_process. [Consulta: 20/08/2021]

[21] Wikipedia. Tree diagram (probability theory). https://en.wikipedia.org/wiki/Tree_
diagram_(probability_theory) [Consulta: 08/09/2021]

[22] Wikipedia. o-algebra. https://en.wikipedia.org/wiki/-algebra#Definition [Consul-
ta: 10/09/2021]

[23] ZORRILLA SALGADOR, JUAN PABLO. El Analista Econémico-

Financiero. https://elanalistaeconomicofinanciero.blogspot.com/2012/06/
robert-c-merton-y-myron-s-scholes.html [Consulta: 05/09/2021]



