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Resumen

Las superficies minimales cobran un especial interés a lo largo de la historia, es por eso que
estudiaremos distintas propiedades para identificar este tipo de superficies. Conoceremos los

distintos avances a lo largo de la historia en la investigacion de estas superficies.

A su vez resultard interesante la importante conexion de las superficies minimales con el analisis
complejo, nos centraremos en el estudio de coordenadas isotermas y la relacion que mantienen

con este tipo de superficies.

Como tultimo punto a destacar, veremos que otro de los objetos principales de estudio en
este trabajo sera la representacion de Weierstrass y su importante relacion con las superficies

minimales, para lo que analizaremos concretamente el ejemplo de la superficie minimal de Costa.

Palabras clave: Superficie minimal - Coordenadas Isotermas - Curva Minimal - Representa-

cion de Weierstrass - Superficie Minimal de Costa

Abstract

Minimal surfaces have been of special interest throughout history, that is why we will study
different properties to identify this type of surfaces. We will learn about the different advances

throughout history in the investigation of these surfaces.

At the same time it will be interesting the important connection of the minimal surfaces with
the complex analysis, we will focus on the study of isothermal coordinates and the relation that

they maintain with this type of surfaces.

As last point to emphasize, we will see that another of the main objects of study in this work
will be the Weierstrass representation and its important relation with the minimal surfaces, for

which we will analyze concretely the example of the minimal surface of Costa.

Key words: Minimal surface - Isothermal coordinates - Minimal curve - Weierstrass re-

presentation - Minimal Costa surface.



Introducciéon

Es necesario primero, conocer un poco los distintos avances en el estudio de superficies mi-
nimales a lo largo de la historia, para tener asi una pequena idea sobre las motivaciones que
llevaron a la investigacion de este tipo de superficies, asi como sus propiedades, y sus relaciones
con distintos campos de las matemadticas, como puede ser el andlisis complejo (esto lo podremos
encontrar en una gran cantidad de libros y articulos relacionados con el estudio de superficies

minimales como [§] y [7]).

El comienzo del estudio e investigacién, de las superficies minimales comenzo6 alrededor del
ano 1760, con el matematico Lagrange, este se dedicé al problema de encontrar la superficie
de menor drea, entre un conjunto de superficies con la misma frontera, una de las conclusiones

que obtuvo Lagrange, fue que esa superficie ha de verificar la siguiente expresion:

d 2y d 2y

PR - +_ -
de \ \/1+ 22+ 22 dy \ \/1+ 22+ 22

Unos anos mas tarde, Meusnier ofrecié una interpretacion geométrica a este problema, obser-
vando que las superficies que verificaban la expresion propuesta por Lagrange, eran aquellas,
cuya curvatura media se anula, por eso, se comienza a usar el nombre de superficies minimales,
para aquellas que verifican que H = 0. Ademas se afirmé y probd, que tanto el catenoide co-
mo el helicoide cumplen la expresién diferencial previa, por eso son considerados los primeros

ejemplos de superficies minimales.

Es mas adelante, a lo largo del siglo XIX, cuando encontramos mas avances en este campo,
con matematicos muy importantes de la época como pueden ser Enneper, Schwarz, Riemann,
Scherk y Weierstrass (veremos alguno de sus trabajos a lo largo del trabajo). Es muy impor-
tante el trabajo de Weierstrass como podremos comprobar en el capitulo final, ya que este
establece una cierta relacion entre las superficies minimales y el recién desarrollado analisis
complejo, dando expresiones analiticas para generalizar superficies minimales, mediante el uso

de funciones armonicas.

Aproximadamente, a mitad del siglo XIX, nos encontramos con los avances y descubrimientos
del fisico Joseph Plateau, y desarrolla lo que conocemos como problema de Plateau, este ob-
servo que las superficies minimales podrian interpretarse fisicamente como pompas de jabdn.
La investigacion de Plateau sobre la tension superficial de las pompas de jabdn, le sirvié para
establecer una relaciéon con el problema de minimizar el area dado el borde de la superficie.
Para ello, lo que hizo Plateau, fue con un alambre definir el borde de la superficie, meterlo en

una solucién jabonosa y crear de esta manera una pompa de jabdén, y obtuvo las siguientes



conclusiones:

» Las pompas de jabén se hacen a partir de superficies suaves (estas son aquellas que no

tienen puntos singulares, es decir, tienen un tnico plano tangente en cada punto).
» La curvatura media de las pompas de jabon es 0.

Destacamos una segunda etapa en el estudio e investigacién de superficies minimales, comen-
zando con la primera mitad del siglo XX, en el que se impulsa el desarrollo de las ecuaciones

en derivadas parciales destacando matematicos como Bernstein, Douglas o Morrey.

En la segunda mitad del siglo XX, destacan los trabajos de algunos matematicos muy co-
nocidos de la época como pueden ser do Carmo y Osserman, resultados de ambos matematicos
seran vistos a lo largo de este trabajo, como por ejemplo, para profundizar en algunos ejem-
plos de superficies minimales como el catenoide y el helicoide, asi como para conocer distintos

resultados que serdan de especial importancia.

En este trabajo intentaremos conocer con mas profundidad, el concepto de superficies mini-
males. En el primer capitulo repasaremos aquellos términos relevantes para el estudio de este
tipo de superficies, vistos a lo largo de la carrera. Nos centraremos en algunas definiciones y teo-

remas relativos a la teoria de superficies, asi como de teoria relacionada con el andlisis complejo.

En el segundo capitulo, haremos una presentacion a la superficies minimales, dando a conocer
distintos métodos (teoremas), que nos permitiran identificar este tipo de superficies. Encontra-
remos a su vez distintos ejemplos de superficies minimales, como pueden ser el catenoide o el
helicoide. Para acabar con este capitulo, estudiaremos la aplicacion de Gauss de una superficie

minimal.

Nos centraremos en la relacion entre las superficies minimales y el andlisis complejo, en el
tercer capitulo, introduciremos las coordenadas isotermas y algunos teoremas y proposiciones
relacionadas con este concepto. A su vez introduciremos las curvas minimales y su relacién con

las superficies minimales.

Para finalizar, veremos la representacion de Weierstrass, su definicion, propiedades y distin-
tos teoremas que relacionaran esta representacion con todo lo visto previamente. Del mismo
modo, estudiaremos la relacion que podemos encontrar entre una superficie minimal y una pa-
rametrizacion de Weierstrass. Por ultimo nos encontraremos con la presentacion de la superficie
minimal de Costa, una superficie de especial interés por su alta relacién con la representacién

de Weierstrass.



Capitulo 1

Preliminares

Para el correcto entendimiento de lo que es el trabajo en si, primero es necesario recordar
y repasar algunos conceptos, teoremas y aspectos relacionados con superficies en general. Este
capitulo preliminar, se basara en un breve repaso de geometria, y anélisis complejo, dos campos

muy importantes en los que profundizaremos en los capitulos posteriores.

1.1. Introduccion a la teoria de superficies

Comenzaremos repasando los aspectos mas importantes que veremos en los préximos capitu-
los relativos a este ambito, presentaremos algunas definiciones asi como resultados que resul-
taran interesantes para una correcta interpretacion de la notacién usada a lo largo de este
trabajo. Gran cantidad de esta informacién podremos encontrarla en los libros citados en la

bibliografia, centrandonos en [9].

Definicién 1.1. Una superficie parametrizada x (también conocida como parametrizacion local)
es una aplicacion diferenciable:
x:U — R?

siendo U un conjunto abierto contenido en R?.

Definicién 1.2. Dada x : U — R? una superficie parametrizada, decimos que la superficie es

reqular si y solo si x, X X, es no nulo en todos los puntos (u,v) de U.

Definicién 1.3. Dada una superficie parametrizada inyectiva x : U — R? la normal unitaria

N de la superficie viene dada por la siguiente expresion:

Xy X Xy

N(u,v) (u,v), (1.1)

B ||Xu X Xv||

siendo evidente que es, en aquellos puntos (u,v) de U en los cuales x, X x, no se anula.

A partir de estas dos definiciones, resulta claro que x : U — R? es una superficie regular si

y solo si la normal unitaria N esta bien definida en todos los puntos de U.



Definicién 1.4. Dada una superficie parametrizada x : U — R3, se dice que la normal, definida
por , puede interpretarse como una aplicacién del conjunto enU en S*(1), la esfera unidad,

llamada aplicacion de Gauss de la superficie X.

A continuacion estudiaremos las formas fundamentales, que como veremos méas adelante
aparecen constantemente a lo largo del trabajo, se conocen distintas notaciones validas y acep-

tadas para estas funciones, por eso presentamos a continuacion las que hemos utilizado.

Definicién 1.5. Dada una superficie parametrizada x : U — R", definimos las funciones

g11, 912, 922 : U — R, que vendrdn dadas por las siguientes expresiones:

g11 = Xy " Xy, g12 = 921 = Xy - Xy, g22 = Xy - Xy, (1~2)

estas nos sirven para definir la métrica o primera forma fundamental de la superficie x, la cual

tiene la siguiente expresion:
ds* = gndu® + 2g1dudv + gordv®. (1.3)

Definicién 1.6. Dada una superficie parametrizada x : U — R3, podemos definir los coeficien-

tes de lo que llamaremos la sequnda forma fundamental, de la siguiente forma:

Lll = Xy N7
L12 = Xw " Nu
L22 = Xy N.

Definiciéon 1.7. Atendiendo a la primera forma fundamental y sequnda forma fundamen-
tal @, que acabamos de presentar, definimos el operador forma u operador de Weingarten
una aplicacion que ird del plano tangente a la superficie en un punto p en si mismo, de tal

manera que se verifica que:
8= gL, (1.4)

siendo g la matriz cuyos elementos son los coeficientes de la primera forma fundamental, y L
la matriz cuyos elementos son los coeficientes de la sequnda forma fundamental. Ademds los

autovalores de esta matriz S, que son ki, ke, los denominaremos curvaturas principales.

Para finalizar definiremos la curvatura de Gauss de una superficie haciendo uso de la primera

y segunda forma fundamental, de tal manera que:

K det L
det g

= det Sp = k?lkfg. (15)

A su vez, la curvatura media, la definiremos como H = %(lﬁ + ko), y como veremos mas en
detalle, aquellas superficies que verifican que su curvatura media es nula en todo punto, se

denominaran superficies minimales.



Teorema 1.8. Dada una superficie parametrizada requiar x : U — R3, obtenemos las siquien-

tes expresiones para la curvatura de Gauss y para la curvatura media:

_ L11L22 - L12 2

K 7
911922 — g22

(1.6)

_ L1192 — 2L12g12 + g11 L2

H
2(g11922 — q122)

(1.7)

1.2. Variable compleja

Definicién 1.9. Definimos el espacio euclideo complejo C* como el conjunto de todas las n-

tuplas tales que:
C" ={(p1, -+ ,pn)|pjes un nimero complejo con j =1,...,n}

donde ademds a los elementos (p1,- - pn) los llamaremos vectores complejos.

Esta claro que C" tendra estructura de espacio vectorial, por lo tanto podremos definir algu-

nas operaciones con sus elementos de tal manera que, dados p = (p1,--+ ,pn), ¢ = (q1,"** ,qn):
pra=m+a,  ,Pat )
A su vez, dado un nimero complejo «, podremos obtener el vector:
aq = (aqr, - ,aq,).

Esté claro que también podremos obtener el producto escalar de dos vectores complejos de tal

manera que:

q-p=Y_ a-pi
i=1
Del mismo modo podremos obtener el vector conjugado de un vector complejo:

@Z @1»"' aQn)

Ademas igual que en el caso anterior, podremos definir una serie de propiedades relativas a las

operaciones con vectores complejos conjugados de tal manera que:

p+q=p+gq,
aq = aq,

q-P=49q-D
q-q=0.



Definimos a su vez la norma de un vector complejo, que denotamos tal que ||||, de la siguiente

lall = Va7 = VIa + gl

Y por ultimo definimos el producto vectorial de dos vectores en C?, de manera andloga al

manera:

producto vectorial en R3, y encontramos tres propiedades que nos serdn de gran utilidad en

mas adelante:

[la x bl| = [lal *[[bl[* — |a - bJ%, (1.8)
[la x @l| = [|al|*, (1.9)
a x a=2i(I(azaz), Iazar), S(a1a3)). (1.10)

Encontramos una gran cantidad de similitudes entre las superficies minimales y las funcio-
nes analiticas, repasaremos algunas propiedas basicas de las funciones analiticas en variable
compleja, que nos pueden ser utiles a la hora de estudiar las superficies minimales.

Dado un subconjunto abierto & del conjunto de los nimeros complejos C, una funcion
f U — C, decimos que es analitica si esta tiene una derivada en cada punto ¢ € U. Es decir,

se tiene que verificar que el siguiente limite existe siempre.

i £ (P) = f(a)
pa p—q

Tambien podemos relacionar la parte real y la parte imaginaria de una funcién analitica com-
pleja, denotamos g = Rf y h = S f, para establecer esta relacién utilizamos las ecuaciones de

Cauchy-Riemann:
Gu =hy,  Go=—hy (1.11)

Si continuamos derivando las ecuaciones anteriores, se verifica lo siguiente, guu + Goo = Puu +
hyy = 0,luego diremos que las funciones g, h son armonicas. Si las funciones son armoénicas y
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann diremos que son armoénicas conjugadas. Ademas

tendremos que, la partes real e imaginaria de una funcién analitica son armonicas.



Capitulo 2

Introduccion a las superficies

minimales

2.1. Definicion y Variacién Normal

Definicién 2.1. Una superficie minimal en R? es una superficie reqular cuya curvatura media

se anula en todos los puntos de la misma.

Definicién 2.2. Una superficie minimal en R? es la superficie de menor drea, entre un conjunto

de superficies cuyas fronteras coinciden.

Lo que vamos a mostrar en esta seccién es que estas definiciones coinciden, para ello vamos
a definir la variacién normal de una superficie M C R? como una familia de superficies, que
nos proporcionard informacién sobre los cambios de esta superficie M, cuando esta se deforma

en una direccién perpendicular a la superficie.

Denotamos A(t) como el drea de esta familia de superficies, y veremos que la curvatura media
de la superficie M se anula en todos sus puntos si y solo si A'(t) = 0, en todos los puntos de la

superficie M.

Para comenzar, primero es necesario introducir una serie de definiciones que nos serviran para

aclarar algunos conceptos que apareceran a lo largo del capitulo.

Definicién 2.3. Dada M una superficie regular, definimos un dominio en M como un conjunto
abierto y a su vez conexo que llamaremos U, contenido en la superficie M, de tal manera que
al aplicar un homeomorfismo diferenciable ® a una circunferencia, su imagen serd la frontera

de U, ademas, su aplicacion tangente ®, nunca se anula, salvo en un nimero finito de puntos.

Definicion 2.4. A la union de un dominio en M con su frontera, la denominaremos region

en M.



Definicién 2.5. Dada Q una region en M, se dice que Q es una region acotada si se verifica
la siguiente condicion:
M eR:|p|]| <M VpeQ.

Definicién 2.6. Dada M € R™ una superficie reqular , y @ C M una region acotada contenida
a su vez, en la traza de una carta local x : U — M. El drea de la region Q vendrd dado por la

siguiente expresion.:

Area(Q) = // V g11922 — g12 *dudv, (2.1)
x~1(Q)

ademdas esta no depende de la carta local seleccionada.

Corolario 2.7. Si la superficie reqular M estd contenida en R? y tenemos igual que antes, una
region acotada Q C M que a su vez, se encuentra contenida en la traza de una carta local, esta

vez reqular, x : U — M, el drea de Q) vendrd dado por la siguiente expresion:
fWM@:// I X o [dudy. (2.2)
x~1(Q)

Definicién 2.8. Dada x : U — R3 una superficie parametrizada reqular y una region acotada
Q contenida en U. Tomamos a su vez h : Q@ — R una funcion diferenciable y 6 > 0. Deno-
tamos N como el vector normal unitario, por lo tanto satisface que N(u,v) es perpendicular a
X para cualquier par (u,v) € U. Ahora definimos la variacion normal de x y Q, la cual queda

determinada por la aplicacion h, como:
x:(—0,0) x Q - R?
la cual viene dada por la siguiente expresion:
x[t](u, v) = x(u, v) + th(u, v)N(u,v), (2.3)

es claro que t € (—0,9) y (u,v) € Q. Tenemos a su vez que las formas fundamentales también

van a depender del parametro t:

Por lo tanto, es evidente que:

[ 911(0)> g12 = 912(0), go2 = 922(0)7
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y por ultimo, el area de X[t] vendrd dado por

Ae) = Areat(@) = [ [ VorBlamld) — guli P (2.4)

Lema 2.9. Teniendo en cuenta, la expresion , se tiene que:

A'(0) = _2// hHA\/ g11922 — g12 *dudv, (2.5)
Q

donde H es la curvatura media de nuestra superficie M.

Demostracion. Tomamos la ecuacién de x[t] (2.3]) y la derivamos respecto de u, y de manera

analoga respecto de v,

tly = xu+thyN+thNy,
{X[] Xu + + (26)

x[t], = xy+th,N+thN,.

A continuacién, utilizando los coeficiente de la primera forma fundamental (1.2), obtenemos

que:

g (t) = x[t] - x[t],
= (Xy + thyN + thN,) (x4 + th,N + thN,)
= g1 + 2x,thN, + O(t?).

Y teniendo en cuenta que —N,x, = Nx,, = Lq;, ver (1.6]), luego:
gH(t) = J11 — 2L11th + O(t2), (27)
y de manera andloga calculamos g15(t) v g2o(%):

gi2 (t) = gJ12 — 2L12th —+ O(t2),

) (2.8)
Goa(t) = gaz — 2Laoth + O(¢?).

Ahora utilizando la definicién de A(t) y conociendo la expresién de la curvatura media H, (ver

(1.7))), obtendremos que:

g11(t)g22(t) — g12(t)? = (911 — 2thLyy + O(t?))(g22 — 2thLas + O(t?))
— (912 — chng + O(t2))2

= 11922 — J12 2 - 2th(g11Laa + L11g22 — 2L12g12) + O(t2)
= (911922 — 12 2)(1 — 4thH) + O(#?),

11



ahora sustituyendo en obtenemos que:

Va1 (t)gea(t) — g12(t)? = /(911922 — 9122) (1 — 4thH) + O (2)
= Vg1192 — g122\/(1 — 4thH) + O(2) (2.9)

=V g11922 — 9122(1 — chH) + O(t2)
Y ahora reemplazando lo que tenemos en las ecuaciones (2.4) y (2.9) obtenemos lo siguiente:
A(t) = Area(x[1)(Q)) = / / (Varge = 912%) (1 = 2thH) + O(t2))dudv
Q
= // V 911922 — g12 2dudv — 2t// hHA/ g11922 — g12 2dudy + O(tQ),
Q Q

(2.10)

y, para finalizar, derivamos esta tltima ecuaciéon ([2.10]) respecto de ¢, sustituimos por el valor

0 en t, y se obtiene lo que queriamos:

A/(O) = —2//QhH\/ gi11922 — J12 Qdudv.

]

Teorema 2.10. Dada una superficie parametrizada reqular, x : U — R3, tomamos a su vez
una region acotada Q contenida en U, entonces la superficie x es minimal sobre la region Q
si y solo se verifica que A'(0) = 0 wutilizando una variacién normal de x y Q con respecto a

cualquier homeomorfismo h : Q@ — R.

Demostracion. Comenzamos realizando la implicacién de izquierda a derecha. Suponemos que
x es una superficie minimal, por definicion, esta superficie verifica que H = 0 en todos sus
puntos, por lo tanto, sustituyendo en (2.5 es inmediato que A’(0) = 0.

La segunda implicaciéon no es tan inmediata, la probaremos por reducciéon al absurdo, co-
menzamos suponiendo que se cumple A’(0) = 0 para cualquier homeomorfismo h, pero que a

su vez H(p) # 0 para algin p € Q seleccionado de manera arbitraria.

Tomamos por lo tanto h de tal manera que se satisfaga que h(p) = H(p), y ademds h serd
cero en el exterior de un entorno suficientemente pequeno de nuestro punto p. Como hemos
tomado h de tal manera que H(p) = h(p), esto implica que A’(0) < 0, y nuestra hipdtesis de
partida era que A’(0) = 0, por lo tanto es claro que H(p) = 0. ]

2.2. Ejemplos de superficies minimales

Como bien hemos mencionado en la introduccién histérica, el catenoide y el helicoide son los

primeros ejemplos conocidos de superficies minimales, es por eso que se conocen mas resultados

12
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Figura 2.1: Catenoide

relacionados con las superficies minimales, y estas superficies, algunos de ellos desarrollados por
do Carmo [2] los veremos en esta seccion.

2.2.1. Catenoide

Comenzamos viendo uno de los ejemplos més importantes, el catenoide dado por:
x(u,v) = (acosh(v) cos(u), a cosh(v) sen(u), av), (2.11)

con 0 <u <27, —oo < v < 0.

El catenoide es una superficie de revolucién en R? que se obtiene al rotar la curva:

z

Yy = acosh(a), (2.12)

sobre el eje z, su representacién grafica podemos verla en la Figura (2.1)).

Proposicion 2.11. El catenoide se caracteriza por ser la unica superficie de revolucion que es
también minimal.

Demostracion. Podemos ver esta demostraciéon mas completa, apoyandonos en distintos dibujos
tal y como podemos ver en [2]. Buscamos una curva y = f(z) de tal forma que, cuando la
rotamos sobre el eje z, es una superficie minimal. Sabemos que tanto los paralelos como los

meridianos de una superficie de revolucion son lineas de curvatura de la superficie, tenemos
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que la curvatura de y = f(z) es la contraria (signo opuesto) de la curvatura normal del circulo

generado por el punto f(z). Por lo tanto, la curvatura de y = f(z) ser4,
1/

y la curvatura normal del circulo, es la proyecciéon de su curvatura normal (= 1/y) sobre la

direccion normal N a la superficie, luego tendremos que,

y// 1
s = —— COS
T+ )22y

pero —cos(a) = cos(f), y sabiendo que § = y’, obtenemos,

y// 1 1

1+ )22 y(1+(y))V
de tal manera que esta es la ecuacién que tiene que satisfacer la curva y = f(z).
Claramente, existe un punto p en el cual f'(p) # 0. Trabajamos con un entorno de este punto
p, donde f’ 2 0. A continuacién, multiplicamos ambos miembros de la ecuacién anterior por

2y, obtenemos lo siguiente,

2y//y/ B 2y/
+@)? v’
cambiando de variable, tal que 1 + (3)> = v, luego es evidente que 2y"y’ = v', y de aqui
obtenemos,
v 2y
v

y ahora integrando, obtenemos que,
logv = logy? + log k* = log(yk)?,

siendo k una constante de integracion. Ahora, esta expresion puede ser escrita de la siguiente

manera,

kdy
Vk)? -1

e integrando de nuevo, obtenemos que,

= kdx,

cosh ™ (yk) = kx + ¢,
siendo ¢ una constante de integracion, luego,

1
y=1 cosh(kz + ¢),
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Figura 2.2: Helicoide

por lo tanto, en un entorno de un punto donde f’ # 0, la curva y = f(z) es una catenaria.
Pero entonces 3y’ solo puede ser cero en el punto z = 0, por lo tanto la superficie serd un
catenoide. O]

2.2.2. Helicoide
Continuamos ahora con el helicoide, el cual viene dado por:
x(u,v) = (asenh(v) cos(u), asenh(v) sen(u), au), (2.13)

cuya reprensentaciéon es la que aparece en la figura (2.2)).

Hemos comprobado que se cumple que g11 = ga2 = a*cosh(v)® y que gi2 = g1 = 0. Tambien

se verifica que X, + X,v = 0 en todo punto, por lo tanto el helicoide es una superficie minimal.

Proposicion 2.12. FEl helicoide se caracteriza por ser la unica superficie minimal que es a su

vez una superficie reglada.

Demostracion. Para comenzar, damos por hecho que los ceros, de la curvatura de Gauss de una

superficie minimal son aislados (resultado obtenido a partir de los estudios de Osserman [4]).

Empezamos suponiendo que la superficie no es un plano, luego en algin entorno V de la

superficie, la curvatura de Gauss K serd estrictamente negativa.

Partiendo de la hipotesis de que nuestra superficie es minimal, la curvatura media es cero,

15



luego V' esta recubierta por dos familias de curvas asintéticas las cuales son ortogonales entre

si.

Por ser una superficie minimal, por cada punto pasan dos curvas asindticas, una es la rec-
ta que define la superficie reglada y la otra no es una recta, suponiendo el caso en el que la
superficie no es un plano, podemos tomar un punto p € V' de tal manera que, la curva asintoti-

ca, la que no es recta, tiene torsién no nula en ese punto p.

Como el plano osculador, (generado por el vector tangente y el vector normal) de una cur-
va asintética es el plano tangente a la superficie, existe un entorno U de tal manera que las
rectas que definen la superficie reglada de U son las normales principales a la familia de curvas

asintéticas (las que no son las rectas anteriomente mencionadas).

A continuacién estudiamos que esto pasa si y solo si las curvas asintoticas son hélices cir-
culares (ver ejercicio 18 pagina 26 [2]). Luego, U es parte de un helicoide, y como la torsién de

una hélice circular es constante, toda la superficie sera un helicoide, como queriamos probar. [

2.2.3. Deformacion del Helicoide en el Catenoide

El helicoide (2.13]) y el catenoide (2.11]), serdn el principio y el final, respectivamente, de
una deformacion mediante superficies minimales. A la deformacion la llamaremos helcat, y la
definimos de la manera siguiente, cumpliendo que ¢ € (0, §):

helcat[t](u,v) = cos(t)(senh(v) sen(u), — senh(v) cos(u), u)

(2.14)
+ sen(t)(cosh(v) cos(u), cosh(v) sen(u), v).

Teorema 2.13. La familia de superficies t — helcat[t] que depende de un solo pardmetro t,
es una deformacion del helicoide en el catenoide, de tal manera que se verifica que helcat[0]
es una forma de parametrizar el helicoide, y helcat[]] es una reparametrizacion del catenoide.
Para cada t, se cumple que helcat[t] es una superficie minimal que serd a su vez isométrica al

helicoide, luego el helicoide es localmente isométrico al catenoide.

Demostracion. Tomando los coeficientes de la primera forma fundamental de helcat, g11(t),g12(t),g22(t).

comprobamos primero que se verifica que:

g11(t) (u,v) = goa(t)(u,v) = cosh?(v),  gia(t)(u,v) = 0.

luego es claro que son funciones constantes respecto a la variable t.

Tomando ahora los coeficientes de la segunda forma fundamental de helcat, Ly1(t)(u,v), L1a(t)(u, v),
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Lo (t)(u,v), comprobamos que:
L1 (t)(u,v) = —Loo(t)(u,v) = sen(t).

]

Vemos en las siguientes figuras las representaciones graficas que nos muestran la deformacién

del helicoide (comenzando en helcat|0]), en el catenoide (finalizando en helcat|m/2]).

2.2.4. Superficie Minimal de Enneper

Una de las superficies minimales méas simples es la superficie minimal de Enneper, que tiene

la siguiente parametrizacion:

u? v3
SupEnneper(u,v) = (u — — 4+ uv?, —v + — — vu?, u? — v?).

3 3

Vemos en la figura (2.9) su representacién gréfica.
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2.2.5. Parametrizaciones locales de Monge minimales y superficie

minimal de Scherk

Lema 2.14. Dada una parametrizacion local del Monge (u,v) — (u, v, h(u,v)) es una superficie

minimal si y solo si verifica la siguiente condicion:
(1 + A2y — 2huhyhyy + (14 h2)hy, = 0. (2.15)

Teorema 2.15. En el caso particular h(u,v) = f(u)+ g(v), se cumple que si es una superficie
minimal, o la superficie que llamamos M es parte de un plano o existe una constante a # 0

que cumple que:

flu) = —é log cos(au), Yy g(v) = élog cos(av), (2.16)

o lo podemos escribir de la siguiente forma,

h(u,v) = *log (COS(M)> . (2.17)

a cos(au)

Demostracion. Partimos de que h(u,v) = f(u) + g(v), luego se cumple que:
hoyw = f/,(’lL), huw =0, hyy = g”(?J).

Por lo tanto comparando esto con la ecuacion [2.15| obtenemos que,

ffw) — =g"(v)

PR T P 2

Es claro que u y v son variables independientes, luego obtenemos que a cada lado de ,
tendremos una constante que denotamos como a. Estudiamos primero el caso a = 0, y obtene-
mos que las dos funciones, tanto f como g son lineales, luego nuestra superficie seria parte de
un plano. En el caso a # 0, utilizando algunas técnicas de resolucion de EDOs; obtenemos la
ecuacion (|2.16|). m

Definimos la superficie resultante de este teorema como la superficie minimal de Scherk,

scherkla](u, v) = (u . % log (COS(“”) >) | (2.19)

cos(au)

dada por,

Podemos ver su representacién gréfica en la figura para el caso scherk[1], (2.10)), no obstante

esta se puede extender a todo el plano.
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Figura 2.10: Superficie Minimal de Scherk

2.2.6. Superficie minimal de Henneberg

Vemos a continuacién la parametrizacion de la superficie minimal de Henneberg,

2

henneberg(u,v) = (2 senh u cos v — = senh 3u cos 3v,
3

, (2.20)

2senh usenv + 3 senh 3u sen 3v, 2 cosh 2u cos 2v> ,

Vemos en la figura (2.11)) la representacion grafica de la superficie minimal de Henneberg.

2.3. Aplicacién de Gauss de una superficie minimal

Comenzamos introduciendo una serie de conceptos no vistos anteriormente, que nos seran

utiles en esta seccién.

Definicién 2.16. La estructura compleja J : R? — R? es una aplicacion que viene dada por
la siguiente expresion:

T (t1,t2) = (—ta, t1),

es decir, esta aplicacion es una transformacion, en forma de giro de 90° en sentido antihorario,
luego verificard que J* = —1.

Definicién 2.17. Dadas dos superficies requlares My y My y orientadas en R™, y sean Jy y

Jo sus respectivas estructuras complejas. Dada una aplicacion ® : My — Ms, decimos que es
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una aplicacion compleja si se verifica que:
(I)*ojl ZJQO(D*, (221)

y de manera andloga, la aplicacion ® definida anteriormente, se dice anticompleja si cumple

que,
D0 =—Tp0d,. (2.22)

Lema 2.18. Dada ® : My — My una aplicacion compleja o anticompleja, se cumple que ® es

una aplicacion conforme, es decir, preserva los dngulos.

Demostracion. Comenzamos tomando un punto p de la superficie M;, un vector tangente v,

a M, en el punto p y J, la estructura compleja. Existird A\(p) € R que verifica lo siguiente,

1@ (op) I = Alp)[[wp] (2.23)

Partiendo de la hipétesis inicial, que indica que ® es una aplicaciéon compleja o bien anticom-
pleja, (2.23)) tiene como consecuencia que,

2. (Jpup)ll = A@)|vpll,  Pu(wp) - P(Jpvp) = 0. (2.24)

Un elemento genérico de My, es de la forma av, + bJ,v,. Por lo tanto lo que queremos probar

es que nuestro A(p) inicial, que corresponde a v, es valido para cualquier vector v, del espacio
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tangente. Por lo tanto de las ecuaciones previas ([2.23)) y (2.24) se sigue que,
||@.(avy, + bJpUp)H2 = )‘(p)2|’avp + bJpUpH2>

para todo a,b en R. Por consiguiente, & es una aplicaciéon conforme tal y como queriamos
probar. O

Teorema 2.19. Dada una superficie minimal M contenida en R® que es orientada, su aplica-

cion de Gauss serd anticompleja.

Demostracion. Tomamos p — N(p) la aplicacién de Gauss de nuestra superficie M. Dado
un punto p de esta superficie M, y {e1, e2} una base ortonormal de M, y esta diagonaliza
el operado S, de M en el punto p. Dadas las curvaturas principales k; y ks asociadas a la
superficie. Denotaremos como J, la estructura compleja que queda determinada por el vector

normal unitario N, entonces por las propiedades de una estructura compleja, se verifica que:
Jper = £eq, Jpea = Fey.
Sabiendo que M es una superficie minimal, es evidente que k; = —ksy, luego:
JpSper = Jpkier = £kieg = Fkaeg = FSpes = —SpJpe1,

JpSpeg = kageg = :i:k‘gel = $k‘161 = ZFSpel = —SpJPBQ.

Sabemos que S, es la aplicacién opuesta de la aplicacion tangente de N (N,) en el punto
p (ver [1], Lema 14.4), por lo tanto la aplicacién N es anticompleja tal y como querfamos

demostrar. n
De Lema [2.18)y Teorema [2.19] se sigue el siguiente corolario:

Corolario 2.20. Dada una superficie minimal, su aplicacion de Gauss es conforme.
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Capitulo 3

Superficies minimales y analisis

complejo

Como bien hemos comentado en la introduccién histérica, encontramos distintas relaciones
de las superficies minimales con otros campos de las matematicas, es a partir del siglo XIX,
cuando comenzamos a ver similitudes entre el reciente analisis complejo, y las superficies que

estamos estudiando, como veremos a lo largo de este capitulo.

3.1. Coordenadas isotermas

Definicién 3.1. Dado un subconjunto abierto U de R?, x : U — R™ decimos que esta parame-
trizacion local es isoterma si existe A : U — R, una funcion diferenciable de tal manera que se
verifique lo siguiente:

Xy Xg =Xy Xy = A, ¥ Xy Xy =0, (3.1)
siendo A la funcion de escala de la parametrizacion local isoterma.

Teorema 3.2. Dada una superficie M en R", vamos a suponer que ds® es una métrica en
nuestra superficie. Entonces, dado un punto p de la superficie M, existen un subconjunto abierto
U de R? y a su vez, una parametrizacion local isoterma x : U — M de tal manera que se verifica
que:

pexU), y ds*=N(du®+ dv?), (3.2)

siendo X la funcion de escala nuestra parametrizacion local isoterma.

Demostracion. Este teorema precisa de una demostracion muy engorrosa, la cual podemos ver

en el libro de Osserman [4] (pagina 31).

]

Vamos a introducir un nuevo concepto de notacion: A ser4 el laplaciano de R? que definimos
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de la siguiente forma:
0? 0?
= — 4+ -
ou?  Ov?
Teorema 3.3. Dada una parametrizacion local isoterma x : U — R™, su curvatura de Gauss

puede darse en funcion de X\, siendo esta la funcion de escala, de la siguiente manera:

~ —Alog A

K 12

(3.3)

Demostracion. La demostracion directa haciendo uso de esta férmula para el calculo de la curva-
tura de Gauss de una superficie, la cual podemos encontrar en [I] (pagina 435), encontrdandonos

con un caso particular de esta expresién:

K —1 { 3 ( 1 a\/922> 8 < 1 (‘9\/911)}
fr— _ _|_ - ,
v 911922 ou Vv d11 ou ov v 922 ov

usando ahora que es isoterma, obtenemos lo siguinete:

oo Lfo (1) 0 (1
X2 | Ou \ )\ Ou ov \ )\ Ov

—1( 0% 0?

—Alog A
T
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3.2. Analisis complejo

Definicién 3.4. Dado un subconjunto abierto U en R* y x : U — R™ una parametrizacion

local, diremos que X es armonica si se verifica que Xy, + Xyy = 0

Definicién 3.5. Dado un subconjunto abierto U en R? yx,y : U — R™ dos parametrizaciones

locales, diremos que x,y verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann si cumplen que:

Xu = Vv, Yy X ="Yu

Lema 3.6. Partiendo de las hipdtesis de la definicion anterior, six ey cumplen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann diremos que son armonicas, concretamente diremos que Son armonicas

conjugadas.

Lema 3.7. Dada una parametrizacion local isoterma y regular x, denotamos A su funcion de

escala y su curvatura media H, entonces se verifica lo siguiente,
Xuu + Xov = 202 HN, (3.4)

siendo N la normal unitaria que viene dada por la siguiente ecuacion,

Xy X Xy

N (3.5)

el

Demostracion. Partiendo de la hipdtesis inicial de que x es isoterma, derivamos las ecuaciones

, de tal manera que,
Kuu * Xy = Xyy - Xy, Y  Tyy Xy = —Xyu " Xy,
luego manipulando las ecuaciones anteriores, obtenemos que,
(qu + va) Xy = Xgy Xy — Xyu Xy = 07

es claro que, de manera andloga obtenemos que (Xu, + Xy ) * Xy = 0. Por lo tanto, resulta
evidente que Xu, + Xyy es normal a la superficie M. Ahora, haciendo uso de la ecuacién ((1.7)

obtenemos lo siguiente,

H— Lll + L22 o (qu +va> -N
2T 22 ’

y ahora es evidente que obtenemos, como queriamos demostrar, la expresion (3.4]). O

Corolario 3.8. Dada una parametrizacion x : U — R3 local, isoterma y regular, serd una

superficie minimal si y solo si verifica que es armonica.

Este colorario establece la relacion que buscamos entre las funciones armonicas y las su-

perficie minimales. Resultara de gran utilidad transformar las coordenadas u, v, a coordenadas
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en el sentido complejo, las cuales denotaremos como z,z. Veamos la relacion que existe entre

{Z = utw, (3.6)

24z

u B 77
_ 3.7
{U = z—&—z. ( )

Utilizar estas coordenadas es un poco complicado, ya que un error bastante frecuente, es creer

estas:

que Z estd determinado por z, y esto no es asi, salvo cuando partimos de u y v ya que z
y Z pueden ser definidas anteriormente [3.6] luego las coordenadas z y Z podrén verse como
coordenadas abstractas en el conjunto de los niimeros complejo, y a partir de estas, definir u y
v con las ecuaciones 3.7

Resulta util introducir los siguientes operadores:

9 _1(0 0N o _1(0 0 .
0= 2\ou ‘o) Y 927 2\ou 'ow
De las ecuaciones ({3.6]) se sigue lo siguiente:
dz = du+idv, dz = du— idv. (3.9)

Y ahora de (3.8) y (3.9)), es elemental probar que dz,dz y 9/0z,0/0% son duales en el sentido:

0 0 0 0
dz ($> —1, d (£> =0, dz ($> =0, dz (%) =1 (3.10)

Es importante destacar las férmulas:

|dz|? = dzdz = du® + dv?,

o* 0 o

A = _
ou? + ov?

=4 .
0z0z
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3.3. Derivadas complejas y curvas minimales

Definicién 3.9. Dada una parametrizacion local x : U — R™, definimos su derivada compleja

de la siguiente forma:

ox 1
PR

(xy — ixy)(u,v), donde z=u+iv.

Lo podemos escribir tambien de la siguiente forma:

ou 81} “’%_Z(%

gj (4[], D, [x]) = (89:1 6:51 oz, .&vn)'

Lema 3.10. Dada una parametrizacion local x : U — R"™, su derivada compleja cumple las

siguientes identidades:

. 1 :
Z q>k: Xu Xy — Xy - Xy — 2ZXu : Xv) = Z(gll — g22 — 21912), (311)

1
Z\@k xu Xq + Xy - Xy) = = (011 + g22)- (3.12)

1
Demostracion. La demostramon de este lema resulta bastante trivial y directa realizando los

calculos pertinentes, no obstante, vamos a realizarla.
Comenzamos con la identidad que nos indica la ecuaciones (3.11]).

=-Z<<a“> <%>2—%<%><%>>

1
= - l‘u'xu_xv'-%v_Qi‘icu.xv )
4
y
n ox ox
21 _ k _’“
> [@lx] |——Z T
k=1
. _Z axk amk 2
o Ou v

= —(Xu Xy + Xy * Xy ).

4
[l

Vemos a continuacion un teorema muy importante, en el cual veremos y probaremos que

una paremtrizacion local minimal y tambien isoterma nos da lugar a una serie de funciones
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analiticas, de tal manera que la suma de los cuadrados de estas es igual a cero.
Teorema 3.11. Dada una parametrizacion local x : U — R™, entonces se verifica lo siguiente:

1. x es una parametrizacion armonica si y solo si se verifica que 0x/0z, su derivada compleja

es analitica.

2. X es isoterma si y solo si se verifica que:
> dpx* =0. (3.13)
k=1

3. si se verifica (2), entonces x es parametrizacion reqular si y solo si

n

D [ @pfx]? # 0. (3.14)

k=1

Por otro lado, dado un conjunto simplemente conexo U, y dadas unas funciones analiticas

by, -0, U — C" que verifican que:

Y dp=0 y Y |l #0. (3.15)
k=1 k=1

Entonces existird una parametrizacion x : U — R™ que sea local, minimal, isoterma y regular,

de tal manera que la derivada compleja de x es ® = (Pq,--- D).

Demostracion. Esta primera demostracion (1) es trivial, ya que por las ecuaciones de Cauchy-
Riemann para 0x/0z, son Xy, + Xyy = 0, y ademds x,, — Xy, = 0. Siguiendo con (2) es evidente
que es una consecuencia directa de , puesto que igualando esta a 0, se obtiene que g12 = 0
y que g11 = g22, por lo tanto es isoterma, tal y como queriamos ver, y ademds (3) se obtiene de
manera directa de (3.12)).

Para hacer la demostracion de la afirmacién final, suponemos que se cumplen las ecuaciones
que encontramos en y denotamos:

K= R </(<I>1(z), . ,@n(z))dz) |

Por lo tanto, teniendo en cuenta , se verifica que es isoterma y nos indica que
nuestra parametrizacion x es regular. Tal y como lo hemos denotado, x es la parte real de una
n-tupla de funciones que son analiticas, por lo tanto se verifica que x es arménica. Luego como
x es local, isoterma, regular y ademds es arménica, luego teniendo en cuenta el corolario 3.8

es minimal. O
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A continuacion, vamos a describir un método para obtener una familia uniparamétrica de
superficies minimales, que sean isométricas, lo cual nos sirve para entender el ejemplo de la

deformacion del helicoide en el catenoide visto en la seccidén anterior.

Definicién 3.12. Dadas dos parametrizaciones locales minimales e isotermas, x,y : U — R",
se dice que estas son conjugadas si verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Definimos a
continuacion la familia asociada a x ey, esta serd la familia uniparamétrica t — z[t] donde

zlt] : U — R", y viene dada por:
z[t] = (cost)x + (sent)y = R(e " (x + iy)). (3.16)

Teorema 3.13. Dadas dos parametrizaciones locales minimales, isotermas y ademds, conju-
2 M

gagas x,y : U — R", entonces z[t] también serd una parametrizacion local minimal e isoterma

para cada t. Asimismo, se verifica que todas las superficies de la familia asociada tendrdn la

misma forma fundamental. Por lo tanto, t — z[t] serd una deformacion isométrica.

Demostracion. Lo primero es ver que z[t]y, + z[t],, = 0 lo cual es trivial para cada t. Ahora,
dadas g11(t), g12(%), ga2(t) los coeficientes de la primera forma fundamental en z[t], podemos

obtener que:

g1 (t) = 2[t]u - 2[t]u
= ((cost)x, + (sent)yy) - ((cost)xy, + (sent)yy) (3.17)
= (cost)*(xu - Xu) + (sent)*(yu - yu) + 2(sent cost)(xy - yu),

y como X e y son conjugadas, verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,
Yu - Yu = Xy * Xu, Xu'Yu:_Xu'XV:0~
Luego continuando con ([3.17]), se obtiene que

gll(t) = Xy * Xy-

De manera analoga obtendriamos que:

g12(t) =0 gaa(t) = xy - Xy,

para cada t. Luego se verifica que z[t] es isoterma y ademads, resulta evidente que las funciones
asociadas a los coeficientes de la primera forma fundamental g11(t), gi2(¢) v g22(¢) son funciones

de t constantes, es decir, no dependen del parametro ¢. O

Definicién 3.14. Dadas dos parametrizaciones locales minimales e isotermas x,y : U — R,

llamaremos complexificacion de estas parametrizaciones a la aplicacion x + iy : U — C".
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Lema 3.15. Dadas dos superficies minimales x,y : U — R™ que ademds son conjugadas, se
verifica que su complexificacion x + iy : U — C" es una funcion analitica. Ademds se cumple

que la derivada de x + iy es el doble de la derivada compleja de x.

Demostracion. Teniendo en cuenta que x 47y es una n-tupla de funciones de variable compleja
siendo cada una de ellas analiticas, es claro que x + ¢y sera tambien analitica, lo cual prueba la

primera afirmacién. Por otro lado, para probar la segunda afirmacién obtendremos la derivada
de:

1 ) .
= E(Xu — Xy +YV + ZYu)'

Teniendo en cuenta que x e y son conjugadas, luego verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

la ecuacién anterior se sigue tal que,

O

Definicién 3.16. Dado un subconjunto abierto U € C, definimos una curva minimal como una

funcion analitica ¥ : U — C™ que verifica lo siguiente,

para todo z en el conjunto U. Si se verifica a su vez que,

V() T(2) A0,
para cada z en U, entonces decimos que ¥ es una curva minimal reqular.

Lema 3.17. Entre las curvas minimales definidas anteriormente y las derivadas en el sentido

complejo, de parametrizaciones locales minimales e isotermas, existird una biyeccion.

Demostracién. Como ya hemos visto en el teorema [3.11] se verifica que una parametrizacién
local minimal e isoterma da lugar a una curva minimal, siendo esta su complexificacion. Del
mismo modo, dada ¥ : i/ — C" una curva minimal, vamos a definir una parametrizaciéon local
x: U — R"™ tal que

x(u,v) = R(V(u+ v)). (3.18)

Probar que x es una parametrizacion local minimal e isoterma es trivial, y ademas que VU sea

regular implica de manera directa que x tambien lo sea, tal y como queriamos probar. O

De esta manera, podemos observar que una curva minimal puede considerarse una forma

de generalizar una parametrizacion local minimal e isoterma. Cambiando la notacion, vamos
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a denotar la derivada compleja de x : 4 — R" siendo esta una parametrizacién local, de la

siguiente manera.

ox 1 .
¢ =x,= E - §<XH_ZXV) = (()017"' 7@”)
Por lo tanto,
=Xz = ==z X T1Xy) = y Ty ¥n)-
0z 2 71 4

Lema 3.18. Dada una curva minimal ¥ : U — C3, entonces se verifica lo siquiente:

— )
CIDXCD:XZXXEZEXHXXV

= 22(%“02%)7 %(903W)7 %(901@))7

por lo tanto

N — Xy X Xy _XZXXE_CI)XE
o X xof| ] AR
|| ][> ‘

Demostracion. Haciendo uso de ([1.9)), podemos ver que:
9 - 1
1117 = [|@ > @[] = Sllxu x xv]],

luego, resulta evidente que:

Xg XXy (2/))Px P DOxD
[Ixu X x| 2[|[|? il

O

Lema 3.19. Dadas dos parametrizaciones locales minimales, isotermas y ademas, conjugadas
X,y : U = R™, y siendo t — z[t] la familia asociada a estas dos parametrizaciones, entonces

para cada t se verifica lo siguiente:
1. La conjugada armdnica de z[t] serd z[t + w/2];
2. La complezificacion de z[t| serd e~ (x + iy);
3. La normal unitaria N de cada z[t] no depende de t.

Demostracion. Comenzamos probando (1), para ello derivamos la expresién de z[t] con respec-
to a la varible u y utilizaremos para simplificar nuestra expresion las ecuaciones de Cauchy-

Riemann ya que partimos de la hipdtesis, de que nuestras parametrizaciones, son conjugadas.

zlt], = R ( T (xy +iya)) = Re T (yy — ixv))

€
=R (e—i(t+w/2) (xy + iyv)) =zt + /2]y,
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y de manera andloga, obtenemos que z[t], = —z[t + 7/2],. Para demostrar (2), operaremos las

siguientes expresiones,

2[t] +izft + 7/2] = R (e (x +dy)) + iR (eI (x + dy))
R (e " (x+iy)) + iR (—ie " (x + iy))
R (e (x+1y)) +iS (e " (x +1iy))

e (x +iy).

Ahora, la curva minimal determinada por x e y, la denotamos por W, entonces por (2), la curva

minial determinada por z[t], serd =¥, y su derivada compleja serfa e’ O

Una vez conocido este lema, podemos empezar a hablar de la curvatura de Gauss de una
curva minimal. Primero, introduciremos algunos conceptos como el de proyeccion estereografica,
esta se utiliza para establecer relaciones entre el plano complejo y S?(1), la esfera unitaria
(centro el origen y radio la unidad). Tomamos un punto p = (p1, p2, p3) en la esfera, este tiene
que ser distinto del polo norte, que denotaremos por pn = (0,0,1). Sabemos que la recta que
pasa por p y pn, la denotaremos por R, interseca al plano complejo en un punto que llamaremos

q = (q1,92)- Es ahora cuando parametrizamos la recta R de la siguiente forma,
t—tq+ (1 —t)pn = (tq1,tq, 1 — t).
Por lo tanto, como la recta pasa por p, existird un ty, de tal manera que,
(p1:p2,p3) = p =tog + (L — to)pn = (toq1, togz, 1 — to),

luego, resulta evidente que 1 — ty = p3, por consiguiente, obtendremos lo siguiente,

q_P1_ P1 y q_pz_ P2
1= = , p =— = .
to 1—ps3 to 1-—p;3

Definicién 3.20. A la aplicacién st : S*(1) — C la denominamos proyeccidén estereogrdfica, la

cual viene dada por la siguiente expresion,

T+ 1y
11—z

st(z,y,2) =

Veremos a continuaciéon como es la composicién de la aplicacién de Gauss de una curva

minimal, con la proyeccion estereografica que acabamos de definir.

Lema 3.21. Dada una curva minimal ¥ : U — C* y W' = (p1, pa, 03). Sea a su vez N la
normal unitaria de la parametrizacion local dada por la ecuacion . Entonces se cumple

que,
©3

stoN = ————.
Y1 — 1P2
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Demostracion. Tenemos lo siguiente:

o e
soN = 2 (\3(902;03) +C\N(90_3%01))
Hq)H —2\5(901902)
23 — P23 + i(03P1 — P31 _
= ] i(||®]]* — 2S(¢192))
©3(P1 +192) — P31 + 2)
@[] — 23(01%2)

sabiendo que
(o1 — ipa) (01 + ipa) = —3,

podemos continuar de la siguiente manera,

- — J— 02
o+ i75) — Tl o) @+ i70) — B (55
1217~ 23(¢172) 1217 — 25(p172)
_ p3((1 — o) (P1 + iP2) — leps]?)

(1 = @2)(||®[* — 23(192))
¥3

R

]

Lema 3.22. Dada una curva minimal W : U — C", su curvatura de Gauus viene dada por la
siguiente expresion.: o
o AP - - )

|16

Demostracién. Sabemos que ||U’||2 = 2)\%, por lo tanto

2

1 2y _ o 0 "2
Alog A = §Alog()\ ) _28202 log (|[¥'][?)
2

=2

0 , —
07z0z (10g<\11 \Iﬂ))

o (U
—9_ [ ———
& ( Ik )
, <||\P'||2||\1ﬂ'||2 - (\If"-wwm)
IKZEE
2P - 9 TP
I
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Por lo tanto de ({3.3]), obtenemos que:

o —Dlogh ( 2 ) (2<||\1ﬂ||2||\1/"||2 - WW))
Y W] [[w[[3
AR - )
B [[w[[e '
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3.4. Determinacion de superficies minimales conjugdas

Lema 3.23. Dada una funcion armonica h : U — R, siendo U un conjunto abierto de C,

tomamos un punto zo = xo + 1y en U

1. Dada una funcion analitica f : U — C, tal que se verifica que Rf(x + iy) = h(x,y) e

Sf(z0) =0, entonces se cumple que:

Z24+Z20 z2—2

f(z):2h< —, )—h(mo,yo). (3.19)

2. De la misma manera, si la ecuacion define a la funcion f, entonces se verifica que

esta funcion es analitica, cunmpliendo que f(zy) = h(xg,yo)-

Demostracion. Comenzamos demostrando (1), y vamos a empezar por el caso zy = 0. Para ello

vamos a definir una funcién g, tal que esta verifica que:

luego como f es analitica es obvio que g también lo serd. A continuacion vamos a expresar la

funcion h en terminos de nuestras funciones f y g de la siguiente forma:

(f(z +iy) — g(z —iy)). (3.20)

h(z,y) = ! (f($+iy) +m> :%

2

Ya que la funcion h es armonica por hipdtesis, podemos desarrollarlo como una serie de poten-

o)

cias, luego podemos escribir,

Ademas, (3.20)), implica die,

R (50 2) = 30U +9(0) = 3(7) +h(0,0))

tal y como queriamos ver. Ahora para demostrar la parte (2) del lema, calculamos,
fz = hg —ihy, [, =1ihy + hy.

Por lo tanto, se verifica que,
of
oz

luego es claro que f es analitica. O]

0,

Corolario 3.24. Dado un subconjunto U de R? = C y dada una parametrizacion local minimal

e isoterma, x : U — R™. Sea U = (¢, -+ ,1,) la complezificacion de x verificando esta que
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W (0) = 0. Entonces se verifica que:

z z

U(z) =2 (—,—)— 0,0). 3.21
() =2x (5, 2) ~x(0.0) (3.21)
Ademas se cumple que la parametrizacion local minimal e isoterma 'y que es la conjugada de x

con y(0,0) = (0,---,0), viene dada por la siguiente expresion:
v, 0) = S (2x (L2 Y 0,0)) (3.22)

2 21

Demostracion. Denotamos x = (z1,---,x,) y para cada j = 1,---,n, llamamos psi; a la

complexificacion de z; de tal forma que se verifica que 3v,;(0) = 0. El lema anterior, nos lleva

a que:

Ui(=) = 20 (5, 2) = ;(0,0)
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Capitulo 4

Superficies minimales y representacion

de Welerstrass

En este capitulo veremos la relacion que existe entre las superficies minimales y la repre-
sentacion de Weierstrass, para ello en una primera seccion introduciremos este concepto y
presentaremos una serie de teoremas de interés. Sera al final de este capitulo donde veremos el

ejemplo de la superficie de Costa, el cual esta muy relacionado con esta representacién.

4.1. La representacion de Weierstrass

Comenzamos introduciendo una definicién.

Definicién 4.1. Dadas dos funciones meromorfas f(z),g(z) las cuales estan definidas en U €

C, tomamos zy en U definimos lo siguiente:

( ri(z) = RN f;@(l—g(w)%dw),
al) = (1250w (1)
ws(z) = R([2 flw)g(w)dw),

Y
yi(z) = S f; @(1 - g(w)z)dw) ,
y2(2) = S fzzo Zféw)(1+g(w)2)dw), (4.2)
L ws(2) = S (U2 Fw)gw)dw)

donde se cumple que z = u + iv.

x(u,v) = (21(u,v), xo(u,v), r3(u,v)),



Y(ua U) = (yl (ua U)v Y2 (u7 U)? y3<u> U))

De esta manera, diremos que X es una parametrizacion local de Weierstrass, e y una para-

metrizacion local de Weierstrass conjugadas, estando determinadas por las funciones f(z) y

9(2).

Teorema 4.2. Dada una funcion analitica f(z) y g(z), una funcion meromorfa, la parametri-
zacion local de Weierstrass y la conjugada, son parametrizaciones locales minimales y a su vez

1sotermas, ademds se verifica que la métrica de estas viene dada por la siguiente expresion,
1
ds* = ZIf ()P (1 + |9(2)[*)*]d=I7,

cumpliendose también que X ey son isométricas. Se verifica a su vez que ambas son requlares,

salvo en algunas puntos de f (donde se anula o donde tiene alguna singularidad).

Demostracion. Primero obtenemos la complexificacion de x, a partir de lo visto en el capitulo

anterior, y se obtiene la siguiente expresion:

i) = [ (F5H0 ), T8+ g flwdgt))

luego es claro que (x+1iy) es una 3-tupla de funciones analiticas. Como bien sabemos, las partes

real e imaginaria de una funcién analitica, son armédnicas, luego se verifica que:
Xuu T Xov = Yuu + Yoo = 0.

Ahora gracias al lema (3.15), podemos calcular la derivada compleja de x, obteniendo lo si-

guiente:

2 2 2
ahora, de (4.3), podemos comprobar que se satisface (3.13]), por lo tanto se cumple que (x + iy)

serd una curva minimal y ademas x e y son isotermas. Continuamos con lo siguiente, sabemos

5 (Z20 =g L0 g, s100)) (4.3

g11 = g22, por lo tanto podemos proseguir de la siguiente manera:

3
g1 = ga2 = 2 Z |o[x]|*
k=1

(1P =g+ [P+ g% + 4] fol?)

1
= ZUP+ 192,

co| —

por lo tanto se verifica que la métrica tiene la siguiente expresion, tal y como queriamos de-
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mostrar. 1 1
45" = L1201+ 0P (e + %) = 1121+ 1oP)ldel?

[]

Corolario 4.3. Dadas dos funciones meromorfas definidas en el plano complejo C, f(z) y g(2),
siendo x ey su parametrizacion local de Weierstrass generada por f(z), y la parametrizacion

local de Weierstrass conjugada generada por g(z) respectivamente, se verifica que:
2z = (x +1y),

serda una curva minimal.

A continacion estudiaremos la implicaciin inversa, es decir, dada una curva minimal, veremos

como esta puede determinar una representacion de Weierstrass.

Lema 4.4. Dada una curva minimal W : U — C?, W' = (1, 2, p3), verificandose que @1 —
g # 0, definimos lo siguiente:

. ©3
f=p1—ipy, g=—"—, (4.4)
Y1 — 192

por lo tanto, [ y g determinan la representacion de Weierstrass de V, luego se verifica que:
f iof
v = (La-# ).

Demostracion. Para demostrarlo, vamos a comenzar probando que %(1 —g¢%) = 1, lo cual

mostraremos de manera detallada:

La—gy= %(901 i) (1 N L)

2 (1 — itp2)?

_ (e — i0s)” = 3

- 2 g01 — ZQOQ

_ 1%0% — 3 — 2ip1p2 — 3

2 p1 — P2

_ 1(p1 = ip2)® + (1 — ipa) (1 + ipa)

2 P1 — P2

1 . ,

= 5(%01 —ipa) + (1 + ip2) = 1.
De manera analoga obtendremos que @y = %(1 + ¢%) y se obtiene de manera directa que
w3 = fg. —~

Teorema 4.5. Dadas dos funciones meromorfas f(z) y g(2), la familia asociada z[t] a la

parametrizacion local de Weierstrass que determinan estas dos funciones, viene dada de la
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stguiente manera:
t = zft] = (z1t], 22[], zs[t]),
donde cada componente viene dada por la siguiente expresion.:

(

a(z) = ® e“f;Mu—g(w)?)dw),

2
z3(2) = (‘”f flw)g(w )

\

z2(z) = R e—ithO (w)(l—i-g( ))dw),

Demostracion. Resulta trivial, probar que la expresién z[t] dada por las ecuaciones que aca-

bamos de ver en este teorema (|4.5)), se obtienen de manera directa, aplicando las ecuaciones

(3-16).

]

Para finalizar con esta seccién, obtendremos una expresion que nos proporciona, la curvatura

de Gauss, de una parametrizacion local de Weierstrass.

Teorema 4.6. Dada una parametrizacion local de Weierstrass definida por dos funciones f y

g, siendo estas meroformas, su curvatura de Gauss K, viene dada por la siguiente expresion,

__ —lelg'?
7P+ [g2)t
Demostracion. Para comenzar tenemos que
2
Alog |f(2)] = 25——log |f(2)["
aZ; (log f(2) +log f(2)) = 0,

ademas,
2

48_82 log(1 + (z)@)

9
9(2)9()
L+1g(2)]?

_ 16|g (=)
(1t lgG) P2

Alog(1 +[g(2)[*) =

(4.6)

(4.8)

Luego, podemos ver que la funcién de escala A serd A = | f|(1+ |g|?). Por lo tanto usando (4.7))
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y (4.8) v (3.3)), se obtiene lo siguiente,

o —Alog|fI(1+[gP) _ ~Alog(1 +]gP)
|fI2(1+ [g]?)?/4 |fI2(1+ [g]?)?/4
—4lg')?
_ (+lgP? 16l
FPA+1g2)2/4 P+ g2t
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4.2. Superficie Minimal de Costa

Como bien comentamos en la introduccion histérica, una de las superficies minimales mas
interesantes a lo largo de la historia es la superficie minimal de Costa. (Podemos encontrar la

representacion grafica de la superficie minimal de Costa en la figura (4.1))).

4.2.1. Funciones p y ( de Weierstrass

Sean w; y we dos nimeros complejos ambos distintso de cero, supondremos que (ws/wy)
es positiva, lo cual nos inidica que el angulo que forman w; y wsy es agudo. Definimos el enrejado

L C C de la siguiente manera:
L = {mw; + nwy|m,n € Z*}.

Ahora definimos,
1 1
92:6OZE, y g3:14ozﬁ. (4.9)

weLl weL
A continuacion, la funcién o de Weierstrass asociada con el enrejado £ viene definida por la

siguiente expresion:
1 1 1
= — ———). 4.10

Por lo tanto, la funcién g que acabamos de definir, es una funciéon periédica, con periodo w; y

wy. El siguiente conjunto,
PP({g2,93}) ={2 € C z=aw; +bwy con 0<a,b<1},

se conoce como el paralelogramo periédico fundamental de p(z,{gs, g3}). La funcién @ verifica

la siguiente férmula,

1 (@'(21) — ¢'(22)

platz) =g p(21) — p(22)

: ) = o) - ol (a.11

Definimos a continuacion, la funciéon ( de Weierstrass, la cual viene dada por la siguiente

expresion:

C(Z,{g%g?)})_é"’Z( ! +%+Z). (4.12)

2
zZ w w
weL

Cuando se sobreentiende que usamos gs, g3, escribiremos:

0(2) = p(2,{92,93}), v <((2)=C{(2,{92,93})-
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Tambien sabemos que wp verifica la siguiente expresion diferencial,

0 (2)? = 4p(2)° — gap(2) — gs- (4.13)

Ademsds de las ecuaciones (4.10) y (4.12), podemos obtener la siguiente relacién entre las fun-

ciones p y (,

¢'(2) = —p(2). (4.14)

Teniendo en cuenta que ©’(z) es una funcién impar de z con periodo w;, tendremos lo siguiente,

()= () = ()= (3)
p(z) p(z pl-5 T ¥ \% )

de tal manera que

De manera similar, podemos obtener que:

,w2> , U)1+’U}2
=g ([—=) =0
p(2 p( 2 )

Ademaés podemos ver que ¢’ no tiene mas ceros en paralelogramos periédico fundamental aparte
de wy/2,wy/2, (w1 + ws)/2. Ademas, de (4.13]), podemos ver que las 3 raices del polinomio

4p(2)* — g20(2) — g, (4.15)

son las que mencionabamos anteriormente, por lo tanto denotaremos,

w1 Wo ’LU1+IU2
o). o). (B,

luego podemos escribir, (4.13)), de la siguiente forma,

©'(2)? = 4(p(2) — er)(p(2) — e2)(p(2) — e3)), (4.16)
donde
€1 t+eyt+e = 0,
€16y +ege3 +ezep = —%7 (4.17)
€1€9€3 = %
! 4

La funcion ¢ de Weierstrass no es periddica, de todas formas,

C(z + mwy + nwy) = ((2) + 2m( (%) + 2n¢ (%) . (4.18)
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Luego, (4.18]), implica que

(=52) () +<(3) o

Ahora, haciendo uso de la relacion de Legendre obtendremos que

(s (= 2= (420

para ver una demostracién completa ver [6].

4.2.2. Funciones p y ( de Weierstrass en un cuadrado

Vamos a comenzar suponiendo que el cuadrado del que estamos hablando viene dado por:
{zeClI0<R(z) <1 v 0<9(2) <1} (4.21)

La funcion p de Weierstrass correspondiente al cuadrado (4.21)), tiene wy=1y wy = i y viene

dada por la siguiente expresion:

oLz 192.9:3) __+ 2 (z— —m')Z_(erlm')?)’ (422)

(m,n)ER?

con (m,n) # (0,0). Ademés, de la misma manera podremos definir la funcion ¢ de Weierstrass

para el cuadrado (4.21)) de la siguiente forma:

C(2,{g2:93}) =—+ Z <z— —ni+m—|1—ni+(mfni)2>' (4.23)

(m,n)eZ?

Para determinar a continuacion gs y g3 en las funciones (??) y (4.23), y usaremos (|4.22)) para

calcular:

e1tex=p (% {92,93}) +p (% {gz,gs}> =0. (4.24)

Por lo tanto, de (4.17]), podemos obtener lo siguiente

63293:()’ (425)
g2

_ 4.2
= —4dejeq = 4def.

En el caso del cuadrado dado por (4.21]), utilizaremos (4.25)), para reducir la ecuacién diferencial
(4.13), a la siguiente expresion,

p'(2)" = 4p(2)(p(2)" —ef. (4.26)
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A continuacién veremos una notacién especial para las funciones p y ( de Weierstrass corres-

pondientes al cuadrado (4.21)).

P(z) = g(z1{e0}),
{Z(Z) = ((2,{c.0}). (4.27)

4.2.3. Definicién de la Superficie Minimal de Costa

La superficie minimal de Costa puede ser definida como un parametrizaciéon de Weierstrass

utilizando las siguientes funciones,

f(z)=P(z), v g(z) = (4.28)

P(z)

Como la superficie minimal de Costa no tiene auto-intersecciones, tomaremos,

A = \/27gy = 2¢/2me; = 34,46 (4.29)

Definicién 4.7. La curva minimal de Costa, es la curva minimal meromorfa, CostaC = C —

C3. Denotamos,

CostaC'(2) = 3 (F20 - 92017204 9. 1000 (430)

donde f y g son las indicadas en . Luego, CostaC' serd la antiderivada de CostaC’ con

la siguiente normalizacion,
141

Cosmc< ) = (0,0,0).

A continuacion, veremos como utilizamos la funcion Z de Weierstrass para expresar C'ostaC'

sin necesidad de utilizar integrales.

Teorema 4.8. La curva minimal de Costa viene dada por

CostaC(z) = (CostaCy(z), CostaCy(z), CostaCs(z)),
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donde

\

CostaCy(z) = % —Z(z)+7mz—im+
T
— | Z
+2€1 ( (
CostaCs(z) =—-|—-Z(2) —mz+m—
T < 7 <
261

CostaCy(z) = @ (log (

2 (1 + 1)

2 (1+1)

)-2(--4))).
) -2(--4))).

Demostracion. La demostracion es bastante sencilla, ya que solo precisa del manejo de opera-

ciones e integrales, lo cual podemos ver en [5].

]

Corolario 4.9. Ahora, la superficie minimal de Costa, vendrd dada por la expresion siguiente,

Costa(u,v) = (Costay(u,v), Costas(u,v), Costas(u,v))

donde,

.
Costay(u,v) =

:11\3
=

m
2eq

Costaz(u,v) =

u—l—w——) —Z(u+iv——

1))
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V2m o P(u+iv) — ey
4 8 P(u+iv)+ep|

2

T
Zu—l—w —|—7Tu+—

461

(Z(u—l—w——) —Z(u+iv—%
T
Costas(u,v) = ng u+iv) + T+ —

2
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Figura 4.1: Superficie Minimal de Costa

Conclusiones

Como bien hemos podido comprobar, existen distintas maneras de verificar que una su-
perficie es minimal. Hemos presentado y estudiado distintos métodos para obtener superficies

minimales, asi como dado a conocer diferentes ejemplos de este tipo de superficies.

Tal y como mencionabamos en la introduccién, las superficies minimales estan ampliamente
relaciondas con otros campos de las matematicas, hemos podido verificar esto, analizando la
relacion de las superficies minimales con el anélisis complejo, concretamente con aquellas para-

metrizaciones que son armoénicas.

A su vez hemos conocido otro tipo de representacion més compleja de lo habitual, la repre-
sentacion de Weierstrass, esta férmula como hemos podido ver resulta muy util a la hora de

determinar superficies minimales, desarrollando el caso de la superficie minimal de Costa.

El estudio de este tipo de superficies continua siendo objeto de estudio actualmente en Geo-
metria Diferencial, produciendose gran cantidad de avances en las tultimas décadas. Como hemos
podido ver se trata de un tema interesante, pudiendo continuar este trabajo, estudiando y ana-
lizando las distintas propiedades topoldgicas de las superficies minimales, como ouede ser el

género asi como el nimero de finales topoldgicos.

Nota: Todas las figuras que se muestran en este trabajo han sido realizadas por la autora,
mediante el uso de Matlab salvo la figura (4.1]), la cual hemos obtenido de [10].
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