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RESUMEN.— Se utiliza un modelo de análisis de la varianza
como modelo de superpoblación en la estimación de la media pobla-
cional mediante muestreo por cuotas, comprobándose que la expre-
sión matricial del estimador basado en el modelo es la misma para los
casos de uno y dos factores. En cada uno de estos contextos se estu-
dia la insesgadez del estimador y se obtiene la expresión de su
varianza.

1. INTRODUCCION

Básicamente, el muestreo por cuotas consiste en clasificar los N elemen-
tos de la población finita objeto de estudio seg ŭn las distintas modalidades
de uno o varios factores que representaremos por i, j,	 h (i = 1, ..., I;
j = 1,	 J;...; h = 1, ..., H). Así, N1J h expresa el nŭmero de unidades
poblacionales pertenecientes a la casilla (i,j, h)de una tabla de contin-
gencia mŭltiple, siendo nu...h el nŭmero de ellas que forman parte de la
muestra de tamario n.

En este trabajo supondremos que el muestreo es por cuotas marginales,
es decir, tomaremos una ŭnica fracción de muestreo, f, para cada conjunto
de cuotas:

ni... = f	 ..; ...;11.....h= fN....h

indicando por la suma en todas las modalidades de la característica corres-
pondiente.
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La falta de aleatoriedad en la selección de la muestra y la consecuente
imposibilidad de realizar inferencias nos llevan a la necesidad de utilizar
enfoques basados en modelos, entre los que se encuentra el de los modelos
de superpoblaciones que adoptaremos en este trabajo.

Admitiremos, por tanto, que la población finita ha sido generada como
muestra aleatoria de una superpoblación infinita, esto es, que el valor de la
variable de interés en cada individuo de la población es una realización de
una variable aleatoria, formulando la distribución conjunta del total de
variables mediante un modelo de análisis de la varianza.

En la sección 2 obtendremos, tanto la expresión matricial del estimador
de la media poblacional basado en un modelo con un ŭnico factor, como la
de su varianza. En la sección 3 realizaremos idéntico análisis para el caso
de dos factores'.

2. MODELOS DE ANALISIS DE LA VARIANZA CON UN FACTOR

La población finita formada por N unidades está dividida en I cuotas,
determinadas por las correspondientes modalidades de un ŭnico factor o
categoría. Denotaremos por N„ el nŭmero de elementos de i-ésima cuota
(i =1,...,1).

El valor de la característica de interés en la unidad k-ésima de la
i-ésima cuota, vendrá dado pory ik con i = 1,..., I,k 1, ...,Ni.

Siguiendo el enfoque proporcionado por los modelos de superpobla-
ción, el vector de valores poblacionales, y = ,, II , • • •, Y 1Ni , • • •, .YII , • • •,
es una realización del vector de variables aleatorias Y = (Y ",
Yn,	 cuya distribución conjunta viene formulada a través de un
modelo de análisis de la varianza, dado por:

Y = AO + e	 [1]

donde A es una matriz de dimensión N x I,

Nl 0	 0

0	 1 N2	 0
A = (

0	 0	 1 NI)

con lm= (1.....1), N,-vector unidad (i = 1, ..., I), Íi = (13,,	 vector
paramétrico de dimensión / x / v e le-	 , -II , « • •, E,,• • •, ell , • • •, EiNir vector

1 Deville (1991) considera modelos de análisis de la varianza aunque con hipótesis
ligeramente distintas a las formuladas en este trabajo. Sin embargo, dicho autor no utiliza
un enfoque matricial, más adecuado al contexto del muestreo en superpoblaciones.
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aleatorio de dimensión N x 1 verificando:

(e) = 0
(EE) = E

donde E( .) denota la esperanza respecto al modelo y E es una matriz de
dimensión N xN con la siguiente estructura:

Ei 0	 0
0 E2 	0

E (=

0 0 1,1

siendo Ei = diag	 x N i-matriz diagonal (i = 1, ..., I).

Sin pérdida de generalidad, listaremos las unidades de la muestra en
primer lugar, teniendo en cuenta que ésta incluye n i individuos de la cate-
goría i (i = 1, ..., I). Tendremos, así, las siguientes particiones de Y, A, e y
1, vector de unos de dimensión N x 1:

= (rs, rr)

A = As
A,.

E = (E's, E'r)

1 = (1 's, Fr)

donde

Ys= (Y II , • • •, Y In i , • • •, Y

Yr 	 n, • • •,	 • • - ,Y II , • • •, Y 11511—n7

Ar =(

1	 0	 0

0	 1 N2-n2	 0

0	 0

Es = (Ett, •	 • En, • Einf

i s = (1 'n,, «
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Siguiendo a Royall (1970), el estimador de la media poblacional basa-
do en el modelo, resulta de dividir por N la suma de los valores observa-
dos y la predicción de los no observados. En este caso:

eR =	 (1 ',Y, + /	 (17, + 1 ,A rjá)

Dado que el estimador de Gauss-Markov de 13, es la media de los valo-
res observados en la categoría i-ésima, es decir,

=
 = (

ni

E yik) / ni i = 1, ..., ...I

k = 1 I

_
es estimador del vector paramétrico es 3 = ( yi,

Esto nos lleva a

l'sYs=

con lo que, en este caso, el estimador predictivo de la media poblacional
es

eR= N-1 (1',,As íá +	 = N-1 ( 1	 + 1	 = N-1 1 'A

2.1. ESPERANZA Y VARIANZA DEL ESTIMULADOR PREDICTIVO

Veamos que el sesgo del estimador es cero. En efecto:

N-1E4(1	 - / 'Y) = N-/ EI(/ 141 - / 513 - / 	 N-/(/ 'AE1	0) - 1 (E)] = 0

puesto que

- 13 ) =	 = 0 i = 1, . . N

con

es decir, f3 es un estimador insesgado de
Por tanto, y considerando que

1
Var(-

1
 1',Ap =	 i'AV arl(0) A'1

N2



Modelos de superpoblación en el muestreo por cuotas... 	 143

bastará calcular Var(Ç3) para obtener la varianza del estimador:

cryn i	 0(

Var (r3) = W(i s— R) (1/2 — 13)7 =

ya que

- d2 EVEy (32i /ni i = I, ..., I

Si denotamos por

ayn i 	0

V =

O ,21„)

tendremos:

Varl(eR)= N-21 AV A'l

Esta varianza puede ser estimada sustituyendo cr2i por

ni

= 	 E
1

(Yik — 3-0
ni— 

3. MODELO DE ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS FACTORES

Supongamos, ahora, la influencia de dos factores sobre los valores
poblacionales de la variable de interés. Denotaremos por = I, ..., I;
j=1,...,J), el nŭmero de individuos de la población que poseen las moda-
lidades i y j, es decir, que pertenecen a la casilla, (i, j) de la correspondien-
te tabla de contingencia m ŭltiple. Así, el valor de la característica objeto
de estudio, en la unidad k-ésima de la casilla (i, j) se representará por
yijk(k = I, ..., Nij).

El vector de valores poblacionales y = lv,,ni, •••,Y111111 , • ••,	 •••,

es, en este caso, una realización del vector de variables aleatorias
Y (Yin, •••, 1IN, 1 •••,171.11 , •••, uNlY siendo el modelo de superpoblación el
dado por la expresión [1], donde A es ahora de dimensión N x (I + J + I):

k = 1



0

o

0

iNn-nu

1	 1 NU-nli
	 O	 0

Ar =

iNn-nn	 °	 • • • iN,-n„	 N„-n„ " •
•
•
•

I Al	 0
	

• • • 1	 0	 » « « 1N

es = (EI II , • • • ,	 • • • ,	 •••,

1 s = (1 '11 11 , •••,
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1NH	 111111	 - - •	 0	 N1 _ ii

	

(

1 Islu	 1111. u	 • • •
A =	 :

	

1 N,	 0. 1 Njj 1 N. ii

	

1 Nii	 0	 1N. u 0.

0.	 0.

con 1Nu = (1.....1), Nu -vector unidad (i = 1, ..., I; j = I,	 J), 3 = (pt,
oc] ,	 yj), vector paramétrico de dimensión (/ + J + 1) x 1 y e =
(Eiri, •••,	 •••,	 •••, EnNu), vector aleatorio de dimensión N x 1, cuyas
componentes son centradas, independientes y, además,

Var (eijk) =	 i = 1,	 j = 1,	 k = 1,

Consideraremos las mismas particiones de Y, A, e y I empleadas en el
caso de un ŭnico factor. En esta nueva situación tendremos:

s	 (Y111, •••, Y. 1	 • • • , Y I 1 , • •• Y 1.1n)'

Yr = (Y III, • •• Y 11Vii—nii , • • • , Y 1.11 , • ••
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con 1 nij y 1 Nij nij vectores unidad de dimensiones nij y Nij – n ,1, respectiva-
mente.

Admitiremos que se cumplen las siguientes condiciones de identifica-
bilidad del modelo:

nij oci 0 y	 nij 13 = 0

Utilizaremos el muestreo por cuotas marginales, con muestras de tama-
rio fijo n = fN, incluyendo n,. = fN,. individuos por cada modalidad i del
primer factor y	 por cada j del segundo.

Al igual que en la situación presentada en la sección anterior, nuestro
objetivo es calcular el estimador de Royall, basándonos en la predicción
de los valores observados. Es decir,

1	 1
eR = — (1's Y5 +	 =—

N 
(1 's Y, + 11,

La estimación del vector paramétrico por minimos cuadrados ordina-
rios nos lleva a:

= Y,	 Y, ••-,	 Y.1– Y, ••-,	 Yr

donde y– es la media de los valores muestrales; –yi. e i.1 son las medias de
las observaciones muestrales de las modalidades i-ésima y j-ésima del pri-
mer y segundo factor, respectivamente (i = 1,...,I; j=1,...,J).

Podemos obtener una expresión más sencilla del estimador predictivo
teniendo en cuenta que,

= + EE nij – 7Y) + E E 67, - = = l'sYs

Por tanto,

eR =
	

1(.1',A s í3̂ +	 =—'11'ñ	 2

2 Operando obtenemos

/ ',A, = (N — n)—y

con lo que el estimador de Royall coincide, en este caso, con —y.
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3.1. ESPERANZA Y VARIANZA DEL ESTIMADOR PREDICTIVO

Siguiendo el mismo razonamiento que en el apartado 2.1, el estimador
eR es insesgado de la media pollacional, puesto que la independencia entre
ambos factores nos lleva a que f3 es un estimador insesgado de f3.

Con el fin de hallar la varianza del estimador, denotemos por m el vec-
tor de dimensión N x 1 de componentes muk = E(Yuk). A partir de él obte-
nemos, de manera habitual, el correspondiente vector ms para los valores
de la muestra, pudiendo, así, escribir:

1

	

- l'Y)2 =	 E4[—N l 's(Ys ms) - nY - M/1 2 =

	

N2	 N2	 n

1  
E

(
—
N
	l'e)

2 
=	

[ (
—
N 

1 'ses
)2 

+ EI(/ '02 -	 1'ses1k)1=
N2	n	 s	 N2	 n

1	 2_1 E E (12 + co?) + — E E N•<,2 +	 E E nu(t2i + 6j)
n2	I	 N2	 '"	 N

1	 i	 j

Ahora bien, aplicando las condiciones del muestreo por cuotas margi-
nales, deducimos que:

i	 j	 i	 1	 i	 1

con lo que la varianza del estimador predictivo puede expresarse como:

N2 
E4(1'Aij 1 'Y)2 =	 (1 f) (INia3 + E N.ico5)

Nn

1	 1 

Obsérvese que esta varianza depende sólo de las cuotas y no de la
muestra; este hecho justifica, en cierta medida, el empleo de cuotas margi-
nales.
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