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RESUMEN.— Se utiliza un modelo de andlisis de la varianza
como modelo de superpoblacién en la estimacién de la media pobla-
cional mediante muestreo por cuotas, comprobdndose que la expre-
sién matricial del estimador basado en el modelo es la misma para los
casos de uno y dos factores. En cada uno de estos contextos se estu-
dia la insesgadez del estimador y se obtiene la expresién de su
varianza.

1. INTRODUCCION

Bésicamente, el muestreo por cuotas consiste en clasificar los N elemen-
tos de la poblacién finita objeto de estudio segiin las distintas modalidades
de uno o varios factores que representaremos por i, j, ..., h (i = 1, ..., I;
j=1,...,J;..; h =1, .., H). Asi, N; , expresa el nimero de unidades
poblacionales pertenecientes a la casilla (i, j, ..., h) de una tabla de contin-
gencia miltiple, siendo n; , el nimero de ellas que forman parte de la
muestra de tamaiio n.

En este trabajo supondremos que el muestreo es por cuotas marginales,
es decir, tomaremos una unica fraccién de muestreo, f, para cada conjunto
de cuotas:

n; . =fN,,‘ nj :fNj’ ey R g =ho

indicando por la suma en todas las modalidades de la caracteristica corres-
pondiente.
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La falta de aleatoriedad en la seleccidén de la muestra y la consecuente
imposibilidad de realizar inferencias nos llevan a la necesidad de utilizar
enfoques basados en modelos, entre los que se encuentra el de los modelos
de superpoblaciones que adoptaremos en este trabajo.

Admitiremos, por tanto, que la poblacion finita ha sido generada como
muestra aleatoria de una superpoblacion infinita, esto es, que el valor de la
variable de interés en cada individuo de la poblacién es una realizacién de
una variable aleatoria, formulando la distribucién conjunta del total de
variables mediante un modelo de andlisis de la varianza.

En la seccién 2 obtendremos, tanto la expresién matricial del estimador
de la media poblacional basado en un modelo con un tnico factor, como la
de su varianza. En la seccidn 3 realizaremos idéntico andlisis para el caso
de dos factores'.

2. MODELOS DE ANALISIS DE LA VARIANZA CON UN FACTOR

La poblacién finita formada por N unidades estd dividida en / cuotas,
determinadas por las correspondientes modalidades de un tnico factor o
categorfa. Denotaremos por N;, el mimero de elementos de i-ésima cuota
(i=1,..1).

El valor de la caracteristica de interés en la unidad k-ésima de la
i-€sima cuota, vendrd dado por y;pconi=1,... . Lk=1,.., N;.

Siguiendo el enfoque proporcionado por los modelos de superpobla-
cién, el vector de valores poblacionales, y = (¥, ..., Yiny -0 Yir - Yin)
es una realizacion del vector de variables aleatorias ¥ = (Y, ..., Y}, ...,
Y,;, ..., Yiy,)', cuya distribucién conjunta viene formulada a través de un
modelo de andlisis de la varianza, £, dado por:

Y=AB +¢ [1]

donde A es una matriz de dimension N x [,

Iy 0 .0
0 Iy, ... 0

A=]| : : :
0 0 . 1

conly,=(1,...,1), N-vectorunidad (i=1,...,1),B = (B,, ..., B))’, vector
paramétrico de dimension I x I 'y € = (g;;, ..., €n,» ---» €, .-, Ey,)" VECLOT

1 Deville (1991) considera modelos de andlisis de la varianza aunque con hip6tesis
ligeramente distintas a las formuladas en este trabajo. Sin embargo, dicho autor no utiliza
un enfoque matricial, mds adecuado al contexto del muestreo en superpoblaciones.
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aleatorio de dimensién N x / verificando:
Ec(e)=0
Eg(eg’) =%
donde E; (-) denota la esperanza respecto al modelo y X es una matriz de
dimension N x N con la siguiente estructura:

5 0 .0
0 %, .0
= :
0 0 o Zl

siendo 3, = diag (07, ..., 0%) N; x Ny-matriz diagonal (i =1, ...,1).

Sin pérdida de generalidad, listaremos las unidades de la muestra en
primer lugar, teniendo en cuenta que ésta incluye #n; individuos de la cate-
goria i (i = 1, ..., I). Tendremos, asi, las siguientes particiones de ¥, A, € y
1, vector de unos de dimensién N x /:

Y=(Y,Y})

a=(4)

e=(e,¢€,)
1=(1,1)
donde
Yo=(Yy, ..., Yln,! SRR Yln,),
Yo=Y oY npooo Yoo Yiny2n)'

1, 0 .. 0
0 1, .0
A= . .
0 0 .. I
Iy 0 ... 0

0 I,y --- 0
A=\ : :

0 0 cae INl—n,
€= (€115 s Eppp -+ s Eppy o €1n)’

I=(1",... 1)
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Siguiendo a Royall (1970), el estimador de la media poblacional basa-
do en el modelo, resulta de dividir por N la suma de los valores observa-
dos y la prediccién de los no observados. En este caso:

er=N-1(I'Y, +1'Y)=N-1(I'Y, + I'A,B)

Dado que el estimador de Gauss-Markov de J; es la media de los valo-
res observados en la categoria i-ésima, es decir,

7
B=§i=(2y,-k)/ni i=1,..,..1
k=1

es estimador del vector paramétricoes B = (y,, ..., y,)".
Esto nos lleva a

a

1Y, = I'AB

con lo que, en este caso, el estimador predictivo de la media poblacional
es

en = N-(I'AB + 1'AB) = N-(1'A, + I'A) B=N-11'AB

2.1. ESPERANZA Y VARIANZA DEL ESTIMULADOR PREDICTIVO
Veamos que el sesgo del estimador es cero. En efecto:
N-IEy(I'AB - I'Y) = N1 E(I'AB - I'AB - I'e) = N-[I'AEg (B B) - I'E¢ (€)] = 0
puesto que
EBi-B)=E:(8)=0 i=1,..,N
con

n;

= 1
€= D

k=1

es decir, B es un estimador insesgado de J.
Por tanto, y considerando que

1

1
Var. | —1I'A )=—I'AVar A’l
g( N B Nz x(B)
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bastard calcular Varg( B ) para obtener la varianza del estimador:

oin; ... 0
Varg(B) = E(/(B-B) (B-B)7T =

0 ... oin
ya que
EB-B.f Ex&p=cn i=1,..,1

Si denotamos por

0 ... &in
tendremos:
Varg(eg) = N2]"AV A'l

Esta varianza puede ser estimada sustituyendo o2 por

3. MODELO DE ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS FACTORES

Supongamos, ahora, la influencia de dos factores sobre los valores
poblacionales de la variable de interés. Denotaremos por Ny(i = 1, ..., I;
j=1,..,J), el mimero de individuos de la poblacién que poseen las moda-
lidades i y j, es decir, que pertenecen a la casilla, (i, j) de la correspondien-
te tabla de contingencia miiltiple. Asi, el valor de la caracteristica objeto
de estudio, en la unidad k-ésima de la casilla (i, j) se representard por
yiulk =1, .., Ny

El vector de valores poblacionales y = (y;;;, ..s Yiny -+ Yup - Yuny)'s
es, en este caso, una realizacién del vector de variables aleatorias
Y=(Y,5 . Yyunys oo Yigpo oo Yipu,)’ siendo el modelo de superpoblacion el
dado por la expresion [1], donde A es ahora de dimensién N x (I + J + 1):
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Iy, g oo 0 Iy, o 0
hy 0 o hy 0 .1y

con IN;= (1, .., 1), Nj-vectorunidad (i = I, ..., [; j =1, .., J), B = (1,
oy, ..y Oy Yy, oo, Yy), vector paramétrico de dimension (1 + J+ I} x 1y e =
(€115 s €118, p» s E11p» -0 Eyny,)> VeECHor aleatorio de dimensién N x 1, cuyas
componentes son centradas, independientes y, ademaés,

Vary () = 2+ w2 i=1,.,0, j=1,..J, k=1, .,N;

Consideraremos las mismas particiones de Y, A, € y I empleadas en el
caso de un unico factor. En esta nueva situacién tendremos:

’

Y. =Y, ... Y”,,”, ey YU/’ . YU,,”)
_— ’
Y, = (Y, Ym0 Yup o YNy

1 1 ... 0 1, .. 0

npy nyy i
] ny ] ny 0 0 ] ny
A = : :
1 nyy 0 1 nyy 1 iy 0
] ny 0 ny 0 ] ny

Ny=ny; “ Nyp-ny

0 Iy .. 0
]Nu—"u ]Nu—"u 0 0 e ]Nu—’lu
INII‘”II 0 e INII‘"II IN,,—n,, e 0

]Nlr'"ll 0 e ]Nlr"u 0 e INu—"u

Ss = (81]], veey 811,,“, weny 8”1, [ 81-]"[!),
I,=(,,..1,)
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con | ny Y 1y

mente.
Admitiremos que se cumplen las siguientes condiciones de identifica-

bilidad del modelo:
Znijai=0y2n,-j[3j=0
J

vectores unidad de dimensiones n; y N;— ny, respectiva-

i

J
Utilizaremos el muestreo por cuotas marginales, con muestras de tama-
fio fijo n = fN, incluyendo n, = fN, individuos por cada modalidad i del
primer factor y n; = fN,; por cada j del segundo. '
Al igual que en la situacién presentada en la seccién anterior, nuestro
objetivo es calcular el estimador de Royall, basdndonos en la prediccién
de los valores observados. Es decir,

] e} _I A
ep=— (1"Y,+1Y,)=— (1Y, + ' A,
k=0 )= B)

La estimacion del vector paramétrico por minimos cuadrados ordina-
rios nos lleva a:

B=(331-5 =551 -F 50 = 3

donde y es la media de los valores muestrales; y; e y; son las medias de
las observaciones muestrales de las modalidades i-ésima y j-ésima del pri-
mer y segundo factor, respectivamente (i = 1, ..., I;j=1,..,J).

Podemos obtener una expresién mds sencilla del estimador predictivo
teniendo en cuenta que,

FAB=my+ 23 0, Ge-3+ Y, Y (F;-Y) =ny=1'¥,
i i

Por tanto,

A

fraprrag=—1
=—(1";A I =—1'A 2
€r N( s SB+ r’qu) N B

2 Operando obtenemos
I'AB=(N-n)y
con lo que el estimador de Royall coincide, en este caso, con y.



146 Marta Guijarro Garvi
3.1. ESPERANZA Y VARIANZA DEL ESTIMADOR PREDICTIVO

Siguiendo el mismo razonamiento que en el apartado 2.1, el estimador
e es insesgado de la media poblacional, puesto que la independencia entre
ambos factores nos lleva a que § es un estimador insesgado de f.

Con el fin de hallar la varianza del estimador, denotemos por m el vec-
tor de dimensién N x I de componentes m;; = Eg (Y;;). A partir de € obte-
nemos, de manera habitual, el correspondiente vector m, para los valores
de la muestra, pudiendo, asi, escribir:

1 LA 1 N , 2
— EIAB-1Tp = — E, [Tls(Yx—ms)—I(Y—m)] =

1
N2

%ZZ"UM+mfg)+'ﬁlz—ZZNv("§+“ﬁ)—%zzn.~,(ﬁ+wf)
i i i

Ahora bien, aplicando las condiciones del muestreo por cuotas margi-
nales, deducimos que:

DIDRICETIED WA T I (Z N+ N.,.m,z.)
i i J i J

con lo que la varianza del estimador predictivo puede expresarse como:

g(ﬁ I'g,—1 ’8)2 L [ E (ﬂ I ;es)2 + Ey(I'ey - 2E,, (_N- gl s)] -
n N2 n n

1, e Ny
— Be1'AB = 17) =——(1-f) (ZI: N2 + JZN.jmf)

Obsérvese que esta varianza depende s6lo de las cuotas y no de la
muestra; este hecho justifica, en cierta medida, el empleo de cuotas margi-
nales.
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