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Resumen

La programacion dindmica es una técnica desarrollada por el matemaéatico Richard Bellman
en la década de 1950. Sirve para resolver algunos problemas de optimizacion complejos,
descomponiéndolos en subproblemas més sencillos. Este método se basa en el llamado “Principio de
optimalidad de Bellman” segtn el cual “dada una secuencia 6ptima de decisiones, toda subsecuencia
de ella es, a su vez, 6ptima”. Se trata de una herramienta muy conocida en el campo de la
informaética, aunque su utilidad se extiende a otras muchas areas. En este TFG nos centraremos en
resolver algunos problemas de optimizacién pertenecientes al ambito de la economia, empleando
la Regla de los Multiplicadores de Lagrange, y el método de la programacion dindmica. Ademas

trataremos, tanto sistemas de dimensién finita, como problemas de horizonte infinito.

Palabras clave: funcién de politica, variable de estado, variable de control, control 6ptimo,

funcién valor, dindmica 6ptima, tasa de descuento.

Abstract

Dynamic programming is a technique developed by the mathematician Richard Bellman in the
1950s. It is used to solve some complex optimisation problems by decomposing them into simpler
subproblems. This method is based on the so-called “Bellman’s Principle of Optimality” according
to which “given an optimal sequence of decisions, every subsequence of it is, in turn, optimal”. It is
a well-known tool in the field of computer science, although its usefulness extends to many other
areas. In this project we will focus on solving some optimisation problems belonging to the field
of economics, using the Lagrange Multiplier Rule and the dynamic programming method. We will

also deal with both finite-dimensional systems and infinite-horizon problems.

Keywords: policy function, state variable, control variable, optimal control, value function, optimal

dynamics, discount rate.
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Capitulo 1

Introduccion

La economia es una ciencia social cuyo propésito reside en la administracién de unos recursos
limitados para la produccién de bienes y servicios. La escasez de los recursos, y la demanda
ilimitada de éstos, conlleva la necesidad de eleccion. Cada uno de nosotros, ya sea como empresario
o consumidor, tomamos todos los dias numerosas decisiones econémicas. La pregunta es: jcon qué
criterios tomamos estas decisiones?, ;nos deberiamos basar solo en nuestra intuicién?. Esté claro
que la respuesta dependera de la magnitud de la eleccién y del coste de oportunidad asociado.
No obstante, cuando nos enfrentamos a problemas de gran escala, resulta conveniente tener a
nuestro alcance algunas herramientas que nos faciliten la toma de decisiéon. John Maynard Keynes,
afirmaba que el buen economista debia ser matematico, historiador, conocedor de la politica y buen

filosofo.

En efecto, las matematicas configuran uno de los pilares fundamentales en el ambito de la
economia. Muchas de sus ramas facilitan el estudio, tratamiento e interpretaciéon de numerosos
modelos econémicos. En este trabajo, presentaremos uno de los métodos matematicos empleados
para la optimizaciéon de problemas complejos que permite visualizar la evoluciéon de variables

econdmicas: la programaciéon dindmica.

La programacién dindmica es una técnica empleada para dar solucion a problemas en los
cuales se toma una serie de decisiones de forma secuencial, y en donde la eleccion afecta a decisiones
futuras. La idea principal del método consiste en descomponer el problema en subproblemas de
talla inferior, con menor complejidad y encontrar la solucion 6ptima de éstos. Ademas, se basa en
el Principio de optimalidad de Bellman, segun el cual "Dada una secuencia dptima de decisiones,

toda subsecuencia de ella es, a su vez, dptima”.

El nacimiento de esta herramienta tuvo lugar en los afios posteriores a la Segunda Guerra
Mundial, alrededor de 1950, para abordar determinados problemas referentes a la guerra a través
de las matemaéticas. Richard E. Bellman, junto con sus colaboradores, trabajé en la teoria de los
procesos de decisién en miltiples pasos, desarrollando asi el método de la programacion dindamica.
Los nuevos avances y sus aplicaciones no solo tenian lugar en el campo de la ingenieria, sino

también en el de la economia, biologia, medicina y ciencias sociales.




En el ambito de la economia, en la primera mitad de los anos cincuenta, autores como
Arnold Tustin y W.Phillips, intentaron aplicar a los sistemas econdémicos las teorias de control
desarrolladas durante la Segunda Guerra Mundial. Sin embargo, fue en los afios 70 cuando realmente
surgié un gran interés en la utilizaciéon de técnicas de control 6ptimo para controlar y modelar
sistemas macroeconémicos, convirtiéndose hoy en dia en el principal instrumento matemaético de la
macroeconomfia clasica. En particular, el método de la programaciéon dindmica es empleado no sélo
en el &mbito de la macroeconomia, si no que aborda problemas de control de inventarios, seleccién

de inversiones, mantenimiento y reemplazamiento de méaquinas o planificaciéon de la produccion.

En este trabajo, vamos a ocuparnos de problemas que se tratan de manera frecuente en el
campo de la economia, por lo que es interesante conocer qué tipo de funciones se emplean y el por
qué. Los economistas utilizan el término funcién de utilidad para designar la funciéon que a ellos les
interesa maximizar. Esta funcién representa la satisfaccién que las personas obtienen por elegir o
consumir un bien. Suele ser creciente y concava para representar que, a mayor cantidad de un bien,
més satisfaccion presentaré el individuo, pero menor sera el beneficio adicional. Nuestro objetivo,
consistird en determinar la soluciéon 6ptima a través de la cual se puede maximizar esta funcién

utilidad, trabajando con el problema que se refleja a continuacién:

Mazximizar V = ZZ;& Ty, uk) + fr(yn)
sujetoa:  yri1 = gr(yk,ux) Vk=0,1,.,n—1
up € 'y Vk=0,1,..,.n—1

con : yo dado

(PB) (1.1)

Este problema consta de n etapas o periodos. La notacién empleada para designar tanto las
funciones como las variables utiliza un subindice, cuya finalidad es hacer referencia a la etapa en
la que se encuentra el término. En cada uno de los periodos, apareceran las variables yi y ug,
exceptuando que esta dltima no tomara valor en la etapa n y que conocemos el valor de yg, por lo
que, es un problema cuyas incognitas seran: {yx}7_; v {uk}g;é Por ejemplo, supongamos que se
quiere obtener el maximo rendimiento invirtiendo en un determinado bien durante un periodo de
tiempo. Las variables {uk}z;é en este caso representarian la cantidad a invertir en cada momento
k, mientras que las incognitas {y;}}_; nos indicarfan la cuantia de capital restante después de

realizar la inversion. El dato yg seria el capital inicial.

La funcion objetivo a maximizar, V, que va a representar nuestra funcién utilidad, esta
compuesta por la suma de diferentes funciones. Para cada etapa k, aparece una funcion fi, que
desde el periodo cero hasta la etapa n — 1, requerird de las variables y; y uj, mientras que en la
dltima etapa la funcion f, dependeréd tnicamente de la variable y,. Continuando con el ejemplo,
nuestra funcion utilidad V' en ese caso representaria el potencial beneficio del capital invertido en

cada momento k.

Por otro lado, aparecen dos restricciones que seran claves a la hora de resolver este problema. La
primera de ellas se trata de una restricciéon de igualdad, donde para cada periodo k, la funcion g

que depende de las variables yi y ug, determinaré el valor de yx1. Esta restriccion de igualdad nos




indica el estado del sistema en cada etapa, en nuestro problema ejemplo nos indicaria el capital
restante en la etapa k + 1, tras haber realizando una inversiéon en el momento k. En segundo lugar,
para cada etapa k, aparece la restriccion que indica que la variable ug ha de pertenecer a un cierto
conjunto de valores admisibles, I'y. Si estamos ante una situaciéon en la que hay que invertir, es
razonable pensar que la cantidad tiene que ser nula o positiva, por eso podriamos establecer como

ejemplo la condiciéon de ser mayores o iguales a cero.

Otra cuestion a tener en cuenta, es el nimero de etapas en las que se divide nuestro problema,
es decir, el tamafio de n. Es claro que a medida que el nimero de periodos aumente, la dificultad
crecerd también. Cuando nos encontremos un problema de talla grande, serd necesario acudir a
técnicas sofisticadas, haciendo uso de programas informaticos para poder hallar la solucién éptima.
Sin embargo, cuando el problema sea relativamente pequeno, se podréan emplear diferentes métodos
dependiendo también a su vez del tamano. En ocasiones habra procesos que dependiendo de la

talla del problema resultaran mas engorrosos que otros.

A lo largo de este trabajo, daremos solucion al problema principal (PB) y trataremos
algunos ejemplos del ambito de la economia. Durante el capitulo 2 utilizaremos la Regla de
los Multiplicadores de Lagrange para poder determinar el control 6ptimo de nuestro sistema.
Posteriormente, trabajaremos en un problema de acumulaciéon donde se reflejara la utilidad de esta
técnica. A continuacion, en el capitulo 3, de nuevo daremos solucion al problema (PB) pero desde
el enfoque de la programacion dindmica. Trataremos el problema de acumulaciéon 6ptima desde este
punto de vista, comparandolo asi con el método del capitulo 2. Al final de este capitulo, también
se estudiara el problema principal cuando la funcién objetivo V adopte una forma cuadratica. Para
finalizar, haremos una modificacién en el problema principal, y trabajaremos con un horizonte
temporal infinito empleando el método de la programacion dinamica. A través de esta técnica,
estudiaremos uno de los modelos més importantes en el campo de la macroeconomia, el modelo

béasico de crecimiento.







Capitulo 2

Resolucion aplicando la Regla de los

Multiplicadores de Lagrange

2.1. Multiplicadores de Lagrange

Una vez que ya se conoce cuél es el problema que nos interesa, en este capitulo vamos a pasar a
su resolucion. Para ello, en primer lugar haremos uso de los conocidos multiplicadores de Lagrange,
una herramienta introducida durante el grado. Para enunciar la Regla de los Multiplicadores de
Lagrange vamos a considerar el siguiente problema:

Dadas F, h;,rj : @ — R con €2 C R™ abierto, la formulacion del problema seré la siguiente:

Minimizar F(x)

sujeto a : reQCR™
hi(x) =0 1<i<ng
ri(z) <0 1<j<np

(P)

Teorema 2.1.1. Regla de los Multiplicadores de Lagrange. Si T es una solucion del problema
(P), supuesto que F,h;,r; € C1(Q), entonces Vi € {1,..,nr}, Vj € {1,..,np}, existen @ € Ry,
NI, CRy {ﬁj}?gl C Ry que satisfacen las siguientes condiciones:

nr . np
a+ > Nl+> 7w >0 (2.2)
i=1 j=1

nr np
avFE@) + > NVhi(@) + Y 1 Vr(@) =0 (2.3)
i=1 j=1
;=0 y mri(@) =0, Vje{l,.,np} (2.4)
hl(f) =0, Vie {1, ..,n[} Y T’j(f) <0, Vje {1,..,71[)} (2.5)

La demostracion puede verse en [1].




Estas cuatro condiciones reciben el nombre de condiciones de Fritz-John. Igualmente, se
denominan condiciones de Kuhn-Tucker cuando el pardmetro @ toma valor igual a uno (se dice
entonces que Z es un punto de Kuhn-Tucker). Por otro lado, los nimeros {\;}11; y {71,172, son
conocidos como multiplicadores de Lagrange. Otro término a introducir y que nos seréd tutil

més adelante, es la denominada funciéon Lagrangiana.

Definicion 2.1.1. Se llama funcion Lagrangiana a la funcion L : R™ xR™ xR"> — R definida

como:

i=1 j=1

Observacién 2.1.1. Notemos que si T es un punto de Kuhn-Tucker, se verifica que VL(Z,\, i) = 0

Basta notar que:
nr np
VoL@ XN T) = VF@) + > ANVhi(T) + Y 1,V7r;(T)
i=1 j=1
Ademas, como T es un punto de Kuhn-Tucker, cumple la condiciéon (2.3) tomando @ igual a uno.

2.2. Resolucién del problema (PB)

A lo largo de esta seccion, resolveremos el problema principal a través de la Regla de los
Multiplicadores de Lagrange, interpretando el sistema como un problema de optimizacién estatico.
Inicialmente, tenemos que reescribir el problema adecuandolo a la formulacion de (2.1), de forma

que el problema que estudiaremos a partir de ahora es el siguiente:

Minimizar V = — Ez;é Ty, uk) — fr(yn)
sujeto a : 9k (Yk, uk) — Yp+1 =0 Vk=0,1,..,n—1
(PDM) —yr <0 Vk=1,2,..n (2.6)
—up <0 Vk=0,1,.,n—1
con : Yo dado

. ., -1
Una vez planteado el nuevo sistema, debemos observar que nuestras incognitas {uy};—; e {yx}7—;
conforman el vector x del problema (2.1), que en este caso estara compuesto por 2n variables, por

lo que tomaremos m = 2n.

Antes de continuar con el siguiente paso, es importante destacar la necesidad de empezar
probando la existencia de solucién, para que tenga sentido realizar todo el proceso que se sigue a
continuacién. La demostracion de la existencia de solucién se debe realizar en cada problema que se
trate de resolver, empleando algunas herramientas como el Teorema de Weierstrass, (“una funcion
continua definida sobre un compacto alcanza sus extremos”), o demostrando que la funcion objetivo

es continua, y coerciva sobre el conjunto cerrado de puntos admisibles. En cualquier caso, este tema
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se tratara de forma separada y de ahora en adelante vamos a suponer que existe un vector solucién .

Para comenzar con la resolucion del problema (2.6), vamos a definir su funcion Lagrangiana,

n—1

L(u,y, Ao, 1) ka: Yk uk) = Fa(yn) + D Mgk (wrs un) —yreen) + Y on(—yn) + Y pi(—u)
k=0

(2.7)
donde u = (ug, oy Un—1), Y = (Y1, s Un) Y A = (A0y ers An—1), 0 = (015 o0y On)y 1o = (J40y ooy fin—1)-

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que nuestro vector solucién =, definido como
T = (Woy ooy Un—1,Tq, -+, Ypp) €s un punto de Kuhn-Tucker. Entonces, por la observacion (2.1.1),

VuyL(T,7, \,7,71) = 0, por lo que, tras derivar la funciéon Lagrangiana respecto de u e y se
obtienen las siguientes expresiones:

oL 0 fr g _

our - ou (ykauk)+)‘k8 Y G k) — g = 0 Vk=0,1,.,n—1
OL _ Ofk Agr

gy W) — A+ A R =0 Vk=1,.,n—1
our ~ oun == (Tp, Ur) — -1 kayk (yk Uy) — Ok

oL Ofn _ o

TR

Ademaés junto a estas ecuaciones, debemos tener en cuenta que nuestro vector solucién también ha
de verificar la condicion (2.4) de la Regla de los Multiplicadores de Lagrange, la cual senala:
o, >0y or(—7,) =0 Vk=1,.,n

En consecuencia, si juntamos las anteriores expresiones nos encontramos con el siguiente sistema :

Ay, = gfk (Yr» Uk) + /\kg k(ykﬂk) Vk=0,1,..,n—-1 (2.8)
Tp = gﬁ (T W) — Mot +Akgzz(yk,uk) Vk=1,..,n—1 (2.9)
T = @) = (2.10)
O =0 Vk=0,.,n—1 (2.11)
T, Up=0 Vk=1,..n (2.12)




Antes de empezar a buscar una solucién para el sistema, vamos a analizar cudl es la informacién de

la que disponemos y qué es aquello que nos interesa encontrar. Inicialmente, como datos sabemos

el niimero de etapas en las que se divide el problema, es decir el valor de n, conocemos también
2 Py : n n—1

el valor de yo y ademés estan a nuestro alcance las funciones {fx}7_, v {gx};_o- Por otro lado,

en cuanto a las variables que aparecen, observamos un total de 5n, entre las que se encuentran:
—n—1 (= n 3y \n—1 = n—1 — \n
{uti—o: AUrtizr: {Medizos {BetiZo ¥ {0k iz

Las incégnitas que nos interesa hallar son aquellas que conforman el vector soluciéon Z. Sin
embargo, si se observan los datos del problema, a partir del valor de {ﬂk}z;(l), se pueden obtener
las variables {7,}}_;. De esta forma, nuestro principal objetivo va a consistir en encontrar las
variables {ﬂk}z;é Para ello, en cada etapa k, necesitaremos una expresion (denominada funcién
de politica hy), que dependa tnicamente de 7, y a partir de la cual se pueda determinar el valor
de uy,.

ik = hi(G) (2.13)

Cuando se determinen todas las funciones de politica para las variables {ﬂk}z;é, se podran obtener

las incognitas {7 }7_; haciendo uso del valor inicial yo y de las funciones {gk}’,z;é.

Una vez que ya hemos establecido el objetivo principal, vamos a comenzar con la resolucion.
Observando las diferentes ecuaciones, parece conveniente empezar partiendo desde la tltima etapa.
Por lo tanto, nuestro proposito ahora es determinar la funciéon de politica h,_1 para la variable

Un—1. Sin embargo podemos encontrar diversas posibles situaciones:

1. La primera de ellas, corresponde a la posibilidad de que la variable u,_; tome valor cero, en

ese caso automaticamente ya tendriamos la expresion que estabamos buscando:

Tp1 =0 (2.14)

2. Por otra parte, la variable u,_1 puede tomar valor distinto de cero. Ante esta situacion,
hacemos uso de la ecuacion (2.11) que indica que el multiplicador f,,_; ha de ser
necesariamente nulo. Con este nuevo dato, si sustituimos f,_; = 0 en la ecuaciéon (2.8),

podemos despejar el valor de \,_i:

Ofn—1 (— _
- 81{n_11 (yn—lv unfl)

)\n—l B
852:1 (ynflv Hn—l)

(2.15)

Una vez que ya hemos despejado \,_1, nuevamente nos encontramos ante dos posibles casos:

a) Primeramente, puede darse la posibilidad de que la variable 7, tome valor 0. Si esto
ocurre, a través de la restriccion de igualdad en la etapa n — 1, sustituyendo ¥,, = 0, ya
tenemos una funcién que depende tinicamente de las variables ¥,,_; ¥ %,—1. Por lo que,

basta despejar u,_1 para obtener la funciéon de politica que buscdbamos:
In-1(Up—1,Un-1) =0 = U1 = hn1(Yp_1) (2-16)

b) A diferencia del caso a), otra posible situacion es que la variable 7,, sea distinta de cero.




En ese caso, necesariamente el multiplicador @, tendria que ser cero para que se verifique
la ecuacion (2.12). Por otro lado, sustituyendo @,, = 0 en la ecuacion (2.10) podemos

despejar el valor de \,_1:

An—1= =27~ (Un) (2.17)

El miembro de la derecha de esta ecuaciéon depende de la variable 3,. Sin embargo,
haciendo uso de la restriccién de igualdad para k = n— 1, podemos expresar este término

en funcion de las variables ¥,,_; v u,—1, de forma que exista una funcion tal que :

0fu

5, (218)

anl(yn—laﬂnfl) = -

Igualando (2.15) y (2.17), tenemos una expresion que depende de las variables 7,,_; y

Up—1-
Ofn—1 (— —
61]:7171 (yn—17 un—l)

OGgn—1 (— _
61‘3”71 (yn—b un—l)

- anl(gn—bﬂnfl) =0 (219)

Para encontrar la funciéon de politica que estdbamos buscando, basta despejar de la

ecuacion (2.19) la variable u,_1:
Up—1 = hn—1@n_1) (220)

En cualquiera de los casos, ya sea Up—1 = 0 0 Up—1 # 0, hemos conseguido encontrar una expresion
que depende tnicamente de 7,,_; y a partir de la cual se pueda hallar @,_;. De esta forma, hemos

reducido la talla del problema.

Habiendo encontrado la funcién de politica h,_1, ahora nuestro siguiente paso va a ser tratar de
hallar la expresiéon a través de la cual podamos obtener u,_o. De nuevo, al igual que en el caso

anterior aparecen diferentes posibilidades:
1. Si la variable w,_s = 0, la funcién de politica queda determinada autométicamente:

2. Por el contrario, puede darse el caso en el que la variable @,_o sea no nula. Si esto ocurre,

haciendo uso de las ecuaciones (2.11) y (2.8) podemos despejar el valor de \,_2:

Ofn—2 @ a

— Yp—2,U —2)

Aoy = gt (2.21)
Du s (Un—2,Un—2)

Cuando ya tenemos despejado el valor de \,_s, nos encontramos ante otras dos posibles

situaciones:

a) En primer lugar, que la variable 7,,_; tome valor cero. Analogamente a la etapa anterior,

se obtiene la funcion de politica a través de la restriccion de igualdad:
gn—2 (gn727ﬂn72) =0 = Up—9 = han(?n—Z) (222)

b) Si por el contrario, la variable ,,_; es distinta de cero, empleando las ecuaciones (2.12)

9



v (2.9) podemos obtener otra expresion de la variable \,_o:

N 8fn 1
)\n_ — y Un— An
. 1(yn 15 Un—1) + An—1

Ogn—1

ayn 1(yn 15 Un— 1) (223)

El miembro de la derecha de esta ecuacion depende de las variables 7, 1, Un—1 y A_1-.
Sin embargo, en la etapa anterior, ya verificamos que %,_1 se podia expresar a partir
de 7,_;. Por otro lado, también se comprobé que A, 1 se puede representar a partir
de las variables ¥,,_, Un—1. Ademas, teniendo en cuenta la restriccion de igualdad para
k = mn — 2, la variable ¥,,_; se va a poder expresar a partir de ¥,,_,, Un—2. Por lo que,
existird una funcién a partir de la cual se puede representar el término de la derecha de

la ecuacion (2.23):

afn 1
ayn 1

Ogn—1

Fo2(Up—2,Un-2) = =2 (Un—1, Un— 1)+>‘n 13 (Yn—1,Un-1) (2.24)
Yn—1

Por lo tanto, igualando (2.21) y (2.23), obtenemos una ecuaciéon en funciéon de 7,,_o y

Up—2:

- Fn*Q(gn—Zvﬂan) =0 (225)

Si despejamos la variable uy,—2, podremos encontrar la funcién de politica para expresar

el término u,_2 en funciéon de ¥y,,_:
Up—2 = hn—2(?n_2) (226)

El proceso anterior se puede generalizar facilmente para cualquier periodo k. Como se puede
observar, la resoluciéon del problema a través de este método, consiste en construir funciones
de politica partiendo de la etapa final, avanzando hasta llegar al inicio. De esta forma, cuando
se llega a la primera etapa, se sustituye el valor dado, formando una cadena gracias a la cual
se obtienen todos los valores. Este procedimiento se denomina induccién hacia atras, y mas
adelante observaremos como esta idea tiene cierta similitud al concepto propuesto por Bellman en

la programacion dinadmica.

2.3. Problema de acumulacién 6ptima

En esta seccién, mediante el proceso detallado anteriormente, vamos a dar solucién a un
problema de acumulacion 6ptima, basado en [3]. La idea de estos problemas consiste en, partiendo
de una cantidad inicial de un determinado bien, 1y, anadir en cada etapa la cantidad de bien que se
desee teniendo en cuenta las restricciones. Una vez transcurridas las n etapas, la cantidad de bien
acumulada se vendera a un determinado precio. El objetivo consistird en maximizar el beneficio,
representado por la diferencia entre ingresos, que sera la cuantia total que se reciba por la venta
del bien, menos gastos, siendo éstos los costes de ir anadiendo en cada etapa una determinada

cantidad y en caso de haber, los costes incurridos por el mantenimiento de la cantidad acumulada.

Por otro lado, debemos tener en cuenta que cada ano se experimenta una determinada tasa
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de inflacion, lo que provoca una pérdida del poder adquisitivo, y una disminucién del valor del
dinero. Por este motivo, se introduce también en este problema, una tasa de descuento 5 € (0,1),
para representar esa pérdida del valor a lo largo de las diferentes etapas del problema. La

formulacion general del problema seré la siguiente:

Mazximizar V = "py, — EZ;EI) BE f (yk, ug)

(PA) sujeto a Yk+1 Yk + Uk y Ly (227)
> 0 Vh=0,1,.m 1
con : Yo dado

En este caso, los vectores {uy}}—; e {yx}?_; que conforman el vector z del problema, van
a representar en cada etapa k, la cantidad de bien que se anade y la cuantia total del bien
respectivamente. La funcion f(yg, ug) representara los respectivos costes de afiadir en cada etapa la
cantidad ug y mantener la acumulada y, y p haré referencia al precio unitario por el cual se puede
vender la cantidad total acumulada. En este sistema, se supone también que estamos hablando de

cantidades positivas, por lo que yg serd mayor o igual a cero.

Para dar un ejemplo concreto, vamos a pensar en el funcionamiento de una mina de hierro.
Supongamos que tenemos una cantidad inicial de 3 toneladas de hierro, los costes de extraer
ug toneladas de hierro se elevan a 0, 15ui (no hay costes por el mantenimiento de la cantidad
acumulada). Al cabo de cinco afos se vendera todo el metal extraido, por un precio unitario de
6 u.m, y el factor de descuento toma un valor de 0,98, originado por una inflacién del 2%. El
proposito del problema consiste en calcular la cantidad de hierro a extraer en cada etapa para

obtener asi el maximo beneficio.

Para dar solucién a este problema a través del método de los multiplicadores de Lagrange,

debemos formular el sistema basandonos en (2.6), resultando:

Minimizar V = —0,98-6-ys + > 1_,0,98% - 0,15u}

jeto a : — =0 Vk=0,1,..,4
(PAE) sujeio a Y + ug Yk+1 3 Ly ey (228)
—ur <0 Vk=0,1,.,4
con : Yo = 3

En este caso, haciendo uso de las restricciones de igualdad, el problema (PAE) se puede escribir

COmao:

(PAE') { Minimizar F(ug, ..., us) = —0,98% -6 (3 +ug+ ... +ug) + > 3_0,98% - 0, 15u?
sujeto a : —ug <0 Vk=0,1,..,4
(2.29)
Para probar que existe solucién, basta con observar que la funcién objetivo es convexa por
ser la suma finita de funciones convexas del tipo h(z) = ax? + bz con a > 0, en este caso,
h(uy) = 0,98% -0, 15u2 — 0,98 - 6 - uy,. Por lo tanto, al ser F' una funcién convexa, en efecto alcanza

el valor minimo.

Ahora bien, para hallar la solucién en esta ocasion, podemos minimizar cada término por
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separado, resolviendo el siguiente problema para cada k € {0,1,2,3,4}:

Minimizar Fy(ug) = —0,98% - 6 - ug, + 0,98% - 0, 15u3

sujeto a : —up <0

(PAEL) { (2.30)

Para hallar el minimo, derivamos e igualamos a cero cada funcién F}, obteniendo:

0,98° -6

0=F] =-0,98°-6+2-0,98%.0,15u, = up = ———————
k() = =0, 20 T R 970,98k 40,15

Este valor de la variable uy, corresponde con el valor minimo de la funcién F} que estabamos buscando
para cada k. Elaborando los calculos de las variables solucién uy y a través de la restriccion de
igualdad del problema inicial (PAE), nuestro vector solucion T = (U, U1, U2, U3, Ud, Y1, Yo, Y3, Ya, Us)

es el siguiente:
T = (18,078, 18,447, 18,823, 19,208, 19,6, 21,078, 39,525, 58,348, 77,556, 97,156)

Con este resultado, en el que se refleja la cantidad a extraer en cada etapa y la cantidad acumulada
en cada periodo, obtenemos un beneficio maximo de 271,60 u.m. . Otra de las formas de resolver
el problema (PAE) es utilizando la Regla de los Multiplicadores de Lagrange. En este caso, las

condiciones resultantes serian:

e =2-0,98% 0,15 ug — 0,98° - 6 Vk=0,1,..,4
/Lkukzo VkZO,..,4
Para cada k € {0, 1,2, 3,4} se darian dos posibles situaciones, o bien w = 0, 6 Ty = %.
Con lo que nos encontrariamos 2° = 32 posibles soluciones, que hay que evaluar en la funciéon

objetivo para conocer en cual se alcanza el minimo. Este problema en concreto, se trataba de un
problema de tan solo 5 etapas, en el que la funcién de coste solo dependia de la variable uyg, lo
que facilita el problema, y ademas no existian restricciones de cota para las variables y; porque ya
estaban implicitas. Sin embargo, realizar todo el proceso a mano puede resultar pesado, lo que nos
indica que el proceso de los multiplicadores de Lagrange, aunque resulte ser efectivo, no parece que

sea el mas 6ptimo en determinadas situaciones.

Si por ejemplo, nos encontramos ante un problema en el que el namero de etapas es considerable,
realizar todo este proceso a mano no seria 6ptimo, se deberia de emplear alguna técnica
computacional para solventar el problema de la talla. Si por otro lado, nuestra funcién coste
también depende de la variable y;, el método nos conduciria a calcular en cada etapa una funcién
de politica que deberiamos arrastrar a lo largo de todo el proceso, lo que provocaria un aumento
de complejidad y por consiguiente mas posibilidades de error. En el siguiente capitulo, vamos a
introducir otra de las técnicas empleadas para resolver este tipo de problemas, la programaciéon
dindmica. Basdndose en la misma idea que en la técnica de los multiplicadores de Lagrange, este

nuevo método, nos permitira resolver nuestro problema objeto de estudio de una forma més simple.
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Capitulo 3

Resolucion aplicando Programacion

Dinamica

3.1. Introducciéon

En este tercer capitulo nos centraremos en resolver el problema principal con la ayuda de una
nueva herramienta: la programaciéon dindmica. Esta técnica, como se detalla en la introduccion,
fue desarrollada por el matemético Richard Bellman alrededor de 1950, con el fin de encontrar un
método general de optimizacion de procesos de decision en miltiples pasos. Antes de comenzar con

el método, explicaremos el planteamiento del problema, asi como sus elementos:

Magimizar V= Y328 filyes ur) + Fulyn)

sujeto a : Ye+1 = 9k Yk, ur)  Vk=0,1,..,n—1
up € 'y, Vk=0,1,..,n—1

con : Yo dado

(PB)

Este problema, se trata de un sistema dinamico, es decir, un sistema que evoluciona en este caso en
un tiempo discreto, compuesto por n etapas o periodos, en donde se conoce la situacién inicial yyg.
La evolucion del sistema dependeré del valor que se le asigne a las variables {y;}}_; v {uk}z;é Por
un lado, las incognitas {uk}z;é se denominan variables de control, cada uj representa en cada
etapa k la influencia que se ejerce sobre el comportamiento del sistema, mientras que las variables
{yr}}_, constituyen las variables de estado, indicando en cada perfodo k la situacion en la que

se encuentra el sistema. Ademas, para cada k, las variables de control perteneceran al conjunto I'y.

El objetivo principal del problema serd determinar el control O6ptimo, denominado asi el
vector que contiene las variables de control solucién y expresado como u, de forma que se maximice
la funciéon V' que recibe el nombre de funcional objetivo. Esta funcién V' estd compuesta a su
vez por el conjunto de funciones { fk}z;(l), denominadas funciones de retorno, y por f, siendo
ésta la funcién que simboliza una aportaciéon al funcional objetivo de la tltima etapa. Por otro
lado, el vector que contiene las variables de estado solucién representado por 3 recibe el nombre de
trayectoria de estado 6ptima o camino 6ptimo. La evolucién del sistema aparece reflejada a
través de unas restricciones de igualdad, {gk}z;é, que reciben el nombre de ecuacién de estado

o0 ecuacion de movimiento.
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Resaltar que a lo largo de estas definiciones, y al contrario que en la Regla de los Multiplicadores
de Lagrange, en ningin momento se ha requerido la diferenciabilidad de las funciones en el
planteamiento. Esta caracteristica de la programacién dindmica permite resolver problemas con

determinadas restricciones que a través de Lagrange seria imposible.

3.2. Meétodo Programaciéon dinidmica

En esta seccion explicaremos con més detenimiento la programacion dindmica a través
de diversos resultados, tomados de [2], [3]. Como un primer concepto, la idea principal de la
programaciéon dindmica se basa en resolver un problema de n etapas o periodos descomponiéndolo

en n problemas de una etapa o periodo, pero sin perder la visién del problema en su conjunto.
Un problema de control 6ptimo en tiempo discreto como (PB), verifica la siguiente propiedad:

Propiedad de causalidad Dados k, j € {0,1,...,m — 1} tal que verifiquen que j < k, se
tiene que la variable estado g, del sistema dependera tnicamente de la variable estado y;, y de los

controles intermedios {uj, wjy1, ..., uk—1}-

Esta propiedad es una consecuencia inmediata del planteamiento del problema. Como ya se
explico anteriormente, a través de la ecuacién de estado se muestra la evolucion del sistema, con
lo que de esta forma la variable ;1 dependera del valor de y; y u;. De forma analoga, la variable

Yj+2 se podra expresar en términos de ;41 € yj11.
Si sucesivamente empleamos este argumento, llegaremos a la siguiente expresion:
Yk = Gk—1(Yk—1, Uk—1) = Gr—1(gk—2(Yk—2, Uk—2), Uk—1) = Gk—1(9k—2(gk—3(Yk—3, Uk—3), Uk—2), Uk—1) =

= ... = @(yj,uj,ujqu, ...,Uk_l)

La funcién @, hace referencia al conjunto de todas las funciones que resultan de ir sustituyendo de
manera recurrente la variable estado. Por lo que, queda asi comprobado que en efecto, la variable
estado y;, se podra expresar en funciéon de la variable y;, y de las correspondientes variables de

control intermedias.

Como consecuencia de esta proposicion, cada trayectoria de estado queda determinada por
el valor inicial g, y el conjunto de controles {ug,uy,...,un—1}. De esta forma, para conseguir el
objetivo general del problema que es maximizar el funcional objetivo, bastara con determinar el

valor de las variables de control {ug, uy, ..., up—1}.

La siguiente cuestiéon a tratar es la resoluciéon del problema que nos compete, sin embargo
antes de adentrarnos en los principios fundamentales, vamos a enunciar el siguiente resultado que

nos sera de gran utilidad més adelante:
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Lema 3.2.1. Dados I'y y I's dos conjuntos compactos, sean q1 : 't = R, y g2 : I'y x 'y = R dos

funciones reales continuas, entonces:

) ok ; 3.1
eliBier, (0] e a2} = i ln (o) + pislalo, ) &y

Demostracion. En primer lugar, aplicando el teorema de Weierstrass, la funciéon compuesta por las
funciones ¢; y ¢ alcanza el maximo por ser la composiciéon de dos funciones continuas, definida
en I'1 x I'y compacto. Por otro lado, para demostrar la igualdad de ambas expresiones, vamos a

comenzar probando que el término de la izquierda es mayor o igual que el miembro de la derecha.

Por definicién de maximo de una funcién es claro que se verifica lo siguiente:

max _ {qi(z1) + @2(x1,22)} > q1(x1) + q2(w1, 22), Vo € Ty, Vag € Ty
r1€l,22€%

MaAs en concreto:

max  {qi1(z1) + q2(21,72)} > q1(21) + Hlealz< {a2(21, 22)}Vey € Ty (3.2)
2 2

r1€l,22€

En particular, como todavia no hemos probado la existencia del méximo para el término de la

derecha, se tiene que: :

max _ {qi(z1) + q2(x1,22)} > sup {qi(z1) + max {qg(z1,22)}}
z1€l',m2€ls z1€l o€’y

Para probar a continuacién la desigualdad en el sentido contrario, por definicién de méaximo es claro

que para todo x; que pertenezca a I'y y para todo x2 que pertenezca a I's:
q1(71) + @21, 22) < qu(21) + méx {go(21,22)}
xo€ls
Concretamente, se verificaré que:

max _ {qi(z1) + q2(z1,22)} < sup {qi(z1) + max {q2(z1,22)}}
z1€l',m2€ls z1€l o€’y

Por lo tanto, necesariamente ambos términos tienen que ser iguales. Para demostrar ahora que se
alcanza el maximo en el miembro de la derecha, sabemos en primer lugar que, existiran 1 y %o
pertenecientes a I'; y 'y respectivamente, para los cuales se alcance el maximo del miembro de la
izquierda:
1(T1) + q2(T1,T2) =  méx  {qi(21) + ga(w1,72)} = sup {qi(21) + mix {a2(w1,22)}}
xr2 2

z1€l,22€ls z1€l

Por lo tanto para cualquier z; € I'1 se verifica que:

qi(z1) + méx {g2(z1,22)} < q1(T1) + ¢2(T1,T2)
z2€l
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En particular, si tomamos x1 = T1:
q1(T1) + méx {ga(T1,72)} < q1(F1) + q2(T1, T2)
z2€l'y

En esta expresion, desaparecen los términos ¢;(71), y entonces por definicién de méaximo, sabemos

que maxXy,er,{q2(T1,x2)} = ¢2(T1,T2). Por lo tanto, tenemos que:

sup {q1(z1) + mix{q(x1,22)}} = @1(7T1) + ¢2(T1,T2) = 1(T1) + méx {q2(T1, 22)}
z1€T z2€ls z2€ls

Por lo que queda probado que en efecto se alcanza el maximo. O

Antes de continuar con la siguiente observacion, destacar que la compacidad de los conjuntos I'y
y I's es suficiente para probar que se alcanza el maximo. Sin embargo esta condicién no es necesaria.

Para que se verifique el lema, basta con que se alcancen los maximos.

Observacion 3.2.1. Este lema, se puede generalizar para el caso de n funciones. Si tenemos el

congunto de {q;}1'_, de funciones reales, continuas y con I'; dominios compactos, entonces:

merl,nglfa;,{...,xnern{Q1(951) + @1, 22) + .o+ gu(@1, 22, 20} = 53)
;{g{i{ql(m) + ggé{%(ﬂfhﬂh) + .t xrilgri{qn(xh Ty ...y Tn)t}}

Demostracion. Para demostrar esta igualdad vamos a emplear la técnica de induccion.
Anteriormente, se ha probado que para i = 2 esta igualdad es cierta. El siguiente paso es suponer

que para el caso n — 1, se verifica la igualdad. De este modo nuestra hipotesis de induccién sera:

] 29) F o+ o1 (1, Ty Tn)) =
x1€F1,fB2€FI?E-}7{$n—1€Fn—1{q1(xl) + QQ(ml :EQ) e 1(m1 :EQ, o 1)} (3 4)
max {q1(x1) + méx{q2(z1,22) + ...+ méx {gn_1(z1,22,23,...,2p-1)}}}
1€l zo€ls Tp1€ln 1

Por ultimo, debemos comprobar que se cumple para el caso n. Por hipotesis de induccion,
sabemos que se verifica la igualdad para el caso de n — 1 funciones. En este caso, al contar con una
funcion mas, podemos considerar la suma de las dos ultimas, es decir, de ¢,_1 y de ¢, como una

Unica, y de este modo se darfa la siguiente igualdad:

z1EF1,x2r€nl§’2),(.v.,xnan{Q1(ml) +.F qn_1(x1, L2y, xn—l) + qn(xh Z2,... 7xn)} =
xr{lglzcl{ql(m) +...+ xn,legflixnern{q"‘lm’mQ’ e 1) F qu(T, T2, Tn) )

Sin embargo, sabemos que para el caso de dos funciones, se verifica la expresion (3.1), luego se

obtiene asi:

= méx{q(z1)+...+ mix {gu-1(z1,22,...,2p—1) + max {gy(x1,22,...,20n)}}}
1€l Tn_1€ln_1 zn€l'y
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Seguidamente, se muestra uno de los conceptos fundamentales de la programacién dinamica,
a partir del cual se podran resolver los problemas del tipo (PB). El método de la programacion
dinamica se basa en la idea de avanzar de atras hacia adelante, partiendo desde el final del horizonte

temporal dado hasta llegar al inicio.

Proposicion 3.2.1. Supongamos que existe una solucion de (PB). Se define la funcion V,*(yn)

como la aportacion al funcional objetivo de este ultimo periodo, es decir:

Vi (yn) = fu(yn) (3.5)

Posteriormente, siguiendo el orden de final a principio, para cada k € {n — 1,n —2,...,1,0} se

establecen las denominadas ecuactones de Bellman:
Vi (yi) = urknéé{fk(yka ug) + Ve (gk (e, ur)) } (3.6)

Entonces, la funcion Vi (yo), determinada por el dltimo paso del algoritmo, determinard el valor

dptimo del funcional objetivo.

Por otro lado, si para cada k € {0,1,..,n — 1}, Ux mazimiza la expresion situada a la
derecha de la ecuacion de Bellman, en funcidn de y, entonces un control dptimo del problema
vendrd determinado por:

U= (ﬂ07ﬂ17 "'>ﬂn—1)

Cada funcion V;*(yy) recibe el nombre de funcién valor y representa en términos de y;, el valor

6ptimo del funcional objetivo en el periodo k.

Demostracion. Inicialmente, queremos comprobar que la funcion V*(yy) dada por el método de la
programacion dindmica, corresponde al valor 6éptimo del funcional objetivo, es decir, que verifica

las ecuaciones de estado y que cumple lo siguiente:

n—1
V* - : n\Yn
(o) =, WX {kzzofk(yk,uw + fuly )}

Gracias a las ecuaciones de estado podemos escribir cada variable g en funcién de wug, ..., ug_1.

Entonces, estamos en las condiciones del lema 3.2.1, y se tiene que:

V*(yo) = %égio{fo(yo, ug) + géilzi{fl(yla ) + ..+ mix  {fuo1(Yn—1,Un-1) + fu(yn)}--}}

Up—1€R 1

Por otro lado, si tenemos en cuenta las ecuaciones de estado del sistema, el algoritmo de la

programacion dindmica establece:

Vi (yn) = fnlyn)

V:—l(ynfl) = max {fnfl(ynfla Unfl) + V;(yn)}

unflernfl

Ademés, como conocemos que Y, = gn—1(Yn—1,Un—1) se conseguird una funciéon que maximice la

variable de control u,_1, pero en términos de la variable de estado y,_1. Si repetimos este proceso
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de manera recursiva hasta llegar a las primeras etapas, obtendremos:
Vi'(y1) = méx {fi(y,u1) + V3 (y2)} con g2 = g1(y1,w)
1 1

Vo (yo) = ggé{fo(yoauo) +Vi'(y1)} con y1 = go(yo,uo)

Cuando finalizamos el proceso, en efecto podemos observar como la funcién Vi (yo) nos proporciona
el valor 6ptimo del funcional objetivo. Ademaés, al concluir el método, obtendremos una funcién que
maximiza la variable de control ug en términos de la variable yg, dato que conocemos. Con ambas
variables, ug e yp, a través de la ecuacién de movimiento obtenemos el valor de y;. Si de nuevo,
sustituimos %1, en la funcién del paso anterior que maximizaba w1, ya conoceriamos esta variable de
control, y asi sucesivamente hasta llegar a la ultima de las etapas. Los vectores de control obtenidos

a lo largo de este proceso, nos proporcionaran el control éptimo u = (ug, 1, ..., Up—1)- O

Una vez que ya se han introducido las ecuaciones de Bellman y se han detallado los pasos a
seguir para resolver nuestro problema principal (PB), vamos a exponer a continuacion el principio

de optimalidad de Bellman:

Teorema 3.2.1. (Principio de optimalidad de Bellman) Supongamos que uw =
(Wo, U1, ..., Up—1) €s un control dptimo de nuestro problema (PB), e § = (YosY1s--sUn—_1:Ypn) €S
la trayectoria de estado dptima. Entonces se tiene que, (Uj, Wjy1, ..., Un—1) €s un control dptimo para
el problema (SPD), siendo éste:

Mazimizar ZZ;; Tr(r, uk) + fr(yn)

et a - _ Vk=34,7+1,..,n—1
(SPD) sujeto a Y1 = 9 (Yk, k) ‘7."7.—’_ rees 2 (3.7)
uy € T}, Vk=j,j+1,..,n—-1
con : y,; dado

Demostracion. Para demostrar esto, por reducciéon al absurdo, supondremos que el vector

(Tj,Wj41, .., Up—1) DO es un control 6ptimo del subproblema (SPD).

En este caso, existiré otro vector (u;*, Uiy, u_,) tal que alcance el maximo del subproblema. En
consecuencia, si esto ocurre, el vector (o, @, ..., Uj—1, uj, u; 415+ Un_1) €s un vector de variables
de control que sustituyéndolas en el funcional objetivo del problema inicial (PB) generarian un
mayor valor que el generado por el vector @w. Pero llegamos aqui a una contradiccién, puesto que
partiamos de que el vector u era un control 6éptimo del problema inicial, luego en efecto el vector

(W, Wj41, ..., Up—1) €s un control 6ptimo del subproblema (SPD). O

En la rama de la economia, es posible que en diversas situaciones, cuando se nos plantee un
problema multietapa, haya que trabajar con cantidades monetarias, con independencia de que sean
gastos o ingresos, que se realizan en distintos momentos. Recibir una cierta cantidad de unidades
monetarias hoy, no es lo mismo que obtenerlas dentro de un par de anos, al igual que tampoco lo es si
hablamos en términos de utilidad, por este motivo es imprescindible homogeneizar estas cantidades,
y es por esto por lo que en muchos de los problemas del ambito de la economia se introduce una

tasa de descuento, coste de capital. La tasa de descuento, le resta valor al dinero del futuro cuando
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se trae al presente. Por este motivo, a continuacién, vamos a considerar nuestro problema principal
(PB), anadiendo en el funcional objetivo este pardmetro, al que denotaremos por [3, perteneciente

al intervalo (0, 1)

Mazimizar 'V = Y325 B fi(yg, ur) + B fa(yn)
sujeto a:  yri1 = ge(yr,ur) VE=0,1,..,n—1

up € I'g Vk=0,1,...,n—1

con : yo dado

(PDB) (3.8)

Para resolver este problema a través del método de la programaciéon dinamica, si aplicamos la
Proposiciéon 3.2.1, las ecuaciones de Bellman resultantes serfan las siguientes:

Para la ultima de las etapas

Y para cada k € {n — 1,n —2,...,1,0} se definiran como
Vi (yx) = ulilgé{ﬁkfk(yky ug) + Vi1 (g (v, uk)) }

Sin embargo, a continuacion vamos a demostrar cémo las ecuaciones de Bellman para el problema

(PDB), se pueden expresar de una manera méas simple.

Proposicion 3.2.2. Las ecuaciones de Bellman para el problema (PDB), son equivalentes a:

Je(yk) = mEaIg( {fre(yrs ur) + BI51 (g Yk, ur))} para cada k€ {n—1,n—2,...,1,0}
Uk k

Demostracion. En primer lugar definimos:

! Vn*(yn) = fn(yn)

Talyn) = 75

y para cada k € {n — 1,n —2,...,1,0} se establece:

1
Ti(We) = Vi (i)

Se tiene lo siguiente:

1

Ty (y) = @Vk*(yk) = ﬁlk ufgéé{ﬁkfk(yk, ug) + Vil 1 (9 (yk, u)) } =

1
I { fi(yr, ur) + @Vél(gk(yk, ug))} = max { fi(yr, ur) + IB/?_HVI:Jrl(gk(yk, uk))}

Por como hemos definido la funciéon Jj (yx), se tiene que J;',  (yr41) = ﬁv,{*ﬂ (Yk+1), y por tanto:

Ji(yk) = gglzi{fk(yk, ug) + BJ541(9k (Y, uk)) }
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3.3. Problema de acumulacién 6ptima con Programacion dinamica

En la seccién 2.3 resolvimos un problema de acumulacién 6ptima particular, aplicando la Regla
de los Multiplicadores de Lagrange. Vimos ademés que este procedimiento no era optimo. Por
este motivo, en esta seccidon daremos solucién al mismo problema, pero esta vez aplicando la

programaciéon dindmica. Recordemos que el problema planteado era el siguiente:

Mazimizar V = 0,987 -6-y5 — S p_,0,98% - 0,150}

jeto a : = Vk=0,1,..,4
(PAE) sujeto a Yk+1 Yr + ug 3 Ly ey (39)
up =0 Vk=0,1,..,4
con : Yo =3

En primer lugar, aplicando la proposicién 3.2.2, tenemos que, empezando por la altima etapa:

J5(ys) =6 ys
Avanzando de atras hacia adelante, para k = 4 tenemos:

J5 (y4) = méx{—0, 15u? + 0,98.J% (y4 + u4)} = max{—0,15u3 + 0,98 -6 - y4 + 0,98 - 6 - uy}
ug>0 ugs>0

Para calcular ese maximo, definimos la funcién c(ug) = —0, 15u2+0, 98-6-y4+0, 98-6-uy. Derivamos,
igualamos a cero y obtenemos:
Aug) =0 = uy = 0,98 -6
= 1T 92.0,15

Haciendo la segunda derivada, tenemos que ¢”’(u4) < 0, y por lo tanto comprobamos que se trata
de un maximo. Ademas este valor pertenece a I'4 ya que es mayor que cero, y por lo tanto, se trata

del valor que estdbamos buscando. Con lo cual la funciéon valor Jj(y4) resulta la siguiente:
Ji(ys) = 57,6244 0,98 -6 - y4
Una vez que tenemos esta funciéon, vamos a obtener J3(ys3):
T3 (y3) = {g%{—o, 15u3+0, 9875 (y3+uz)} = gg)é{—o, 15u3 40, 98-57, 62440, 98%-6-y34+0, 982-6-u3}

Aplicando el mismo procedimiento que para el caso anterior, se obtiene que se alcanza ese méaximo
0,982.6
2:0,15

cuando ug = y la funcion J5(y3) es igual a:

Ji(ys) = 111,817 40,982 - 6 - y3

Avanzando asi de atras hacia adelante, y aplicando los mismos argumentos, llegamos a que la funcién

valor Jj(yo), que nos va a proporcionar el valor del funcional objetivo, alcanza su méaximo cuando

5. .
Uy = 02’90%156 y queda definida como:

JE(yo) = 255,336 4 0,98 - 6 - yg
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Si sustituimos el valor yy = 3, tenemos que el valor del funcional es Jj(yo) = 271,60,
al igual que obteniamos en el capitulo anterior. Ademaés, el control 6ptimo es igual ©w =
(18,078, 18,447, 18,823, 19,208, 19,6) coincidiendo también con el obtenido anteriormente.
Por otro lado, para determinar la trayectoria 6ptima basta con ir sustituyendo en la ecuaciéon de
movimiento las variables de estado, resultando asi: y = (21,078, 39,525, 58,348, 77,556, 97,156).

3.4. Problema de control 6ptimo con objetivo cuadratico en tiempo

discreto

Hasta ahora, el proposito de todos nuestros problemas consistia en encontrar una estrategia
optima para maximizar o minimizar una funcién teniendo en cuenta que tanto las variables de
estado como las de control eran unidimensionales. Sin embargo, existen problemas en los que
es necesario analizar mas de un objetivo en cada periodo. Por ejemplo, si nos interesa analizar
tanto la evoluciéon de nuestro peso como de nuestra tension durante un periodo de tiempo, en
ese caso la variable de estado serd bidimensional, y si tomamos como controles la alimentacion,
el deporte y la medicacion, la variable seré tridimensional. Por este motivo, en el problema que
aparece durante esta seccién, uy representara el vector m-dimensional de las variables de control en

la etapa k e yi hara referencia también al vector n-dimensional de variables de estado en el periodo k.

A continuacién, vamos a introducir el problema que se trataréa durante esta secciéon. La formulacién
del sistema tiene algunas diferencias con respecto al problema inicial (PB). Las variaciones, se
reflejan tanto en la funcion objetivo, que ahora pasard a ser una funcién cuadratica, como en la
aparicién de matrices, en las restricciones y en la funcién objetivo. Ademas, también se eliminara

la restricciéon sobre la variable de control en cada etapa.

A continuacion se refleja el enunciado del problema:

Maximizar V = % Z;é (v Wryr + upApug) + %y}LWnyn
(PC) < sujeto a: Ypr1 = Aryr + Brug Vk=0,1,..n—1 (3.10)
con : Yo dado

en donde:
= g es el vector de control m-dimensional en la etapa k.
= ;. representa el vector de estado n-dimensional en el periodo k.

s Wy, Ag, A, By son matrices dadas, siendo: Wy de tamafio n X n, simétrica y semidefinida
negativa, A, de dimensiones m x m simétrica y definida negativa, A de n xn y By de n x m.
Ademas la notacion y;. o uj, hace alusion al vector traspuesto de la variable de estado y control

respectivamente.

Una de las formas, a través de las cuales se puede dar solucién a este problema, es mediante el
método de la programaciéon dindmica. En la siguiente proposiciéon quedan determinados tanto el

control 6ptimo del problema como la trayectoria de estado 6ptima. Este resultado se basa en [3].
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Proposicion 3.4.1. Para k € {0,1,2,...,n — 1}, el control dptimo del problema (PC) queda

determinado por la siguiente expresion:

Uy = Gryg
en donde, la matriz G}, viene dada por:
Gy = —@,;1\11;6
siendo:
O = Wi + ALK 1Ax  simétrica y semidefinida negativa,
O = Ap + By Ky 1By simétrica y definida negativa,
Uy, = Ay Kk 1B,
Ky = o — \Ilk@lglklifg stmétrica y semidefinida negativa Yk =0,1,...,n — 1,
K, =W,.

Por otro lado, la trayectoria de estado dptima del problema viene determinada por:
Y1 = [Ax + BxGrly, Vke€{0,1,...,n—1}

Ademds la funcion valor para cada k perteneciente al conjunto {0,1,...,n — 1} resulta:

. 1
Vi (yk) = §y2Kkyk

Demostracion. En primer lugar, para probar la existencia de solucién, transformando nuestro
problema en uno de minimizacién, vamos a probar que —V es continua y coerciva en el conjunto
cerrado de puntos admisibles K. En este caso estd claro que —V es continua. Ahora bien, para
probar la coercividad, tenemos que al cambiar el signo a nuestro problema (PC), las matrices — A
son definidas positivas. Mas atn, gracias al cociente de Rayleigh, sabemos que para cualquier vector
de control uy, se verifica:

uy (—Ag)

U
Akt < ; < Akm
Up Uk

con Akm = Agm—1 = ... = Ap1 > 0 valores propios de —Aj. Consecuentemente, para cada ug se va
tener:

Por lo que la funcién objetivo —V, teniendo en cuenta que ahora las matrices —W}, son semidefinidas

positivas, va a verificar:

1 n 1n—1
V=3 > We(=Wi)ur) + 3 D Awllull3 > elfugl3 > 0
k=0 k=0

A partir de esta desigualdad, en primer lugar podemos afirmar que existe infimo, ya que la funcién

—V estéa acotada inferiormente por cero. Ademés, teniendo en cuenta que nuestro problema se puede
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resolver a partir de las variables de control, es claro que esta funcién es coerciva. Por otro lado, el
conjunto de puntos admisibles es cerrado, ya que si tomamos una sucesiéon, VN € N {(y,iv , ukN )} que
tiende a (Y, ux), este punto se encuentra dentro del conjunto de puntos admisibles. Esto se debe a
que, Aky,iV—I—BkukN = yé\g_l, que tomando limites, se tiene que Ay, +Biur = Y 1, perteneciente al

conjunto de puntos admisibles. Por lo tanto, —V alcanza el minimo, y por consiguiente V' el méximo.

Habiendo probado que existe solucion para el sistema (PC), para calcularla vamos a emplear
las ecuaciones de Bellman enunciadas en la Proposiciéon 3.2.1. El primer paso es comenzar por
la altima etapa, comprobando que para k = n — 1 se verifica la proposiciéon anterior. Para ello,
definimos la funcién V,*(y,) como la aportacion del altimo periodo al funcional objetivo. Para esta
iltima etapa, vamos a denominar W, = K,,, y se tiene entonces:

1

*y;anyn

Avanzando de atris hacia adelante, vamos a definir a continuacién la ecuacién de Bellman para
k=n-—1:
N 1
Vn—l(ynfl) max { yn 1Wn 1Yn—1 + un 1An 1Un— 1+V (Anflynfl‘Fanlunfl)}

Up—1ER™ 2

Teniendo en cuenta como se ha definido la funcion V,*(yy,), esta expresion es igual a:

1
Vi 1(Yn—1) = max { yn Wh—1yn-1 + Un 1An—1up—1+

Up—1ER™ 2
%[An—lyn—l + B 1t 1) Kn[An1Yn—1 + Bn_1un—1]}
:un%%}n%m{ Yr— 1 Win1Yn—1 + ;Un 1An—1tn—1+
%[yvlq—lA/n—l + 1 By | K[ An—1yn—1 + Bpo1un—1]}
:unmlngm{ Yp—1Wn1Yn—1 + ;Un 1An—1un—1+
1

1
iy;—lA;z—lKnAn—lyn—l + §y;l_1f4/n—1Kan—1un_1+

1 1
5“%—13%—1KnAnflynfl + §u/n—lB;L—1Kanflun71}

, 1 1
= mnax {72/;7, 1[Wn 1+An 1K An l]yn 1+ 2U [Anfl“‘B;‘_lKanfl]unfl‘F

1
SYn—1 A0 1 KBy 1un-1 + §[yZ71A%71Kan—1un—1]/}

Una vez que hemos llegado a esta tltima expresion, vamos a analizar como es el término
yh_1 Al _ 1 KpBy_1up—1 para ver si se puede simplificar todavia més la ecuacion anterior. El vector
Yyl es de dimension (1 x n), que multiplicado por la matriz A/, _; de dimensiones (n x n), resulta
un vector de (1 x n). Si a su vez este vector, le multiplicamos por la matriz K,, de (n X n), y
por B,_1 de (n x m) obtendremos otro vector pero ahora de dimensiones (1 x m). Por tultimo, si
multiplicamos a éste por el vector u,_1 de (m x 1), el resultado sera un escalar perteneciente a los

reales. De esta forma, y teniendo en cuenta que el traspuesto de un escalar es el propio escalar, los
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términos [y, 1Al 1 KnBn_1tn—1]y [y, _1 Al _1KnBp_1u,_1] seran iguales, y la funcion V.*_; (yn—1)

se podra expresar de la siguiente manera:

. , 1 1
Vi_1(Yn—1) = méx {iyg—l[Wn—l + A;z—lKnAn—l]yn—l + 5“’;171[1&71—1 + B;AﬁlKan—l]un—l"‘

Up—1ER™

y;flA;LflKan—lun—l}

Para poder trabajar de una manera més comoda con la funcién V,*_;(y,—1) vamos a establecer la
siguiente notacion:
/
O, 1 =Wy 1+ AnflKnAn—ly

Opn1=~MA 1+ B;L_lKan—ly

U, 1= A{n_lKanfla

Por lo que, la ecuacién de Bellman para el periodo k =n — 1 se podré expresar:

Vio1(yn—1) = méx {}y;—l(pn—lyn—l + 1U;L—le)n—lun—l + Yn-1¥n—1un—1} (3.11)
Up—1 ER™ 2 2

El siguiente paso consiste en calcular el vector de control u,_1 € R™ mediante el cual se alcanza

el maximo de la funcién anterior. Para ello, tenemos que tener en cuenta la condicién necesaria

de méaximo en el caso sin restricciones, que enuncia que si un punto es maximo de una funcién,

necesariamente el gradiente de la funcién en dicho punto ha de ser igual a cero. Ademas en este

caso, como la funcién es concava, esta condiciéon también es suficiente. Por ese motivo, derivaremos

e igualaremos a cero la expresiéon anterior, obteniendo:
U _1On—1+y_1¥p1=0 (3.12)

Por otra parte, la matriz ©,_1, es simétrica, ya que es la suma de A,_1, matriz simétrica por
definicion, y la matriz producto B!, | K, B,_1, también simétrica. Este apunte nos va a resultar util
para poder despejar la variable u,_1 de la ecuacion (3.12), ya que lo primero que vamos a hacer es

trasponer la ecuacién como se muestra a continuacion:
/ / !/ !/
[Un-1On-1+ Yp_1¥n1] =0 = Opn_1up—1+ V5 _1¥p-1=0

Y seguidamente despejar uy,_1:
Up—1 = _eflilqj%—lyn—l (313)

Una vez que tenemos la expresion (3.13) que hace referencia al vector de control 6ptimo para

k = n — 1, debemos verificar que existe la inversa de la matriz ©,,_1, para que dicha expresiéon

tenga sentido. Esto es equivalente a probar que la matriz ©,_1 es no singular, o lo que es lo mismo,

que su determinante es distinto de cero. Una de las diversas formas de calcular el determinante

de una matriz, es a través del producto de sus valores propios. De manera que si probamos que

la matriz ©,,_1 es definida negativa, implicard que todos sus valores propios son menores estrictos
n 9

que cero, y por consiguiente el determinante sera no nulo, y la matriz poseeré inversa.
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La matriz ©,_1 estd compuesta por la suma de:

» La matriz A,_1, definida negativa, lo que significa que por definicion, para cualquier vector x

distinto de cero, se verifica: 2'A,,_1x < 0

» La matriz B], {K,B,_1, con K, semidefinida negativa, lo que implica que para cualquier

vector z distinto de cero, se tiene que: 2’ K,z < 0.

Para probar que la matiz ©,,_1 es definida negativa, tenemos que demostrar que para cualquier
vector x no nulo, se verifica 2/0,_1z < 0:
2O, 13 =2 [Ny_1+ B, Ky,Bp_1]z = 2'Ay_ 12+ 2'B),_K,B,_17 =
=a2'Ap_17 + (By—12) Ky (Bn_12) <0

Por lo que se prueba asi que la expresion (3.13) esté bien definida, y por lo tanto determina el vector

de control 6ptimo para k = n — 1. Para simplificar la notaciéon nuevamente, vamos a denotar:
Gn-1 = _G;il ;z—l = —[Ap-1+ B;—lKanfl}_lA;z—lKanfl
Por consiguiente, el vector de control 6ptimo en la etapa k = n — 1, queda definido como:
Up—1 = Gn_1Yn—1 (3.14)

Si sustituimos la expresion (3.14) en la funcion V" (yn—1), resulta la siguiente expresion:
. 1 1
Vn_1<yn—1) = iy;_lq)n—lyn—l + i[Gn—lyn—l],@n—l[Gn—lyn—l] + y;_l\Pn—l[Gn—lyn—l] =

1 1
= iygfl%—lynq + 5y271G%719n—1Gn—1yn—1 + U 1Yn-1Gn1Yn—1

Para facilitar el manejo de la expresion denotamos:
anl = (I)nfl + G;l_l@nflanl + 2\Iln71Gn71 = (I)nfl + [_@;il {n_l]/(anfl[_@;ll {,1_1]4‘
-1 g/ _ -1 7 -1 g/ -1 g
2\Iln—1[_@n71\1}n71} =Pp1 + V010,710,140, ¥, =2V, 10, ¥,

Ademas, si tenemos en cuenta que la matriz ©,_1 es simétrica, su inversa, es decir, @;El también

es simétrica. Por lo que la expresion de la matriz K,,_1 se simplifica todavia méas y nos queda:

Kpo1=®p 1 — ¥, 10,1,V

n—1
Antes de continuar con el siguiente paso, vamos a analizar las matrices ©,,_1,®,_1 v K,,_1:

= En cuanto a la matriz ©,,_1, ya hemos probado anteriormente que es simétrica y definida

negativa.

» Por otro lado, la matriz ®,_1 = W,,_1 + A/, K, A,_1, también va a tratarse de una matriz

simétrica por ser suma de dos matrices simétricas. Ademés podemos afirmar que esta matriz
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es semidefinida negativa, puesto que, para cualquier vector no nulo se verifica lo siguiente
20, 1z =2 W,y + A, KyAni]z =2 W1z + (Ap—12) Kp(Ap—12) <0

dado que las matrices W,_1 y K, son semidefinidas negativa, y por tanto verifican que
&'Wy—12 < 0 siendo x vector no nulo, y (A,—12) K, (A,—12) < 0 con (A,—_1x) vector distinto

de cero.

Por 1ltimo, nos queda estudiar como es la matriz K,,_1.Ya hemos visto que la matriz ®,,_| es
. . . -1 ’ -1 .

simétrica, al igual que lo es la matriz ¥,,_10, ", V] | por ser ©, _; simétrica como ya hemos

probado anteriormente, por lo que, podemos afirmar que la matriz K,_1 es simétrica por ser

la resta de dos matrices simétricas. Ademéas de esto, vamos a poder afirmar que la matriz

K,,_1 es semidefinida negativa, si probamos la siguiente igualdad:

/
I Wi-1 0 I
Kyp1= A1+ Bp1Gpn 1) Kn(Ap_1+ Bp_1Gp_1) +
1 ( 1 1 1) ( 1 1 1) (Gn_1> < 0 An_l) (Gn_1>
3

15)

Para demostrar esto, vamos a desarrollar, por un lado la definicién de la matriz K,,_1 inicial,

y por otro lado, el miembro de la derecha de la igualdad anterior. En primer lugar, definimos:

Ky 1=®, 1~ ‘I’n—l@;il‘l’/

n—1

Si sustituimos las matrices ®,_1 y ¥,,_1, por sus respectivas expresiones, y tenemos en cuenta

que la matriz G,,_1 = —@;il\ll’

n—1, la matriz K, se puede expresar de la siguiente manera:

Kn—l = Wn—l + AzlflKnAn—l + A%,lKan_lGn_l

Vamos a comprobar ahora si el miembro derecho de la ecuacion (3.15) es igual a éste:

/
I W1 0 I
(An—l + Bn—lGn—l),Kn(An—l + Bn—lGn—l + -
o) Lo ) e

(3.16)
anl + G;@_lAnflanl

Sustituimos la matriz A,_1, por su expresion, usando la matriz ©,_1:

GgflAn—lGn—l = G/ (@n—l_BgflKan—l)Gn—l - G;lfl(an—lGn—l_GglegflKan—lGn—l

n—1
Ahora, si tenemos en cuenta las definiciones de las matrices G,_1 y ¥,,_1 tenemos:
! / -1 / ! /
anlAn—lGn—l = _anlen—len—l n—1" ananflKan—lGn—l =

== _G;L—lB/ _ KnAnfl - G%_lB;_lKanflanl

n—1
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Con lo cual, si sustituimos este término en (3.16) , tenemos que:

/
I W1 0 I
Ap 1+ By 1Gn1) Kn(Ap_1 + Bp1Gp_1) + —
( 1 1 1) ( 1 1 1) (Gn1> ( 0 Anl) <Gn1)

= A;L_lKnAnfl + A;L_lKanflanl + G{n_lB;l_lKnAnfl + G%_lB;_lKanflanl‘i‘
Wn_l - G;L—lB’:L—lKnAn—l - G%—lB;—lKTLBTL—lGTL—l -
=Wnh1+ A%_lKnAn—l + A;l_lKan—lGn—l

Por lo que en efecto, llegamos a que ambos términos son iguales, y por consiguiente, esto supone
que la matriz K,_1 se puede expresar como en (3.15).Esto es de gran utilidad para afirmar
que la matriz K,,_1 es semidefinida negativa, ya que la matriz K,, es semidefinida negativa por
definicion y la matriz conformada por W,,_1, A,,—1 y ceros, también es semidefinda negativa,

por estar formada a partir de dos matrices semidefinidas negativas y ceros.

Una vez que ya se ha probado la veracidad de la proposicién para el caso k = n—1, el siguiente paso
es establecer si para un cierto k la proposicién es cierta, entonces también se verifica para k — 1.

Para probar esto, vamos a definir la ecuaciéon de Bellman para el caso k — 1:

) 1 1

Vi (k1) = mdx {syp  Wioayk—1 + sup Aprup—1 + Vi (Ap-1yr—1 + Beorue—1)}
up_1ER™ 2 2

Por hipotesis, sabemos que la funcion V! (y) = %y;K rYr- Luego, si utilizamos esto en la ecuaciéon

de Bellman, obtenemos la siguiente expresion, empleando el mismo desarrollo que para n — 1:

N 3 1 1
Viii(yp—1) = méx {53/;9—1[Wk—1 + A KpAg—1]yg—1 + 5”2_1[/\19—1 + Bj_1 Kk Br—1|ug_1+

up_1ER™

Y 11A 1 KrBr_1]ug—1}

Para simplificar, a través de la notacion establecida se tiene que:

1 1
* 7 / / /
k—1\Yk—-1) = 5 Ik—1%k-19k—1 T SUE_1Vk—-1%k-1 k—1*k—1Uk—1
Vii(yg—1) = méx {-yp 1 Pr1yk—1 + SUp_1Ok—1uk—1 + Y1 Vh—1up—1}
up_1 ER™ 2 2
Para calcular el vector de control tal que maximice la funcién anterior, basta utilizar de manera
analoga los argumentos empleados en el caso n — 1, con lo que derivamos e igualamos a cero:
/ /

uk—lgkfl + 9,1 Yr-1=0.

De nuevo, la matriz ©;_; es simétrica por ser la suma de la matriz Ay_1, simétrica por hipotesis,
y Bj,_KBj_1 simétrica puesto que la matriz K}, se supone simétrica por hipotesis de induccion.

Luego, podemos despejar el vector de control éptimo de la expresion:
[uk—lgk’—l + yfg,l\I!k_l]’ =0 = Op_qup_1+ \I’Zflyk—l =0 = up_1 = —@;,11%,1@/16_1 (3.17)

Al igual que hicimos para el caso n — 1, vamos a verificar que esta expresion esta bien definida,
comprobando que los valores propios de la matriz ©;_; son todos negativos. La prueba es

exactamente la misma que para el caso de la matriz ©,,_1. Tenemos que demostrar que para cualquier
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vector z no nulo se verifica 2'0O;_12 < 0:
2Oz = w/[Ak,1 + B]’{:—lKkkal]x =a'Ap_1z+ (kalx)lKk(kalx) <0

por ser Ax_1 definida negativa y K} semidefinida negativa por hipotesis. De esta forma, se puede
asegurar que la matriz posee inversa, al tratarse de una matriz definida negativa, y que la expresién
(3.17) esté bien definida.

Por lo que, teniendo en cuenta la definicion de la matriz Gi_; de la proposiciéon, podemos

afirmar que el vector de control 6ptimo para k—1 se define de la siguiente manera: uy_1 = Grp_1yx—1

Y por tanto, la funcién V' (yx—1) queda determinada por la expresion que aparece a continuacion:

« 1 1
Vi1 (yk—1) = iyé_@qukq + 5[kalykfl]/@kfl[kalykfl] + U1 V1 [Gr_1yk-1] =

1 1
= §y2_1‘1’k—1yk—1 + §y;<;_1G;g_1@k—1Gk—lyk—1 + Uk 1Yk 1Gr1Yk—1
Al igual que hicimos para el caso n — 1, se define la matriz Kj_; para simplificar la notacion, y

empleando los mismos argumentos obtenemos:
Ki1=®p_1+ G 10k 1Gro1 +2¥41Groy = Ppoy + [0, 051 ]'Op 1[0, 1]+

20 1[0, W 4] = o1 + Ve 10, 1,/0, 10, W — 205,10, 0 =
=P — Ve 10,1,

Y por tanto, nos queda:

. 1
Vil (yk—1) = 52/1;_1Kk—1yk—1

como aparece en la proposicion. Ademas, empleando los mismos argumentos que para el caso n — 1,
se verifica que ©O_1 es simétrica y definida negativa, y las matrices ®;_1 y Kji_1 son simétricas y

semidefinidas negativas.

Una vez probado esto, para finalizar con la demostracion nos queda comprobar cémo es la
forma de la trayectoria de estado 6ptima. Para ello, basta sustituir en la ecuaciéon de movimiento
del problema, la forma del vector de control 6ptimo. Es decir, para cada k € {0,1,....n — 1} se
define: ygp+1 = Aryr + Brug. Si tenemos en cuenta que para cada k € {0,1,...,n — 1} se establece

que ur = Gy, entonces tenemos que la trayectoria de estado 6ptima se define como:
U1 = ATy, + BeGryy = [Ar + BrGilyy,

Y queda asi demostrada la proposicién. O
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Capitulo 4

Problema de control 6ptimo en tiempo

discreto con horizonte temporal infinito

En este capitulo, vamos a realizar un cambio en el problema original (PB). Cuando planteamos
inicialmente el sistema, hablabamos de un problema con un horizonte temporal finito, en el cual
existian n etapas o periodos. La idea a partir de ahora, va a consistir en considerar un sistema en
el que el niamero de etapas es infinito. Ademaés, en esta ocasion, tanto las funciones que componen
la funcion objetivo, como aquellas que determinan las restricciones de igualdad, {fix} v {gx}, seran
las mismas para todas las etapas. Otro de los cambios que se va a realizar se encuentra en las
restricciones de las variables ug. En este nuevo sistema, para cada periodo k, las variables uy van a
pertenecer a un conjunto que depende directamente de la variable yi, y que se va a definir a partir

de una funcion h.

Por otra parte, a diferencia del problema (PB), esta vez se incorporara en la funcién objetivo un
cierto factor B € (0, 1), referente a la tasa de descuento. De esta forma, el problema que trataremos

de resolver a lo largo de este capitulo, sera:

Mazximizar V =372, B f (yk, ug)

et : = Vk=0,1,2,...
(PHI) Su.]e oa yk+1 g(yk’7uk‘) Y Y Y (41)
wp € D(yi) = [po, b)) Yk =0,1,2, .
con : yo dado

4.1. Formulacién del problema

Para resolver el sistema planteado anteriormente, utilizaremos las técnicas de la programacion
dindmica. Sin embargo, antes de comenzar con la resoluciéon, durante esta seccion se aclarara la

notacién empleada.

En primer lugar, para cada k, las variables yi y wg, harédn referencia a las variables de
estado y control respectivamente, por lo que y € K C Ry ux € R, ademés en este caso, el conjunto
de variables de estado admisibles serd K = [0, yyqz]. La funcion de retorno f, se definira del espacio
K xR en R, mientras que la ecuacién de movimiento g, ird del espacio K x R a K. Por otro lado,

a cada variable de estado y le hara corresponder el intervalo cerrado [pg, h(yx)], siendo pg € Ry h

29



una funcion definida de K en [pg, +00). Dependiendo del valor que tome la variable de estado, el
conjunto de posibles variables de control se vera afectado. Un claro ejemplo de esta situacion en el
dmbito de la economia, se da en el caso de que la variable ¥, corresponda al capital disponible en
el momento k, y la variable estado uyg, sea la cantidad a invertir en la siguiente etapa. Los posibles
valores que pueda tomar la variable uy, cambiardn segiin la cantidad de capital disponible g, ya

que como mucho solo se podra invertir el capital existente.

Otro nuevo término que aparecerd a lo largo del capitulo, es el concepto de dinamica factible,
que se trata de una sucesion de variables de estado y control {(yk,ur)}r=01,.. Pertenecientes al

conjunto K x R, tal que para cada etapa k, ur € I'(yr) v se verifique la ecuaciéon de movimiento:

Yrt1 = 9(Yr, Ur).

Una hipdtesis que serd necesaria para la resolucion de nuestro problema principal es la siguiente:

Hipoétesis 4.1.1. Para cada dindmica factible, {(yg, ur)}r=0.1,.. desde yo, existird un My € R, tal

que:

> By, u) < Mo
k=0

4.2. Resolucion

En esta secciéon, daremos solucion al problema (PHI) a través de la programacion dinémica,
basandonos en [4] y [5]. Inicialmente, vamos a definir lo que se conoce como problema secuencial,
que trata el mismo sistema que queremos resolver, planteado inicialmente, pero con la salvedad de
que en vez de un maximo, ahora tenemos un supremo. El paso de supremo a méximo ya se estudiara

més adelante. Dicho esto, nuestro problema principal ahora es el siguiente:

Supremo V(yO) = ZZO:O ﬁkf(yka Uk:)

jeto a : = Vk=0,1,2,...
(PS) SU]@ oa yk+1 g(yk‘)uk) b ) ) (42)
ur € D(yk) = [po, h(yk)]  Vk=0,1,2,...
con : yo dado
Todo problema secuencial, tiene asociado un problema funcional:
(PF){ 0(y) = $uDye o L (0, 10) + Bo(g(y, u)} (4.3)

Antes de continuar trabajando con ambos sistemas, vamos a explicar de dénde surge la idea
del problema funcional. Para poder resolver el problema secuencial empleando la programaciéon
dindmica, y teniendo en cuenta la forma de nuestra funcién objetivo, usamos la Proposicion 3.2.2.

En nuestro caso, como el problema tiene un horizonte temporal infinito, en primer lugar se debe
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truncar el problema, quedandonos el sistema que se muestra a continuacion:

Supremo 'V = Zz;é B f (yk, ur)

jeto a : = vk=0,1,2,...n—1
(PT) sujeto a Yr+1 g(ykv ’Ltk) y by 4,0, (44)
ug € T(yg) = [po, h(yr)] VEk=0,1,2,....,.n—1
con : Yo dado
Inicialmente, en este problema truncado V;*(y,) = 0. A continuacion, siguiendo un orden
descendente, para cada k € {n—1,n—2,...,1,0} se definen las ecuaciones de Bellman de la siguiente
forma:
Vilye) = sap - {f(yr we) + BV (9(ye, ur)) b

ur€[po,h(yr)]

Hemos truncado previamente el problema original, luego el siguiente paso es calcular el limite.

Formalmente, si V" es convergente a una funcion v, en el limite nos quedaria la siguiente expresion:

v(y) = sup  {f(y,u)+ Bu(g(y,u))}
u€[po,h(y)]
Esta expresion, es justamente el problema funcional que hemos definido anteriormente. Una vez que
hemos visto de dénde surge el concepto de problema funcional, a continuacién, vamos a probar que

la solucién V' del problema secuencial, resuelve el problema funcional.

Proposicion 4.2.1. Suponiendo la hipdtesis (4.1.1), se tiene que si la funcion V es solucion de

(PS), entonces resuelve el problema funcional (PF), es decir:

V(y)= sup {f(y,uw)+BV(g(y,u))}
u€lpo,h(y)]

Demostracion. Inicialmente, vamos a tomar un control uy € [po, h(yo)], definiremos el estado y;
como y1 = ¢g(yo,up), y fijaremos un cierto € > 0. La demostracion va a consistir en probar dos

desigualdades. A continuacién, vamos a probar la primera de ellas:

V(y) > sup {f(y,u)+BV(g(y,u))}
u€[po,h(y)]

Por un lado, tomaremos V (y;) como el valor supremo de la funcion objetivo del problema secuencial,
tomando como valor inicial, el vector de estado y;. De acuerdo a la definiciéon de supremo, para

cualquier £ > 0, existirda una dinamica factible desde y1, {(y1,u1), (y2,u2), ...}, tal que:

> B f (ykour) = V(yr) — €
k=1

Si ahora tomamos la dindmica factible que hemos definido anteriormente, y le anadimos el par
(Yo, uo), sigue siendo una dindmica factible ahora desde yo, {(vo,u0), (y1,u1), (y2,u2),...}. Sin

embargo, esta dinamica factible, no tiene por qué ser con la que se alcance el valor supremo V (yo),
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por lo que tenemos la siguiente desigualdad:

> > B F (g, ur) = f(yo, uo) +5Zﬁk " f(yksur) > fyo, o) + BV (y1) — Be
k=0 k=1

Sustituyendo el valor del vector de estado y; de acuerdo a su definicién, tendremos:

V(yo) = f(yo,u0) + BV (g9(yo, uo)) — Be

Hemos tomado el vector de control ug € [po, h(yo)], y haciendo tender € tender a cero, se verifica:

V(y) >  sup  {f(yo,u0) + BV (g(v0,u0))}
uo€[po,h(yo)]

El siguiente paso es demostrar la desigualdad en el otro sentido, es decir, probar que:

V(y) < sup  {f(y,u) +BV(g(y,u))}

u€[po,h(y)]

siendo V'(y9), de nuevo, el valor supremo del problema secuencial. Utilizando la definicion de
supremo, conocemos que V(yo) es la menor de las cotas superiores, luego fijado & > 0, debe existir

una dindmica factible desde yq tal que:

o0

<> B F(yk, wr) + £ = f(yo, uo) +525k Yy, ur) + €

k=0 k=1

Por otro lado, el sumatorio > ;2 B*=1 f(yr, uz,) no tiene por qué alcanzar el supremo con la dindmica,

factible que se ha establecido, pero sera menor o igual que el valor supremo V' (y1), vy se tendré:

V(vo) < f(yo,u0) + BV (y1) +¢

Aplicando los mismo argumentos que en la desigualdad anterior, tenemos que cuando ¢ tiende a
cero se sigue verificando la desigualdad por la definicién de supremo y podemos sustituir el vector de
estado y; por su definicion y; = g(yo, up). Ademas, por como hemos tomado el vector de control uy,
cualquier vector que pertenezca al conjunto [pg, h(yo)] va a verificar la desigualdad, en particular,

aquel para el cual se alcance el supremo de la funciéon del miembro de la derecha:

V(yo) < sup  {f(yo,u0) + BV (g9(yo,u0))}
w0 €[po,h(yo)]

Llegamos asi a la igualdad que buscdbamos: O

Acabamos de probar, que en efecto, la funcién V' del problema secuencial resuelve el problema
funcional. A continuacién, vamos a establecer una serie de hipotesis que seran necesarias para

continuar con la resolucién:

Hipétesis 4.2.1. La funcion de retorno f, ha de ser continua y acotada sobre el conjunto de
puntos {(y,u) € K xR :u € [po, h(y)]}. Ademds, la funcion g ha ser también continua en el mismo

conjunto, y el pardmetro 3 tiene que pertenecer al intervalo (0,1)
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Hipotesis 4.2.2. La funcion h : [0, Yymaz] — [po, +00) ha de ser continua.

El siguiente paso, serd encontrar la funciéon v que resuelve el problema funcional. Si observamos
con detenimiento este problema (PF), podemos contemplar que la funcién v se encuentra dentro del
propio sistema, lo que nos lleva a utilizar una técnica de punto fijo. Aqui emplearemos el teorema del
punto fijo de Banach. Este teorema, ademas nos asegura que en caso de existir esa solucion, ésta ha
de ser unica, y como hemos probado que V resuelve el problema funcional, entonces si encontramos

el punto fijo v, se tendra que V = v.

Teorema 4.2.1. (Teorema del punto fijo de Banach) Sea (X,d) un espacio métrico completo,
y sea f una aplicacion del espacio X en si mismo contractiva. Entonces, existe un unico T € X, tal
que f(T) = T. Ademds, este punto se puede encontrar, cogiendo un elemento xg € X arbitrario y

definiendo una sucesion {xy} tal que:

x1 = f(xo),x2 = f(x1),...,2n = f(Tn—1) = zy
Tomando el limite de x, cuando n tiende a infinito, encontraremos el punto fijo T € X, es decir,
tal que f(T) =7.
Recordemos que una aplicacion f es contractiva, verifica que existe una constante g € (0,1) tal

que para cualquier z1, 29 € X, se tiene que d(f(z1), f(2z2)) < Bd(x1,x2)

Demostracion. Seguiremos [6]. En primer lugar, vamos a demostrar que la sucesion {x, } que hemos
definido en el teorema, es una sucesion de Cauchy. Para ello, ha de verificar que, para cualquier
distancia ¢ > 0, existird un N € N, tal que d(z,,z,) < &, para cualesquiera ntiimeros naturales
m,n > N. Antes de demostrar esto, vamos a probar la desigualdad que se muestra a continuaciéon
y que nos serd util:

d(Tpy1, ) < Bd(z1, 20) (4.5)

Para ello, vamos a emplear induccién. Inicialmente, vamos a comprobar que la desigualdad se verifica
para n=1, y n=2:
d(z2,21) = d(f(21), f(20)) < Bd(z1,70)

d(xs,x2) = d(f(x2), f(21)) < Bd(w2, 1) < f2d(21,70)

Suponemos que la desigualdad se verifica para el caso n — 1. Comprobamos que se cumple la

desigualdad para el caso n:

d(xn—f—la mn) = d(f(xn), f(xn—l)) < ,Bd(:l,‘n, xn—l) < /Bnd(xly xO)

Vamos a demostrar que la sucesion {z,} es de Cauchy. Dada una distancia ¢ > 0, y m,n € N

tal que m > n, se tiene:
d(xma xn) < d(anrl’ $n) + d($n+27 xn+1) + ...+ d(xmfla :L'm72) + d(l‘m, xmfl)
Por la desigualdad (4.5), podemos afirmar:

A, xn) < B d(z1,20) + BT (21, 20) + ..o + BT 2d (21, 30) + B (21, 0) =
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= Bd(w1,20)[1+ B+ B+ .+ BT 4 pI =
m—1-n

= ["d(x1,0) Z B < Bd(z1,x0) Zﬁt B"d(x1,x0)

1
1-p
Como 3 € (0,1) y BV tiende a cero cuando N — +00, existira un cierto N € N, tal que:

1—
BN < E( B)
d(.’,Ul,-fO)
Tomando ahora, m,n > N, en particular como n > N y 5 € (0,1), se verifica que " < BN,y

entonces tenemos:

1 e(1—B) 1

d(mm,mn) S ﬂnd(xlva)l — B < d(.’L’l .T(])d(xl,x())l — B

=&

Por lo que hemos verificado asi que la sucesion {x,} es de Cauchy. Al encontrarnos en un espacio

(X, d) métrico completo, sabemos que esta sucesion va a converger a un elemento = € X.

A continuacion, vamos a verificar que T, es el punto fijo de la funcién f, es decir, que verifica que
f(x) = Z. Por ser la funcién f contractiva, es continua, lo que implica que:

lim f(xnfl) = f(nlinc}o xnfl)

n—o0

Y por lo tanto:
= lim z, = lim f(zp—1) = f(lim z,_1) = f(T)
n—oo n—oo n—oo
Por dltimo, debemos comprobar que el punto fijo es Gnico. Para probar esto, vamos a suponer que

existen dos puntos, T1, T2 € X, tal que f(T1) = T1 vy f(T2) = T2, entonces se verifica:

d(f(72), f(T1)) = d(T2,71)

Y como la constante 8 € (0,1):
d(T2,71) > Bd(T2,T1)

Lo cual es una contradiccion. Y de esta manera, queda asi demostrado el teorema del punto fijo. [

Por lo tanto, teniendo en cuenta este teorema, lo primero que tenemos que hacer es establecer un
operador T, definido sobre un espacio métrico completo, para encontrar esa funcién v que verifique
que T'(v) = v. De acuerdo a la formulacion del problema, parece razonable definir el operador T

como, dada una funcién v y un vector de estado y:

Tlvl(y) = méx ){f(y, u) + Bo(g(y,u))} (4.6)

u€lpo,h(y

El operador T va de un espacio de funciones en si mismo. En esta ocasién, el espacio que vamos a
seleccionar es C'(K), el espacio de funciones continuas, reales, definidas sobre un compacto K. La
eleccién de este espacio, se deriva de la necesidad de que la funciéon que buscamos v, tiene que ser

continua y ha de estar definida sobre un compacto para que pueda alcanzar asi el valor maximo.
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Notemos que C(K) es un espacio métrico completo con la norma:
= mj 4.7
|[]]oo yeaI%(W(y)’ (4.7)

y la distancia derivada de esa norma: d(v,v) = ||v — V]|so-
Antes de continuar, recordemos que nuestro problema original consistia en encontrar el maximo,

por lo que vamos a estudiar el paso del supremo al maximo. Anteriormente, hemos probado que:

V(y)= sup {f(y,uw)+BV(g(y,u))}
u€lpo,h(y)]

Sin embargo, sabemos que la funcién de retorno f y g son continuas y V ha de ser continua, por lo
que la funcién que se encuentra dentro del supremo es continua por ser composicion de funciones
continuas. Ademaés, como esta funcion esta definida sobre el compacto [po, h(y)] , por el teorema de

Weierstrass, sabemos que se alcanzara el maximo.

El siguiente paso, es comprobar que el operador T estd bien definido. En primer lugar, como la
funcion de retorno es continua por hipdtesis, g y v son continuas, por composicién de funciones
continuas, la funcién que se encuentra dentro del maximo, a la que vamos a denotar por ¢, es
continua. Sin embargo, ahora lo que tenemos que probar, es que F : [0,ymaz] — R es continua
siendo:

F(y)= max U
) uE[po,h(y)}Q(y )

Para probar esto, vamos a demostrar que si la sucesion {y,} tiende a g, entonces F(y,) tiende

a F(g). Usaremos una demostracion original que no estd tomada de ningun libro. Para ello, sean

U, € [po, h(yn)] v @ € [po, h(7)] tales que F(yn) = q(yn,un) vy F(7) = q(y,u). Entonces:

s En primer lugar, por hipétesis sabemos que la funciéon h, es una funcién continua, por
lo tanto se verifica que h(y,) tiende a h(y), y ademés conocemos que la funcion h, esta
acotada inferiormente por el valor de pg, por lo tanto, existird una constante ¢ > pg, tal que
po < h(yn) < c. Como uy, € [po, h(yn)], necesariamente se verifica entonces que para todo n,
po < u, < ¢, luego la sucesion {u,}, estara acotada. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
existird una subsucesion {u,j}r convergente a un cierto u (que no tiene por qué ser u).
Nuevamente, por como se definen las variables de estado, se verifica que pg < upr < h(Ynk),
ademas la subsucesion de variables de estado {y,x}r va a seguir convergiendo a g, luego
po < u < h(y).

Por otro lado, la variable de control u, es con aquella con la que se alcanza el maximo
de la funcion ¢, fijado 7, luego se tiene que ¢(y,u) < q(y,u). Esto implica que, al ser ¢
continua:

lim q(ynk, unk) = ¢(7, 1) < q(y,7)
k—oo

En particular, se tiene que:

1My 00q(Yn, un) < q(7, )

» Ahora lo que queremos probar es que lim,,_, . q(Yn, un) > q(¥, ). Aqui tenemos que distinguir
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dos posibles casos:

1. Siw € [po, h(7)), por definicion de limite, existira un cierto ng € N tal que pg <@ < h(yn)
Vn > ng. Por lo tanto, Vn > ng se tendra que q(yn,u) < q(yn,uy). De esta forma, si

tomamos el limite inferior, y teniendo en cuenta que ¢ es continua:
Himn%OOQ(yn7ﬂ) < Himn%OOQ(yTH un) = Q(@’ ﬂ) < HimnHOOQ(yn) un)

2. Si w = h(y), de nuevo por definicién de limite, si tomamos un € > 0 lo suficientemente
pequeno, existird un cierto n. € N tal que pg < h(y) — e < h(yn) Vn > n., en particular
se verifica pg < uw—¢e < h(yyp) Vn > n.. Por consiguiente, ¢(ypn, @ —¢) < q(yn, un) Vn > ne

y tomando limites inferiores:

h,imn—wOQ(yn:ﬂ - 5) = q@,ﬂ - 5) < h/imn—woq(yrh un)
Haciendo tender € a cero, por ser g continua, se tiene que ¢(y,u) < lim, .. q(yn, un).

Combinando todo lo anterior, tenemos que:

Q(ga ﬂ) < Himn—mOQ(yna un) < mn~>oo¢](yn» un) < Q(ga ﬂ)

Por lo que, existira el limite de q(yn,uy), y en particular se tendra que:
lim q(yn,un) = q(¥,w) = lim F(y,) = F(y)
n—oo n—oo

A través de esta demostracion, hemos probado que el operador T esté bien definido. Para poder
aplicar el teorema del punto fijo de Banach, debemos probar que el operador T es contractivo, es

decir, tenemos que demostrar que existe una constante 5 € (0,1), tal que:
1T (v1) — T(v2)] < Bllvr — va|
Para probar esto, vamos a emplear el siguiente teorema:

Teorema 4.2.2. (Condiciones suficientes de Blackwell para una contraccion) Supongamos
que el operador T : C(K) — C(K) verifica:

1. Dadas f,g € C(K) tales que para todo y € K se verifica que f(y) < g(y), entonces (T'f)(y) <
(Tg)(y) para todo y € K.

2. Existe un pardmetro 3 € (0,1) tal que:

[T(f +a)l(y) < (TF)(y) +PaVfeBK)a>0yeK

Entonces el operador T es contractivo.

Demostracion. Seguiremos [5]. Sean dos funciones f,g € C(K). Por la definicion de la norma del

supremo, sabemos que se tiene que f —g < ||f — g||o- En particular, f < g+||f — 9|/, y aplicando
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las condiciones (1) y (2):

Tf<T(@+If—9lloc) STg+BIf —glloo = Tf —Tg < BI[f — 9llo

Por otro lado, como ||f — g||cc = |9 — fl|co, s€ tiene que g < f+||f — gl||co, y de forma analoga que

con el caso anterior:

Tg <T(f+If = 9gllo) ST+ BIf = 9lloo = Tg =Tf < BIIf = 9gllo

Por lo tanto, al aplicar la norma infinito, se va a verificar que ||Tf —Tg||co < B||f — 9loo, ¥ se tiene

asi que T' es un operador contractivo. [l

Si utilizamos este resultado para probar que nuestro operador 7' es contractivo, tenemos que
probar que verifica las condiciones (1) y (2). En primer lugar, dadas vi,vs € C(K) tales que
v1(y) < va(y) Yy € K, se tiene que Sui(y) < Buz(y), por lo que fui(g(y,u)) < Bu2(g(y,u)). De esta
forma:

Tinl(y) = max {f(y,u) + Poi(g(y,u))} < méx {f(.% u) + Ba(g(y, w)} = Tlv2)(y)

u€[po,h(y)] u€lpo,h(y)

En segundo lugar, vamos a tomar v; € C(K),a>0ey € K:

Tlotal(y) = mdx {f(y,w)+Bira)lgly,w)} = mix  {f(y, u)+Benlgly, w)}+Ba = Tlul+Ba
u 0,h u 0,h
Por tanto, existe un parametro 8 € (0,1) que satisface la condicién (2), y por consiguiente, se

puede afirmar que el operador T' es contractivo.

Aplicando ahora el Teorema del punto fijo de Banach, existe una tnica funcién v que resuelve
nuestro problema funcional. Para poder hallar esta funcion, el propio teorema del punto fijo nos
dice que partiendo de una funcion arbitraria vy € C'(K), se tiene que:

lim T"(vg) = v

n—oo
De forma adicional, se puede probar que bajo ciertas condiciones, el problema secuencial y el

problema funcional son equivalentes. Esto se obtiene a partir de los tres resultados que aparecen a

continuacion, basados en [4], [5]. Ademéas para probarlos, sera necesario asumir otra hipotesis:

Hipotesis 4.2.3. Eziste al menos una dindmica factible, {(yx,ur)}k=01,.. desde yo, existird un

cierto mg € R, tal que la sucesion de sumas parciales { Sy }n=01,. verifique:

moy < Zﬁkf(ykvuk) = Sn’ vn

k=0

Proposicion 4.2.2. Sea v la funcion que resuelve el problema funcional (PF), y supongamos las
hipdtesis (4.1.1) y (4.2.3). Si la funcion v verifica la condicion de transversalidad fuerte, es decir,

para todo yo y dindmica factible {(yr,ur)} desde yo se cumple que im0 B%v(yx) = 0, entonces v
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resuelve el problema secuencial (PS).

Demostracion. Vamos a probar que:

v(yo) = sup {Z B* f (v, Uk)}
k=0

verificando ademas las ecuaciones de estado. En primer lugar, vamos a comprobar que v(yg) es en
efecto una cota superior, y para ello, tenemos que demostrar que para cualquier dinamica factible
desde yo, se tiene que v(yo) > sup{d>_ 1, B* f(yr, ux) }. Sabemos que la funcion v resuelve el problema

funcional, por lo que se tiene que para cualquier dindmica factible desde yq:

v(yo) =  sup  {f(yo,uo0) + Bv(9(yo,u0))} (4.8)
uo€[po,h(yo)]

En particular, para cualquier ug € [po, h(yo)], se verifica:

v(yo) > f(yo,uo0) + Bv(g(yo, uo))

Como estamos en una dindmica factible, los vectores de estado g, se pueden definir como y, =
9(yk, ur). Ademas, las dos expresiones anteriores que se verifican cuando la dinamica factible empieza
en Yo, también se dan cuando la dinamica factible empieza en un determinado . De este modo, se

tiene lo siguiente:

t

v(yo) > f(yo,uo) + Bo(y1) > f(yo,uo) + Bf (y1,u1) + B0 (y2) > B8 (yk ) + B oy
k=0

Cuando t tiende a infinito la tltima expresion existe y estd acotada. Por hipoOtesis se tiene que

limy_,008%v(yx) = 0, en el infinito nos va a quedar v(yo) > S5 B* f (Yk, uk)-

Una vez probado que v(yg) es cota superior, para ver que es el supremo, debemos comprobar que

para todo € > 0, existe una dinamica factible desde yo, {(yx, uk)}k=0.1,..., tal que:
[o¢]
> B fyr,ur) + £ = v(yo)
k=0

Para probar esto, previamente tomamos una sucesion {aj}r—01.. C (0,400), tal que verifique
Yoreo BFay, < e. De nuevo, como la funcién v, resuelve el problema funcional, existe un control
ug, tal que:

v(yo) < f(¥o,uo) + Bv(g(yo, uo)) + co

Tomando ahora y; = g(yo, uo), existe un vector de control u; tal que:

v(yr) < f(yr,ur) + Bo(g(yr, u1)) + o

Si juntamos ambas expresiones, y definimos y2 = g(y1, u1), resulta la desigualdad:

v(yo) < f(yo,uo) + Bf(y1,u1) + B2o(y2) + ag + Bay
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Si repetimos este proceso de forma iterativa, podremos hallar una dinamica factible desde yq, tal
que se verifique:

B F(ypuw) + Y BFag + g oo 850 (yk)
0 k=0

M8

v(yo) <

e
Il

Por hipétesis, sabemos que para todo g y dindmica factible, se tiene que lfmy_,o*v(yx) = 0, por

lo tanto tenemos que:

v(yo) <D flyewe) + e
k=0

Y de esta forma, queda probado que en efecto, la funciéon v(yp), bajo estas condiciones es el supremo

de la funcién objetivo. O

A través de esta proposicion y de (4.2.1), se prueba que las funciones de los problemas secuencial
y funcional son equivalentes bajo ciertas circunstancias. Nos queda por caracterizar, cudndo las

dindmicas 6ptimas son validas en ambos problemas. Para ello, se presentan los siguientes resultados:

Proposicion 4.2.3. Sea {(y;,ur)}r una dindmica factible dptima desde ¥, es decir, tal que nos
permita alcanzar el valor supremo del problema secuencial (PS), y verificdndose las hipdtesis (4.1.1),

(4.2.3), entonces se tiene que para cualquier k =0,1,2...:

V(i) = @, k) + BV (Yrt1)

Demostracion. Para probar esta proposicién, vamos a hacer uso de la técnica de inducciéon. En
primer lugar, demostraremos que se verifica la igualdad para el caso k = 0. Inicialmente, sabemos
que la dindmica optima {(yy,ur)}r logra alcanzar el valor supremo de la funcién objetivo del

problema secuencial, por lo que tenemos lo siguiente:

V(o) = B @ tk) = f@o,10) + B B f(Ur1, Ukr1)
k=0

k=0

Tenemos que verificar que:
o)

V@) =Y B Wit i)

k=0

Si tomamos otra dinamica factible {(y, o), (U1, u1), (y2, u2), ...} desde 7y, se tiene que:

V(5o) = Z B f @ wx) = f(Go, o) + 5 Z B f@rs1s Th1) = f(Fo, W) + 5 Z B f (a1, wpi1)
k=0 k=0

En particular, para cualquier dindmica factible desde 7y, {(7;,u1), (y2,u2),...}:

Z B F (Fpeg1s Tot1) = Z B F(Yht1, ig1)
o k=0

Si para cualquier dindmica factible desde 7, se va a verificar la desigualdad anterior, entonces el

valor supremo de esa funcién se va a alcanzar en la dindmica factible desde 7, correspondiente a
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{(wy,@1), (¥g,u2), }. Por lo que se tiene que V(7;) = ZZ';O ka(gk+1,ak+1), y entonces:
V(o) = f(To, o) + BV (1)

El siguiente paso es suponer que se verifica la igualdad para el caso t — 1:

V(¥i—1) = (U1, Ww-1) + BV (Y)

A continuacioén, tenemos que probar que se verifica para el caso igual a t:

V(@) = f(Ue,u) + BV (Yey1)

Por hipotesis de induccion sabemos que V (7,) es el valor supremo de la funcién objetivo del problema

secuencial con dinamica factible {(¥;, ), (Y41, Ut+1), .-} desde 7y, por lo tanto se verifica:
o0 [ee]
V(y,) = Zﬁkf@kaﬂk) = [, w) + 525kf(@k+1ﬂk+1)
k=t k=t
Tenemos que probar a continuacion que:

V(@i1) =D B f 1, Ukr1)
k=t

Como {(Y;, Ut), (Usy1, Ut+1)s -} s la dindmica factible a través de la cual se alcanza el valor supremo

de la funcién objetivo del problema secuencial desde ¥, para cualquier otra dinamica factible como

{(ytaﬁt)a (yt-i-lv ut-‘rl)? } desde Yz se tiene que:

V@) =Y B8 @) = F@0 ) + B B f@hers Tk1) > F @0 0) + B B (yksr, wera)
k=t k=t k=t
En particular, para cualquier dindmica factible {(9;, 1, u+1), (Ye+2, Ut42), ...} desde 7, 1, se verifica:

Zﬁkf@kﬂﬂkﬂ) > Zﬂkf(ykﬂ,ukﬂ)
k=t k=t

Por consiguiente, V(T 1) = Y ey B°f (Urs1, Uet1), ¥ se da la siguiente igualdad:

V(@) = (e, u) + BV (Ygy1)

Una vez probado esto, vemos cémo en esta proposiciéon podemos cambiar la funcién V', por v,

es decir que se verifica que:
v(F) = f(Tr> k) + BU(Tr11) (4.9)
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Esto se debe a que, por definicién tenemos que:

(@) = sup  {f(W ur) + Bo(g(Tk, ur)) }
uk€[po,h(Ty)]

Ahora como por la Proposicion 4.2.1, sabemos que la funcion V resuelve este problema funcional, y
hemos probado que {(¥j,ux)} es la dindmica 6ptima, entonces necesariamente el vector de control
uy, para el que se alcanza el valor supremo en el problema funcional con la funcién v, tiene que ser

Ug. Y por lo tanto en efecto se tiene la igualdad (4.9).

Proposicion 4.2.4. Sea {(y,ux)} una dindmica factible optima desde Y del problema funcional,

es decir que verifica que:
V(W) = f(TgUr) + Bv(Tri1)

Suponiendo las hipdtesis (4.1.1), (4.2.3), si se verifica la condicion de transversalidad débil, es decir,

que limy_.oo B¥V (77,) < 0, entonces {(Jx,Ur)} es una dindmica éptima para el problema secuencial.

Demostracion. Queremos probar que a través de la dinamica factible { (7, dy)} desde 7, se alcanza

el valor supremo de la funcién objetivo del problema secuencial, o lo que es lo mismo:
o
V(o) = Zﬁkf@kﬂk)
k=0

Para ello, en primer lugar, como sabemos que se trata de una dindmica factible desde 7%, por

definicion de supremo:
o
V(5o) = Zﬁkf@kﬂk)
k=0

Ahora lo que tenemos que probar para que se de la igualdad, es la desigualdad contraria. Segun las

hipétesis, sabemos que se verifica lo siguiente:

v(Tx) = [Tk x) + Bv(Tgi1)

Por otro lado, como hemos visto anteriormente, la funcién V resuelve el problema funcional, y si se

tiene que la dinamica factible es {(7;,ur)} entonces la funcion V' verifica:

V(@) = @, ) + BV (Jrt1)

Por lo tanto, tenemos:
V(o) = f#o,10) + BV (71)

A su vez, también se tiene que:

V(i) = f(@, 1) + BV (7a)

Si juntamos ambas expresiones, resulta lo siguiente:

V(#) = f(Ho, W) + Bf (@, W) + B2V (7y)
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Si repetimos esto t veces se tiene que:

t

V(@) =Y 85 f @) + BV (i)

k=0

Ahora como por hipétesis tenemos que, limy, ... 35V () < 0, si hacemos tender ¢ a infinito entonces:
o
_ kp/i— —
V(o) < B @)
k=0

Y por lo tanto queda demostrada asi la proposiciéon O

4.3. Modelo Basico de Crecimiento en una economia

A lo largo de este capitulo, resolveremos uno de los problemas clave en el ambito de la
macroeconomia aplicando la programacion dindmica en horizonte infinito. Las ideas aplicadas a lo

largo de esta seccion han sido tomadas de [3], [6].

El proposito de los modelos econémicos consiste en explicar el funcionamiento de una economia, asi
como comprender el comportamiento de las diferentes variables a través de una simplificacion de la
realidad. En particular, la macroeconomia actual se basa en el desarrollo de modelos de equilibrio
dinamico, en los que las decisiones presentes de los diferentes agentes econdémicos, influyen en el

conjunto de posibles decisiones futuras.

El sistema que vamos a tratar en este trabajo se basa en el modelo basico de crecimiento.
Este modelo inicialmente fue desarrollado por el matematico y filésofo Frank P.Ramsey en 1928,
para posteriormente ser perfeccionado por David Cass y Tjalling Koopmans en 1965, y Brock y
Mirman en el afio 1972. Su objetivo reside en describir el comportamiento del sector privado, tanto

consumidores como empresas, y del sector publico.

Por un lado se encuentran las familias, quienes disponen del factor trabajo y de determinados
activos financieros; su rol en la economia es consumir y ahorrar. Por otra parte, en la economia
son las empresas quienes invierten, a través de bienes de capital o existencias; ademas son las que
compran capital a un tipo de interés y trabajo a cambio de una retribucion salarial. Ambos agentes
econémicos se encuentran en el mercado, en donde también participa el sector piiblico. La demanda
y oferta del factor trabajo y capital, con la participacion de los sectores privado y publico, hacen

que los mercados lleguen al equilibrio.

En este trabajo nos vamos a centrar en el comportamiento de las familias en el sentido determinista
y en un tiempo discreto, estudiando cudnto deben consumir y ahorrar en determinados instantes
de tiempo, para alcanzar su objetivo de manera 6ptima. A diferencia de otros modelos, como el
modelo de Robert Solow, la tasa de ahorro de los consumidores no se trata de una variable ex6gena,
constante, si no que se va a determinar dentro del modelo, teniendo en cuenta las restricciones

presupuestarias de las familias, y las decisiones de consumo 6ptimas.
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Inicialmente, nos planteamos una economia en donde se produce un determinado bien, y en
donde el ntmero de habitantes permanece constante. En cada periodo de tiempo, cada agente
econémico, debe determinar qué cantidad del bien existente consume, y cudl es la cuantia que
dedica al ahorro. Ademas, en este sistema, los consumidores van a tener una vida infinita, es decir,
consideramos que tienen un tiempo ilimitado para tomar sus decisiones. Esta hipotesis se realiza,
con el fin de obtener una trayectoria de capital mas realista. Si suponemos que el ntimero de etapas
es finito, para maximizar nuestra funcién, en la dltima etapa deberemos haber consumido todo el

bien existente, lo que no se asemeja demasiado a la realidad.

Para cada periodo k, la variable de estado yg, hard referencia a la cuantia de capital en el
instante k, mientras que denotaremos por c; a la cantidad del bien producido durante esta
etapa. Esta cantidad c¢i, va a quedar determinada por la funcién de produccién g, que dependera

tnicamente del capital existente en el momento k, es decir: ¢ = q(yx).

La funcién de produccién ¢, debe ser en primer lugar continua, ademés debe de verificar
que ¢(0) = 0, ya que si el capital existente es cero, es logico suponer que no se realiza la produccion
del bien, y por tltimo debe ser estrictamente creciente, lo que implica que a mayor capital invertido,
mayor cantidad de bien se produce. Asi mismo, también debera ser concava y verificar:
lim ¢'(y) = +oo  lim ¢'(y) =0

Por otro lado, en cada etapa k, la cantidad del bien existente ¢(yx), se va a dividir en: ug, que
correspondera a la cantidad del bien que se destina al consumo en ese periodo y s; que sera la parte
que se ahorra. En este sistema, los agentes econémicos, van a poder emplear la parte ahorrada en el
periodo siguiente, transformandola en capital, de tal forma que se acumule y en la siguiente etapa
con una mayor disposiciéon de capital pueda aumentar la cantidad producida. Ademaés, se debe tener

en cuenta que tanto el consumo en cada etapa, u, como la cantidad de capital existente, y sera

mayor o igual a cero. De aqui, se deducen las siguientes expresiones:

q(yk) = up + S, Uk, yr >0

Teniendo en cuenta la explicaciéon anterior, la evolucién del capital se va a poder representar a
través del capital existente y del ahorro de los consumidores. En particular, el capital existente en
el periodo k + 1 sera la suma del capital en el periodo k& mas el ahorro de las familias en la etapa
k. Sin embargo, como ya hemos hablado en muchas ocasiones a lo largo de este trabajo, el valor
del capital en cada periodo no va a ser el mismo. A medida que se avance en el tiempo, el capital
va a ir perdiendo valor, por eso se debe tener en cuenta una tasa de depreciaciéon para el capital,
0 € [0,1]. Mateméaticamente, el progreso del capital existente se puede expresar a través de la

siguiente ecuacion: ygr1 = (1 — )yg + sk

Por dltimo nos queda por determinar la funcién objetivo de nuestro problema. Nuestro propésito
es maximizar el beneficio de los consumidores, y ese beneficio, va a quedar determinado por la

funcion de utilidad de las familias. Esta funcion U (uy), representa la satisfaccion o el beneficio que
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obtiene el consumidor a causa del empleo de una cantidad del bien a consumir. No nos debemos
olvidar en esta funcion, de anadir el factor de descuento 8 € (0,1), ya que debemos tener también
en cuenta que el valor de utilidad del presente se deprecia a lo largo del tiempo. Por lo que nuestra

funcion objetivo en el problema va a tener la siguiente forma:
oo
V=> p"U(u)
k=0

Por consiguiente, explicado el funcionamiento de nuestro problema, y realizando alguna
simplificacién, el problema objeto de estudio consiste en, partiendo de una cantidad inicial de

capital yg, determinar el consumo y ahorro tal que:

Maximizar V = 220:0 5kU(Uk)

sujeto a : Yrt+1 = (1 = 0)yr + q(yr) — uk

(PSCB) e >0 (4.10)
ug > 0

con : yo dado

\

Aunque el ahorro no es una variable que se encuentre dentro del problema, una vez hallado el

consumo 6ptimo en cada etapa, y el capital existente, se puede determinar a partir de la ecuaciéon

q(yr) = ug, + Sg.

Una vez planteado el problema, a continuacién pasaremos a su resoluciéon. Para ello, haremos uso
del procedimiento explicado en la seccién anterior. Como podemos observar, el sistema (4.10),
se trata del problema secuencial. El problema funcional asociado al sistema (4.10), se muestra a

continuacién:

(PFCB){ v(y) = mixocuz(i—syea {U(0) + Bo((1 - Oy +aly) —w)}  (411)

Para resolver este problema, se debe emplear como ya hemos visto, el Teorema del punto fijo de

Banach. Comenzaremos definiendo un operador 1" de la siguiente manera:

Tv = max Uu) + Bv((1 —90)y + —u
Py = mix (V) + G- 0y + a(w) - )
Antes de continuar, debemos recordar que cuando se seleccionen las funciones utilidad y
produccién, se debe comprobar que en efecto se verifican las hipo6tesis necesarias para poder
aplicar esta resolucion y afirmar que la solucién del problema funcional es la solucién del problema

secuencial. En este caso, como estamos hablando en términos generales esto no es necesario.

Por lo tanto, siempre y cuando se satisfagan las hipOtesis necesarias, este operador como ya
probamos en la secciéon anterior estd bien definido y ademés es contractivo. Por este motivo,
podemos asegurar por el Teorema del punto fijo de Banach que existe una tnica funcién v tal
que T(v) = v, y como ya probamos V = v. Ademas este teorema, nos proporciona el método
para calcular esa funcién que estamos buscando. Este método se basa en seleccionar una funcién

arbitraria vy, perteneciente al conjunto de funciones continuas sobre un compacto, y haciendo el
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limite siguiente, se obtendra la funciéon que estdbamos buscando: lim T™(vg) = v

n—oo
En el momento en el que quede determinada cual es la funciéon que resuelve el problema
funcional, conoceremos el valor 6ptimo de nuestro problema secuencial. Ademas, a partir de la
propiedad Tv = v, podremos obtener la expresion de la variable de consumo, en funcién del
capital y, es decir, u = ¢(y), en donde como ya sabemos, la funcién ¢ recibe el nombre de funcion

de politica. A partir de esto, podremos obtener el capital en cada etapa a través de la ecuacion
Yrr1 = (1 —0)yx + q(yr) — d(ur)-

Hasta ahora hemos hablado en términos generales, sin especificar la funcién utilidad o la
funcion produccién. Por este motivo, y con el fin de tener una mejor visualizacién del problema,
vamos a explicar de manera simplificada uno de los ejemplos clasicos analizados en el &mbito de la

macroeconomia, que es el ejemplo de Brock y Mirman.

En este ejemplo, se toma como funcion utilidad la funcién logaritmo neperiano, es decir,
U(ug) = In(u), y como funcién produccion ¢(y;) = yj, tomando como el parametro «, un valor
perteneciente al intervalo (0,1). Por otro lado, se tomara como tasa de depreciacion § = 1, la tasa
de descuento [ sera un valor arbitrario en (0,1) y el capital inicial se fijard en yo. Ademés hemos
anadido que en este caso el consumo que se debe realizar en cada etapa wu; ha de ser mayor que
cero, es decir, como minimo existira siempre un cierto consumo pg > 0, lo que evitard cualquier
problema técnico en la funcién objetivo. Por lo tanto, el problema de crecimiento econémico que

vamos a resolver es el siguiente:

( Mazimizar V =332, 8 In(uy,)
sujeto a : Yk+1 = Vi — Uk
(PE) v > 0 (4.12)
(T
con : yo dado

Antes de comenzar con la resoluciéon del problema debemos comprobar que la funcién de
produccién verifica todas las condiciones y que se cumplen todas las hipotesis necesarias. Como

(67

se puede observar, la funciéon de produccion ¢(y) = y® es continua, cumple que ¢(0) = 0 y es

estrictamente creciente y concava. Ademas ¢'(y) = 25, con que lim ¢'(y) = +ooy lim ¢'(y) = 0.
Y y—0 y——400

En cuanto a las hip6tesis necesarias que se deben verificar, tenemos que en este caso h es la
funcién de produccién, y es continua. Por otro lado, la funcién g es continua, y por cémo hemos
establecido las hipoétesis, la funcién de retorno va a ser acotada sobre el conjunto de puntos
{ur € [po,h(yy)]}. Lo tnico que nos queda por comprobar es que para cada dinamica factible

existird un cierto My € R, tal que se verifique:

Z ﬁk ln(uk) § M()
k=0
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Sin embargo, sabemos que y1 = y§ — ug < Y, por lo que por definicion py < u; < yf¥ < (y§)“.
Con lo cual, para un cierto k vamos a tener que pg < ug < yg‘kH. Si aplicamos logaritmos a ambos
lados, tenemos que In(uy) < o*T'1In(yg). Aqui vamos a tomar 3o > 1 para no obtener un beneficio

negativo. Por lo tanto,

- k - k_k+1 - In(yo)ox
kzoﬁ ln(uk) < kzoﬁ « ln(yo h’l yo akzo 1 — ﬁa = M

De esta forma, tenemos que para cualquier dinamica factible el funcional objetivo va a estar acotado,
y por consiguiente se verifican todas las hipotesis y condiciones necesarias, luego podemos pasar a

su resolucién. Para resolver este problema, necesitamos definir el problema funcional asociado:

(PFE){ 0(y) = mxp<usy {In(u) + foy* —w)} (4.13)

En este caso, el maximo nunca se va a alcanzar cuando u = 0, porque si esto ocurre el In(u)
tenderia a menos infinito. Pero para que se verifiquen las condiciones necesarias, vamos a tomar
po > 0 suficientemente pequeno. Como ya hemos visto para el caso general, el siguiente paso es
definir nuestro operador 1" que sera contractivo, y aplicar posteriormente el Teorema del punto fijo
de Banach. El operador queda determinado de la siguiente forma:

Thl(y) = mdx {In(u)+ Bo(y” —u)}

poSusy®

Para encontrar esa funcion v tal que Tv = v, debemos tomar una funcién vy arbitraria, y comenzar
con el algoritmo que nos propone el propio teorema. En este caso, se va a seleccionar la funcién mas

sencilla posible, vg = 0. Seguidamente, vamos a obtener la funcién vy:

TTvol(y) = vi(y) = pogljgya{ln(w + Buo(y* —u)} = porgnjgya{ln(w}

Ahora bien, como el logaritmo neperiano es estrictamente creciente, la funcién alcanzara el méximo

cuando u = ¢y, por lo que:

vi(y) = max {In(u)} =In(y") = aln(y)

Para continuar con el proceso, debemos calcular la funcién wvs:

Tvl(y) =va(y) = por%aé%(ya{ln(u) + Bui(y* —u)} = pogquié(ya{ln(u) + Baln(y® —u)}

Para calcular ese maximo, vamos a definir el siguiente problema auxiliar:
méx f(u) = In(u) + Baln(y® — u)
u

Los posibles candidatos se hallan derivando f e igualando a cero:

1 Ba y
/ :O:—— —N =
Fiw) u Yy —u “ 1+ fa
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Nos falta comprobar que ese valor es un maximo local, a través de la derivada segunda. En efecto, se

obtiene que f”(u) = —u—12 — (yffauy < 0, y por tanto, podemos asegurar que se trata de un maximo

local. Ahora bien, para que sea el maximo que estamos buscando debe pertenecer al intervalo [pg, y°]

)
pero esto estéd claro. Puntualizar ademéas que en este caso el maximo no se puede encontrar en los
extremos del intervalo por como esta definida nuestra funcién, por eso empleamos el argumento de

la derivada. Por lo tanto nuestra funciéon vy queda definida de la siguiente manera:

« o

Yy
1+ Pa

Y
1+ Ba

va2(y) = In( ) + BaIn(y® ) =In(y") —In(1 + Ba) + faIn(y®fa) — Saln(l + fa) =

In(y*) — In(1 + fa) + faln(y®) + faln(Ba) — faln(l + fa) =
a(l + a)In(y) — (1 + fa) In(1 + fa) + Barln(Ba)

Una vez que ya tenemos la funcién ve, siguiendo la mismo metodologia, podemos calcular vs:

Tloa)(y) = va(y) = miix {In(u) + Fray” )} =

méx {In(u) + Sa(l + Ba) In(y* —u) = B(1 + ) In(1 + fa) + f2aln(Ba)}

po<u<y“

Si razonamos como para la funcién vs, nos encontramos que el maximo de la funcién se encuentra

cuando u = valor que como se puede observar se encuentra dentro del intervalo [po, y®].

yDC
14+Ba+p2a’
De esta forma, la funcién vs resulta:

« o

Yy
1+ Ba+ 2«

Y

- m) —B(1+ Ba)) In(1+ Ba) + f2aIn(Ba)

v3(y) = In( )+ Ba(1+ o) In(y”

Realizando algunas simplificaciones, y teniendo en cuenta las propiedades de los logaritmos, la

funcién vs, se puede expresar de la forma:
vs(y) = a(l+ fa + f%a®) In(y) — (1 + fa+ f%a?) In(1 + fa + a®)+

Ba(1 + Ba) In(Ba + B%%)) — B(1 + Ba)) In(1 + Ba) + 6% In(Ba)

En general, si observamos todas las funciones que hemos obtenido en este procedimiento, se tiene

que, para cada k:
k—1
ve(y) = > _(Ba) In(y) + Ay,
i=0

siendo Ajr una constante que depende de la funcién en la que nos encontremos, y que se debe
determinar. Por otro lado, cuando k, tienda a infinito, que es la funcién que nos interesa encontrar,
podemos observar como ese sumatorio, se trata de la serie geométrica de razén Sa, por lo que

cOnocemos que su suma es ﬁ, y por tanto la funcién que estamos buscando tiene la forma:

.«
11— fa

v(y) In(y) + A
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Por dltimo, nos queda determinar el valor de la constante A. Para ello, como conocemos que la

funcién que estamos buscando, verifica que Tv = v, se tiene que:

a In(y) + A= mix {In(u) +

I~ fa T g (" W)+ 84}

A continuacion, al igual que haciamos para las demas funciones, para calcular el maximo del miembro

de la derecha, vamos a definir el siguiente problema auxiliar:

Ba
1 - Pa

méix f(u) =1n(u) + In(y® —u) + A

Debemos derivar e igual a cero para encontrar los posibles candidatos:

/ i _l_ Ba
F) = 0= T pa)e —w

=u=y"(1 - fa)

Si hacemos la segunda derivada nos queda un valor menor que cero, por lo que estamos ante un
méximo local. Por otro lado, este valor se encuentra dentro del intervalo [pg, y®] porque 53, € (0,1) y
po es suficientemente pequeno, por lo que se trata de la expresion que buscdbamos, ya que el méximo
no se va a encontrar en los extremos por la definicién de la funcion. Esta relacion v = y*(1 — Sa)
se trata de la funcién de politica, a través de la cudl, conociendo cual es el valor en cada etapa del
vector estado yi, podremos conocer el valor 6ptimo de la variable de control ug. De esta forma, el

consumo 6ptimo en cada etapa k queda determinado por:
u =Yg (1 — fa)

Para conocer ahora el valor de la constante A, sustituimos la expresion de la variable de control, y

obtenemos:
5 ) A = (1= f)) & P~ (1 Ba)) + 54
A—BA=la+ 1B_a;a - _aﬂa]ln(y) +In(1 - Ba) + 5 f%a In(fa)
A= ! (1 = o) + 1%& In(a))

Por lo tanto, la funcién que estdbamos buscando y que nos va a proporcionar el valor 6ptimo de

nuestro problema secuencial, ya que V' (yo) = v(yp), es la siguiente:

Ba

1- Pa

(In(1 — Ba) +

v(yo) = In(yo) + In(Ba)

« 1

1 - Ba 1-p
Por otro lado, la dinamica factible 6ptima de este problema, va a quedar determinada de la siguiente
manera: para cada k = 0,1,2..., la variable de consumo u, = 7} (1 — Sa), mientras que la variable
de estado que representa el capital en cada momento, 7, se obtiene a partir de la ecuacién de
movimiento, ¥ = ¥p — yr(1 — Ba) = yiBa. Por tltimo, para hallar el ahorro en cada etapa,

simplemente se debe realizar la siguiente operacion: para cada k, s = Y — U.
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