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RESUMEN. El problema de la distribucién de puntos en esferas ha suscitado el interés de
destacados cientificos desde comienzos del siglo XX debido tanto a la belleza intrinseca
del problema como a sus numerosas aplicaciones en matemaéticas, fisica, quimica o
biologia. Entre las diferentes formas posibles de obtener una buena distribucién de
puntos, una de las que ha recibido mayor atencién consiste en considerar los puntos que
minimizan la energia de Riesz o s-energfa. Podriamos plantearnos entonces la siguiente
pregunta: dados N puntos que minimizan la s-energia en S, ;estaran dichos puntos
bien separados? Este problema, que podria parecer sencillo, se encuentra resuelto sélo
parcialmente. Con el objetivo de mejorar nuestra comprensién de esta cuestién, en este
trabajo demostramos la buena separacién de los puntos de minima energia en tres de los
casos conocidos: s >0y s=logenS', s=logenS?*yd—1<s < denS? cond>2.

PALABRAS CLAVE: distancia de separacién, energia de Riesz, energia logaritmica, esferas.

ABSTRACT. The problem of distributing points on spheres has attracted the interest
of notable scientists since the beginning of the twentieth century due both to the
intrinsic beauty of the problem and to the large number of applications that it has
in mathematics, phyisics, chemistry or biology. Among the different possible ways to
obtain well-distributed points on spheres, perhaps the one that has received the most
attention entails considering the points that minimise the Riesz energy, also known as
s-energy. Thus, a natural question arises: given N points which minimise the s-energy
on S¢, will these points be well separated? This problem, which might seem deceptively
simple, is only partially solved. In order to improve our understanding of this question,
in this dissertation we prove that minimum energy points on spheres are well separated
in three of the known cases: s > 0 and s =login S!, s =login S? and d — 1 < s < d in
S, for d > 2.

KEYWORDS: separation distance, Riesz energy, logarithmic energy, spheres.
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Introducciéon

Es posible que el lector no conozca, o no tenga en la cabeza en el momento de leer estas
lineas, cudl es la definicién formal de que un conjunto de puntos esté bien distribuido. Sin
embargo, no cabe duda de que todo ser humano, matematico o no, posee un conocimiento
intuitivo de lo que significa que unos puntos estén bien distribuidos o bien separados en
un cierto conjunto. Mas tarde nos ocuparemos de formalizar estas nociones, pero, por el
momento, fijémonos en las dos esferas de la figura 0.1. Mientras que los puntos de la esfera
de la izquierda parecen estar muy bien distribuidos, dificilmente podriamos afirmar lo mismo
en el caso de la esfera de la derecha.

FiGURA 0.1. Dos distribuciones de puntos en la esfera.

La distribucién de puntos en esferas y otros espacios es un universo fascinante, con
multiples ramificaciones y repleto de preguntas que aguardan respuesta. En las siguientes
lineas intentaré resumir la historia de este bonito problema y trataré de mostrar su relacién
con el contenido de esta memoria.

El problema en la mitologia clasica. En ocasiones, problemas aparentemente modernos
hunden sus raices en tiempos remotos. En sus Metamorfosis, Ovidio (8 d. C./2008) narra la
historia de la ninfa Io!. El relato comienza cuando ésta, al regresar de un refrescante bafio en
el rio, es avistada por Jupiter, quien al instante queda prendado de su belleza. Tras ver que

1En el enlace https://www.teamco.unican.es/portfolio-item/maths-and-myths-argos—panoptes/ es-
t4 disponible un video en el que se cuenta brevemente este mito y su relacién con el problema de la distribucién
de puntos.


https://www.teamco.unican.es/portfolio-item/maths-and-myths-argos-panoptes/
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sus intentos de seducirla resultaban infructuosos, decide forzarla, ocultando la zona con una
espesa niebla para evitar ser observado por su esposa Juno. Esta, mientras tanto, observando
desde lo alto la neblina que oscurecia tan extranamente aquel luminoso dia, y sospechando
que pudiera ser parte de una treta de su promiscuo marido, decide descender a la tierra en
un carro tirado por su animal predilecto, el pavo real, cuya cola no tenia atin los bonitos
adornos en forma de circulos multicolor que luce en la actualidad.

Es entonces cuando Jupiter, para evitar ser descubierto, decide transformar a fo en una
hermosa ternera. Sin embargo, este truco no basta para enganar a Juno, quien, fingiendo
alabar la belleza de aquel fabuloso animal, le pide a Jupiter que se lo regale como muestra de
su amor. El dios, temiendo que una negativa ante una peticion tan inocente pudiese delatarlo,
accede y le entrega la vaca a Juno, quien decide ponerla bajo la vigilancia de Argos Panoptes,
«el que todo lo ve», un gigante cuya cabeza estaba rodeada por cien ojos? que descansaban
de dos en dos por turnos mientras los demas permanecian en guardia. En definitiva, un
guardidn perfecto.

Jupiter, incapaz de soportar el tormento sufrido por Io, decide enviar a su hijo y mensajero
Mercurio para que rescate a la ninfa de la atenta mirada de Argos. Haciéndose pasar por
un mero pastor mientras toca una flauta hecha de canas, Mercurio comienza a contarle al
gigante una larga historia sobre el origen de este instrumento a la vez que le acaricia sus
ojos con su caduceo magico, consiguiendo asi cerrar uno a uno todos los ojos del vigilante.
Una vez que Argos estd completamente dormido, Mercurio lo asesina y arroja su cabeza por
la ladera de una montafia. Juno, devastada por la muerte de su querido guardian, recoge
sus ojos y los coloca en la cola de su pajaro favorito, el pavo real, otorgandole asi la vistosa
apariencia que ostenta hoy en dia.

Enfurecida, la diosa acosa a fo, atin convertida en ternera, por todo el mundo, hasta que
finalmente las stuplicas de Jupiter consiguen aplacar la ira de Juno y la ninfa es devuelta a su
forma humana.

Estamos seguros de que el lector, al leer este bonito cuento, se ha imaginado los ojos del
siempre atento Argos Panoptes perfectamente distribuidos por la superficie de su cabeza y
suficientemente separados unos de otros. De hecho, podemos pensar que, siendo como es un
guardidn perfecto, los ojos de Argos habran de estar colocados de tal forma que se maximice
el angulo sélido cubierto por el campo de vision de los ojos tras cerrar aleatoriamente un
nimero cualquiera de ellos.

Como vemos, el mito de Argos Panoptes puede considerarse como una versiéon primitiva
del siguiente problema: ;cémo colocar un cierto nimero de puntos en un conjunto dado de
forma que maximicen o minimicen una cierta funcién?

Diferentes versiones de un mismo problema. Regresemos a tiempos méas modernos.
Desde comienzos del siglo XX, numerosos cientificos han centrado su atencién en la distribucion
de puntos en esferas, generando nuevas preguntas y problemas abiertos y dotando al problema
de matices que no hacian sino enriquecerlo. Veremos en las siguientes lineas que cada uno
de ellos tenia sus propias razones para preocuparse por estas cuestiones, lo que pone de
manifiesto la intima ligazén entre el problema que nos ocupa y los deméas campos de la
ciencia.

En 1904, en el Reino Unido, el fisico britanico J.J. Thomson, descubridor del electrén,
propone el modelo atémico conocido popularmente como modelo del pudin de pasas, segin
el cual el atomo estaria formado por una especie de bola de carga positiva en cuyo interior

2Parece que no hay unanimidad en cuanto a la localizacién de los ojos de Argos. Ovidio afirma que
estaban distribuidos por su cabeza, mientras que Apolodoro (ca. s.1-11 a. C./1985), en su Biblioteca, dice que
«tenia ojos por todo el cuerpo».
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o en cuya superficie se encontrarian incrustados los electrones. Interesado en mejorar su
comprensién de la estructura atémica, Thomson (1904) plantea el siguiente problema,
conocido hoy como problema de Thomson: jcémo se distribuirian N electrones que se
repeliesen mutuamente de acuerdo con la ley electrostéatica si estuviesen confinados en un
lugar determinado, como una bola o una esfera? Si denotamos como wy = {x1,...,zx} al
conjunto de posiciones de N electrones en la esfera unidad S?, tenemos que el problema de
Thomson consiste en determinar las posiciones exactas de los electrones que minimizan la

siguiente energia potencial:
>
i — a5l

i#]

Este problema, importante no sélo en electrostatica sino también, por ejemplo, en cristalografia
o en el estudio de estructuras virales, se encuentra resuelto solamente para 2 < N <6y
N = 12; su resolucién para todo valor de N es considerada por muchos una tarea imposible.

Otra version del problema de distribuir puntos en esferas nos llega a través de los
trabajos del botanico neerlandés Tammes (1930), quien estaba especialmente interesado en
la reproduccién de las plantas y, en particular, en la estructura de los granos de polen. Estos
dltimos, de forma aproximadamente esférica, presentan en su superficie una serie de agujeros
por los que se expulsa el material genético de la planta (véase, por ejemplo, el libro de
Kesseler y Harley (2011), donde se muestran algunas hermosas fotografias de estas particulas
realizadas con microscopio electrénico). Lo que Tammes observé fue que estos agujeros se
encontraban distribuidos por la superficie de los granos de polen de forma similar a como lo
haria un ntimero fijo de puntos colocados de modo que la distancia minima entre ellos fuese
lo més grande posible. En otras palabras, si consideramos una coleccién wy = {z1,...,zn}
de N puntos en la esfera S? y definimos su distancia de separacién como

Oww) = min Clle; — 4],

resulta que los agujeros presentes en las particulas de polen estudiadas por Tammes parecian
maximizar esta cantidad. Es por ello que el problema de maximizar la distancia de separacién
de un conjunto de N particulas situadas en la esfera S? se conoce hoy en dia como problema
de Tammes, el cual solamente ha sido resuelto en los casos 2 < N <12y N = 24.

Volviendo a la fisica, a mediados del siglo XX el fisico teérico estadounidense L. L. Whyte,
intrigado por las posibles aplicaciones que la distribucién de puntos en la esfera pudiera tener
en la comprensién de la estructura del nticleo atémico, propuso ir més alla del problema de
Thomson y considerar la optimizacién de otras funciones que hasta ese momento no habian
recibido suficiente atencién. En particular, Whyte (1952) planteé el siguiente problema, que
podemos denominar problema de Whyte: encontrar colecciones wy = {x1,...,znx} de N
puntos en S? de tal forma que el producto de las distancias mutuas sea maximo. Es decir,
Whyte sugeria estudiar los puntos que maximizan la siguiente funcién, conocidos como puntos
elipticos de Fekete:

[Tl = 1l

i£]
Se trata, nuevamente, de un problema abierto, salvo en los casos 2 < N <6y N = 12. Un
sencillo célculo muestra que este problema es equivalente a minimizar la energia logaritmica:

1
Buoglon) = 3 log .
— 7 |z — |
i#]
De hecho, una versiéon computacional de este problema fue incluida por el medalla Fields
Stephen Smale en su lista de Problemas para el siglo XX1. Si denotamos

éalog(SQ7 N) = wf\,nicléz E]Og(OJN),
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el problema 7 de Smale puede enunciarse como sigue:

Problema 7 de Smale (Smale, 1998). Encontrar una coleccién wy de N puntos en S? tales
que
Eiog(wn) — @’”iog(S2, N) <clogN, c una constante universal.

Aqui, encontrar quiere decir dar un algoritmo que en input N produzca como output N
puntos en S? que satisfagan la desigualdad anterior. M4s concretamente, dicho algoritmo ha
de ser una maquina BSS? que requiera tiempo polinémico en N.

Este problema fue planteado originalmente por Shub y Smale (1993), quienes probaron
que a partir de una coleccién de puntos que minimizan la energia logaritmica en S? es
posible generar una sucesién de polinomios cuyos ceros estan bien condicionados. Estos
polinomios podrian ser utilizados entonces como puntos iniciales para los denominados
métodos de homotopia, una serie de técnicas que permiten, entre otras cosas, resolver de
forma aproximada sistemas de ecuaciones polinémicas (véanse, por ejemplo, [Beltran y Pardo,
2011], [Biirgisser y Cucker, 2011] y [Lairez, 2017]). El lector que desee més informacién sobre
el estado actual de la investigaciéon en torno al problema 7 de Smale puede consultar el
articulo recopilatorio de Beltrdan (2020).

Todos los problemas mencionados hasta el momento pueden verse como casos particulares
del siguiente problema generalizado, también conocido como problema generalizado de
Thomson, que consiste en encontrar colecciones wy = {z1,...,2zy} de N puntos en la esfera
S¢ de forma que minimicen la energia de Riesz o s-energia, dada por

., i — =S = 0’
(0.0.1) By(wn) = >zl — 2l » b% 5>
> iy logllzi — ;| si s = log.

En efecto, si consideramos el problema anterior en el caso d = 2, cuando s = 1 recuperamos el
problema de Thomson; cuando s — oo, la tnica contribucién relevante a la energia de Riesz
serd la de los primeros vecinos, por lo que, en ese caso, minimizar la s-energia equivale a
maximizar la distancia de separacion, que es, recordemos, el problema de Tammes; finalmente,
cuando s — 0, de la observacién

d 1

— r~ % =logr™
ds s=0 &

se sigue que minimizar la energia de Riesz para valores cercanos a 0 equivale a minimizar la
energia logaritmica, es decir, recuperamos el problema de Smale —o de Whyte—.

Distancia de separacién en S?. Como hemos podido observar, la distancia entre los puntos
de una determinada configuracién subyace de forma notable tras los problemas abiertos mas
importantes en el ambito de la distribucién de puntos en esferas. Asi, una pregunta que
podriamos plantearnos es la siguiente: dados N puntos que minimizan la s-energia en S
jestaran dichos puntos bien separados? En otras palabras, lo que nos gustaria saber es si los
puntos que estdn bien distribuidos cuando elegimos como criterio que su energia de Riesz sea
minima estan asimismo bien distribuidos cuando nos fijamos en su distancia de separacién.
Es posible que en este momento el lector se esté preguntando qué queremos decir cuando
hablamos de puntos bien separados. De cara a formalizar un poco esta idea, hagamos una
estimacién rapida de cémo de separados podrian llegar a estar IV puntos situados en la esfera

3Una méaquina BSS es, grosso modo, un algoritmo en el que suponemos que las operaciones con niimeros
reales se realizan sin pérdida de precisién. Para méas informacién sobre este modelo de computacién, véase el
libro de Blum, Cucker, Shub y Smale (1998).
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S¢. Llamemos § a la distancia de separacién de esta coleccién de puntos. Entonces, en torno a
cada uno de ellos podriamos colocar un casquete esférico d-dimensional de radio 6/2 de forma
que no se intersequen. El volumen de cada uno de estos casquetes es, aproximadamente, de
la forma C0¢ para una cierta constante C' > 0, luego, dado que la suma de los voliimenes de
los N casquetes no puede ser mayor que el volumen de la esfera S, tendremos que

NC§* < vol(S%),

de donde concluimos que

C
o< N1/d’

donde C' es una constante que no depende de N. Es decir, dada una configuracion wy
de N puntos en S?, tenemos que 6(wy) € O(N_l/d). Es por esto que decimos que una
familia {wy}5° de configuraciones de puntos en S? estd bien separada si existe una constante
C = C(d) > 0, independiente de N, tal que para todo N > 2 se cumple que

(0.0.2) S(wy) > CN~YL

esto es, si d(wy) € RN,

Volviendo a la pregunta que nos haciamos al principio del parrafo anterior, podria parecer
obvio a la vista de la expresion (0.0.1) que si una coleccién de puntos minimiza la energia
de Riesz entonces dichos puntos no podran estar muy cerca unos de otros; es decir, estaran
bien separados. No obstante, demostrarlo no es una tarea sencilla. Para s < d, por ejemplo,
tenemos que solamente existen resultados de separacion en el sentido de la desigualdad (0.0.2)
en tres casos, que son esencialmente los que analizaremos en esta memoria: s > 0y s = log
enS!,s=logenS?yd—2<s<denS?% cond>2;en este tiltimo caso nos limitaremos a
estudiar lo que ocurre para d—1 < s < d. En el caso s > d, conocido como caso hipersingular,
disponemos también de resultados de separacién para los puntos que minimizan la energia
de Riesz (véase [Kuijlaars y Saff, 1998]). Sin embargo, las técnicas utilizadas en este caso
difieren notablemente de las estudiadas en este trabajo, por lo que no lo consideraremos.

Disponer de puntos bien separados en esferas y otros conjuntos tiene numerosas apli-
caciones practicas; por ejemplo, es de gran utilidad en areas como la evaluacién numérica
de integrales o el disefio de sefiales en telecomunicaciones. Aunque en este trabajo no nos
centraremos en estas aplicaciones, el lector interesado en esta cuestion puede encontrar
informacioén al respecto en el libro de Conway y Sloane (1999, Ch. I, §1.4, y Ch. 3, §1.2).

Sobre esta memoria. La estructura de este texto es muy sencilla. Dedicaremos el capitulo 1
a establecer los requisitos necesarios para comprender los resultados principales del trabajo
y sus demostraciones; parte de estos preliminares se suponen ya conocidos por cualquier
estudiante de maéster, mientras que otros quiza no han recibido tanta atencién durante
los estudios universitarios y, por tanto, los desarrollaremos con un poco mas de detalle. A
continuacion, en el capitulo 2 probaremos los tres resultados de separacién que constituyen
el nicleo del trabajo. Comenzaremos probando, en la seccién 2.1, que en S' las tnicas
configuraciones que minimizan la energia de Riesz son las formadas por puntos equiespaciados
v que los puntos de estas configuraciones estan bien separados; asi, el resultado principal de
dicha seccion es el siguiente:

Teorema 2.1.8. Sea f: (0,2] = R una funcion estrictamente conveza y decreciente definida
ent =0 por el valor (posiblemente infinito) lim,_,o+ f(t). Sea wi una configuracion de N
puntos que minimiza la energia en S' con respecto al micleo K(x,y) = f(||x — yl|). Entonces,



6 INTRODUCCION

la configuracion wy estd formada por las raices N-ésimas de la unidad rotadas una fase
arbitraria y, por tanto, la distancia de separacion verifica que

N .o 4
0(wy) = 2sin N > N
Las demostraciones de los resultados de la seccién 2.1 requieren solamente de técnicas
elementales, por lo que este caso no encierra gran dificultad. Veremos que ésta aumenta al
considerar el caso de S?, que trataremos en la seccién 2.2. En dicha seccién probaremos,
utilizando la proyeccién estereografica y algunas herramientas de variable compleja, que los
puntos que minimizan la energfa logaritmica en S? estan bien separados:

Teorema 2.2.2. Siwjy, con N > 2, es una configuracion que minimiza la energia logaritmica
en S?, entonces la distancia de separacion verifica que

< 19 1
~ 25N’
Finalmente, el objetivo de la seccién 2.3 serd la prueba del siguiente teorema, que afirma

que los puntos que minimizan la s-energia en S?, cond > 2y d —1 < s < d, estan bien
separados:

(wn)

Teorema 2.3.1. Sid € N, d > 2 yd—1< s <d, existe una constante \s q > 0 tal que
para todo N > 2 la distancia de separacion de cualquier configuracion wy que minimiza la
s-energia en S satisface que

A
S(wiy) > va/dd.

Este salto en la dimensién conlleva, no obstante, un salto en la dificultad, en el sentido
de que serd necesario demostrar unos cuantos lemas previos y conocer algunos resultados
de teoria del potencial antes de ser capaces de abordar con garantias la prueba del teorema
anterior.

Cabe senialar que esta memoria no contiene, en general, resultados novedosos, pues mi
tarea ha consistido, fundamentalmente, en recopilar y analizar los resultados presentes en la
literatura, comprender sus demostraciones y completarlas con los detalles no explicitados
en las fuentes consultadas. En ocasiones, sin embargo, estos detalles eran, de hecho, huecos
bastante dificiles de llenar, como, por ejemplo, en el caso de la prueba del lema 2.3.7. Es preciso
mencionar, ademas, que la prueba del teorema 2.2.2, que mejora un resultado conocido?, s
que contiene desarrollos originales. En lo que respecta a las fuentes bibliogréaficas, podemos
considerar como referencia principal de este trabajo el libro de Borodachov, Hardin y Saff
(2019), donde el lector interesado puede ampliar sus conocimientos sobre el problema de
minimizacion de la energia y la distribucién de puntos en esferas y otros conjuntos.

4Atin estamos lejos de la mejor cota conocida, debida a Dragnev (2002): §(w};) > 2/v/N — 1. Para mds
detalles, véase la seccién 2.2.



CAPITULO 1

Preliminares

Con el objetivo de que este texto sea lo mas autocontenido posible, dedicaremos las siguien-
tes paginas a recordar algunos conceptos necesarios para comprender en su totalidad los
desarrollos del capitulo siguiente. Las secciones 1.1-1.3 de este capitulo estan dedicadas a
repasar algunas definiciones y resultados que, si bien no son parte principal de este trabajo,
apareceran con cierta frecuencia y es conveniente tener presentes. Veremos en dichas secciones
algunos conceptos basicos sobre medidas e integracion, la definiciéon de funcién semicontinua
y todas las propiedades de las funciones especiales que aparecen en este texto. El lector que
esté ya familiarizado con estas nociones puede saltar directamente a la seccién 1.4, donde
presentaremos los espacios con los que trabajaremos en esta memoria. Concluiremos este
capitulo introduciendo, en la seccién 1.5, la notacién y terminologia bésicas sobre la energia
de Riesz y el problema de minimizacién de la energfa en SZ.

1.1. Medidas e integracién

En esta seccién repasaremos algunas definiciones y resultados basicos sobre medidas e integra-
cién. No realizaremos un tratamiento exhaustivo de estas materias, pues no lo necesitaremos;
el lector interesado en conocer mas detalles sobre los temas expuestos aqui puede consultar,
por ejemplo, el libro de Rudin (1987).

Definiciones basicas. Comenzaremos recordando la definicién de o-dlgebra:

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién no vacia o/ de subconjuntos
de X es una o-dlgebra si verifica las siguientes condiciones:

1) X ed.

1) Si A € &7, entonces A° € &7, donde A€ es el complementario de A con respecto a
X.

m) Si A=J;2, A; y A; € o para todoi=1,2,..., entonces A € 7.
Observacion 1.1.2. A partir de la definiciéon 1.1.1 se deducen automaticamente los siguientes
hechos:
1) Dado que () = X¢, por los apartados (1) y (11) de la definicién se tiene que ) € <7.

11) Si en el apartado (111) tomamos A,11 = Apio = -+ = (), tenemos que la unién
finita de elementos de &7 pertenece a 7.
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1) Teniendo en cuenta que
(o9} oo ¢
(A= <U Ag) ,
i=1 i=1

tenemos que la interseccion —finita o numerable— de elementos de &/ estd en 7.
1v) Dado que A\ B=B°N A, tenemos que A\Be & si Ac o/ y Be «.

A partir de las propiedades anteriores es facil ver que la intersecciéon de cualquier familia
de o-algebras en X es una o-algebra en X. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.1.3. Sea X un conjunto no vacio y sea .# una familia de subconjuntos de X.
La o-adlgebra formada por la interseccién de todas las o-algebras que contienen a . es la
o-algebra mas pequena que contiene a % y se denomina o-dlgebra generada por F.

En el caso concreto en que la o-algebra estd generada por los abiertos de un espacio
topolégico, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.1.4. Sea (X, .7) un espacio topoldgico. Se llama o-dlgebra de Borel en X a la
o-algebra generada por 7. Sus elementos se denominan conjuntos de Borel o borelianos de
X.

Definicién 1.1.5. Sea X un conjunto no vacio y sea o/ una o-dlgebra en X. El par (X, &)
se denomina espacio medible. Los elementos de &7 son los conjuntos medibles de X .

Definicién 1.1.6. Una aplicacién entre dos espacios medibles se dice medible si la preimagen
de cualquier conjunto medible es medible; esto es, si (X, &) e (Y, %) son espacios medibles,
la aplicacién f: (X, /) — (Y, %) es medible si f~1(B) € & para todo B € A.

Medidas positivas. Tras las definiciones anteriores, recordemos ahora la nocién de medida
positiva.

Definicién 1.1.7. Sea & una o-algebra. Una medida positiva definida en &7 es una funcién
p: &/ — [0,400] que es contablemente aditiva; es decir, si {A;} es una coleccién contable de
elementos de .2/ disjuntos dos a dos, entonces

% (G Ai) = iM(Ai)'

Definicién 1.1.8. Un espacio de medida es una terna (X, <7, u), donde X es un conjunto
no vacio, &/ es una o-dlgebra en X y p es una medida en o7

Definicién 1.1.9. Una medida positiva p en X se dice finita si u(X) < oo y o-finita si X
puede representarse como, a lo sumo, una unién contable de conjuntos de medida finita.

Definicién 1.1.10. Una medida positiva en un espacio topoloégico X se dice boreliana si
estd definida en una o-algebra que contiene a todos los conjuntos de Borel.

Definicién 1.1.11. El soporte de una medida boreliana p en un espacio topolégico X,
denotado supp(p), es el conjunto de los puntos tales que cualquier entorno abierto tiene
medida positiva.

Definiciéon 1.1.12. Sea p una medida positiva definida en una o-dlgebra o7 y sea A € .
Se dice que una propiedad P se verifica en p-casi todo punto de A si se verifica en A\ B,
donde B es un conjunto de medida cero.
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Definicién 1.1.13. Una medida positiva p definida en una o-dlgebra &7 se dice completa si
todo subconjunto de un conjunto de medida cero es medible.

Definicién 1.1.14. Dado un espacio de medida (X, o7, u), se dice que p es una medida de
probabilidad si pu(X) = 1.

Ejemplo 1.1.15. Los siguientes son ejemplos béasicos de medidas positivas:

1) Dado un conjunto X y una o-dlgebra o/ en X, la medida de Dirac J, concentrada
en un punto x € X se define, para cada A € &/, como

5u(A) = 1 six €A,
00 siz g A

11) Dado un conjunto X y una o-dlgebra & en X, la medida de conteo vg de un
conjunto B C X es la medida que asigna a cada conjunto A € & el ntimero de
elementos de B N A; es decir,

vp(A) =#(BNA).

Si B es no vacio y tiene un ntimero finito de elementos, la medida de probabilidad

——~vp se denomina medida de conteo normalizada de B. Esta medida se puede

#(B)
expresar también en términos de las medidas de Dirac: si B = {z1,...,z,}, entonces
1 1<
vp = z;
e

111) En el espacio euclideo R? podemos considerar la o-dlgebra de Lebesgue %), que
contiene a los conjuntos de Borel y cuyos elementos se denominan conjuntos medibles
Lebesgue o simplemente medibles si no existe ambigiiedad. La medida de Lebesgue
en RP, definida sobre la o-4lgebra .Z),, es la medida natural en RP, en el sentido de
que la medida de un rectangulo p-dimensional es su volumen. Esta medida, que
denotaremos f1), o simplemente ;. cuando la dimensién esté clara por el contexto, es
una medida positiva completa, o-finita e invariante por rotaciones y traslaciones.

Medidas producto. Dados dos espacios de medida (X1, 94, 1) v (X2, 9%, u2), donde py
v po son medidas positivas o-finitas, es posible definir un nuevo espacio de medida a partir
del producto de los dos primeros. Para ello, denotemos mediante <7 la o-algebra en X; x Xo
generada por la familia de todos los subconjuntos de la forma A; x As, donde A; € @ y
Ay € ofy. La medida producto p11 X po es la inica medida definida en o tal que

pa X p2(Ar x Ag) = p1(Ar) pa(Asz).

La prueba de la existencia y unicidad de esta medida producto escapa a los objetivos de este
trabajo; baste decir que la existencia estd garantizada por el teorema de Hahn—Kolmogorov,
también conocido como teorema de extensién de Carathéodory, mientras que la unicidad se
debe a que tanto p; como uo son medidas o-finitas.

Integracién. Como sabemos, dado un espacio de medida (X, </, u) es posible construir
la integral de Lebesgue de una funcion medible sobre un conjunto E € & con respecto a
la medida p siguiendo una serie de pasos. No trataremos aqui dicha construccién, pues no
necesitaremos entrar en tanto detalle; el lector interesado puede consultarla, por ejemplo,
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en el libro de Stein y Shakarchi (2005). Diremos que una funcién medible f: X — [—o00, 00]
es integrable con respecto a la medida p si [ |f(2)| du(x) < oo, y denotaremos mediante
L, (X) al espacio de las funciones integrables en X con respecto a la medida . Asimismo,
cabe senialar que a lo largo de este documento utilizaremos indistintamente las siguientes
notaciones para referirnos a la integral de una funciéon f sobre un conjunto medible E con
respecto a una medida p:

| #@)duta). /ZEEf(x)du(w% | fayas, LEEf(x)dx,

donde, en los dos ultimos casos, la medida con respecto a la cual estamos integrando quedara
clara por el contexto.

El siguiente resultado afirma que podemos obtener una nueva medida a partir de otra
dada asignando una densidad a cada punto del espacio e integrando sobre un subconjunto
medible, es decir:

Proposicién 1.1.16 (Borodachov, Hardin y Saff, 2019, Prop. 1.4.4). Sea (X, o/, u) un

espacio de medida y sea f: X — [0,400] una funcidn p-medible. Entonces, la funcion
vi: o — [0,+00] definida como

vp(4) = /A £(@) du(z)

es también una medida. La funcion f se denomina densidad de la medida vy con respecto a
1.

Concluiremos esta secciéon enunciando un conocido teorema que nos serd muy util a la
hora de calcular integrales sobre el producto de dos espacios:

Teorema 1.1.17 (Teorema de Fubini). Sea f € Ly, xpu, (X1 X X2), donde p; es una medida
o-finita en X;, con i = 1,2. Entonces,

/XlxX2 f(@,y) d(ps % po)(z,y) = /X1 ( . f(z,y) d/},g(y)) dpiy (z)

-/ ( [ ) du1($)> A (),

y todas las integrales estan bien definidas.

En general, prescindiremos de los paréntesis. Asimismo, en ocasiones abusaremos ligera-
mente de la notacién y denotaremos la integral sobre el producto como

/ F(,y) das (z) dpa(y).
X1 xXo

1.2. Funciones semicontinuas

Aunque la definicién de semicontinuidad puede darse para espacios topoldgicos en general,
aqui nos centraremos en el caso de espacios métricos compactos. Seguiremos la seccién 1.5
del libro de Borodachov, Hardin y Saff (2019).
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Definicién 1.2.1. Sea A un espacio métrico compacto y f: A — R U {+o0} una funcién
real extendida. Decimos que f es semicontinua inferiormente en un punto zy € A si
(1.2.1) f(zo) <liminf f(x).
T—rT0o

La funcién f se dice semicontinua inferiormente en A si es semicontinua inferiormente en
todo punto de A. Andlogamente, se dice que f es semicontinua superiormente en un punto
To € A si

f(0) > limsup f(x),

T—rTo

y se dice semicontinua superiormente en A si es semicontinua superiormente en todo punto
de A.

Es facil ver a partir de esta definicién que una funcién es continua si y sélo si es semicon-
tinua superior e inferiormente. A continuacién probaremos una version del conocido teorema
de los valores extremos o teorema de Weierstrass para el caso de funciones semicontinuas
inferiormente, para lo cual necesitaremos el siguiente resultado previo:

Lema 1.2.2. Sea A un espacio métrico y sea f: A — R tal que m = infoca f(x) > —0c0.
Entonces, existe una sucesion {xn, 15>, C A tal que f(z,) — m. La sucesion {x,}52, se
denomina sucesién minimizante.

Teorema 1.2.3. Una funcion semicontinua inferiormente en un espacio métrico compacto
A es acotada inferiormente y alcanza su infimo en algin punto de A.

Demostracion. Sea f: A — RU {+oco} una funcién semicontinua inferiormente. Veamos en
primer lugar que es acotada inferiormente. Por reduccién al absurdo, supongamos que no lo
es. Entonces, para cada n € N existird un x,, € A tal que

flzn) < —n.

Dado que A es compacto, la sucesién {x,} posee una subsucesién {z,, } convergente a un
punto zo € A. Como f es semicontinua inferiormente, tenemos que

flzo) < hnrggff(xnk) =%

lo cual es absurdo. Por tanto, f es acotada inferiormente. Veamos ahora que alcanza el infimo.
Sea m = inf{f(z) : x € A}; por el lema 1.2.2 sabemos que existe una sucesién minimizante
{zn}2, C A tal que f(z,) — m cuando n — oo. Dado que A es compacto, la sucesién
anterior contiene una subsucesién {z,, }3>, convergente a un punto a € A. Entonces, por
(1.2.1) tenemos que

fla) < hkminff(mnk) =m.

Por otro lado, dado que, por definicién, tenemos que m < f(a), se obtiene f(a) =m, con lo
que el infimo se alcanza en un punto de A. O

1.3. Funciones especiales

A lo largo de esta memoria apareceran con cierta frecuencia algunas funciones especiales, como

las funciones gamma y beta o la funcién hipergeométrica de Gauss, por lo que dedicaremos

esta seccién a recordar la definicién de estas funciones y recopilar algunas de sus principales

propiedades. En esta seccién hemos seguido como referencia el libro de Temme (1996).
Comencemos recordando la definicién de la funcion gamma:
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Definicién 1.3.1. La funcion gamma se define como
o0
(1.3.1) I'(z)= / t*7te7tdt, Re(z) > 0.
0
Si integramos por partes en (1.3.1), obtenemos una 1til relacién funcional:

I'z+1) :/ t’ze*tdt:z/ t*~le7tdt = 2I(2).
0 0

Dado que I'(1) = 1, la relacién anterior muestra que la funcién gamma es una generalizacién
del factorial, pues I'(n + 1) = n! paran € N.

La funcién I'(z) puede extenderse por continuacion analitica a todos los niimeros complejos
excepto los enteros no positivos, en los cuales dicha continuacién analitica tiene polos simples;
esta extensién meromorfa se denota asimismo mediante I'(z). A continuacién presentamos
dos ttiles propiedades de esta funcién:

Proposicién 1.3.2. La funcion gamma verifica la siguiente propiedad, conocida como férmula
de reflexion:

(1.3.2) [0l —z) = —

sin(nz)’
A partir de la expresién (1.3.2) se tiene, por ejemplo, que I'(1/2) = /7.

Proposicién 1.3.3. La funcion gamma verifica la siguiente propiedad, conocida como férmula
de duplicacién de Legendre:

(1.3.3) I'(2)[(z+1/2) =221 (;) I'(2z), zeC\ {g ck€ZEk<L 0}.

Otra funcién especial estrechamente relacionada con la funcién gamma es la funcién beta,
cuya definicién recordamos a continuacion.

Definicién 1.3.4. La funcion beta se define como

1 1
(1.3.4) B(z,y):/ tm’l(l—t)y’ldt:2/ 27711 —t%)v=1dt, Re(x),Re(y) > 0.
0 0

Es claro a partir de la definicién anterior que la funcién beta es simétrica, es decir,
B(z,y) = B(y, x). Ademaés, puede evaluarse en términos de la funcién gamma:

(1.3.5) B(z,y) =

La funcion hipergeométrica. Para finalizar esta seccién introduciremos la funcién hiper-
geométrica. En su versién mas general, la funcion hipergeométrica se define como sigue:

Definicién 1.3.5. La funcidn hipergeométrica generalizada ,Fy(aq,...,ap;b1,...,bq;2) se
define como

= (a1)n - (ap)n 2"
1.3. F, 3b1, ..., bg52) = E — — 1
(1.3.6) P q(al’ , ap; b, 7bqu) (bl)n"'(bq)n nl 2| < 1,

n=0
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donde (a), es el simbolo de Pochhammer o factorial ascendente, definido por (a)g =1y
(a)p =ala+1)---(a+n—1)sin > 0. Es decir,

I'(a+n)
)y =————=, n>0.
( )n F(CL) I =
Notemos que la formula que involucra a la funcién gamma no esta definida para enteros no
positivos, pero el producto finito siempre lo esta.

En este trabajo, no obstante, utilizaremos solamente la denominada funcion hipergeomé-
trica de Gauss:

00 n 1 1) 22
M% ab, palat Do+ g

1.3.7) 2Fi(a,b;c;2) = =1+
( 37) 2 1(a,b,c,Z) Z - CZ+ C(C+1) 2

n=0
Ademaés, supondremos que a, b, c € R. A partir de la serie (1.3.7) puede calcularse ficilmente

la derivada de o F} (a,b; ¢; z) sin mas que derivar término a término:

d b
(1.3.8) £2F1(a,b;c;z) = %gFl(a+1,b+1;c+1;z).

Veamos algunas propiedades de la funcién hipergeométrica. En primer lugar, comprobemos
que, en efecto, el radio de convergencia de la serie (1.3.7) es 1.

Proposicién 1.3.6. La serie (1.3.7) tiene radio de convergencia 1.

Demostracion. Recordemos que, dada una serie de potencias ZZOZO an 2™, su radio de con-
vergencia p puede calcularse como

1
— = lim

p n—oo

Qp41
(079

9

siempre y cuando exista dicho limite. Teniendo en cuenta que (a),+1/(a), = a + n, tenemos
que

!
w5 o | nsoe| (@ (Ot i+ 1|~ wose| e+ m)(n+ 1
. [n?+n(a+0b)+ab
= lim =1,
n—oo| n2 +n(c+1)+c¢
como queriamos probar. O

Por la proposicién anterior tenemos que la serie (1.3.7) converge si |z| < 1y diverge
fuera del disco |z| < 1. En este ultimo caso, podemos considerar la continuacién analitica
dada por la siguiente férmula, conocida como representacion integral de Euler de la funcion
hipergeométrica:

(1.3.9) oFi(a,b;c;2) = L(c) ) /01 71— )77 (1 — 2t) T dt,

T (c —

conc>b>0y z¢][l,00). La prueba de este resultado puede encontrarse en la seccién 5.2
del libro de Temme (1996). Para analizar lo que ocurre en el caso z = 1 necesitaremos el
siguiente teorema, debido a Abel:
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Teorema 1.3.7 (Ahlfors, 1979, §2.5). Sea g(z) = Yo" anaz™ con coeficientes reales a, y
con radio de convergencia 1. Supongamos que la serie Y > a, = g(1) converge. Entonces,
g(x) es continua por la izquierda en x = 1, es decir,

lim g(z) = g(1).

r—1—
Proposicién 1.3.8. Sic—a—b >0, entonces la serie (1.3.7) converge en z =1y

Ir'e)l’'(c—a-1")
I'(c—a)l(c—b)

(1.3.10) 2Fi(a,b; ;1) =

Sic—a—b<0, entonces la serie (1.3.7) diverge en z = 1.

Demostracion. Probaremos que la serie (1.3.7) es absolutamente convergente en z = 1, es
decir, queremos probar que la siguiente serie converge:

o] a), bn o]
2 ((i)(n!) =2 o
n=0 n n=0

Dado que se trata de una serie de términos positivos, podemos aplicar los criterios de
convergencia correspondientes a este tipo de series. En concreto, aplicaremos el criterio
de Raabe-Duhamel, que afirma que si ) o, es una serie de términos positivos y r =
limy, 00 (1 — apy1/au,), entonces la serie es convergente si r > 1 y divergente si r < 1; si
r =1, o si el limite no existe, este criterio no aporta informaciéon. En la demostracién de la
proposicién 1.3.6 ya vimos que

n% +n(a+b) + ab
n2+n(c+1)+c|

an+1 o
(679

Ademés, existird un N € N tal que n? +n(a+b) 4+ ab,n? + n(c+1) +c > 0 para todo n > N,
luego

2
lim n(1— 2" ) = Jim (12 +nla+b) +ab
n—00 Qp, n— oo n2 4 n(C + 1) +c

. n?+n(c+1)+c—n?—n(a+b)—ab
= lim n
n>+n(c+1)+c
. n*(c—a—b+1)+n(c—ab)
= lim
n—00 n2+n(c+1)+c

n—00

=c—a—-b+1,

con lo que, por el criterio de Raabe-Duhamel, la serie convergeen z=1sic—a—b>0y
diverge si ¢ —a — b < 0. Calculemos entonces su valor en z = 1, suponiendo que ¢ —a — b > 0.
Por el teorema 1.3.7 tenemos que 2 F; (a, b; ¢; z) es continua por la izquierda en z = 1, luego,
teniendo en cuenta la representacién integral (1.3.9), tenemos que

: : I'(c ! — c—b— —a
2F1(a»b;051):21£§12F1(aab;0;2):Z1g{1m/) M=) (L = 2t dt

= I‘()I]:((Cc)_b)/o tb71(1 _ t)cfafb—l dt = F(b)];((cc)_b)
_ I I®I(c—a-b I()r(c—a-b)
r _

B(b,c—a—0)

b
(b)I(c —b) I'(c—a)  I(c—a)l(c—b)’

como buscidbamos. O
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Corolario 1.3.9. Sic—a—b > 0 y z € R, la funcidn hipergeométrica 2F(a,b;c; z) es
continua por la izquierda en z =1, es decir,

) I'(c)'(c—a—0)
lim oF (a,b;¢; 2) = 2 Fy (a, bic; 1) = :
Jim oFilabiez) =oFilabial) = 5o smr—y)

Es claro a partir de la prueba de la proposicién 1.3.8 que la serie (1.3.7) no converge en
z=1sic—a—b<0;sin embargo, atin podemos decir algo cuando nos acercamos a dicho
punto, aunque antes necesitamos el siguiente lema:

Lema 1.3.10. Sic>b>0y z ¢ [1,00), se verifica la siguiente relacion:
2Fi(a,b;¢;2) = (1= 2) P9 Fi(c — a,c — by 2).

Demostracion. En primer lugar, si consideramos el cambio de variable t = 1 — s en la integral
(1.3.9), tenemos que

F(C) ! c—b—1 751771 — $2) "% ds
OIRC b)/os (1-s)"1(1 +s2)"%d

b _
(b)];((cc)_ b (1 _lz)a /01 s (1 — s)b ! (1 _ Zsjl)_a ds

_ z
=(1-2)"%F (a,c—b;c;zl>,

2F1(a,b;c;2) =

r
r

pues z ¢ [1,00) implica que z/(z — 1) ¢ [1,00). Utilizando la relacién anterior y teniendo
en cuenta que la funcién hipergeométrica es simétrica en sus dos primeros argumentos,
obtenemos que

z z
2Fi(a, b6 2) = (1 —2)" "2 (a,c — by z—l) =(1=2)""F (C —b,a;¢ z—l)
=(1-2)"1 =2 F(c—bc—a;cz)
= (1 - 2)67a7b2F1(C —a,c— b7 G Z)7
como buscédbamos. O

Proposiciéon 1.3.11. Sic>b>0,c—a—b<0 yz € R, entonces

. oFi(a,b;c;2)  I'(e)['(a+b—c)
(1.3.11) zlir{l— (1 — z)e—a=b r'(a)l®)

Demostracion. Basta tener en cuenta el lema 1.3.10 y el corolario 1.3.9:

) Fi(a,b;¢;2) ) I'(c)(a+b—c¢)
lim 241\ 55<) Fole— ) = _
Jm G e = i e fi(e—a e —bieiz) (@) (b)

1.4. Nuestros espacios de trabajo

A lo largo de esta memoria trabajaremos fundamentalmente con dos tipos de conjuntos o
espacios. Por un lado, tendremos colecciones o configuraciones de N puntos, con N > 2,
que denotaremos wy = {x1,...,2x} ¥y en las que permitiremos que haya puntos repetidos;
estas configuraciones estardn tipicamente contenidas en esferas. A estas configuraciones de



16 1. PRELIMINARES

puntos las dotaremos de la medida de conteo, que denotaremos v, y que consideraremos
normalizada con el fin de que v, (wy) = 1. Recordemos que esta medida se define como

1
(1.4.1) Vo = 3 > ba

TEWN

donde ¢, es la medida de Dirac concentrada en el punto x.
Por otro lado, trabajaremos, naturalmente, con esferas; recordemos que la esfera unidad
de dimensién d se define como

St i={z e R . |z| =1}, deN,

donde ||-|| es la distancia euclidea usual. Dotaremos a S? de la medida de Lebesgue, que
denotaremos p cuando no esté normalizada y uge cuando la normalizamos de modo que
psa(S?) = 1. El siguiente resultado muestra una relacién entre la esfera de dimensién d y
la esfera de dimensién d — 1 y, bajo ciertas condiciones, permite reducir el cdlculo de una
integral sobre S% a una integral simple.

Lema 1.4.1. Sea v € S? y sea f: S* — R una funcion tal que f(u) = g({u,v)) para alguna
funcion integrable g: [—1,1] — R. Entonces, [ es integrable y

Flu)dp = v01<8d—1)/ g(B)(1 — £2)8/2-1 g
Sd

-1
Demostracion. Consideremos el difeomorfismo siguiente:

p: STlx (-1,1) — S

(p,1) — (pV1—t2t).

Utilizando la férmula (A.0.4) tendremos que
a2 [ s [ (F © ) (9. 1) NJac(, 00 d(p, )
ueSe (p,t)€S4—1x(—1,1)

La condicién de que f(u) = g({u, v)) para algiin v € S? quiere decir que f depende solamente
de una coordenada, de modo que, sin pérdida de generalidad, podemos tomar v = eg41 =
(0,...,0,1). Asi, si denotamos u = (u1,...,u4+1), tendremos que f(u) = g(ug+1). Por tanto,

(fop)(p,t) = f(pV1—1t2t) = g(t).

Llevando esto a la expresion (1.4.2), obtenemos que

[ e[ sONIeg e
ue p,t)ESI—1x(—1,1
(1.4.3) X

= vol(s*1) / 9(O)NTacyop dt,

-1
donde hemos aplicado el teorema de Fubini e integrado la parte correspodiente a S%, ya
que la funcién sélo depende de t. Por tanto, basta probar que NJac(, »¢ = (1 — t2)d/2_1.
Consideremos entonces la aplicacién diferencial D, ) ¢: T(p,t)(Sdfl x (-1,1)) — Tw(pyt)Sd,

y sea {v,...,vq} la base ortonormal de T{, ) (S? x (—1,1)) formada por {v;}{_] =

{(ps, 0)}?;11 y va =egy1 = (0,...,0,1), donde
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Calculemos la imagen de los elementos de esta base por la aplicacién diferencial:

. d . d )
Dpuyei0) = | ¢((pt) +5(0,0)) = | op+spis1)
S 1s=0 ds s=0
_ o . _ 12 (. )
= o . ((p+ spi)V1—t ,t) (p, 1—t ,0) .
d d
Dppypleart) = Is » o((p,t) +teay1) = Is o o(p,t+s)
d t
= — —_ 2 = JR— I .
Is S:O(p\/l (t+s),t+s) ( D 1—t2’1>

Dado que cada uno de los p; es ortogonal a p, tenemos que la imagen de la base ortonormal
de la que partiamos es una base ortogonal, con lo que el volumen del paralelepipedo que
definen es simplemente el producto de sus normas. Por tanto, el jacobiano normal de ¢ en el
punto (p,t) vendra dado por

d—1

d—1
1
[TIp:llv1—= [[vVi-2=@a-)

t
S (S =)

Por tanto, concluimos que

1

/ flw)du = vol(Sdfl)/ gt (1 — t2)d/271 dt,
uesd

-1
como queriamos probar. O

A partir del lema anterior es posible calcular, por ejemplo, el volumen de la esfera unidad
de dimensién d:

Corolario 1.4.2. El volumen de la esfera unidad de dimension d es

9 (d+1)/2

vol(S?) = W.

Demostracion. Probémoslo por induccién en d. En el caso d = 1 tenemos que

or(1+1)/2
vol(SY) =27 = ————,

(&)
luego la férmula se verifica. Supongamos entonces que es cierta para d — 1 y probémoslo para
d. Por el lema 1.4.1 tenemos que

1

vols) = [ du=vaie*™) [ -t —voist) 5 (5.5)

272
hip. ind. 27/ Val(2) _2pldD)/2
r(g) I

como queriamos probar. O
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1.5. Energia discreta y energia continua

En esta seccién introducimos la notacién y terminologia bésicas que utilizaremos en el
capitulo siguiente y veremos algunos resultados de teoria del potencial que nos seran utiles
mas adelante.

1.5.1. Energia discreta. Comenzaremos introduciendo la terminologia asociada al problema
de minimizacién de la energia discreta. Aunque todo lo que presentamos a continuacién
puede ser aplicado a un espacio métrico en general, nosotros nos limitaremos al caso de la
esfera S? con la distancia euclidea || - ||. Seguiremos fundamentalmente las secciones 2.1 y 2.2
del libro de Borodachov, Hardin y Saff (2019).

En primer lugar, llamaremos nicleo a una aplicacién K: S% x S — R U {+oc}. Asi, la
K -energia de una configuracién wy de N puntos en S se define como

N N
EK(UJN> = ZZK(.’E“.’E]) = ZK(.’L‘i,.’L‘j).
i=1=1 i#j
JF

Asimismo, se define la K -energia minimal discreta de N puntos de S¢ como
éEK(Sd,N) = inf{EK(oJN) twy C Sd}

Dado que S? es un espacio compacto y K serd, tipicamente, una aplicacién semicontinua
inferiormente, tendremos que Fx serd semicontinua inferiormente en el espacio compacto
(SN de modo que, por el teorema 1.2.3, existirad una configuracién de N puntos wy C S
tal que Ex(wy) = &x(S% N). Diremos entonces que w¥, es una configuracién minimizante u
optima para la K-energia en S%.

En este trabajo trataremos principalmente con dos nicleos, que definimos a continuacion.

Definicién 1.5.1. Se define el s-nicleo de Riesz en S* x S como
1

W, S>O7 x7y€Sd.

K(x,y) =
Utilizaremos la notacion
ES(LUN) = EKS (wN), s> 0,
para denotar la s-energia de Riesz discreta de una configuraciéon wy C S¢, y
&(SY N) = &k (ST, N), s>0,

para denotar la s-energia de Riesz discreta minimal de N puntos de S¢. Las configuraciones
minimizantes wj, se denominaran configuraciones minimizantes de la s-energia.

Cuando s — 0, como mencionamos en la introduccién del trabajo, la observaciéon de que
d _ _
df T 5= logr 1
S1s=0
sugiere la siguiente definicién:

Definicién 1.5.2. Se define el niicleo logaritmico en S x S* como

Klog(‘ra y) = log ) T,y € Sd'

1
|z —yll
Las energias logaritmicas asociadas se denotaran mediante
Elog(wN) = EKlog (OJN)’ éﬁog(de N) = éaKlog (de N)»

y nos referiremos a este caso como el caso s = log de la energia de Riesz.
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1.5.2. Energia continua. Aunque en la subseccién anterior hemos hablado de la energia
desde una perspectiva discreta, es posible hablar de ella también desde un punto de vista
continuo (Borodachov, Hardin y Saff, 2019, §4.1). Asi, si denotamos como . (S?) al conjunto
de todas las medidas de probabilidad borelianas con soporte en S? y consideramos un niicleo
K:S% xS — RU{+occ}, podemos definir el potencial de una medida p € .#(S%) con
respecto al nucleo K como

(1.5.1) Vi) = [ Klepdu). « e,
y la energia continua de una medida p € .#(S?) con respecto al niicleo K como

Vi [ k@ dute) = [[ K@) duto) du).

En ocasiones utilizaremos también los términos K-potencial de p o K-energia de p. La menor
de estas energias se conoce como constante de Wiener:

Wi (S?) == inf{V} : pc.#(S}.

Al igual que en el caso de la energia discreta, cuando K sea el nicleo de Riesz K utilizaremos
las siguientes notaciones:

Ul =Uk, VE=VE, WS =W, (8.

Utilizando técnicas de teoria del potencial es posible demostrar que la medida que proporciona
la menor energia continua en la esfera en el caso del nicleo de Riesz es, precisamente, la
medida de Lebesgue normalizada pugs (Borodachov, Hardin y Saff, 2019, §4.6), esto es,

Ws (Sd) _ Vsugd )

Notemos que podemos definir también el potencial asociado a la medida de conteo v,
definida en (1.4.1), en cuyo caso la integral en (1.5.1) se reduce a una suma finita:

(1.5.2) Uy () = % Z K(z,y), zeS%

YEWN

Cabe senalar que en el caso de que K sea el ntcleo de Riesz o el nicleo logaritmico, tanto
el propio niicleo como el potencial U (z) pueden definirse en todo el espacio R+,

Una importante propiedad de los potenciales asociados a ntcleos semicontinuos infe-
riormente es que ellos mismos son semicontinuos inferiormente. Para probarlo necesitamos
recordar el lema de Fatou:

Lema 1.5.3 (Lema de Fatou). Sea p una medida positiva en un espacio métrico X. Si
{fn}S2, es una sucesion de funciones medibles no negativas en X, entonces la funcion
f(z) =liminf, o fn(z), z € X, es también medible y

liminf/an(x)d,u(a:) 2/Xf(x)d,u(33).

n—o0

Proposicién 1.5.4. Sea K: S% x S% — R U {+o00} un niicleo simétrico y semicontinuo
inferiormente. Entonces, el potencial Uy (x) de cualquier medida de probabilidad boreliana p
en S es una funcion semicontinua inferiormente en S?.
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Demostracion. Fijemos un punto z € S¢ y consideremos una sucesién {z,,}2°; C S¢ tal que
, — x cuando n — oo. Dado que el micleo K es una funcién semicontinua inferiormente en
un conjunto compacto, es acotado inferiormente, como probamos en el teorema 1.2.3. Sea
entonces ¢ € R una cota inferior de K en S% x S?, y consideremos el niicleo K — ¢. Por un
lado, tenemos que

Ute-ola) = [ (K@) =) duty) = V(o) =< [ dunto).

Por otro lado, dado que {K (z,,,y) —c}$2; es una sucesién de funciones medibles no negativas,
aplicando el lema 1.5.3 obtenemos que

/ (K (2,y) - o) du(y) = / lim inf (K (0, y) — ) du(y) < lim int / (K (2n,y) — ) dpu(y)
Sd Sd

gd n—oo n— oo

=liminf | K(zn,y)duly) —c [ du(y)

n—oo  [gd sd
— Tlim I _
= hnrgloréf Uk () C/sd du(y),
de donde
Ute(x) < lim inf Uf (),
con lo que Uf (z) es una funcién semicontinua inferiormente. O

1.5.3. Energia de Riesz en S?. Una vez que hemos fijado los términos del problema de
minimizacién de la energia, en esta subseccién calcularemos el potencial y la energia de
Riesz de la medida uge, que, como ya hemos mencionado, es la que proporciona la menor
energia continua en S?. Para ello, seguiremos lo realizado en el apéndice A.11 del libro de
Borodachov, Hardin y Saff (2019).

Nuestro objetivo es, por tanto, calcular la siguiente integral:

1
1.5.3 SMSd:// ——— duga(x) duga (y).
(123 o Tl — e 1 s )

Dicho calculo solamente tiene sentido si s < d, pues, en caso contrario, la integral anterior
vale co. Asf pues, consideremos en primer lugar un nicleo de la forma K¢(z,y) = f(||lz —y||?);
la energia asociada a dicho nicleo sera

(1.5.4) Vst = [ 1= olP) duss(w)dsat).
S xSd
Proposicién 1.5.5. Sea f: (0,00) — R una funcidn continua tal que la integral (1.5.4) es
finita. Entonces, para cada v € R4 con ||z|| = R > 0, se verifica que
vol(S-1

1
U;ésfd (z) =241, ) /0 f((R+1)* — 4Ru) w2711 — w) 27 .

vol(S9)
Demostracion. En primer lugar, notemos que
x
Iz = yl* = o = g =) = 2] + Iyl - 2w,y) = 1+ B~ 2R(7.y).
Entonces, por el lema 1.4.1 —teniendo en cuenta que en este caso la medida esta normalizada—

tenemos que

0@ = [ = ol?) dussto) = [ 5 (81 2R(5.0)) dueato)



1.5. ENERGIA DISCRETA Y ENERGIA CONTINUA 21

1 d 1
- VOOISSd / F(R?4+1—2Rt)(1 — )42~ qt.
Vi

Si hacemos el cambio de variable 2u = 1 4 ¢ en esta tltima integral, podemos concluir que

U/—"Sd (CC) — M /1 f (R2 + 1 N 2R(2U - 1)) (*4'&2 +4u)d/271 . 2du
Ky vol(S9)  J,
L vol(Sd1) ! - -
| (0w g
como buscdbamos. O

Proposicién 1.5.6. Sea f: (0,4] — R una funcidn continua tal que la integral (1.5.4) es
finita. Entonces,

. 2d lfi
V;(id = d / fduw)u /2- o¢! u)d/271du.
(%)

.. .. . Had

Demostracion. Fijemos un x € S, de modo que ||z|| = R = 1. El potencial Uy’ es constante
. . Hed . . .

en S¢, es decir, U;Sfd (x)=U st (2") para cualesquiera z, 2’ € S, pues la esfera es invariante

por rotaciones y bastaria considerar una rotacién que lleve z a z’. Tenemos entonces que

Hg Hg _ Hg
= [ Uk @) duss() = U @) [ disale) = Ui o)
Por tanto, por la proposicién 1.5.5, tenemos que

d— 1V01 Sd 1

Hgd Hgd
Vde_UKf( )_ vol Sd

/f 4 —4) 142711 — )2 g,

Haciendo el cambio de variable 1 — t = u, tenemos que

a—1vol(8"™1) (Se-1)

VKMid -9 ol Sd / f 4U d/2— 1( u)d/271 du

2d1]_‘@ d/2—1 d/2—1
:M/o FlAw)ut2 (1 — )21 gy,
2

como queriamos probar. O

Cuando K es el s-ntcleo de Riesz, con 0 < s < d, el potencial Uy “gd tiene la siguiente
representacion en términos de la funcion hipergeométrica:

Proposicién 1.5.7. Sea d € N. Entonces, para 0 < s < d y para cada x € R con
lz|]| = R > 0, tenemos que

4R

1 s d
1.5.5 s :/ 4 — (R+1)"%F (7;d;>.

Demostracion. Por la proposiciéon 1.5.5 tenemos que

d_q Vol (St

Uil (z) = VO](Sd)) /O F((R+1)? — 4Ru) w271 (1 — w)¥2~ du.
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)—S/

Dado que en este caso f(||z —y|?) = (Hx —ylI? 2, tenemos que

2\ —S/2
407 = am0) = (R 07 = )" = (R 02 4T )

— e (1 (;ij)‘s”.

Llevando esto a la integral anterior, obtenemos que
. 24-1  yol(Se-1) ! ARu \ /?
[hse _ / 1— d/2=1(1 _ ,)%/2-1 qu..
K O = R volsh) J, ( (R+ 1)2> W) B
Por la férmula 1.3.9, concluimos que
’ 291 vol(STY) I'(4)? d 4
Uit (x) = voll ) 1) o Fy iﬂd;iR .
! (R+1)* vol(S%) I'(d) 27277 (R+1)?
Finalmente, por (1.3.3) tenemos que
vol() P97 _ (Y _ TEHIE) _ 2-0ard) iy
vol(S?)  I'(d) — /7I'(2)I'(d) Val(d) Val(d) '

de donde se sigue la férmula buscada. O

Con todo lo anterior, podemos calcular ya el valor de la energia continua asociada al
potencial de Riesz:

Corolario 1.5.8. Sea d € N. Entonces, para 0 < s < d, se tiene que

(1.5.6) I A A G w L ) S N G LA Gk

VAT T IO )

Demostracién. En este caso tenemos que el nicleo es Ky(z,y) = (|| — y||2>_8/27 por lo que,
aplicando la proposicién 1.5.6, tenemos que

2d—1l‘v(@) 1
Vvsllsd _ d2 / (4u)75/2ud/271(1 _ u)d/271 du
Vrl'(3)  Jo
_ 2d—3—1[‘(%) /1 u(d7872)/2(1 o u)d/27l du = 261—5—1]“(%)3 <d —S d)
var(g) o Vrl(4) 2 72
=L p(d41) P(doa)r(d)  gi-sml D(d4h)r(5)
vil(g)  I'(d-3) v I'(d-3) 7
con lo que hemos probado la primera igualdad. Para probar la segunda igualdad, por la
féormula de duplicacién para la funcién gamma (1.3.3) tenemos que

r (d;‘s) r (d_SH) _ 9l-dts /T P(d — 5),

2

Llevando esto a la expresion anterior, concluimos que

e _ 2071 L) dyard—s)  I(%H)rd-s)
VT D=1 - 3) P(&=EI(d - 5)
con lo que obtenemos también la segunda igualdad. O

Llegados a este punto, nos encontramos ya en situacién de abordar los resultados de
separacion que constituyen el objetivo principal de este trabajo.



CAPITULO 2

Resultados de separacion

Tras haber introducido en el capitulo anterior los rudimentos del problema de minimizacién
de la energia de Riesz en esferas, podriamos plantearnos la siguiente pregunta: dada una
coleccion wy de N puntos que minimizan la s-energia en S¢, ;estaran estos puntos bien
separados, independientemente del valor de N7 Recordemos que la distancia de separacion

de una configuraciéon wy = {z1,...,2x} de N puntos en S? se define como
1) = i —y
(wn) ISgr;;jngvllﬂcz ;]

y decimos que una familia {wy}5° de configuraciones de puntos en S? esta bien separada si
existe una constante C = C(d) > 0, independiente de N, tal que para todo N > 2 se cumple
que

(2.0.1) S(wy) > CN~V4,

Es posible que el lector piense que la respuesta a la pregunta que nos haciamos en el
primer parrafo es que los puntos de una configuracion minimizante estaran obviamente bien
separados, pues es cierto que, a la vista de las expresiones de los nicleos de Riesz y logaritmico
mostrados en las definiciones 1.5.1 y 1.5.2, tal configuracién no podria estar formada por
puntos demasiado préximos entre si. En efecto, sabemos, por ejemplo, que los puntos que
minimizan la energfa en S' estan bien separados, al igual que ocurre en el caso de S? para
la energia logaritmica o en S? con d > 2 y d—2 < s < d. De hecho, estos son los tinicos
casos —ademads del caso hipersingular ya mencionado en la introducciéon de la memoria—
en los que se ha probado la existencia de una constante en el sentido de la desigualdad
(2.0.1), y seran los que analicemos en el presente capitulo, con la salvedad de que en S nos
limitaremos al caso d — 1 < s < d. Esto quiere decir que, aunque intuitivamente parezca
evidente, desconocemos si los puntos que minimizan la energfa logaritmica en S con d > 3
estan bien separados, o si lo estan en el caso s < d — 2.

2.1. Puntos bien separados en S!

Comenzaremos nuestro anélisis de la distancia de separaciéon de configuraciones minimizantes
en esferas con el caso mas sencillo: el de la circunferencia unidad. Para ello, probaremos en
primer lugar que en S! la tnica —salvo rotacién— configuracién de puntos que minimiza la
energia para una amplia familia de nicleos, tanto en el caso de la distancia euclidea como en
el de la distancia geodésica, es la formada por puntos equiespaciados; esto equivale a decir
que las configuraciones 6ptimas de N puntos son las constituidas por las raices N-ésimas de

23
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la unidad rotadas una fase arbitraria. Una vez probado esto, para obtener el resultado de
separacion buscado bastard con calcular como varia la distancia de separacion de las raices
N-ésimas de la unidad en funciéon de N. Salvo que se indique lo contrario, en esta seccién
seguiremos la seccién 2.3 del libro de Borodachov, Hardin y Saff (2019).

En lo que resta de esta seccién, supondremos que la circunferencia S' tiene una cierta
orientacién y denotaremos mediante L(x,y) la distancia del punto x al punto y a lo largo de
S! en el sentido dado por su orientacién y mediante (z,y) la distancia geodésica entre = e y
en S', esto es, la longitud del arco més corto en S! que une z e y. Notemos que todas las
nociones introducidas en la seccién 1.5 pueden formularse de forma analoga para la distancia
geodésica, pues pueden definirse, de hecho, para cualquier otra métrica distinta de la euclidea.

Comenzaremos analizando el caso de la distancia geodésica; para ello, necesitaremos
recordar la definiciéon de funcién convexa y probar una 1til desigualdad, conocida como
destgualdad de Jensen.

Definicién 2.1.1. Una funcién f: I — R definida en un intervalo I se dice conveza si para
todo par de puntos z,y € I y para todo A € [0,1] se tiene que

(2.1.1) fOAz+ (1 =Ny) <Af(@) + (1= A)f(y)

Una funcién f se dice estrictamente conveza si la desigualdad (2.1.1) es estricta cuando
0 <A< 1lyx#y. Una funcién f se dice (estrictamente) céncava si la funcién —f es
(estrictamente) convexa.

Proposicién 2.1.2 (Desigualdad de Jensen). Sea f una funcidn convera en un intervalo
I C R. Entonces, para cualesquiera numeros xi,...,x, € I y para cualesquiera pesos
positivos A1, ..., A, tales que >, N; = 1, se verifica la siguiente desigualdad, conocida
como desigualdad de Jensen':

(2.1.2) f <i A:c) <

En particular, tomando todos los pesos iguales, se tiene que

(2.1.3) / (i sz) <23 S,

i=1

Demostracion. Procederemos por induccién en n. Dado que f es convexa, en el caso n = 2
la desigualdad se verifica. Por tanto, supongamos que es cierto para n y probémoslo para
n + 1. Sean entonces 1, ..., Tn, Tny1 €L ¥ A1,. .., Ap, A1 > 0 tales que Z?:ll A; = 1. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que \,11 < 1. Por tanto,

n+1 n )
f (Z Az‘%‘) =f ((1 — Ant1) Z 1_#% + /\n+1$n+1>
i=1

i=1 An+1

S (1 - An—i—l)f (Z 1_)‘2']%) + An—i—lf(xn-l-l)

A
i—1 n+1
n

< (1= MAnt1) Z %f(l'i) + A1 f(@nt1)

/\n+1

n=0

1Bajo el nombre de desigualdad de Jensen pueden encontrarse formulaciones més generales de la
desigualdad mostrada y que son aplicables a otros &mbitos como teoria de la medida o teoria de la probabilidad.
Sin embargo, en este trabajo serd suficiente con esta sencilla versién.
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n n+1

= Z/\lf( )+/\n+1f xn-‘rl ZA f xl

i=1
como queriamos probar. O

Teorema 2.1.3. Sea f: (0,7] — R una funcién convexa y decreciente definida en t = 0
por el valor (posiblemente infinito) limy_o+ f(t), y sea K el nicleo en S' x St definido
por K(z,y) = f(l(z,y)). Entonces, una configuracion de N puntos igualmente espaciados
en S' con respecto a la longitud de arco minimiza la K-energia discreta. Ademds, si f es
estrictamente convexa, éstas son las unicas configuraciones de N puntos que alcanzan un
minimo global.

Demostracién. Sea wy = {x1,...,zy} una configuracién arbitraria de N puntos en S! y
supongamos que los puntos estan etiquetados de forma que el subindice se incrementa en
el sentido de la orientacién de S'. Asimismo, denotaremos TN4i = Tj,coni =1,... N.
Dado que ¢(xj,z1) < L(z;,x) para todo par de puntos de la configuracion, tenemos, para
1<k<N-1, que

N N

k
> g wipn) SZ (), Tj1k) > L(@jin-1,%j4n)

j=1 = j=1n=1

||
.MZ

k
L(Zjpn—1,Tjtn) = Z|Sl| = 2km.

Il
-

Il
Ma- \

n 1

J

Por otro lado, teniendo en cuenta que £(x;, z;+x) €s, o bien L(z;,z;1%), que ha de ser menor
que 27 — L(z;,z;1) por ser en este caso L(xj, xj4x) = £(x;, x;4k) la distancia més corta, o
bien 2w — L(x;, 2 4k), se tiene que

N N N
Zf Tj,Tjtr) Z (27 — L(zj,xj4k)) = 2N7 — ZL(xj, Tjtr) =2(N — k).
j=1 j=1 j=1
Denotemos ahora mediante w}; == {21, ..., 2n} una configuracién de puntos equiespaciados

en S' con respecto a la longitud de arco. Teniendo en cuenta las desigualdades anteriores,
tenemos que

N
27
Z Tj, Tjyk) < Wmln{k N —k} = (21, 2k11)-

Dado que la funcién f es convexa y decreciente, tenemos que

N—1 N N-— N
Z Zf( Tj, Tjtk)) Z Z Tj, Tjtk)
(2.1.4) =t =t =1
N-1 N-1 N
ZNZf(e(Zlek—&-l sz Zjvzj+k ):EK(C‘J?V)»
k=1 k=1 j=1

donde en la primera desigualdad hemos aplicado la desigualdad de Jensen (2.1.2) tomando
todos los pesos iguales a 1/N y en la segunda desigualdad hemos utilizado que f es decreciente.
En caso de que f sea estrictamente convexa, obtenemos una desigualdad estricta siempre y
cuando los puntos de wy no estén igualmente espaciados. O
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El siguiente teorema, que es en realidad un corolario del anterior, muestra que las
configuraciones de puntos equiespaciados minimizan la energia en el caso en que el nicleo
depende de la distancia euclidea en S!.

Teorema 2.1.4. Sea f: (0,2] = R una funcién conveza y decreciente definida en t = 0 por
el valor (posiblemente infinito) lim;_,o+ f(t). Entonces, toda configuracion wy de puntos
igualmente espaciados en S' minimiza la energia discreta asociada al nicleo K(x,y) =
f(lz —yl). Si, ademds, f es estrictamente conveza o estrictamente decreciente, entonces
ninguna otra configuracion de N puntos es dptima.

Demostracién. Probemos en primer lugar que, para cualesquiera z,y € S', se tiene que

Uay)

—yll = 25i
o= yll = 2sin =

Con la notacién de la figura 2.1, por el teorema de los senos tenemos que

_sin(a)  sin(2-9)  2sin(§)cos(§) . ra
le =l =GB mE =9 T es(@m 2 (3):

Teniendo en cuenta que #(z,y) coincide con « por tratarse de una circunferencia de radio 1,
se obtiene la igualdad buscada.

FicUura 2.1. Distancia euclidea y distancia geodésica entre dos puntos de la circunferencia unidad.

Afirmacion. La funcion g(t) == f(2sin(t/2)) es convexa y decreciente en (0, 7].

Demostracion de la afirmacion. Denotemos h(t) := 2sin(t/2). Tenemos que f es convexa
y decreciente en (0,2] y h(t) es céncava y creciente en (0, w]. Veamos en primer lugar que g
es convexa. Sean x,y € (0,7] y A € [0,1]. Entonces,

gz + (1= Ny) = f(h(Az + (1 = A)y)) < f(A(z) + (1 = A)h(y))
S A (M=) + (1 = A f(h(y) = Ag(z) + (1 = Ng(y),

donde en la primera desigualdad hemos utilizado que h es céncava y f decreciente, y en la
segunda, que f es convexa. Notemos que si f es estrictamente decreciente o estrictamente
convexa, entonces las desigualdades anteriores son estrictas y g es estrictamente convexa.
Veamos que g es decreciente. Sean z,y € (0, 7], con = < y. Entonces,
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Una vez que hemos probado que ¢(t) es convexa y decreciente en (0, 7], por el teorema 2.1.3
tenemos que las configuraciones de puntos igualmente espaciados minimizan la energia en
S con respecto al nticleo K(z,y) = g(l(z,y)) = f(||l* — y||). Notemos, ademés, que si
f es estrictamente convexa o estrictamente decreciente en (0, 2], entonces la funcién g
es estrictamente convexa en (0, 7], pues las desigualdades obtenidas en la prueba de la
afirmacién son estrictas en cualquiera de esos casos; luego, por el teorema 2.1.3, tenemos
que las configuraciones de N puntos equiespaciados en S! son las inicas que minimizan la
energia. O

Observacion 2.1.7. El teorema 2.1.4 puede generalizarse de forma trivial a circunferencias de
radio R arbitrario. Basta tomar como dominio de f el intervalo (0, 2R)].

Es una comprobacién inmediata —basta calcular las derivadas— que el s-niicleo de
Riesz definido en 1.5.1 es una funcién estrictamente convexa y decreciente si s > 0, al
igual que el ntcleo logaritmico definido en 1.5.2. Por tanto, el teorema 2.1.4 implica que
las configuraciones formadas por N puntos equiespaciados en S! resuelven el problema de
minimizacién de la s-energia discreta en los casos s > 0y s = log.

Con todo lo anterior, determinar cémo de bien separadas estan las configuraciones de
puntos equiespaciados en S' no es méas que un sencillo célculo:

Teorema 2.1.8. Sea f: (0,2] — R una funcion estrictamente conveza y decreciente definida
en t = 0 por el valor (posiblemente infinito) lim; o+ f(t). Sea wi una configuracion que
minimiza la energia en S' con respecto al nicleo K(x,y) = f(||lx —yl|). Entonces, la distancia

de separacion verifica que
4

d(wx) = 2sin (%) > N

Demostraciéon. Como ya hemos probado, para cualesquiera x,y € S! se tiene que
x,
| = y|| = 2sin <(2y)) :

En el caso de puntos equiespaciados en S, la longitud del arco més corto que los une coincide
con el dngulo subtendido por dicho arco desde el centro, que, en el caso de que sean puntos
consecutivos, es 2w /N. Por tanto,

)~ 9sin [ 27 ) — 9sin (=
5(wN)—251n<2N)—251n<N).

Probemos entonces la desigualdad. Dado que en el caso N = 2 se cumple con igualdad, basta
ver que la funcién f(N) = Nsin(n/N) es creciente. Calculemos su primera derivada:

f(N)= (sm (N) + N cos (;\TT) : (—%)) = (sin(W/N) — %COS(W/N)) :

Su segunda derivada vendra dada por

) () (—Nsin(w/N)(—w/Nz) —cos(7r/N)>

7" _ _
f (N>_COS(N N? N?
2

T T T T T T T
=cos(5) (~52) ~ i () + e () =7 (5):
luego f(N) < 0 paratodo N > 2, con lo que f'(N) es decreciente. Dado que lim ;o0 f ( )=

0, necesariamente ha de ser f'(N ) > 0 para N > 2, luego f(N) es creciente, como querfamos
probar. O
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2.2. Puntos bien separados en S?

Una vez que hemos visto que en S' las tnicas configuraciones de puntos que minimizan la
energia son las constituidas por puntos equiespaciados y que los puntos de dichas configura-
ciones estan bien separados, parece natural preguntarse qué ocurrird al aumentar en uno
la dimensién. Sabemos que encontrar puntos que minimicen la energia logaritmica en S?
no es una tarea precisamente sencilla; a pesar de ello, si que sabemos que los puntos de
esas configuraciones minimizantes, conocidos como puntos elipticos de Fekete, estaran bien
separados. El primer resultado que mostré esto fue probado por Rakhmanov, Saff y Zhou
(1995), quienes obtuvieron la cota inferior §(w% ) > 3/(5v/N); esta cota serfa mejorada un
afio més tarde por Dubickas (1996) hasta 7/(4yv/N). La mejor cota conocida hasta la fecha
se debe a Dragnev (2002):

Teorema 2.2.1. Sea wy;, con N > 2, una configuracion que minimiza la energia logaritmica
en S2. Entonces, la distancia de separacion satisface que

. 2
o(wy) > 1

Con el objetivo de mejorar nuestra comprension de las ideas que condujeron a la prueba
del resultado original de Rakhmanov, Saff y Zhou (1995), en esta seccién iremos un poco
mas alla de dicho resultado, mejorando la cota inferior para la distancia de separacion de
3/(5v/N) a 19/(25v/N). Es una mejora destacable, aunque todavia lejos del ya mencionado
resultado de Dragnev (2002). Asi, el teorema que queremos probar es el siguiente:

Teorema 2.2.2. Siwy, con N > 2, es una configuracion que minimiza la energia logaritmica
en S?, entonces la distancia de separacién verifica que

19 1
>,
~ 25/N

La idea de la demostracion, que se basa en la realizada por Rakhmanov, Saff y Zhou (1995)
con algunas mejoras introducidas por nosotros, es la siguiente. En primer lugar, fijaremos
un punto de la configuraciéon minimizante y supondremos que se encuentra en el polo sur
de la esfera —en caso de que no fuese asi, bastaria una simple rotacién—. A continuacién,
utilizaremos la proyeccién estereografica para enviar los puntos de la configuracién wj; al
plano ecuatorial de la esfera, que identificamos con C. Dado que el punto fijado en el polo sur
se proyecta en el origen de C, bastard probar entonces que cada una de las proyecciones del
resto de los puntos de wj; se encuentra a una distancia del origen mayor que una cierta cota.
Esta cota inferior en C para el médulo de las proyecciones nos proporcionara automaticamente
una cota en S? para la distancia de los puntos de w¥ al punto fijado. Dicho esto, veamos la
demostracion con més detalle:

5(wn)

Demostracion del teorema 2.2.2. Denotemos wi, = {z7,...,2% }. Para demostrar el teorema

basta probar que
19 1

25N’
Dado que wj; es una configuracién minimizante, para cualquier otra configuracién de N
puntos wy = {z1,...,zy} se tendrd que

N
(2.2.1) [Tz = a0 - Tl =51
=2

2<i,j<N
i#]

2] — 5| > Vji=2,...,N.
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alcanza su maximo sobre S? en x = 7.
Consideremos ahora la proyeccién estereografica, que viene dada por

T S? — C
z1 +ix
x = (21,29,23) — z= g
1-— T3
Denotemos z; = m(z}), con i =1,2,..., N. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que

2] es el polo sur de la esfera S%, con 10 que z; = 7(z7) = 0. Recordemos que si tenemos dos

puntos x,z’ € S? cuyas proyecciones estereograficas son, respectivamente, z y 2, se puede

escribir la distancia euclidea entre x y x’ en funcién de la distancia entre z y 2’ como sigue:
2|z — 2|

VAERFRICEREIDN

Una prueba de este hecho puede encontrarse, por ejemplo, en [Ahlfors, 1979, §2.4]. Asi,

teniendo en cuenta la expresién (2.2.2), tenemos que

(2.2.2) |z — 2| =

N
B _ zil B 2 |z — 2|
m”x”ILMH|me_E¢HM|wHw

Por tanto, por lo dicho arriba tenemos que la expresién

N
Zz‘ 2\ —(N—1)/2
—— |2 = zi| - (1 +[2]7)
alcanza su méximo sobre C en z = z; = 0. Llamemos p(z) = vazz(z — z;). Dado que
Ip(2)] - (1 + |2|2)~(N=1/2 alcanza su méximo en z = 0, y en dicho punto vale [p(0)|, tenemos
que

= su z z (N-1)/2
p(O)] = sup{Ip(=)] - (1 4[2?)~ /2

luego
p(2)] - (14 [21%) " =172 < |p(0),
con lo que
(2.2.3) p(2)] < [p(0)] - (1+ [z[)N D2 < |p(0)| - (1 + |22, zeC.

Sea ahora 2’ € {2;}¥,. Dado que p(z) es holomorfa en todo C, para todo abierto U C C y
para toda curva v: [a,b] — U tenemos que

/ﬂ@ﬁK:pW@Dfﬂﬂw)

Tomando U = B, donde B es la bola unidad abierta, podemos considerar el camino ~: [0, 1] —
U dado por ~(t) = tz’, de modo que v(0) = 0y (1) = 2’. Asi, obtenemos que

[ (€1 =) 0) = ~(0)
.
pues recordemos que 2’ € {z;}¥,. Por tanto,

a\/p W—/mm 2 dr.

(2.2.4) p(0)] =
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Sean 7(|¢]) y R(|¢]) dos funciones? tales que |¢| < 7(|¢|) < R(|¢|) para cada ¢ € . Entonces,
utilizando la férmula integral de Cauchy, tenemos que

/ 1 p(&)

= d
PO = o el=r(c) (€ —¢)? SRS
de donde
) = P& o1 ’ 9O |, p
(2.2.5) PN 5 jlil—R(cn (€—0¢)2 =5 elormiepl 6 = O (I<1)
- R ) p(§) _
- e [

Notemos que

1€ = ¢I? 2 11€l = [¢I1* = [R(IS) = 6117 = (R(I¢]) = r(I¢1)*.

Por tanto, teniendo en cuenta la expresion (2.2.3), llegamos a que

‘ p(&) | _ IpOIA+[EMN? _ [p0) (1 + R(CH*HNM?
(€—¢)?

= (R(Ch —r(ch®  (RACH = ()

con lo que, volviendo a la expresién (2.2.5), obtenemos que

, o p® | RACHIp(0)] (1 + ROC))2
PO < R(<) .E_R%m‘(f—cv S TR AR

Llevando esto a la expresién (2.2.4), tenemos que

1 1 o S/)2) /2
o< [ < [P EEERESEE SO an

es decir,

- |2’ dt.

/ R(t|2')) (1 + R(t]2')*)N/?
R(t[2"]) = r(t]z']))?

Si hacemos el cambio de variable s = t|2’|, podemos reescribir la desigualdad anterior como

Ed 2\N/2
e [ R0 RO,
0 (R(s) = r(s))
Estamos suponiendo que s < r(s) < R(s), luego podemos tomar r(s) := s y R(s) := s+C/v/'N,

con C' > 0 una constante por determinar. Llevando estas expresiones a la desigualdad, tenemos
que

N/2
- /z’l (s+ %)(H (s+ %)2) YN ‘Z/I(S\/N%*) (HMJFC)Q)N/zd&
~Jo (s+\/%fs)2 c? 3

2En el articulo de Rakhmanov, Saff y Zhou (1995), en lugar de elegir r y R distintos para cada punto
¢ del camino v, como hacemos aqui, toman r := 1/(3V/N) y R := 4r. Prueban entonces que, si |2/| < r,
entonces |2/| > 3e~8/9/(4+/N).
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Teniendo en cuenta que la sucesién {(1 + %)n}n es creciente y tiende a e* cuando n — oo,
tenemos que
\/ |2'] s=|2|
1< 72\7/ (sVN + C) esVN+O? /2 g _ %e(sﬁ+0)2/2
- C? J C

s=0
_ 1 (6<|z'|¢ﬁ+0>2/2 _ e02/2>
2 '

Por tanto,

e(|z’\\/ﬁ+0)2/2 > 02+ 602/27

de donde, tomando logaritmos,
('[N 4 C)?/2 > log(C? + /).

Si despejamos |2’| en esta expresién, obtenemos que

V/2log(C? + €C%/2) — C
VN ’

con lo que, a falta de determinar qué constante C' hemos de tomar, ya hemos obtenido una
cota inferior para la distancia entre las proyecciones de los puntos x3,..., 25 de wi v el
origen de C, que, recordemos, es la proyeccién de x7. Por tanto, los puntos que més cerca se
pueden encontrar de =7 son aquéllos para cuya proyecciéon se dé la igualdad en la desigualdad
anterior. Sea entonces z € C tal que |z| = (1/21og(C2 + eC?/2) — C)/V/N, y sea © = 7 1(z)
el punto correspondiente en S2. La distancia euclidea de = al polo sur serd, por (2.2.2),

2| =

cy o)
le — a7l = 2l= — 0| _ 2] 72<\/210g(02+e 72) C)\/N
— || = _ _
\/(1+|zl2)(1+‘0|2) \/1+‘Z|2 1+ 2log(C2+eC%/2)—C 2
VN

2 (\/2 log(C? + €©*/2) — C) 1

oy

V2

Numéricamente se puede comprobar que el valor maximo de

2 (\/2 log(C? 4 €©*/2) — C)

2

se alcanza para C = 0.97941. Tomando este valor, obtenemos que

19
>7.

|l — 27| > 0.76248 - s

2
=

lo que completa la prueba. O
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2.3. Puntos bien separados en S¢

En la seccién anterior nos hemos ocupado del caso s = log en S?, pero podriamos preguntarnos
también si en el caso 0 < s < 2 las configuraciones minimizantes estardan bien separadas
o si existirdn resultados similares en el caso de S¢, con d > 2. Pues bien, la respuesta a
ambas cuestiones es afirmativa. La primera aportacion relevante en este sentido se debe a
Dahlberg (1978), quien probé que las configuraciones minimizantes de la s-energia estén
bien separadas en el caso s = d — 1, un resultado que, de hecho, puede aplicarse a conjuntos
mds generales que la esfera. Mds recientemente, Kuijlaars, Saff y Sun (2007) demostraron
el siguiente resultado, que muestra que los puntos que minimizan la s-energia estan bien
separados en en el casod — 1 < s < d:

Teorema 2.3.1. Sid e N, d>2 yd—1< s <d, existe una constante A\s 4 > 0 tal que,
para todo N > 2, la distancia de separacion de cualquier configuracion wy, que minimiza la
s-energia en S satisface que
. As.d
o(wy) > Nsl/d.

Este teorema senté las bases para futuras mejoras en esta direccion y es, por tanto, el que
probaremos en esta seccién. Mas tarde se veria superado por el siguiente resultado, probado
por Dragnev y Saff (2007) para d — 2 < s < d y por Brauchart, Dragnev y Saff (2014) para
s =d —2, y que generaliza el caso de S:

Teorema 2.3.2 (Borodachov, Hardin y Saff, 2019, Thm. 6.9.2). Sid e N, d>2 yd—2 <
s < d, entonces cualquier configuracion wy que minimiza la s-energia en S satisface que

* CS»
(2.3.1) S(wy) = ﬁa

donde

[ 2B(d/2,1/2) \Y*¢ 20-9vd
Coa= (B(d/l (d— 8)/2)> (Vitsy1/d

Como hemos mencionado, el objetivo de esta seccién es la prueba del teorema 2.3.1.
La demostracion de este resultado se basa, fundamentalmente, en comparar sobre la esfera
de radio 1 + N=%¢ que podemos ver como la esfera unidad S? ligeramente agrandada,
los s-potenciales de Riesz Us“~ y UL* con la energia continua Vi de la esfera S%. Asi,
comenzaremos probando, en el lema 2.3.3, una desigualdad que relaciona el potencial #iod
con Vi para los puntos de la esfera de radio 1 + N=/4. A continuacién, en el lema 2.3.5
obtendremos una desigualdad similar para el potencial U, “~ , aunque restringida a los puntos
de la esfera S%. Para extender dicha desigualdad a la esfera agrandada necesitaremos introducir
la definicién de funcién a-superarménica, una definicién técnica pero necesaria para nuestros
propositos. En el lema 2.3.7 probaremos que U, “~ es, de hecho, una funcién a-superarménica
y, utilizando un principio de dominacién para esta clase de funciones, seremos capaces, en
el lema 2.3.10, de relacionar el potencial U, “~ con la energia continua Vi sobre la esfera
de radio 1 4+ N~'/4. Finalmente, el lema 2.3.11 nos permitira relacionar la energia Vi con
la distancia entre los puntos de un configuracién minimizante, de modo que, tras probar
un ultimo resultado sobre conjuntos convexos, dispondremos ya de todas las herramientas
necesarias para probar el teorema 2.3.1. Comencemos, pues, con la prueba del primero de los
lemas. Salvo que se indique lo contrario, seguiremos la seccién 6.9 del libro de Borodachov,
Hardin y Saff (2019).
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Lema 2.3.3. Para d—1 < s < d, existen una constante C = C(s,d) > 0 y un entero positivo
Ny tales que
Us™ (x) 2 V&' — CN 1o/

para todo N > Ny y para todo x € R¥ con ||z|| =1+ N~V

Demostracion. Recordemos que en la proposicién 1.5.7 probamos que para 0 < s < d y
||| = R el potencial U’ () admitia la siguiente representacién en términos de la funcién
hipergeométrica:
. s d 4R
U () = (R+1)"%F (=, =i d; ——— | .
s (17) ( + ) 2 1(2725 a(R_’_l)Q)
Nuestro objetivo es utilizar esta representacién para probar la desigualdad del lema. Denote-

mos entonces
4RN

Ry =14+N"Y qay=—""_" NeN\{0}.
v VT 12 o
Dado que N~—/4 < 1, se tiene que Ry < 2y, por tanto,

ARy 4Ry
(Ry +1)2 " R%3 +2Ry —

0<ay=

luego 0 < ay < 1. Dicho esto, consideremos la funcién ¢(t) = 2 F1(s/2,d/2;d;t), definida en
el intervalo [—1, 1]. Veamos cémo podemos estimar g(a ). Por la proposicién 1.3.8, tenemos
que g(t) convergeent = 1, ya que d—s/2—d/2 = (d—s)/2 > 0. Ademds, por el teorema 1.3.7
tenemos que ¢(t) es continua por la izquierda en ¢ = 1, luego

d—s
(2.3.2) Jimg(t) = 9(1) = lm'

Por otro lado, por la férmula (1.3.8) para la derivada de la funcién hipergeométrica tenemos
que

, S S d S
=R (24,4 Ld+1t) =
g'(t) 72 (2 + b +1;d+ ,t) 4h(t),

donde h(t) estd definida en (—1,1). Por hipétesis tenemos que d — 1 < s < d, luego

d+1—-s/2—1—-d/2—1=(d—s)/2—1<0, con lo que, por la proposicién 1.3.8, tenemos
que h(t) diverge en t = 1. Por tanto, la integral

(2.3.3) Z / 1 h(t) dt

es impropia. Para sortear este obstaculo, recordemos que, por la férmula (1.3.11), tenemos
que

. h(t) _rd+yree=gt)
(2:3.4) i (1—t)d=72=1 = ps+ (g +1) Pas.

Por tanto, por el criterio de comparacién del limite para integrales impropias, tenemos que la

integral (2.3.3) converge si y sélo si f;N (1 —t)(d=)/2=1 4t converge. Calculemos esta tltima
integral:
/0 (=1 s
/1 a- t)(d—s)/2—1 i —2(1 — t)(d )/2 _ 2(1 — OZN)(d )/2
an d—s . d—s ’
—an
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con lo que concluimos que la integral falN h(t) dt converge. Tenemos entonces que

(2.3.5) Z/ h(t)dt:/ g (1) dt = (1) — glan).

Por (2.3.4), tenemos que para todo € > 0 existe un N7 > 0 tal que para todo N > N; se
verifica que

h(t
(1_15)(2)8)/21 < Pas+1, telan,1),

con lo que
h(t) S (ﬁd,s + 1)(1 - t)(d_S)/Q_la te [aN7 1)

Por tanto, integrando a ambos lados de la desigualdad y teniendo en cuenta que 1 — ay =
(4N?/4)=1(1 4 o(1)) cuando N — oo (véase el apéndice B para una justificacién de este
hecho), tenemos que

1 1
/ h(t)dt < (Bas +1) / (l—t)(d*S)/Qfldt:%(1_0”\/)@175)/2

N an -8
(d—s)/2
2(8 s+1 1
S )
2(Ba,s + 1) 1

_ (d—s)/2
T T A 2dfsN(dfs)/d(1 +o(1))

21—d+s(6d + 1)
— P 1 1 (d—s)/QN—l-‘rS/d.
it Dy o)

Dado que (1 + 0(1))(@=%)/2 tiende a 1 cuando N — oo, existird un Ny € N tal que

d—s

1 1) LS I [ E S E—
(1+40(1)) = +217d+s(ﬂd’s+]_)’

N > N,

pues estamos sumando una constante positiva. Por tanto, llevando esto a la ecuacién (2.3.6),
tenemos que

1
(2.3.7) / h(t)dt < CoN~IF/4 N > Ny,
e

N

donde Cy = 2179+3(B, s+ 1)/(d — 5) + 1. Por otro lado, utilizando la férmula (1.5.6) y la
féormula de duplicacién para la funcién gamma (1.3.3) con z = d/2, deducimos que

A G v G W O A N (AT )

Vsﬂgd _ . _ 2
. FTTa-p VR Tdhd-p
e D@
r(§)rd-3)
Asi, teniendo en cuenta (2.3.2), (2.3.8) y la desigualdad (2.3.7), podemos despejar ya g(an)

en (2.3.5):

! I(d)r(4:
glan) =g(1) - 2 h(t)dt > % _ S N-1+s/d
(2.3.9) 4 Jan rd-3r) 4
= sy % N NS N
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Ademas, se puede comprobar (véase el apéndice B) que
3. vED =25 (1= SNVI L o(NV4)), N S .
(2.3.10) (R 1) 27°(1 5

Dado que d — 1 < s < d, tenemos que —1/d < —1 + s/d, luego N-1d < N—1+s/d_ Entonces,
por (2.3.9), (2.3.10) y por la proposicién 1.5.7, existirdn una constante C' > 0 y un entero
positivo Ny tales que para todo x € R4 con |z|| = Ry =1+ N~/

s d 4RN

U (z) = (Ry +1) 2P 2, 51d 5
(.’E) ( N+ ) 2 1(2727 7(RN+1)2

) — (R +1)~*g(on)
> (Ry+1)7" (2SVS“Sd - ‘fONHS/d)

> 27 (1- (F+1) N <25vﬁgd - ?Nlﬂ/d)

S sC
= (1= (= 1 N—l/d) SILSL{ _ 0 N_1+S/d
( (2 + ) 4 .98

> (1 B (% n 1) N—1+s/d) (Vsugd _ :CQOSN—Hs/d)’ N> Ny

Llamemos C; = s/2+1> 0y Cy = sCy/(4 - 2°). Para completar la demostracién del lema
necesitamos probar que existe una constante C' = C(s,d) > 0 tal que

U () 2 VI — ONTI/4 N > Ny,

Veamos entonces qué condicién ha de cumplir la constante C. Comparando las desigualdades
obtenidas arriba con la condicién que se debe cumplir, tenemos que

(1 — ClN_l-‘rS/d) (‘/SMSd _ CQN_1+s/d) > ‘/sﬂgd o CN_1+s/d

— ‘/Sﬂsd _ VvsﬂgdolN—l+s/d _ C2N—l+s/d + 0102 (N—1+s/d>2 Z V'SNSd _ CN—1+s/d
&= 0> V{%"C1+Cy — C1CyN~1He/d,

con lo que basta tomar como C' cualquier constante mayor que Vi**Cy + C,. Esto completa
la prueba. O

Nuestro objetivo ahora es obtener una desigualdad similar a la del lema 2.3.3 para el
potencial U, “~ asociado a la medida de conteo normalizada de una configuracién minimizante
wjy - Para ello, comenzaremos probando en el lema 2.3.5 una desigualdad semejante para el
caso de la esfera unidad y, posteriormente, la extenderemos a la esfera de radio 1+ N~1/% en
el lema 2.3.10 utilizando el hecho de que U, “~ es una funcién a-superarmoénica y aplicando
un principio de dominacién para esta clase de funciones.

Veamos entonces el caso de S?. Recordemos que en la subseccién 1.5.2 definimos la
constante de Wiener W, (S?) como la menor de las energfas continuas asociadas a medidas de
probabilidad borelianas con soporte en S, y dijimos que la medida de Lebesgue normalizada
pisa es la que proporciona la menor energia continua en S%, esto es, W, (S%) = V“*. Para
demostrar el lema 2.3.5 necesitaremos el siguiente resultado previo:

Teorema 2.3.4 (Borodachov, Hardin y Saff, 2019, Thm. 6.4.5). Sead € N, d > 2, y0 < s < d.
Entonces, existen dos constantes C1, Co < 0 tales que, para todo N suficientemente grande,

(2:311) CLN'9/% < £,(8%, N) — W,(S)N? < CpN' /4.
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Lema 2.3.5. Para 0 < s < d, existe una constante ¢ = c¢(s,d) > 0 tal que para toda
configuracion wy, que minimiza la s-energia en sS4,

UJN (z) > VI —eN~1s/d g e st

Demostracion. El teorema 2.3.4 y la igualdad W,(S?%) = Vi con 0 < s < d, implican que
existe una constante Cy > 0 tal que para todo N > 2,

(2.3.12) Ey(wy) = éas(Sd,N) > Vi N2 _ oy N1+s/d,

Sea wy = {1,...,xN} una configuracién minimizante de la s-energia en S¢. Entonces, para
todo punto z € S% y para todo i € {1,..., N}, tenemos que

2.3.13
(2:3.13) > e a ijus Z ||xij||s

Jij#i

pues, si existiese un punto 2’ € S? tal que se violase la desigualdad (2.3.13) para algtin
indice i, la configuracién Ujvj 2i{zj} U {2’} tendrfa una energfa estrictamente menor, con
lo que w} no seria una configuracién minimizante. Sumando la desigualdad (2.3.13) sobre i,
obtenemos que

Zznxz—xus—zznx—xns: an—xns

i=1 j:j#1 i=1 j:j#i
= N(N — )ULN (z) < N2 UL (2).

Por tanto, teniendo en cuenta la expresién (2.3.12), concluimos que

ES(WTV)

N >yl oy N~/

UL~ (z) >
de donde, tomando ¢ = C1, se sigue la afirmacién del lema. O

Funciones a-superarmodnicas. Como menciondbamos antes, para extender la desigualdad
del lema 2.3.5 a la esfera de radio 1 + N—/¢ necesitamos introducir la nocién de funcién
a-superarménica, que puede encontrarse también bajo el nombre de funcién superarménica
de orden fraccionario, y que fue considerada ya por Riesz (1938). Un breve apunte sobre la
notacién: en el libro de Landkof (1972) se denota mediante U¥ el (p — «)-potencial de Riesz
de una medida p (véase la expresién (1.5.5)), donde p es la dimensién del espacio ambiente.
Dado que nosotros estamos trabajando en R?*!, resulta que el p — a = d + 1 — « del libro
citado es nuestro parametro s, es decir, « = d + 1 — s. No obstante, dado que la expresiéon
a-superarmonica estd asentada en la literatura, mantendremos esta nomenclatura. Teniendo
en cuenta esta relacién entre los parametros, la condicién d — 1 < s < d bajo la cual vamos a
probar el resultado de separacién mostrado en el teorema 2.3.1 se traduce en 1 < o < 2.

Dada una medida )\, es posible probar (Landkof, 1972, Ch. I, §3, Thm. 1.4) que el
potencial U} = U5\+1—a es una funcién superarmoénica si a > 2 (esto es, si s < d — 1),
mientras que no ocurre asi si @ < 2; de ahi la necesidad de introducir la a-superarmonicidad
como generalizacion de la nociéon de superarmonicidad. Veamos, pues, la definicién:

Definicién 2.3.6. Una funcién f: R4 — [0, o] se dice a-superarmdnica, con 0 < a < 2,
si verifica las siguientes condiciones:

1) f(x) >0y f no es idénticamente oco.
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1) f es semicontinua inferiormente en R4+1,

1) f(x) satisface la condicién siguiente:

/ de<oo.
I

z>1 [[f| T

1v) Para todo x € R4*t! y para todo r > 0,

(z—y)de)(y) < fla),

Rd+1

donde eg) es la medida con densidad (con respecto a la medida de Lebesgue) dada
por:
0 si [yl <,
Dyaly) = (42 sin(%2) ro

si >,
M

Para ilustrar la relacion entre esta definicion y la de superarmonicidad, recordemos que
una funcién f: R — (—oco, +00] se dice superarménica si no es idénticamente +oo, es
semicontinua inferiormente y verifica la siguiente desigualdad:

1002 gy [, 16 0 o)

donde S? es la esfera de centro 0 y radio 7 en R4T! y p es la medida de Lebesgue en S¢. Se
puede comprobar que cuando a — 2 la definicién de a-superarmonicidad coincide con la de
superarmonicidad, pues en ese caso la medida EEI) converge a  (en la topologia x-débil).

Aunque es posible demostrar que el potencial U} de una medida cualquiera A es una
funcién a-superarmoénica, en nuestro caso nos bastard con probarlo para el potencial U, “~
asociado a la medida de conteo normalizada v, . Cabe senalar que dicha demostracién
no esté realizada con detalle en ningin sitio que conozcamos, siendo frecuente que en los
trabajos donde se cita este resultado se remita al lector al libro de Landkof (1972), donde
se omiten numerosos detalles y, cuando no se omiten, se utilizan técnicas que requeririan
introducir numerosos conceptos previos.

Lema 2.3.7. Sean d > 2 yd—1 < s < d. Entonces, la funcién Us“~ (x) es a-superarmdnica,
cona=d+1-—s.

.z .z V*
Demostracion. Recordemos la expresion de Uy “~ (z):

Vo 1 1
Ui () == 3 s>,
N2

)
o Nz =yl

Es claro que esta funcién verifica la condicién (1) de la definicién, as{ como también la (11),
pues fuera de S? es continua y, por la proposicién 1.5.4, es semicontinua inferiormente en S¢.
Veamos entonces las dos condiciones restantes.

Para probar que U, “~ (x) verifica la condicién (111) de la definicién, basta demostrar que

1
I :/ dxr < .
Jel>1 llz =yl [|z||2d+2=s

Distingamos tres casos:
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e |ly|]| < 1: En este caso, dado que estamos integrando en la regién ||z|| > 1, existird una

constante C' > 0 tal que ||z|| — ||y|| > C, luego
e —yll* = (=l = llyl)* = C*, ¢ >0.

Por tanto, en este caso,
1 1

S - -
C¢ Jygy>1 llz]2d+2=s

Si realizamos el cambio de variables a coordenadas polares teniendo en cuenta que el
integrando sélo depende de la norma de x, por la férmula (A.0.6) tenemos que

vol(S%) [ rd vol(S%) [ 4 ops
I< o /1 2d72 s dr = s /1 r dr < oo,

I dx.

pues —d — 2+ s < —1 y la integral floo rP dr converge si y sélo si p < —1.

[ly|]] > 1: Para la prueba de este caso dividiremos la regién de integracién ||z|| > 1 en
dos regiones Ry y R, definidas como

Ri={z e R™ : 1< |zf <2y}, Ro:={z € R : ||z]| > 2|lyll}.

A su vez, dividiremos la region R; en dos subregiones: la regién R;; serd la bola
cerrada de radio a > 0 y centro y contenida en la regiéon R, mientras que la regién
R 5 sera el complementario de la regién R; 1 con respecto a la region Ry. Es decir,

Rin={r€R :[lx—y|<a}, Riz={z€R:: |z—yl>a}

En la figura 2.2 se muestra un esquema con las diferentes regiones de integracion:

D R4
m Ry
S

FicURrA 2.2. Representacién esquematica de las diferentes regiones de integracién en las que
hemos dividido la regién ||z|| > 1.
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Tenemos que

1 1
11:/ . ,dl’S/ ——dx =111+ I .2,
ry |7 =yl [|2|?d+2=s ry lz —yl*

donde, utilizando la férmula (A.0.6),

1 1 @
L, = / —dr = / ——dz = VOl(Sd)/ rd=s dr < oo,
Rio 17—yl Izli<a I21I° 0

pues d — s > —1 y la integral fol rP dr converge si y s6losip > —1,y

1 1
11_2:/ 7de<—s/ dx < oo,
R ||.’L' - y” a” JRy .,

pues es el volumen de una regién acotada. Por tanto, tenemos que I; < co. Veamos

entonces como es Is:
1
Ry Iz = yl[*[|z|[2*+2s

Dado que en esta regién ||y| < ||x]|/2, tenemos que

lall\* _ Jlzl
—yll* > — 5 > Iy =
o= ol > el = I = (1ef - 151) =]

Por tanto,

I, < 25/ ;dx:?/ #dmzfvol(Sd)/oo r~12dr < 00
= g, llz]f|w]f2d 2 R, [lz]*4+? 2yl

pues —d — 2 < —1.

e |ly|| = 1: Finalmente, en este caso, dado que el integrando es positivo, basta probar que

/ — : dxr <
xr < 00
[|z]|>1/2 ||x y||8||1~||2d+2,S s

para lo cual basta seguir un procedimiento similar al empleado en la prueba del caso
Iyl > 1.

Veamos, por tltimo, que U, “~ verifica la condicién (1v) de la definicién. Para ello, basta
probar que para todo x € R%*! y para todo r > 0, se cumple que

(4L gin (22 )po 1
/ (5 )ein(5) v dy < -, VzeS§h
lyl>r [lz =y = 2w D2 (|ly ][> — r2)* = [y 4+ Il = 2l

Llamando w = x — z, podemos reescribir la condicién anterior como

( 2 / |w||® J (d+3)/2
2.3.1 y < — .
> [lw =yl (lyll2 = r2)*? [|y[ 4+ I(%) sin(%)re

Distinguiremos dos casos: ||w|| < ry |jw| > r. El primero de ellos lo realizaremos con todo
detalle, mientras que en el segundo daremos las ideas fundamentales de la prueba.



40

2. RESULTADOS DE SEPARACION

e ||w|| < r: Consideremos el cambio de variables a coordenadas polares dado por el

difeomorfismo siguiente:
0: STx(0,00) — R\ {0}
(p,t) —  y=tp.

Como vimos en el teorema A.0.7, el jacobiano de este cambio de variables es t¢. Por
tanto, podemos reescribir la ecuacién anterior como

00 4 ”st r(d+3)/2
/ d+1(42 2 a/2/ s dpdt S d+1 s (T .
, tATL(E2 — r2) pesd |[w —tpl| I(%5) sin(Z2)re
Dado que t es un escalar no nulo, podemos dividir por ¢ el numerador y el denominador

en la integral sobre S?: asf, obtenemos la condicién

| =il
. (A2 —r2)e/2

Llamemos § = w/t € R4 y p = (p1,p), con p € R%. Puede comprobarse facilmente
que, por simetria, la integral anterior sélo depende de la norma de ¢. Por tanto, podemos
tomar ¢ = (¢,0), con ¢ € R. Si analizamos por un momento la parte de la integral
sobre S? tenemos, por las consideraciones anteriores, que

(d+3)/2

— _dpdt< : .
pese [[w/t —p|* () sin( 7 )re

1 1
[ .
pesa g —pll rest ((¢ —p1)? + 1IP)1?)
1

/pesd ((g=p1)?+(1—p?))

Como vemos, esta integral sélo depende de la coordenada p;. Por tanto, por el lema 1.4.1,

72 dp.

1 - 1 (1 752)d/271
—— dp = vol(S4 ! d
»/pGSd lg —pll* p = vol( )[1 ((g =€) + (1 —g2))*/? ¢

7.‘.d/2 1 (1 _62)d/271
=2 d€.
r(s) /4 ((llw/t] = €)%+ (1 —€2)** ‘

Llevando esto a la integral original, tenemos que la condicién que queremos probar es

oo 1 /2 ol (1 — e2)d/2-1
_— 2 d¢ dt
/7» b2 —r?) ‘”‘/2‘ r(g) /—1 ((llw/t] = €)%+ (1 —€2))*? ‘
7(d+3)/2

= F(d+1)81n(70‘)r '

Es decir,

o0 1
. HE— a/z‘

Por la férmula de duplicacién para la funcién gamma (1.3.3), tenemos que

r <d+ 1> _ 2 ard)

2 @

1 (1 762)d/271 it < 3/2F(
L (/] - &) + (1 - €2))*? s 20 (454) sin(
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Llevando esto a la expresion anterior, obtenemos la condicion

0 1 wis L (1_52)d/2—1 WF(%)2.2d72
——— || déd
/r t<t2—r2>“/2Ht / ((Jho/t] — €)2 + (1 — £2))*/? =

~ I'(d) sin(Z&)re’
Si hacemos el cambio de variable t = ur, podemos reescribir la integral anterior como

2

oo r 1 (1 o 52)d/271

s ded
/1 w2y 1 L ((lwl| — uré)? + (1 — €2)u2r2)*’? S
B 1 0o 1 /1 (1 _ é-2)d/271

" wEm o M L i —wer + (- ey

dé du,

con lo que la condicién que queremos verificar es

o 1 1 1 _ ¢2)d/2-1 (4)2.9d-2

/ 2 a/ZHwHS/ ( 5 ) s/2 dgdu < . (2) T
1ou(u?—1) —1 ((lw]] — uré)? + (1 — £2)ur2) I'(d) sin(735*)

Llamemos A = |Jwl||/r. Reescribiendo la integral anterior con esta nueva notacién,

tenemos que

) 1 1 (1 _ f2)d/271
7}\5 S d d
/1 u(u? —1)2/2 ' /—1 (Ar — ur€)? + (1 — £2)u2r2)*/? Sdu
0o 1 1 (1 _ gQ)d/Qfl
= S déd
/1 u(u? —1)/2 / (= uer+ (- ety
0o 1 1 (1 _ 52)(1/271
= A® d¢ du.
/1 u(u? —1)o/2 [1 (A2 4 u? — 2)u€)™? S

Si hacemos el cambio de variable u = 1/v, la integral anterior se puede reescribir como

1 v 1 (1 _ §2)d/2—1
I déd
/0 v2(1/v2 —1)/2 /_1 (A2 +1/02 — 2X(1/v)€)*"* o
1 1 _ ¢2\d/2—1
_ a=l(] _ 2)=a/2)s,s (1-&) dé d
/o =) ° /_1 (202 41 — 2)w€)*/? o

1 1 1— 2\d/2—1
— )\9/ ’Ud(l _ ,UQ)—Ot/Q/ ( 5 ) 7 d&dv,
0 -1 (A202 +1 —2)0¢)°

donde hemos utilizado que a« —1+s=d+1—s— 1+ s = d. Resolvamos ahora la
integral siguiente:
/1 (1 - g2)d/2-1 ‘
-1 (A2 41— 2)\115)3/2 '

Consideremos el cambio de variable £ = 2¢ — 1. Bajo esta transformacién, la integral
anterior tiene la siguiente expresion:

1
2d—1/ Cd/2_1(1 _ C)d/Q—l (()\'U + 1)2 _ 4)\1}4.)*3/2 dC
0

_ e _ _ 4 ¢ —s/2
d—1 s d/2—1 d/2—1
=2""(dw+1) /0 ¢ (1-¢) (1 O 1)2) d¢



42

2. RESULTADOS DE SEPARACION

F(g)Q S F, (s d'd' 4 v )

:2d—1 1 —s ° @
Ao+ D™ 75 22" Dwr1)?

donde hemos utilizado la representacién integral de la funcién hipergeométrica mostrada
en (1.3.9). Notemos que esta tltima funcién hipergeométrica estd bien definida, pues
4 v/(Av + 1)? es siempre menor o igual que 1 —independientemente del valor de A—,
y si 4 v/(Av + 1)2 = 1 la serie correspondiente converge (véase la proposicién 1.3.8).
Por tanto, la condiciéon que ha de cumplirse se puede escribir como sigue:

s d 4\ > T

S8a - Vv —T
22" Dwr12) = 2sin(T2)

1
(2.3.15) )\3/ v (1 =) 2N+ 1) o By <
0 2

Consideremos la siguiente transformacion cuadratica para la funciéon hipergeométrica
(Gradshteyn y Ryzhik, 2007, 9.134-3):

4z 1 1
1 29, F b;2b; ——— | = F ——bb+ ;2% ).
( +Z) 2 1(04, ) ,(1_'_2)2) 2 1<aaa+2 3 +2,Z>
Utilizando esta transformacién, tenemos que
s d 4\ s s 1 dd+1
A 1) s (2, =idi———— ) =9F [ 2,2 + = — =; ——: A\%p?
(’U+ ) 2 1(2727 7(AU+1)2) 2 1<2a2+2 2, 2 ) U)

1—-d d+1
) (8 H-—i—;)\?v?),

2’ 2 T2
Para justificar que esta funciéon hipergeométrica esta bien definida, recordemos que
estamos en el caso ||w|| < r,% esto es, 0 < A < 1. Por tanto, tenemos que \?v? < 1, y,
si A2v? =1, dado que
d+1 s s+1-d
- == =d—s5>0,
2 2 2 3

la serie correspondiente converge. Entonces, podemos reescribir la integral en (2.3.15)
como sigue:

1
1—d d+1
)\S/ ve(1 —vz)fa/ZgFl (;,%;;;/\2112) dv.
0

Esta expresion es claramente creciente con A, luego basta analizar lo que ocurre para
A = 1. En ese caso, la integral resultante es

1
1—-d d+1
/”d(l_UQ)fa/%Fl f,78+ ;7+ 02 ) do.
. 20 2 2

Si realizamos el cambio de variables v = §'/2, la integral anterior se convierte en

1/t s s+1—d d+1
2.3.1 [ 0IRA -0 (S, ——30 ) db.
(23316) 5 [ 0o (5
Para resolver esta integral podemos utilizar la férmula siguiente (Gradshteyn y Ryzhik,
2007, 7.512-4):
I'(e)IF'(p)I'(c+p—a—"0)
I'lc+p—a)l(c+p—1b)’

1
/ 27N 1 = 2)P 9 Fy(a,b;¢;2) dz =
0

3Este es el tinico punto de la demostracién en el que utilizamos que ||w|| < 7.
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valida siempre y cuando ¢, p y ¢ + p — a — b sean mayores que 0. En nuestro caso
tenemos a = s/2, b=p=(s+1—-d)/2y ¢ = (d+ 1)/2; dado que, por hipdtesis,
d—1 < s < d, se verifican las condiciones bajo las cuales podemos aplicar esta formula.
Tenemos entonces que

(d 1)/2 a/zF S S+1—d d+1

/e (- 0eran (5,75 )

) (+é_d)F(d+é_s)_l o ay -
=5l (1-35)r(3) -

2 2/ 2sin(Z2)’

donde hemos utilizado la férmula de reflexién para la funcién gamma (1.3.2). Por
tanto, dado que para A < 1 el miembro de la izquierda en (2.3.15) es creciente y hemos
probado que para A = 1 se alcanza la cota, queda demostrado que si A < 1, es decir, si
|lw]| < r, se satisface la condicién (1v) de la definicién.

e ||w|| > r: En este caso es posible probar que la integral (2.3.14) es constante e igual a
la cota, es decir,

||U)|| 7T(d+3)/2
/ a/2 dy = d+1 T\, .o
lyl>r flw = yll* (lyll* — )" ly[l4 (557) sin(5)r

Las técnicas utilizadas en la prueba de este caso difieren notablemente de las empleadas
en el caso anterior. Por tanto, en lugar de realizar el desarrollo con detalle, lo cual con-
llevaria introducir previamente numerosos conceptos nuevos, comentaremos brevemente
el procedimiento seguido por Landkof (1972).

Dado un punto yo € R%!, podemos considerar la inversién con centro en 7, que
envia cada punto y # yo al punto y* situado en la semirrecta que une yy e y y tal que

ly —voll - lly" — woll = 1.

Esta aplicacién es un homeomorfismo de R4+ \ {yo} en si mismo. Entonces, dada una
medida v, podemos construir una nueva medida v* dada por*

dv*(y*) = lly —yol *dv(y), 0<s<d+1,

denominada transformada de Kelvin con centro yy de la medida v. Ademads, se tiene
la siguiente relacién entre los potenciales de las medidas v y v* (Landkof, 1972, Eq.
(4.5.4)):

. 1 llyo — =|*
vy = [ = [ )
(2317) supp(v*) HJU* - y*”s supp(v) ||'Ij - y”s

= llyo — =[|* U ().
Asi, si le aplicamos la transformacién de Kelvin con centro 0 a la medida con

densidad
Ag) = {(rz — Nyl si flyl <.

0 si [yl = 7,

4Véase [Landkof, 1972, Ch. IV, §5] para més informacién sobre estas transformaciones y las condiciones
bajo las cuales se pueden realizar.
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y reemplazamos r por r~ !, obtenemos una nueva medida A\* con densidad

r (g2 = )72y 7D sty > o

Entonces, haciendo uso de la expresién (2.3.17) tenemos que

* ,r.oz
wrw= [ dy* = |lo]* U(x)
| ly=ii>r (ly=lI? = r2)a/2 [ly= [ 44 [lax — y=||° ’
1
~ ol [ ay
lwi<r (r2 = llyl%)*/2llz = y]|*
Es decir, teniendo en cuenta que ||z|| = ||z*|| 7!,

[ o o - 1 ]
ly=1>r (=12 = r2)2/2 y |4 lax — gl lyl<r (r2 = llylI2)*/2 ]|z — y]|*

En el apéndice 1 del libro de Landkof (1972) se prueba, para |z|| < r (es decir, para
[ =), que

/ 1 J r(d+3)/2
Yy = o’
lwii<r (72 = llyl?)/2|lz = y||* (%) sin(75)

con lo que concluimos que

[ B PR LG
* * * * 3 y = . .
ly<i>r (yelI? = r2)a/2 y= |4+ [l — y=||° () sin(5 )re

*||S

Renombrando y = y* y w = x*, obtenemos la igualdad buscada. O

A continuacién enunciamos dos principios de dominacién para funciones superarménicas
y a-superarmonicas que nos permitiran extender el lema 2.3.5 a la esfera de radio 1+ N~/

Teorema 2.3.8 (Landkof, 1972, Thm. 1.27). Sea A una medida boreliana o-finita con soporte
un subconjunto compacto de R y con energia finita, y sea f(x) una funcién no negativa y
superarménica en R¥T1. Entonces, si la desigualdad

Ug_y(z) < f(x)
es vdlida en A-casi todo punto, entonces es vdlida en todo R4H!.

Teorema 2.3.9 (Landkof, 1972, Thm. 1.29). Sea A una medida boreliana o-finita con soporte
un subconjunto compacto de R4TY cuyo potencial UY, con d —1 < s < d, es finito en \-casi
todo punto y sea f(x) una funcién a-superarmdnica, con o« = d+ 1 — s. Si la desigualdad

Uzx) < f(x)
es vdlida en A-casi todo punto, entonces es vdlida en todo R4H!.

Lema 2.3.10. Sea d—1 < s < d. Entonces, existen una constante 8 = 0(s,d) > 0 y un entero
positivo M tales que para todo x € R con ||z|| = 1+ N—Y4 y para cualquier configuracion
wy que minimiza la s-energia en S¢, se tiene que

UJ“N (z) > VI —gN—1Fs/d N > M.
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Demostracion. Por el lema 2.3.5, existe una constante ¢ > 0 tal que

(2.3.18) UJ*N (z) > VI —eN~Hs/d g esd,

Dado que el potencial U** () es constante en S¢, tenemos que U™ (z) = V4"

x € S% con lo que podemos reescribir (2.3.18) como

para todo

(2.3.19)  UXN(z) > VI (1 - 5N*1+S/d) = U (z) (1 - GN*HS/d) , zes

donde C = c/ Vi Es claro que esta desigualdad se satisface en usa-casi todo punto en
R pues se satisface en S¢ y podemos extender la medida juga al resto de R*! de forma
que R4\ §? tenga medida cero. Recordemos, ademéas, que la funcién f(x) == Ul“N es
superarmonica si s = d — 1 y a-superarménica, con a =d+1—s,sid—1 < s < d. Por
tanto, dado que la medida uga verifica las condiciones de los teoremas 2.3.8 y 2.3.9, tenemos
que la desigualdad (2.3.19) es valida en todo R4t es decir,

UL () 2 UL (2) (1= ONTI/Y) g e RITY,

Entonces, por el lema 2.3.3 tenemos que para todo = € R*! con ||z = 1+ N~1+5/4  existen
un entero positivo M y una constante C' = C(s,d) > 0 tales que

(2.3.20) Ulw (2) > (v;“sd - CN—1+s/d) (1 - 5N—1+S/d) , N>M.

Para completar la prueba del lema necesitamos probar que existe una constante § = 6(s,d) > 0
tal que
UJoN (z) > Vi —gN—1+s/d N > M.

Veamos entonces qué condicién ha de cumplir la constante . Comparando la desigualdad
anterior con la expresiéon (2.3.20), tenemos que

( Hsd _ CN—l—i—s/d) (1 _ 5N—1+s/d> > yhed _ gN-1ts/d

— Vsugd . ‘/SltsdéN—lJrs/d _ CN71+S/d + 06« (N—1+S/d)2 > VS/LSd _ 9N71+S/d
= 0> VC+C - CON-He/d,

luego podemos tomar como 6 cualquier constante mayor que V. 'C 4+ C. Esto completa la
prueba. O

El siguiente lema nos proporciona una ttil desigualdad que relaciona la energia continua
Hd . . . .
Vs 5 de la esfera con una cantidad que involucra la distancia entre los puntos de una
configuracién minimizante wy.

Lema 2.3.11. Si0 < s < d y wiy = {z1,..., TN} es una configuracion que minimiza la
s-energia en S%, entonces
1 1 .
> VSﬂSda i=1,..., N
N -1 o |z; — z;]|°
J:jFe

Demostracion. En primer lugar, notemos que si K: S? x S — R U {+o00} es un niicleo
simétrico y semicontinuo inferiormente y wi = {z1,...,an} C S¢ es una configuracién que
minimiza la K-energia de N-puntos, entonces, para cada ¢ =1,..., N,

(2.3.21) Z K(z;,zj) < Z K(v,x;), =¢cS%

Jij#i J:g#i
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Esto se debe simplemente a que, si existiese un punto z’ € S¢ tal que se violase (2.3.21) para
sy N / . L

algin ndice i’, la configuracién (J; ;. {2;} U {2’} tendrfa una energia estrictamente menor,

con lo que wj; no serfa una configuracién minimizante. Entonces, aplicando la desigualdad

(2.3.21) al nicleo de Riesz Ks = || — y||~*, tenemos que
1

b <) el

2 el T P AT

Si integramos esta desigualdad en S? con respecto a la medida pga(x), obtenemos que

d’ud / d/L d( )
/Sd Z IIxz—mJII ° 54 Z e =] —ng °

de donde, teniendo en cuenta que el integrando del miembro de la izquierda no depende de z
y que en el miembro de la derecha tenemos la integral de una suma finita, que es la suma de
las integrales, concluimos que

Z sz _x]Hs Z /d H:E—(E ”S Mgd Z N~ Z Mcd _ 1)VMsd

Jig#i Jig#i Jij#i Jij#i

donde en la peniiltima igualdad hemos hecho uso de que el potencial UL** () toma un valor
constante en S¢ para todo z € S%. O

Llegados a este punto, disponemos ya practicamente de todos los resultados previos
necesarios para probar de forma sencilla el teorema 2.3.1. No obstante, antes de abordar
dicho teorema necesitaremos demostrar un ultimo resultado sobre conjuntos convexos, para
cuya demostracion necesitaremos el siguiente resultado bien conocido:

Teorema 2.3.12 (Teorema de Weierstrass). Sea K C R! un conjunto compacto no vacio
y sea f: K — R una funcion continua. Entonces, f alcanza su mdximo y su minimo en K,
es decir, existen x1,x2 € K tales que

fla1) < f(2) < flx2),
para todo x € K.

Lema 2.3.13 (Borodachov, Hardin y Saff, 2019, Prop. A.1.1). Sea K C R¥! un conjunto
convexo cerrado no vacio. Entonces, para cada x € R existe un tinico punto y, € K que
es el mds cercano a x. Ademds, para todo z € K se tiene que ||y, — z|| < ||l — z||, y se da la
igualdad si y solo si x € K.

Demostracion. Probemos en primer lugar la existencia. Sea K=Kn B(x, dist(x, K) + 1),
donde B(z, dist(z, K) + 1) es la bola cerrada de centro z y radio dist(z, K) + 1, y dist(x, K)
es la distancia de z al conjunto K, definida como

dist(z, K) = ylglf(Hx -

Es claro que K es no vacio. Dado que tanto K como B(z,dist(x, K) + 1) son cerrados,
tenemos que K es cerrado; ademés, por ser B(x, dist(z, K) + 1) acotado tenemos que K es
acotado. Por tanto, K es cerrado y acotado en R4t1 | luego, por el teorema de Heine-Borel, es
compacto. Consideremos entonces la funcién f: K — R dada por f(y) = ||z — y||. Dado que
f es una funcién continua en un compacto, por el teorema 2.3.12 concluimos que existe un
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punto y, € K en el cual f alcanza su valor minimo. Puesto que, por cémo hemos construido
K, los puntos de K \ K estdn a una distancia de  mayor que ||z — y,||, concluimos que y,
es el punto de K mads cercano a x. Veamos ahora que y, es tinico. Por reducciéon al absurdo,
supongamos que existen dos puntos y;,y2 € K que son los mas préximos a x. Entonces, la
altura [z,u] del tridngulo isésceles Ayjzys es estrictamente menor que la distancia de x a y;
e yY2. Sin embargo, como K es convexo y u € [z1, 23], entonces u € K y serfa més préximo a
T que y; e Y2, lo que es absurdo. Por tanto, y, es tnico.

Probemos ahora la desigualdad del lema. Si x € K, entonces y, = x, con lo que
llye — z|| = ||z — z||. Supongamos que x ¢ K. Si z = y,, entonces ||y, — z|| =0 < ||z — z|.
Supongamos entonces que z # y,. Si , y, y z fuesen colineales, entonces y, se encontraria
estrictamente contenido en el segmento [z, 2], con lo que |y, — z|| < ||z — z||. Supongamos,
pues, que dichos puntos no estan alineados. Consideremos el triangulo Azxy,z y denotemos
[z, 2*] la altura de dicho tridngulo desde el punto z. El punto z* se encontrard en la recta
determinada por los puntos y, v z, luego hay tres posibilidades:

1) 2* € (ys, 2]: Dado que K es convexo, tendriamos que z* € K y serfa més préximo a
T que Y., luego este caso no puede darse.

1) z € (Yz,2*]: En este caso tendriamos que z es més préximo a x que ¥y, luego
tampoco es posible.

1) y, € (z,2%]: Dado que las dos opciones anteriores han quedado descartadas, ésta es
necesariamente la correcta. Por tanto, tenemos que el angulo interior en el vértice
Y. ha de ser al menos 7/2, con lo que el lado [z,z] es el méas largo. Es decir,
lye — z|| < ||z — z||. Ademas, por lo dicho hasta ahora es claro que la igualdad se
dasiysélosize K. O

Llegamos, al fin, a la prueba del resultado de separacion mostrado en el teorema 2.3.1,
que recordamos a continuacién:

Teorema 2.3.1. Sid e N, d > 2 yd— 1< s < d, existe una constante A\s 4 > 0 tal que
para todo N > 2 la distancia de separacion de cualquier configuracion wy que minimiza la
s-energia en ST satisface que

% )\s,d
5(&}1\/) Z Nl/d.

Demostracion. Denotemos wy = {x1,...,zn}. Sean k, £ € {1,..., N} tales que ||z}, — x| =
0(wy), y llamemos y = Q + N‘l/d)xk. Asi definido, no es dificil ver que zj, es el punto de B
mas cercano a y, donde B es la bola unidad cerrada. Para verlo, tenemos, por un lado, que

ly =l = 11+ N7V, — ) = (1 N7V = Dy = N
= NV = N7V,

pues |lzx|| = 1, ya que zj € S?. Por otro lado, para cualquier otro punto x € S distinto de
Tk se tiene que

Iy = 2l = 10+ N~V — o] 2 [0+ Nz = ol = [(1+ NV | — o]
= |1+ N7V 1] = N7V =y — ).

Asi pues, dado que la bola cerrada B es un conjunto cerrado y convexo, y xj es el punto
de B mas cercano a y, podemos aplicar el lema 2.3.13 a z; y a y tomando K = B, de
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donde tenemos que ||zx — z|| < ||y — 2| para todo z € B. En particular, tendremos que

lzr — ;|| < |ly — z;| para todo j € {1,..., N}. Entonces, por el lema 2.3.11, tenemos que
L1 1 1
No@wi) = N1 25 Toe—a,° Nz — ol
1 1 1 1 1
S0 PN el P o b P DI e
Jii#k ! Jiik, !
1 1 v 1 1
S —— - .
NJ:;M ly —a;lls Nlly —axll* Ny —zll*
Dado que, como hemos visto arriba, N~ = ||y — z|| < ||ly — 2¢||, tendremos que
. 1 Vi
Vﬂsd R N _ 2N_1+S/d.
s Nor) 2 N (y)

Como |ly|| = 1+ N~ por el lema 2.3.10 existirdn una constante § = 6(s,d) > 0 y un
entero positivo M tales que, para todo N > M,

Vst _ L - > Vst _ GN—1+s/d _gpn—1+s/d _ Vst _ 0+ 2)N_1+S/d,

No(wy)
Asi, si despejamos 6(wy) en esta ecuacién, obtenemos que

S(wi) > (04 2)~ YN~/
Por tanto, podemos tomar s 4 = (6 + 2)_1/5, lo que completa la prueba. O

Este resultado nos permite concluir el trabajo con una curiosa reflexién. Supongamos
que tenemos una configuracién wy = {z1,...,oxx} de N electrones situados en la esfera S?
e interactuando de acuerdo a la ley de Coulomb. Como mencionamos en la introduccion,
el problema de Thomson consiste en determinar como se distribuirian estos electrones en
su estado fundamental, es decir, cudles serian las posiciones exactas de las particulas que
minimizan la energia potencial electrostatica dada —salvo por una constante— por

Er(wy) = Z%.

La notacién empleada no es casual, pues recordemos que éste no es sino el casod =2, s =1
de la energia de Riesz. Sabemos que el problema de Thomson es muy dificil y que resolverlo
para cualquier valor de N es considerado por muchos una tarea imposible. Sin embargo, el
teorema 2.3.1 nos dice que, aunque no sepamos encontrar las posiciones exactas de los N
electrones que minimizan la energia potencial electrostatica en S?, si sabemos que dichos
electrones estaran bien separados.



APENDICE A

La formula de la coarea

Dedicaremos este apéndice a introducir brevemente la férmula de la codrea, una poderosa
herramienta que generaliza el teorema de Fubini y el teorema de cambio de variables
simultaneamente. La versién méas general de dicha férmula puede consultarse en el libro de
Federer (1969), aunque para nosotros serd mas que suficiente con una versién simplificada
como la que puede encontrarse en el articulo de Beltran (2009) o en la seccién 13.2 del libro
de Blum, Cucker, Shub y Smale (1998). Asimismo, el lector interesado en un tratamiento
detallado de la férmula de la codrea puede encontrarlo en [Lainz, 2017].

Recordemos que una variedad riemanniana es una variedad diferenciable! dotada de un
producto interno en el espacio tangente de cada punto que varia diferenciablemente con el
punto. Dada una aplicacién diferenciable ¢: M — N, denotaremos la aplicacién diferencial
correspondiente como Dyp: Tp M — T, ) N, donde T,;M es el espacio tangente a M en el
punto x y Ty, N es el espacio tangente a N en el punto ¢(z). A continuaciéon definimos el
concepto de jacobiano normal, que generaliza la nocién de jacobiano.

Definicién A.0.1. Sean M y N dos variedades riemannianas de dimensién m y n, res-
pectivamente, y sea ¢: M — N una aplicacién diferenciable. Para cada punto z € M tal
que la aplicacién diferencial D, es suprayectiva, sea {vf,...,v%} una base ortonormal de
(ker(D,p))*. Entonces, definimos el jacobiano normal de ¢ en el punto , denotado NJac, ¢,
como el volumen en el espacio tangente T,y [N del paralelepipedo definido por los vectores
Dyp(v]),...,Dyp(vE). En caso de que ¢(x) no sea suprayectiva, definimos NJac, ¢ = 0.

Observacion A.0.2. La definicién anterior no depende de la base ortonormal escogida.

En el caso particular en que m = n, el jacobiano normal es simplemente el determinante
de la matriz jacobiana de ¢ en z. Dado que, en este caso, el requisito de que la diferencial sea
suprayectiva implica autométicamente que es también inyectiva, tenemos que ker(D,p) = {0}
y (ker(D,))* = T, M. Por tanto, para calcular el jacobiano normal basta elegir una base
ortonormal de T, M y calcular su imagen por D,y. Ademads, eligiendo la base de forma
adecuada podemos conseguir que su imagen forme una base ortogonal, con lo que el jacobiano
normal vendré dado por el producto de las normas de los vectores de la base imagen.

Teorema A.0.3 (Férmula de la codrea). Sean M y N dos variedades riemannianas de
dimension m y n, respectivamente, con m > n. Sea ¢: M — N una aplicacion diferenciable,
suprayectiva y tal que la aplicacion diferencial Dy es suprayectiva para casi todo x € M.

1Para nosotros, diferenciable significara siempre de clase €, tanto en el caso de variedades como de
aplicaciones entre variedades.

49
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Sean f: M — R yg: N - R funciones integrables. Entonces, se verifican las siguientes
igualdades:

(A.0.1) /ZEM f@)NJac,pdx = en /weq)_l(y) f(z) dzdy,
o x ac,pdr = vol(¢~! .
(A.02) | go@iwNepd / oy velte™ ) dy

Para justificar que la integral sobre la fibra ¢ ~!(y) en el teorema A.0.3 est4 bien definida
necesitamos recordar el teorema de Morse—Sard, para lo cual es preciso tener presentes las
siguientes definiciones:

Definicién A.0.4. Sean M y N variedades diferenciables y sea ¢: M — N una aplicacién
diferenciable.

1) Un punto z € M es un punto regular si D, es suprayectiva. En caso contrario, se
dice que el punto x es un punto singular.

11) Un punto y € N es un valor regular si para todo x € ¢ ~1(y) se tiene que = es un
punto regular. En caso contrario, se dice que y es un valor singular.

El siguiente teorema, conocido como teorema de la preimagen o teorema del valor regular,
nos dice bajo qué condiciones la fibra ¢ ~!(y) es una subvariedad.

Teorema A.0.5. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimension m y n, respectiva-
mente, y sea p: M — N una aplicacion diferenciable. Entonces, si y € N es un valor reqular
de ¢ de fibra no vacia, la fibra ¢~ (y) es una subvariedad diferenciable de M de dimension
m—n.

Teorema A.0.6 (Morse-Sard). Sea ¢: M — N una aplicacién diferenciable. Entonces, el
conjunto de valores singulares de p tiene medida cero en N.

Como consecuencia de este teorema tenemos que el conjunto de valores que pueden ser
probleméticos a la hora de definir la integral sobre la fibra en el teorema A.0.3 tiene medida
cero, con lo que, como sabemos, podemos despreciarlos a la hora de integrar. Por tanto, la
integral sobre ¢~ 1(y) en el teorema A.0.3 estd bien definida.

Si en el teorema A.0.3 consideramos el caso m = n y suponemos que ¢ es un difeomorfismo,
obtenemos el conocido teorema de cambio de variables, pues en ese caso todos los puntos y
todos los valores son regulares, (ker(D,p))*t = T, M y las fibras tienen un tinico punto, con
lo que las ecuaciones (A.0.1) y (A.0.2) pueden escribirse como

(A.0.3) /acEM f(x)NJac,p dr = /yEN(f o )(y) dy,
(A.0.4) /IEM(g o p)(x)NJacypdr = /yEN 9(y) dy.

donde el jacobiano normal es, en este caso, el determinante de la matriz jacobiana.

Coordenadas polares en R, Una util aplicacién de las férmulas anteriores es la
integracién en coordenadas polares:
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Teorema A.0.7. Sea f: R¥*! — R una funcion integrable. Entonces,

A.0.5 dy = dq .
( ) /yERdﬂf(y) Yy /(pyr)esdx(o’m)f(rp)r (p.7)

Demostracion. Consideremos el difeomorfismo siguiente:

o: S%¥x (0,00) — R4\ {0}
(p,7) — Tp.

Aplicando la férmula (A.0.4), tenemos que

/ (f 0 0)(p,r)NJac(py o d(p.r) = / () dy,
(p,r)€Se % (0,00) yERI+!

es decir,

/ Frp)NTacp e d(p,r) = / 1) dy.
(p,r)€S4 % (0,00)

yERd+1

Por tanto, basta probar que NJacy(p, r) = r?. Consideremos entonces la aplicacién diferencial

Diprye: Tipry (S x (0,00)) — R Sea {v1,...,v441} una base ortonormal de T, . (S? x
(0,00)), donde v; = (p;,0) parai=1,...,d, con p; € S, (p;,p) = 0 para todo i y (p;,p;) =0
sit# 7,y var1 = eqre = (0,...,0,1). Calculemos la imagen de los elementos de esta base

por la aplicacién diferencial:

. d . d . d . .
Dy ryp(pi, 0) = p o((p,r) +t(pi,0)) = T o(p+tpi,r) = 7 r(p +tp;) = 1.
t=0 t=0 t=0
Dypmeleass) = % (o) +team) = L oprt)= L] ((r+typ) =
en@lear) = | elpr) Flean) = ) e+ =) (4 0p) =p.

Dado que cada uno de los p; es ortogonal a p, tenemos que la imagen de la base ortonormal
de la que partiamos es una base ortogonal, con lo que el volumen del paralelepipedo que
definen es simplemente el producto de sus normas. Por tanto, el jacobiano normal de ¢ en el
punto (p,r) vendra dado por

d
NJacgy, e = ol [T rlloill = .
i=1

Por tanto, concluimos que

/ fly) dy = / Frpyrt d(p,r),
yeRd+1 (p,m)E€S? % (0,00)

como queriamos probar. O

En el caso de que la funcién f(y) s6lo dependa de la norma ||y||, esto es, f(y) = f(|lyl),
aplicando el teorema de Fubini e integrando en la esfera S¢ tenemos que

(A.0.6) / o ) dy = vol(s) / "yt r.






APENDICE B

Justificacion de algunas expresiones asintéticas

En este apéndice presentamos la comprobacién explicita de algunas expresiones asintOticas
utilizadas en la demostracién del lema 2.3.3.

Proposicién B.0.1. Sea d—1<s<d, cond €N, d > 2. Para cada N € N\ {0} definimos

_ 4R N
Ry=1+NYd oqn=—"2"__
N N (Bx +1)2
Entonces, se verifica que
0. N1 =275(1- SNV o(NV4)), N - .
B.0.1 R 1 27°(1 5
1

Demostracion. Probemos que se verifican las dos expresiones del enunciado:
1) Justificacion de (B.0.1). Llamemos 2 = N~'/¢. Tenemos entonces que
(By+1)7° = (z+2)7° = f(2).

Dado que, en el caso general en que z € C, se tiene que f(z) = (2+2) "% = e~sLos(z+2)
es una funcién analitica en (0, 2), donde Log(z) es la rama principal del logaritmo
y D(0,2) es el disco abierto de centro 0 y radio 2, podemos considerar el desarrollo
en serie de Taylor de la funcién f(x) en torno a 2y = 0, dado por

ST A ()
o) = e 2)7 = 3t
Calculemos entonces las derivadas de f(x):
O =(@+2)7°,
f(x) = —s(@+2)~"71,
FP@) = —s(=s —1)(x+2)7°2,

B () =—s(=s—1)---(=s —k+1)(x+2)7°7F

53



54

1)

B. JUSTIFICACION DE ALGUNAS EXPRESIONES ASINTOTICAS

k
= (H(—S—H 1)) (x+2)7°7F

{=1

Evaluando estas derivadas en x = 0, tenemos que

k

{=1

Sustituyendo en la expresion de la serie, obtenemos que

(Hﬁzl(_s — {4+ 1)) .9—s—k

_ o— —s—1 k
flz)=27°—s2 x—l—z o x

o (T1F (—=s—£+1)) .27k
=2~ ;erZ( e_1( ’ k'Jr )) o
k=2 ’

:2_5<1—§x+0(x)>, x— 0.

Dado que x = N~/

, concluimos que

(Ry +1)=° =27° (1 - gN—l/d +o (N—l/d)) , N oo,

como buscabamos.

Justificacion de (B.0.2). Al igual que en el caso anterior, llamemos z = N-1/d,
Tenemos que
4R R% —2Ry+1 (Ry—1)2 2
l—ay=1-— N s = N N:‘ :(N )2: x 2::g(x).
(Ry +1) (Ry +1) (Ry +1) (z+2)

De cara a obtener el desarrollo en serie de Taylor de g(x) en torno a zy = 0,

recordemos que
o0
= E 2R si|z] < 1.

k=0

Derivando en esta expresion, obtenemos que

1 d —
(1—2)2:dz<1—z> o (Zz) Zkzk Zk+1)zk
k=0

de donde

oo

_ :Oo k+1) L
o - Xk (3 > Z |

k=0
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Teniendo esto en cuenta, tenemos que

2 2

oz o 1 _a? = k—|—1)
W)—m—?m—zz o

(1+Z k+1)xk>:a;~(1+o(1)), z — 0.

1/d

Finalmente, dado que z = N~"/% concluimos que

1—any= “(I4+0(1)), N — o0,

1
AN2/d

como queriamos probar.
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