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Resumen

Es bien sabido que cualquier cuerpo finito tiene p™ elementos con p un ndmero primo y n
un entero positivo. Reciprocamente, para cada primo p y cada entero positivo n existe un tinico
cuerpo finito (salvo isomorfismo) con p”™ elementos, [Fyn.

La construccién de Fj» se realiza como extensién del cuerpo primo F, a partir de un polino-
mio irreducible de grado n; esto es: Fyn es isomorfo al cuerpo Fplz]/(f(x)) con f un polinomio
irreducible sobre [F, de grado n. Por la unicidad del cuerpo finito, éste también puede construirse
a partir de Fpr con r un divisor de n, utilizando un polinomio irreducible sobre Fj de grado .

En este trabajo de fin de grado se pretende estudiar para un cuerpo finito Iy, ¢ = p", cémo
construir un polinomio irreducible de grado dado que permita dar una construccién efectiva de
cualquier cuerpo finito. Asimismo, se determinaré el niimero de polinomios irreducibles existentes
sobre un cuerpo finito de grado dado, asi como la cantidad de polinomios irreducibles con ciertas
caracteristicas.
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Abstract

It is well known that any finite field has p" elements, where p is a prime number and n a
positive integer. Reciprocally, for every prime number p and every positive integer n there exists
a unique up to isomorphism finite field with p" elements: Fyn.

The field Fy» is defined as an extension of the prime field IF,, from an irreducible polynomial
of degree n: this is, Fp» is isomorphic to the field Fy,[z]/(f(x)) where f € Fp[z] is an irreducible
polynomial of degree n. Since every finite field is unique, it can also be constructed from [F-
where r divides n using an irreducible polynomial of degree I over Fr.

This work aims to study, for a finite field F, with ¢ = p”, how to build an irreducible polyno-
mial of a fixed degree that enables the effective construction of any finite field. In addition, this
work will determine the number of irreducible polynomials of a fixed degree over a finite field,
and the number of irreducible polynomials with determined characteristics.

Keywords: finite fields, irreducible polynomials, invariant polynomials
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Introduccion

La teoria de los cuerpos finitos es una rama del algebra que comienza a surgir en torno al
siglo XVII gracias a las contribuciones de importantes precursores como Pierre de Fermat (1601-
1665), Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) y Adrien-Marie Legendre
(1752-1833).

Es a partir del siglo XIX cuando se empiezan a formalizar muchos de los conceptos propios
de este ambito. En 1801, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publicé su obra Disquisitiones arith-
meticae, en la que se habla de congruencias, ecuaciones polindmicas sobre cuerpos finitos o la
funcién de Euler; contenidos esenciales a la hora de trabajar con cuerpos finitos. Mas tarde, en
1830, Evariste Galois (1811-1832) publicé su texto Sur la théorie des nombres, que constutuye
la base de lo que hoy se conoce como Teoria de Galois. Este texto supuso una revolucién en el
estudio de los cuerpos finitos.

A lo largo del siglo XIX varios autores trabajaron en el tema: entre ellos son destacables Joseph
Alfred Serret (1819-1885), Theodor Schonemann (1812-1868) y Richard Dedekind (1831-1916),
que continuaron desarrollando las ideas de Gauss y Galois y estudiando polinomios sobre cuerpos
finitos. M4s tarde autores como Camille Jordan (1838-1922), Eliakim Hastings Moore (1862-1932)
o Leonard Eugene Dickson (1874-1954) contribuyeron a formalizar estas ideas y presentarlas de
manera mas abstracta.

El estudio de los cuerpos finitos tiene una gran cantidad de aplicaciones. Es especialmente
destacable su uso en codigos: los cuerpos finitos son la base de los codigos lineales detectores-
correctores de errores que, como su propio nombre indica, permiten detectar y corregir errores
que se producen durante la transmision de informacién. Un ejemplo de esto es el cdédigo de Reed-
Solomon.

La criptografia es un dambito en el que los cuerpos finitos juegan un papel muy importante.
Los sistemas de cifrado de datos se dividen en varios tipos: de llave privada, o de llave publica.
Actualmente varios sistemas de cifrado de llave privada se basan en estructuras algebraicas rela-
cionadas con cuerpos finitos: en concreto algunos de ellos son el Advanced Encryption Standard
(AES), el Twofish o el Secure And Fast Encryption Routine (SAFER). Asimismo, hay varios sis-
temas de cifrado de llave puiblica basados en curvas elipticas; los polinomios que definen a dichas
curvas son elementos de Fy[x,y| para algin g potencia de primo. Las principales aplicaciones de
la criptografia incuyen la banca electrénica, firma digital, o tarjetas inteligentes.

De hecho, los cuerpos finitos son de gran utilidad en el drea de la geometria algebraica, a
través de la cual se pueden definir cdédigos y curvas algebraicas, cuyo uso se acaba de exponer.
Otro campo de estudio relevante es el de las sucesiones sobre cuerpos finitos, por ejemplo para su



uso en cifrados de clave privada, es es un aspecto que ha cobrado gran relevancia debido al desa-
rrollo de las comunicaciones digitales, y que tiene aplicaciones en sistemas GPS o de transmisién
de televisién.

Es asi evidente que el estudio de los cuerpos finitos es de gran importancia y que, a su vez,
el estudio de la teoria de Galois es fundamental para comprenderlos. Por este motivo, parte del
primer capitulo de este trabajo se dedica a dar una pequena introduccién sobre este tema. En el
apartado de Preliminares también se habla de conceptos como la traza de un elemento, el orden
de un polinomio y ciertas funciones destacadas. Las nociones que se introducen son esenciales
para la comprensién del documento, asi como para su autocontencién.

Se han mencionado anteriormente las diversas aplicaciones de los cuerpos finitos: se hace evi-
dente entonces la necesidad de construirlos. Como se expondrd a lo largo del presente documento,
el problema de la construccién de cuerpos finitos estd intrinsecamente ligado al de la obtencién
de polinomios irreducibles sobre los mismos: en el segundo capitulo de este trabajo se presenta
un método para la construccién de polinomios irreducibles de cierto grado sobre un cuerpo finito.
Esto permitird obtener una extensién de dicho cuerpo.

Para concluir, una vez que se ha comprobado de manera constructiva la existencia de po-
linomios irreducibles de cualquier grado sobre un cuerpo finito, en el ultimo capitulo de este
documento se presentan varios resultados enfocados a contar cudntos hay. Ademéds de tratar el
caso generalizado, se estudiard el ntimero de polinomios irreducibles con varias caracteristicas
predeterminadas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teoria de Galois

Se comienza haciendo un repaso de conceptos vistos en la asignatura “Teoria de Galois”. En
esta seccion se estudiaran definiciones bésicas que se manejaran a lo largo del resto del documen-
to, como las de polinomio irreducible, extensién de cuerpos, o cuerpo de escision. Estos conceptos
y resultados han sido tomados de la referencia [6].

Definicion 1.1 Sea f un polinomio con coeficientes en un dominio de factorizacion unica. Se
dice que f es monico si el coeficiente asociado a su término de mayor grado es 1. Es primitivo
si el mazimo comun divisor de sus coeficientes es 1. Dos polinomios f y g son asociados si existe
una unidad u tal que f(x) = ug(x). Finalmente, f es irreducible si sélo se puede descomponer
en productos de unidades y un polinomio asociado a €l.

Los polinomios irreducibles, como se vera mas tarde, estdn estrechamente relacionados con
las extensiones de cuerpos, cuya definicién se da a continuacion.

Definicion 1.2 Un cuerpo F es una extension de otro cuerpo K si K es un subcuerpo de F'.
Se representa: K — F. En ese caso, F' es un K-espacio vectorial. El grado de la extension
es la dimension de F' como K -espacio vectorial, y se representa por [F : K|. Si es finito, se dice
que la extension es finita.

Definiciéon 1.3 Sea Y C F, K C F. El subcuerpo de F generado por Y sobre K se repre-
senta por K[Y]. SiY = {ui,...u,}, entonces K(u1,...u,) es una estension de K finitamente
generada.

El hecho de que una extensién sea finitamente generada no implica que sea finita, pero toda
extension finita si es finitamente generada.

Definicion 1.4 Sea K — F una extension, u un elemento de F; u es algebraico si es raiz de
algun polinomio no nulo en K.

Un polinomio que cobra especial relevancia en este ambito es el polinomio minimo de un ele-
mento. La siguiente definicién ofrece una explicacion acerca de la importancia de los polinomios
irreducibles como herramienta para generar extensiones de cuerpos.



Definiciéon 1.5 Sea K — F una extension, u € F un elemento algebraico sobre K.
i) K(u) es isomorfo a K[z]/(f(x)), con f(x) irreducible, mdnico y f(u) = 0.

i) {1,u..u" 1} es base de K(u) como K -espacio vectorial, y el grado de la extension [K (u) :
K] =n.

El polinomio f que cumple estas caracteristicas es el polinomio minimo de u sobre K.

Si f es un polinomio cualquiera sobre un cuerpo K, sus raices no seran necesariamente ele-
mentos del mismo cuerpo, pero si de otro que lo contiene. Ese cuerpo es justamente el cuerpo de
escision:

Definicion 1.6 Un polinomio escinde en F si todas sus raices son elementos de F'. Un cuerpo
F es cuerpo de escision de f € K|x] si:

i) f escinde en F.

ii) F = K(uj...u,), siendo uj...u, las raices de f.

Se deduce de esta definicién que el cuerpo de escision de un polinomio es tnico.

Definicién 1.7 Un polinomio irreducible f € K[z] es un polinomio separable si en algin
cuerpo de escision F de f sobre K todas sus raices son simples. Un elemento u algebraico sobre
K es un elemento separable silo es el polinomio minimo de u sobre K. Una extension algebraica
K — F es una extension separable si todo elemento de F' es separable sobre K.

Definicion 1.8 Se dice que K < I es una extension normal si todo polinomio irreducible en
Klz] que tiene una raiz en F, escinde en F.

1.2. Cuerpos finitos

Como en particular se van a estudiar los cuerpos finitos se presentan los contenidos bésicos
relativos a este ambito, y se anaden demostraciones para que el trabajo sea autocontenido. Aun
asi, se puede encontrar més informacion relacionada con el contenido de esta seccién en las refe-
rencias de las que ha sido tomada, [6], [10] y [13].

Claramente, un cuerpo finito debe constar de un nimero finito de elementos. Sin embargo di-
cho nimero no puede ser cualquiera: el resultado siguiente muestra exactamente cudl es el niimero
de elementos de un cuerpo finito.

Teorema 1.9 (Cardinal de un cuerpo finito) Si F' es un cuerpo finito, su cardinal es p™
para algun m > 1 entero.

Demostracion: Es bien sabido que, si F' es un cuerpo, su caracteristica serd 0 é p con p primo.
En este caso, como F ademds es finito, char(F) = p. Sea 7(F') el cuerpo primo de F (es decir,



la interseccién de todos los subcuerpos de F). El grado de la extensién [F' : w(F)] = m es nece-
sariamente finito, y por tanto el cardinal de F' es p™. O

Reciprocamente, dados un primo p y un entero m cualesquiera siempre es posible construir
un cuerpo de p"™ elementos:

Teorema 1.10 (Unicidad de cuerpos finitos) Dados un primo p y un entero positivo m,
existe un unico cuerpo (salvo isomorfismo) con p™ elementos.

Demostracion: Se considera el polinomio p(X) = XP" — X € F,. Sea F su cuerpo de escisién
sobre FF,. Dado que p/(X) = p™X P"=1 = _1 en el cuerpo F,, el polinomio p(X) no tiene raices
multiples; su grado es p™ y tendréd por tanto ese nimero de raices distintas.

A continuacién se comprueba que el conjunto A de raices de ese polinomio es un cuerpo:

i) 0,1 € A trivial.

ii) Sean a,b € A: (a —b)P" — (a—b) = a?" —b"" —a+b= (a"" —a)— (P"
tanto, al ser a — b raiz del polinomio, a — b € A.

—b) =0y por

m

iii) Del mismo modo, (ab™1)?" — (ab™!) = aP
ab~! € A.

bP" —ab™! = ab™' —ab~!' = 0 y entonces

Es decir: A cumple por tanto lo necesario para ser un cuerpo, y tiene p" elementos: queda pro-
bada la existencia. Ademds, A es cuerpo de escisién del polinomio, y como el cuerpo de escision
es unico, queda probada la unicidad. O

Durante el resto del documento, se denotard al tinico cuerpo con p™ elementos como Fyn, y
siempre que se escriba F, se asumird que ¢ = p" es una potencia de primo.

El resultado que se presenta a continuacion también estd relacionado con la cardinal de los
cuerpos: en concreto, describe lo que ocurre cuando un cuerpo contiene a otro.

Teorema 1.11 Sean F' y K dos cuerpos finitos. Si F' C K, entonces |F| divide a |K|.

Demostracion: Como F' es un cuerpo finito, tiene p™ elementos (p es primo, n entero). En-
tonces F,, C [F,n C K, y el cuerpo primo de K es también IF,,. Por tanto K serd una extensién de
grado m de F,: K = Fpm.

Entonces, m = [Fym : F| = [Fpm : Fpn|[Fpn 2 Fp] = [Fpm : Fpnln, y por tanto, como n divide a m,
p" divide a p™. O

Por tanto, cualquier cuerpo finito de cardinal p" es una extensién de grado n de ), y puede
generarse a partir de un polinomio irreducible de grado n sobre IFp,.

Lema 1.12 Sean g = p" para algin primo p, n € N.

i) Para todo a € Fyn existe un unico polinomio ménico irreducible f € Fyz] tal que a es raiz
de f y el grado de f, 0(f) divide a n: el polinomio minimo de a. Reciprocamente, para todo
f € Fylx] mdnico, irreducible, de forma que 6(f) divide a n, f es separable, y tiene todos
sus ceros en Fyn.



i) Sim(z) es el polinomio minimo de a sobre Fy, m(z) divide a todo f(z) € Fy[z] con f(a) = 0.

iit) Si d es el menor entero positivo tal que al” = a € Fgn, d divide a n y es el grado del
polinomio minimo de a, m(x). De hecho,

m(z) = (¢~ a)(e — a)(x — a®)...w — ™

)

Demostracion:

i) Sea a € Fyn. La extensién F, < Fy» es finita: por tanto, a es un elemento algebraico de F.
Tomamos f € Fy[X] el polinomio minimo de a; f es entonces ménico, irreducible, y a es raiz
suya. Ademas, F, — F,(a) — Fgn, y por tanto deg(f) = [Fy(a) : F,] divide a [Fgn : Fy] = n.
Sea ahora f € Fy[X] ménico, irreducible, tal que §(f) divide a n. El cardinal de Fq[X]/(f)
es ¢°F), y por tanto Fq[X]/(f) es isomorfo a F ss). Dado que Fy — F s() es una extensién
finita de un cuerpo finito, es de Galois; entonces el polinomio f tiene todas sus raices
distintas y factoriza completamente en F ;). Pero, como 0(f) divide a n, F s C Fgn y las
raices de f estan en Fyn.

ii) Si f(a) = q(a)m(a) + r(a) con §(r) < §(m), necesariamente r = 0 para que se cumpla que
r(a) = 0y m sea el poliomio minimo.

iii) Claramente, a?" = a. Si se divide entre el d definido anteriormente, n = Id +r con I,r € Z,
0<1ly0<r<d. Entoncesa=a? = a?" = (aqld)qr = a? ; para que esto se cumpla con
r < d, r tiene que ser 0 y por lo tanto d divide a n.
Esta claro que a? #'aqj'para 1 < 4,5 < d; si hubiera dos iguales, con ¢ > j, entonces
a?” = (a?)7 = (a?)7 = a?" = a; como d es el menor entero para el que a?’ = a, enton-
ces necesariamente ¢ = j. Sea ahora el polinomio m; (z) = (m—a)(J;—aq)(x—aa2)...(a:—aqd_1 )
claramente, a es una raiz suya, y el apartado anterior permite asegurar que el polinomio
minimo m divide a mq. Ademads, los elementos a¥, a?...a?"”" también son raices de m, y
por lo tanto 6(m) > d; pero, como divide a m; cuyo grado es d, necesariamente han de ser
iguales. U

Estos resultados muestran que cualquier cuerpo finito de cardinal p” serd una extension de
grado n de IF,,, y podra generarse a partir de un polinomio irreducible de grado n sobre IF,,.
Ademds, si n no es primo (por ejemplo, n = nyng...), también serd posible generar F,» a partir
de un polinomio de grado n; sobre Fyn2, 0 viceversa...

1.3. Traza

Se introduce ahora el concepto de traza de un elemento de Fy, y se se relaciona con el de
la traza de un polinomio. El objetivo de esta seccién es ofrecer una coleccién de resultados y
observaciones que permitan al lector entender de forma maés clara resultados posteriores en los
que se mencionan estos temas. Se puede encontrar mas informacion sobre trazas en la seccion 2.3
de la referencia [10].

Dados n y ¢ naturales, g potencia de primo, se considera la extensiéon de cuerpos F, < Fyn.
Entonces Fy» se puede ver como un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo F,. Se pre-
senta la traza como una aplicacién de Fyn en F,.



Definicién 1.13 Sea o un elemento de Fgn. La traza de o se define como:

n—1

Tr(a)=a+al+ .. +af

Si ademds q = p primo, se dice que Tr(a) es la traza absoluta de .

Aunque la notacién generalmente sera la de T'r(«), se denotard Trp g (a) = Tr(a) donde
F =TFp;n y K = F, cuando pueda existir confusién acerca de los cuerpos en los que se esta
trabajando.

Observacién 1.14 Se considera f € Fq[z] el polinomio minimo de «, de grado d sobre Fy, y la
extension Fy — Fy(a) — Fgn: al estudiar el grado de las extensiones se hace evidente que el grado
de f, 6(f) = d divide a n. El polinomio caracteristico de « es justamente g = fd, que es un ele-
mento de Fylx], y cuyas raices son {c, al...a?""'}. Sise expresa g(x) = T+ apm_ 12" 4. +ag, al
utilizar las formulas de Cardano-Vieta se obtiene que la traza de o es justamente Tr(a) = —ap_1,
y es un elemento de F,. Por tanto, si el polinomio minimo de a, f, es exactamente de grado n,
entonces la traza de « es precisamente la suma de todas las raices de f; o, equivalentemente, la
suma de todos los conjugados de c.

A continuacién se estudian algunas propiedades de la traza, cuya utilidad se pondréa de ma-
nifiesto en demostraciones de resultados acerca del ntimero de polinomios ménicos e irreducibles
con una traza determinada del capitulo 3 de este trabajo.

Proposicién 1.15 Se consideran los cuerpos Fy y Fyn. Se satisfacen las siguientes propiedades:
i) Tr(a+ B) =Tr(a) +Tr(B) para todos los elementos o y B € Fyn.
it) Tr(ca) = cI'r(o) para todo ¢ € F,,.
i) Tr(a) =na sia € F,
iv) Tr(a?) =Tr(a) para todo o € Fyn
Demostracion:

i) Como la traza de a+f es un elemento de Fy, Tr(a+5) = a4 B+ (a+B)i+..4+(a+B)1" " =
a+B+al+ B9+ ...+a? " + B4 de lo que se obtiene el resultado deseado.

ii) Dado que c es un elemento de [y, ¢? = ¢ (basta con considerar el orden de c en el grupo
, 1. n—1 n—1 n—1
ciclico IFy), y entonces: Tr(ca) = ca+cla?+..+c? a?  =ca+cal+..+ca? = como

se queria ver.

iii) Para probar este resultado se considera una vez més el hecho de que, como « es un elemento
de Fy, entonces o = a. Al sustituir en la férmula de la traza dada por la definicién, se
obtiene la suma de a n veces, que es lo que se quiere probar.

. . . . . . ., . n
iv) Siguiendo un razonamiento parecido a los anteriores, en esta ocasién se tiene que af = a.
2 n
Entonces: Tr(a?) =af4+a? + ...+ a4 =Tr(a) O



Es necesario tener en cuenta que la traza estd definida teniendo en cuenta los cuerpos F, y
Fyn, y que su significado varia en base a considerar av como elemento de un cuerpo distinto. Con
el objetivo de estudiar como se produce dicho cambio se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.16 (Transitividad de la traza) Sea la extension de cuerpos K — F — E, con
K =TF,.
Trp k(o) =Trrr(Trer(a))

para todo o elemento de E.
Demostracion: Se supone que las extensiones K — F'y F — FE tienen grados m y n, respec-

tivamente.
Basta con desarrollar la férmula dada por la deficinién:

m—1 ) m—1 n—1 ) ) m—1n—1 ) ) mn—1
Trpg(Trgrla)) = Z TT‘EJT‘(Oz)qZ _ Z(Z aqﬂn)q’ _ Z ZaanH»z _ Z aqk
=0 =0 35=0 =0 j=0 k=0
=Trg k(o) O

1.4. Orden de polinomios

Por tdltimo, se estudia el orden de un polinomio. Los resultados y definiciones que se presentan
a continuacién pueden ser encontrados en [6] y en el capitulo 2 de [10].

Para introducir esta seccién se estudian los siguientes polinomios: f(x) = 3 + z + 1 sobre
Fo v g(z) = 2% + 2z + 1 sobre F3. Es de inmediata comprobacién que f divide a 27 — 1. En el
caso de g, se comprueba que g divide a 2% — 1. Cabe entonces preguntarse si para todo polinomio
sobre un cuerpo finito existe un entero e tal que dicho polinomio divide a ¢ — 1. A continuacién
se comprueba que asi es:

Proposicién 1.17 Sea f € F[z] un polinomio no constante de grado n tal que f(0) # 0. Existe
un entero positivo e tal que e < q" — 1 y f divide a x¢ — 1.

Demostracién: Como f tiene grado n, el anillo Fy[x]/(f) tiene ¢" clases (contando el cero,
que serfia la clase de los multiplos de f).

Las clases 7 + (f) donde j = 0...¢™ — 1 son todas distintas de 0+ (f), y hay ¢™; utilizando el
principio del Palomar (o del sentido comin, porque en este caso se ve trivial) se sigue que debe
haber dos iguales: es decir, existen 0 < r < s < ¢™ — 1 con z° = 2" méd (f).

Ademas, como f(0) no es 0, med(z, f) = 1, y 27" = 1 méd (f) y por lo tanto f divide a

27" — 1: entonces e = s — r es justamente el entero que se busca. Il

Por tanto, es posible dar la definicién del orden de un polinomio:



Definicién 1.18 Sea f € Fy[z] un polinomio no constante de grado n tal que f(0) # 0. El menor
entero positivo e tal que f divide a € — 1 es el orden de f.
Si £(0) = 0, entonces f(x) = x¥g(z) con g(0) # 0, y se considera ord(f) := ord(g).

Se utilizard a veces la notacién ord,,(a) para hablar del orden de la clase del elemento a en
el grupo (Z/mZ)*.

A continuacién se presenta una relaciéon entre el orden de un polinomio y el de sus raices.
Dicha relacién funciona a su vez a modo de caracterizacion del concepto:

Teorema 1.19 Sea f € Fy[z] un polinomio no constante de grado n tal que f(0) # 0. El orden
de [ es igual al de cualquiera de sus raices en Fn

Demostracion: Como el grado de f es n, su cuerpo de escision es Fyn. Las raices de f tienen to-
das el mismo orden: si v es una raiz de f, entonces el conjnto de raices de f es {a, af, ad’ . ad"! }:
supéngase que el orden de « es e: es decir, e es el menor entero con a® = 1. Sea ahora i = 2...n—1:
(a9)® = (a®)? = 1. Ademas esto no se cumple para ningiin entero menor que e.

Para cualquier raiz o de f, a® = 1 si y sOlo si es también raiz de x€ — 1; esto a su vez se
cumple para toda raiz « si y sélo si el polinomio f divide a ¢ — 1, y e es el minimo entero que
cumple estas dos cosas. O

Para concluir esta seccién se estudian brevemente los polinomios ciclotémicos y su relacién
con el orden.

Definicion 1.20 FEl polinomio ciclotomico de orden n es aquel cuyas raices son las raices
n-ésimas de la unidad (es decir, los & que verifican £ = 1). Tiene la siguiente expresion:

() = 11 (@ —&%

0<d<n,med(d,n)=1

Y su grado es o(n)

FEl siguiente resultado proporciona una factorizaciéon del polinomio ciclotémico de orden r
como producto de polinomios del mismo orden. Su gran relevancia se pondra de manifiesto en
varias demostraciones distintas a lo largo del documento, y por ese motivo aparece incluido en
esta seccion.

Teorema 1.21 Sea K :=F, y F := K((), donde ¢, es una raiz del polinomio ciclotomico de
orden r, ¢,. Entonces,

i) El grado de la extension [F : K| = d coincide con el orden de q en el grupo de las unidades
de Z/rZ

ii) ¢r factoriza en Fylzx] como el producto de # polinomios modnicos e irreducibles de grado

d.



Demostracion:

i) Si ¢ es una raiz primitiva r-ésima de la unidad, qu = (, de lo que se deduce que r divide a
¢ — 1, y por tanto que ¢ =1 méd r.
Si existiera d’ < d con ¢* = 1méd r, se tendria que qu/ = ( y ( estaria en cualquier
extensién de F, de grado d’ (serfa raiz de iL‘qdl — z). Pero como Fqa es el cuerpo de escision
de ¢, Fy = Fpa = F o Y d > d', lo que contradice la hipdtesis. Por tanto, como d es el
menor entero que lo cumple, es el orden de ¢ en (Z/rZ)*.

ii) Se considera ahora el polinomio minimo de cualquier raiz de la unidad: por lo visto en el
apartado anterior, su grado es d, pues F' es su cuerpo de escisién.
Entonces todos los factores irreducibles del polinomio ciclotémico de orden 7 tienen grado
d, y ¢, tiene grado (r): entonces ¢, tiene # factores irreducibles de grado d. O

Ademas, las raices de dichos factores deben de ser las raices de la unidad de orden r. Por
tanto los factores de ¢, seran los polinomios ménicos e irreducibles de grado d y orden r sobre
Fy:

fepP(dq,r)

donde P(d,q,r) es el conjunto de dichos polinomios.

1.5. Funciones de Mobius y de Euler

Para concluir el capitulo de preliminares, se presentan las funciones de Mobius y de Euler,
cuya relevancia se pondra especialmente de manifiesto a la hora de contar polinomios irreducibles.
Las principales referencias de esta seccién son [10] y [13].

Definicion 1.22 Se llama funcion de Moébius a la funcion i : N — C definida de la siguiente
manera:

1 st n es libre de cuadrados, producto de un niumero par de primos
u(n) =< —1 sin eslibre de cuadrados, producto de un nimero impar de primos
0 st n no es libre de cuadrados

A continuacién se muestran ejemplos de esta funcién aplicada a los niimeros del 1 al 10 (tabla)
y del 1 al 50 (grafica):

pn) [1|-1|-1]0|-1|1]-1]0]0] 1
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Algunas propiedades interesantes de la funcién de Md&bius son las siguientes:

Proposicién 1.23

1 stn=1
Z,u(d)—{ 0 sin>2

dn

Demostracion: Dado n = pi* - p3? - - - pSr, sea P, = {p1,p2,...,pr}. Para comprobar que la pro-

piedad es cierta, basta con definir la siguiente aplicacién:

fodd:d|n,;uld)#0 —  P(P)
d — {pi, s pi | d}

Se comprueba que la aplicacion es biyectiva:

i) Es inyectiva: sean dj, dy divisores de n libres de cuadrados, de tal forma que su imagen por
f sea la misma: como dj y ds son libres de cuadrados, f(d;) es el conjunto de sus divisores
(quitando el 1), y lo mismo para f(dz). Entonces, dado que tienen los mismos divisores, se
deduce que di = do, y por tanto la aplicacién es inyectiva.

ii) Es sobreyectiva: un elemento de P(P,) es un conjunto de divisores primos de n. Al hacer el
producto de todos ellos, siempre vamos a obtener un d que divide a n, libre de cuadrados;
es decir, un elemento d tal que f(d) es justamente el conjunto dado.

Se tiene que P(P,) es un conjunto potencia, y por lo tanto tiene el mismo nimero de elementos
de cardinal par que impar. Como f es biyectiva, esto significa que en el conjunto de partida hay
la misma cantidad de elementos con ntimero de divisores par que impar: es decir, hay la misma
cantidad de d tal que u(d) =1 o p(d) = —1.

Por lo tanto, al hacer el sumatorio }_;,, 1(d), el resultado es 0 (se suma 1 —1 el mismo nimero
de veces). O

El siguiente resultado sirve para estudiar la relacién entre polinomios de una cierta forma por
medio de la funciéon de Mobius, y es especialmente 1til a la hora de contar polinomios.

Teorema 1.24 (Inversién de la funcién de Mobius) Sean f,g : N — C, cumpliendo f(n) =
> 9(d). Entonces, g(n) = > 4, f(7)u(d). Del mismo modo, si f(n) = ]Iy, 9(d), entonces
g(n) = Hd|n f(%)”(d)

Demostracion: Se tiene:
> u(d)f(%) =D ud)d gle)=> > udgle) =D u(d)g(c)
din din o din c|% cn d|%

El dltimo paso de esa cadena de igualdades viene del hecho de que d divide a n y ¢ divide a 7 si
y solo si ¢ divide a n y d divide a %. Entonces:

Yo uldgle) =D gle) > pld)
|z

cln d|% c|n
c

11



Lo que hay dentro del segundo sumatorio es 0 excepto cuando 7 = 1; por tanto se obtiene:

D 9(@Y ud) =7 gle) = g(n).
d‘% n=c

cln

La demostracién es analoga en el caso multiplicativo. O

El siguiente lema es parecido al Teorema de Inversion de la funciéon de Mobius, y por ello se
incluye a continuacién. Serd 1til para demostrar algunos resultados que se veran mas adelante.
Se puede encontrar en la referencia [12]

Lema 1.25 Sean R un conjunto, {X(d,t)}denier una familia de subconjuntos de R tal que:
i) X(1,t) = {t} para todo t en R
ii) Los conjuntos {€' € X(d',e):e € X(d,t)} y{e e X(dd',t)} sean iguales

Sean A,B : N x R — C dos funciones con wvalores en C un anillo conmutativo con unidad.

FEntonces son equivalentes:
n
A(n7t) :Z Z 3(576)
dn e€X(d,t)

Bln,t) = uld) Y. A5.e)
dln eeX(d,t)

Demostracion: Es parecida a la de la férmula de inversién de Mobius: solo hay que sustituir
los valores de A y B en cada caso y reorganizar los subindices de los sumatorios.

Para finalizar el capitulo de preliminares, se procede a explicar algunos aspectos de la funcién
de Euler, cuya relevancia es innegable en el el ambito de los cuerpos finitos.

Definicion 1.26 Se llama funcion ¢ de Euler a aquella que actia sobre los niimeros naturales
de la siguiente forma:
w(n) =[{m e N:m < n,med(m,n) = 1}|

Algunas de sus méds conocidas propiedades son las siguientes:

Lema 1.27 (Propiedades de la funcién ¢ de Euler) Sea ¢ la funcion dada por la definicion
anterior. Se cumple lo siguiente:

i) ¢(p) =p — 1 para todo p primo
i) o(p*) = (p — 1)p* para todo p primo, k nimero natural
iii) o(mn) = @(m)p(n) sim yn son primos entre si

La demostracion de estas propiedades es trivial.
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Capitulo 2

Construccién de polinomios
irreducibles

Este capitulo se apoya especialmente en las referencias [14] y [2].

Como se ha explicado anteriormente, un cuerpo finito de cardinal p™ puede generarse a partir

de un polinomio irreducible de grado n sobre F,,. Si n = r{*r3?..r;" y se dispone de un polinomio

de grado r{* para cada i = 1...[, utilizando los resultados de la seccién final de este capitulo se
podréd generar un polinomio de grado n irreducible sobre [,

Por lo tanto, es necesario asegurar que, para cada r,e con r primo y e un entero positivo,
existe un polinomio irreducible de grado ¢ sobre F,. En vez de hacerlo directamente, se va a
dividir este problema en varios casos:

(a) Grado impar, r igual a la caracteristica del cuerpo: r = p # 2
(b) Grado par, r igual a la caracteristica del cuerpo: r =p =2
(¢) Grado par (r = 2) y caracteristica p = 1 méd 4

(d) Grado par (r = 2) y caracteristica p = 3 méd 4

(e) Grado impar y r # p

En cada una de las secciones siguientes se dan una serie de resultados cuyo objetivo es construir
un polinomio irreducible de grado ¢ sobre ), en cada uno de los casos descritos.

Los polinomios que se intentaran construir en cada caso habran de ser lo mas sencillos posible;
en concreto, muchos de ellos seran binomios y trinomios. Se define a continuacién este tipo de
polinomios:

Definicién 2.1 Se dice que un polinomio de Fylx] es un binomio (o trinomio) si sélo tiene
dos (o tres) coeficientes distintos de 0.

Se procede entonces a estudiar cada uno de los casos descritos anteriormente por separado.
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2.1. Caso (a)

En este caso los polinomios que se proporcionan son trinomios. Con el fin de asegurar su
irreducibilidad més adelante, se estudian varios resultados por separado, cuya utilidad se pondré
de manifiesto en el teorema final de la seccidn.

m

Proposiciéon 2.2 Si g = p™ con p primo, el trinomio

2 —x—0b
con b un elemento de Fy es irreducible si y sélo si Trg, r,(b) # 0.

Demostracién: Se comienza demostrando por induccién que, para todo ¢ natural y 6 rafz del
polinomio, 67" =0 + b+ b + ... + bP' .
Para ¢ = 1: si 6 es una raiz de 2P — x — b, entonces cumple 6P = 6 + b. _
Ahora, se supone cierta la igualdad para i — 1; entonces, sobre F, cuya caracteristica es p, or' =
PP = (0+b+bP+ ... 4P VP =0+b+ b+ + ...+ VP =0+b+bP+...+b " como
se queria probar.
En concreto, si se toma ¢ = m,

m—1

" =0+ b+ P+ ..+ =60+Tr(b)

Esto significa que T'r(b) = 0 si y sélo si ¢ = 0: dicho de otra forma, si y sélo si todas las raices
de 2P — x — b pertenecen a [Fy.

Hasta ahora se ha visto que 2P — 2 — b es producto de factores lineales de F, si y sélo si la traza
de b es 0. Pero lo que se quiere estudiar es la irreducibilidad del trinomio, y podria darse el caso
de que se descomponga en factores no lineales.

Légicamente, esto sélo ocurre si Ty, r,(b) # 0. Si se siguen tomando potencias, se llega a que

97 = 0 + iTr(b) para todo i = 1...p — 1, y, en concreto, #9° = 6 (y todos los elementos 97 son
distintos). Esto quiere decir que el polinomio minimo de 6 sobre F, tiene grado p, y por tanto
tiene que ser P — x — b. Se concluye entonces que este trinomio es irreducible. O

Se presenta ahora un lema acerca de la irreducibilidad de una particular composicién de po-
linomios, cuya demostracién se puede ver en [14].

Lema 2.3 Sean f y g dos polinomios en Fy|x] distintos de 0, y P un polinomio irreducible en
Fq[z] de grado n > 1. Entonces g(x)”P(%) es irreducible sobre Fy si y solo si f(x) — Ag(x) es
irreducible sobre Fyn, donde A\ es una raiz de P.

Ademds, si P no es de la forma P(x) = cx con ¢ € [y, entonces g(x)”P(%) tiene grado hn,

donde h = max{d(f),d(g)}.

La siguiente proposicion relaciona los dos resultados anteriores y se utiliza en la demostracién
del teorema central de esta seccién.

Proposicién 2.4 Sea ¢ = p™ con p primo, f(x) = 2" + cp_12" 1 + ... + c1z + o un polinomio

monico e irreducible sobre Fy, y b € F,. Entonces f(aP —x —b) es irreducible sobre F, si y sdlo
si Try, r,(nb—cp_1) # 0
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Demostracion: Sea a € Fyn una raiz de f. Por el lema 2.3, tomando g(z) =1, P = f y la que
serfa la f en el lema como a? —x —b, f(2P —x —b) es irreducible sobre F, si y s6lo si 2? —z —b—a
lo es sobre Fy». Aplicando la proposicién 2.2 esto es equivalente a que Try,m F,(b+ a) # 0; pero
T""IFqn,IF‘p (b + a) = T""IE‘q,IE‘p (TT]Fqn F, (b + Oz)) = TTFQ,FP (nb — Cnfl) 75 0. |

El teorema que permite construir polinomios irreducibles en las condiciones del caso (a) hace
uso de los polinomios reciprocos; por eso se incluye ahora una breve explicacién sobre los mismos.

Definicién 2.5 Sea f un elemento de Fy[x]. su polinomio reciproco f* como f*(x) = z"f(5),
siendo n = 6(f). Se dice que f es autorreciproco si f = f*.

Por ejemplo, dado f(x) = 23 + 222 + 3z + 4, su polinomio reciproco es:

1 1 2 3
¥\ — 3 _ .3 — 4.3 2
Por otra parte, el polinomio g(x) = 22 + 4z + 1 es un polinomio autorreciproco: g*(z) =

?(H+241)=a?+4a+1.

Observacion 2.6 FEs claro que f* y f tienen el mismo grado si 0 no es raiz de f. Al susti-
tuir en la formula dada por la definicion, si f(x) = ap + a1 + ... + apx™, entonces f*(x) =
aox™ + a1z + ... 4+ an. En f*, el coeficiente que acompana al término de grado n es ag, que
solo se anula si el 0 es raiz de f.

Se presenta ahora el teorema que permite construir polinomios irreducibles en las condiciones
del caso (a).

Teorema 2.7 Sea p un nimero primo, y f(x) = 2" +c,_1n" ' +...4+cr12+co un polinomio monico
e irreducible de grado n sobre Iy, tal que eviste un elemento a € ¥y con (na + cn-1)f'(a) # 0.
Sea g(x) = 2P — x + a. Se definen los siguientes polinomios:

fr(x) = fi_i(g9(x)) para todo k > 1

donde f* es el polinomio reciproco de f. Entonces los polinomios fj, son irreducibles sobre I, y
tienen grado npttt.

Demostracion: Se va a probar que, para cada k natural, existe ¢ € [, tal que tanto fi.(z) =
fi(z) = ¢ para todo z (por lo que fi(a) # 0), fx es irreducible en F, y su grado es ny, := np**L.

Se va a demostrar por induccién sobre k. Cada fi se expresara de la siguiente manera:
Nk
fi(@) = E frir'
i=0

Si k =0, se aplica la regla de la cadena para deducir que f}(z) = f'(g9(z))g'(z). El coeficiente
de fo que acompana al término de grado 1 es justamente la derivada f;(0) = f'(g(0))g'(0) =
—f'(a), teniendo en cuenta que g(0) = a 'y ¢’'(0) = —1 (esto se comprueba de manera inmediata,
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pues a € Fj). Como ademds g es un polinomio constante sobre I, también lo es fo, y g (x)=-1
para todo z. Entonces, fj(a) = f'(g(a))g’(a) = — f(a). Este elemento es distinto de 0 por hipétesis.

Ademis, el grado de fy es np. Usando la proposicién 2.4, fo(x) = f(g(z)) es un polinomio
irreducible sobre IF,, si y sélo si Trp, r,(na + c,—1) = na + c¢,—1 # 0; esto también se cumple por
hipotesis, y por lo tanto fy es irreducible.

Se suponen ahora ciertas las propiedades para k, y se procede a demostrarlas para k + 1.
Como el grado de fi es np**1, el polinomio f;(g(z)) tiene grado np**ip = npk*2. Dado que
el polinomio f es irreducible, su término independiente fio es distinto de 0, y (fxo) ™ f(z) es
un polinomio ménico, de tal forma de que el coeficiente del término ™1 es (fro) ' fr1 # O.
Ademds, este nimero es justamente Ty, f, (nra + (fr0) " fr1) = (fro) "L fx1. Utilizando otra vez
la proposicién 2.4 se obtiene que f;41 es irreducible sobre [Fy,.

Falta demostrar que fr11 y f;, 41 toman siempre el mismo valor sobre F), y que fxi11 =
ng

fiy1(a). Sustituyendo en la definicién, fri1(x) = fr(g9(x)) = Z frig(x)™ " Entonces, teniendo
o =0

en cuenta que ¢'(z) = —1, se tiene que fi_(z) = Z friig(x)™ 1 (basta con derivar la férmula
i=0

anterior). Ademds, como g(z) es constante en [, también lo son fi11 y su derivada, y el coefi-

ciente fr1,1 = frs1(0) = fi(9(0))g'(0) = —(f7) (a) = —fi.(a=)a™ 1, que es distinto de 0 por la
hipétesis de induccién; luego fi,(a) = —f'(a) # 0. O

En particular, del teorema anterior se deduce el siguiente corolario:

Corolario 2.8 Si fo(x) =aP—x—1y fr(x) = fi_,(aP —x—1), los polinomios fi, son irreducibles
sobre I, de grado PP para todo k =0, 1....

Demostracion: Basta con aplicar el teorema anterior, tomando f(z) = x, a = —1; con la
notacién precendente, (na + ¢,—1)f'(a) =a=—1#0. O

Por ejemplo, si se quiere generar un polinomio irreducible en F3 de grado 9, en este caso
se tendria » = p = 3, y k = 1. Entonces fo(z) = 2> — x — 1 es irreducible de grado 3. El si-
guiente polinomio de la sucesién serfa fi(x) = 22° + 225 + 22* + 222 + 2 + 1, que es, como se
queria, irreducible de grado 9 sobre 3. Si ademas se quisiera que el polinomio obtenido fuera
ménico, bastarfa con multiplicar por 2 para obtener 22 +x% 4+ 24 +22 + 2242, ménico e irreducible.

5

Del mismo modo, el trinomio z° — x — 1 es irreducible sobre [F5.

2.2. Caso (b)

En este caso, al igual que en el anterior, los polinomios que se van a construir son trinomios.

Anteriormente, se han estudiado los trinomios de la forma zP — x — b, y se ha visto que son
irreducibles si y sélo si qufp(b) # 0. De forma similar, es posible comprobar la irreducibilidad
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de cualquier trinomio 2P — ax — b mediante el siguiente resultado, cuya demostraciéon se puede
encontrar en la referencia [14]

m

Lema 2.9 Sea q=0p
—

con p primo. Si a,b € Fy, el trinomio 2P — ax — b es irreducible en I, [z]
. g 1 .
siy sdlo si a=ay ~ para algin ag € Fy y TT]FQ’FP(O%) #0
0
De manera similar a la seccién anterior, se relaciona en la siguiente proposicién la irreducibi-
lidad de ciertos polinomios con la traza de algunos de sus coeficientes cuando se trabaja en un
cuerpo de caracteristica 2.

Proposicién 2.10 Sean q = 2" y f(x) = cpa" + cn_12™ L+ ... + 12 + ¢y irreducible en F,lx],
de grado n. El polinomio x™f(x + x=1) es autorreciproco de grado 2n sobre Fy, y ademds es
irreducible si y solo si Ty, r, (L) # 0.

Demostracion: Sea g(x) = z"f(x + 2~ 1). Es evidente que g es de grado 2n. Su polinomio
reciproco es g*(z) = 2?"g(x1) = 222" f(2~! 4+ x) = g(x), y por lo tanto es autorreciproco.
Utilizando el lema 2.3 el problema de la irreducibilidad de g se reduce a comprobar si 2 — za + 1
es irreducible en Fgn, donde a es una raiz de f. A su vez, utilizando el lema anterior, esto
es equivalente a que se cumpla T7g,_, F, (a=2) # 0. Pero Trg . Fy (a™?) = (TrFqn7F2(a*1))2 =
(T'rp, ry (T?“quﬁrq(ofl)))2 = (TT]Fq’FQ(;Cl))2) = (TTFq’FZ(%))2). Por lo tanto, basta con que se

co

cumpla T'rg, r, () # 0. O

Por ultimo, se presenta el teorema principal de esta seccién, que permite construir poliomios
irreducibles de grado par en un cuerpo de caracteristica 2, seguido de un corolario que explica
cémo se hace esta construccién en las condiciones del caso (b).

Teorema 2.11 Sean q = 2™ y f(z) = cpa" + cn_12n—1 + ... + c12 + co € Fy[z] irreducible, con
cocn # 0. Se definen los siguientes polinomios:

fk(:L’) = l’n2k_1fk_1(:13 + .7371)

Para todo k > 0 el polinomio fi, es autorreciproco de grado n2F. Ademds,
i) f1 es irreducible si Trr,r, () # 0.

ii) Para k> 1, fi es irreducible si Trp,p,(5) # 0 y Tr, m, (%54) # 0.

Cn

Demostracion: Se comprueba que cada f;, es de grado n2* y que es autorreciproco gracias a
la proposiciéon 2.10. El primer punto también se deduce de este mismo resultado.

A continuacion se va a aplicar induccién sobre k para probar la segunda parte. Si k =1y
T rFm]FQ(i—(l)) # 0, ya se ha visto que f1 es irreducible. Se supone el resultado cierto para k, jun-

Cn—1

=) # 0. A fin de simplificar la notacién, se definen: ny = n2k

to con la condicién Trg, p,(

ng
y fr(x) = chix’. Por definicién, fi(z) = x”kflfk_l(l‘;ﬁ), que justamente coincide con
=0
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Nk—1 Nk—1

1+2%,
— k1 ch—li( . )z: ch—li(lJFx )z nk 1— Z_ch}l

=0 =0
Igualando coeficientes, cyo = Ch—1ny_, ¥ Ck1l = Ch—lmy_,- Usando otra vez la proposiciéon 2.10

se deduce que fr41 es irreducible si y sélo si Trp q7]F2(Zz(1)) =# 0. Dado que todos los fj son auto-

rreciprocos, se tienen las siguientes relaciones entre los coeficientes:

Ck0 = Ck—1,mnp_1 — Ck—1,0 = --- = C1,0 = CO,ng = Cn

Ckl = Ck—1np_1—1 = Ck—1,1 = .- = C1,1 = C0,ng—1 = Cn—1

Por tanto la condicién anterior sobre la traza es equivalente a que Ty, F, (CTC‘”) =% 0; y si esto se
n

cumple, fri1 es irreducible. O

Corolario 2.12 i fo(z) =z + 1 € Fo[z] y fu(z) = 22" fr_1(z + 27 1), los polinomios f son
monicos e irreducibles sobre Fy, de grados 2% para todo k =0,1....

Demostracion: Basta con aplicar el teorema anterior: n = 1, cgc; = 1 # 0. Ademaés, se com-
prueba trivialmente la condiciéon sobre las trazas, puesto que los Unicos coeficientes de f son
Co =C1 = 1. O

En este caso, un posible ejemplo serfa hallar polinomios de grado 2* en Fy, con k = 0,1,2. En
el caso k = 0, se tiene fo(x) =z + 1.
Sik=1, fi(z) = xfo(x + x71) = 2% + © + 1 es un polinomio irreducible de grado 2 sobre Fy. Si
k = 2, se obtiene que x* + 2° + 22 + x + 1 es irreducible de grado 4 en Fy[z].

2.3. Caso (c)

Los polinomios que se van a generar en esta ocasién son binomios. Para estudiar su irreduci-
bilidad se van a dar antes varios resultados. El concepto de radical es muy 1til para simplificar
la notacién en este caso, y por ello viene incluido a continuacién.

Definicién 2.13 El radical de un nimero rad(n) es su mayor divisor libre de cuadrados.

El siguiente lema sera 1til a la hora de estudiar la irreducibilidad de binomios. Su demostra-
cién se puede encontrar, como en otras ocasiones, en la referencia [14].

Lema 2.14 Sean g una potencia de primo, m > 2 un entero que divide a g — 1, n > 2 un entero
tal que se cumplen:

i) rad(n) divide a m en F,
ii) med(n, —1) =1
ii1) Si 4 divide a n, entonces ¢ =1 mdd 4

Entonces ordm,(q) = n.
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Se presenta ahora un teorema que proporciona una caracterizacién de los binomios irreduci-
bles. Este resultado no sdélo sera ttil para construir binomios irreducibles, sino que también servira
para contarlos en el proximo capitulo. Mas detalles sobre este teorema se pueden encontrar en
las referencias [10] y [14].

Teorema 2.15 Un binomio x™ — a de F,[x] es irreducible si y sdlo si se cumplen:

i) rad(n) divide al orden de a (ord(a)) en T

. -1
ii) med(n, #@)) =1

ii1) Si 4 divide a n, entonces ¢ =1 médd 4
Demostracion: Sea el binomio f(x) = 2™ — a. Se distinguen varios casos:

Se supone primero que se cumplen todas las condiciones. Sea 6 una raiz de 2™ — a, y m(x)
el polinomio minimo de ¢ sobre F,, de grado d. Usando el lema 1.12, m divide a 2" —a y
m(z) = (x — 0)(x — 09)(x — 69°)...(x — 67" "), donde 6,609,607 ...69""" son distintas entre si y
97" = 0. Ademis se sabe que gordla)n — gord(a) — 1. por tanto el orden de @ es un divisor de
ord(a)n. Se comprueba que es es justamente ord(a)n.

Si fuese menor, existirfa un divisor primo r de ord(a)n para el que se cumple QOTdia)n = 1.
Ademsds, por ser primo, r divide a n o al orden de a; y, de hecho, si divide a n también divide
a ord(a), usando la primera condicién. Pero entonces awdr<a) = (0”)%@ = 1, y entonces a no
tendria orden ord(a). Por lo tanto el orden de 0 es ord(a)n.

Entonces 69'~1 = 1 si y s6lo si ¢ = 1 méd ord(a)n, y d es el menor entero para el que e’ = 0;
pues el polinomio minimo de 6 tiene grado d y sus raices son las sucesivas potencias de grado
q" para i = 0...d — 1; por lo tanto d es el menor entero para el que ¢¢ = 1 méd ord(a)n. Enton-
ces d = ordord(a)n(q). Ademss, teniendo en cuenta el lema 2.14 y las condiciones del enunciado,
ordyrd(ayn(q) = n. Luego el grado del polinomio minimo de 0 es justamente n, 2" —a = m(z) y
el binomio =™ — a es irreducible.

Si no se cumplen las dos primeras condiciones, se descompone n = rt; donde r es primo que

no divide a ord(a) o que si divide a Og;(}l).

Si r divide a Ogd;é), entonces existe s tal que rs = Ofd;é), y por lo tanto q;—l = ord(a)s. Dado

. .. ~1 .
que a es un elemento de Fy, que tiene ¢ — 1 elementos, y su orden divide a qT, entonces existe

un elemento b de Fj tal que a = b"; como se ha visto en preliminares, el subgrupo de potencias
de [F, de orden r tiene orden q;—l = ord(a)s, y es ciclico; por tanto tiene un subgrupo de orden
ord(a) que debe ser < a >. Entonces 2" — a = 2" — b" tiene como factor a z'* — b, y no serfa
irreducible.

Si r no divide ni a ord(a) ni a O‘T]d;(i), entonces r no divide a ¢ — 1. Como r es primo, esto
significa que existe un nimero entero y tal que ry =1 méd ¢ — 1. Dado que Fy es un grupo ciclico
de orden ¢ — 1, @’ = a y se obtiene que 2" t1 — q¥% y por tanto no es
irreducible.

Se supone ahora que las dos primeras condiciones se cumplen, pero la tercera no. Es decir, se
estudia el caso en el que 4 divide a n, pero no divide a ¢ — 1.

— a"¥ tiene como factor a =

19



Dado que 4 divide a n, entonces 2 también; de hecho, como 2 es primo, 2 también divide a rad(n).
Este, a su vez, divide a ord(a), que divide a ¢ — 1: de lo que se deduce que ¢ — 1 es par; y por
tanto ¢ es impar. Por hipétesis, ¢ Z 1 mdd 4, asi que tiene que ser ¢ = 3 méd 4.

.. e . ord(a)
Como 4 no divide a g— 1, tampoco puede dividir a ozfl()a); entonces %(a) esimpar,ya 2 = —1.
Se puede reescribir el polinomio z” —a = 2" +a 2 1! =z" — a% tomando d = %(a) + 1, que
es un nuimero par.
d d
Se deduce que % es un elemento de IFy, y que (%)‘1_1 = 1. Multiplicando en esta igualdad por

d d d
(%7)2, se obtiene que (%-)7T1 = (42)2,
Por otro lado, como ¢ = 3 mdd 4; entonces, 4 necesariamente divide a g + 1. Se verifica entonces

la siguiente cadena de igualdades:

q+1

d
donde ¢ = (%-)™4

Como, por hipdtesis, 4 divide a n, sea n = 4n;. Llegados a este punto se tiene la siguiente
factorizacion:

2" —a=z" +al = 2™ +4ct = (2P 4 2e2™ 4 26 (2P — 2ca™ + 262)

y por lo tanto 2™ — a no es irreducible. O

El resultado que se presenta a continuacion se deduce facilmente del teorema que se acaba de
ver, y ofrece una condicién suficiente para comprobar si un binomio es irreducible:

Corolario 2.16 Sean r un divisor primo de ¢ — 1, k > 0 un entero, a € Fy con ord(a) > 1. Si

q—1
ord(a) *

i) v no divide a
ii) 4 divide a ¢ — 1 cuandor =2 y k > 2

k . .

Entonces ™ — a es irreducible en F[x]

%

q7

. L. .. . .. g—1

iene un unico divisor primo, que es r. Como r divide a ¢ — 1 pero no a - entonces nece-
’ ord(a)

sariamente r divide a ord(a). Se cumplen asi las dos primeras condiciones del teorema anterior.

Ademss, si 4 divide a t entonces r tiene que ser 2. Como k es mayor o igual que 2, entonces 4 divi-

de a g—1, y se cumple la tercera condicion del teorema anterior; por tanto 2™ —a es irreducible. O

Demostracion: Dado que a pertenece a F¥, su orden ord(a) divide a ¢ — 1. Sea t = r¥; ¢

Por ejemplo, si se quiere obtener un binomio irreducible de grado 2 en 5, aplicando el corolario
habria que encontrar un elemento a € F5 con ord(a) > 1. Si se toma a = 2, se cumplen las dos
condiciones especificadas en el corolario:

i) En este caso r = 2 no divide a ;L5 = 27l = 1

ii) Como g — 1 =4, 4 siempre lo divide y no hace falta comprobar més

Entonces el binomio 2% — 2 es irreducible en F5 de grado 2. Ademds, se pueden hallar més
binomios irreducibles sobre F5 haciendo variar el valor de la k: por ejemplo, 232 — 2 y 2256 — 2
también son irreducibles.
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2.4. Caso (d)

En esta seccion se ofrece un tinico teorema, que permite generar trinomios irreducibles en las
condiciones del caso (d).

Teorema 2.17 Sea p un nimero primo que cumpla p = 3 méd 4 (es decir, 4 = 22 divide a
p+1). Sear > 2 el entero que cumple que 2" divide exactamente a p + 1; entonces, 2" 1 divide
exactamente a p?> — 1. Se definen los siguientes elementos de Fp:

a1:0
- 1, £t
a; = (% 4 parar=2..r—1
ar:(ar_l_l pTH

2

. . . k k—1 . . ..
Para cualquier entero k > 1, el trinomio 2 — 2a,z>  — 1 es irreducible sobre Fy, y es divisor
2’7‘+k71
de x + 1.

Demostracion: La demostracion de este teorema se divide en varios apartados:

i) Se comprueba que, para todo [ = 1...r — 1, el trinomio 22 — 2a;z + 1 es irreducible y divide
a 22 + 1. Esto se hace distinguiendo entre los casos [ <r—1yl=17r+1.

ii) Se utiliza este tiltimo caso para demostrar que el trinomio x2 —2a,x—1 es también irreducible
(este es el trinomio del teorema tomando k = 0).

iii) Se estudia lo que ocurre cuando k > 0.

Para demostrar que para todo [ = 1...r — 1 el polinomio 22 — 2aq;x + 1 es irreducible, se va
a utilizar la induccién. Si I = 1, quedarfa z? + 1, que es irreducible porque —1 no es un residuo
cuadratico médulo p (p = 3 mdéd 4). Supdngase ahora que la propiedad se cumple para todo
1<l<r.

141
27" 4+ 1. Sea entonces /3 una

Como z2 — 2aq;z + 1 divide a 22 + 1, z* — 2q;2® + 1 divide a z
rafz de % — 24;22 + 1 en la correspondiente extensién de F,. Como 8 es también raiz de :UQZH,
ord(f) = 212 En general, como 2" divide exactamente a p?—1, 2 contiene todas las raices de
la unidad de orden 2Ft! para 0 < k < r. Pero, ademas, 22 no divide a p—1l,asiquesil <k<r
toda rafz primitiva de la unidad no es un elemento de F,, y por tanto tiene grado 2 sobre [F,,. Mas

concretamente, dado que ord(f) =242y 1+1 <, 3 es un elemento de [F,2 de grado 2 sobre [,

Como 3 es una rafz de 2* — 2a;22 + 1, esto significa que z* — 2a;2% + 1 es el producto de dos
factores (ménicos) irreducibles de grado 2 sobre F,; sea uno de ellos 22 — 2sz + ¢ el polinomio
minimo de f3: sustituyendo, 82 +t = 2583, y B* = (45> — 2t)3% — t? = 2q;3% — 1. Como se ha
visto antes, dado que 3 € F2 \ Fp, se puede considerar {1, 5} una base de F,2 sobre [}, y de la
igualdad se deduce:

2 =1y 4s* — 2t = 2

Es ahora cuando se hace la distincién entre cuando l <r—1yl=7r— 1.
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En el primer caso, sil < r—1, claramente [+2 < 7. Dado que t?> = 1, t s6lo puede ser 1 6 —1. Se
comprueba que ¢t = 1. Si fuera t = —1, entonces el polinomio minimo de f serfa 2 — 2sz — 1, irre-
ducible en [F,, cuyas raices son raices primiticas de la unidad de orden 2!+2_ Pero, como [+2 < r,
todas estas raices estdn contenidas en 2 y son de grado 2 sobre . De modo similar a lo hecho
anteriormente, el polinomio z* — 2sz — 1 es el producto de dos polinomios irreducibles de grado 2
sobre F,; uno de ellos 22 — 25’z + . Como en el caso anterior, se tendrfa (#)? = —1 con t' € Fy,
pero —1 no es residuo cuadratico modulo p; esto es una contradiccién. Asi que tiene que ser ¢t = 1.
Ahora que se ha hallado este valor, es posible sustituir en la ecuacién 4s> — 2t = 2q; para deducir
(457 RN

9

que 2s? = a; + 1, y que por lo tanto ‘”H (IF;)Q; y se tiene =1.Siay =(

entonces aj ; = (‘”;1)%1 = (‘”;1) (‘”;1) = . Entonces los factores de z* — 2a;22 + 1
son (2 — 2a;. 7 + 1) y (22 + 2a517 + 1); queda asi visto que (22 — 2a; 17 + 1) es irreducible y

21+1 + 1

a;+1
(“5-)
claramente divide a z

Sil=r—1,143=r+2>r+ 1. En este caso se tiene t = —1, demostrando de la misma
forma que no puede ser t = 1. Si lo fuera, 25> = a,_1 + 1 y se tendria la descomposicién en
irreducibles 2* — 2a, 122 + 1 = (22 — 252 + 1)(2? + 2sz + 1), cuyas raices son raices primiticas
de la unidad de orden 2"t!; entonces, las raices de z* + 2522 + 1 y 2 — 2s2% + 1 serfan raices
de la unidad de orden 2772, que a su vez divide exactamente a p* — 1. Es decir, el grado de di-
chas raices sobre I, es 4, y los polinomios zt—2s2? 41y 2* +2s2% +1 serfan irreducibles sobre Fp.

Ahora, si 53! = (s')? para algtin s’ € F, entonces 2% — 2s'z + 1 divide a 2! — 2522 + 1, que
es irreducible. Entonces %1 ¢ IFZ%. Del mismo modo se puede deducir que _52_1 tampoco es un
elemento de ]F?,. Se ha visto que, dado que p = 3 méd 4, —1 no es un elemento de IF2 Entonces,

para cualquier elemento m, se tiene que m é —m han de ser elementos de ]F ; pero ni ﬂ ni 3271

lo son, lo cual es una contradiccion. Asi que en el caso | = r+ 1, t = —1, y 252 = a,_1 — 1;
1 —1-1y2L —1—1ye=t _1—1yp2zt

entonces, 54— € F2 y (MTl) . Como a, = (“==}—)"7 , entonces a? = (“5—=)"2 y se

tiene la descomposmlon z*—2a, 122 +1 = (22— a,x —1)(2? +2a,2 —1). Por lo tanto 22 — a,xz — 1
es irreducible y divide a 22" 4 1. Se concluye asi la segunda parte de la demostracion.

Se pretende ahora demostrar el teorema sobre el trinomio 22" — 2a,2> 27! _ 1 ysando induccién
sobre k; todo lo anterlor ha servido para probar que lo es en el caso kK = 0. Se supone cierto en
el caso k es dec1r 2 — 2a,22 271 1 divide a 227" + 1, de lo que inmediatamente se deduce
que 22— 2a,2%" — 1 divide a 2241 Quedaria probar que es irreducible.

Sean v v o las raices de 22 — 2a,z — 1: son elementos de FZQ, y tienen orden 2"t1. Usando
el corolario 2.16 se obtiene que los binomios #?° — oy y #2° — g son irreducibles sobre F p2 Dara

cualquier £ > 1, y por lo tanto su producto es irreducible sobre F,. Pero dicho producto es jus-
tamente 22" — 2a7«ac2]C — 1 el polinomio que se queria estudiar. O

Se aplica este teorema para generar un ejemplo: se van a intentar encontrar trinomios irre-
ducibles de grados 2 y 4 = 22 en F3. Entonces p = 3 = 3 méd 4, como se pide en el enunciado.
Ademds, si se toma r = 2, 2" = 4 divide exactamente a p + 1 = 4.

+1
En este caso, a; =0y as = ar = (“1T_1)pT = —%. El teorema anterior afirma que para cualquier
entero k > 1 el trmomlo % — 2(—7) 2""' _ 1 es irreducible. En concreto, si k = 1, se obtiene el

trinomio irreducible 22 + z — 1. Por otra parte, si k = 2, 2% + 22 — 1 es irreducible en Fs.

22



2.5. Caso (e)

La siguiente proposicién fue demostrada por Meyn en 1990. Se incluye por su utilidad en el
teorema de construccién de esta seccién.

Proposicién 2.18 Sea q una potencia de primo impar, P(x) un polinomio irreducible de grado
n >0 en Fy[z]. El polinomio 2" P(x + x~") € Fy es irreducible si y sdlo si P(2)P(—2) € F:2.

Demostracion: Se considera " P(z + 271) = g(:z)”P(%), donde g(z) =z y f(z) = 2% + 1.
Aplicando el lema 2.3, 2" P(x +2~1) es irreducible sobre Fy siy sélo si 22 — Az + 1 es irreducible
sobre [Fyn, donde A es una raiz de P. Para que este polinomio de segundo grado sea irreducible,

tiene que ocurrir que su discriminante A\?> — 4 ¢ an. Pero se tiene que A?> — 4 no es un cuadrado

" -1 q" -1 qg—1

en F2, siy s6losi =1 = (A2 —4) 2 . Ademds, (\* —4) = = (((2—A)(-2— )\))qq:ll)T =
(TS (2= N (=2- X)) T = ([[15 (2—A7)(~2- )T = (P(2)P(~2))"T . En consecuen-
cia, 2 — Az + 1 es irreducible si y sélo si P(2)P(—2) no es un cuadrado. O

El siguiente teorema explica como construir un binomio de grado r¢ irreducible sobre [F,» para
un cierto n. A continuacién se utilizan los conceptos de traza y polinomio minimo para construir
otro polinomio de grado ¢ irreducible sobre F,,, que al fin y al cabo es lo que se pretendia en un
principio.

Teorema 2.19 Sea p primo, © # p primo impar, n = ord,(p). Sea f € Fplx] un polinomio
irreducible de grado n y « una raiz suya en Fyn. Sea a € Fyn = Fpla] que no sea un elemento de
Fon. Entonces para todo entero positivo e, el binomio ™" — a es irreducible en Fpn.

3
L

ir€

Bp

tiene grado r° en IF,,. Entonces el polinomio minimo de vy es irreducible sobre IF,, de grado r°.

Ademds, si B es una raiz de este binomio, entonces 3 € Fyne y v = Tr]Fpme JF e (B) =

™

o

Demostracion: Sea m el orden de a en Fj.. Como a ¢ Fjn, r no divide a w%, asi que el
binomio g(z) = 2™ — a es irreducible para cualquier entero positivo e, como se ha visto en el
corolario 2.16. Asi que, si 5 es una raiz de este binomio, la extension Fyn (/) es Fpnre, y por lo
tanto v = Terme F e (8) es un elemento de Fpre.

Se comprueba ahora que med(n,r) = 1; en caso contrario, si r divide a n (es decir, n = rng),

se tendria:

pr=p ™ =p"=1mbdr

y n no seria ord,(p). Asi que med(n,r) = 1y, como r es primo, med(n, rt) = 1 para cualquier ¢ > 0.

Se pretende comprobar que el grado de 7 sobre IF,, es r¢; supéngase entonces que el grado
de ~ sobre I, es rt con t < e. Como se ha visto antes que mcd(n,rt) = 1, entonces el grado de
7 sobre F,n también es r'. Por otra parte, [Fpn(8) : Fpn(87)] = 7,y v € Fyn(B"). Ahora, para
cada 0 < i < n — 1, sea p" = x;r + y; donde 0 < y; < r. Como el ord,.(p) = n, ord.(p")
también es n méd r, y los y; son todos distintos para cada i. Ahora, utilizando la expresién de
v, (BT)*opY0 + ... 4 (B7)*m-15Y¥m-1 — ~ = 0, donde, como se ha visto antes, m es el orden de a en
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[P Por lo tanto 3 es una raiz de un polinomio (distinto de 0) en Fyn (8")[x], y por lo tanto 3 no
tendria grado r sobre Fy» ("), lo cual no puede ser. Queda asi probado que el grado de v sobre
), es r¢, y con ello el teorema. O

Se utiliza ahora este resultado para construir varios ejemplos:

i) Sobre Fy (p = 2) se construye un polinomio irreducible de grado r = 3. Para eso se toma un
polinomio de irreducible de grado n = ords(2) = 2 sobre Fa: f(z) = 2? + 2+ 1 y a una raiz
suya, que permite generar Fa[a| = Fy2. Ademds, este mismo elemento o = a no es potencia
cibica en Fy, y por tanto el binomio z3 — « es irreducible sobre Fy, y se puede generar
Fo6 a partir de S una raiz suya. A continuacién se calcula v = T're e, (B) =0+ ,823 =
(a+1)B% + B3, y el polinomio minimo de v es 23 + = + 1, irreducible sobre Fy de grado 3,
como se pretendia.

ii) Si se aplica el mismo método para calcular un polinomio de grado 5 sobre Fa, se utiliza
f(z) = 2* + 23 + 22 + 2 4 1, se obtiene el binomio irreducible 2° — a sobre Fys, donde « es
una raiz de [ A partir de este binomio se calcula v = T g F,, (8), cuyo polinomio minimo
es z° + 22 + 1 irreducible sobre Fs.

26’

iii) Por ultimo, para generar un polinomio irreducible sobre F3 de grado 5, siguiendo el mismo
método se utilizan f(x) = 2* — 2 — 1, el binomio 2° — a con « raiz de f que resulta no ser
potencia quinta, y v = Trr_, F,s (B) con f raiz del binomio. El polinomio minimo de ~ es
x® + 2% 4+ 2 + 2 irreducible sobre F;.

2.6. Juntando los polinomios

Ya se ha visto que es posible generar polinomios irreducibles sobre I, de grado r® para r primo
y e entero. El objetivo principal de este capitulo, sin embargo, era generar polinomios irreducibles
! . . .
de grado n = r{*r52...r¢ ; para ello, en esta seccién se ofrecen formas de operar con los polinomios
1T T )

de grados rl " obtenidos anteriormente para obtener polinomios irreducibles de grado n sobre F,,.

Teorema 2.20 Sean f y g dos polinomios irreducibles de grados m y n sobre Fy, cumpliendo
med(m,n) = 1. Sean a1...04n y P1...0n las raices de estos polinomios en Fym y Fgn. Entonces:

(fog@) =TI - b

i=1j5=1

(f®g)(a H]_[x— (o + B;))
1 =1

son ambos polinomios irreducibles de grado mn sobre F,.

Demostracion: Como aj...q, ¥ B1...0, son las raices de f y g, se puede asumir que estan
ordenadas de la siguiente manera: af = az, af = as... y, del mismo modo, 5{ = B2, 83 = Bs...
Como mcd(m,n) = 1, esto se puede aplicar a «;3; y a «; + ; para ir obteniendo todas las
combinaciones posibles para cada i y j. Aplicando el lema 1.12, f ® g es el polinomio minimo
de 181y f P g es el de oy + 51; se deduce trivialmente que por lo tanto su grado es mn y son
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irreducibles sobre IF,. O

Definicién 2.21 Los polinomios anteriores f © g y f & g son, respectivamente, el producto
compuesto y la suma compuesta de f y g.

Si f(z) =2 +am_ 1m™ 4. tarztagy g(z) = 2" +b,_12" 1 +...+biw+bg son polinomios
monicos, entonces se pueden definir las matrices companeras:

0 —a 0 —bo
10 —ay 10 —by
A= 1 : B= 1 :
0 : o0
1 —Am—1 1 _bnfl

cuyos polinomios caracteristicos det(A — x1,,), det(B — xI,,) son precisamente f y g. A continua-
cién se proporcionard una manera alternativa de calcular f ® g y f @ g sin necesidad de conocer
sus raices. Para ello, es necesario definir el producto de Kronecker:

Definicion 2.22 Sean

ailr a2 - Gim bir bz -+ bip

a1 G2 - A2y bar bao -+ boy,
A= y B = )

Aml am2 - Amm bn1 bp2 -+ bpp

dos matrices cuadradas, no necesariamente de la misma dimension. El producto de Kronecker
de A y B es la siguiente matriz:

a11bi1  ai1bi2 a11b1n, a1mbi1  aimbia a1mbin

aiibar  ar1bao a11b2p a1mba1  a1mbaz a1mban

a11bp1  a11bp a11bnn A1mbn1  A1mbn2 a1mbnn
AR B =

am1bi1  am1bia am1b1n Ammbi1  Gmmbi2 Ammbin

am1b21  Gm1ba2 am1bap Ammb21  Ammb22 Ammbon

En concreto, si A y B son las matrices companeras de f y g, entonces es de inmediata
comprobacién que:

fog=det(xly, — AR B)y f®g=det(zlyp, — AR, — I, ® B)

Esto permite aplicar el teorema 2.20 para calcular polinomios irreducibles de grado mn sobre
[F, sin necesidad de conocer las raices de f y g.
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Por ejemplo, se van a usar estos resultados junto con los ejemplos vistos en las anteriores
secciones para generar polinomios de grado 60 = 22 - 3 - 5 irreducibles sobre Fy y Fs.

Para el caso de Fy se utilizaran los polinomios f(z) = 2* + 23 + 22+ 2+ 1, g(z) =23 + 2+ 1
y h(z) = 2° + 22 + 1; el producto de sus grados es 60, y se ha visto antes que son irreducibles
sobre Fy. Al usar el método que se ha explicado en esta seccién, se obtiene:

(fog@) =2 4+20 42"+ 28+ 2"+ 2t + 22+ 2 +1

irreducible de grado 12. Ahora se puede repetir este procedimiento usando el polinomio de grado
5 para hallar un polinomio irreducible de grado 60 sobre Fa:

(fog)oh)(z) =2 +2°7 + 27 + 2™ + 27 + 20 + 20 4+ 23 4 230 4 23 4 230
+:c27—|—$26—|—3325—{—x24+x22+x20+x19+x18+x17+x16+$11+$8+x7+x4+x2—|—1

En el caso de F3, los polinomios irreducibles que se van a utilizar van a ser f(z) = 2* + 22 —1,
g(z) = 23—z —1 y h(x) = x° + 23 + = — 1. Entonces:

©g)(z) = 212 + 2210 + 228 + 225 + 2t + 2% + 2
g
es un polinomio irreducible de grado 12 sobre Fg, y
(f @ g) © h)(x) = 2% 4 2258 + 2256 4 254 1 2552 4 248 4 9246 | 44 | 442 | 9,38 | 9,36

+2$34+$28+.’,U26+$24+1‘22+2$20+x16+2$14+l‘12—|—1‘6+$4—|—1‘2+2

es un polinomio irreducible de grado 60 sobre F3, como se queria.
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Capitulo 3

Numero de polinomios irreducibles

En el capitulo de Preliminares se ha visto que un cuerpo finito de p"™ elementos puede cons-
truirse a partir de un polinomio irreducible de grado n sobre [F,,. Los resultados expuestos en el
capitulo 2 han permitido dar un algoritmo para construir dichos polinomios irreducibles. Estas
construcciones no son generales; es decir, no construyen cualquier polinomio de grado fijo, sino
uno en particular. En este capitulo se determinard, dados ¢ una potencia de primo y n un entero,
cuantos polinomios irreucibles de grado n existen sobre F,. Primero se tratard el caso general,
para posteriormente determinar el nimero de polinomios irreducibles con algunas caracteristicas
particulares.

El teorema siguiente, demostrado inicialmente por Gauss, responde a la primera cuestién so-

bre el nimero de polinomios irreducibles, y se puede encontrar en la referencia [10].

Teorema 3.1 (Férmula de Gauss) El nimero Ny(n) de polinomios mdnicos, irreducibles so-
bre Fy[x] de grado n viene dado por:

Ny = =S5y = -3 g’

dln dn
Demostracion: Como F, es un cuerpo, ¢ = p* es una potencia de un primo.
Se define M (q,n) = {f € F,[X] tal que f es ménico e irreducible, y §(f)|n}.

Claramente, del lema 1.12 se deduce que:

I r=]] x-a=x"-X

fEM(q,n) a€Fn

Tomando el grado en ambos lados,

o II n=6]] X-a)

fEM(q,n) a€Fyn
Y dhH=q"
feM(g,n)
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Pero,

D AN = Y 6 =4¢"
din fEM(q,n)

Usando el teorema de inversién de la funcién de Mobius, tomando f(n) = ¢" y g(d) = dN4(n) se
obtiene:

nNy(n) = > q'n(%)
din

Un ejemplo de aplicacion del teorema es el siguiente: el nimero de polinomios irreducibles de
grado 30 en Fy es 35790267 = (230 — 215 — 210 — 26 4 95 4 23 4 92 _ 9),

La demostracién que se acaba de dar hace uso de la funcién de Mdébius, de su férmula de inver-
sién (ver 1.24) y del lema 1.12. A continuacién se ofrece una prueba del mismo resultado haciendo
uso del principio de inclusion-exclusion. Mas detalles sobre esta prueba se pueden encontrar en la
referencia [5]. Se incluye la siguiente demostracién por su simplicidad y porque ayuda facilmente
a entender el significado de los términos que aparecen en la férmula % > din ,u(d)q%: tanto los q%,
como el signo que los acompana, dado por u(d).

En primer lugar se va a tratar el caso n = 1: el nimero de polinomios irreducibles de grado
1 en F; es ¢. En efecto, son todos de la forma (X — a) para todo a € F,. Este es el mismo valor
que se obtiene sustituyendo en la férmula que se quiere demostrar.

Ahora, suponiendo n > 1, se definen los conjuntos
P,, = {f ménicos, irreducibles de grado n sobre F,}

R, ={a €Fy : f(a) =0 para algin f € P,}

Claramente, cada polinomio de P, tiene exactamente n raices. Entonces el cardinal de R,, es
|Ry| = n| B,

Por eso basta con calcular |R,| para demostrar el resultado.

Ademss, R, ={a € Fyn,a ¢ Fyr,m < n}
= {a € Fyn|a no esta en ningtin subcuerpo propio de Fyn }
= {a € Fyn|a no estd en ningtin subcuerpo propio, maximal de Fyn }

En efecto: como los subcuerpos propios y maximales contienen a todos los deméds subcuerpos
propios, la contenciéon del primero en el segundo es trivial. En el otro sentido, si a no esta en
ningin subcuerpo propio maximal, tampoco puede estar en otro subcuerpo contenido en él.

Después de haber eliminado el caso n = 1, se procede a descomponer n = pi'...p;* como
) 1 k
producto de potencias de primos. Se obtiene entonces que los subcuerpos propios maximales de
Fyn son de la forma Fi = F ﬁ,...Fk =TF o Ademads, las intersecciones de estos cuerpos son
q q

precisamente: Fy ((Fp =F » F,(F,(\F.=F _n_ ... etc. (Se deduce del teorema 1.11)
q

q PaPp PaPpPc
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Entonces |R,,| = |[(F1 ... U Fi)¢|. Para calcular este cardinal se usa el principio de inclusién-
exclusién:

k
k
‘Rn|:|ﬂ?qn|—§ \qu%lJr § IFq#,j|—~-+(_1) ‘Fqﬁ’
=1

1<i<j<k

Se puede expresar esta formula utilizando la funcion de Mobius asi:

[Ral = Y n(@IF 3] = u(d)qi

dln dln

Sustituyendo de lo obtenido antes, se llega al resultado que se busca. O

Esta demostracion puede interpretarse de forma mas visual a partir del lema 1.12, teniendo
en cuenta las contenciones entre los diversos cuerpos finitos (ver figura 3.1).

Para comprobarlo, se estudia el ejempo g = 2,n = 30: se pretende hallar el nimero de poli-
nomios de grado 30 que hay en Fs. Se comienza entonces por el cuerpo Fyso:

30N3(30) = 230 + ...

Los subcuerpos maximales de Fq30 son Fois, Foio y Fos: se restan sus cardinales de la férmula:

30N2(30) = 230 — 215 _ 210 _ 96 1

A continuacion se suman los cardinales de las intersecciones: Fys es interseccién de Foio y Fais,
etc... Como estan indicadas en la figura:

30N2(30) =230 — 215 210 _ 96 4 95 4 93 4 92 4 |

En este ejemplo concreto, sélo quedaria restar el cardinal de o, que es la tinica interseccién triple:

30N2(30) =230 — 215 210 96 4 95 1 93 1 929

Multiplicando toda la ecuaciéon por % se obtiene el resultado deseado.

Fy30

IN
IX X
N

Figura 3.1: Estructura de subcuerpos

F

26
22

F;

L5}

Se estudian ahora varios resultados acerca del producto de los polinomios ménicos irreducibles
de cierto grado, enfocados a dar otra férmula que permita calcular N,(n) utilizando la funcién
de Euler. El siguiente lema es ampliamente conocido en el ambito de cuerpos finitos, y puede
encontrarse en [6], [10] y [13].
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Lema 3.2 Sean F, un cuerpo finito, n un nimero natural. El producto de todos los polinomios
monicos, irreducibles cuyo grado divide a n es Ij(n) = LA

Demostracion: Se comienza probando que todo polinomio en F, irreducible, ménico y cuyo

o . n . . o . .
grado divide a n es un factor de 7 — x: sea f(x) un polinomio en las condiciones anteriores, de
tal forma que n = dr, siendo d el grado de f. Si Fy(«) es un cuerpo raiz de f sobre Fy, se tiene

que [Fy(a) : Iqu] =d y por tanto \Fq((:)\ = ¢%, de lo que se deduce que " = . Resulta entonces
que a?" = a?" = al1)"; es decir, ad° r veces, que resulta ser a. Por tanto, a?" = a. Se obtiene
entonces que o es raiz de 29" — z, y que f es divisor del polinomio.

Se considera ahora f un factor irreducible, ménico de grado d de 29" — z, y K un cuerpo
de escisién de x7" —  sobre [F,. Hay que comprobar que d divide a n (es decir, que los factores
de 29" — x son sélo los que se especifica y ninguno mas). Si a es una rafz de f, F,(a) C K. La
siguiente ecuacién:

(K :Fo] = [K : Fg(a)][Fq(c) : Fy

Permite alcanzar el resultado deseado, dado que [K : Fy] = n y, como antes, [Fy(a) : Fy] =d. O

De este lema se deduce facilmente el siguiente resultado:

Teorema 3.3 El producto I,(n) de todos los polinomios mdnicos, irreducibles de grado n en Fg[z]

| 1) =TT~ = [s"

dln dn

Demostracion: Como se ha visto en el lema anterior, 29" —x = Hdm I,(d). Se aplica el teorema
de inversion de la funcién de Mobius (1.24) en el caso multiplicativo, con la notacién precedente:

f(n) =21 —xy g(d) = Ny(d); entonces g(n) = I,(n) = [1y, f(@)" @) =[]y, (" —2)"@ O

El siguiente resultado, al igual que los anteriores, estudia el producto de todos los polinomios
ménicos e irreducibles de grado n sobre F,. Se puede encontrar en la referencia [10].

Teorema 3.4 El producto I,(n) de todos los polinomios monicos, irreducibles de grado n en [Fq[x]
también se puede expresar de la siguiente manera:

Lin)= ] ¢nl)
m|(g"—1)
siendo ¢, el polinomio ciclotomico de orden m.
Demostracion: Sea S = {« € Fyn| el grado de a sobre Fy es n}. Se tiene que a es un elemento
de S si y solo si es raiz de I;(n). Esto es facil de ver: si a es un elemento de S, entonces su
polinomio minimo serd ménico, irreducible y de grado n. Por tanto « es raiz de I;(n). Por el

contrario, si « es rafz de I;(n), entonces es raiz de un polinomio ménico, irreducible de grado n
sobre [Fy; es decir, o es un elemento de S. Entonces I,(n) = [[,cq(z — o).

Sea ahora m el orden de «, (es decir, el menor nimero que cumple o™ = 1). Como « es
un elemento de Fg., m es divisor de ¢" — 1. Se considera la particién de S en los conjuntos
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Sm = {a € S| su orden es m}. Retomando la férmula anterior, Io(n) = [[,,;n_1 [Laes,, (z — @)

Por tdltimo, sélo queda considerar que en realidad 5, es el conjunto de raices m-ésimas de la
unidad sobre Fy, y se obtiene I4(n) = [I,,(n_1) #m(2), como se querfa. O

Estos resultados permiten dar otra forma de calcular Ny (n) utilizando la funcién de Euler. La
siguiente férmula también se puede encontrar en la referencia [13].

Teorema 3.5 Sean un cuerpo Fy, n un nidmero natural. Se define Dy, = {r : r|(¢" — 1) pero r
no divide a ¢™ — 1 Vm < n}. El nimero Ny(n) de polinomios mdnicos, irreducibles sobre Fy|x]

de grado n es:
1
Ny == 37 l0)

re€Dnp,

Demostracion: Se sabe que el polinomio ciclotémico de orden n factoriza de la siguiente
manera: ¢,(r) = erp(n’qu) f donde P(n,q,r) es el conjunto de polinomios ménicos, irreduci-
bles, de grado n y orden r sobre F,. Igualando los grados de ambos lados de la descomposicion,
n|P(n,q,r)| = ¢(r). Es decir, se obtiene |P(n,q,r)| = @.

Como lo que se quiere hallar es el nimero de polinomios monicos, irreducibles de grado n en
Fy[z] independientemente de su orden, se consideraran los conjuntos P(n,q,r) para todos los r
posibles: es decir, todo r en D,,. Sumando los cardinales de todos estos conjuntos se obtiene la

férmula deseada: Ny(n) = %ZTGD” o(r). O

Hasta este momento se ha calculado el niimero de polinomios ménicos e irreducibles en F, de
varias maneras, pero las férmulas obtenidas no proporcionan informacién demasiado 1til acerca
de su tamano a simple vista. Por ello se presenta a continuacion un resultado acerca de las cotas
inferior y superior de INy(n), asi como un breve estudio acerca del comportamiento asintético de
este nimero y de su densidad sobre la cantidad de polinomios total en un cuerpo finito. Se puede
encontrar més informacién sobre el comportamiento de Ny(n) en la referencia [3].

Teorema 3.6 El nimero Nq(n) de polinomios monicos, irreducibles sobre Fy[x] de grado n (sien-
do q = p" potencia de primo) estd acotado de la siguiente forma:

n 5 n
L _ 9% o Nm)<L
n n n
Demostracion: En el caso n = 1, sustituyendo se obtiene ¢ — 2,/q < ¢ < g, que es correcto.

Se estudia ahora lo que ocurre cuando n > 1. Para la desigualdad de la derecha, basta con ver
que - — Ny(n) es mayor que 0.

q" 1, ., 4 n 1 q

i _ N — (" — A i

== No(n) = —(¢" =Y _q"u(5)=—— > au(5)

dn d|n,d#n

Sea p’ el factor primo més pequenio de n. Entonces lo anterior:

—% > qdu(g)Z%(qﬁ— > qdu(g))

d|n,d#n d\n,d<ﬁ
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Evidentemente,

’% A" s 5 i % 4" =4
¢ = D, d'n()=q” - ¢' > g7 - —
dln,d< 2 1<d<7; 1

La primera desigualdad se cumple porque, al quitar la funcién pu, todos los términos del sumatorio
pasan a tener signo negativo, mientras que antes algunos tenian signo positivo y otros eran 0. La
segunda desigualdad se deduce facilmente de la formula de una progresién geométrica.

Como ¢ es potencia de primo, ¢ > 2y qﬁ — % > qr% — qﬁ + g = q > 0, como se buscaba.

n
7

Para la cota inferior, basta con fijarse en que ¢*" + q;)iq < 2q

obtiene Ny (n) > % - 2% O

n
2

, v sustituyendo como antes se

Es interesante ademds estudiar el comportamiento asintético de Ny(n). Se ha visto en el

teorema 3.6 que % — 2% < Ny(n) < %; de esta expresién se deduce inmediatamente que

Ny(n) = % + O(%). Dividiendo toda la férmula entre % y teniendo en cuenta que 4o = ¢~ 2

qn
N?IT(Ln) =1, y, por lo tanto, que Ny(n)

n

tiende a 0 cuando n tiende a infinito, se obtiene que lim,,_ oo

qn

se aproxima a <~ cuando n tiende a infinito.

Se observa, por tanto, que la densidad de los polinomios irreducibles de grado n es aproxima-
damente %

3.1. Autorreciprocos

Se recuerda que un polinomio autorreciproco es aquel f que cumple f(z) = 2" f (%), donde n
es el grado de f. A continuacién se presenta una serie de resultados que facilitaran la tarea de
contar cuantos polinomios irreducibles, moénicos y autorreciprocos hay en un cuerpo finito. Estos
resultados pueden encontrarse en la referencia [11].

A fin de simplificar el texto, a partir de ahora se dird que un polinomio f es “srim” (self-
reciprocal irreducible monic polynomials) si cumple justamente estas caracteristicas: autorrecipro-
co, ménico e irreducible.

Lema 3.7 Sea f un polinomio en Fy[z].
i) Si f es autorreciproco entonces para todo o raiz de f, o~ también es raiz de f.

-1

ii) Por el contrario, dado f irreducible que cumple que si v es raiz de f, o~ raiz de f, entonces

f* es:
i) —f(x) st flx) =2 —1yq#2

ii) f(x) en todos los demds casos.

iit) Si f es autorreciproco y 1 0o —1 no son una de sus raices, entonces 6(f) es par.

Demostracion:

i) La primera propiedad se comprueba de manera obvia aplicando la definicién.
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ii)

iii)

Se esstudian los dos casos:

i) Si f(x) =« — 1, se comprueba imnediatamente a partir de la definicién que se cumple
el enunciado.

ii) Sea f(x) = ap + ... + a,x™ un polinomio irreducible para el que, si « es raiz suya,
a~! también lo es. Su polinomio reciproco es f*(x) = a, + ... + agx™, aplicando la
férmula dada en la definicién. Susutituyendo se obtiene que, para todo « raiz de f,
a~!esrafz de f*. Pero, ademés, a ! es raiz de f, y aplicando este mismo razonamiento,
(a™H ™! = aesrafz de f*. Por lo tanto las raices de f y f* coinciden, su descomposicién
es la misma en el cuerpo de escisién que corresponda y son, necesariamente, el mismo
polinomio o el opuesto uno del otro: pero este ltimo caso no puede ocurrir pues al

hacer la transformacion de f a f* el signo de los coeficientes no varia.

La tercera parte del lema se deduce trivialmente de la segunda. O

Una consecuencia que se puede extraer del lema anterior es que todos los polinomios srim ex-
cepto z+ 1y z — 1 tienen grado par: por tanto sera interesante estudiar el nimero de polinomios
srim de grado 2n que hay en F,[z]. Se presenta a continuacién una expresién para el producto
de todos estos polinomios; aunque Carlitz dio la primera prueba del resultado en [4], la que se
expone en este trabajo es de Meyn ([11]).

Teorema 3.8 Sea H,,(z) := 29" T — 1. Se tiene:

i) Cada polinomio srim de grado 2n en Fq[z] es un factor de Hy ().

it) Cada factor de Hyy,(x) con grado mayor o igual que 2 es un polinomio srim de grado 2d

cumpliendo que d divide an y % es impar.

Demostracion:

i)

ii)

Sea f un polinomio en las condiciones del enunciado anterior. Si « es una raiz suya en el
cuerpo de escisién F2n, entonces R := {a,ad, aq2...aq2n_1} son todas sus rafces en Fon.
Como es autorreciproco, se sigue de la primera parte del lema anterior que existe un j
en {0,1,..,2n — 1} tal que a? = a~! (es una de sus raices), y por lo tanto « es rafz de
qu'(x) = :L'qj+1 — 1. .

Dado que ¢% —1 = (¢/ +1)(¢/ — 1), se tiene que H,; a su vez divide a et Ademis,
f divide a 2?11, a1 es, por un lado, raiz de f, y por otro unidad del grupo R, cuyo
orden es 2n. Esto significa que cumple la ecuacién o™ = 1 y también es raiz de P
Se tiene entonces que 2n divide a 27, y por tanto j = n; es decir, f es un factor de Hy ().

Sea ahora g un factor irreducible (de grado d mayor o igual que 2) de H,,: se pretende
probar que es un polinomio autorreciproco, de forma que d divide a n y 7 es impar.

Sea a una raiz de g: como g es factor de H,,, entonces se cumple que a?"tl —1 =0
(pues es raiz suya), y, despejando, se obtiene a? = o~ 1. De aqui se deduce que si a es
raiz de g, también lo es a~!. De hecho, como en el anterior caso, el conjunto de raices es
{a, aq,a‘f...aqd_l}, y si se siguen tomando potencias de « de la misma forma, se siguien
obteniendo raices de las que ya se tienen. Usando la segunda parte del lema anterior se
concluye que g es por tanto un polinomio autorreciproco de grado d = 2t divisor de 2n
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(usando un argumento similar al del apartado anterior), y por tanto factor de H, 4. Como
H, 4 es a su vez factor de Hyp,, ¢+ 1divideag"—1y 7 es impar. O

Es posible ahora enunciar el resultado que se buscaba sobre el nimero de polinomios srim de
grado 2n sobre F:

Teorema 3.9 El nimero de polinomios srim sobre Fy de grado 2n es:

o1 n . .
i) on Z w(d)(gd — 1) siq es impar.

d|n,dimpar

1 n
ii) on Z wu(d)qd siq es potencia de 2.

d|n,dimpar

Demostracion: Se considera R, (x) el producto de todos los polinomios srim de grado 2n
sobre IF,. Con la notacién precedente, se tiene que:

Hyn(z) =z ~1) [[ Real®

d|n,Zimpar

donde e; = ¢ méd 2. Es decir: si g es par, se multiplica por  + 1, y si es impar, por 2 —1=
(x +1)(z — 1), que son el producto de polinomios srim de grado 1 en cada caso.

HLZ»’"'

0 . _ Hyn
Se define entonces Hq’n = e

, que serd por tanto Hg,n = H R, q(x). Ahora es
d|n, % impar
posible aplicar a esta igualdad la formula de inversion de Moebius; con la notacion del Teorema

1.24, se tiene f(n) = HY (x) y g(d) = Rgq4(x). Se obtiene por tanto:

Ryn(w)= [ HOa(x)®

dn, Zimpar

Para deducir el nimero de polinomios srim de grado 2n basta con calcular el grado de Ry, (x);
como el grado de cada srim es 2n, el grado de R, ,(x) serda 2n multiplicado por el nimero de

srims. Ademds, dicho grado serd igual al de H Hg,%(x).

d|n,Zimpar

ng
e |
Teniendo presente que, si g es par, H(?%(:L‘) = 1 el grado del producto anterior sera
: x
Z pw(d)(gd +1—1) = Z (d)qi. Por tanto, en el caso de ¢ par el nimero de poli-

d|n,Zimpar d|n,Zimpar
1 n
nomios srim es — d)qd.
5o > kg
d|n,dimpar
En el caso en el que g es impar, el razonamiento es andlogo pero hay que tener en cuenta que
d n
HS’%(JU) = £—=1; por tanto el grado del producto serd Z p(d)(gd — 1), y el nimero de

2

d|n, Zimpar
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: . . 1 n
polinomios srim es on Z wu(d)(ga —1). O

d|n,dimpar

A modo de ejemplo se estudia el caso en el que ¢ = 2 y n = 15: es decir, se va a calcular el
nimero de polinomios srim de grado 30 que hay en Fs.
Como en este caso ¢ es una potencia de 2, se utiliza la segunda parte de la férmula, y el nimero

que se obtiene es:
1 15
— d)27d
20 Z p(d)
d|15,dimpar

que, desarrollando, es: 55 (u(1)2' + 11(3)2° + p(5)23 + p(15)2) = 55(2'° — 25 — 23 4+ 2) = 1091.
Ahora que se dispone de esta cifra es posible compararla con la del niimero total de polinomios
irreducibles de grado 30 en 9, que, como se ha visto antes, es 35790267. Se observa asi que los
polinomios srim son s6lo un pequeno porcentaje de los irreducibles.

3.2. Invariantes por traslacién

Definicién 3.10 Un elemento f de Fy[z] es invariante por traslacion si f(z+b) = f(x) para
todo b € I,

Se pretende a continuacion calcular el niimero de polinomios ménicos e irreducibles de este
tipo que existen en un cuerpo finito. Para ello es necesario conocer algunos resultados previos.
Esta seccién se apoya en la referencia [7].

Se comienza determinando para cada polinomio invariante por traslacién un entero que depen-
de de la estructura del conjunto formado por sus raices, y que serd de importancia en el estudio
de este tipo de polinomios.

Proposicién 3.11 Sea F, un cuerpo de caracteristica p, f un polinomio mdnico, irreducible e
invariante por traslacion de grado n > 2 y 0 una raiz suya. Se tiene que p divide a n (n = pm),
el conjunto {s € N: 07 = 0 — b} es no vacio y su elemento minimo r cumple 0 < r < pm ym
divide a r.

Demostracion: Como f es invariante por traslacion y 6 es una raiz suya, también lo es 8 —b. Por

. ’ S . .
lo tanto existe un nimero natural s, con 0 < s < n, tal que #9 = 0 — b (s es distinto de 0, porque
si no b tendria que ser siempre 0). Es decir, el conjunto es no vacio, y tiene un elemento minimo, r.

Este ntimero r cumple 8¢ = 6 — b, y 0 <7 < n (estd tomado de la misma forma que s en el
conjunto anterior). Ademas, dado que 6%’ = 6 — jb, 0P = @ (tener en cuenta la caracteristica del
cuerpo). Esto indica que n (el grado de f) divide a pr; existe = entero tal que pr = nx. Se puede
decir entonces que p divide a nz. Ademds, como p es primo, tiene que dividir a n o a .

Si p no divide a n, entonces obligatoriamente divide a x, y r = n%: por lo tanto n divide a r;

esto es absurdo, pues r es estrictamente menor que n.
Por lo tanto n = pm. Juntando esta ecuacién con la de pr = nx se obtiene que m divide a r. O
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A continuacién se caracterizan los polinomios irreducibles de grado fijo invariantes por tras-
lacién como los factores irreducibles de un polinoimo determinado. Esto es andlogo al resultado
en el que se ha visto que el polinomio ciclotémico de orden r factoriza en polinomios irreducibles
de orden 7.

Teorema 3.12 Sea f un polinomio mdnico, irreducible, de grado n con coeficientes en Fq un
cuerpo de caracteristica p. Se considera el polinomio Fyp = 29 — x +b. El polinomio f divide a
Fyp siy sélo si se cumplen:

i) f(z+0) = f(z)

it) p divide a n. Es decir, n = pm.
iit) Ademds, el m anterior divide a k.
iv) % % 0 mod p

Demostracion: Hay que demostrar una doble implicacion; se comienza suponiendo que f di-
vide a F) k,b-

i) Sea @ una raiz de f; es también, por tanto, raiz de Fjyp, y cumple 07" =6 —b. Ademaés,

como 0 es raiz de f, también lo es qu, y por tanto se tiene que 6 — b es raiz de f. Queda
asi probado que f es invariante por traslacion.

ii) Se ha probado en el punto anterior que f es invariante por traslacién. Haciendo uso de la
Proposicion 3.11, es inmediato que p divide a n.

iii) Como n = pm divide a pk, es inmediato que m divide a k.

iv) Para ver este tltimo punto se va a usar la proposicién anterior. Sea r = min{s € N: 7° = § — b}:
r satisface 0 < r < pm y m divide a r: r = mt. Entonces, dividiendo las desigualdades an-
teriores entre m, 0 < t < p. Como 9" =9 — b= 69, k=rmédn,y (otra vez dividiendo
entre m), % =t méd p, que es distinto de 0.

Queda asi probada la primera implicacién. Para el reciproco, hay que ver que f divide a Fjj si
se cumplen los cuatro puntos anteriores.

Sea, otra vez, § una raiz de f. Usando la proposicién anterior, 97" = 0 —b, y como k = tm mbd n,
99" =0 —b. Es decir, 6 cumple la ecuaciéon de Fyp y es por tanto raiz suya, y por tanto f divide
a F; k,b- [l

Dado que todas las raices de £}, ; son simples, es posible expresarlo como el producto de los

polinomios que lo dividen:
21" — x4 b= H H f
dlk

donde para el segundo producto se toman los polinomios monicos, irreducibles, invariantes por
traslacion de grado d.

Después de haber visto el teorema anterior, el siguiente resultado es practicamente inmediato:

36



Corolario 3.13 El numero de polinomios sobre Fy (de caracteristica p) monicos, irreducibles e
mwvariantes por traslacion de grado n es:

p—1 m
|Tn| = E p(d)g
pm
dlm,mecd(q,d)=1

st n = pm(es decir, p divide al grado), y 0 en otro caso.

Demostracion: Tomando grados a ambos lados de 2 b= HH f, se obtiene que
dlk
¢ = Z Z pd|Tgm\, donde T}, es el conjunto de polinomios moénicos, irreducibles e invariantes
dlk
por traslacién de grado pm, y se considera su particion en los conjuntos Tgm, de igual cardinal,
donde los elementos de cada Tgm son aquellos en los que t = j (el mismo ¢ de la demostracién
anterior, con r = mt...).

i) Se demuestra a continuacién que el cardinal de T; gm es independiente de j: para ello, se
comprueba que para todo j con 0 < j < n existe una biyeccién entre T3, y T, :t}m'
Dicha biyeccién viene dada por la aplicacion:

) .
U Ty — Tgm

flx) = 7" f(jz)

La aplicacién inversa de ¥ es:
-1 .1 j
v T, = T

el
g(z) = j f(j )

Es trivial comprobar que ambas son inyectivas y, por tanto, biyectivas.

Como la particién de T}, se hace en p — 1 conjuntos (j varfa entre 0 y p), el cardinal de cada
Tom es ﬁ\TPmL Sustituyendo en la ecuacion,

b
d|k, 220 méd p

Para alcanzar el resultado, lo tinico que queda por hacer es utilizar la férmula de Inversién de
Moébius, como se viene haciendo en todas las demostraciones de este tipo. Il

Como ejemplo del resultado se estudia una vez més el caso en el que n = 30 y ¢ = 2. ;Cuantos
polinomios ménicos, irreducibles, invariantes por traslacién de grado 30 hay en Fy?

En este caso, como ¢ = 2 primo, p = 2. Como p divide al grado (30 = 2 - 15), el nimero de
polinomios no es 0, y se puede usar la férmula para calcularlo:

2—-1 15
T50| = 15 > p(d)2d
d|15,mcd(2,d)=1
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En el subindice del sumatorio aparece la condicién de que el méximo comun divisor de d y
2 sea 1: esto es equivalente a que d sea impar, y por tanto el resultado que se obtiene, en esta
ocasion, es casualmente el mismo que con los polinomios autorreciprocos. Se comprueba:

2—1 15
| T50| = 315 > p(d)27d
d|15,mecd(2,d)=1

1
= 55 21% 4+ u(3) - 2° + pu(5) - 2% + pu(15) - 2)
— %(215 _25 _23+2)

— 1091

Una vez maés, el nimero de polinomios ménicos irreducibles invariantes por traslacion es muy
pequenio comparado con el de moénicos irreducibles.

3.3. Invariantes por homotecia

Definicién 3.14 Sea a un elemento de F, distinto de 0 y de 1. Un elemento f de Fylz] es
invariante por la homotecia v — ax si f(ax) = f(x).

Por ejemplo, el polinomio f(z) = z* + 22 + 1 perteneciente a F3[z] es invariante por la ho-
motecia = — 2z, pues 242t + 2222 4 1 = 162 + 422 + 1 = 2* + 22 + 1; es decir, se recupera el
polinomio original.

Durante esta seccién se va a estudiar el nimero de polinomios ménicos, irreducibles e inva-
riantes por homotecia que hay en un cuerpo finito. Para ello se necesitan algunos resultados de
ellos, muchos de ellos anédlogos a los que se han usado para contar los polinomios invariantes por
traslacion. La referencia usada en esta seccién también es [7].

Se comienza caracterizando las raices de los polinomios invariantes por homotecia: el siguiente
lema se utilizara implicitamente en muchas de las demostraciones de este apartado.

Lema 3.15 Sea f un polinomio invariante por la homotecia x — ax. Se tiene que 0 es raiz de f
sty sélo si g es raiz de f.

Demostracion: Dado que f es invariante por la homotecia x — ax, se puede escribir f(z) =
flaz). Si 0 es raiz de f, f(2) = f(a) = f(0) = 0y por tanto ¢ también es raiz de f. La
implicacién contraria se deduce utilizando la misma cadena de igualdades. O

Proposiciéon 3.16 Sea f un polinomio monico, irreducible, invariante por la homotecia x — ax
de gradon > 2, y § una raiz suya. Entonces el orden de a enFy, ord(a), divide an (n = ord(a)m),
el conjunto Ry () := {s € N: 09" = g} es no vacio, y su elemento minimo r := minRy(0) satisface
0 <r<mn,m divide arymecd(-,orda)) = 1.

Demostracion: Se considera el polinomio f(ax): su coeficiente principal es a”. Como f es
monico e invariante por esta homotecia, a’™ = 1 y por tanto el orden de a divide a n.
Como 6 es una raiz de f(x), g es también raiz de f(x) = f(ax). Entonces existe un unico valor
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r distinto de O (si no, a seria 1) tal que % =07,

Se sabe que las raices son de la forma #? donde 0 < i < n, todas distintas, dado que sobre un
cuerpo finito f siempre es separable. Entonces el valor r tendra que ser estrictamente menor que
n,y ya se tiene 0 < r < n.

Sé6lo queda comprobar que existe un elemento minimo r al que m divide y de tal forma que -
y ord(a) son coprimos. Es facil ver que para todo j natural, 89" = %. Se demuestra aplicando
induccién:

. . . , i
i) En el caso en el que j = 1, se obtiene #? = g. Las otras raices son 6; = 69 ; entonces

g; = & =9 — (%)qz, recuperando lo anterior.

a ad®
ii) Para ver que es cierto para todo j natural, se supone cierto para j y se estudia el caso j+ 1:

j+1 gr+ i j . T . iy .
e = ga = g = (694" = (%)‘ZT, aplicando la hipdtesis de induccién. Ademas,

al
en el que j = 1.

r q" . .
(£)a" = &£ — _f_ teniendo en cuenta una vez més que a es un elemento de Fy, y el caso
(@) = @t q

Tomando j = ord(a), 97" " = 9. Por lo tanto, dado que f (cuyo grado es n) es el polinomio

minimo de 6, es inmediato que #7° =0, y n = ord(a)m divide a ord(a)r, de lo que se deduce que
m divide a 7.
El valor r asociado al conjunto R,(6) no depende de 6:

i) Sea 6; = 7 (donde 0 < i < n) una rafz cualquiera: (67)7 = (97)7 = Z—Zi = %, teniendo

0
en cuenta que, como a es un elemento de Fy, a? = a.

tm

Se escribe 7 = tm. Dado que r es un elemento del conjunto anterior, 89 = 09" = g. Sea
med(t,ord(a)) = u:

i) Siord(a) = uly, gem = gam"t = a%

Lullm

— equ

tyord(a)m tmly

0

ii) Del mismo modo, si ¢t = ut;, entonces 64 n

De esto se deduce que ord(a) = l1, pues eI = g = g™ = (69")r = §.Por lo tanto

tiene que ocurrir u = 1; es decir, t = - y ord(a) han de ser coprimos. O

A partir de esta proposiciéon que se acaba de ver es posible dar la siguiente definicién, que
permite simplificar la notacién durante el resto de la seccién.

Definicion 3.17 FEl tipo de un polinomio f en las condiciones de la proposicion anterior es
r
.

ty =

A continuacién, como en el caso de los polinomios invariantes por traslacién, se caracterizan
los polinomios irreducibles de grado fijo e invariantes por homotecia como los factores irreducibles
de un polinomio determinado.

Teorema 3.18 Sea f un polinomio monico, irreducible, de grado n con coeficientes en Fq, un
s . . . k__
cuerpo de caracteristica p. Se considera el polinomio Gy, = x4 1 %

Grq sty solo si se cumplen:

. El polinomio f divide a
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i) flax) = f(x)
ii) El orden de a, ord(a), divide a n. Es decir, n = ord(a)m.
iit) Ademas, el m anterior divide a k.
i) % =t; méd ord(a).
Demostracién: Se comienza suponiendo que f divide a G}, 4. Sea 6 una raiz de f. Entonces:

i) Como 6 también es raiz de Gy q, pa*-1 = % Multiplicando todo por 6, se obtiene que

9" = g: es decir, las raices de f(x) también son raices de f(ax) (y al revés).

ii) Se deduce de manera inmediata a partir de I) y de la proposicién anterior.

i) DeI) se deduce como en la demostracién de la proposicién anterior que (87" = C%) tomando
j = ord(a), et = amfi(a) = 6. De aqui se deduce que n divide a ord(a)k. Como

n = ord(a)m, entonces m divide a k.

iv) Como f es invariante por homotecia de grado n = ord(a)m, entonces se concluye que e’ =
01" = %. Por lo tanto, tym = k méd ord(a)m, lo cual significa que % =ty méd ord(a), como
se queria ver.

Reciprocamente, se supone que se cumplen las cuatro condiciones y se va a ver que 6 es también
raiz de G q.

Como 0 es raiz de f, #9™" = g. De 1V) se deduce que k = tm méd ord(a)m, ya que % =
ty méd ord(a), % = ty + ord(a)h y se puede despejar k = tym + ord(a)mh; entonces, k =
tym méd ord(a)m.

Por lo tanto, pr" = 9 = %. Dividiendo todo entre #, se obtiene ga -1 — é: por lo tanto 6
también es raiz de Gy . O

Una vez visto este resultado, como en los casos anteriores, se trabaja con factorizaciones de
Go y se estudia su grado para contar cudntos polinomios monicos, irreducibles invariantes por
homotecia hay en F,[z].

Corolario 3.19 El numero de polinomios ménicos, irreducibles e invariantes por la homotecia
xr — ax que hay en Fqlx] es:

H(a,gn)| = 2045y

ord(a)n
dm, (% ord(a))=1
sin = ord(a)m, y 0 en caso contrario.

Demostracion: Del teorema anterior se sigue que se puede descomponer Gkﬂ — H H £,
dlk,(% ord(a))=1 feHg (g,n)
donde Hy(g,n) es el conjunto de polinomios ménicos, irreducibles, invariantes por homotecia de
tipo t.
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A continuacién, dado j > 0, se utiliza la relacién entre el conjunto de polinomios de tipo jt~! inva-
riantes por la homotecia x — ax, y el de polinomios de tipo j invariantes por la homotecia z — a'z:
es facil comprobar que estos dos conjuntos son iguales si med(j, ord(a)) = med(t,ord(a)) = 1. En
primer lugar, se deduce que ord(a!) = ord(a): sea ahora 6 una raiz de f. Teniendo en cuenta la
proposicién 3.16 y la definicién del tipo, se deduce que f es invariante por la homotecia  — a’x
si y solo si 9" = %; esto a su vez se cumple si y sélo si 9" e g, que es condicién necesaria
y suficiente para que f sea de tipo jt~! e invariante por la homotecia a — az.

Se consideran ahora los polinomios Gy, 4+ = A H H f para cada t entre
k(&)= 1 fEH  (q,n)
dt

0 y ord(a) con med(t,ord(a)) =1, y su producto:

I Gw- II I I ¢

0<t<ord(a) 0<t<ord(a) dlk cH n
(t,ord(a))=1 (t,ord(a))=1 (5,07‘d(a))=1 ! %(q )
d|k 0<t<o'rd(u, fer (q’ )

(d ord(a))=1 (t,ord(a))=

o | S | R |

dlk 0<t<ord(a) f€H(q,n)
(% ord(a))=1 (tord(a)= (

- I s

dlk fe€Hg,n)

(%,ord(a)):l
Tomando grados a ambos lados de la ecuacién, se obtiene:
olord(a))(¢" —1) = Z ord(a)d|H (q,ord(a)d)]

d|k,(§ ,ord(a))=1

Lo tnico que queda para demostrar el resultado es aplicar el teorema de Inversién de Mo6bius
(teorema 1.24), como se ha hecho en ocasiones anteriores. Para ello se necesitan las condiciones
adecuadas: se divide la ecuacién entre p(ord(a)), se escribe m en vez de k y se utiliza el cardcter
de Dirichlet, definido de la siguiente manera: x1(%) = 1 si mecd(’y,0rd(a)) = 1 y 0 en caso
contrario.

d(a)d .
La férmula queda: ¢" — 1=, (a) |H (ord(a)d)|x1(%). Se obtiene:

ord(a)m m
————|H(q,ord(a)m)| = w(d)(gd —1
Sorday @ erd@ml = 3 )t -1
d|m, (2 ,ord(a))=1
Llegados a este punto sélo queda despejar. O

En esta ocasién se va a estudiar un ejemplo del teorema un poco diferente a los demaés: los
elementos de F3 son 0 y 1, y no tiene sentido considerar las homotecias asociadas a ellos. Se
estudia entonces el niimero de polinomios monicos, irreducibles e invariantes por homotecias, de
grado n = 30 en F5[z]:

i) Invariantes por x — 2z y x — 3x; en [}, es facil comprobar que ord(2) = ord(3) = 4. Como
30 no es multiplo de 4, no hay ningtin polinomio con estas caracteristicas.

ii) Invariantes por x — 4x: en este caso ord( ) = 2, que si divide a 30. Se aplica entonces la
" 15
formla: [H(4,5,30)] = £2 515 12 00 ) (5H — 1) = F((5 ~1) = () 1) - (5° -
1)+ (5 —1)) = 1017252504.
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Es dificil comparar este niimero con la cantidad de polinomios moénicos e irreducibles de grado 30
que hay en el cuerpo porque este dltimo es demasiado grande como para calcularlo con exactitud,
aunque se estima que es del orden de 10?°. En cualquier caso, la proporcién es de un orden muy
pequeno.

3.4. 'Traza prescrita

A la hora de contar polinomios irreducibles con ciertas caracteristicas, cobra especial impor-
tancia el nimero de polinomios irreducibles con algin coeficiente predeterminado. Durante esta
seccidn se intentarda determinar el ntimero de polinomios monicos e irreducibles con traza de-
terminada. Para ello se utilizard principalmente la referencia [12], y algunas observaciones de la
referencia [10] que se también se pueden encontrar en el capitulo de Preliminares de este texto.

Aunque en la tercera seccién del capitulo de preliminares se ha hablado de la traza de un
elemento, se presenta a continuacién una definicién de la traza de un polinomio. Esta definicién
serd mas comoda de usar durante esta seccién.

Definicién 3.20 Sea f(z) = 2™ + ...+ a1z + ag un polinomio mdnico con coeficientes en F,. Su
traza es —a,_1.

Observacion 3.21 FEsta definicion se relaciona con la dada en el capitulo de Preliminares en el
sentido de que la traza de un polinomio es la traza de cualquiera de sus raices.

Se procede ahora a calcular el niimero de polinomios ménicos, irreducibles con traza determi-
nada en [F(z]. Para ello se estudian dos casos aparte:

= Cuando la traza es distinta de 0: en este caso se va a ver que no importa su valor.
= Cuando la traza es 0.

Teorema 3.22 FEl nimero de polinomios de grado n monicos, irreducibles con traza t en Fy es:

Nq(nat)zin > ud)ga

dln,(d,q)=1
sit#0

Una vez obtenido este nimero, para calcular cuantos polinomios de este tipo hay con traza t =0
s6lo hay que restar todos los ménicos irreducibles menos los que tienen otras trazas:

Nyg(n,0) = Ng(n) = (¢ = 1)Ny(n, 1)

Para cualquier ¢ # 0

Demostracion: Sea f un elemento de Fgn. Su traza es: Tr(B) ==+ 9+ Bq2 + ...+ 04
Si C(g,n) es el conjunto de polinomios ménicos irreducibles en F, de grado n y fz el polinomio
minimo de (3, entonces se tiene lo siguiente:

U {53 =, d)

BEF 4n d|n

n—1
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Ademds, si se restringe la unién a los elementos 5 con traza t:
n n
= = — — :T d =
U sy =U{f € Cla ) : Tr(f) =1t}
BEFn, Tr(B)=t dln

En este caso la notacién 2{f € C(q, %) : Tr(f%) = t} significa que se toman % copias del conjunto.
A su vez, este conjunto es:

J5Z{reCla ) arr() =1}

dn
n n
UU j{recla ) :Tr(f) =e}
d|n de=t
n n
U U {recla g0}
d|n de=t
donde C(q, 5, e) es el conjunto de polinomios ménicos irreducibles sobre F, de grado % y traza e.

Para continuar haciendo la demostracién se pretende contar el nimero de elementos de los
conjuntos U {fs}y U U %{ felClq, %, e)} e igualarlos. Para obtener el cardinal del
BEFn,Tr(B)=t d|n de=t
primer conjunto basta con saber que el nimero de elementos de Fy» con traza ¢ no depende de ¢:
i) Si se define la aplicacién p que a cada elemento o de Fy» lo envia a aw+y, con y un elemento
fijo de traza 1, entonces, dado que la traza es aditiva, p envia el conjunto de = elementos
de traza t al conjunto de = elementos de traza ¢t + 1, y « no varia.

Este es, ademas, el motivo por el que en la formula del teorema no se utiliza en ningiin momento
el valor t. Por lo tanto, el niimero de elementos 8 de traza t serd el nimero de soluciones de la
ecuacion:

n—1

Tr(B) =5+ P14 67 +.. 457 =t

Es decir, el primer conjunto tiene ¢"~' elementos.

Por otro lado, el segundo tiene Z Z EN (q, E,e) elementos, donde N(q, 7,e) indica el
d|n de=t

nimero de polinomios ménicos irreducibles sobre I, de grado % y traza e (es decir, el niimero

de elementos del conjunto Ny(%,e)). Por lo tanto, ¢" ! = 2din 2ode=t 4N (@, g, e) Haciendo uso

del lema 1.25, se puede invertir esta férmula de la siguiente manera: Ny (n, t) Z Z %
d|n de=t

Se considera ahora el caso en el que t es distinto de 0, suponiendo (como siempre) que ¢ es
potencia de un primo p. Si p no divide a d, entonces la ecuacion de = t tiene una unica solucién
1 n
para e. Por tanto, si t # 0, Ny(n,t) = — Z pu(d)qd O

" din (dg)=1
Una vez mas se va a estudiar a modo de ejemplo el caso en el que ¢ = 2 y n = 30. ;Cudl es
el nimero de polinomios de grado 30 ménicos, irreducibles con traza 1 en Fy? ;Y con traza 07
i) Con traza 1: I5(30,1) = & 22dl30,(d,2)=1 ,u(d)Q% Los divisores impares de 30 son {1, 3,5, 15}:
es decir, sustituyendo en la férmula, I5(30,1) = & (1(1)230 + 12(3)2'0 + 1(5)26 4 p(15)22) =
17895679

ii) Con traza 0: 1(2,30,0) = Na(30) — I(2,30,1) = 35790267 — 17895679 = 17894588
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3.5. Binomios

Al principio del capitulo 2 de este documento se han definido los binomios. A lo largo de
esta seccién se pretenden dar resultados encaminados a hallar el nimero de binomios moénicos e
irreducibles que hay en un cuerpo finito.

Se comienza con una observacién de caracter trivial acerca de cuando un binomio es irredu-
cible.

Observacién 3.23 Sea f un binomio de grado n: f(x) = az™ + bx™ ™", con i > 0 un nimero
natural. Para que f sea mdnico e irreducible, tiene que ocurrir:

i) a =1 (mdnico)
ii) i=n y b#0: sino, x seria un factor de f, que ya no seria irreducible.

Esto quiere decir que, a la hora de estudiar la irreducibilidad de los binomios sobre I, sélo
se tendran en cuenta los de tipo 2™ — a para algin a € F,.

En el capitulo anterior se dio la definicién de radical de un niimero. A continuacién se amplia
este concepto:

Recuérdese que el radical de un nimero rad(n) es su mayor divisor libre de cuadrados. Se

define también:
rad(n) sin 4 no divide a n

rada(n) = { 2rad(n) sin 4 divide a n

Este nimero sera util en el siguiente resultado, cuyo propdsito es calcular el ntimero de
binomios irreducibles de Fy[z]. También serd importante para esto el teorema 2.15, que caracteriza
los binomios irreducibles y que se ha visto en el capitulo anterior. Mas informacion acerca del
nimero de binomios irreducibles se puede encontrar en la referencia [8].

Teorema 3.24 El nimero de binomios ménicos e irreducibles de grado n en Fqz] es:

By(m) = 2 (g 1)

si rady(n) divide a g —1 y 0 en otro caso.

Demostracion: Partiendo del teorema 2.15, se utilizan la primera y la tercera condicién para
ver que rady(n) divide a ¢ — 1: es ficil ver que rad(n) divide siempre a ¢ — 1, con lo que el caso
en el que 4 no divide a n queda resuelto. Por otra parte, rads(n) es 2rad(n) si 4 divide a n: como
g = 1méd 4, 4 si divide a ¢ — 1; aunque no a rad(n), que es libre de cuadrados y multiplo de
2. En este caso, por tanto, 2rad(n) = rads(n) también divide a ¢ — 1. (Si esto no se cumple, se
contradice el lema anterior y por lo tanto el nimero B,(n) de binomios ménicos e irreducibles de
grado n es 0).

Entonces, el nimero de binomios con estas caracteristicas seria:

By(n) = Z 1

acT
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donde T' = {a € F}; : rad(n)|ord(a), mcd(n, Ogd;(i)) =1}
Como F} es un grupo ciclico de orden ¢ — 1, para todo j divisor de ¢ — 1 existe un elemento de Fy

de orden j. De hecho, hay ¢(j) elementos de orden j en IF. Entonces el sumatorio queda como:

By(n) = > #()
JET’
donde T" = {j : j|(¢ — 1), rad(n)|j, med(n, q%l) =1}
Se descompone ahora ¢ —1 = RS con R el mayor divisor de ¢— 1 que cumpla mcd(R,rad(n)) = 1.
Es decir, todos los divisores de s son divisores de n. Entonces, para todo j divisor de ¢ — 1, las

condiciones:
i) rad(n) divide a j
ii) med(n, q;—l) =1
se pueden reescribir como: j = Sd para algtin d divisor de R. Entonces,

By(n) = ¥z #(Sd) = Ly 9(S)e(d) = ¢(S) Sy r o(d) = ¢(S)R = 215

= @(q — 1), como se querfa probar. -

Por ejemplo, este teorema se puede usar para calcular el niimero de binomios irreducibles de
grado n = 2 sobre F7: en primer lugar, se comprueba que rads(n) = 2 dividea¢g—1 =6,y a
continuacién se sustituye en la férmula, obteniendo B7(2) = @(7— 1) = 3 binomios irreducibles
sobre F7, que son 22 + 1, 22 + 2 y 22 + 4. El resultado también sirve para deducir que no hay

ninguin binomio irreducible de grado 4 sobre F7, pues rads(4) = 4 que no divide a 6.

3.6. Otros resultados

De manera similar al caso de la traza, es posible definir la norma de un polinomio de la si-
guiente manera:

Definicién 3.25 Sea f(z) = 2™ + ... + a1z + ag un polinomio mdnico con coeficientes en Fy. Su
norma es (—1)"ay.

A continuacién se ofrecen dos resultados sobre el niimero de polinomios ménicos, irreducibles
sobre [F, de grado y norma fijos. En el primero se tiene en cuenta el orden, mientras que el segundo
es mas general. La demostracién de estos resultados se puede encontrar en [15].

Se recuerda la siguiente notacién, que se ha utilizado anteriormente en este mismo capitulo:
D,, = {r :r|(¢" — 1) pero r no divide a ¢™ — 1 Vm < n}.

Lema 3.26 Sean ¢ una potencia de primo, n un entero. Sea r € D, con r = d,m,, donde
d, = med(r, qq:ll). Si a € Fy y ord(a) = m,, entonces el nimero Ny(n,a,r) de polinomios

monicos, irreducibles sobre Fy de grado n, orden r y norma (—1)"a es:

o(r)

RN CT D)
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Teorema 3.27 En las condiciones del lema anterior, el nimero Nq(n,a) de polinomios monicos,
irreducibles sobre Fy de grado 30 y norma (—1)"a es:

1
Ny(n, a)m T;Dn o(r)

ord(a)=my

En el caso de Fs, para que un polinomio sea irreducible es evidente que su norma tiene que
ser a = 1, y que por tanto ord(a) = 1. Si se buscan polinomios de grado n = 4, se tiene que
D,, = {r : r|15 pero r no divide a 1,3,7 Vm < n} = {5,15}. Por tanto sélo hay polinomios irre-
ducibles con estas caracteristicas de orden 5 6 15. En el primer caso, No(4,1,5) = %5) =1.5i
se quiere hallar el nimero total, s6lo habria que sumar ambos casos (es decir, aplicar el segundo

1 1
resultado) para obtener que hay No(4,1) = 1 Z o(r) = 1
re{5,15}

ord(a)=my

(4 + 8) = 3 polinomios de grado

4 y norma 1 irreducibles sobre .

Es posible ademaés estudiar el comportamiento asintético del niimero de polinomios irreduci-
bles de cierto grado en los que han sido fijadas tanto la traza como la norma. En la referencia [9]
se pueden encontrar mas detalles y resultados sobre este niimero. En particular, las dos proposi-
ciones que se presentan a continuacion:

Proposicién 3.28 El nimero Ny(n,t,a) de polinomios irreducibles sobre F, de grado n, traza t
y norma a cuando n — oo cumple:

q" —1

Ny(n,t,a) = m

+0(q2)

Para acotar el error de esta féormula hay un resultado general; sin embargo, tratando por
separado los casos en los que la traza se anula o no, la cota puede ser mas refinada:

Proposicién 3.29 El nidmero Ny(n,t,a) de polinomios irreducibles sobre Fy de grado n, traza t
y norma a cuando n — oo cumple:

i) |Ng(n,t,a) — n;l)‘ <242 sit#0

q
ng(q—1 q—1

oE

g n—1_
ii) [Ng(n.0,0) = T3] < 24

Es de facil comprobacién que si p es un polinomio autorreciproco de grado 2n, entonces existe
un polinomio f de grado n tal que p(z) = 2™ f(z+2~1). Esto se puede generalizar de la siguiente
manera: si se toman dos polinomios g(z) = asx?® + a1z +ag y h(x) = bex? + by + by, se considera
la transformacion de f, p(x) = h(z)"f (%) La siguiente proposicién es una generalizacion del
teorema sobre el nimero de polinomios srim irreducibles que Carlitz dio en su momento, y se

puede encontrar en la referencia [1]
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Proposicién 3.30 El nimero de polinomios irreducibles f de grado n sobre F, cuya transfor-

macion p(x) = h(w)”f(%) también es irreducible viene dado por:

0 st ay =b; =0 y q es potencia de 2
m—1
a 5 st q es impar y n es potencia de 2
n
1 n
™ E wu(d)qgd en otro caso
dln
d impar
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