
Facultad

de

Ciencias

Gravedad de Einstein-Cartan y
Cosmoloǵıa
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“La soberbia tiene una hija, y es la ingratitud.”

El Quijote
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Resumen

Se ha realizado una generalización de la Relatividad General, en la cual se levanta la
restricción de nulidad sobre la torsión. Esto resulta en la introducción de una segunda
ecuación de campo que, en analoǵıa con la ecuación de campo obtenida en Relatividad
General, liga un objeto geométrico con otro f́ısico. Si en Relatividad General se teńıa
curvatura y enerǵıa-momento, ahora se le añade una segunda ecuación que liga torsión con
esṕın. Esto se hace desde las coordenadas de la variedad y desde el espacio tangente, donde
recibe el nombre de teleparalelismo. Una vez obtenidas las ecuaciones de campo, se calcula
un nuevo tensor de Einstein que tenga en cuenta que la conexión ya no es simétrica, y
utilizando la nueva ecuación de campo se expresa el mismo en función del esṕın. A partir de
aqúı, resolver dentro del marco cosmológico teniendo en cuenta el nuevo tensor de Einstein.
La contribución de la torsión servirá para explicar dos problemas cosmológicos tradicionales,
la planitud y el horizonte, sin necesidad de teoŕıas inflacionarias.

Palabras clave: Relatividad General, gravedad, Einstein-Cartan, cosmoloǵıa, teleparalelismo.

Abstract

A generalization of General Relativity has been made, in which the nullity restriction on
torsion is lifted. This results in the introduction of a second field equation that, in analogy
with the field equation obtained in General Relativity, links a geometric object with a
physical one. If in General Relativity curvature and energy-momentum were linked by a field
equation, now a second equation is added that links torsion with spin. This is done from
the coordinates of the manifold and from the tangent space, where the theory is known as
teleparallelism. Once the field equations are obtained, a new Einstein tensor is calculated
that takes into account that the connection is no longer symmetric, and using the new field
equation it is expressed as a function of spin. From here, solve within the cosmological
framework taking into account the new Einstein tensor. The contribution of torsion will
serve to explain two traditional cosmological problems, flatness and horizon, without the
need for inflationary theories.

Keywords: General Relativity, gravity, Einstein-Cartan, cosmology, teleparalelism.
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5.1. Cosmoloǵıa en Gravedad de Einstein-Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5.1.1. Métrica de Robertson-Walker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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6.1.2. Postulado de los Vielbein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.1.3. El postulado de los Vielbein visto como un cambio general de coordenadas 44

6.2. Teleparalelismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.2.1. Formalismo de Palatini desde el espacio tangente . . . . . . . . . . . 45

6.2.2. Ecuación para los Vielbein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Gravedad modificada: Einstein-Cartan. Motivación.

En la descripción que la f́ısica moderna plantea para las interacciones fundamentales,
existen dos aproximaciones conceptuales esencialmente diferentes. Por un lado, la gravedad,
encuentra su descripción más acertada en el marco de la relatividad general, donde su efecto
es formulado en términos de la geometŕıa del propio espacio-tiempo. Por otro lado, las
interacciones electromagnética, débil y fuerte, se describen en el marco de la teoŕıa cuántica
de campos, donde cada una de ellas se corresponde con términos en el lagrangiano del modelo
estándar, resultantes de la invarianza que presenta el mismo bajo la acción de distintos
grupos gauge.

Por ser acercamientos conceptuales diferentes, coexisten en el sentido de que la teoŕıa cuántica
de campos se desarrolla en un espacio con una geometŕıa, la plana, es decir, de curvatura
nula, conocido como espacio de Minkowsky.

En esta tesitura, las razones para realizar modificaciones a la Relatividad General cobran
sentido. El objetivo natural de la f́ısica teórica fundamental es el de alcanzar una teoŕıa
unificada, capaz de explicar con exactitud cada una de la interacciones elementales. Por
tanto, la actual brecha entre la teoŕıa gravitatoria y la cuántica de campos seŕıa motivación
suficiente como para realizar modificaciones en la forma que tenemos de describir nuestro
universo.

Ahora bien, en la realización de estas modificaciones, se pueden intentar expresar todas
las interacciones desde el punto de vista de cada uno de los acercamientos. Es decir, se
puede intentar expresar la gravedad como teoŕıa cuántica de campos; o bien el resto de
interacciones en términos geométricos. De esta forma, se obtendŕıa una teoŕıa general capaz
de explicar todas las interacciones bajo el mismo marco, y se solventaŕıa la anteriormente
mencionada brecha conceptual. Por supuesto, también existe la posibilidad de que ninguno
de los dos planteamientos sea el adecuado para una teoŕıa unificada; o que la gravedad y
el resto de interacciones fundamentales sean cosas esencialmente diferentes y no se puedan
describir dentro del mismo marco conceptual.

El objetivo de este trabajo es, sin embargo, más modesto. Se va a generalizar la teoŕıa de la
Relatividad General, anulando una de sus restricciones, pero sin salirse del marco geométrico.
Este planteamiento va a permitir asociar un parámetro propio de la materia, y de la teoŕıa
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

cuántica de campos, el esṕın, con un parámetro propio de la descripción geométrica de la
gravedad, la torsión.

La gravedad de Einstein-Cartan, con su versión desde el espacio tangente, conocida como
teleparalelismo, forma parte de las teoŕıas de gravedad modificada, donde también se
encuentran las teoŕıas f(R) y las deformaciones del teleparalelismo f(T).[1]

El lector podŕıa preguntarse en consecuencia cuál es la motivación de esta teoŕıa de gravedad
modificada, si es incapaz de solventar la dicotomı́a existente entre ambos modelos. La
correspondiente respuesta viene dada por el hecho de que, adicionalmente, existen razones de
origen experimental, mediciones que el modelo cosmológico actual no puede o sabe predecir.
Aunque se estudian soluciones dentro del marco relativista general clásico, hay quienes
apuntan que el problema está en las propias ráıces de la teoŕıa, y que una revisión a la teoŕıa
gravitatoria original es necesaria.

Este trabajo no se centra en aportar nuevos cálculos o cambios conceptuales en la teoŕıa. Más
modestamente, se reproducen los cálculos que la fundamentan en la medida de lo posible, y
se intenta hacer una śıntesis de la información disponible que sea auto-explicativa. Con ello
se pretende que el lector no familiarizado con esta rama de la f́ısica pueda leer este trabajo y
entender en que consiste la gravedad de Einstein-Cartan.

1.2 Organización del trabajo

El trabajo está estructurado en cinco caṕıtulos principales, además de la presente introducción
y las conclusiones finales.

El Caṕıtulo 2 se dedica a introducir los elementos matemáticos básicos para establecer una
teoŕıa geométrica del espaciotiempo. Se habla de variedades diferenciables, métrica, conexión,
curvatura y torsión entre otros.

El Caṕıtulo 3 está dedicado a la Relatividad General, pues se ha estimado que su compresión
facilita enormemente la comprensión de lo que se hace en una teoŕıa como en la Einstein-
Cartan. Se deriva una ecuación que liga un elemento geométrico, la curvatura, con un
elemento f́ısico, la presencia de materia.

En el Caṕıtulo 4 se introduce la gravedad de Einstein-Cartan. Se toma como punto de
partida el momento en el que esta teoŕıa se separa de la Relatividad General: en la condición
de torsión nula. Después, se derivan las ecuaciones de campo, obteniendo una ecuación
adicional a la de Relatividad General que ligará justificadamente un elemento geométrico, la
conexión, con un elemento f́ısico, el esṕın. Se intenta obtener razonadamente un tensor de
Einstein que acople curvatura y torsión utilizando las dos ecuaciones de campo obtenidas.
Por la extensión del trabajo, los cálculos correspondientes al final de esta sección, cuando se
calcula el análogo al tensor de Belifante-Rosenfeld, no se han podido reproducir y se han
obtenido de bibliograf́ıa.

En el Caṕıtulo 5 se introduce el concepto de Cosmoloǵıa como marco aproximativo para
resolver las ecuaciones de Campo, tanto en el caso de Relatividad General, como en el caso
de gravedad de Einstein-Cartan. Se deduce la métrica resultante de estas aproximaciones
pero la obtención de las Ecuaciones de Friedman y la expresión de la expresión del fluido de
esṕın se toman de la bibliograf́ıa.
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En el Caṕıtulo 6 se repite el proceso realizado en el Caṕıtulo 3 pero desde el espacio tangente,
reproduciendo aśı el intento que hizo en su d́ıa Einstein de unificación, conocido como
teleparalelismo. Se introduce la matemática de las tétradas o Vielbein, y se justifica su uso
planteando la ecuación para un campo material particular en espacios curvos: el campo de
Dirac.

Por último, en el Caṕıtulo 7, conclusiones, se sintetiza lo aprendido en este trabajo, y se
plantean ĺıneas de trabajo futuro.





Caṕıtulo 2

Variedades Diferenciables

2.1 Del Principio de Equivalencia y el uso de Variedades diferencia-
bles en Relatividad General

Es normal en este tipo de trabajos empezar por introducir una carga notable de geometŕıa
diferencial, lo cual tiene sentido, dado que es en este lenguaje en el que se formula la
Relatividad General. A partir de esta formulación, se llega a resultados profundos y que
sin una casúıstica como la introducida seŕıan notablemente dif́ıciles de obtener. A veces,
la herramienta matemática proporciona resultados teóricos, a los que se puede dar una
interpretación f́ısica, que de otro modo, y tan solo en base a la intuición, seŕıan imposibles de
alcanzar. Sin embargo, resulta interesante que, en los grandes saltos conceptuales de la f́ısica,
se parta originalmente de una idea, un principio f́ısico según el que se debe comportar nuestro
universo, y luego se busque la herramienta matemática adecuada, la cual nos permitirá hacer
avances teóricos importantes.

Este es el caso de Einstein y su visión de la Relatividad General. Dos años después de la
formulación de la Relatividad Especial, en 1905, Einstein se dio cuenta de la incompatibilidad
entre la misma y la teoŕıa gravitacional de Newton. Existen varias formas de ver esto. Según
Newton, la aceleración de una part́ıcula en un campo gravitatorio está relacionada con el
potencial de la fuerza gravitatoria de la siguiente manera:

d2 #»x

dt2
= − #»∇Φ (2.1)

El potencial, a su vez, está relacionado con la densidad de materia, ρm, a través de la
ecuación de Poisson:

∆Φ = 4πGNρM (2.2)

donde GN es la constante de Newton. Hay varias formas de ver como esta descripción
de la gravedad no es compatible con la relatividad especial, al menos para el caso de
campos gravitatorios dinámicos. Matemáticamente, ni 2,1 ni 2,2, transforman bien bajo una
transformación de Lorentz, luego la gravedad newtoniana no es invariante bajo el grupo de
Lorentz. Solo hay que fijarse en que 2,1 depende de la aceleración, y esta a su vez del tiempo.
Para Newton solo exist́ıa un tiempo absoluto, pero según la Relatividad Especial el tiempo
vaŕıa con cada observador. Se podŕıa solventar esto derivando con respecto al tiempo propio e
intentando convertir 2,1 en una ecuación covariante, pero aún haciendo esto, 2,2 presentaŕıa
un problema adicional, el laplaciano ∆Φ no es un operador invariante (necesitaŕıamos el
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6 CAPÍTULO 2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

d’lambertiano �Φ). De una forma un tanto más f́ısica, podemos argumentar que como en 2,2
el potencial gravitatorio Φ está relacionado con la distribución de materia ρM en el universo,
si un observador cambia la distribución de materia en algún punto de este, el cambio en el
potencial gravitatorio se nota inmediatamente en todos los puntos del universo. Esto sugiere
una velocidad de interacción superior a la de la luz, lo cual es incompatible con la relatividad
especial.

De manera que Einstein se enfrenta al problema de encontrar una teoŕıa gravitacional
compatible con la relatividad especial y cuyo caso estático coincida con la de Newton. Es
aqúı cuando cae en la cuenta de la idea clave de la Relatividad General: el Principio de
Equivalencia. Para ilustrarlo, se suele utilizar el ejemplo de los ascensores.

Se imagina un observador en el interior de un ascensor. Este se pregunta cuál es el movimiento
del mismo. Para ello, se quita un zapato y lo sostiene en su mano. Lo suelta. El observador
deduce que si el zapato se mueve en alguna dirección, el ascensor estará siendo acelerado en
la misma por acción de alguna fuerza. Sin embargo, si no se mueve, el ascensor constituye
un sistema inercial. Clásicamente, esto último se traduce en que, o bien el ascensor esta
quieto, o bien se mueve a una velocidad constante. No obstante, el gran acierto de Einstein
consiste en darse cuenta precisamente de que hay un tercer caso de sistema inercial: que el
ascensor esté en cáıda libre por efecto de la gravedad. La gravedad se aplica sobre todo el
espacio y actúa con una intensidad independiente a la masa de los objetos, por lo que, si el
observador se quita el zapato, también se quedará estático. Sin embargo, si el observador
sospecha de esta posibilidad, siempre podrá quitarse dos zapatos, ponerlos en dos esquinas
del ascensor, y puesto que la gravedad apunta al centro de la Tierra, si espera lo suficiente,
los zapatos acabaran encontrándose en el centro del ascensor, con lo cual el sistema no podŕıa
ser interpretado como inercial. Por tanto, este tercer caso de sistema inercial solo es válido
para secciones del espacio y el tiempo muy pequeñas, es decir, solo es válido localmente.

Luego, localmente, los observadores no son capaces de apreciar los efectos de ninguna
fuerza, pero globalmente śı. A Einstein le llevo un tiempo dar una interpretación a esto.
Para entenderla, el ejemplo más comúnmente utilizado en este caso es el de las hormigas.
Imaǵınense dos hormigas viviendo en la superficie de una esfera muy grande, ignorantes de
la geometŕıa de la misma. Cada una de ellas interpreta el espacio que le rodea como plano.
Situadas en distintas posiciones del ecuador, se ponen de acuerdo en empezar a moverse
paralelamente en la misma dirección. Escojan la dirección que escojan, a excepción de que
una persiga a la otra, debido a la geometŕıa de la esfera siempre van a acabar encontrándose.
Sorprendidas, porque para ellas el movimiento se hab́ıa originado paralelamente en el plano,
interpretan que existe una fuerza que las ha unido. De manera análoga, un observador en
cáıda libre, localmente interpreta que se encuentra en un sistema inercial, moviéndose en
ĺınea recta a velocidad constante. Y en cierto modo lo hace, solo que a través de un espacio
curvo, por lo que globalmente interpreta estar sometido a alguna fuerza. A este tipo de
fuerzas, se les denomina fuerzas ficticias.

Si se considera el movimiento de una part́ıcula por efecto de la gravedad de algún cuerpo, se
tendrá el equivalente a un movimiento rectiĺıneo, pero en un espacio que resulta curvo por
considerar a la gravedad como una fuerza ficticia. Se consigue aśı una relación entre materia
y geometŕıa que se suele describir en los siguientes términos: “la materia le dice al espacio
como curvarse, y el espacio le dice a la materia como moverse”.

La herramienta matemática que se adapta a esta visión del espacio, globalmente curvo y
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localmente plano, es la variedad diferenciable, y toda la casúıstica de geometŕıa diferencial
asociada a ella.

2.2 Variedades diferenciables

Es normal en un curso de Relatividad General, introducir conceptos de geometŕıa diferencial
como n-formas, derivada exterior y derivada de Lie como motivación a la introducción de la
derivada covariante, productos wedge, desviación de geodésicas etc. Es también normal, en
un curso de Variedades Diferenciables, introducir todos los conceptos que se van a abordar
a continuación de una forma más abstracta y detallada, sin apenas recurrir a la notación
coordenada (de ı́ndices) que se va a utilizar a lo largo del presente trabajo.

Aqúı, por la extensión del trabajo, y por coherencia contextual, se omitirán algunos de los
resultado básicos a los cuales se llega tanto en cursos de Relatividad General, como en cursos
de Variedades Diferenciables. No obstante, se buscará la completitud del trabajo.

2.2.1. Variedades

Una variedad diferenciable M de dimensión D es un espacio topológico Hausdorff que cumple
el II axioma de numerabilidad y que localmente tiene la estructura de RD.

Por su estructura de RD local se tiene que para cada punto p ∈M se puede encontrar un
entorno abierto U tal que p ∈ U y un homeomorfismo ϕ : U → A entre U y un abierto
A ⊂ RD. Se le llama carta alrededor de p a cada para (U,ϕ).

Se les llama funciones coordenadas asociadas a la carta, a las aplicaciones xµ : U → R tales
que ϕ(q) = (x1(q), x2(q), ..., xD(q)), con q ∈ U .

Se le llama atlas a un conjunto de cartas cuyos abiertos recubren toda la variedad.

Sean (U,ϕ) y (V,ψ) dos cartas tales que p ∈ U y p ∈ V . El cambio de carta es una función
entre espacios eucĺıdeos de la forma:

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) ⊂ RD → ψ(U ∩ V ) ⊂ RD (2.3)

Se le llama estructura diferenciable a un atlas cuyos cambios de carta son funciones C∞.

Se le llama variedad diferenciable a una variedad dotada de una estructura diferenciable.

2.2.2. Espacios tangente y cotangente

Se consideran una variedad diferenciable M de dimensión D, un punto p en la misma y
una carta (U,ϕ = (xµ)) alrededor de p. Se dice que f :M→ R es una función diferenciable
sobre M si f ◦ ϕ−1 : RD → R es diferenciable.

Es posible extender el concepto de derivada, presente en RD, a la variedad a través de las
cartas:

∂f

∂xµ
(p) :=

∂(f ◦ ϕ−1)

∂zµ
(ϕ(p)) (2.4)
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donde zµ son las coordenadas elegidas en RD.

En cada punto p de la variedad se puede construir, considerando los operadores

∂

∂xµ
: C∞(M)→ C∞(M)

f 7→ ∂f

∂xµ
, (2.5)

uno por coordenada, un espacio vectorial con base ∂
∂xµ |p:

TpM := span
{

∂
∂xµ |p : µ = 1, ..., D

}
(2.6)

A este espacio se le denomina espacio tangente en p, y es un espacio isomorfo a RD.

Aunque se puede definir de manera más formal, en este trabajo basta con interpretar al
fibrado tangente como la unión de los espacios tangentes de la variedad:

TM :=
⋃
p∈M

TpM (2.7)

Se tiene entonces que un vector tangente a la variedad es un elemento del fibrado tangente.
Se escribe localmente como:

V (p) = V µ(p)∂µ|p (2.8)

Se puede ahora definir, a partir de una relación de dualidad con los vectores, el concepto de
formas lineales o 1-formas en la variedad. Si se denota a la base dual como {dxµ}, entonces
la relación de dualidad en cada punto p de la variedad se puede expresar como dxµ(∂ν) = δµν .
Es sencillo definir entonces el espacio y el fibrado cotangente como:

T ∗pM := span
{
dxµ|p : µ = 1, ..., D

}
, T ∗M :=

⋃
p∈M

T ∗pM (2.9)

Entonces una 1-forma es un elemento del fibrado cotangente que se escribe como:

ω(p) = ωµ(p)dxµ|p (2.10)

2.2.3. Cambios generales de coordenadas y tensores

Una aplicación entre variedades F es diferenciable si su imagen en RD a través de las cartas
es diferenciable. Si F es además un homeomorfismo y su inversa es diferenciable, se dice que
F es un difeomorfismo. El conjunto de difeomorfimos de una variedad M sobre śı misma se
conoce como Diff(M) y junto con la operación de composición de aplicaciones diferenciales,
adquiere la estructura de un grupo de Lie de dimensión infinita. Su álgebra de Lie esta
generada por los cambios generales de coordinadas infinitesimales.
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Especialmente interesante es el hecho de que los elementos de Diff(M), se pueden interpretar
de forma pasiva (que no mueven puntos), con lo que seŕıan cambios generales de coordenadas
xµ → yα (CGC).

No es casualidad que antes de la noción de tensor se hayan introducido los espacios tangente
y cotangente, puesto que esta se va a basar en que los CGC afectan de distinta forma a los
elementos de cada uno.

Localmente un vector se expresa como 2.8. La forma en la que transforma un vector con un
CGC xµ → yα, recibe el nombre de contravarianza:

V α =
∂yα

∂xµ
V µ . La base transforma como: ∂α =

∂xµ

∂yα
∂µ (2.11)

Análogamente, una 1-forma localmente se escribe como 2.10 y a la manera en la que cambia
ante un CGC se la denomina covarianza:

ωα =
∂xµ

∂yα
ωµ , y su base: dyα =

∂yα

∂xµ
dxµ (2.12)

Se pueden construir campos vectoriales y covectoriales asociando a cada punto sobre la
variedad vectores y 1-formas. Adicionalmente, utilizando la operación del producto tensorial
y haciendo combinaciones lineales entre los elementos de las bases tangente y cotangente,
pueden construirse fibrados tensoriales T (r,s)M. Con esto ya podemos definir tensores
formalmente:

Un tensor de tipo (r,s) (r-contravariante s-covariante) es una aplicación T :M→ T (r,s)M,
que se expresa localmente como T = Tµ1µ2...µrν1ν2...νs∂µ1 ⊗ ... ⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ ... ⊗ dxνs y
transforma ante CGC como:

Tα1α2...αr
β1β2...βs =

∂yα1

∂µ1
...
∂yαr

∂µr
∂yν1

∂β1
...
∂yνs

∂βs
Tµ1µ2...µrν1ν2...νs (2.13)

La noción de tensor generaliza la noción de vectores, formas y escalares (estos últimos
invariantes ante CGC):

T (0,1)M = TM, T (1,0)M = T ∗M, T (0,0)M = C∞(M) (2.14)

Hasta ahora, se han introducido las variedades de forma topológica, y a través de las cartas,
ha sido posible introducir en la teoŕıa algunas de las nociones del análisis en RD sobre ellas.
Pero con lo introducido hasta ahora, no se puede aún hablar de geometŕıa en las variedades.
Para poder hacer esto, vamos a necesitar dos elementos fundamentales en la teoŕıa: la métrica
y la conexión. El primero generaliza la noción de producto escalar en espacios eucĺıdeos a la
variedad, mientras que el segundo solventa la ambigüedad en el transporte paralelo para la
comparación de vectores en espacios curvos, o mejor dicho, define un transporte paralelo
sobre la variedad.
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2.2.4. Métrica

La métrica es un tensor 2-covariante, forma bilineal, simétrico y no degenerado sobre una
variedad. Como se ha mencionado anteriormente, es una de las herramientas que permiten
la introducción de una geometŕıa en la variedad. De alguna forma, generaliza el concepto de
producto escalar en espacios eucĺıdeos, definiéndose para la base como las correspondientes
componentes de la métrica en ella:

gµν = g(∂µ, ∂ν) ≡ ∂µ · ∂ν (2.15)

Esta interpretación de la métrica como producto escalar, permite decir que la métrica induce
una estructura de espacio normado con norma:

||V || :=
√
|VµV µ| =

√
|gµνV µV ν | (2.16)

Sin embargo, la propiedad más útil de la métrica, quizás no sea su naturaleza como generali-
zación del producto escalar. Por el teorema de Riesz-Frechét, la métrica permite establecer
un isomorfismo natural (independiente de la base), entre el espacio tangente T pM y el
cotangente T ∗pM. En matemáticas este isomorfismo se expresa con las aplicaciones bemol
y sostenido, pero en f́ısica, donde se trabaja siempre en base coordenada, se reduce que la
métrica permite “subir y bajar ı́ndices”. De esta manera cada vector V µ tiene una forma
asociada uńıvocamente Vν = gµνV

µ, y viceversa.

Generalizando, cualquier elemento de una fibra tensorial T
(r,s)
p de orden (número de ı́ndices)

r+s, esta relacionado con elementos de otras fibras de igual orden. Por ejemplo, si se toma la
igualdad Tµνρ = gλµT

λ
νρ, Tµνρ y T λνρ son distintos, viven en distintos espacios, pero están

relacionados de forma uńıvoca a través de la métrica. Se elegirá uno u otro por conveniencia
en los cálculos.

De esta forma, se puede escribir un tensor gµν tal que gµνgµρ = δµρ que generaliza la noción
de producto escalar a 1-formas. Por su relación con la métrica a gµν se le conoce como
métrica inversa.

Al par (M, g), es decir a una variedad diferenciable equipada con una métrica, se le denomina
variedad riemanniana si la métrica es definida positiva, y variedad pseudoriemanniana si la
métrica no es definida positiva.

En general, a lo largo de la teoŕıa se pueden encontrar diferentes criterios de signo y notación
para algunos de los conceptos que se van a introducir. Por ejemplo, en este trabajo se
considera que los vectores temporales son aquellos en los que gµνV

µV ν > 0, los espaciales
en los que gµνV

µV ν < 0, y luminosos aquellos correspondientes a norma nula. En cada
espacio tangente a la variedad, se puede tomar una base ortonormal compuesta por vectores
temporales y espaciales, siendo el ı́ndice el número de vectores temporales. Si el ı́ndice de la
variedad es 1, la variedad se denomina variedad lorentziana.

Se define al espaciotiempo como una variedad diferenciable lorentziana, que además es
conexa y orientable temporalmente, LD = R1,D−1. Por tanto, en el caso del espaciotiempo,
el convenio de signos para los vectores temporales y espaciales se traduce en que se elige el
convenio (+—) en vez del (-+++), también harto utilizado.
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2.2.5. Conexión af́ın, derivada covariante y transporte paralelo

Introduciendo la métrica, se ha podido pasar de hablar de variedades de forma topológica, a
poder hablar de una cierta geometŕıa en las mismas. Sin embargo, aún quedan cabos por
atar para poder generalizar las nociones geométricas propias de los espacios eucĺıdeos a estos
espacios.

Existen varias maneras de introducir el siguiente concepto necesario en la teoŕıa: la conexión.
Para un lector familiarizado con el Álgebra Lineal, las nociones de espacio af́ın, espacio
vectorial, espacio director, entre otras, le serán familiares. Imaǵınese dos vectores en R2 inter-
pretado como espacio af́ın, cada uno de ellos con origen en distintos puntos. La comparación
de estos dos vectores se realiza en el espacio vectorial al cual se ha asociado el espacio af́ın,
donde ambos vectores comparten origen. Si R2 es interpretado como variedad diferencial,
el proceso por el cual se comparaban estos dos vectores adquiere cierta complejidad. En
primer lugar, cada uno de estos puntos tendrá un espacio tangente asociado, por lo que
en principio no se puede hablar de un espacio vectorial asociado en él que los vectores
compartan origen de forma inmediata. Para realizar esta comparación entre ambos vectores,
se intenta recrear lo que sucede en el espacio af́ın, y se mueven los dos vectores al origen
de R2. La forma natural de hacerlo es dotando al espacio de coordenadas cartesianas, y
trasladando ambos vectores paralelamente a los ejes hasta que ambos estén en el origen. Es
importante darse cuenta sin embargo de que en este proceso, tal y como se ha descrito, hay
dos ambigüedades. En primer lugar, transportar paralelamente es un término que en el plano
descrito en coordenadas cartesianas se asocia de forma natural a mover el vector a lo largo
de las rectas paralelas a cada eje, de forma que el ángulo del vector con respecto a la recta
en la que se transporta no vaŕıe. Este movimiento de los vectores en coordenadas cartesianas
es sencillo de describir, sin embargo, el mismo movimiento en coordenadas polares resulta
bastante más complicado. La noción de paralelo natural a estas coordenadas es distinta a la
de cartesianas. La conexión es un elemento que va a permitir fijar una noción de paralelismo
de forma ineqúıvoca. Dicho de otra forma, va a “conectar” la geometŕıa local en torno a un
punto, con la geometŕıa local en torno a otro punto. En segundo lugar, incluso eligiendo la
noción de paralelismo natural en cartesianas, el camino por el cual se puede elegir transportar
a los vectores no es único. En este caso, por estar en R2, se escoja el camino que se escoja,
los vectores terminan en la misma posición y “postura” el uno con respecto al otro y con
respecto a la base cartesiana. Se verá que esto es efecto de un parámetro definido a partir de
la conexión y que recibirá el nombre de curvatura.

En realidad, el concepto de conexión matemática es algo más abstracto. Arriba, lo que en
realidad se maneja es la conexión af́ın, que permite especificar un transporte paralelo en la
variedad. Pero, ¿qué es formalmente la conexión af́ın, y como se relaciona con el trasporte
paralelo?.

Para la explicación formal, se parte de la necesidad de buscar una pseudo-derivada parcial
de un vector que vaŕıe como un tensor ante CGC. Y es que la derivada parcial de un vector
∂µV

ν no transforma como un tensor (1,1) (solo transforma correctamente, como vector,
la derivada parcial de un escalar). De hecho, la actual idea de derivada, implica que para
derivar un tensor general en la dirección de xρ se tiene:

ĺım
δxρ→0

Tµ1µ2...µrν1ν2...νs(q)− Tµ1µ2...µrν1ν2...νs(p)
δxρ

,
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ecuación sin ningún tipo de sentido, pues la propia definición lleva impĺıcita la comparación
entre dos tensores viviendo en dos espacios diferentes (Tµ1µ2...µrν1ν2...νs se evalúa en dos
puntos distintos). No hay una forma natural de hacer esto, por tanto se necesita una conexión.
Extendiendo lo que les pasa a vectores y formas, se puede obtener como se comparan los
tensores de cualquier orden.

Sea V µ un campo vectorial evaluado en dos puntos p y q de la variedad. La idea es coger
uno de los vectores, por ejemplo V µ(p) ∈ TpM y enviarlo a TqM, representando al resultado
como V µ

P (q):

∇νV µ(q) = ĺım
δxν→0

V µ(q)− V µ
P (q)

δxν
, (2.17)

que está bien definido. La conexión aparece en la definición de V µ
P , que recibirá el nombre

de transporte paralelo (infinitesimal) de V µ(p) al punto q:

V µ
P (q) = V µ(p)− Γµλρδx

λV ρ(p) (2.18)

Con esto, la derivada covariante de un vector se define como:

∇νV µ = ∂νV
µ + ΓµνρV

ρ (2.19)

Nótese que aunque el conjunto de la derivada covariante śı transforme como un tensor, la
conexión af́ın por śı misma no lo hace.

Análogamente, la derivada covariante para una 1-forma y un escalar es

∇νVµ = ∂νVµ − ΓρνµVρ, ∇νf = ∂νf. (2.20)

y extendida a cualquier tensor

∇νTµ1...µrρ1...ρs = ∂νT
µ1...µr

ρ1...ρs + Γµ1νσT
σ...µr

ρ1...ρs + ...+ ΓµrνσT
µ1...σ

ρ1...ρs

−Γσνρ1T
µ1...µr

σ...ρs − ...− Γσνρ1T
µ1...µr

ρ1...σ (2.21)

Es común en bibliograf́ıa utilizar la notación “;” para derivada covariante, y “,” para derivada
común. De esta forma la expresión 2.21 resultaŕıa ser:

Tµ1...µrρ1...ρs;ν = Tµ1...µrρ1...ρs,ν + Γµ1νσT
σ...µr

ρ1...ρs

+...+ ΓµrνσT
µ1...σ

ρ1...ρs − Γσνρ1T
µ1...µr

σ...ρs − ...− Γσνρ1T
µ1...µr

ρ1...σ

Es importante señalar que esta operación se puede hacer en cualquier dirección, no necesa-
riamente en la de las coordenadas. Sea V = V ν∂ν , entonces

∇V Aµ = V ν∇νAµ. (2.22)

Ahora ya se está en una buena posición para describir formalmente el transporte paralelo,
mencionado en el ejemplo al comienzo de esta sección, para cualquier variedad.

Sea uµ = dxµ/dσ un campo vectorial que da la velocidad de una curva γ(σ) en cada punto.
La derivada covariante de un vector a lo largo de la curva se define como,

uν∇νAµ(σ) = 0,

que representa el transporte paralelo a lo largo de ella. Por tanto, como el transporte paralelo
depende de la derivada covariante, y esta su vez de la conexión af́ın, entonces cada conexión
define una noción de paralelismo distinta.
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2.2.6. Curvatura y torsión

Antes se mencionó que en el transporte paralelo de los vectores en R2, exist́ıa una segunda
ambigüedad que depend́ıa de los caminos elegidos, pero que dada las caracteŕısticas del
espacio, no repercut́ıa en el resultado final del transporte. Sin embargo, si en vez de R2, se
considera la esfera S2, la elección de caminos va a resultar en dos situaciones distintas. Esto
se puede apreciar, en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Ambigüedad en espacios curvos

Sin entrar en detalles, la esfera es una variedad diferenciable (es “suave” y se puede definir
un plano tangente de base las derivadas direccionales en cada punto). Se pueden entonces
considerar un vector viviendo en el plano tangente al “polo Norte” de la esfera, y otro
viviendo en el plano tangente al “polo Sur”. Si se quieren comparar ambos vectores, se deben
transportar hasta que ambos compartan el mismo origen. Sin embargo, al contrario que en
el plano, eligiendo un transporte paralelo, el resultado es distinto en función del camino
elegido. En 2.1 se escoge un transporte paralelo y se transporta el vector desde polo Norte
hasta el polo Sur a través de dos meridianos distintos. Como se puede apreciar el resultado
es, obviamente, distinto.

Para el lector, observador externo a la esfera, esta aparece inmersa en un espacio eucĺıdeo
superior, el tridimensional donde es imaginada. Externamente es fácil determinar que la
esfera se diferencia del plano en que este último es, precisamente “plano”, mientras que la
esfera es “claramente curva”. En última instancia, este hecho hace que exista la mencionada
ambigüedad en el transporte paralelo. Sin embargo, esta idea vaga y extŕınseca de curvatura
necesita formalizarse y pasar a tener una naturaleza intŕınseca a la variedad, de manera que
a esta última no sea necesario inmergirla en un espacio de dimensión superior. Pero la idea
cualitativa a definir formalmente tiene que ver con la reflexión del mencionado ejemplo. Se
dice que una variedad es curva si el transporte paralelo de un vector a través de una curva
cerrada resulta en un vector diferente al volver en el punto de salida.

Formalmente, se considera el transporte paralelo de un vector alrededor de un paralelogramo
infinitesimal cuyos lados consisten en los vectores dxµ y dxν , que representan desplazamientos
infinitesimales en las direcciones xµ y xν respectivamente. En particular, se considera el
vector V λ. Se traslada primero a lo largo de dxµ y luego a lo largo de dxν , y luego se
traslada al revés, primero a lo largo de dxν y luego a lo largo de dxµ. Es decir, se calcula el
conmutador de las derivadas covariantes [∇µ,∇ν ]. Para un tensor general Hρ1...ρr

λ1...λs se
tiene

[∇µ,∇ν ]Hρ1...ρr
λ1...λs = Rµνσ

ρ1Hσ...ρr
λ1...λs + ...+Rµνσ

ρrHρ1...σ
λ1...λs −

Rµνλ1
σHρ1...ρr

σ...λs − ...−RµνλsσHρ1...ρr
λ1...σ − T σµν∇σH

ρ1...ρr
λ1...λs

(2.23)
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donde se han introducido dos conceptos:

El tensor de torsión, que representa la antisimetŕıa de la conexión en sus ı́ndices
inferiores.

T σµν := Γσµν − Γσνµ. (2.24)

Es importante destacar que, aunque las conexiones no sean tensores, śı que lo es la
diferencia entre ellas. La interpretación gráfica que se le suele dar a la torsión es que
“abre” los cuadriláteros infinitesimales.

Vale la pena mencionar algo sobre el ejemplo de la Figura 2.1. Se ha mostrado un
transporte paralelo a través de dos meridianos de la esfera que a primera vista parece
bastante natural. Esta naturalidad es precisamente la que da el hecho de que el
transporte paralelo representado, se corresponda con una conexión de torsión nula.

El tensor de curvatura de Riemann. Un tensor de tipo (1,3) definido como

Rµνλ
ρ := ∂µΓρνλ − ∂νΓρµλ + ΓρµσΓσνλ − ΓρνσΓσµλ (2.25)

que contiene toda la información de la curvatura de la variedad. Es sencillo observar la
antisimetŕıa en sus dos primeros ı́ndices e importante darse cuenta de que si el espacio
es plano, Rµνλ

ρ = 0 sin depender de las coordenadas escogidas (puesto que {0} es
invariante en el espacio vectorial ante cambios de base).

Es importante notar que una vez definidos tensores con simetŕıas y antisimetŕıas en algunos
de sus ı́ndices, el orden en el que se presentan los ı́ndices cobra importancia. Por ejemplo, si
se considera el tensor de torsión T σµν definido en 2.24, los dos ı́ndices a la derecha son los que
presentan la antisimetŕıa. La ambigüedad viene cuando se suben y bajan ı́ndices. Por ejemplo,
si se presenta el tensor de torsión Tµ

ν
σ, en base a la antisimetŕıa del tensor T σµν , se podŕıa

interpretar erróneamente que los dos ı́ndices inferiores de Tµ
ν
σ son los antisimétricos, o que lo

importante son los nombres de los ı́ndices y que los dos ı́ndices antisimétricos son µ y ν, pero
la antismetŕıa, de existir, está en los dos ı́ndices de la derecha (ν y σ) en este caso. Esta an-
tisimetŕıa, además, solo se puede asegurar si ambos ı́ndices están en el mismo espacio, arriba
o abajo. En el caso de que uno esté arriba y otro abajo el tensor no siempre será antisimétrico.

A partir del tensor de Riemann se pueden obtener 3 tensores independientes y 2-covariantes.

R(1)
νλ := Rµνλ

µ, R(2)
µν := gανg

λβRµβλ
α = Rµβ

β
ν , R(3)

µν := Rµνλ
λ (2.26)

Estos tensores puede ser nulos incluso si la variedad no es plana.

R(1)
νλ = ∂µΓµνλ − ∂νΓµµλ + ΓµµσΓσνλ − ΓµνσΓσµλ (2.27)

R(2)
µν = gανg

λβ(∂µΓαβλ − ∂βΓαµλ + ΓαµσΓσβλ − ΓαβσΓσµλ) (2.28)

R(3)
µν = ∂µΓλνλ − ∂νΓλµλ (Antisimétrico) (2.29)

R(1)
µλ se conoce como el tensor de Ricci y se escribirá Rµλ por comodidad. Las contracciones

escalares de estos tensores son:

gµλR(1)
νλ = −gµνR(2)

µν , R(3) = 0, (2.30)

de entre las cuales la única no trivial e independiente, R, se conoce como escalar de Ricci
o escalar de curvatura. Estas relaciones no son triviales y son solamente posibles por la
compatibilidad de la métrica.

R = gνλR(1)
νλ = gνλ (∂µΓµνλ − ∂νΓµµλ + ΓµµσΓσνλ − ΓµνσΓσµλ) (2.31)



Caṕıtulo 3

Relatividad General

3.1 Relatividad General

Una vez introducida la geometŕıa diferencial básica se procede a plantear una descripción
del espaciotiempo con ella. La primer descripción que se va a abordar en este trabajo es la
de la Relatividad General, que ayudará a comprender la gravedad de Einstein-Cartan que se
introduce en el caṕıtulo siguiente 4.

3.1.1. Conexión de Levi-Civita

Por la última sección del caṕıtulo anterior, 2, queda explicado que es el conjunto de la
variedad diferenciable, con una métrica y una conexión af́ın, el que permite hacer geometŕıa
en la variedad. Se considera, pues, una variedad lorentziana af́ınmente conectada (M, g,Γ).
Ahora bien, en su concepción del universo, Einstein decidió asumir las condiciones sobre la
conexión más usuales en la geometŕıa diferencial de su tiempo:

1. Compatibilidad de la métrica: El módulo y los ángulos no cambian al transportar de
forma paralela los vectores, de manera que:

∇λgµν = 0

Se dice que una conexión es una conexión métrica si su derivada covariante cumple
la anterior condición. A una variedad (teoŕıa), cuya conexión es compatible con la
métrica se la llama variedad (teoŕıa) de Einstein-Cartan.

2. Torsión nula.
T λµν = Γλµν − Γλνµ = 0

Es este el punto donde el presente trabajo se desv́ıa de la Relatividad General. A priori,
parece no haber una razón f́ısica justificada para anular la torsión.

Matemáticamente, la unión entre la compatibilidad de la métrica y la nulidad en la torsión,
dan como resultado una conexión simétrica dependiente de la métrica, conocida como

15
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conexión de Levi-Civita, la cuál tiene una serie de propiedades que simplifican enormemente
los cálculos. Es probablemente esta simplicidad la que motiva la elección de variedades
lorentzianas af́ınmente conectadas que respeten estas dos condiciones. Dicho de otra forma, el
espaciotiempo, en Relatividad General, es una variedad diferenciable lorentziana af́ınmente
conectada por la conexión de Levi-Civita.

Pero, ¿cuál es la expresión anaĺıtica para esta conexión, completamente determinada por la
métrica?

En primer lugar se expresan las distintas derivadas covariantes que se pueden calcular de la
métrica (respetando la condición de compatibilidad).

0 = gµν;λ = gµν,λ − Γαλµgαν − Γαλνgαµ

0 = gµλ;ν = gµλ,ν − Γανµgαλ − Γανλgαµ

0 = gνλ;µ = gνλ,µ − Γαµνgαλ − Γαµλgαν

Ahora la idea es combinar estas expresiones de manera que sea posible despejar uno de
los términos de la conexión. Es sencillo ver que eligiendo una torsión nula, la combinación
necesaria es la suma de dos de ellas y la resta de la otra.

0 = gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ − Γαλµgαν − Γαλνgαµ − Γανµgαλ − Γανλgαµ + Γαµνgαλ + Γαµλgαν

Teniendo en cuenta que, T σµν = Γσµν − Γσνµ, se tiene:

0 = gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ − Γαλµgαν − Γαλνgαµ − Γανµgαλ − (Tανλ + Γαλν)gαµ

+(Tαµν + Γανµ)gαλ + (Tαµλ + Γαλµ)gαν

= gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ + Tαµλgαν + Tαµνgαλ + (Tαλν − 2Γαλν)gαµ

Por la segunda condición para la conexión de Levi-Civita, la torsión es nula:

0 = gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ − 2Γαλνgαµ

Y despejando el término para la conexión, se obtiene la fórmula anaĺıtica para la conexión
de Levi-Civita:

Γαλν =
1

2
gαµ(gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ)

Para la conexión de Levi-Civita, los Γαλν reciben también el nombre de śımbolos de Christoffel.

3.1.2. Propiedades de la conexión de Levi-Civita

En primer lugar, la compatibilidad de la métrica implica que el producto escalar de dos
vectores trasportados paralelamente a lo largo de un curva es invariante a lo largo de la
misma.

uµ∇µ(VνW
ν) = gλνu

µ∇µ(V λW ν) = gλνu
µ∇µV λW ν + gλνV

λuµ∇µW ν = 0 + 0 = 0,
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Adicionalmente, la compatibilidad de la métrica implica que la derivada covariante conmuta
con subir y bajar ı́ndices:

gµν∇ρSµν = ∇ρ(gµνSµν) = ∇ρSµµ

Esto no es cierto para derivadas covariantes con conexiones no compatibles con la métrica.

Pero quizás las propiedades más importantes de la conexión de Levi-Civita sean las simetŕıas
que induce en el tensor de curvatura y sus contracciones:

1. Para cualquier conexión métrica se tiene que Rµνρλ = −Rνµρλ, pero con Levi-Civita,
adicionalmente se tiene:

Rµνρλ = −Rµνλρ

2. Con Levi-Civita el tensor de Ricci es la única contracción independiente del tensor de
Riemann y además Rµν = Rνµ.

3.1.3. Principio de mı́nima acción

Con el Principio de Equivalencia, se justificaba al inicio de este caṕıtulo el uso de las
variedades diferenciables en Relatividad General. Es decir, se describe un principio f́ısico,
filosófico si se quiere, con el formalismo matemático adecuado. Sin embargo, por si solo,
este principio no es suficiente para la derivación de toda una teoŕıa. Queda clara cual es
la casúıstica matemática donde se deben desarrollar las ecuaciones que definan las leyes e
interacciones f́ısicas, pero aún es necesaria la derivación de dichas ecuaciones. Dicho de otra
forma, el principio de Equivalencia justifica la descripción del espaciotiempo como (M, g,Γ),
una variedad diferenciable lorentziana de conexión métrica (la nulidad en la torsión es más
debatible), pero no especifica de qué variedad (M, g,Γ) se trata. Es decir, para definir esta
variedad, se debieran calcular las estructuras geométricas que la describen: la métrica g y la
conexión Γ.

La obtención de g y Γ se fundamenta en otro principio f́ısico elemental: el Principio de
Mı́nima Acción. La forma de aprovecharlo será la misma que en Mecánica Anaĺıtica, la
obtención de un Lagrangiano de alguna forma dependiente de las variables a calcular y la
implementación de las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada una de ellas.

En general y formalmente, la acción es un funcional que se construye a partir de la den-
sidad lagrangiana L del sistema, que depende de los campos f́ısicos (conexiones, tensores,
espinores,...) χ presentes en el mismo:

S[χ, ∂χ] =

∫
L(χ, ∂χ)

√
|g|dDx (3.1)

siendo
√
|g|dDx el elemento de volumen invariante (g =detg). Es importante señalar que a

lo sumo hay primeras derivadas en los campos. Imponiendo el principio de mı́nima acción
δS = 0, y efectuando una variación de los campos (tal que δχ = 0 en el borde del dominio):

0 =

∫
δ
(
L
√
|g|
)
dDx
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=

∫ ∂
(
L
√
|g|
)

∂χ
δχ+

∂
(
L
√
|g|
)

∂(∂µχ)
δ(∂µχ)

 dDx
=

∫ ∂
(
L
√
|g|
)

∂χ
− ∂µ

∂
(
L
√
|g|
)

∂(∂µχ)

 δχdDx
donde en la última igualdad se ha integrado por partes y se ha utilizado el teorema de la
divergencia. Como esto es cierto para todo δχ, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

δS

δχ
=
∂
(
L
√
|g|
)

∂χ
− ∂µ

∂
(
L
√
|g|
)

∂(∂µχ)

 = 0 (3.2)

3.1.4. Acción de Einstein-Hilbert y Acción de Materia

Para cada campo χ independiente en el lagrangiano hay una ecuación Euler-Lagrange. Pero
la pregunta natural que surge de este razonamiento es, ¿cuál es el lagrangiano de mi sistema
y como se relaciona con la métrica y la conexión? ¿Dependerá de algún campo de materia,
que se llamará χ por comodidad? ¿Que expresión tiene L(χ, g,Γ)?

La idea es encontrar una acción que dependa de dos acciones de distinta naturaleza: por
un lado una acción que describa a la gravedad, y por otro lado otra acción que describa la
distribución de materia:

S = Sgrav + Smat

La derivación de las mismas a partir de un conjunto de ecuaciones de movimiento no es
trivial ni sistemática. Tanto para la acción gravitatoria como para la acción material, tiene
sentido suponer que las densidades lagrangianas dependan, por lo menos, de la métrica g
y de la conexión Γ, y quizás de sus derivadas, aunque no necesariamente. De hecho, los
lagrangianos para los distintos campos de materia, campos escalares, de Mayorama, de Dirac,
etc, en espacios planos son conocidos, de alguna forma deberán generalizarse a espacios
curvos. En cualquier caso, la dependencia de las respectivas acciones con respecto a las
distintas variables, estará acotada por lo que se conoce como el Principio de Mı́nimo Acoplo.

Principio de Mı́nimo Acoplo

El Principio de Mı́nimo Acoplo es un principio filosófico que viene a decir que la generalización
más sencilla es la correcta. Aunque en este trabajo se utilizará para justificar la elección de
ambas acciones, gravitatoria y material, se suele utilizar para justificar la generalización de
las acciones materiales en espacios planos a espacios curvos. Por eso, las dos formulaciones
clásicas del principio son:

Formulación f́ısica: En un espacio curvo, los campos no-gravitacionales se acoplan
solamente a la métrica y a la conexión, no de sus derivadas. En el caso de la relatividad
general, al trabajar con Levi-Civita, se acoplan solo a la métrica.
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Formulación práctica: Las leyes de la f́ısica en espacios curvos son las mismas que las
de relatividad especial, donde se sustituyen las derivadas parciales ∂µ por covariantes
∇µ y la métrica de Minkowski por una métrica general gµν .

Vale la pena reflexionar sobre la formulación f́ısica del Principio de Mı́nimo Acoplo. La
dependencia de los campos no-gravitatorios con la métrica está justificada por la naturaleza
dinámica de al menos un término en el lagrangiano, que dependerá necesariamente de un
término cuadrático en la velocidad. Este término cuadrático es, en realidad, un producto
escalar, puesto que la velocidad es una derivada y por tanto, tiene carácter vectorial (el
lagrangiano es un escalar). En el espacio de la variedad, el objeto geométrico que define
un producto escalar es la métrica, por tanto su presencia es necesaria. Por supuesto, dada
la relación entre métrica y conexión en relatividad general, no es necesario justificar la
dependencia con la conexión, puesto que no la hay. Sin embargo, es precisamente la ĺınea
de este trabajo mostrar como la presencia de campos de materia de esṕın no homogéneo
justifica la dependencia de la acción correspondiente con la conexión.

El principio de mı́nimo acople es potente, pero no infalible. Hay casos en los cuales no
funciona, pero en todos los casos a tratar en este trabajo es válido. Teniéndolo en cuenta, se
procede a buscar las acciones.

Acción Gravitatoria

En primer lugar se busca una posible acción gravitatoria, es decir que no tenga en cuenta
la presencia de materia (no dependerá de posibles campos de materia χ). Se supondrá que
tenga la forma:

Sgrav =

∫
Lgrav(g,Γ)d4V

donde Lgrav es el lagrangiano gravitatorio y d4V es elemento de volumen. El elemento
de volumen es el más sencillo: en un sistema de coordenadas de Minkowsky local yi, el
elemento de volumen es el cubo diferencial 4-dimensional d4V = dy0dy1dy2dy3. Si existe un
determinante de Jacobiano positivo J iµ que transforme esto en un sistema de coordenadas
general xµ, se tiene:

d4V = dy0dy1dy2dy3 = (detJ iµ)dx0dx1dx2dx3 = (detJ iµ)d4x

Sin embargo, resulta que el tensor métrico en un sistema de coordenadas general es:

gµν = J iµJ
j
νηij

Definiendo g = detgµν , se tiene que |g| = (detJ)2 y detJ =
√
|g|d4x. Por tanto, el elemento

de volumen es
d4V =

√
|g|d4x

Por su parte, para encontrar el lagrangiano, se busca una función escalar que dependa de
la métrica, la conexión, y, en este caso con el lagrangiano gravitatorio, sus derivadas. El
escalar más simple que cumple estas condiciones es el escalar de Ricci R. Es aqúı donde
cobra importancia el Principio de Mı́nimo Acoplo. El escalar de Ricci no es el único escalar
que se puede elegir, por ejemplo, se podŕıa haber elegido un escalar dependiente de R2,
pero śı que es el más sencillo. Por tanto, se elige un lagrangiano tal que L ∝ R. A la
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acción correspondiente se la conoce por el nombre de acción de Einstein-Hilbert, (puesto que
fue Hilbert quien primero dio con ella, 5 d́ıas antes de que el propio Einstein enviara sus
ecuaciones de campo):

SEH =
1

2κ

∫
R
√
|g|d4x

Acción material

Una acción material genérica, para una variedad sin restricciones sobre la conexión, dependerá
de los campos de materia χ correspondientes, de la métrica g y de la conexión Γ, pudiéndose
expresar como:

Smat =

∫
Lmat(χ, g,Γ)

√
|g|d4x

donde se ha utilizado que el término de volumen para esta acción es el mismo que para la
acción gravitatoria.

Es en este caso donde verdaderamente cobra sentido el Principio de Mı́nimo Acoplo. Aplicando
la formulación f́ısica del principio a la incógnita de una acción de materia que no esté
necesariamente enmarcada en un espaciotiempo de torsión nula, se pueden anular términos
en las ecuaciones de Euler:

−
∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂gγρ
+ ∂η

(
(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂(∂ηgγρ)

)
= −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂gγρ

−
∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂Γγαβ
+ ∂η

(
(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂(∂ηΓ
γ
αβ)

)
= −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂Γγαβ

Obviamente, en Relatividad General, se puede escribir directamente Lmat(χ, g,Γ) = Lmat(χ, g)

y se tiene que
∂(
√
|g|Lmat(χ,g))
∂Γγαβ

= 0.

Acción general del sistema

En resumen, el Principio de Mı́nimo Acople define a la acción gravitatoria en términos del
escalar de Ricci y reduce las ecuaciones de Euler correspondientes a la acción material al
asegurar que esta no depende de las derivadas de la métrica o de la conexión.

Por tanto, la acción general del sistema en el marco de Relatividad General es:

S = SEH + Smat =
1

2κ

∫
R(g)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g)

√
|g|d4x

y la única diferencia que se tendrá en el siguiente caṕıtulo, cuando se levante la condición de
simetŕıa sobre la conexión, será que el lagrangiano de materia también podrá depender de la
conexión:

S = SEH + Smat =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g,Γ)

√
|g|d4x
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3.1.5. Formalismos variacionales

Existen en general distintos formalismos variacionales que se puede utilizar para la derivación
de las ecuaciones de campo a partir de la acción recientemente calculada. En este trabajo,
se utilizarán dos:

Formalismo métrico (o de segundo orden): se asume la conexión simétrica. El único
campo a calcular será la métrica, puesto que la conexión de Levi-Civita depende de la
misma (no son campos independientes). Se asume por tanto que la acción es:

S =
1

2κ

∫
R(g)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g)

√
|g|d4x

donde en R la conexión, al ser la de Levi-Civita, también se puede expresar en función
de la conexión. De esta acción se derivan las siguientes ecuaciones de campo:

• Ecuación para la métrica g: se obtiene la ecuación de campo caracteŕıstica de la
Relatividad General, ligando un objeto geométrico, la curvatura, con un tensor que
dé cuenta de la distribución de enerǵıa-materia. La incógnita de esta ecuación de
campo es, precisamente, la métrica que se quiere calcular para definir la variedad
que describe el espaciotiempo.

• Ecuación para los campos de materia χ: No se calcularán en este trabajo, pero
dependen exclusivamente de la acción de materia Smat.

Formalismo de Palatini (o de primer orden): se consideran una métrica y una conexión
independientes. Aunque este formalismo será especialmente útil en el siguiente caṕıtulo,
cuando se deriven las ecuaciones de campo en gravedad de Einstein-Cartan (donde la
conexión y la métrica no estarán ligadas por la condición de torsión nula), resulta que
para Relatividad General también tiene bastante utilidad, como se verá en el siguiente
apartado. De forma general, se puede considerar una acción:

S =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g)

√
|g|d4x

Puesto que ahora hay un campo adicional con respecto al que derivar, la conexión, se
obtendrá una nueva ecuación de campo. De manera que las ecuaciones de campo a
obtener son:

• Las ecuaciones obtenidas con el formalismo métrico.

• Ecuación para la conexión: Las ecuaciones de Euler-Lagrange con respecto a la
métrica daban como resultado una ecuación que ligaba un aspecto de la geometŕıa
del espacio con uno f́ısico, d́ıcese curvatura con distribución de materia. Resolver
esta ecuación (en realidad ecuaciones diferenciales acopladas) permit́ıa obtener
la métrica. De forma análoga, al realizar las ecuaciones de Euler-Lagrange con
respecto a la conexión se obtiene una ecuación de campo que liga otro aspecto
geométrico con otro f́ısico, y su resolución dará como resultado la obtención de la
conexión. En este caso, el objeto geométrico será la torsión, que quedará ligado a
las inhomogeneidades en la distribución de esṕın en la materia. Se verá como, en
Relatividad General, al considerar un lagrangiano de materia independiente de la
conexión, se recupera la conexión de Levi-Civita.



22 CAPÍTULO 3. RELATIVIDAD GENERAL

En principio, estos dos formalismos se pueden utilizar para acciones gravitatorias que no
sean las de Einstein-Hilbert, pero no se considerarán en este trabajo.

3.1.6. Ecuación para la métrica: Ecuaciones de campo

Puesto que este caṕıtulo está dedicado a Relatividad General, en principio se podŕıa empezar
aplicando el formalismo métrico para la obtención de las ecuaciones de Einstein. En la
práctica, se debe recurrir al formalismo de Palatini para obtener la expresión final para las
ecuaciones de Einstein propias de Relatividad General (detalles en el apéndice A):

Rγρ −
1

2
Rgγρ = κτγρ (3.3)

donde se ha definido como tensor de enerǵıa-momento a:

τγρ =
′2√
|g|
∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂gγρ

Se suele definir un tensor para la parte izquierda de la ecuación, el tensor de Einstein Gγρ:

Gγρ = Rγρ −
1

2
Rgγρ

de forma que las ecuaciones de Einstein quedan:

Gγρ = κτγρ

3.1.7. Ecuación para la conexión

Puesto que al utilizar el formalismo de Palatini la conexión resulta ser independiente de la
métrica, es necesario variar la acción con respecto variaciones en la conexión para completar
las ecuaciones de campo.

Aplicando el principio de Mı́nima Acción (detalles en el apéndice B) se obtiene:

0 = gµβδγαT
ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ (3.4)

La ecuación B.2 será de especial utilidad en el siguiente caṕıtulo, donde no se asumirá la
simetŕıa de la conexión. Sin embargo, en este caṕıtulo, el lagrangiano material depende
exclusivamente de la métrica luego impone la condición de que

∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂Γγαβ
= 0

y como

gµβδγαT
ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ = −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂Γγαβ
= 0

se tiene que la torsión T tiene que ser nula, recuperando aśı que la conexión es la de
Levi-Civita. De esta forma se demuestra que la conexión de relatividad general es la conexión
de Levi-Civita.



Caṕıtulo 4

Gravedad de Einstein-Cartan

4.1 Gravedad de Einstein-Cartan

En este caṕıtulo se rebobina la teoŕıa introducida en el caṕıtulo anterior hasta el momento
en el que se introduce la segunda condición de la conex́ıon de Levi-Civita: la que estipula
que la torsión es nula. De hecho, en aquella sección se define como una teoŕıa o variedad
de Einstein-Cartan a aquella teoŕıa o variedad cuya conexión cumple la condición métrica.
Luego, lo que se va a hacer en este caṕıtulo es una generalización de la Relatividad Ge-
neral, donde en vez de tomar una conexión simétrica, se toma una conexión métrica arbitraria.

Pero antes de empezar con las implicaciones matemáticas de considerar una torsión no nula,
conviene reflexionar sobre la motivación f́ısica que condiciona la introducción de este nuevo
parámetro. Al introducir el Principio de Equivalencia en el caṕıtulo anterior, se mencionó
que a menudo se describe la relación entre materia y geometŕıa en los siguientes términos:“la
materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice a la materia como moverse”.
Como se ha visto, en Relatividad General esto es (casi) cierto, pues la materia se acopla
únicamente a la curvatura. Sin embargo, pudiera ser incluso más preciso, pues no son todos
los aspectos de la materia los que se acoplan a la curvatura, sino que es la enerǵıa (en realidad
es enerǵıa o momento dependiendo del observador, la enerǵıa no un invariante), a través del
tensor de enerǵıa-momento, la que lo hace. Es decir, se podŕıa corregir la frase, y para mayor
precisión decir ”la enerǵıa de la materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice
a la enerǵıa de la materia como moverse”. Ahora bien, en la Introducción, se ha mencionado
el deseo de unificar la Teoŕıa Cuántica de Campos con la Relatividad General, por lo tanto
es conveniente hablar de materia en los términos que mejor la describen: los de la teoŕıa de
campos.

4.1.1. Materia y geometŕıa: Masa y esṕın

La materia macroscópica está formada por part́ıculas elementales, que al menos localmente
responden a la teoŕıa cuántica de campos y a la relatividad especial. Como consecuencia,
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cada part́ıcula elemental se puede clasificar en términos de las representaciones irreducibles
y unitarias del grupo de Poincaré, y pueden ser etiquetadas con masa m y momento angular
intŕınseco (esṕın) s. La masa está relacionada con la parte traslacional del grupo de Poin-
caré, y el esṕın con la parte rotacional. Distribuyendo masa-enerǵıa y esṕın a lo largo del
espacio-tiempo se consiguen las nociones de campo teóricas de un tensor de enerǵıa-momento,
y un tensor de momento angular de esṕın, de materia. Un defecto altamente conocido
de la Relatividad General es su incapacidad para acoplar el esṕın y el momento angular
orbital. Normalmente, esto no es un problema, porque debido a la naturaleza dual del esṕın,
su promedio a lo largo de una distribución continua de materia se anula, por tanto una
caracterización dinámica de dicha distribución puede realizarse únicamente con el tensor
de enerǵıa-momento (la masa tiene carácter de monopolo y no se cancela). Es en esto lo
que consiste la relatividad general, que acaba relacionando este tensor de enerǵıa-momento
con un parámetro de la geometŕıa con la que se describe el espaciotiempo, la curvatura.
La hipótesis natural después de esto seŕıa suponer que en situaciones donde el promedio
del esṕın no se anule, el tensor de momento angular de esṕın se acoplaŕıa a su vez a otro
parámetro en la descripción geométrica del espacio-tiempo. Se verá que este nuevo parámetro
geométrico es la torsión.
Por tanto, adelantando un poco a los acontecimientos, podemos cambiar la frase de “la
materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice a la materia como moverse” a
“la materia le dice al espacio qué geometŕıa adoptar y el espacio le dice a la materia como
moverse”. La masa determinará la curvatura del espacio y el esṕın la torsión.

Dicho esto, es posible empezar con el desarrollo matemático del caṕıtulo.

4.1.2. Notación

En este caṕıtulo se trabaja con una conexión métrica arbitraria Γλµν . No se debe
confundir con la conexión Γλµν del caṕıtulo anterior, que era la de Levi-Civita. Ahora,
cuando esta última aparezca, se la denotará por {λµν}.

A la derivada covariante y a los tensores asociados a la conexión arbitraria se les denota
de la forma usual (R,T ,∇), mientras que a los asociados a la conexión de Levi-Civita
se les denota (R{},T {}, ∇{}).

Es importante hacer este inciso en la notación porque va a resultar que una conexión
arbitraria ligada a la condición métrica va a poder dividirse en parte simétrica y parte-no
simétrica, siendo la primera la conexión de Levi-Civita y la segunda un objeto matemático
de carácter tensorial (es un tensor porque “transforma bien” ) conocido por contorsión.

4.1.3. Contorsión

Se considera una conexión métrica arbitraria Γλµν . Siguiendo el mismo esquema que en
cálculo de la expresión anaĺıtica para la conexión de Levi-Civita, se consideran las 3 derivadas
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covariantes de la métrica, y se procede a calcular una expresión para una conexión métrica
arbitraria:

0 = gµν;λ = gµν,λ − Γαλµgαν − Γαλνgαµ

0 = gµλ;ν = gµλ,ν − Γανµgαλ − Γανλgαµ

0 = gνλ;µ = gνλ,µ − Γαµνgαλ − Γαµλgαν

Ahora la idea es combinar estas expresiones de manera que sea posible despejar uno de los
términos de la conexión. Con Levi-Civita, la combinación era la suma de dos de ellas y la
resta de la otra. Se realiza la misma en este caso:

0 = gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ − Γαλµgαν − Γαλνgαµ − Γανµgαλ − Γανλgαµ + Γαµνgαλ + Γαµλgαν

Teniendo en cuenta que, T σµν = Γσµν − Γσνµ, se tiene:

0 = gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ − Γαλµgαν − Γαλνgαµ − Γανµgαλ − (Tανλ + Γαλν)gαµ

+(Tαµν + Γανµ)gαλ + (Tαµλ + Γαλµ)gαν

= gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ + Tαµλgαν + Tαµνgαλ + (Tαλν − 2Γαλν)gαµ

Despejando la conexión:

Γαλν =
1

2
gαµ(gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ + Tαµλgαν + Tαµνgαλ) +

1

2
Tαλν

=
1

2
gαµ(gµν,λ + gµλ,ν − gνλ,µ) +

1

2
(Tν

α
λ + Tλ

α
ν + Tαλν)

= {αλν}+
1

2
(Tν

α
λ + Tλ

α
ν + Tαλν)

Por tanto la expresión final para la conexión resulta en:

Γαλν = {αλν}+Kα
λν

Donde se ha definido contorsión como el tensor correspondiente a la parte sin simetŕıa
definida de una conexión métrica:

Kα
λν =

1

2
(Tν

α
λ + Tλ

α
ν + Tαλν) (4.1)

Que la conexión tenga esta forma de Levi-Civita+Contorsión permite hacer una consideración
importante de cara a este trabajo: si en Relatividad General, la variación de la acción de
Einstein-Hilbert con respecto a la conexión de Levi-Civita resultaba en una ecuación de
campo nula, ahora en Gravedad de Einstein-Cartan, la variación en dicha acción da igual
efectuarla con respecto a la conexión o con respecto a la contorsión. Esto es aśı porque las
derivadas con respecto a la conexión coinciden con las derivadas con respecto a la contorsión
dado que la relación entre ambas es lineal. Esto jugará un papel importante más adelante
cuando se defina el tensor de esṕın.
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4.1.4. Ecuación de la métrica

Partiendo de la acción correspondiente a una conexión general,

S =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g,Γ)

√
|g|d4x

redefiniendo el tensor de enerǵıa-momento para el nuevo lagrangiano dependiente de la
conexión,

τγρ =
−2√
|g|
∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂gγρ

y siguiendo el formalismo de Palatini, la ecuación de la métrica es la misma que en Relatividad
General:

Rγρ −
1

2
Rgγρ = κτγρ (4.2)

o en función del tensor de Einstein:

Gγρ = κτγρ

con un matiz: el tensor y el escalar de Ricci presentes en las ecuaciones son los correspondientes
a la nueva conexión, y por tanto el tensor de Einstein también está en función de la misma.

Por tanto, formalmente, en este caṕıtulo las ecuaciones de Einstein de Relatividad General
seŕıan un caso particular de 4.2 y se denotaŕıan como:

R{}γρ −
1

2
R{}gγρ = κτ{}γρ G{}γρ = κτ{}γρ

4.1.5. Ecuación de la conexión

Al igual que con la métrica, si se plantea la ecuación para la conexión el proceso es el mismo
que en el caṕıtulo anterior. En este caso se tendŕıa entonces que, si se considera en primer
lugar la acción en ausencia de campos de materia, es decir, la acción de Einstein-Hilbert:

SEH =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x

la ecuación de campo resultante es:

gµβδγαT
ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ = 0 (4.3)

que es la misma que B.2. Considerando las ecuaciones de Euler para una acción completa,
que considere un campo de materia no nulo:

1

2κ

√
|g|
(
gµβδαγ T

ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ

)
= −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂Γγαβ
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Definiendo como tensor de esṕın sαγ
β (la ordenación de ı́ndices puede resultar un poco

extraña, pero pronto se verá que tiene sentido) a :

sαγ
β =

2√
|g|
∂(
√
|g|Lmat(χ, g,Γ))

∂Γγαβ

Y la segunda ecuación de campo en gravedad de Einstein-Cartan resulta:

gµβδαγ T
ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ = −κsαγβ (4.4)

Se puede jugar un poco con la expresión 4.4 para bajar todos los ı́ndices del tensor de esṕın,
que resulta en una expresión más cómoda de manejar.

sργλ = gαρgβλs
α
γ
β =
−1

κ
gαρgβλ

(
gµβδαγ T

ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ

)
=

=
−1

κ
(gγρT

ν
λν + Tργλ + gρλT

ν
νγ)

En esta última expresión se justifica la ordenación de ı́ndices en la definición del tensor
de esṕın (sαγ

β). El tensor de esṕın es antisimétrico en dos de sus ı́ndices. Ordenándolos
de esta forma, los dos últimos ı́ndices del tensor de esṕın se corresponden con los ı́ndices
antisimétricos, adoptando el mismo criterio que se adoptaba con la torsión. La ecuación 4.4
expresa el tensor de esṕın como una combinación de torsiones. Es interesante sin embargo,
dar la vuelta a esta ecuación y expresar la torsión como una combinación de espines.

El único término que molesta para poder despejar torsión en función de esṕın es el primero,
por tanto el procedimiento pasa por contraer los ı́ndices adecuados, ρ y λ en este caso, para
poder despejar:

T νγν + T νγν +DT ννγ = −κsνγν
(D − 2)T νγν = κsνγν

T νγν =
1

D − 2
κsνγν

Sustituyendo en la segunda ecuación de campo:

gγρ
1

D − 2
κsνλν + Tργλ − gρλ

1

D − 2
κsνγν = −κsργλ

Tργλ = −κ
[
sργλ +

1

D − 2
(gγρs

ν
λν − gρλsνγν)

]
Tomando 4 dimensiones, D = 4:

Tργλ = −κ
[
sργλ +

1

2
(gγρs

ν
λν − gρλsνγν)

]
= −κ(sργλ +

1

2
gγρs

ν
λν −

1

2
gρλs

ν
γν) (4.5)

Y esta ecuación 4.5 es clave, porque con la torsión expresada en función del tensor de esṕın,
se puede expresar la contorsión en función del esṕın. Con esta a la conexión y con la conexión
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a los tensores de curvatura que conforman la ecuación 4.2. En última instancia, se podrá
expresar el tensor de Einstein y el tensor de enerǵıa-momento, en función del tensor de esṕın,
reduciendo aśı, las dos ecuaciones, 4.2 y 4.4, a una sola ecuación de campo.

El primer paso es ver como cambia el tensor de curvatura de una conexión métrica arbitraria
con respecto al asociado a Levi-Civita.

4.1.6. Tensor de curvatura para una conexión métrica arbitraria.

Se considera una conexión Γkij =
{
k
ij

}
+ Kk

ij , siendo
{
k
ij

}
la conexión de Levi-Civita y

Kk
ij un tensor arbitrario. Con el objetivo de llegar a calcular el tensor de Einstein para

una conexión no simétrica, Rµλ, se puede calcular como vaŕıa el tensor de Riemann de esta
conexión con respecto al tensor de Riemann de Levi-Civita.

Rµνλ
ρ = ∂µΓρνλ − ∂νΓρµλ + ΓρµσΓσνλ − ΓρνσΓσµλ

= ∂µ(
{ρ
νλ

}
+Kρ

νλ)−∂ν(
{
ρ
µλ

}
+Kρ

µλ)+(
{
ρ
µσ

}
+Kρ

µσ)({σνλ}+Kσ
νλ)−({ρνσ}+Kρ

νσ)(
{
σ
µλ

}
+Kσ

µλ)

= ∂µ(
{ρ
νλ

}
)− ∂ν(

{
ρ
µλ

}
) +

{
ρ
µσ

}
{σνλ} − {ρνσ}

{
σ
µλ

}
+∂µK

ρ
νλ+

{
ρ
µσ

}
Kσ

νλ−
{
σ
µλ

}
Kρ

νσ−∂νKρ
µλ+{ρνσ}Kσ

µλ−{σνλ}Kρ
µσ+Kρ

µσK
σ
νλ−Kρ

νσK
σ
µλ

= R
{}
µνλ

ρ
+∇{}µ Kρ

νλ +
{
σ
µν

}
Kρ

σλ −∇{}ν Kρ
µλ −

{
σ
νµ

}
Kρ

σλ +Kρ
µσK

σ
νλ −Kρ

νσK
σ
µλ

= R
{}
µνλ

ρ
+∇{}µ Kρ

νλ + T {}σµλK
ρ
σλ −∇{}ν Kρ

µλ +Kρ
µσK

σ
νλ −Kρ

νσK
σ
µλ

Y puesto que los śımbolos de Christoffel son simétricos:

Rµνλ
ρ = R

{}
µνλ

ρ
+∇{}µ Kρ

νλ −∇{}ν Kρ
µλ +Kρ

µσK
σ
νλ −Kρ

νσK
σ
µλ

4.1.7. Tensor de Einstein para una conexión métrica arbitraria.

Contrayendo a partir del tensor de Riemann calculado en el apartado anterior, el tensor de
Ricci resulta:

Rνλ = Rµνλ
µ = R{}νλ +∇{}µ Kµ

νλ −∇{}ν Kµ
µλ +Kµ

µσK
σ
νλ −Kµ

νσK
σ
µλ

Y el escalar de Ricci:

R = gνλRνλ = R{} +∇{}µ Kµ
ν
ν −∇{}ν Kµ

µ
ν +Kµ

µσK
σ
ν
ν −Kµ

νσK
σ
µ
ν

Hasta ahora, se ha operado considerando a K un tensor arbitrario. En relatividad de Einstein-
Cartan, la conexión que se va a utilizar se puede dividir en una componente totalmente
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simétrica, la conexion de Levi-Civita, y una sin simetŕıa definida, la contorsión. Sea K el
tensor contorsión definido con anterioridad.

Dado que el tensor de Einstein esta definido como Gµλ = Rµλ − 1
2gµλR, resulta finalmente

que:

Gνλ = G
{}
νλ +∇{}µ Kµ

νλ −∇{}ν Kµ
µλ +Kµ

µσK
σ
νλ −Kµ

νσK
σ
µλ

− 1

2
gνλ(∇{}ρ Kν

ν
ρ −∇{}ν Kν

ρ
ρ +Kν

ρσK
σ
ν
ρ −Kν

νσK
σ
ρ
ρ) (4.6)

4.1.8. Tensor de enerǵıa-momento de Belifante-Rosenfeld

De 4.6, se obtiene una ecuación de campo que acopla curvatura y torsión al tensor de
enerǵıa-momento, siendo este el tensor de enerǵıa-momento propio de la relatividad general,
al que se denominará a partir de ahora como tensor de enerǵıa-momento canónico. Sin
embargo, la presencia de esṕın rompe la simetŕıa de este tensor. Es interesante expresar las
ecuaciones de campo con respecto a un tensor de enerǵıa-momento que preserve su simetŕıa,
y cuya divergencia siga siendo nula. Este va a ser el tensor de Belifante-Rosenfeld, o más
bien una versión del mismo que se apoye en la misma idea. La expresión anaĺıtica aparece
en la ecuación 4.7[2].

Σνλ = τµλ −
1

2
(∇ρ − 2Tµρµ)(sνλ

ρ − sλρν + sρνλ) (4.7)

Finalmente, tomando las ecuaciones 4.1, 4.5, 4.6, 4.7, se obtiene:

G{}νλ = κτνλ +
1

2
κ2
(
sνρρs

λµ
µ − sνρµsλµρ − sνρµsλρµ+

1

2
sρµνsρµ

λ +
1

4
gνλ(2sρ

µ
σs
ρσ
µ − 2sρ

µ
µs
ρσ
σ + sρµσsµσ)) (4.8)





Caṕıtulo 5

Cosmoloǵıa

5.1 Cosmoloǵıa en Gravedad de Einstein-Cartan

Tanto en Relatividad General, como en Gravedad de Einstein-Cartan, las ecuaciones de campo
resultantes constituyen un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales acopladas demasiado
complicado como para resolver anaĺıticamente, incluso para los sistemas gravitatorios más
simples. Se suele recurrir por tanto, a distintas simplificaciones, generalmente basadas en
alguna simetŕıa, que facilitan su resolución para algún caso en particular: la geometŕıa
esférica (Schwarzschild), la aproximación de campo medio, etc. Entre todas ellas, la más
utilizada es la cosmoloǵıa. Tan utilizada de hecho, que a menudo se confunde con una
descripción fundamental del universo. Sin embargo, no llega a serlo. La cosmoloǵıa se apoya
en unas ecuaciones de campo, dadas por la Relatividad General o alguna de sus alternativas,
en este caso la Gravedad de Einstein-Cartan. Es decir, en este trabajo, se entiende por
Cosmoloǵıa al marco aproximativo utilizado para resolver unas ecuaciones de campo, sean
las de Relatividad General o las de Gravedad de Einstein-Cartan.

La cosmoloǵıa aspira a explicar todo el Universo, por lo que el lector podŕıa esperar que
fuese el problema más complicado al cual se enfrenta la ciencia, si se intenta describir todo el
Universo hasta el punto de describir cada átomo en él. Obviamente este no va a ser el caso.
La cosmoloǵıa describe el universo como si fuera un fluido uniforme, simplificándolo a nivel
estructural hasta el punto que ni las galaxias van a ser entes distinguibles. Por supuesto,
es en el paso intermedio entre esta descripción universal, y la estructura real del Universo,
donde van a existir algunas de las mayores dificultades de la teoŕıa.

Algunas consideraciones previas a comenzar con la cosmoloǵıa en śı:

Hay soluciones de universos vaćıos, pero observacionalmente están descartados, por
tanto, no se puede asumir Tµν = 0 (como se haŕıa por ejemplo en la aproximación de
Schwarzschild).

A pesar de que en un principio Einstein consideró el Universo como estático, hoy
sabemos que el Universo no lo es. Luego no tendŕıa sentido asumir independencia
temporal.

Como ya se ha mencionado, va a ser necesario identificar algunas simetŕıas, para

31
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simplificar el sistema de ecuaciones en derivadas parciales acopladas que constituyen
las ecuaciones de campo. En este sentido, la cosmoloǵıa se apoya sobre lo que se conoce
como Principio Cosmológico, que establece que a escalas lo suficientemente grandes el
Universo es espacialmente homogéneo e isótropo.

Comenzando por la simetŕıas, como ya se ha mencionado, la cosmoloǵıa considera dos de
tipo espacial espaciales (entendiendo por espaciales a las tres dimensiones de la variedad
diferenciable en la descripción espaciotemporal que comparten signo en la métrica ):

1. Homogeneidad: Es decir, existe una invarianza traslacional.

2. Isotroṕıa: Existe una invarianza rotacional.

Es decir, no hay ni puntos ni direcciones preferentes. Para ilustrar estas simetŕıas, se puede
por ejemplo pensar en algunas variedades simples. Tomando como geometŕıa espacial un
cilindro hueco, se puede argumentar que este es definitivamente homogéneo porque, para un
“habitante” de su superficie, es imposible determinar su posición sobre el mismo sin algún
tipo de referencia. Sin embargo, no es isótropo, pues la curvatura, caracteŕıstica intŕınseca
a la superficie, es distinta para cada una de las direcciones espaciales (esta dependencia
de la curvatura con las direcciones en el espacio tangente al punto que señala la posición
del “habitante”, es equivalente para cada punto del cilindro, dada su homogeneidad). El
ejemplo contrario, el de una variedad isótropa pero no homogénea, lo encontramos en una
simetŕıa esférica. En el centro de la misma, existe una isotroṕıa que no se conserva al moverse
a cualquier otro punto, por lo tanto no hay invarianza traslacional y no es homogénea.
Conviene en este punto señalar la que es una de las confusiones más habituales en el mundo
de la cosmoloǵıa divulgativa. Cuando más adelante se hable del origen del Universo, y del
Big Bang, es importante darse cuenta de que el Universo no se origina de una “explosión” en
un punto y se expande esféricamente a partir del mismo, por lo menos no dentro del marco
cosmológico, pues esta seŕıa una geometŕıa no homogénea.

A un espacio geométrico que cumpla las condiciones de homogeneidad y de isotroṕıa se le
denomina maximalmente simétrico, y va a resultar que solo existen tres geometŕıas que
puedan generarlo: la plana, la esférica y la hiperbólica.

5.1.1. Métrica de Robertson-Walker

Se van a utilizar estas simetŕıas para elegir un sistema de coordenadas, las coordenadas
comóviles, con el objetivo de que estas se muevan a medida que el espacio se expande para
mantener las distancias fijas. En estos términos, se puede empezar planteando una expresión
para la métrica de la forma:

ds2 = c2dt2 −R2(t)γij(u)duiduj i, j = 1, 2, 3

donde γij(u)duiduj es la parte espacial independiente del tiempo. Es común en cosmoloǵıa
referirse a ella como dσ2. Conviene notar que se han utilizado ı́ndices latinos para referirse
únicamente a las coordenadas espaciales. Cuando se haga referencia a todas ellas, incluyendo
la temporal, se utilizaran ı́ndices griegos.
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Es importante recalcar que todo el análisis que se va a realizar está referido a observadores en
reposo con el fluido del universo. Es decir, se suele decir que como el universo es homogéneo
e isótropo, todos los observadores ven lo mismo, estén donde estén y miren en la dirección
que miren, pero esto solo es cierto para observadores en reposo con respecto al fluido. Para
observadores en movimiento, la simetŕıa cosmológica se rompe, pues el movimiento crea una
dirección especial. Obviamente, este va ser el caso de mediciones realizadas desde la Tierra,
dado que esta está en movimiento.

En un espacio maximalmente simétrico, la expresión del Riemann queda simplificada a un
expresión que únicamente depende de la métrica:

Rijkl = k(gikgjl − gilgjk)

Y si la expresión del Riemann es manejable, más lo van a ser las contracciones del Ricci y
del escalar de Ricci, que en dimensión 3 van a quedar reducidas a:

Rjl = gkiRijkl = 2kgjl R = gjlRjl = 6k

lo cual es consistente con el ejemplo de homogeneidad presentado al principio de esta
sección. Si la curvatura, constante como se ha calculado, cambiase de un punto a otro, no se
respetaŕıan la homogeneidad e isotroṕıa del espacio en cuestión.

Puesto que la curvatura depende únicamente de una constante, k, el siguiente paso es estudiar
las distintas posibilidades de espacio que ofrecen los distintos valores de esta constante.

k = 0 Universo plano: En el caso de que k = 0, la curvatura se anula y el universo es
plano, R3. En coordenadas esféricas se puede reescribir la parte espacial de la métrica
invariante con el tiempo como:

dσ2 = dx2 + x2dΩ2
2

donde dΩ2 representa el diferencial de esfera angular de dimensión 2.

k > 0 Universo cerrado: Si k > 0, la curvatura del espacio es positiva, y por tanto
el Universo tiene la geometŕıa de una 3-esfera, S3. Además su volumen es finito. En
analoǵıa a la geometŕıa de la misma, se suele denominar a este tipo de universo como
Universo cerrado. La métrica espacial asociada queda por tanto:

dσ2 = dΩ2
3 = dx2 + sin2xdΩ2

2

donde dΩ3 es el diferencial angular de esfera en 3 dimensiones.

k < 0 Universo abierto: Por último, si k < 0, la curvatura del universo es negativa,
teniendo por tanto una geometŕıa hiperbólica =bH3. A este tipo de Universo se le
conoce como Universo abierto, y su métrica es:

dσ2 = dx2 + sinh2xdΩ2
2

Se introduce ahora una nueva coordenada para simplificar el cambio entre las 3 geometŕıas
diferentes:

dx =
dr√

1− kr2
=⇒ dσ2 =

dr2

1− kr2
+ rdΩ2

2 k = 0,±1
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Por ejemplo,

k = −1 dx =
dr√

1 + r2
=⇒ x = sinh−1(r)

y lo mismo para k=0,1.

La métrica queda entonces como:

ds2 = c2dt2 −R2(t)γij(u)duiduj = c2dt2 −R2(t)

[
dr

1− kr2
+ r2dΩ2

2

]
(5.1)

A la métrica descrita por 5.1 se la conoce como métrica de Robertson-Walker. Refinando las
coordenadas un poco más con las siguiente definiciones:

Factor de escala adimensional : a(t) := R(t)
R0

Coordenada radial : r := R0~r

Curvatura espacial : K := k
R2

0

Se obtiene la expresión final para la métrica utilizada en Cosmoloǵıa:

ds2 = c2dt2 − a2(t)

[
dr

1−Kr2
+ r2dΩ2

2

]
(5.2)

5.1.2. Tensor de enerǵıa-momento para un fluido de esṕın

El tensor macroscópico de enerǵıa-momento canónico de un fluido de esṕın esta dado por:

τµλ = c
∏
µ

uν − p(gµλ − uµuλ) (5.3)

y el tensor macroscópico de esṕın canónico esta dado por:

sµν
λ = sµνu

λ , sµνu
ν = 0 (5.4)

donde
∏
µ es la densidad cuadrimomento del fluido, uµ es la cuadrivelocidad, sµν es la

densidad de esṕın, y p su presión.

A partir de 4.8, 5.3 y 5.4, se obtiene [2]:

Gµλ = κ

(
ε− 1

4
κs2

)
uµuλ−

κ

(
p− 1

4
κs2

)
(gµλ − uµuλ)− 1

2
κ(δνρ + uρu

ν)∇{}ν (sρµuλ + sρλuµ) (5.5)

donde ε = c
∏
µ u

µ es la densidad de enerǵıa en reposo del fluido y s2 = 1
2sµλs

µλ > 0 es el
cuadrado de la densidad de esṕın. Si la orientación de las part́ıculas en un fluido de esṕın es
aleatoria, entonces el último término de la derecha se anula al hacer la media. Por tanto,
las ecuaciones de Einstein-Cartan para ese tipo de fluido de esṕın son equivalentes a las
ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto con la densidad de enerǵıa efectiva ε− κs2/4
y la presión efectiva p− κs2/4.
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5.1.3. Ecuaciones de Friedman con Torsión

Análogamente al proceso que se haŕıa en cosmoloǵıa para Relatividad General utilizando un
fluido perfecto, se pueden obtener las ecuaciones de Friedman para un fluido de esṕın. Para
ello, el primer paso es fijar un observador en reposo con el fluido. En esta situación, se tiene
que u0 = 1 y u1 = u2 = u3 = 0. Además, se supondrá para este trabajo que el Universo es
cerrado. Considerando un Universo cerrado (K=1), y para un observador en reposo con el
fluido de esṕın, las ecuaciones de campo para la gravedad de Einstein-Cartan 5.5, con la
métrica 5.2, se obtiene:

00 : −3
ä

a
=
κ

2

(
ε+ 3p+

1

2
κs2

)
(5.6)

ij : 2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+

2

a2
= −κ

(
p− 1

4
κs2

)
(5.7)

donde el punto indica derivación temporal. De estas dos ecuaciones se obtiene la ecuación de
Friedman, (sumando a la primera 3 veces la segunda),

ȧ2 + 1 =
1

3
κ

(
ε− 1

4
κs2

)
a2, (5.8)

Las soluciones a 5.8 se llaman denominan soluciones de Friedman-Robertson-Walker.

Definiendo como parámetro de Hubble a

H(t) = c
ȧ

a

se puede expresar 5.8 como

H2 =
1

3
κ

(
ε− 1

4
κs2

)
c2 − c2

a2
, (5.9)

De esta ecuación se puede medir el valor de H, pero no ε ni s2. De 5.8 se puede deducir la
ley de conservación [2]:

∇µTµν = 0 =
d

dt

(
(ε− κs2/4)a3

)
+ (p− κs2/4)

d

dt

(
a3
)

(5.10)

Si el fluido se describe con una ecuación de estado barotrópica, se tiene p = ωε, donde
ω diferentes tipos de fluidos perfectos. Para el caso relativista general, donde s = 0, 5.10
adopta la forma

ε̇+ 3
ȧ

a
(1 + ω) ε = 0

que es una ecuación diferencial ordinaria fácil de resolver por el método de variables separadas:

ε̇

ε
= −3(1 + ω)

ȧ

a
=⇒ lnε = −3(1 + ω)lna =⇒ ε = ε0a

−3(1+ω)

el cual es en realidad un resultado intuitivo en varios casos de fluido.
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Materia (polvo): pµ = 0 =⇒ ω = 0 =⇒ εµ ∝ a−3. Se puede interpretar este resultado
teniendo en cuanta que la densidad energética es ε = E

V , por tanto a medida que
aumenta el volumen (con a en cada una de sus dimensiones), disminuye la densidad
energética.

Radiación: pR = 1
3εR =⇒ ω = 1

3 =⇒ εR ∝ a−4. Pensando en radiación como luz, si el
volumen se expande, los fotones experimentan un corrimiento al rojo en la dirección en
la que viajan. Aśı que se tiene que la densidad energética disminuye por un factor a−3

por el volumen, y un factor a−1 por el corrimiento al rojo en esa dirección, resultando
en a−4.

Vaćıo: pV = −εV =⇒ ω = −1 =⇒ εV ∝ a0, lo cual tiene sentido, pues no puede haber
movimiento relativo al vaćıo.

En una situación general en el modelo de Einstein-Cartan, donde s 6= 0, se podŕıa expresar
la densidad energética total del universo ε como las contribuciones correspondientes a los
distintos fluidos del caso de esṕın nulo, más la contribución de un fluido de esṕın, εS :

εT = ε+ εs = εµ + εR + εV + εS

Este planteamiento solo es posible porque resulta que [2]

εS = −1

4
κs2 ∝ a−6,

independientemente del valor de ω, luego se puede interpretar el fluido de esṕın como un
fluido exótico, independiente de los fluidos de Friedman estándares, para el cual pS = εS < 0
(fluido con ω = 1) (descripción puramente formal pues pS(εS) no representa ninguna ecuación
f́ısica de estado).

En el universo primitivo, las contribuciones de materia y de vaćıo son muy pequeñas en
relación a las contribuciones de radiación y de esṕın.

εT = εR0â
−4 + εS0â

−6

donde â = a/a0 es el factor de escala normalizado y el sub́ındice 0 indica cantidades medidas
en el presente.

La ecuación de Friedman 5.9 se puede expresar como:

H2 +
c2

a2
=

1

3
κ (ε+ εS) c2, (5.11)

El parámetro de densidad total presente, Ω = (ε+ εS) /εc, donde εc = 3H2
0/(κc

2) es la
densidad de enerǵıa cŕıtica presente, da a0H0

√
Ω− 1 = c, como en cosmoloǵıa estándar. El

parámetro de densidad total en cualquier instante es:

Ω(â) =
κc2

3H2
(ε+ εS), (5.12)

y satisface

a|H|
√

Ω(â)− 1 = c (5.13)
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Usando los parámetros de densidad presente,

ΩR = εR0/εc, ΩS = εS0/εc

en 5.11, y no teniendo en cuenta las densidades que se desprecian para edades tempranas
del universo se tiene:

|H| = H0

(
ΩRâ

−4 + ΩS â
−6
) 1

2 , (5.14)

que muestra como evoluciona el parámetro de Hubble para edades tempranas del Universo.

El parámetro de densidad total en función de â:

Ω(â) = 1 +
(Ω− 1)â4

ΩRâ2 + ΩS
(5.15)

Como la contribución a la densidad de enerǵıa del esṕın εS es negativa, también lo es el
parámetro de densidad ΩS . Esta contribución genera repulsión gravitacional significante
para valores de â muy pequeños.

5.1.4. Parámetros de densidad

Para estimar el parámetro de densidad correspondiente al esṕın, ΩS , se utilizan neutrinos
reliquia (del fondo de baja enerǵıa), que son los fermiones más abundantes en el Universo,
con n = 5,6× 107m−3 para cada tipo.

ΩS = −8,6× 10−70 (5.16)

Este valor, aún extremadamente pequeño, no es nulo como sucedeŕıa en Relatividad General.

5.1.5. Problemas que motivan la teoŕıa inflacionaria

La teoŕıa inflacionaria, o inflación, es un marco teórico dentro de la cosmoloǵıa estándar que
da cuenta de dos problemas principalmente. El primero, conocido como el problema de la
planitud, viene generado por la mediciones que indican la naturaleza plana del Universo, y
como esto choca con la edad y tamaño del mismo. Al ritmo de crecimiento de un Universo
plano, resulta imposible haber alcanzado el tamaño actual del Universo en su tiempo de
vida. Por otra parte, esta el problema del horizonte, en este caso dado por las observaciones
realizadas al CMB (Cosmic Microwave Background). Estad́ısticamente, existe una simetŕıa
en la temperatura de puntos antipodales en el Universo. Nuevamente, dada la localización
de estos puntos, en la edad del Universo y por su velocidad de expansión, se genera una
incoherencia, en este caso el hecho de que estos puntos no pueden haber estado en contacto
en ningún momento de la historia.

La Inflación da cuenta de ambos problemas, teorizando una expansión acelerada en los
primeros instantes del Universo (lo que involucra vaćıos falsos o campos escalares), que
acabaŕıa por estabilizarse a la expansión que se observa en el presente.

Se va a ver como el término del factor de densidad energética derivado del fluido de esṕın en
teoŕıa de Einstein-Cartan, a edades tempranas del Universo, es suficiente como para dar
cuenta de ambos problemas sin necesidad de recurrir a teoŕıas inflacionarias.
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5.1.6. Problema de la planitud

De la ecuación 5.9 se puede deducir que la expansión del Universo empieza cuando H = 0.
En ese momento â = âm, donde

âm =

√
−ΩS

ΩR
= 3,1× 10−33, (5.17)

correspondiente al mı́nimo pero finito factor de escala (radio de un Universo cerrado)
am = 9 × 10−6m. Antes de alcanzar su tamaño mı́nimo, el Universo se contráıa con un
parámetro de Hubble negativo. Escogiendo t = 0 en â = âm e integrando 5.14 para t > 0
resulta en:

−
Ω

3/2
R H0

ΩS
t = f(x) =

x

2

√
x2 − 1 +

1

2
ln|x+

√
x2 − 1|, (5.18)

donde x = â/âm. Cuando x >> 1, f(x) ≈ x2/2, se tiene que la evolución del universo está
dominada por la radiación, a ∼ t1/2.

En Relatividad General, ΩS = 0, por tanto Ω(â) en 5.15 tiende a 1 a medida que â tiende a
0 de acuerdo a Ω(â)− 1 = (Ω− 1)â2/ΩR, lo cual introduce el problema de la planitud en
la cosmoloǵıa convencional. Se debe ajustar Ω(â) a 1 en la época GUT (Grand Unification
Theory) en una precisión de más de 52 decimales para poder tener Ω = 1 en el presente.
Este problema se soluciona con la inflación cósmica, según la cual el Universo se expandió
aceleradamente (por un factor de al menos 1026), haciendo que Ω(â) se aproximase lo
suficiente a 1 en el acercamiento GUT [2].

En gravedad de Einstein-Cartan, donde la contribución del parámetro de densidad de esṕın
es negativa, Ω(â) es infinita en â = âm. La función 5.15 tiene un mı́nimo en â =

√
2âm,

donde es igual a

Ω(
√

2âm) = 1− 4ΩS(Ω− 1)

Ω2
R

= 1 + 9,9× 10−64. (5.19)

A medida que el Universo se expande desde âm hasta
√

2âm, Ω(â) decrece rápidamente de
infinito a 5.19, que parece ajustarse a â con precisión de 63 decimales. Este proceso dura:

t = − ΩS

Ω
3/2
R H0

f(
√

2) = 5,3× 10−46s. (5.20)

Durante este periodo, el factor de expansión del Universo era solo
√

2, mucho menor que el
factor inflacionario 1026. Aśı, el aparente buen valor de 5.19 es causado de forma natural
por la contribución negativa del parámetro de densidad correspondiente al esṕın, ligado
a la torsión por Einsteis-Cartan, y sin necesidad de teoŕıa inflacionarias. A medida que
el Universo se expande, ΩRâ

2 aumenta por encima de |ΩS | y Ω(â)− 1 crece de acuerdo a
Ω(â)− 1 = (Ω− 1)â2/ΩR, hasta que la materia domina el crecimiento del Universo.

5.1.7. Problema del horizonte

Las escuaciones 5.13 y 5.19 resultan en

ȧ =
1√

Ω(â)− 1
(5.21)
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La velocidad en el punto antipodal con respecto al origen de coordenadas, va = πcȧ, tiene
un mı́nimo local en â =

√
2âm, donde es igual a

va =
πΩR

2
√
−ΩS(Ω− 1)

c = 1,1× 1032c. (5.22)

A medida que el Universo cerrado se expande desde âm a
√

2âm, va aumenta rápidamente
desde 0 hasta 5.22. En este tiempo, el Universo esta acelerando a ä > 0. Según se expande
más, va disminuye de acuerdo a va = πc

√
ΩRâ

−1/
√

Ω− 1, hasta que la materia domina al
Universo. Durante este proceso, el Universo desacelera, ä < 0.

Si el Universo cerrado estaba causalmente conectado en algún momento t < 0, entonces
permanece causalmente conectado durante su contracción hasta t = 0, y también en la
expansión siguiente hasta que va alcance el valor de c. Después de ese momento, el punto del
origen no puede comunicarse con puntos del espacio retrocediendo a velocidades superiores
a c. Es decir, el radio de Hubble, dH = c/H, se hace más pequeño que la distancia hasta
el punto antipodal da = πa. El Universo contiene N ≈ (va/c)

3 = (da/dH)3 volúmenes
desconectados causalmente. Al tiempo dado por la ecuación 5.20, da es 32 órdenes de
magnitud mayor que dH y N ≈ 1096. Tal y como ocurŕıa con el problema de la planitud, el
valor extremadamente pequeño y negativo del parámetro de densidad ligado a la torsión es
lo que naturalmente causa que un número de volúmenes disconexos tan enorme surja de
una única región conectada del espaciotiempo, sin necesidad de dinámicas inflacionarias. A
medida que el universo se expande aún más lejos |ΩS | se vuelve despreciable, y el Universo
entra suavemente en una época dominada por la radiación, donde N decrece de acuerdo a la
cosmoloǵıa estándar.





Caṕıtulo 6

Teleparalelismo

En este caṕıtulo, se realizará un proceso similar al del caṕıtulo anterior pero desde el espacio
tangente. Por ello será necesario introducir el concepto de Vielbein, o tétrada, que permitirá
cambiar de las coordenadas generales de la variedad, en base holónoma, a las coordenadas del
espacio tangente, en base ortonormal. Para esta última, se utilizarán ı́ndices latinos. Con esta
nueva formulación, se derivarán de nuevo las ecuaciones de campo, obteniéndose un resultado
equivalente a las obtenidas en el caṕıtulo anterior. Se ha repetido el proceso utilizando esta
formulación porque permite expresar el lagrangiano de materia correspondiente a un campo
de Dirac en un espacio curvo. Esto permitirá afinar la definición del tensor de esṕın (que por
otro lado, se definirá de forma análoga al definido en gravedad de Einstein-Cartan).

En el caṕıtulo anterior, se ha presentado la gravedad de Einstein-Cartan como una generali-
zación de la Relatividad General en la cual se eliminaba la restricción sobre la torsión. Se ha
mencionado como la materia se ve caracterizada por su masa y su esṕın, y de esta forma se
ha justificado la definición de un tensor de enerǵıa-momento y otro tensor de esṕın, cada
uno de ellos acoplado por un proceso matemático a curvatura y torsión respectivamente.
Históricamente, el nacimiento de esta teoŕıa siguió un camino ligeramente distinto. Fue Elie
Cartan quién primero sugirió lo que hoy d́ıa se conoce por teleparalelismo, teoŕıa que partiŕıa
del deseo de acoplar esṕın a torsión. Esto último es importante, mientras que en el último
caṕıtulo, acoplar esṕın con torsión era un resultado de un proceso matemático (basado en el
principio de mı́nima acción), en este se parte con una idea clara de que la torsión va a jugar
un papel fundamental en la descripción del esṕın en espacios curvados por la masa de la
materia.

Muy probablemente, Cartan pensase en la superficie terrestre como un caso de S2[3], e
imaginase dos brújulas en dos puntos distintos de la misma. Por acción del campo magnético
terrestre, las agujas imantadas estaŕıan obligadas a apuntar al norte geográfico, lo que
permitiŕıa suministrar una noción de paralelismo relacionada con el ángulo que formasen
los vectores con los meridianos que pasasen por su dos oŕıgenes. En una geometŕıa como
la de Cartan, los vectores que se desplazan paralelamente (a través de las ĺıneas de los
campos vectoriales que definen los Vielbein como se verá un poco más adelante) quedan a
salvo de cualquier rotación. Sin embargo, si dos vectores iguales en un punto se separan,
permaneciendo uno de ellos inmóvil mientras el otro describe una trayectoria cerrada, ambos
quedarán finalmente paralelos, pero situados en puntos separados. Este hecho será el que
mida el tensor de torsión.

41
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Pero, ¿cómo se puede formular esta idea de paralelismo matemáticamente? La respuesta
a esta pregunta se encuentra en la introducción de la geometŕıa desde el espacio tangente,
mediante el uso de unos objetos geométricos que recibirán el nombre de Vielbein (también
llamados tétradas en 4-dimensiones).

6.1 Formalismo Vielbein

Se considera una variedad diferenciable M y un punto p en la misma. Se puede considerar
el espacio tangente en p TpM. En este espacio, se puede elegir entre los siguientes tipos de
bases:

Base holónoma (o de coordenadas): Conjunto de campos vectoriales {e1, ..., en} defini-
dos en p como eα = ∂

∂xα e interpretados, cada uno de ellos, como un desplazamiento
infinitesimal desde p a lo largo de la curva coordenada xα (coordenadas asociadas a la
carta). Se puede probar que una base es holónoma, śı y solo śı, satisface [eµ, eν ]ρ = 0
bajo cualquier conexión.

Base anholónoma: No relacionada con ningunas coordenadas.

En general una base ortonormal no es una base holónoma. Este es precisamente el caso
en este punto del trabajo. Por el Principio de Equivalencia, se puede elegir una base
ortonormal, donde la métrica de Minkowsky toma la forma de +— (ó -+++). Sin embargo,
las coordenadas de la variedad a la que pertenece el punto p vienen expresados en otra base.
De forma que se puede escribir el espacio tangente en cada punto con respecto a dos bases
diferentes.

Llámese {ea} a la base ortonormal del fibrado tangente, y {eµ} a la base holónoma. A
partir de ahora, los ı́ndices griegos se referirán a las coordenadas holónomas y los latinos a
coordenadas anholónomas. Sea {ea} la base dual de la base ortonormal y {eµ} la base dual
de la base holónoma. Existirán cambios de bases entre las bases holónoma y ortonormal
para ambos espacios, el tangente y el cotangente.

eµ = eaµea ⇔ ea = eµaeµ eµ = eµae
a ⇔ ea = eaµe

µ

Estos elementos de matriz del cambio de base, eaµ, son los mencionados Vielbein (o tétradas
en el caso cuatro-dimensional. Nótese como la base {ea} no depende del punto en la variedad,
esa información está impĺıcita en el Vielbein. Esto será particularmente útil más adelante,
cuando se exprese la métrica general en el fibrado (puesto que la métrica de Minkowsky será
constante al expresarla en coordenadas ortonormales). Se puede ver entonces, como en cada
punto se tiene que son matrices inversas la una de la otra, que:

eaµe
µ
b = δab , eµae

a
ν = δµν (6.1)

Se puede ahora aplicar el cambio de bases a un tensor, por ejemplo, al tensor métrico:

gµν(x) = eaµ(x)ebν(x)ηab (6.2)
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donde ηab = diag(1,−1, ...,−1) es el tensor métrico en coordenadas cartesianas para un
espacio de D dimensiones.
Como era de esperar, los ı́ndices griegos transforman bien bajo CGC y los ı́ndices latinos
bajo TLL.

eaν(y) =
∂xµ

∂yν
eaµ(x) e′aµ(x) = Λab(x)ebµ(x) (6.3)

6.1.1. Conexión de esṕın y curvatura de esṕın

Cuando se habló de variedades diferenciables en el caṕıtulo 1, se discutió la necesidad de
introducir un objeto geométrico con el cual derivar y que la derivada resultante transformase
como un tensor ante CGC. De esta forma, se justificaba la definición de conexión y derivada
covariante. Ahora se va a trabajar con TLL también, por tanto, va a ser necesario introducir
un objeto geométrico que permita derivar, y que la derivada resultante transforme bien bajo
este tipo de transformaciones. Sea Ha1...ar

b1...bs
un tensor en el fibrado tangente:

DµH
a1...ar

b1...bs = ∂µH
a1...ar

b1...bs + ωµc
aHc...ar

b1...bs + ...(́ındices superiores)

−ωµbcHa1...ar
c...bs − ...(́ındices inferiores)... (6.4)

donde ωµa
b recibe el nombre de conexión de esṕın y cumple que, bajo CGC transforma como

una 1-forma y bajo TLL xa → x′a = Λabx
b sigue la regla:

ωµa
b → ω′µa

b
= Λbd

(
Λ−1

)c
a
ωµc

d −
(
Λ−1

)c
a
∂µΛbc

Al igual que en el caṕıtulo 1, conmutando derivadas covariantes se puede obtener un tensor
de curvatura:

[Dµ, Dν ]Ha1...ar
b1...bs = RµνcaHc...ar

b1...bs + ...(́ındices superiores)...

−RµνbcHa1...ar
c...bs − (́ındices inferiores)...

donde no aparece un término de “torsión por derivada covariante” como aparećıa con la
conexión af́ın. Rµνab es el tensor de curvatura de esṕın y queda definido como:

Rµνab := ∂µωνa
b − ∂νωµab − ωµacωνcb + ωνa

cωµc
b (6.5)

El tensor de curvatura de esṕın es un tensor 2-covariante sobre la variedad y (1,1) sobre el
tangente.

En cuanto a sus contracciones, hay 4 contracciones idependientes de 2 ı́ndices:

Rνa ≡ R(1)
νa = eµbRµνab, R(2)

µ
a

= eνcη
dcRµνda,

R(3)
µν = Rµνaa, R(4)

a
b

= gµνRµνab ≡ 0

de las cuales solo Rνa y R(2)
µ
a

se utilizarán en este trabajo

La única contracción total del tensor se denotará escalar de curvatura de esṕın:

R = ηabeνbe
µ
cRµνac (6.6)
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6.1.2. Postulado de los Vielbein

Hasta este momento, se han introducido dos instrumentos derivativos distintos: la derivada
covariante asociada a la conexión af́ın, y la derivada asociada a la conexión de esṕın. La
primera se comporta de forma tensorial cuando se aplica a ı́ndices griegos, y la segunda cuando
se aplica a ı́ndices latinos. Es de interés en la teoŕıa, aunar los buenos comportamientos de
ambos objetos en una solo derivada, que se denotará derivada completamente covariante, y
que preserva el carácter tensorial de cualquier objeto geométrico al que se aplique.

DρHµ...a...
ν...b... = ∂ρH

µ...a...
ν...b... +

ΓµρσHσ...a...
ν...b... + ...(́ındices griegos superiores)...−

ΓσρνHµ...a...
σ...b... − ...(́ındices griegos inferiores)...+

ωρc
aHσ...c...

σ...b... + ...(́ındices latinos superiores)...−
ωρb

cHσ...a...
σ...c... − ...(́ındices latinos inferiores)...

Como se quiere describir el mismo universo, tanto con la conexión af́ın como con la de esṕın,
tiene que haber algún puente entre ambas descripciones. Este puente vendŕıa dado por la
ligadura que impone el postulado de los Vielbein.

Postulado de los Vielbein

La derivada completamente covariante de los Vielbein es nula:

(V P ) ≡ Dµeλa = 0 (6.7)

Es inmediato probar la equivalencia entre el postulado y:

ωµa
b = Γρµνe

ν
ae
b
ρ − eνa∂µebν , Γλµν = eaνe

λ
bωµa

b + eλb∂δµe
b
ν . (6.8)

Y por tanto la relación entre tensores de curvatura es:

Rµνab = eρae
b
λRµνρ

λ ≡ Rµνρb, (6.9)

de la cual se deduce que:

Rµν ≡ eaνRµa = Rµν , R = R (6.10)

Por tanto, a partir de ahora no será necesario distinguir entre R′s y R′s.

6.1.3. El postulado de los Vielbein visto como un cambio general de coordenadas

Para un CGC arbitrario es conocido que la conexión no transforma como un tensor. Sin
embargo, la derivada covariante si que lo hace. De este hecho se puede deducir como cambia
la conexión:

Γλµν(x′) =
∂2xσ

∂x′µ∂x′ν
∂xλ

∂xσ
+
∂xρ

∂x′ν
∂xη

∂x′µ
∂x′λ

∂xγ
Γγρη(x) (6.11)
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Si los Vielbein se interpretan como matrices de cambios de coordenadas locales entre las
coordenadas de la variedad y las del plano tangente, entonces, considerando una conexión
Γca

b, con ı́ndices latinos y, por tanto, definida en el plano tangente, se tiene que:

Γλµν =
∂2xσ

∂x′µ∂x′ν
∂xλ

∂xσ
+
∂xc

∂x′ν
∂xa

∂x′µ
∂x′λ

∂xb
Γbca(x) = eaνe

λ
bωµa

b + eλb∂δµe
b
ν (6.12)

Que es la misma expresión que se obtuvo a partir del postulado de los Vielbein.

6.2 Teleparalelismo

Ahora que se ha introducido la teoŕıa matemática necesaria para este caṕıtulo, se procede a
aplicar el formalismo de Palatini. A diferencia de los caṕıtulos 1 y 2, en este caṕıtulo los
campos independientes a partir de los cuales se plantearán las ecuaciones de Euler serán los
Vielbein (que llevan toda la información sobre la métrica de la variedad), y la conexión de
esṕın.

6.2.1. Formalismo de Palatini desde el espacio tangente

Se parte de la acción correspondiente a una conexión general,

S =
1

2κ

∫
R(e, ω)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g,Γ)

√
|g|d4x

Se puede empezar a expresar en términos del tangente como:

S =
1

2κ

∫
eνde

γ
cη
cfRνγf

d(ω)
√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, e, ω)

√
|g|d4x

Aún faltaŕıa
√
|g|. Basta con tomar determinantes en gµν = eaµe

b
νηab, y teniendo en cuenta

que detη = sgn(detg) se tiene:
|e| =

√
|g|

y finalmente la acción en el espacio tangente resulta:

S =
1

2κ

∫
eνde

γ
cη
cfRνγf

d(ω)|e|d4x+

∫
Lmat(χ, e, ω)|e|d4x

6.2.2. Ecuación para los Vielbein

Aplicando el principio de mı́nima acción con respecto a variaciones de los Vielbein:

∂
(
eνde

γ
cη
cfRνγf

d(ω)|e|
)

∂eµa
=
∂ (Lmat(χ, e, ω)|e|)

∂eµa

Resolviendo (Apéndice C), se llega a que, con los campos y conexión on shell, las ecuaciones
de Einsteins desde el tangente coinciden con las usuales:

R(µν) −
1

2
gµνR = κτµν (6.13)
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6.2.3. Ecuación para la conexión de esṕın

La derivación se realizará en primer lugar en ausencia de campos, luego solo se considera la
acción Einstein-Hilbert. Los detalles aparecen en el apéndice D.

En ausencia de campos, se obtiene la ecuación 6.14

0 = ηbc
[
eµce

ν
aT

τ
ντ + eνce

λ
aT

µ
λν − e

µ
ae
ν
cT

τ
ντ

]
(6.14)

Análogamente a lo que se hizo en el caṕıtulo de gravedad de Einstein-Cartan, considerando
la presencia de campos de materia se obtiene la ecuación de campo asociada a la conexión
de esṕın D.1:

ηbc
[
eµce

ν
aT

τ
ντ + eνce

λ
aT

µ
λν − e

µ
ae
ν
cT

τ
ντ

]
= −κsµab (6.15)

donde se ha definido como tensor de esṕın,

sµa
b =

2√
|g|
∂(
√
|g|Lmat(χ, e, ω))

∂ωµab

Se puede comprobar que D.1 y 4.4 son equivalentes.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

7.1 Conclusiones

Se ha explorado una de las formas alternativas de describir a la gravedad, anulando la
condición impuesta por la Relatividad General de que la torsión es nula. Para facilitar su
comprensión al lector ajeno al tema, se hace un repaso de la construcción de la Relatividad
General, y se toma como ejemplo para la construcción de la gravedad de Einstein-Cartan.

Para ello, en primer lugar se justifica el uso de la herramienta matemática, las variedades
diferenciables, a través del Pricipio de Equivalencia, para la descripción del espaciotiempo.
Por si sola, la estructura de variedad diferenciable no es suficiente para poder hacer una
f́ısica completa. Para poder describir movimientos son necesarios conceptos como distancia,
velocidad, aceleración, etc. Derivadas con carácter vectorial que es interesante poder comparar
en distintos puntos del espacio. Con este fin, dos objetos geométricos de especial importancia
son introducidos: la métrica y la conexión. La métrica va a estar relacionada con la forma
de medir distancias y ángulos sobre un punto de la variedad. De alguna forma, se puede
decir que dota de Geometŕıa a la variedad en ese punto. La conexión por su parte, va a
definir como se relacionan las geometŕıas de los distintos puntos de la variedad. A partir de
la conexión se van a poder definir los conceptos de curvatura y torsión, que más adelante
juegan un papel fundamental en el trabajo.

En este momento del desarrollo matemático ya se puede hacer f́ısica, y es en el punto donde
van a separarse Relatividad General y gravedad de Einstein-Cartan. Y es que, para tener
una descripción completa del espaciotiempo, es necesario calcular la métrica y la conexión
que lo describen. La Relatividad General de Einstein va a trabajar con una conexión en
particular que depende directamente de la métrica, por tanto calculando métrica, calculas
conexión. El nombre de esta conexión es conexión de Levi-Civita, y su forma anaĺıtica surge
de forma natural de considerar dos condiciones:

Compatibilidad de la métrica: ∇λ(gµν) = 0

Torsión nula: T = 0

La forma de construir las dos teoŕıas es el mismo, pero la gravedad de Einstein-Cartan se
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construye sin apoyarse en una torsión nula, con lo que la conexión ya no es la de Levi-Civita
y por tanto anaĺıticamente ya no depende directamente de la métrica. Es decir, métrica y
conexión son campos independientes.

Para la construcción de las teoŕıa se recurre al uso de un formalismo variacional, por tanto
es necesario la introducción de una acción. En estas teoŕıas, la acción es el resultado de la
suma de una acción gravitatoria y otra acción material. Es importante señalar que en ambas
teoŕıas la acción gravitatoria es la de Einstein-Hilbert, por tanto, aún a pesar de englobarse
en el marco de teoŕıas de gravedad modificada, Einstein-Cartan se diferencia del resto en
que no modifica la acción gravitatoria con respecto a la de Relatividad General.

En cuanto al formalismo variacional, se denomina Formalismo de Palatini, y va a funda-
mentarse en aplicar el Principio de Mı́nima Acción a una acción que dependa de forma
independiente de métrica y conexión, por lo cual es natural utilizarlo en gravedad de Einstein-
Cartan (en el trabajo se justifica como también es necesario para Relatividad General, pero
puesto que en esta métrica y conexión son dependientes el argumento es algo más complicado).
Para gravedad de Einstein-Cartan la acción es (la única diferencia con la de Relatividad
General es que el lagrangiano de materia depende de la conexión):

S = SEH + Smat =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g,Γ)

√
|g|d4x

Aplicar el Formalismo de Palatini tiene como resultado la obtención de dos ecuaciones
de campo, una para la métrica y otra para la conexión, cada una relacionando un objeto
geométrico con un aspecto f́ısico de la materia.

La primera ecuación de campo es la misma para Relatividad General y para gravedad de
Einstein-Cartan. Relaciona curvatura y tensor de enerǵıa-momento:

Rγρ −
1

2
Rgγρ = κτγρ

La segunda ecuación de campo se anula en Relatividad General, y relaciona torsión y tensor
de esṕın:

gγρT
ν
λν + Tργλ + gρλT

ν
νγ = −κsργλ

Esta segunda ecuación es la caracteŕıstica de gravedad de Einstein-Cartan. El tensor de
esṕın es nulo en Relatividad General, con lo que la torsión es cero, y se recupera la conexión
de Levi-Civita. Para justificar el acople de estas ecuaciones, se han utilizado argumentos de
teoŕıa de campos. La materia macroscópica esta formada por part́ıculas elementales que, al
menos localmente, responden a la teoŕıa cuántica de campos y a la relatividad especial, por
tanto, cada part́ıcula elemental se puede etiquetar con masa/enerǵıa y momento angular
intŕınseco (esṕın). Si la materia va a imponer una geometŕıa sobre el espacio en este modelo,
tiene sentido que cada una de las caracteŕısticas que la definen se acople con un elemento
geométrico. En el caso de Relatividad General, se consideran distribuciones de materia con
un esṕın promediado a 0, con lo que solo es necesario un tensor de enerǵıa-momento para la
descripción del espaciotiempo. Sin embargo, si el promedio de esṕın no es nulo, la gravedad
de Einstein-Cartan propociona una descripción geométrica más acertada, pues además de
ligar curvatura y enerǵıa-momento, liga torsión y esṕın.
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Las ecuaciones obtenidas mediante el Formalismo de Palatini se han aunado en una solo
ecuación de campo:

G{}µλ = κτµλ +
1

2
κ2
(
sµρρs

λν
ν − sµρνsλνρ − sµρνsλρν+

1

2
sρνµsρν

λ +
1

4
gµλ(2sρ

ν
σs
ρσ
ν − 2sρ

ν
νs
ρσ
σ + sρνσsνσ))

Para resolverla se utiliza el marco cosmológico, donde se supone que a gran escala, nuestro
Universo se trata de un fluido homogéneo e isótropo. Estas simetŕıas espaciales simplifican
notablemente la ecuación de campo. Con ellas, y suponiendo un Universo cerrado, se plantea
el análogo a la ecuaciones de Friedman de Relatividad General pero para el caso de gravedad
de Einstein-Cartan.

00 : −3
ä

a
=
κ

2

(
ε+ 3p+

1

2
κs2

)

ij : 2

(
ȧ

a

)2

+
ä

a
+

2

a2
= −κ

(
p− 1

4
κs2

)
Con ellas se abordan los dos problemas que motivan la inflación en cosmoloǵıa estándar:
la planitud y el horizonte. El primero, el problema de la planitud, viene generado por la
mediciones que indican la naturaleza plana del Universo, y como esto choca con la edad y
tamaño del mismo. Al ritmo de crecimiento de un Universo plano, resulta imposible haber
alcanzado el tamaño actual del Universo en su tiempo de vida. Por otra parte, el problema
del horizonte viene dado por las observaciones realizadas al CMB (Cosmic Microwave
Background). Estad́ısticamente, existe una simetŕıa en la temperatura de puntos antipodales
en el Universo. Nuevamente, dada la localización de estos puntos, en la edad del Universo
y por su velocidad de expansión, se genera una incoherencia, en este caso el hecho de que
estos puntos no pueden haber estado en contacto en ningún momento de la historia.

La Inflación da cuenta de ambos problemas, teorizando una expansión acelerada en los
primeros instantes del Universo (lo que involucra vaćıos falsos o campos escalares), que
acabaŕıa por estabilizarse a la expansión que se observa en el presente.

Se prueba como el término del factor de densidad energética derivado del fluido de esṕın en
teoŕıa de Einstein-Cartan, a edades tempranas del Universo, es suficiente como para dar
cuenta de ambos problemas sin necesidad de recurrir a teoŕıas inflacionarias.

Además se incluye un caṕıtulo dedicado al teleparalelismo, que no es sino una reformulación
de la teoŕıa desde el espacio tangente. Se ha decidido incluir este caṕıtulo por razones
históricas, y porque sirve como base para la introducción de un lagrangiano de materia, el
del campo de Dirac, en espacios curvos.
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7.2 Trabajo futuro

Por extensión, por dificultad, y por tiempo, algunos apartados relativos a la teoŕıa se han
omitido.

Estudio detallado del tensor de Belifante-Rosenfeld y su uso en gravedad de Einstein-
Cartan.

Una tarea pendiente para el desarrollo completo de la teoŕıa seŕıa la reproducción
exacta de los cálculos que llevan a este tensor.

Geometŕıa de Einstein-Cartan como resultado natural de un teoŕıa gauge local para el
grupo de Poincare en el espaciotiempo [4].

Se puede demostrar, desde la perspectiva de una teoŕıa de Campos, que la geometŕıa
propia de la gravedad de Einstein-Cartan en cierto modo es más natural que la de
Relatividad General, pues es el resultado natural de una teoŕıa gauge local para el
grupo de Poincare en el espaciotiempo.

Estudio detallado del teleparalelismo, su uso con el campo de Dirac [3] [5].

En primer lugar, no se ha incluido la expresión anaĺıtica del lagrangiano de materia
del campo de Dirac en espacios curvos porque para defenderla era necesario explicar
conceptos propios de Teoŕıa Cuántica de Campos. Por lo tanto queda pendiente para
trabajos futuros.

En segundo lugar, queda pendiente un estudio más detallado sobre el teleparalelismo
en general, y su incorporación a la teoŕıas posteriores como la supergravedad [3]. Por
complejidad también se deja como v́ıas futuras.



Apéndice A

Ecuación para la métrica

Se parte pues, utilizando el formalismo métrico y la acción:

S =
1

2κ

∫
R(g)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g)

√
|g|d4x

Efectuando una variación con respecto a la métrica gµν → gµν +δgµν y aplicando el principio
de mı́nima acción:

δS =

∫ [
1

2κ
δ
(√
|g|R(g)

)
+ δ

(√
|g|Lmat(χ, g)

)]
d4x = 0

Y se tiene entonces:
1

2κ
δ
(√
|g|R(g)

)
= −δ

(√
|g|Lmat(χ, g)

)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes:

1

2κ

[
∂(R(g)

√
|g|)

∂gγρ
− ∂η

(
∂(R(g)

√
|g|)

∂(∂ηgγρ)

)]
= −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂gγρ

Teniendo en cuenta que el escalar de Ricci es:

R = gµλ (∂µΓννλ − ∂νΓνµλ + ΓνµσΓσνλ − ΓνµλΓσνσ)

es decir, es cuadrático y de primer orden en los śımbolos de Christoffel, y que estos a su vez
son cuadráticos y de primer orden en la métrica:

Γρµν =
1

2
gρλ (∂µgλν + ∂νgµλ − ∂λgµν)

se tiene que el término de las ecuaciones de Euler-Lagrange,

∂η

(
∂(R(g)

√
|g|)

∂(∂ηgγρ)

)

es de cuarto orden. Por lo tanto, a pesar de que teóricamente este formalismo es el adecuado
para la derivación de las ecuaciones de Einstein en Relatividad General, en la práctica
resulta no ser un método viable. Resulta que el truco que se utiliza para esta derivación, es
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precisamente “olvidarse” de que la conexión y la métrica están ligadas, y tratarlas como
campos independientes. Es decir, se aplica el formalismo de Palatini.

Se parte de la acción propia de la Relatividad General:

S =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x+

∫
Lmat(χ, g)

√
|g|d4x

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la métrica son las mismas que las obtenidas con el
formalismo métrico:

1

2κ

[
∂(R(g,Γ)

√
|g|)

∂gγρ
− ∂η

(
∂(R(g,Γ)

√
|g|)

∂(∂ηgγρ)

)]
= −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂gγρ

En este formalismo, R no depende de las derivadas de la métrica, luego las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes a la acción de Einstein-Hilbert se simplifican notablemente:

1

2κ

∂(R(g,Γ)
√
|g|)

∂gγρ
=

1

2κ

[√
|g|
∂(gµλRµλ(g,Γ))

∂gγρ
+R(g,Γ)

∂(
√
|g|)

∂gγρ

]

Una vez derivados, se puede omitir la dependencia del tensor y el escalar de Ricci:

=
1

2κ

[√
|g|δµγ δλρRµλ +R(−1

2
gγρ
√
|g|)
]

=
1

2κ

√
|g|
[
Rγρ −

1

2
Rgγρ

]

1

2κ

√
|g|
[
Rγρ −

1

2
Rgγρ

]
= −

∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂gγρ

Definiendo como tensor de enerǵıa-momento:

τγρ =
−2√
|g|
∂(
√
|g|Lmat(χ, g))

∂gγρ

Se obtiene la expresión final para las ecuaciones de Einstein propias de Relatividad General:

Rγρ −
1

2
Rgγρ = κτγρ (A.1)

Se suele definir un tensor para la parte izquierda de la ecuación, el tensor de Einstein Gγρ:

Gγρ = Rγρ −
1

2
Rgγρ

y las ecuaciones de Einstein quedan:

Gγρ = κτγρ



Apéndice B

Ecuación para la conexión

Se considera en primer lugar la acción en ausencia de campos de materia, es decir, la acción
de Einstein-Hilbert:

SEH =
1

2κ

∫
R(g,Γ)

√
|g|d4x

donde el escalar de Ricci es:

R = gνλ (∂µΓµνλ − ∂νΓµµλ + ΓµµσΓσνλ − ΓµνσΓσµλ)

De momento, se considera una conexión general Γγαβ con respecto a la cual se vaŕıa la
acción. Las ecuaciones de Euler correspondientes resultan ser:

∂(R(g,Γ)
√
|g|)

∂Γγαβ
= ∂η

(
∂(R(g,Γ)

√
|g|)

∂ (∂ηΓγαβ)

)
(B.1)

Operando el lado izquierdo de la igualdad B.1:√
|g|gµλ

∂ [∂µΓµνλ − ∂νΓµµλ + ΓµµσΓσνλ − ΓµνσΓσµλ]

∂Γγαβ
=

1

2k

√
|g|gνλ

[
δµαδ

σ
βδ

µ
γΓσνλ + δναδ

λ
βδ

σ
γΓµµσ − δναδσβδµγΓσµλ − δµαδλβδσγΓµνσ

]
=

1

2k

√
|g|gνλ

[
δαγΓβνλ + δαν δ

β
λΓµµγ − δαν Γβγλ − δλβΓανγ

]
=

1

2k

√
|g|
[
gνλδαγΓβνλ + gαβΓµµγ − gαλΓβγλ − gνβΓανγ

]
y el lado derecho de B.1:

∂η

[
1

2k

√
|g|gνλ

∂ [∂µΓµνλ − ∂νΓµµλ + ΓµµσΓσνλ − ΓµνσΓσµλ]

∂ (∂η‘Γγαβ)

]
=

∂η

[
1

2k

√
|g|gνλ

(
δηµδ

µ
γ δ

α
ν δ

β
λ − δ

η
νδ
µ
γ δ

α
µδ

β
λ

)]
= ∂η

[
1

2k

√
|g|
(
gαβδγη − gηβδγα

)]
=
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1

2k

[(
∂η
√
|g|
)(

gαβδγη − gηβδγα
)

+
√
|g|
(
∂γg

αβ − ∂ηgηβδγα
)]

=

1

2k

√
|g|
[
gαβΓρηρδ

γ
η − gηβΓρηρδ

γ
α + ∂γg

αβ − ∂ηgηβδγα
]

Asumiendo por simplicidad la compatibilidad de la métrica (∇ηgµλ = 0 = ∂ηg
µλ + Γµηρg

ρλ +
Γληρg

µρ), es posible escribir B.1 como:

0 = gµλδγαΓβµλ + gαβΓννγ − gαλΓβγλ − gµβΓαµγ + gηβΓρηρδ
γ
α−

gαβΓργρ − Γηηρg
ρβδγα − Γβηρg

ηρδγα + Γαγρg
ρβ + Γβγρg

αρ

Reagrupando y renombrando ı́ndices contráıdos, se puede simplificar esta expresión utilizando
el tensor de torsión:

0 = gµβδγα (Γνµν − Γννµ) + gµβ (Γαγµ − Γαµγ) + gαβ (Γννγ − Γνγν) =

gµβδγαT
ν
µν + gµβTαγµ + gαβT ννγ (B.2)



Apéndice C

Ecuación para los Vielbeins

Aplicando el principio de mı́nima acción con respecto a variaciones de los Vielbein se obtiene:

∂
(
eνde

γ
cη
cfRνγf

d(ω)|e|
)

∂eµa
=
∂ (Lmat(χ, e, ω)|e|)

∂eµa

Por la parte de la acción gravitatoria, se tiene la derivada de un producto. Por un lado,

∂ (eνde
γ
c)

∂eµa
= δνµδ

a
de
γ
c + δγµδ

a
c e
ν
d

y por otro
∂|e|
∂eµa

= sgn(e)
∂e

∂eµa
= −sgn(e)eeµa = −|e|eµa

donde se ha utilizado en la penúltima igualdad la propiedad de las matrices inversibles:

∂detA

∂(A−1)ij
= −(detA)Aj i

Por otro lado, definiendo como tensor de enerǵıa-momento con respecto al vielbein a

tµd =
−1

|e|
ηad

∂(|e|Lmat)
∂eµa

De manera que se cumple la igualdad(
δνµδ

a
de
γ
c + δγµδ

a
c e
ν
d

)
ηcfRνγf

d(ω)|e|+ eνde
γ
cη
cfRνγf

d(ω)(−|e|eaµ) = 2κ
1

ηad
tµa

Multiplicando por ηad y desarrollando se llega a [5]:

1

2

(
Rµd −R

(2)
µd

)
− 1

2
ηade

a
µR = κtµa

Para recuperar las ecuaciones de Einstein en coordenadas de la variedad, se impone el
postulado de los Vielbein. Contrayendo con edν se obtiene:

1

2

(
Rµν −R(2)

µν

)
− 1

2
gµνR = κtµν
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Por último, faltaŕıa matizar como deben estar los campos para que las ecuaciones de Einstein
desde el tangente coincidan con las usuales. Para recuperarlas definitivamente, se va a exigir
que tanto los campos como la conexión estén on-shell (que satisfagan las ecuaciones clásicas
de movimiento por estar en el espacio tangente). De esta forma se consigue que

1

2

(
Rµν −R(2)

µν

)
= R(µν)

y que
(tµν)on−shell = τµν

Esta última igualdad viene dada porque es justamente la parte simétrica de tµν la que
coincide con τµν :

t(µν) = eaνηab
∂Lmat
eµb

+ eaµηab
∂Lmat
eνb

− gµνLmat = 2
∂Lmat
∂gµν

− gµνLmat = τµν

Por tanto, con los campos y conexión on shell, las ecuaciones de Einsteins desde el tangente
coinciden con las usuales:

R(µν) −
1

2
gµνR = κτµν (C.1)



Apéndice D

Ecuación para la conexión de esṕın

La derivación se realizará en primer lugar en ausencia de campos, luego solo se considera
la acción Einstein-Hilbert. Como el elemento de volumen de la acción, no depende de la
conexión de esṕın, las ecuaciones Euler se pueden formular en términos de la densidad
lagrangiana.

∂LEH
∂ωµab

= ∂λ

(
∂LEH

∂
(
δλωµab

))
Puesto que el lagrangiano de Einstein-Hilbert tiene la forma

LEH =
1

2κ
eνde

γ
cη
cfRνγf

d(ω)

y el tensor de curvatura de esṕın es:

Rνγ
d
f = ∂νωγ

d
f − ∂γων

d
f + ων

d
gωγ

g
f − ωγ

d
gων

g
f

se tiene que las ecuaciones de Euler resultan ser:

∂

∂ωµab

[
|e|
2k
eνde

γ
cη
cf
(
∂νωγ

d
f − ∂γων

d
f + ων

d
gωγ

g
f − ωγ

d
gων

g
f

)]
=

∂λ

[
∂

∂(∂λωµab)

[
|e|
2k
eνde

γ
cη
cf
(
∂νωγ

d
f − ∂γων

d
f + ων

d
gωγ

g
f − ωγ

d
gων

g
f

)]]
Desarrollando ambos lados de la igualdad se tiene:

1. Lado izquierdo:

∂

∂ωµab

[
|e|
2k
eνde

γ
cη
cf
(
∂νωγ

d
f − ∂γων

d
f + ων

d
gωγ

g
f − ωγ

d
gων

g
f

)]
=

|e|
2k
eνde

γ
cη
cf
(
δµν δ

d
aδ
b
gωγ

g
f + δµγ δ

g
aδ
b
fων

d
g − δµγ δdaδbgωνgf − δµν δgaδbfωγdg

)
=

|e|
2k

[
eνae

γ
cη
cfωγ

b
f + eνde

µ
cη
cbων

d
a − eνaeµcηcfωνda − eµdeγcηbcωγda

]
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2. Lado derecho:

∂λ

[
∂

∂(∂λωµab)

[
|e|
2k
eνde

γ
cη
cf
(
∂νωγ

d
f − ∂γων

d
f + ων

d
gωγ

g
f − ωγ

d
gων

g
f

)]]
=

∂λ

[
|e|
2k
eνde

γ
cη
cf
(
∂λν ∂

µ
γ ∂

d
a∂

b
f − ∂λf ∂µν ∂da∂bf

)]
= ∂λ

[
|e|
2k

(
eλae

µ
cη
bc − eµaeλcηcb

)]
=

1

2k
(∂λ|e|)

(
eλae

µ
cη
bc − eµaeλcηcb

)
+

|e|
2k

[(
∂λe

λ
a

)
eµcη

bc + eλa (∂λe
µ
c) η

cb − (∂λe
µ
a) e

λ
cη
cb − eµa

(
∂λe

λ
c

)
ηcb
]

Para una conexión y una métrica generales, se puede demostrar que:

∂λ|e| = ∂λ
√
|g| = 1

2

√
|g|gµν∇λgµν +

√
|g|Γρλρ

Pero puesto que, en este trabajo, en todo momento se asume la compatibilidad de la
métrica se tiene que:

∂λ|e| =
√
|g|Γρλρ

Por tanto, finalmente resulta que el lado derecho de las ecuaciones de Euler queda:

∂λ

(
∂LE−H

∂
(
δλωµab

)) =

1

2k
|e|ηbc

[
Γµλµ

(
eµce

λ
a − eµaeλc

)
+ ∂λe

λ
a)e

µ
c + (∂λe

µ
c)e

λ
a − (∂λe

µ
a)e

λ
c − (∂λe

λ
c)e

µ
a

]
Las ecuaciones de Euler resultantes son:

eνae
γ
cη
cfωγ

b
f + eνde

µ
cη
cbων

d
a − eνaeµcηcfωνda − eµdeγcηbcωγda =

ηbc
[
Γµλµ

(
eµce

λ
a − eµaeλc

)
+ (∂λe

λ
a)e

µ
c + (∂λe

µ
c)e

λ
a − (∂λe

µ
a)e

λ
c − (∂λe

λ
c)e

µ
a

]
Puesto que µ, a, b son los tres únicos ı́ndices que no debeŕıan contráıdos, comprobarlo es una
buena forma de comprobar la validez de las expresiones obtenidas. el siguiente paso es notar
como, salvo dos términos ηcb es un factor común. Sin embargo, estos dos términos puede
reinterpretarse utilizando un par de condiciones:

Compatibilidad de la métrica:

0 = Dλ(gµν) = Dλ(eaµe
b
νηab) = Dλ(eaµe

b
ν)ηab + eaµe

b
νDλ(ηab)

Postulado de los Vielbein (PV)

Dλ(eµa) = 0

y como

Dλ(Id) = Dλ(eµae
a
µ) = Dλ(eµa)e

a
µ + eµaDλ(eaµ) = 0
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se tiene:
Dλ(eaµ) = 0

Además,
0 = Dλ(eµa) = ∂λe

µ
a + Γµλνe

ν
a − ωλbaeµb

y finalmente se obtiene,

Γµλν = eaν

(
−∂λeµa + ωλ

b
ae
µ
b

)
Utilizando los resultados del item anterior:

0 = Dλ(ηab) = −ωλcaηcb − ωλcbηac + ∂ληab = 0

Y como ηab es una constante, se deduce:

ωλba = −ωλab

Equivalentemente,
ωλ

ba = −ωλab

Adicionalmente,
ωµ

c
c = ωµabη

ab = −ωµbaηba = −ωµabηab

donde simplemente se han renombrado los ı́ndices a y b en la última igualdad. Como
consecuencia:

ωµabη
ab = ωµ

c
c = 0

Con estas condiciones, los términos sin ηcb se pueden expresar en función de la misma:

eµae
γ
cη
cfωγ

b
f = eµae

γ
cωγ

bc = −eµaeγcωγcb = −eµaeγdωγdcη
bc

eνae
µ
cη
cfων

b
f = eνae

µ
cωnu

bc = −eνaeµcωνcb = −eνaeµdωνdcηbc

En este punto, las ecuaciones de Euler resultan ser:

−eµaeγdωγdcη
bc + eνde

µ
cη
cbων

d
a + eνae

µ
dων

d
cη
bc − eµdeγcηbcωγda =

ηbc
[
Γµλµ

(
eµce

λ
a − eµaeλc

)
+ (∂λe

λ
a)e

µ
c + (∂λe

µ
c)e

λ
a − (∂λe

µ
a)e

λ
c − (∂λe

λ
c)e

µ
a

]
Esta expresión se puede simplificar notablemente en términos de la conexión. Reagrupando:

1. −(∂λe
λ
c)e

µ
aη
cb + eνde

µ
aων

d
cη
cb = eµaη

cb
(
∂λe

λ
c − eλdωλdc

)
= eµaη

cb
(
eνcΓ

λ
λν

)
2. −(∂λe

µ
a)e

λ
cη
cb + eνce

µ
dων

d
aη
cb = eλcη

cb
(
−∂λeµa + eµdωλ

d
a

)
= eλcη

cb
(
eνaΓ

µ
λν

)
3. (∂λe

µ
c)e

λ
aη
cb − eµdeγaωγdcη

cb = eλaη
cb
(
∂λe

µ
c − eµdωλdc

)
= eλaη

cb
(
−eνcΓµλν

)
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4. (∂λe
λ
a)e

µ
cη
cb − eµceγdωγdaη

cb = eµcη
cb
(
∂λe

λ
ae
λ
dωλ

d
a

)
= eµcη

cb
(
−eνaΓλλν

)
Usando el tensor de torsión (Tµλν = Γµλν − Γµνλ), y renombrando los ı́ndices contráıdos, se
llega a la expresión final:

0 = ηbc
[
eµce

ν
a (Γτντ − Γττν) + eνce

λ
a

(
Γµλν − Γµνλ

)
− eµaeνc (Γτντ − Γττν)

]
=

ηbc
[
eµce

ν
aT

τ
ντ + eνce

λ
aT

µ
λν − e

µ
ae
ν
cT

τ
ντ

]
Y como ηbc es una constante:

0 = eµce
ν
aT

τ
ντ + eνce

λ
aT

µ
λν − e

µ
ae
ν
cT

τ
ντ

Análogamente a lo que se hizo en el caṕıtulo de gravedad de Einstein-Cartan, considerando
la presencia de campos de materia se obtiene la ecuación de campo asociada a la conexión
de esṕın:

ηbc
[
eµce

ν
aT

τ
ντ + eνce

λ
aT

µ
λν − e

µ
ae
ν
cT

τ
ντ

]
= −κsµab (D.1)

definiendo como tensor de esṕın,

sµa
b =

2√
|g|
∂(
√
|g|Lmat(χ, e, ω))

∂ωµab
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