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Resumen

Se ha realizado una generalizacién de la Relatividad General, en la cual se levanta la
restriccién de nulidad sobre la torsién. Esto resulta en la introduccién de una segunda
ecuaciéon de campo que, en analogia con la ecuacién de campo obtenida en Relatividad
General, liga un objeto geométrico con otro fisico. Si en Relatividad General se tenia
curvatura y energia-momento, ahora se le anade una segunda ecuacién que liga torsién con
espin. Esto se hace desde las coordenadas de la variedad y desde el espacio tangente, donde
recibe el nombre de teleparalelismo. Una vez obtenidas las ecuaciones de campo, se calcula
un nuevo tensor de Einstein que tenga en cuenta que la conexién ya no es simétrica, y
utilizando la nueva ecuacién de campo se expresa el mismo en funcién del espin. A partir de
aqui, resolver dentro del marco cosmoldgico teniendo en cuenta el nuevo tensor de Einstein.
La contribucién de la torsién servira para explicar dos problemas cosmoldgicos tradicionales,
la planitud y el horizonte, sin necesidad de teorias inflacionarias.

Palabras clave: Relatividad General, gravedad, Einstein-Cartan, cosmologia, teleparalelismo.

Abstract

A generalization of General Relativity has been made, in which the nullity restriction on
torsion is lifted. This results in the introduction of a second field equation that, in analogy
with the field equation obtained in General Relativity, links a geometric object with a
physical one. If in General Relativity curvature and energy-momentum were linked by a field
equation, now a second equation is added that links torsion with spin. This is done from
the coordinates of the manifold and from the tangent space, where the theory is known as
teleparallelism. Once the field equations are obtained, a new Einstein tensor is calculated
that takes into account that the connection is no longer symmetric, and using the new field
equation it is expressed as a function of spin. From here, solve within the cosmological
framework taking into account the new Einstein tensor. The contribution of torsion will
serve to explain two traditional cosmological problems, flatness and horizon, without the
need for inflationary theories.

Keywords: General Relativity, gravity, Einstein-Cartan, cosmology, teleparalelism.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Gravedad modificada: Einstein-Cartan. Motivacion.

En la descripcién que la fisica moderna plantea para las interacciones fundamentales,
existen dos aproximaciones conceptuales esencialmente diferentes. Por un lado, la gravedad,
encuentra su descripcién mas acertada en el marco de la relatividad general, donde su efecto
es formulado en términos de la geometria del propio espacio-tiempo. Por otro lado, las
interacciones electromagnética, débil y fuerte, se describen en el marco de la teoria cudntica
de campos, donde cada una de ellas se corresponde con términos en el lagrangiano del modelo
estandar, resultantes de la invarianza que presenta el mismo bajo la accién de distintos
grupos gauge.

Por ser acercamientos conceptuales diferentes, coexisten en el sentido de que la teorfa cuantica
de campos se desarrolla en un espacio con una geometria, la plana, es decir, de curvatura
nula, conocido como espacio de Minkowsky.

En esta tesitura, las razones para realizar modificaciones a la Relatividad General cobran
sentido. El objetivo natural de la fisica tedrica fundamental es el de alcanzar una teoria
unificada, capaz de explicar con exactitud cada una de la interacciones elementales. Por
tanto, la actual brecha entre la teorfa gravitatoria y la cudntica de campos serfa motivacion
suficiente como para realizar modificaciones en la forma que tenemos de describir nuestro
universo.

Ahora bien, en la realizacién de estas modificaciones, se pueden intentar expresar todas
las interacciones desde el punto de vista de cada uno de los acercamientos. Es decir, se
puede intentar expresar la gravedad como teoria cudntica de campos; o bien el resto de
interacciones en términos geométricos. De esta forma, se obtendria una teoria general capaz
de explicar todas las interacciones bajo el mismo marco, y se solventaria la anteriormente
mencionada brecha conceptual. Por supuesto, también existe la posibilidad de que ninguno
de los dos planteamientos sea el adecuado para una teoria unificada; o que la gravedad y
el resto de interacciones fundamentales sean cosas esencialmente diferentes y no se puedan
describir dentro del mismo marco conceptual.

El objetivo de este trabajo es, sin embargo, mds modesto. Se va a generalizar la teoria de la
Relatividad General, anulando una de sus restricciones, pero sin salirse del marco geométrico.
Este planteamiento va a permitir asociar un parametro propio de la materia, y de la teoria
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cuantica de campos, el espin, con un parametro propio de la descripcién geométrica de la
gravedad, la torsién.

La gravedad de Einstein-Cartan, con su version desde el espacio tangente, conocida como
teleparalelismo, forma parte de las teorias de gravedad modificada, donde también se
encuentran las teorfas f(R) y las deformaciones del teleparalelismo f(T).[1]

El lector podria preguntarse en consecuencia cudl es la motivacién de esta teoria de gravedad
modificada, si es incapaz de solventar la dicotomia existente entre ambos modelos. La
correspondiente respuesta viene dada por el hecho de que, adicionalmente, existen razones de
origen experimental, mediciones que el modelo cosmolégico actual no puede o sabe predecir.
Aunque se estudian soluciones dentro del marco relativista general cldsico, hay quienes
apuntan que el problema esta en las propias raices de la teoria, y que una revision a la teoria
gravitatoria original es necesaria.

Este trabajo no se centra en aportar nuevos calculos o cambios conceptuales en la teoria. Mas
modestamente, se reproducen los calculos que la fundamentan en la medida de lo posible, y
se intenta hacer una sintesis de la informacién disponible que sea auto-explicativa. Con ello
se pretende que el lector no familiarizado con esta rama de la fisica pueda leer este trabajo y
entender en que consiste la gravedad de Einstein-Cartan.

1.2 Organizacion del trabajo

El trabajo estd estructurado en cinco capitulos principales, ademas de la presente introduccion
y las conclusiones finales.

El Capitulo 2 se dedica a introducir los elementos matemaéticos basicos para establecer una
teoria geométrica del espaciotiempo. Se habla de variedades diferenciables, métrica, conexidn,
curvatura y torsiéon entre otros.

El Capitulo 3 esta dedicado a la Relatividad General, pues se ha estimado que su compresion
facilita enormemente la comprensién de lo que se hace en una teoria como en la Einstein-
Cartan. Se deriva una ecuacion que liga un elemento geométrico, la curvatura, con un
elemento fisico, la presencia de materia.

En el Capitulo 4 se introduce la gravedad de Einstein-Cartan. Se toma como punto de
partida el momento en el que esta teoria se separa de la Relatividad General: en la condicion
de torsion nula. Después, se derivan las ecuaciones de campo, obteniendo una ecuacion
adicional a la de Relatividad General que ligara justificadamente un elemento geométrico, la
conexion, con un elemento fisico, el espin. Se intenta obtener razonadamente un tensor de
Einstein que acople curvatura y torsion utilizando las dos ecuaciones de campo obtenidas.
Por la extension del trabajo, los calculos correspondientes al final de esta seccidn, cuando se
calcula el andlogo al tensor de Belifante-Rosenfeld, no se han podido reproducir y se han
obtenido de bibliografia.

En el Capitulo 5 se introduce el concepto de Cosmologia como marco aproximativo para
resolver las ecuaciones de Campo, tanto en el caso de Relatividad General, como en el caso
de gravedad de Einstein-Cartan. Se deduce la métrica resultante de estas aproximaciones
pero la obtencién de las Ecuaciones de Friedman y la expresion de la expresién del fluido de
espin se toman de la bibliografia.
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En el Capitulo 6 se repite el proceso realizado en el Capitulo 3 pero desde el espacio tangente,
reproduciendo asi el intento que hizo en su dia Einstein de unificacién, conocido como
teleparalelismo. Se introduce la matematica de las tétradas o Vielbein, y se justifica su uso
planteando la ecuacién para un campo material particular en espacios curvos: el campo de
Dirac.

Por dltimo, en el Capitulo 7, conclusiones, se sintetiza lo aprendido en este trabajo, y se
plantean lineas de trabajo futuro.






Capitulo 2

Variedades Diferenciables

2.1 Del Principio de Equivalencia y el uso de Variedades diferencia-
bles en Relatividad General

Es normal en este tipo de trabajos empezar por introducir una carga notable de geometria
diferencial, lo cual tiene sentido, dado que es en este lenguaje en el que se formula la
Relatividad General. A partir de esta formulacion, se llega a resultados profundos y que
sin una casuistica como la introducida serian notablemente dificiles de obtener. A veces,
la herramienta matematica proporciona resultados tedricos, a los que se puede dar una
interpretacion fisica, que de otro modo, y tan solo en base a la intuicién, serian imposibles de
alcanzar. Sin embargo, resulta interesante que, en los grandes saltos conceptuales de la fisica,
se parta originalmente de una idea, un principio fisico segun el que se debe comportar nuestro
universo, y luego se busque la herramienta matematica adecuada, la cual nos permitird hacer
avances tedricos importantes.

Este es el caso de Einstein y su vision de la Relatividad General. Dos anos después de la
formulacién de la Relatividad Especial, en 1905, Einstein se dio cuenta de la incompatibilidad
entre la misma y la teoria gravitacional de Newton. Existen varias formas de ver esto. Segin
Newton, la aceleracién de una particula en un campo gravitatorio esta relacionada con el
potencial de la fuerza gravitatoria de la siguiente manera:

d°z

El potencial, a su vez, esta relacionado con la densidad de materia, p,,, a través de la
ecuacion de Poisson:
AP =4A1GNpm (2.2)

donde Gy es la constante de Newton. Hay varias formas de ver como esta descripcién
de la gravedad no es compatible con la relatividad especial, al menos para el caso de
campos gravitatorios dinamicos. Matematicamente, ni 2,1 ni 2,2, transforman bien bajo una
transformacién de Lorentz, luego la gravedad newtoniana no es invariante bajo el grupo de
Lorentz. Solo hay que fijarse en que 2,1 depende de la aceleracién, y esta a su vez del tiempo.
Para Newton solo existia un tiempo absoluto, pero segiin la Relatividad Especial el tiempo
varia con cada observador. Se podria solventar esto derivando con respecto al tiempo propio e
intentando convertir 2,1 en una ecuacién covariante, pero aun haciendo esto, 2,2 presentaria
un problema adicional, el laplaciano A® no es un operador invariante (necesitariamos el
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d’lambertiano [0®). De una forma un tanto més fisica, podemos argumentar que como en 2,2
el potencial gravitatorio @ esta relacionado con la distribuciéon de materia pjps en el universo,
si un observador cambia la distribuciéon de materia en algtin punto de este, el cambio en el
potencial gravitatorio se nota inmediatamente en todos los puntos del universo. Esto sugiere
una velocidad de interaccion superior a la de la luz, lo cual es incompatible con la relatividad
especial.

De manera que Einstein se enfrenta al problema de encontrar una teoria gravitacional
compatible con la relatividad especial y cuyo caso estatico coincida con la de Newton. Es
aqui cuando cae en la cuenta de la idea clave de la Relatividad General: el Principio de
Equivalencia. Para ilustrarlo, se suele utilizar el ejemplo de los ascensores.

Se imagina un observador en el interior de un ascensor. Este se pregunta cudl es el movimiento
del mismo. Para ello, se quita un zapato y lo sostiene en su mano. Lo suelta. El observador
deduce que si el zapato se mueve en alguna direccion, el ascensor estara siendo acelerado en
la misma por acciéon de alguna fuerza. Sin embargo, si no se mueve, el ascensor constituye
un sistema inercial. Clasicamente, esto ultimo se traduce en que, o bien el ascensor esta
quieto, o bien se mueve a una velocidad constante. No obstante, el gran acierto de Einstein
consiste en darse cuenta precisamente de que hay un tercer caso de sistema inercial: que el
ascensor esté en caida libre por efecto de la gravedad. La gravedad se aplica sobre todo el
espacio y actia con una intensidad independiente a la masa de los objetos, por lo que, si el
observador se quita el zapato, también se quedara estatico. Sin embargo, si el observador
sospecha de esta posibilidad, siempre podréa quitarse dos zapatos, ponerlos en dos esquinas
del ascensor, y puesto que la gravedad apunta al centro de la Tierra, si espera lo suficiente,
los zapatos acabaran encontrandose en el centro del ascensor, con lo cual el sistema no podria
ser interpretado como inercial. Por tanto, este tercer caso de sistema inercial solo es valido
para secciones del espacio y el tiempo muy pequenas, es decir, solo es valido localmente.

Luego, localmente, los observadores no son capaces de apreciar los efectos de ninguna
fuerza, pero globalmente si. A Einstein le llevo un tiempo dar una interpretacién a esto.
Para entenderla, el ejemplo mas cominmente utilizado en este caso es el de las hormigas.
Imaginense dos hormigas viviendo en la superficie de una esfera muy grande, ignorantes de
la geometria de la misma. Cada una de ellas interpreta el espacio que le rodea como plano.
Situadas en distintas posiciones del ecuador, se ponen de acuerdo en empezar a moverse
paralelamente en la misma direcciéon. Escojan la direccién que escojan, a excepcion de que
una persiga a la otra, debido a la geometria de la esfera siempre van a acabar encontrandose.
Sorprendidas, porque para ellas el movimiento se habia originado paralelamente en el plano,
interpretan que existe una fuerza que las ha unido. De manera analoga, un observador en
caida libre, localmente interpreta que se encuentra en un sistema inercial, moviéndose en
linea recta a velocidad constante. Y en cierto modo lo hace, solo que a través de un espacio
curvo, por lo que globalmente interpreta estar sometido a alguna fuerza. A este tipo de
fuerzas, se les denomina fuerzas ficticias.

Si se considera el movimiento de una particula por efecto de la gravedad de algin cuerpo, se
tendra el equivalente a un movimiento rectilineo, pero en un espacio que resulta curvo por
considerar a la gravedad como una fuerza ficticia. Se consigue asi una relacién entre materia
y geometria que se suele describir en los siguientes términos: “la materia le dice al espacio
como curvarse, y el espacio le dice a la materia como moverse”.

La herramienta matematica que se adapta a esta visién del espacio, globalmente curvo y
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localmente plano, es la variedad diferenciable, y toda la casuistica de geometria diferencial
asociada a ella.

2.2 Variedades diferenciables

Es normal en un curso de Relatividad General, introducir conceptos de geometria diferencial
como n-formas, derivada exterior y derivada de Lie como motivacién a la introduccién de la
derivada covariante, productos wedge, desviacién de geodésicas etc. Es también normal, en
un curso de Variedades Diferenciables, introducir todos los conceptos que se van a abordar
a continuacién de una forma mas abstracta y detallada, sin apenas recurrir a la notacion
coordenada (de indices) que se va a utilizar a lo largo del presente trabajo.

Aqui, por la extensiéon del trabajo, y por coherencia contextual, se omitirdan algunos de los
resultado basicos a los cuales se llega tanto en cursos de Relatividad General, como en cursos
de Variedades Diferenciables. No obstante, se buscard la completitud del trabajo.

2.2.1. Variedades

Una variedad diferenciable M de dimensién D es un espacio topolégico Hausdorff que cumple
el IT axioma de numerabilidad y que localmente tiene la estructura de RP.

Por su estructura de RP local se tiene que para cada punto p € M se puede encontrar un
entorno abierto U tal que p € U y un homeomorfismo ¢ : U — A entre U y un abierto
A C RP. Se le llama carta alrededor de p a cada para (U, ¢).

Se les llama funciones coordenadas asociadas a la carta, a las aplicaciones z* : U — R tales
que ¢(q) = (z'(q),2%(q), .-, z”(q)), con g € U.

Se le llama atlas a un conjunto de cartas cuyos abiertos recubren toda la variedad.

Sean (U,p) y (V,2)) dos cartas tales que p € U y p € V. El cambio de carta es una funcién
entre espacios euclideos de la forma:

Yopt: oUNV)CRP -yUNV)cRP (2.3)

Se le llama estructura diferenciable a un atlas cuyos cambios de carta son funciones C°°.

Se le llama wvariedad diferenciable a una variedad dotada de una estructura diferenciable.

2.2.2. [Espacios tangente y cotangente

Se consideran una variedad diferenciable M de dimensién D, un punto p en la misma y
una carta (U, = (z#)) alrededor de p. Se dice que f : M — R es una funcion diferenciable
sobre M si foe™!:RP — R es diferenciable.

Es posible extender el concepto de derivada, presente en R”, a la variedad a través de las

cartas:
o w1
27 )= 222 (o) (2.4
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donde z* son las coordenadas elegidas en RP.

En cada punto p de la variedad se puede construir, considerando los operadores

c“)axﬂ :C®(M) = C®(M)
f ;;‘c};, (2.5)

uno por coordenada, un espacio vectorial con base %\p:
T,M := span {a%h, tu=1,...,D} (2.6)

A este espacio se le denomina espacio tangente en p, y es un espacio isomorfo a RP.

Aunque se puede definir de manera més formal, en este trabajo basta con interpretar al
fibrado tangente como la unién de los espacios tangentes de la variedad:

TM:= ] T,M (2.7)
pEM

Se tiene entonces que un vector tangente a la variedad es un elemento del fibrado tangente.
Se escribe localmente como:

V(p) = V“(p)au|p (2'8)

Se puede ahora definir, a partir de una relacién de dualidad con los vectores, el concepto de
formas lineales o 1-formas en la variedad. Si se denota a la base dual como {dz*}, entonces
la relacién de dualidad en cada punto p de la variedad se puede expresar como dx#(9,) = d.,.
Es sencillo definir entonces el espacio y el fibrado cotangente como:

T, M := span {dat|,:p=1,..,D}, "M := U oM (2.9)
pEM

Entonces una 1-forma es un elemento del fibrado cotangente que se escribe como:

w(p) = wu(p)da’], (2.10)

2.2.3. Cambios generales de coordenadas y tensores

Una aplicacién entre variedades F es diferenciable si su imagen en R a través de las cartas
es diferenciable. Si F' es ademds un homeomorfismo y su inversa es diferenciable, se dice que
F es un difeomorfismo. El conjunto de difeomorfimos de una variedad M sobre si misma se
conoce como Dif f(M) y junto con la operacién de composicién de aplicaciones diferenciales,
adquiere la estructura de un grupo de Lie de dimensién infinita. Su algebra de Lie esta
generada por los cambios generales de coordinadas infinitesimales.
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Especialmente interesante es el hecho de que los elementos de Dif f(M), se pueden interpretar
de forma pasiva (que no mueven puntos), con lo que serfan cambios generales de coordenadas

xt — y* (CGC).

No es casualidad que antes de la nocién de tensor se hayan introducido los espacios tangente
y cotangente, puesto que esta se va a basar en que los CGC afectan de distinta forma a los
elementos de cada uno.

Localmente un vector se expresa como 2.8. La forma en la que transforma un vector con un
CGC a* — y@, recibe el nombre de contravarianza:

8 «
Ve = B—Q‘ZMV“ . La base transforma como: Oq = —0 (2.11)

Andlogamente, una 1-forma localmente se escribe como 2.10 y a la manera en la que cambia
ante un CGC se la denomina covarianza:

oxH

8 (e}
8—yaw“ , vy su base: dy® = Y ggr (2.12)

Wa =

Se pueden construir campos vectoriales y covectoriales asociando a cada punto sobre la
variedad vectores y 1-formas. Adicionalmente, utilizando la operacién del producto tensorial
y haciendo combinaciones lineales entre los elementos de las bases tangente y cotangente,
pueden construirse fibrados tensoriales T(") M. Con esto ya podemos definir tensores
formalmente:

Un tensor de tipo (r,s) (r-contravariante s-covariante) es una aplicacién T : M — T M,
que se expresa localmente como T = TH#H2Hr )\, Oy @ ... ® Oy, @ dz"' @ ... @ dz"* y
transforma ante CGC como:

8ya1 8yo¢r aylll 8yl’s Lt i
B1B2..0s — o T gur 9B T 9bs T ViV, Vs

TX102..Qr

(2.13)

La nocién de tensor generaliza la nocién de vectores, formas y escalares (estos ultimos
invariantes ante CGC):

TOOM =TM, TEWOM=TM, TOIM=C%M) (2.14)

Hasta ahora, se han introducido las variedades de forma topoldgica, y a través de las cartas,
ha sido posible introducir en la teorfa algunas de las nociones del andlisis en R? sobre ellas.
Pero con lo introducido hasta ahora, no se puede atin hablar de geometria en las variedades.
Para poder hacer esto, vamos a necesitar dos elementos fundamentales en la teoria: la métrica
y la conexion. El primero generaliza la nocién de producto escalar en espacios euclideos a la
variedad, mientras que el segundo solventa la ambigiiedad en el transporte paralelo para la
comparacién de vectores en espacios curvos, o mejor dicho, define un transporte paralelo
sobre la variedad.
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2.2.4. Meétrica

La métrica es un tensor 2-covariante, forma bilineal, simétrico y no degenerado sobre una
variedad. Como se ha mencionado anteriormente, es una de las herramientas que permiten
la introduccién de una geometria en la variedad. De alguna forma, generaliza el concepto de
producto escalar en espacios euclideos, definiéndose para la base como las correspondientes
componentes de la métrica en ella:

Juv = g(aua au) = a,u -0y (2.15)

Esta interpretacién de la métrica como producto escalar, permite decir que la métrica induce
una estructura de espacio normado con norma:

VI = Vvl = lgu Vv (2.16)

Sin embargo, la propiedad mas 1til de la métrica, quizds no sea su naturaleza como generali-
zacion del producto escalar. Por el teorema de Riesz-Frechét, la métrica permite establecer
un isomorfismo natural (independiente de la base), entre el espacio tangente T»M y el
cotangente 7y M. En mateméticas este isomorfismo se expresa con las aplicaciones bemol
y sostenido, pero en fisica, donde se trabaja siempre en base coordenada, se reduce que la
métrica permite “subir y bajar indices”. De esta manera cada vector V* tiene una forma
asociada univocamente V,, = g, V#, y viceversa.

Generalizando, cualquier elemento de una fibra tensorial TZST’S) de orden (nimero de indices)
r+ s, esta relacionado con elementos de otras fibras de igual orden. Por ejemplo, si se toma la
igualdad 7},,, = gAuT)‘Vp, Tiwp y T’\Vp son distintos, viven en distintos espacios, pero estan
relacionados de forma univoca a través de la métrica. Se elegird uno u otro por conveniencia
en los calculos.

rm u ribir un tensor u = u neraliz nocién
De esta forma, se puede escrib tensor gt tal que g"”g,, dh que generaliza la nocié
de producto escalar a 1-formas. Por su relacién con la métrica a g"” se le conoce como
métrica inversa.

Al par (M, g), es decir a una variedad diferenciable equipada con una métrica, se le denomina
variedad riemanniana si la métrica es definida positiva, y variedad pseudoriemanniana si la
métrica no es definida positiva.

En general, a lo largo de la teoria se pueden encontrar diferentes criterios de signo y notacién
para algunos de los conceptos que se van a introducir. Por ejemplo, en este trabajo se
considera que los vectores temporales son aquellos en los que g, V#V" > 0, los espaciales
en los que g, V#V?” < 0, y luminosos aquellos correspondientes a norma nula. En cada
espacio tangente a la variedad, se puede tomar una base ortonormal compuesta por vectores
temporales y espaciales, siendo el indice el nimero de vectores temporales. Si el indice de la
variedad es 1, la variedad se denomina wvariedad lorentziana.

Se define al espaciotiempo como una variedad diferenciable lorentziana, que ademés es
conexa y orientable temporalmente, L = RP~!. Por tanto, en el caso del espaciotiempo,
el convenio de signos para los vectores temporales y espaciales se traduce en que se elige el
convenio (+—) en vez del (-+++), también harto utilizado.
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2.2.5. Conexion afin, derivada covariante y transporte paralelo

Introduciendo la métrica, se ha podido pasar de hablar de variedades de forma topolégica, a
poder hablar de una cierta geometria en las mismas. Sin embargo, ain quedan cabos por
atar para poder generalizar las nociones geométricas propias de los espacios euclideos a estos
espacios.

Existen varias maneras de introducir el siguiente concepto necesario en la teoria: la conexion.
Para un lector familiarizado con el Algebra Lineal, las nociones de espacio afin, espacio
vectorial, espacio director, entre otras, le serdn familiares. Imaginese dos vectores en R? inter-
pretado como espacio afin, cada uno de ellos con origen en distintos puntos. La comparacién
de estos dos vectores se realiza en el espacio vectorial al cual se ha asociado el espacio afin,
donde ambos vectores comparten origen. Si R? es interpretado como variedad diferencial,
el proceso por el cual se comparaban estos dos vectores adquiere cierta complejidad. En
primer lugar, cada uno de estos puntos tendra un espacio tangente asociado, por lo que
en principio no se puede hablar de un espacio vectorial asociado en él que los vectores
compartan origen de forma inmediata. Para realizar esta comparacion entre ambos vectores,
se intenta recrear lo que sucede en el espacio afin, y se mueven los dos vectores al origen
de R?. La forma natural de hacerlo es dotando al espacio de coordenadas cartesianas, y
trasladando ambos vectores paralelamente a los ejes hasta que ambos estén en el origen. Es
importante darse cuenta sin embargo de que en este proceso, tal y como se ha descrito, hay
dos ambigiiedades. En primer lugar, transportar paralelamente es un término que en el plano
descrito en coordenadas cartesianas se asocia de forma natural a mover el vector a lo largo
de las rectas paralelas a cada eje, de forma que el angulo del vector con respecto a la recta
en la que se transporta no varie. Este movimiento de los vectores en coordenadas cartesianas
es sencillo de describir, sin embargo, el mismo movimiento en coordenadas polares resulta
bastante mas complicado. La nocién de paralelo natural a estas coordenadas es distinta a la
de cartesianas. La conexion es un elemento que va a permitir fijar una nocién de paralelismo
de forma inequivoca. Dicho de otra forma, va a “conectar” la geometria local en torno a un
punto, con la geometria local en torno a otro punto. En segundo lugar, incluso eligiendo la
nocion de paralelismo natural en cartesianas, el camino por el cual se puede elegir transportar
a los vectores no es tnico. En este caso, por estar en R?, se escoja el camino que se escoja,
los vectores terminan en la misma posiciéon y “postura” el uno con respecto al otro y con
respecto a la base cartesiana. Se vera que esto es efecto de un parametro definido a partir de
la conexion y que recibira el nombre de curvatura.

En realidad, el concepto de conexién matemaédtica es algo mds abstracto. Arriba, lo que en
realidad se maneja es la conexidn afin, que permite especificar un transporte paralelo en la
variedad. Pero, ;qué es formalmente la conexién afin, y como se relaciona con el trasporte
paralelo?.

Para la explicacién formal, se parte de la necesidad de buscar una pseudo-derivada parcial
de un vector que varie como un tensor ante CGC. Y es que la derivada parcial de un vector
0,V" no transforma como un tensor (1,1) (solo transforma correctamente, como vector,
la derivada parcial de un escalar). De hecho, la actual idea de derivada, implica que para
derivar un tensor general en la direccién de x* se tiene:

lim Tulu}“'urmuz...us (Q) — THIMQ.”MTVlVQ...I/S (p)

dxP—0 oxP ’
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ecuacién sin ningun tipo de sentido, pues la propia definicién lleva implicita la comparacion
entre dos tensores viviendo en dos espacios diferentes (T#1H2-#r, , , se evalia en dos
puntos distintos). No hay una forma natural de hacer esto, por tanto se necesita una conezion.
Extendiendo lo que les pasa a vectores y formas, se puede obtener como se comparan los
tensores de cualquier orden.

Sea V* un campo vectorial evaluado en dos puntos p y ¢ de la variedad. La idea es coger
uno de los vectores, por ejemplo V#(p) € T, M y enviarlo a T, M, representando al resultado
como V5 (q):

2.17
dxv—0 oxv ’ ( )

que esta bien definido. La conexién aparece en la definicién de V5, que recibird el nombre
de transporte paralelo (infinitesimal) de V#(p) al punto g¢:

VE(q) = V*(p) — T 02 V*(p) (2.18)

Con esto, la derivada covariante de un vector se define como:

V, V=8,V 4 T8 VP (2.19)

Noétese que aunque el conjunto de la derivada covariante si transforme como un tensor, la
conexion afin por si misma no lo hace.

Andlogamente, la derivada covariante para una 1-forma y un escalar es
vuvu = 8VVM - Flp/”‘/;n vl/f = allf (2‘20)
y extendida a cualquier tensor
vuTﬂlmﬂTpl...ps = al/T'ulm'qul...pS + Fﬁcerom#TpL..ps + ...+ F,'L/L;Tulmopl...ps
=Ly, TH by e — o — F‘,jplT‘“'““Tpl,,_a (2.21)

vp1

W W

Es comtn en bibliograffa utilizar la notacién “;” para derivada covariante, y “,” para derivada
comun. De esta forma la expresion 2.21 resultaria ser:

M1 — THL---H K1 o
T "prepsy = T " p1psv + FVJT " p1..ps

Wy L .. .0 R al [ o R ald 1. b
+...+IT0T props — Lo T "oeps — o — L, T "1

vp1 vp1

Es importante senalar que esta operacién se puede hacer en cualquier direccién, no necesa-
riamente en la de las coordenadas. Sea V' = V¥0,,, entonces

Vv A* = VYV, AV, (2.22)
Ahora ya se esta en una buena posicién para describir formalmente el transporte paralelo,
mencionado en el ejemplo al comienzo de esta seccién, para cualquier variedad.

Sea u* = dx* /do un campo vectorial que da la velocidad de una curva (o) en cada punto.
La derivada covariante de un vector a lo largo de la curva se define como,

u’V,A* (o) =0,

que representa el transporte paralelo a lo largo de ella. Por tanto, como el transporte paralelo
depende de la derivada covariante, y esta su vez de la conexién afin, entonces cada conexion
define una nocién de paralelismo distinta.
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2.2.6. Curvatura y torsion

Antes se mencioné que en el transporte paralelo de los vectores en R?, existia una segunda
ambigiiedad que dependia de los caminos elegidos, pero que dada las caracteristicas del
espacio, no repercutia en el resultado final del transporte. Sin embargo, si en vez de R?, se
considera la esfera S2, la eleccién de caminos va a resultar en dos situaciones distintas. Esto
se puede apreciar, en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Ambigliedad en espacios curvos

Sin entrar en detalles, la esfera es una variedad diferenciable (es “suave” y se puede definir
un plano tangente de base las derivadas direccionales en cada punto). Se pueden entonces
considerar un vector viviendo en el plano tangente al “polo Norte” de la esfera, y otro
viviendo en el plano tangente al “polo Sur”. Si se quieren comparar ambos vectores, se deben
transportar hasta que ambos compartan el mismo origen. Sin embargo, al contrario que en
el plano, eligiendo un transporte paralelo, el resultado es distinto en funcién del camino
elegido. En 2.1 se escoge un transporte paralelo y se transporta el vector desde polo Norte
hasta el polo Sur a través de dos meridianos distintos. Como se puede apreciar el resultado
es, obviamente, distinto.

Para el lector, observador externo a la esfera, esta aparece inmersa en un espacio euclideo
superior, el tridimensional donde es imaginada. Externamente es facil determinar que la
esfera se diferencia del plano en que este tltimo es, precisamente “plano”, mientras que la
esfera es “claramente curva”. En ultima instancia, este hecho hace que exista la mencionada
ambigiiedad en el transporte paralelo. Sin embargo, esta idea vaga y extrinseca de curvatura
necesita formalizarse y pasar a tener una naturaleza intrinseca a la variedad, de manera que
a esta iltima no sea necesario inmergirla en un espacio de dimensién superior. Pero la idea
cualitativa a definir formalmente tiene que ver con la reflexién del mencionado ejemplo. Se
dice que una variedad es curva st el transporte paralelo de un vector a través de una curva
cerrada resulta en un vector diferente al volver en el punto de salida.

Formalmente, se considera el transporte paralelo de un vector alrededor de un paralelogramo
infinitesimal cuyos lados consisten en los vectores dz* y dx¥, que representan desplazamientos
infinitesimales en las direcciones z* y ¥ respectivamente. En particular, se considera el
vector V. Se traslada primero a lo largo de dz* y luego a lo largo de dz”, y luego se
traslada al revés, primero a lo largo de dz” y luego a lo largo de dz*. Es decir, se calcula el
conmutador de las derivadas covariantes [V, V,]. Para un tensor general HPPry \ se
tiene

[Vﬂ’ VV]HPL.-PT)\L“/\S — R,U,I/O'leU“.pr)\l.../\S + ...+ R,uVO‘pTlema)\l...)\s _
R;w)\lnglmpTU...ks - = RMV)\SUHPL..M)\IMU _ TJ/WVUHfi::,K: (2‘23)
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donde se han introducido dos conceptos:

= El tensor de torsion, que representa la antisimetria de la conexién en sus indices
inferiores.
T =17, —1%,. (2.24)
Es importante destacar que, aunque las conexiones no sean tensores, si que lo es la
diferencia entre ellas. La interpretacion grafica que se le suele dar a la torsion es que
“abre” los cuadrilateros infinitesimales.

Vale la pena mencionar algo sobre el ejemplo de la Figura 2.1. Se ha mostrado un
transporte paralelo a través de dos meridianos de la esfera que a primera vista parece
bastante natural. Esta naturalidad es precisamente la que da el hecho de que el
transporte paralelo representado, se corresponda con una conexién de torsiéon nula.

» El tensor de curvatura de Riemann. Un tensor de tipo (1,3) definido como
Ru,,)\p = 8HFPZ,A — 8VFP#,\ -+ F'D“UPU,})\ — FPVUFU“)\ (2.25)

que contiene toda la informacién de la curvatura de la variedad. Es sencillo observar la
antisimetria en sus dos primeros indices e importante darse cuenta de que si el espacio
es plano, R,,»\” = 0 sin depender de las coordenadas escogidas (puesto que {0} es
invariante en el espacio vectorial ante cambios de base).

Es importante notar que una vez definidos tensores con simetrias y antisimetrias en algunos
de sus indices, el orden en el que se presentan los indices cobra importancia. Por ejemplo, si
se considera el tensor de torsién 17, definido en 2.24, los dos indices a la derecha son los que
presentan la antisimetria. La ambigiiedad viene cuando se suben y bajan indices. Por ejemplo,
si se presenta el tensor de torsién 7,,” _, en base a la antisimetria del tensor 17, se podria
interpretar erréneamente que los dos fndices inferiores de 7),”  son los antisimétricos, o que lo
importante son los nombres de los indices y que los dos indices antisimétricos son p y v, pero
la antismetria, de existir, estd en los dos indices de la derecha (v y o) en este caso. Esta an-
tisimetria, ademas, solo se puede asegurar si ambos indices estan en el mismo espacio, arriba
o abajo. En el caso de que uno esté arriba y otro abajo el tensor no siempre serd antisimétrico.

A partir del tensor de Riemann se pueden obtener 3 tensores independientes y 2-covariantes.

RY,\ =Rk, R® =00 g™Rupn® =Ry, RP, =R, (2.26)

Estos tensores puede ser nulos incluso si la variedad no es plana.

R(l)u)\ = a;l,l—wu)\ - azlr'u,u)\ + F#uarou)\ - IWVUFU;L)\ (227)
R(2)uu = gaugkﬁ(auraﬁz\ - 8ﬂrapA + Fauargﬁ)\ - Faﬁorouk) (228)
R® =9, — 9,1, (Antisimétrico) (2.29)

R ux Se conoce como el tensor de Ricci y se escribird R\ por comodidad. Las contracciones
escalares de estos tensores son:

¢ RM ,\ = —g" R, R®) =, (2.30)
de entre las cuales la tinica no trivial e independiente, R, se conoce como escalar de Ricci

o escalar de curvatura. Estas relaciones no son triviales y son solamente posibles por la
compatibilidad de la métrica.

R=g"RW \ = ¢" (9, T",» — 9,TF 5 +TH ;17,5 — TH,,T7 1) (2.31)



Capitulo 3

Relatividad General

3.1 Relatividad General

Una vez introducida la geometria diferencial bésica se procede a plantear una descripcién
del espaciotiempo con ella. La primer descripcion que se va a abordar en este trabajo es la
de la Relatividad General, que ayudard a comprender la gravedad de Einstein-Cartan que se
introduce en el capitulo siguiente 4.

3.1.1. Conexion de Levi-Civita

Por la tltima seccién del capitulo anterior, 2, queda explicado que es el conjunto de la
variedad diferenciable, con una métrica y una conexion afin, el que permite hacer geometria
en la variedad. Se considera, pues, una variedad lorentziana afinmente conectada (M, g,T").
Ahora bien, en su concepcién del universo, Einstein decidié asumir las condiciones sobre la
conexién mas usuales en la geometria diferencial de su tiempo:

1. Compatibilidad de la métrica: El médulo y los dngulos no cambian al transportar de
forma paralela los vectores, de manera que:

Vg™’ =0

Se dice que una conexién es una conexion métrica si su derivada covariante cumple
la anterior condicién. A una variedad (teoria), cuya conexién es compatible con la
métrica se la llama variedad (teoria) de Einstein-Cartan.

2. Torsion nula.
A A A
T puy = r uy r v = 0

Es este el punto donde el presente trabajo se desvia de la Relatividad General. A priori,
parece no haber una razén fisica justificada para anular la torsién.

Matemaédticamente, la unién entre la compatibilidad de la métrica y la nulidad en la torsion,
dan como resultado una conexién simétrica dependiente de la métrica, conocida como

15
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conexion de Levi-Civita, la cudl tiene una serie de propiedades que simplifican enormemente
los calculos. Es probablemente esta simplicidad la que motiva la eleccién de variedades
lorentzianas afinmente conectadas que respeten estas dos condiciones. Dicho de otra forma, el
espaciotiempo, en Relatividad General, es una variedad diferenciable lorentziana afinmente
conectada por la conexion de Levi-Civita.

Pero, jcudl es la expresion analitica para esta conexion, completamente determinada por la
métrica?

En primer lugar se expresan las distintas derivadas covariantes que se pueden calcular de la
métrica (respetando la condicién de compatibilidad).

0= Juv;h = Guv ) — Pa)\,ugow - Fa)\ugcm
0= Jurv = Gurv — FOél/,u‘gcw\ - Fal/)\gau
0= Guiu = Guapu — Fa;w.ga/\ - Fau)\gaz/

Ahora la idea es combinar estas expresiones de manera que sea posible despejar uno de
los términos de la conexién. Es sencillo ver que eligiendo una torsiéon nula, la combinacién
necesaria es la suma de dos de ellas y la resta de la otra.

0= Guv,\ + Gurv — Guiu — Fa)\p,gau - Fa)xuga,u - Falluga)\ - Fal/)\ga,u + Fa,ul/ga)\ + Fap)\gou/

Teniendo en cuenta que, T, =1, —1'7,,, se tiene:
0= Juvx T Gury — Guap — Fa)\,ugoa/ - Fakugau - Fauuga)\ - (Tau)\ + Fa)\u)gau

+(Ta;4u + Falju)ga}\ + (Ta,u/\ + Fa)\,u)gau

=G T Gury — Gurp T+ Tau)\goa/ + Ta;wga/\ + (Ta)\u - 2Fa)\1/)ga,u

Por la segunda condicién para la conexién de Levi-Civita, la torsion es nula:

0= guvr+ Gury — Gorp — QFaAugau

Y despejando el término para la conexion, se obtiene la férmula analitica para la conexion

de Levi-Civita: )

e, = Egau(g,uu)\ + Gury — gy)\,,u)

Para la conexion de Levi-Civita, los I'“), reciben también el nombre de simbolos de Christoffel.

3.1.2. Propiedades de la conexion de Levi-Civita

En primer lugar, la compatibilidad de la métrica implica que el producto escalar de dos
vectores trasportados paralelamente a lo largo de un curva es invariante a lo largo de la
misma.

utV (VW) = gtV (VAWY) = gr,ubV ,VAWY 4 gy, VAHV WY = 040 = 0,
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Adicionalmente, la compatibilidad de la métrica implica que la derivada covariante conmuta
con subir y bajar indices:

7 vy _
GV pS" =V (g S*) =V, 5",
Esto no es cierto para derivadas covariantes con conexiones no compatibles con la métrica.

Pero quizas las propiedades mas importantes de la conexién de Levi-Civita sean las simetrias
que induce en el tensor de curvatura y sus contracciones:

1. Para cualquier conexiéon métrica se tiene que R,,,0 = —R,,p\, pero con Levi-Civita,
adicionalmente se tiene:

R,pr)\ = R,Lw)\p

2. Con Levi-Civita el tensor de Ricci es la tinica contraccion independiente del tensor de
Riemann y ademds R,, = R,,.

3.1.3. Principio de minima accién

Con el Principio de Equivalencia, se justificaba al inicio de este capitulo el uso de las
variedades diferenciables en Relatividad General. Es decir, se describe un principio fisico,
filoséfico si se quiere, con el formalismo matemaéatico adecuado. Sin embargo, por si solo,
este principio no es suficiente para la derivacién de toda una teoria. Queda clara cual es
la casuistica matematica donde se deben desarrollar las ecuaciones que definan las leyes e
interacciones fisicas, pero aun es necesaria la derivacién de dichas ecuaciones. Dicho de otra
forma, el principio de Equivalencia justifica la descripcion del espaciotiempo como (M, g,T),
una variedad diferenciable lorentziana de conexion métrica (la nulidad en la torsion es mds
debatible), pero no especifica de qué variedad (M, g,T') se trata. Es decir, para definir esta
variedad, se debieran calcular las estructuras geométricas que la describen: la métrica g y la
conexién I

La obtencion de g y I' se fundamenta en otro principio fisico elemental: el Principio de
Minima Accion. La forma de aprovecharlo serd la misma que en Mecdnica Analitica, la
obtencion de un Lagrangiano de alguna forma dependiente de las variables a calcular y la
implementacién de las ecuaciones de Euler-Lagrange para cada una de ellas.

En general y formalmente, la accion es un funcional que se construye a partir de la den-
sidad lagrangiana L del sistema, que depende de los campos fisicos (conexiones, tensores,
espinores,...) x presentes en el mismo:

Shox] = / £(x. 0x)V/[gld (3.1)

siendo \/|g|d"z el elemento de volumen invariante (g =detg). Es importante sefialar que a
lo sumo hay primeras derivadas en los campos. Imponiendo el principio de minima accién
0S5 =0, y efectuando una variacién de los campos (tal que dx = 0 en el borde del dominio):

0:/5(5\@) dPu
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(e, 1,

ox + 0(0 T

_/ (0 (£v/19])
_ /:W o(«Vi\],. 0

ox g 9(0ux)

donde en la dltima igualdad se ha integrado por partes y se ha utilizado el teorema de la
divergencia. Como esto es cierto para todo dx, se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange:

ss o(£Vlgl o (L9l
(SX:(aX)_aH g@»c)) =0 (3.2)

3.1.4. Accion de Einstein-Hilbert y Accion de Materia

Para cada campo x independiente en el lagrangiano hay una ecuacién Euler-Lagrange. Pero
la pregunta natural que surge de este razonamiento es, jcudl es el lagrangiano de mi sistema
y como se relaciona con la métrica y la conexién? jDependera de algin campo de materia,
que se llamard y por comodidad? ;Que expresién tiene L(x,g,I")?

La idea es encontrar una accién que dependa de dos acciones de distinta naturaleza: por
un lado una accién que describa a la gravedad, y por otro lado otra accién que describa la
distribucién de materia:

S = Sgrcw + Smat

La derivacion de las mismas a partir de un conjunto de ecuaciones de movimiento no es
trivial ni sistemadtica. Tanto para la accién gravitatoria como para la accién material, tiene
sentido suponer que las densidades lagrangianas dependan, por lo menos, de la métrica g
y de la conexién I', y quizds de sus derivadas, aunque no necesariamente. De hecho, los
lagrangianos para los distintos campos de materia, campos escalares, de Mayorama, de Dirac,
etc, en espacios planos son conocidos, de alguna forma deberan generalizarse a espacios
curvos. En cualquier caso, la dependencia de las respectivas acciones con respecto a las
distintas variables, estard acotada por lo que se conoce como el Principio de Minimo Acoplo.

Principio de Minimo Acoplo

El Principio de Minimo Acoplo es un principio filoséfico que viene a decir que la generalizacion
més sencilla es la correcta. Aunque en este trabajo se utilizard para justificar la eleccién de
ambas acciones, gravitatoria y material, se suele utilizar para justificar la generalizacion de
las acciones materiales en espacios planos a espacios curvos. Por eso, las dos formulaciones
clasicas del principio son:

s Formulacion fisica: En un espacio curvo, los campos no-gravitacionales se acoplan
solamente a la métrica y a la conexién, no de sus derivadas. En el caso de la relatividad
general, al trabajar con Levi-Civita, se acoplan solo a la métrica.
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= Formulacion prdctica: Las leyes de la fisica en espacios curvos son las mismas que las
de relatividad especial, donde se sustituyen las derivadas parciales d,, por covariantes
V. y la métrica de Minkowski por una métrica general g,,, .

Vale la pena reflexionar sobre la formulacién fisica del Principio de Minimo Acoplo. La
dependencia de los campos no-gravitatorios con la métrica estd justificada por la naturaleza
dindmica de al menos un término en el lagrangiano, que dependerd necesariamente de un
término cuadratico en la velocidad. Este término cuadratico es, en realidad, un producto
escalar, puesto que la velocidad es una derivada y por tanto, tiene cardcter vectorial (el
lagrangiano es un escalar). En el espacio de la variedad, el objeto geométrico que define
un producto escalar es la métrica, por tanto su presencia es necesaria. Por supuesto, dada
la relacion entre métrica y conexién en relatividad general, no es necesario justificar la
dependencia con la conexién, puesto que no la hay. Sin embargo, es precisamente la linea
de este trabajo mostrar como la presencia de campos de materia de espin no homogéneo
justifica la dependencia de la accién correspondiente con la conexién.

El principio de minimo acople es potente, pero no infalible. Hay casos en los cuales no
funciona, pero en todos los casos a tratar en este trabajo es valido. Teniéndolo en cuenta, se
procede a buscar las acciones.

Accion Gravitatoria

En primer lugar se busca una posible accién gravitatoria, es decir que no tenga en cuenta
la presencia de materia (no dependera de posibles campos de materia y). Se supondré que
tenga la forma:

Sgrav :/cgrav(gvr)d4v

donde Lg,q, es el lagrangiano gravitatorio y d*V es elemento de volumen. El elemento
de volumen es el més sencillo: en un sistema de coordenadas de Minkowsky local y¢, el
elemento de volumen es el cubo diferencial 4-dimensional d*V = dy°dy'dy?dy?3. Si existe un
determinante de Jacobiano positivo Ji# que transforme esto en un sistema de coordenadas
general z#, se tiene:

d*'V = dy’dy' dy*dy® = (detJ',)dx dztdo?da® = (detJ',)d*>
Sin embargo, resulta que el tensor métrico en un sistema de coordenadas general es:
Juv = Jiujjunij
Definiendo g = detg,,, se tiene que |g| = (detJ)? y detJ = \/|g|d*z. Por tanto, el elemento

de volumen es
d*V = /|g|d*z

Por su parte, para encontrar el lagrangiano, se busca una funcién escalar que dependa de
la métrica, la conexién, y, en este caso con el lagrangiano gravitatorio, sus derivadas. El
escalar mas simple que cumple estas condiciones es el escalar de Ricci R. Es aqui donde
cobra importancia el Principio de Minimo Acoplo. El escalar de Ricci no es el inico escalar
que se puede elegir, por ejemplo, se podria haber elegido un escalar dependiente de R?,
pero si que es el méas sencillo. Por tanto, se elige un lagrangiano tal que £ « R. A la
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accién correspondiente se la conoce por el nombre de accion de Einstein-Hilbert, (puesto que
fue Hilbert quien primero dio con ella, 5 dias antes de que el propio Einstein enviara sus

ecuaciones de campo):
1
S = o /R\/|g|d4x

Accion material

Una accién material genérica, para una variedad sin restricciones sobre la conexién, dependera
de los campos de materia y correspondientes, de la métrica g y de la conexién I', pudiéndose
expresar como:

Smat :/Emat<X7gar)\/md4x

donde se ha utilizado que el término de volumen para esta accién es el mismo que para la
accion gravitatoria.

Es en este caso donde verdaderamente cobra sentido el Principio de Minimo Acoplo. Aplicando
la formulacion fisica del principio a la incégnita de una accién de materia que no esté
necesariamente enmarcada en un espaciotiempo de torsiéon nula, se pueden anular términos
en las ecuaciones de Euler:

_a(\/mﬁmat(X7g>F)) +a77 ((\/mﬁmatOanF))) _ _a(\/mﬁmat(ngaF))

agw 8(817 g'yp) agvp

_8(\/m‘cmat(Xag’F)) + a (\/mﬁmat(XagaF)) _ _a(\/mﬁmat(XmgaF))
81“26 ! 3(@71“15) 81“2‘5

Obviamente, en Relatividad General, se puede escribir directamente L4 (X, 9, 1) = Linat(X, 9)

3(\/@Lmat(%g)) — 0

y se tlene que Ty,

Accién general del sistema

En resumen, el Principio de Minimo Acople define a la accién gravitatoria en términos del
escalar de Ricci y reduce las ecuaciones de Euler correspondientes a la accién material al
asegurar que esta no depende de las derivadas de la métrica o de la conexién.

Por tanto, la accién general del sistema en el marco de Relatividad General es:

1
S = SEH + Smat = %/R(g) \% |g|d4$—|- /ﬁmat(Xmg) V ‘g‘d4$

y la tnica diferencia que se tendrd en el siguiente capitulo, cuando se levante la condicién de
simetria sobre la conexién, serd que el lagrangiano de materia también podrd depender de la
conexién:

1
S = i+ Sy = 5 / R(g,T)/Jgld*e + / Lonat(x, 9. T)/Jgld"e
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3.1.5. Formalismos variacionales

Existen en general distintos formalismos variacionales que se puede utilizar para la derivacién
de las ecuaciones de campo a partir de la accién recientemente calculada. En este trabajo,
se utilizaran dos:

» Formalismo métrico (o de segundo orden): se asume la conexién simétrica. El tinico
campo a calcular serd la métrica, puesto que la conexién de Levi-Civita depende de la
misma (no son campos independientes). Se asume por tanto que la accién es:

S = 215/R(g)\/@d““/ﬁmat(x,g)\/@d%

donde en R la conexidn, al ser la de Levi-Civita, también se puede expresar en funcién
de la conexién. De esta accion se derivan las siguientes ecuaciones de campo:

e Fcuacion para la métrica g: se obtiene la ecuacién de campo caracteristica de la
Relatividad General, ligando un objeto geométrico, la curvatura, con un tensor que
dé cuenta de la distribucién de energia-materia. La incégnita de esta ecuacién de
campo es, precisamente, la métrica que se quiere calcular para definir la variedad
que describe el espaciotiempo.

e Fcuacion para los campos de materia x: No se calculardn en este trabajo, pero
dependen exclusivamente de la accion de materia Sy,q¢.

» Formalismo de Palatini (o de primer orden): se consideran una métrica y una conexién
independientes. Aunque este formalismo serd especialmente 1til en el siguiente capitulo,
cuando se deriven las ecuaciones de campo en gravedad de Einstein-Cartan (donde la
conexién y la métrica no estardn ligadas por la condicién de torsién nula), resulta que
para Relatividad General también tiene bastante utilidad, como se vera en el siguiente
apartado. De forma general, se puede considerar una accién:

1
S = 2H/R(g,l“)\/@d4x+/ﬁmat(X,g)\/@d%

Puesto que ahora hay un campo adicional con respecto al que derivar, la conexién, se
obtendra una nueva ecuacion de campo. De manera que las ecuaciones de campo a
obtener son:

e Las ecuaciones obtenidas con el formalismo métrico.

e Fcuacion para la conexion: Las ecuaciones de Euler-Lagrange con respecto a la
métrica daban como resultado una ecuacién que ligaba un aspecto de la geometria
del espacio con uno fisico, dicese curvatura con distribuciéon de materia. Resolver
esta ecuacion (en realidad ecuaciones diferenciales acopladas) permitia obtener
la métrica. De forma andloga, al realizar las ecuaciones de Euler-Lagrange con
respecto a la conexién se obtiene una ecuacién de campo que liga otro aspecto
geométrico con otro fisico, y su resoluciéon dara como resultado la obtencién de la
conexion. En este caso, el objeto geométrico serd la torsién, que quedara ligado a
las inhomogeneidades en la distribucion de espin en la materia. Se vera como, en
Relatividad General, al considerar un lagrangiano de materia independiente de la
conexion, se recupera la conexién de Levi-Civita.
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En principio, estos dos formalismos se pueden utilizar para acciones gravitatorias que no
sean las de Einstein-Hilbert, pero no se consideraran en este trabajo.

3.1.6. Ecuacion para la métrica: Ecuaciones de campo

Puesto que este capitulo estd dedicado a Relatividad General, en principio se podria empezar
aplicando el formalismo métrico para la obtencién de las ecuaciones de Einstein. En la
practica, se debe recurrir al formalismo de Palatini para obtener la expresién final para las
ecuaciones de Einstein propias de Relatividad General (detalles en el apéndice A):

1
Ryp — §R9'yp = RTyp (3:3)
donde se ha definido como tensor de energia-momento a:

e '2 8(V‘g‘£mat(X79))
"Vl g

Se suele definir un tensor para la parte izquierda de la ecuacion, el tensor de Einstein G.,:

1
Gyp = Ryp — §R9w
de forma que las ecuaciones de Einstein quedan:

Gryp = KTyp

3.1.7. Ecuacion para la conexion

Puesto que al utilizar el formalismo de Palatini la conexién resulta ser independiente de la
métrica, es necesario variar la accién con respecto variaciones en la conexién para completar
las ecuaciones de campo.

Aplicando el principio de Minima Accién (detalles en el apéndice B) se obtiene:
O = g'uﬁ(ngVlLu/ + g’uBTa’yu + gaﬁTyy'y (34)

La ecuacién B.2 serd de especial utilidad en el siguiente capitulo, donde no se asumiré la
simetria de la conexién. Sin embargo, en este capitulo, el lagrangiano material depende
exclusivamente de la métrica luego impone la condicién de que

O(Vl9|Lmar(x:9)) _
o,

y como

o(\/|g|L )
g,uﬁé*gTij _‘_g,uﬂj—voz%u _|_ga,BTVV’Y - _ ( ‘g‘ Tr;at(X g)) -0
or
aB
se tiene que la torsién T tiene que ser nula, recuperando asi que la conexién es la de
Levi-Civita. De esta forma se demuestra que la conexion de relatividad general es la conexién
de Levi-Civita.



Capitulo 4

Gravedad de Einstein-Cartan

4.1 Gravedad de Einstein-Cartan

En este capitulo se rebobina la teoria introducida en el capitulo anterior hasta el momento
en el que se introduce la segunda condicién de la conexion de Levi-Civita: la que estipula
que la torsién es nula. De hecho, en aquella seccion se define como una teoria o variedad
de Finstein-Cartan a aquella teoria o variedad cuya conexién cumple la condiciéon métrica.
Luego, lo que se va a hacer en este capitulo es una generalizacién de la Relatividad Ge-
neral, donde en vez de tomar una conexién simétrica, se toma una conexién métrica arbitraria.

Pero antes de empezar con las implicaciones matematicas de considerar una torsiéon no nula,
conviene reflexionar sobre la motivacién fisica que condiciona la introduccién de este nuevo
pardametro. Al introducir el Principio de Equivalencia en el capitulo anterior, se menciond
que a menudo se describe la relacién entre materia y geometria en los siguientes términos: “la
materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice a la materia como moverse”.
Como se ha visto, en Relatividad General esto es (casi) cierto, pues la materia se acopla
Unicamente a la curvatura. Sin embargo, pudiera ser incluso mas preciso, pues no son todos
los aspectos de la materia los que se acoplan a la curvatura, sino que es la energia (en realidad
es energia o momento dependiendo del observador, la energia no un invariante), a través del
tensor de energia-momento, la que lo hace. Es decir, se podria corregir la frase, y para mayor
precisién decir ”la energia de la materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice
a la energia de la materia como moverse”. Ahora bien, en la Introduccién, se ha mencionado
el deseo de unificar la Teorfa Cuantica de Campos con la Relatividad General, por lo tanto
es conveniente hablar de materia en los términos que mejor la describen: los de la teoria de
campos.

4.1.1. Materia y geometria: Masa y espin

La materia macroscépica esta formada por particulas elementales, que al menos localmente
responden a la teoria cuantica de campos y a la relatividad especial. Como consecuencia,

23
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cada particula elemental se puede clasificar en términos de las representaciones irreducibles
y unitarias del grupo de Poincaré, y pueden ser etiquetadas con masa m y momento angular
intrinseco (espin) s. La masa estd relacionada con la parte traslacional del grupo de Poin-
caré, y el espin con la parte rotacional. Distribuyendo masa-energia y espin a lo largo del
espacio-tiempo se consiguen las nociones de campo tedricas de un tensor de energia-momento,
y un tensor de momento angular de espin, de materia. Un defecto altamente conocido
de la Relatividad General es su incapacidad para acoplar el espin y el momento angular
orbital. Normalmente, esto no es un problema, porque debido a la naturaleza dual del espin,
su promedio a lo largo de una distribucién continua de materia se anula, por tanto una
caracterizacion dindmica de dicha distribucién puede realizarse tinicamente con el tensor
de energia-momento (la masa tiene cardcter de monopolo y no se cancela). Es en esto lo
que consiste la relatividad general, que acaba relacionando este tensor de energia-momento
con un parametro de la geometria con la que se describe el espaciotiempo, la curvatura.
La hipétesis natural después de esto seria suponer que en situaciones donde el promedio
del espin no se anule, el tensor de momento angular de espin se acoplaria a su vez a otro
pardmetro en la descripcion geométrica del espacio-tiempo. Se verd que este nuevo parametro
geométrico es la torsién.

Por tanto, adelantando un poco a los acontecimientos, podemos cambiar la frase de “la
materia le dice al espacio como curvarse, y el espacio le dice a la materia como moverse” a
“la materia le dice al espacio qué geometria adoptar y el espacio le dice a la materia como
moverse”. La masa determinard la curvatura del espacio y el espin la torsién.

Dicho esto, es posible empezar con el desarrollo matemaético del capitulo.

4.1.2. Notacion

= En este capitulo se trabaja con una conexién métrica arbitraria I‘AW. No se debe
confundir con la conexién T* v del capitulo anterior, que era la de Levi-Civita. Ahora,
S1is . A
cuando esta tltima aparezca, se la denotard por {7, }.

= A la derivada covariante y a los tensores asociados a la conexién arbitraria se les denota
de la forma usual (R,T,V), mientras que a los asociados a la conexién de Levi-Civita
se les denota (RU, 71} vih),

Es importante hacer este inciso en la notacién porque va a resultar que una conexion
arbitraria ligada a la condiciéon métrica va a poder dividirse en parte simétrica y parte-no
simétrica, siendo la primera la conexién de Levi-Civita y la segunda un objeto matematico
de cardcter tensorial (es un tensor porque “transforma bien” ) conocido por contorsién.

4.1.3. Contorsion

Se considera una conexién métrica arbitraria T'* uv- Siguiendo el mismo esquema que en
calculo de la expresion analitica para la conexion de Levi-Civita, se consideran las 3 derivadas
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covariantes de la métrica, y se procede a calcular una expresién para una conexién métrica
arbitraria:

0= Juv\ = Guv )\ — Fa)\pgow - FaAugau
0= Jurv = Gurv — Fal/,uga)\ - Fal/)\gau
0= v = Guipu — Fauuga)\ - Fau)\gaz/

Ahora la idea es combinar estas expresiones de manera que sea posible despejar uno de los
términos de la conexién. Con Levi-Civita, la combinacién era la suma de dos de ellas y la
resta de la otra. Se realiza la misma en este caso:

0= Guv + Gurav — Guiu — Fa)\ugazz - Fa)\uga,u - Fal/,uga)\ - Fau)\ga,u + Fa,ul/ga)\ + FauAgau

Teniendo en cuenta que, 79, =1, —I'7,,, se tiene:
0= Guv,\ + Gu v — Guau — Fa)\ugaz/ - Fa)u/ga,u - Falluga)\ - (Tau)\ + Fa)xu)gau

+(Tauy + Fauu)ga)\ + (Tau)\ + Fa)\,u)gow

= Guv,\ + Jury — v + Ta,u)\gcw + Tauuga)\ + (Ta)\u - QPQ)\Z/)goeu

Despejando la conexion:

1 1
Fa)\l/ = §gau(g;w,)\ + urx,v — v + Ta,u)\gau + Tauyga,\) + 5TaA1/

1 1
= igaﬂ(gul/)\ + gu>\7y - g]/A#A) —+ i(Tl’a}\ + TAOAV + Ta)\y)

1
=N+ T +T%)
Por tanto la expresién final para la conexion resulta en:
Fa}\l/ = {%j} + Ka)\u

Donde se ha definido contorsion como el tensor correspondiente a la parte sin simetria
definida de una conexién métrica:

1
Ka)\u = i(Tl/a)\ + T)\ay + Ta)\u) (41)

Que la conexién tenga esta forma de Levi-Civita+Contorsion permite hacer una consideracién
importante de cara a este trabajo: si en Relatividad General, la variacién de la accién de
Einstein-Hilbert con respecto a la conexion de Levi-Civita resultaba en una ecuacién de
campo nula, ahora en Gravedad de Einstein-Cartan, la variacién en dicha accién da igual
efectuarla con respecto a la conexién o con respecto a la contorsién. Esto es asi porque las
derivadas con respecto a la conexién coinciden con las derivadas con respecto a la contorsién
dado que la relacién entre ambas es lineal. Esto jugara un papel importante mas adelante
cuando se defina el tensor de espin.
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4.1.4. Ecuacion de la métrica

Partiendo de la accién correspondiente a una conexién general,

1
S: 2K/R(g,r)\/Ed4$+/ﬁmat(X7gvr)\/md4x

redefiniendo el tensor de energia-momento para el nuevo lagrangiano dependiente de la
conexion,

T _ -2 a(\/mﬁmat(X7gar))
P \/m ag,yp

y siguiendo el formalismo de Palatini, la ecuacion de la métrica es la misma que en Relatividad
General:

1
Ryp — §R9’7p = RTyp (4.2)
o en funcién del tensor de Einstein:
Gryp = KTyp

con un matiz: el tensor y el escalar de Ricci presentes en las ecuaciones son los correspondientes
a la nueva conexién, y por tanto el tensor de Einstein también esta en funcién de la misma.

Por tanto, formalmente, en este capitulo las ecuaciones de Einstein de Relatividad General
serian un caso particular de 4.2 y se denotarian como:

RY -~ “RUg, = krl} Gl =kl

4.1.5. Ecuacion de la conexion

Al igual que con la métrica, si se plantea la ecuacion para la conexién el proceso es el mismo
que en el capitulo anterior. En este caso se tendria entonces que, si se considera en primer
lugar la accién en ausencia de campos de materia, es decir, la accion de Einstein-Hilbert:

1
Sen =5, [ Bla.D)Vld's
la ecuacion de campo resultante es:
gﬂﬂégTV,uy + g“ﬁTa’yu + gaIBTVV'y = O (43)

que es la misma que B.2. Considerando las ecuaciones de Euler para una acciéon completa,
que considere un campo de materia no nulo:

_8( V |g|£mat(X>gv F))
8F7a5

1
ﬂ |g| (guﬂégéTyuu + guﬁTaw + gaﬁTVW> =



4.1. GRAVEDAD DE EINSTEIN-CARTAN 27

Definiendo como tensor de espin 3’175 (la ordenacién de indices puede resultar un poco
extrana, pero pronto se verd que tiene sentido) a :

a B _ 2 8(\/E£mat(><agar))

S =
VAT Mg

Y la segunda ecuacién de campo en gravedad de Einstein-Cartan resulta:

g*PoITY 4+ 9T + 9P Ty = —hs™) (4.4)

Se puede jugar un poco con la expresion 4.4 para bajar todos los indices del tensor de espin,
que resulta en una expresiéon mas comoda de manejar.

—1
Spyx = gapgw\sayﬁ = 7gapgﬁ/\ (guB(S?TV,uV + guﬂTa'y,u + QQBTVW) =

= ?1 (g"{pTV)\Z/ + Tp’y)\ + gp)\TVV'y)

En esta ltima expresion se justifica la ordenacion de indices en la definicién del tensor
de espin (50‘76 ). El tensor de espin es antisimétrico en dos de sus indices. Ordenandolos
de esta forma, los dos 1ultimos indices del tensor de espin se corresponden con los indices
antisimétricos, adoptando el mismo criterio que se adoptaba con la torsion. La ecuacion 4.4
expresa el tensor de espin como una combinacién de torsiones. Es interesante sin embargo,

dar la vuelta a esta ecuacién y expresar la torsién como una combinacion de espines.

El tnico término que molesta para poder despejar torsién en funcién de espin es el primero,
por tanto el procedimiento pasa por contraer los indices adecuados, p y A en este caso, para
poder despejar:

Ty, + Ty, + DT, = —ks".,
(D—=2)T",, = ks" vy
1

T, = ——
v D -2

14
ks

Sustituyendo en la segunda ecuaciéon de campo:

1
14 14
68"+ Tpyn — gpr K8y = —KSpyx

1

e’y o D—2
o 1 v v

Toyr = —K [Sm)\ + m(gws w = 9prs )

Tomando 4 dimensiones, D = 4:

1

1 1
Toyr = —K [Spyr + Q(gwsl’,\y — gp/\s”w)} = —r(spyn + ig,yps”ky — §gp,\s”w) (4.5)

Y esta ecuacion 4.5 es clave, porque con la torsién expresada en funcién del tensor de espin,
se puede expresar la contorsién en funcién del espin. Con esta a la conexién y con la conexion
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a los tensores de curvatura que conforman la ecuacién 4.2. En dltima instancia, se podra
expresar el tensor de Einstein y el tensor de energia-momento, en funcién del tensor de espin,
reduciendo asi, las dos ecuaciones, 4.2 y 4.4, a una sola ecuaciéon de campo.

El primer paso es ver como cambia el tensor de curvatura de una conexién métrica arbitraria
con respecto al asociado a Levi-Civita.

4.1.6. Tensor de curvatura para una conexion métrica arbitraria.

j
K kij un tensor arbitrario. Con el objetivo de llegar a calcular el tensor de Einstein para
una conexion no simétrica, R, se puede calcular como varia el tensor de Riemann de esta
conexién con respecto al tensor de Riemann de Levi-Civita.

Se considera una conexién Fkij = {fj} + K kij, siendo {k } la conexién de Levi-Civita y

Ry = 0,170 — 0,17 5 + 17,617 )y = TP 617 10
= {3+ K M) =0 { o JH K7+ (e }+ o) (K )= (L 1+ K7 u0) (i} K7 0)
= 0u({0a}) = 0 {0n ) + {6} on} = Lo} {5}
KL A+ {00 } KOA—={50} K 0o =0, KP in {00} K7 px—{00} K o+ K o K7 ya— K10 K7
= RU " VDR 4 {0 Ko — VDK — {5, KPor + K0 K — KP0 K
= RY " VUK, + TO7 0Ky = VOK? 0 + K? o K70y — K20 K

N

Y puesto que los simbolos de Christoffel son simétricos:

R’ = R+ VOKP ) — VREP iy + K20 K70 — K00 K

4.1.7. Tensor de Einstein para una conexién métrica arbitraria.

Contrayendo a partir del tensor de Riemann calculado en el apartado anterior, el tensor de
Ricci resulta:

Ry = Runl =RU )\ + VIK! )\ — VOK! ) + K90 Ky — K*0 KO

Y el escalar de Ricci:

R = g”’\RuA — R{} + V;{L}KM,,V _ VL{I}KM/LV + K'u;wKJyV _ K,U/VUKO'“V

Hasta ahora, se ha operado considerando a K un tensor arbitrario. En relatividad de Einstein-
Cartan, la conexién que se va a utilizar se puede dividir en una componente totalmente
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simétrica, la conexion de Levi-Civita, y una sin simetria definida, la contorsién. Sea K el
tensor contorsién definido con anterioridad.

Dado que el tensor de Einstein esta definido como G\ = R\ — % gu IR, resulta finalmente
que:

GV)\ = Gz{/};\ + Vi}Ku,j}\ — Vi}Kuw\ + KuuaKUz/)\ - KMIJO'KU,U,A

1
— §gy/\(v;{)}KVyp _ vi}Kupp + KVpO'KUZ/p _ KVVUKUPP) (4.6)

4.1.8. Tensor de energia-momento de Belifante-Rosenfeld

De 4.6, se obtiene una ecuacién de campo que acopla curvatura y torsién al tensor de
energia-momento, siendo este el tensor de energia-momento propio de la relatividad general,
al que se denominara a partir de ahora como tensor de energia-momento candnico. Sin
embargo, la presencia de espin rompe la simetria de este tensor. Es interesante expresar las
ecuaciones de campo con respecto a un tensor de energia-momento que preserve su simetria,
y cuya divergencia siga siendo nula. Este va a ser el tensor de Belifante-Rosenfeld, o més
bien una versién del mismo que se apoye en la misma idea. La expresién analitica aparece
en la ecuacién 4.7[2].

1
Yoy = Tux — §(Vp — QTMPH)(SVAP — S)\py + Spl,)\) (47)
Finalmente, tomando las ecuaciones 4.1, 4.5, 4.6, 4.7, se obtiene:
1
GUA = A 4 5/12 (s“pps)‘“u — s”pus’\“p — s"p"s’\pu—l—

1 1
55" s’ + 79728 5 = 285,570 + 7 5,0)) (4.8)






Capitulo 5

Cosmologia

5.1 Cosmologia en Gravedad de Einstein-Cartan

Tanto en Relatividad General, como en Gravedad de Einstein-Cartan, las ecuaciones de campo
resultantes constituyen un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales acopladas demasiado
complicado como para resolver analiticamente, incluso para los sistemas gravitatorios mas
simples. Se suele recurrir por tanto, a distintas simplificaciones, generalmente basadas en
alguna simetria, que facilitan su resolucién para algin caso en particular: la geometria
esférica (Schwarzschild), la aproximacién de campo medio, etc. Entre todas ellas, la mas
utilizada es la cosmologia. Tan utilizada de hecho, que a menudo se confunde con una
descripcién fundamental del universo. Sin embargo, no llega a serlo. La cosmologia se apoya
en unas ecuaciones de campo, dadas por la Relatividad General o alguna de sus alternativas,
en este caso la Gravedad de Einstein-Cartan. Es decir, en este trabajo, se entiende por
Cosmologia al marco aproximativo utilizado para resolver unas ecuaciones de campo, sean
las de Relatividad General o las de Gravedad de Einstein-Cartan.

La cosmologia aspira a explicar todo el Universo, por lo que el lector podria esperar que
fuese el problema mas complicado al cual se enfrenta la ciencia, si se intenta describir todo el
Universo hasta el punto de describir cada dtomo en él. Obviamente este no va a ser el caso.
La cosmologia describe el universo como si fuera un fluido uniforme, simplificindolo a nivel
estructural hasta el punto que ni las galaxias van a ser entes distinguibles. Por supuesto,
es en el paso intermedio entre esta descripcion universal, y la estructura real del Universo,
donde van a existir algunas de las mayores dificultades de la teoria.

Algunas consideraciones previas a comenzar con la cosmologia en si:

= Hay soluciones de universos vacios, pero observacionalmente estan descartados, por
tanto, no se puede asumir 7}, = 0 (como se harfa por ejemplo en la aproximacién de
Schwarzschild).

= A pesar de que en un principio Einstein consideré el Universo como estético, hoy
sabemos que el Universo no lo es. Luego no tendria sentido asumir independencia
temporal.

= Como ya se ha mencionado, va a ser necesario identificar algunas simetrias, para

31
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simplificar el sistema de ecuaciones en derivadas parciales acopladas que constituyen
las ecuaciones de campo. En este sentido, la cosmologia se apoya sobre lo que se conoce
como Principio Cosmoldgico, que establece que a escalas lo suficientemente grandes el
Universo es espacialmente homogéneo e isétropo.

Comenzando por la simetrias, como ya se ha mencionado, la cosmologia considera dos de
tipo espacial espaciales (entendiendo por espaciales a las tres dimensiones de la variedad
diferenciable en la descripcién espaciotemporal que comparten signo en la métrica ):

1. Homogeneidad: Es decir, existe una invarianza traslacional.

2. Isotropia: Existe una invarianza rotacional.

Es decir, no hay ni puntos ni direcciones preferentes. Para ilustrar estas simetrias, se puede
por ejemplo pensar en algunas variedades simples. Tomando como geometria espacial un
cilindro hueco, se puede argumentar que este es definitivamente homogéneo porque, para un
“habitante” de su superficie, es imposible determinar su posicién sobre el mismo sin algin
tipo de referencia. Sin embargo, no es isétropo, pues la curvatura, caracteristica intrinseca
a la superficie, es distinta para cada una de las direcciones espaciales (esta dependencia
de la curvatura con las direcciones en el espacio tangente al punto que senala la posicion
del “habitante”, es equivalente para cada punto del cilindro, dada su homogeneidad). El
ejemplo contrario, el de una variedad isétropa pero no homogénea, lo encontramos en una
simetria esférica. En el centro de la misma, existe una isotropia que no se conserva al moverse
a cualquier otro punto, por lo tanto no hay invarianza traslacional y no es homogénea.
Conviene en este punto senalar la que es una de las confusiones mds habituales en el mundo
de la cosmologia divulgativa. Cuando mas adelante se hable del origen del Universo, y del
Big Bang, es importante darse cuenta de que el Universo no se origina de una “explosién” en
un punto y se expande esféricamente a partir del mismo, por lo menos no dentro del marco
cosmoldgico, pues esta serfa una geometria no homogénea.

A un espacio geométrico que cumpla las condiciones de homogeneidad y de isotropia se le
denomina mazximalmente simétrico, y va a resultar que solo existen tres geometrias que
puedan generarlo: la plana, la esférica y la hiperbdlica.

5.1.1. Meétrica de Robertson-Walker

Se van a utilizar estas simetrias para elegir un sistema de coordenadas, las coordenadas
comdviles, con el objetivo de que estas se muevan a medida que el espacio se expande para
mantener las distancias fijas. En estos términos, se puede empezar planteando una expresion
para la métrica de la forma:

ds? = *dt* — R*(t)y;;(u)du'du? i,j=1,2,3

donde ’yij(u)duiduj es la parte espacial independiente del tiempo. Es comin en cosmologia
referirse a ella como do?. Conviene notar que se han utilizado indices latinos para referirse
unicamente a las coordenadas espaciales. Cuando se haga referencia a todas ellas, incluyendo
la temporal, se utilizaran indices griegos.
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Es importante recalcar que todo el andlisis que se va a realizar estd referido a observadores en
reposo con el fluido del universo. Es decir, se suele decir que como el universo es homogéneo
e isétropo, todos los observadores ven lo mismo, estén donde estén y miren en la direccién
que miren, pero esto solo es cierto para observadores en reposo con respecto al fluido. Para
observadores en movimiento, la simetria cosmolégica se rompe, pues el movimiento crea una
direccién especial. Obviamente, este va ser el caso de mediciones realizadas desde la Tierra,
dado que esta estd en movimiento.

En un espacio maximalmente simétrico, la expresién del Riemann queda simplificada a un
expresion que unicamente depende de la métrica:

Riji = k(9irgj1 — 9ugik)

Y si la expresién del Riemann es manejable, mas lo van a ser las contracciones del Ricci y
del escalar de Ricci, que en dimensién 3 van a quedar reducidas a:

Rj = g"Riju =2kgy  R=g"'Rj =6k

lo cual es consistente con el ejemplo de homogeneidad presentado al principio de esta
seccion. Si la curvatura, constante como se ha calculado, cambiase de un punto a otro, no se
respetarian la homogeneidad e isotropia del espacio en cuestién.

Puesto que la curvatura depende tinicamente de una constante, k, el siguiente paso es estudiar
las distintas posibilidades de espacio que ofrecen los distintos valores de esta constante.

= k=0 Universo plano: En el caso de que k = 0, la curvatura se anula y el universo es
plano, R3. En coordenadas esféricas se puede reescribir la parte espacial de la métrica
invariante con el tiempo como:

do® = da* + 2*dQ3
donde df29 representa el diferencial de esfera angular de dimensién 2.

s k> 0 Universo cerrado: Si k > 0, la curvatura del espacio es positiva, y por tanto
el Universo tiene la geometria de una 3-esfera, S?. Ademds su volumen es finito. En
analogia a la geometria de la misma, se suele denominar a este tipo de universo como
Universo cerrado. La métrica espacial asociada queda por tanto:

do® = dQ3 = da® + sin®xdQ3
donde df23 es el diferencial angular de esfera en 3 dimensiones.

= k < 0 Universo abierto: Por ultimo, si k < 0, la curvatura del universo es negativa,
teniendo por tanto una geometria hiperbélica =bH?. A este tipo de Universo se le
conoce como Universo abierto, y su métrica es:

do® = da® + sinh*2d3

Se introduce ahora una nueva coordenada para simplificar el cambio entre las 3 geometrias

diferentes: p 02
r r
dr = ———— do® = ——— +rdQ3  k=0,+1
T 1—kr2:> o g2 Tk 0,
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Por ejemplo,

y lo mismo para k=0,1.
La métrica queda entonces como:

dr
1— kr?

ds? = Adt* — R*(t)vij(w)du'du’ = dt* — R%(t) + r2dQ3 (5.1)

A la métrica descrita por 5.1 se la conoce como métrica de Robertson-Walker. Refinando las
coordenadas un poco mas con las siguiente definiciones:

= Factor de escala adimensional: a(t) := %

= Coordenada radial: r := RoT

k

s Curvatura espacial: K := 2
0

Se obtiene la expresién final para la métrica utilizada en Cosmologia:

—— +1%d03 (5.2)

5.1.2. Tensor de energia-momento para un fluido de espin

El tensor macroscopico de energia-momento canénico de un fluido de espin esta dado por:

rin = e Tt = plgn — i) (5.3)
o
y el tensor macroscopico de espin canodnico esta dado por:
sm,)‘ = swju}‘ , spu’ =0 (5.4)

donde H“ es la densidad cuadrimomento del fluido, u* es la cuadrivelocidad, s, es la
densidad de espin, y p su presion.

A partir de 4.8, 5.3 y 5.4, se obtiene [2]:

1
GM = gk <e — 4/@32> uhu—

(0= st ) 0 = ) - e ) T ) (55)

donde € = ¢]] L, Ut es la densidad de energfa en reposo del fluido y s = %SH,\S“’\ > 0esel
cuadrado de la densidad de espin. Si la orientacién de las particulas en un fluido de espin es
aleatoria, entonces el tltimo término de la derecha se anula al hacer la media. Por tanto,
las ecuaciones de Einstein-Cartan para ese tipo de fluido de espin son equivalentes a las
ecuaciones de Einstein para un fluido perfecto con la densidad de energia efectiva ¢ — ks /4
y la presién efectiva p — ks? /4.
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5.1.3. Ecuaciones de Friedman con Torsion

Andlogamente al proceso que se harfa en cosmologia para Relatividad General utilizando un
fluido perfecto, se pueden obtener las ecuaciones de Friedman para un fluido de espin. Para
ello, el primer paso es fijar un observador en reposo con el fluido. En esta situacion, se tiene
que u’ =1y u' =u?
cerrado. Considerando un Universo cerrado (K=1), y para un observador en reposo con el
fluido de espin, las ecuaciones de campo para la gravedad de Einstein-Cartan 5.5, con la

métrica 5.2, se obtiene:

= 43 = 0. Ademas, se supondra para este trabajo que el Universo es

. 1
00 : —3% - g <e 13+ 2ns2> (5.6)

.. a a 2 1 5

ij 2(@) —1—54—?:—% (p—4/<;s) (5.7)

donde el punto indica derivacion temporal. De estas dos ecuaciones se obtiene la ecuacién de
Friedman, (sumando a la primera 3 veces la segunda),

1 1
W +1=-k <e - 4/@32> a?, (5.8)
Las soluciones a 5.8 se llaman denominan soluciones de Friedman-Robertson-Walker.

Definiendo como pardmetro de Hubble a

se puede expresar 5.8 como
2
H? = -k <€ - 4HS2> - pok (5.9)

De esta ecuacién se puede medir el valor de H, pero no € ni s2. De 5.8 se puede deducir la
ley de conservacién [2]:

V,T" =0 = % ((e — ks*/4)a®) + (p — m32/4)% (a®) (5.10)

Si el fluido se describe con una ecuacién de estado barotrdpica, se tiene p = we, donde
w diferentes tipos de fluidos perfectos. Para el caso relativista general, donde s = 0, 5.10
adopta la forma

a
E+3-(14+w)e=0
a
que es una ecuacién diferencial ordinaria facil de resolver por el método de variables separadas:
€ a

- =301
€ ( +W)(L

—  Ine=-3(1+w)na = ¢=ea 21

el cual es en realidad un resultado intuitivo en varios casos de fluido.
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= Materia (polvo): p, =0 —= w =0 = €, x a~3. Se puede interpretar este resultado
teniendo en cuanta que la densidad energética es € = %, por tanto a medida que
aumenta el volumen (con a en cada una de sus dimensiones), disminuye la densidad
energética.

= Radiacion: pr = %e R=— w= % — er o a—2. Pensando en radiacién como luz, si el
volumen se expande, los fotones experimentan un corrimiento al rojo en la direccién en
la que viajan. Asf que se tiene que la densidad energética disminuye por un factor a3
por el volumen, y un factor a=! por el corrimiento al rojo en esa direccién, resultando
en a4

= Vacio: py = —ey = w = —1 = ey x a?, lo cual tiene sentido, pues no puede haber
movimiento relativo al vacio.

En una situacién general en el modelo de Einstein-Cartan, donde s # 0, se podria expresar
la densidad energética total del universo e como las contribuciones correspondientes a los
distintos fluidos del caso de espin nulo, mas la contribuciéon de un fluido de espin, €g:

€T =€+ €5 =€, +€ER + €y F €5
Este planteamiento solo es posible porque resulta que [2]

€s = —ZFLS2 X a_6,

independientemente del valor de w, luego se puede interpretar el fluido de espin como un
fluido exdtico, independiente de los fluidos de Friedman estandares, para el cual pg = €5 < 0
(fluido con w = 1) (descripcién puramente formal pues pg(eg) no representa ninguna ecuacién
fisica de estado).

En el universo primitivo, las contribuciones de materia y de vacio son muy pequenas en
relacién a las contribuciones de radiacién y de espin.

€T = 630&74 + 650d76
donde a = a/ag es el factor de escala normalizado y el subindice 0 indica cantidades medidas
en el presente.

La ecuacion de Friedman 5.9 se puede expresar como:

B+ S = tie+es) (.11
— =-k(e+eg)c .
a2 3 S )

El pardmetro de densidad total presente, = (e + €g) /€., donde e, = 3HZ/(kc?) es la
densidad de energia critica presente, da agHgv{2 — 1 = ¢, como en cosmologia estandar. El
parametro de densidad total en cualquier instante es:

:‘QC2

0(a) = 5o

€+ es), (5.12)

y satisface

alH|\/Qa) —1=c (5.13)
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Usando los pardametros de densidad presente,

Qr = 6R0/507 Qg = 650/60

en 5.11, y no teniendo en cuenta las densidades que se desprecian para edades tempranas
del universo se tiene:

1
|H| = Ho (Qra™* + Qga~%)2, (5.14)
que muestra como evoluciona el parametro de Hubble para edades tempranas del Universo.

El parametro de densidad total en funcién de a:

(Q—1)at

Q@) =14 o Ha
(@ =1+5 77 a,

(5.15)
Como la contribucién a la densidad de energia del espin €g es negativa, también lo es el
parametro de densidad g. Esta contribucién genera repulsiéon gravitacional significante
para valores de @ muy pequenos.

5.1.4. Parametros de densidad

Para estimar el parametro de densidad correspondiente al espin, 2g, se utilizan neutrinos
reliquia (del fondo de baja energia), que son los fermiones méds abundantes en el Universo,
con n = 5,6 x 10"m~3 para cada tipo.

Qg =—-86x10"" (5.16)

Este valor, ain extremadamente pequeno, no es nulo como sucederia en Relatividad General.

5.1.5. Problemas que motivan la teoria inflacionaria

La teoria inflacionaria, o inflacién, es un marco teérico dentro de la cosmologia estandar que
da cuenta de dos problemas principalmente. El primero, conocido como el problema de la
planitud, viene generado por la mediciones que indican la naturaleza plana del Universo, y
como esto choca con la edad y tamano del mismo. Al ritmo de crecimiento de un Universo
plano, resulta imposible haber alcanzado el tamano actual del Universo en su tiempo de
vida. Por otra parte, esta el problema del horizonte, en este caso dado por las observaciones
realizadas al CMB (Cosmic Microwave Background). Estadisticamente, existe una simetria
en la temperatura de puntos antipodales en el Universo. Nuevamente, dada la localizacién
de estos puntos, en la edad del Universo y por su velocidad de expansion, se genera una
incoherencia, en este caso el hecho de que estos puntos no pueden haber estado en contacto
en ningin momento de la historia.

La Inflacion da cuenta de ambos problemas, teorizando una expansién acelerada en los
primeros instantes del Universo (lo que involucra vacios falsos o campos escalares), que
acabaria por estabilizarse a la expansion que se observa en el presente.

Se va a ver como el término del factor de densidad energética derivado del fluido de espin en
teoria de Einstein-Cartan, a edades tempranas del Universo, es suficiente como para dar
cuenta de ambos problemas sin necesidad de recurrir a teorias inflacionarias.
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5.1.6. Problema de la planitud

De la ecuacién 5.9 se puede deducir que la expansion del Universo empieza cuando H = 0.
En ese momento a = a,,, donde

Q
G = 1/ — =2 = 3,1 x 107%, (5.17)
Qgr

correspondiente al minimo pero finito factor de escala (radio de un Universo cerrado)
am = 9 x 107%m. Antes de alcanzar su tamafio minimo, el Universo se contrafa con un
pardmetro de Hubble negativo. Escogiendo t = 0 en a = a,, e integrando 5.14 para t > 0
resulta en:

O3 Hy @ 1
T 0 t:f(a:):5 :p2—1+§ln]:n+\/x2—1|, (5.18)

donde x = a/d,,. Cuando = >> 1, f(z) =~ x2/2, se tiene que la evolucién del universo esté
dominada por la radiacién, a ~ t/2.

En Relatividad General, Qg = 0, por tanto (a) en 5.15 tiende a 1 a medida que a tiende a
0 de acuerdo a 2(a) — 1 = (Q — 1)a?/Qg, lo cual introduce el problema de la planitud en
la cosmologia convencional. Se debe ajustar ©(a) a 1 en la época GUT (Grand Unification
Theory) en una precisién de mas de 52 decimales para poder tener 2 = 1 en el presente.
Este problema se soluciona con la inflacién césmica, segin la cual el Universo se expandi6
aceleradamente (por un factor de al menos 10%°), haciendo que (&) se aproximase lo
suficiente a 1 en el acercamiento GUT [2].

En gravedad de Einstein-Cartan, donde la contribucién del parametro de densidad de espin
es negativa, (@) es infinita en @ = G,,. La funcién 5.15 tiene un minimo en @ = v/2é,,,
donde es igual a

45 - 1)

Q(V2a,) =1 o

=1+9,9x1075 (5.19)

A medida que el Universo se expande desde a,, hasta v/2dan,, Q(a) decrece rdpidamente de
infinito a 5.19, que parece ajustarse a a con precision de 63 decimales. Este proceso dura:

Qg

t= —
0% H,

F(V2) =53 x 107, (5.20)

Durante este periodo, el factor de expansién del Universo era solo v/2, mucho menor que el
factor inflacionario 10%6. Asi, el aparente buen valor de 5.19 es causado de forma natural
por la contribuciéon negativa del parametro de densidad correspondiente al espin, ligado
a la torsién por Einsteis-Cartan, y sin necesidad de teoria inflacionarias. A medida que
el Universo se expande, Qra? aumenta por encima de |Qg| y Q(a) — 1 crece de acuerdo a
Q(a) — 1 = (Q — 1)a%/Qg, hasta que la materia domina el crecimiento del Universo.

5.1.7. Problema del horizonte

Las escuaciones 5.13 y 5.19 resultan en

Q= NOOES (5.21)
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La velocidad en el punto antipodal con respecto al origen de coordenadas, v, = mca, tiene
un minimo local en & = v/2a,,, donde es igual a

7R
2/—Qs(2—1)

A medida que el Universo cerrado se expande desde @, a v/2am,, v, aumenta rapidamente
desde 0 hasta 5.22. En este tiempo, el Universo esta acelerando a ¢ > 0. Segun se expande
maés, v, disminuye de acuerdo a v, = mcy/Qga~!/v/Q — 1, hasta que la materia domina al
Universo. Durante este proceso, el Universo desacelera, d < 0.

c=1,1x 10%*c. (5.22)

Vg =

Si el Universo cerrado estaba causalmente conectado en algiin momento ¢ < 0, entonces
permanece causalmente conectado durante su contracciéon hasta ¢ = 0, y también en la
expansién siguiente hasta que v, alcance el valor de c. Después de ese momento, el punto del
origen no puede comunicarse con puntos del espacio retrocediendo a velocidades superiores
a c. Es decir, el radio de Hubble, diy = ¢/H, se hace méas pequeno que la distancia hasta
el punto antipodal d, = mwa. El Universo contiene N ~ (v,/c)® = (d,/dy)® voltimenes
desconectados causalmente. Al tiempo dado por la ecuacién 5.20, d, es 32 érdenes de
magnitud mayor que d y N ~ 10%%. Tal y como ocurria con el problema de la planitud, el
valor extremadamente pequeno y negativo del parametro de densidad ligado a la torsién es
lo que naturalmente causa que un ntimero de voliimenes disconexos tan enorme surja de
una tunica regién conectada del espaciotiempo, sin necesidad de dindmicas inflacionarias. A
medida que el universo se expande atin més lejos |Q2g| se vuelve despreciable, y el Universo
entra suavemente en una época dominada por la radiacién, donde N decrece de acuerdo a la
cosmologia estandar.






Capitulo 6

Teleparalelismo

En este capitulo, se realizard un proceso similar al del capitulo anterior pero desde el espacio
tangente. Por ello sera necesario introducir el concepto de Vielbein, o tétrada, que permitira
cambiar de las coordenadas generales de la variedad, en base holénoma, a las coordenadas del
espacio tangente, en base ortonormal. Para esta tdltima, se utilizaran indices latinos. Con esta
nueva formulacion, se derivaran de nuevo las ecuaciones de campo, obteniéndose un resultado
equivalente a las obtenidas en el capitulo anterior. Se ha repetido el proceso utilizando esta
formulacién porque permite expresar el lagrangiano de materia correspondiente a un campo
de Dirac en un espacio curvo. Esto permitira afinar la definicién del tensor de espin (que por
otro lado, se definira de forma anéloga al definido en gravedad de Einstein-Cartan).

En el capitulo anterior, se ha presentado la gravedad de Einstein-Cartan como una generali-
zacién de la Relatividad General en la cual se eliminaba la restriccién sobre la torsiéon. Se ha
mencionado como la materia se ve caracterizada por su masa y su espin, y de esta forma se
ha justificado la definiciéon de un tensor de energia-momento y otro tensor de espin, cada
uno de ellos acoplado por un proceso matematico a curvatura y torsion respectivamente.
Histéricamente, el nacimiento de esta teoria siguié un camino ligeramente distinto. Fue Elie
Cartan quién primero sugirié lo que hoy dia se conoce por teleparalelismo, teoria que partiria
del deseo de acoplar espin a torsién. Esto tltimo es importante, mientras que en el altimo
capitulo, acoplar espin con torsién era un resultado de un proceso matematico (basado en el
principio de minima accién), en este se parte con una idea clara de que la torsién va a jugar
un papel fundamental en la descripcién del espin en espacios curvados por la masa de la
materia.

Muy probablemente, Cartan pensase en la superficie terrestre como un caso de S%[3], e
imaginase dos brijulas en dos puntos distintos de la misma. Por accién del campo magnético
terrestre, las agujas imantadas estarian obligadas a apuntar al norte geografico, lo que
permitiria suministrar una nocién de paralelismo relacionada con el angulo que formasen
los vectores con los meridianos que pasasen por su dos origenes. En una geometria como
la de Cartan, los vectores que se desplazan paralelamente (a través de las lineas de los
campos vectoriales que definen los Vielbein como se verd un poco més adelante) quedan a
salvo de cualquier rotacién. Sin embargo, si dos vectores iguales en un punto se separan,
permaneciendo uno de ellos inmdvil mientras el otro describe una trayectoria cerrada, ambos
quedaran finalmente paralelos, pero situados en puntos separados. Este hecho seré el que
mida el tensor de torsién.
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Pero, jcémo se puede formular esta idea de paralelismo matematicamente? La respuesta
a esta pregunta se encuentra en la introduccion de la geometria desde el espacio tangente,
mediante el uso de unos objetos geométricos que recibiran el nombre de Vielbein (también
llamados tétradas en 4-dimensiones).

6.1 Formalismo Vielbein

Se considera una variedad diferenciable M y un punto p en la misma. Se puede considerar
el espacio tangente en p T, M. En este espacio, se puede elegir entre los siguientes tipos de
bases:

= Base hol6noma (o de coordenadas): Conjunto de campos vectoriales {ey, ..., e, } defini-
dos en p como e, = 8:% e interpretados, cada uno de ellos, como un desplazamiento
infinitesimal desde p a lo largo de la curva coordenada z® (coordenadas asociadas a la
carta). Se puede probar que una base es holénoma, si y solo si, satisface [e,, e, | =0
bajo cualquier conexién.

= Base anholénoma: No relacionada con ningunas coordenadas.

En general una base ortonormal no es una base holonoma. Este es precisamente el caso
en este punto del trabajo. Por el Principio de Equivalencia, se puede elegir una base
ortonormal, donde la métrica de Minkowsky toma la forma de +— (6 -+++4). Sin embargo,
las coordenadas de la variedad a la que pertenece el punto p vienen expresados en otra base.
De forma que se puede escribir el espacio tangente en cada punto con respecto a dos bases
diferentes.

Llamese {e,} a la base ortonormal del fibrado tangente, y {e,} a la base hol6noma. A
partir de ahora, los indices griegos se referiran a las coordenadas holénomas y los latinos a
coordenadas anholénomas. Sea {e®} la base dual de la base ortonormal y {e/} la base dual
de la base holénoma. Existiran cambios de bases entre las bases holénoma y ortonormal
para ambos espacios, el tangente y el cotangente.
e, =¢€"e, e, =e've, et =ete® e = eZe“

Estos elementos de matriz del cambio de base, ej;, son los mencionados Vielbein (o tétradas
en el caso cuatro-dimensional. Nétese como la base {e”} no depende del punto en la variedad,
esa informacién esta implicita en el Vielbein. Esto serd particularmente ttil mas adelante,
cuando se exprese la métrica general en el fibrado (puesto que la métrica de Minkowsky sera
constante al expresarla en coordenadas ortonormales). Se puede ver entonces, como en cada
punto se tiene que son matrices inversas la una de la otra, que:

e’ ety = 6y, etqey, =8 (6.1)

Se puede ahora aplicar el cambio de bases a un tensor, por ejemplo, al tensor métrico:

G () = eau(x)ebl,(:n)nab (6.2)
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donde 714, = diag(1,—1,...,—1) es el tensor métrico en coordenadas cartesianas para un
espacio de D dimensiones.

Como era de esperar, los indices griegos transforman bien bajo CGC y los indices latinos
bajo TLL.

CUy) = ocu(@) (@) = A% (@) (o) (6.3)

6.1.1. Conexion de espin y curvatura de espin

Cuando se hablé de variedades diferenciables en el capitulo 1, se discutié la necesidad de
introducir un objeto geométrico con el cual derivar y que la derivada resultante transformase
como un tensor ante CGC. De esta forma, se justificaba la definicién de conexién y derivada
covariante. Ahora se va a trabajar con TLL también, por tanto, va a ser necesario introducir

un objeto geométrico que permita derivar, y que la derivada resultante transforme bien bajo

este tipo de transformaciones. Sea H Ifll"""bar un tensor en el fibrado tangente:

D, H® %y o= 0 H "y b, +wue"HE b, + ...(Indices  superiores)

—wp H" %y, — ...(Indices inferiores)...  (6.4)

donde wuab recibe el nombre de conexion de espin y cumple que, bajo CGC transforma como
una 1-forma y bajo TLL 2% — 2/ = A%x sigue la regla:

Wua” = W' = AP (A7) wie? — (A7), 9,A%

Al igual que en el capitulo 1, conmutando derivadas covariantes se puede obtener un tensor
de curvatura:

[Dy, DJJH %y b = Ruwe " H "y, p, + ...(Indices  superiores)...
Ry H 4, — (indices inferiores)...

donde no aparece un término de “torsién por derivada covariante” como aparecia con la
conexién afin. Rm,ab es el tensor de curvatura de espin y queda definido como:

b b b b b
Ruva = Ouwra’ — Oppa” — WpaWye' + Wy Wye (6.5)

El tensor de curvatura de espin es un tensor 2-covariante sobre la variedad y (1,1) sobre el
tangente.

En cuanto a sus contracciones, hay 4 contracciones idependientes de 2 indices:

Rua = R(l)ya = eﬂbRul/abv R(Q)Ma = eycndCRMVda’

a b v _
R(S),uz/ = R,ul/a ) R(4)a = g“ R,uz/ab =0

de las cuales solo R,q v R “a se utilizardn en este trabajo

La tnica contraccién total del tensor se denotard escalar de curvatura de espin:

R = n“be”be“chac (6.6)
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6.1.2. Postulado de los Vielbein

Hasta este momento, se han introducido dos instrumentos derivativos distintos: la derivada
covariante asociada a la conexion afin, y la derivada asociada a la conexién de espin. La
primera se comporta de forma tensorial cuando se aplica a indices griegos, y la segunda cuando
se aplica a indices latinos. Es de interés en la teoria, aunar los buenos comportamientos de
ambos objetos en una solo derivada, que se denotard derivada completamente covariante, y
que preserva el caricter tensorial de cualquier objeto geométrico al que se aplique.

DpH'umamu...b... = 8/J-E['LLMCL‘“1/...17‘.. +
THpoH? %, b+ ..(Indices griegos superiores)... —
2pvHE% 4 — ...(Indices griegos inferiores)... +

Wpe"H? 5 .+ ...(Indices latinos superiores)... —

W H7 " 5. .. — ...(Indices latinos inferiores)...

Como se quiere describir el mismo universo, tanto con la conexién afin como con la de espin,
tiene que haber algiin puente entre ambas descripciones. Este puente vendria dado por la
ligadura que impone el postulado de los Vielbein.

Postulado de los Vielbein

La derivada completamente covariante de los Vielbein es nula:
(VP) = Due’y=0 (6.7)
Es inmediato probar la equivalencia entre el postulado y:
wwb = I‘lpwe”aebp — e”ac'?yebl,, I‘;\W = e“l,ekbw”ab + e’\baéﬂeby. (6.8)
Y por tanto la relacion entre tensores de curvatura es:
Ruva” = €# e’ \Ruvp™ = Ry’ (6.9)
de la cual se deduce que:
Ruv = €"VRpua = Ry, R=R (6.10)

Por tanto, a partir de ahora no seré necesario distinguir entre R's y R’s.

6.1.3. El postulado de los Vielbein visto como un cambio general de coordenadas

Para un CGC arbitrario es conocido que la conexién no transforma como un tensor. Sin
embargo, la derivada covariante si que lo hace. De este hecho se puede deducir como cambia

la conexidn:

&2z 9 OxP 9" dx'
Ay = y
L (@) 0x'mox Ox° + ox'v Ox'* Ox Lon(2) (6.11)
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Si los Vielbein se interpretan como matrices de cambios de coordenadas locales entre las
coordenadas de la variedad y las del plano tangente, entonces, considerando una conexién
I'.e?, con indices latinos y, por tanto, definida en el plano tangente, se tiene que:

0*x® Oz 0x¢ Ox® Oz,
ox'moz' Oz Oz’ dx't Oxb

Que es la misma expresién que se obtuvo a partir del postulado de los Vielbein.

I‘f;y = (2) = e®yeMpwua’ + 05 ,e (6.12)

6.2 Teleparalelismo

Ahora que se ha introducido la teoria mateméatica necesaria para este capitulo, se procede a
aplicar el formalismo de Palatini. A diferencia de los capitulos 1 y 2, en este capitulo los
campos independientes a partir de los cuales se plantearan las ecuaciones de Euler seran los
Vielbein (que llevan toda la informacién sobre la métrica de la variedad), y la conexién de
espin.

6.2.1. Formalismo de Palatini desde el espacio tangente
Se parte de la accién correspondiente a una conexién general,

1
S = %/R(e,w)\/ad4$+/Emat(Xagar)\/adle

Se puede empezar a expresar en términos del tangente como:
1
S =or [ i Bl Viglate + [ Lol Vgld's

Atn faltarfa y/|g|. Basta con tomar determinantes en g, = e* uebynab, y teniendo en cuenta
que detn = sgn(detg) se tiene:
lel = Vgl

y finalmente la accién en el espacio tangente resulta:

1
S = 21%/e”de’ycnchwyfd(w)|€|d4iU+/£mat(X>evw)|€|d4x

6.2.2. Ecuacion para los Vielbein

Aplicando el principio de minima accién con respecto a variaciones de los Vielbein:

0 (eydevcnchlwfd(W”e’) N 8(£mat(><7evw)|6’)

Oekty, Oet,

Resolviendo (Apéndice C), se llega a que, con los campos y conexién on shell, las ecuaciones
de Einsteins desde el tangente coinciden con las usuales:

1
Ry — igw,R = KT (6.13)
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6.2.3. Ecuacion para la conexion de espin

La derivacion se realizara en primer lugar en ausencia de campos, luego solo se considera la
accion Kinstein-Hilbert. Los detalles aparecen en el apéndice D.

En ausencia de campos, se obtiene la ecuacién 6.14
0=yt [eucevaT; bt TE — euaeucT;} (6.14)

Andlogamente a lo que se hizo en el capitulo de gravedad de Einstein-Cartan, considerando
la presencia de campos de materia se obtiene la ecuacién de campo asociada a la conexién
de espin D.1:

n {e“ce”aT; + el’ce’\aT)’fV — e“ae”CTlfT} = —kst,? (6.15)
donde se ha definido como tensor de espin,

sH b _ 2 a(\/ ’g‘ﬁmat(X; 6,(4}))
Vgl o,

Se puede comprobar que D.1 y 4.4 son equivalentes.




Capitulo 7

Conclusiones

7.1 Conclusiones

Se ha explorado una de las formas alternativas de describir a la gravedad, anulando la
condicién impuesta por la Relatividad General de que la torsién es nula. Para facilitar su
comprensién al lector ajeno al tema, se hace un repaso de la construccién de la Relatividad
General, y se toma como ejemplo para la construccién de la gravedad de Einstein-Cartan.

Para ello, en primer lugar se justifica el uso de la herramienta matemaética, las variedades
diferenciables, a través del Pricipio de Equivalencia, para la descripcién del espaciotiempo.
Por si sola, la estructura de variedad diferenciable no es suficiente para poder hacer una
fisica completa. Para poder describir movimientos son necesarios conceptos como distancia,
velocidad, aceleracion, etc. Derivadas con cardcter vectorial que es interesante poder comparar
en distintos puntos del espacio. Con este fin, dos objetos geométricos de especial importancia
son introducidos: la métrica y la conexién. La métrica va a estar relacionada con la forma
de medir distancias y dngulos sobre un punto de la variedad. De alguna forma, se puede
decir que dota de Geometria a la variedad en ese punto. La conexién por su parte, va a
definir como se relacionan las geometrias de los distintos puntos de la variedad. A partir de
la conexién se van a poder definir los conceptos de curvatura y torsion, que mas adelante
juegan un papel fundamental en el trabajo.

En este momento del desarrollo matematico ya se puede hacer fisica, y es en el punto donde
van a separarse Relatividad General y gravedad de Einstein-Cartan. Y es que, para tener
una descripcién completa del espaciotiempo, es necesario calcular la métrica y la conexién
que lo describen. La Relatividad General de Einstein va a trabajar con una conexién en
particular que depende directamente de la métrica, por tanto calculando métrica, calculas
conexion. El nombre de esta conexién es conexion de Levi-Civita, y su forma analitica surge
de forma natural de considerar dos condiciones:

» Compatibilidad de la métrica: Vx(gu) =0

n Torsion nula: T =0

La forma de construir las dos teorias es el mismo, pero la gravedad de Einstein-Cartan se
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construye sin apoyarse en una torsiéon nula, con lo que la conexién ya no es la de Levi-Civita
y por tanto analiticamente ya no depende directamente de la métrica. Es decir, métrica y
conexién son campos independientes.

Para la construccién de las teoria se recurre al uso de un formalismo variacional, por tanto
es necesario la introduccion de una accion. En estas teorias, la accién es el resultado de la
suma de una accién gravitatoria y otra acciéon material. Es importante senalar que en ambas
teorias la accién gravitatoria es la de Einstein-Hilbert, por tanto, atin a pesar de englobarse
en el marco de teorias de gravedad modificada, Einstein-Cartan se diferencia del resto en
que no modifica la accién gravitatoria con respecto a la de Relatividad General.

En cuanto al formalismo variacional, se denomina Formalismo de Palatini, y va a funda-
mentarse en aplicar el Principio de Minima Accién a una acciéon que dependa de forma
independiente de métrica y conexién, por lo cual es natural utilizarlo en gravedad de Einstein-
Cartan (en el trabajo se justifica como también es necesario para Relatividad General, pero
puesto que en esta métrica y conexién son dependientes el argumento es algo més complicado).
Para gravedad de Einstein-Cartan la accién es (la unica diferencia con la de Relatividad
General es que el lagrangiano de materia depende de la conexién):

1
S = Seu + Spat = 5 [ ROVl + [ Loarl0.T)V lold's

Aplicar el Formalismo de Palatini tiene como resultado la obtencién de dos ecuaciones
de campo, una para la métrica y otra para la conexién, cada una relacionando un objeto
geométrico con un aspecto fisico de la materia.

La primera ecuaciéon de campo es la misma para Relatividad General y para gravedad de
FEinstein-Cartan. Relaciona curvatura y tensor de energia-momento:

1
Ryp — §R97p = RTyp

La segunda ecuacién de campo se anula en Relatividad General, y relaciona torsién y tensor
de espin:

gprVAu + Tp'y)\ + gpAT”w = —KSpyA

Esta segunda ecuacion es la caracteristica de gravedad de Einstein-Cartan. El tensor de
espin es nulo en Relatividad General, con lo que la torsidén es cero, y se recupera la conexion
de Levi-Civita. Para justificar el acople de estas ecuaciones, se han utilizado argumentos de
teoria de campos. La materia macroscépica esta formada por particulas elementales que, al
menos localmente, responden a la teoria cudntica de campos y a la relatividad especial, por
tanto, cada particula elemental se puede etiquetar con masa/energia y momento angular
intrinseco (espin). Si la materia va a imponer una geometria sobre el espacio en este modelo,
tiene sentido que cada una de las caracteristicas que la definen se acople con un elemento
geométrico. En el caso de Relatividad General, se consideran distribuciones de materia con
un espin promediado a 0, con lo que solo es necesario un tensor de energia-momento para la
descripcion del espaciotiempo. Sin embargo, si el promedio de espin no es nulo, la gravedad
de Einstein-Cartan propociona una descripcion geométrica mas acertada, pues ademas de
ligar curvatura y energia-momento, liga torsién y espin.
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Las ecuaciones obtenidas mediante el Formalismo de Palatini se han aunado en una solo
ecuacion de campo:

1
GUHA = jorkA 4 §/<;2 (s“"’ps/\l’y — s“pl,s)"’p — s“pys)‘pl,—i-

1 1
5575 4 3028, 87 = 28,7, 580 + 8 500))

Para resolverla se utiliza el marco cosmolégico, donde se supone que a gran escala, nuestro
Universo se trata de un fluido homogéneo e isétropo. Estas simetrias espaciales simplifican
notablemente la ecuaciéon de campo. Con ellas, y suponiendo un Universo cerrado, se plantea
el andlogo a la ecuaciones de Friedman de Relatividad General pero para el caso de gravedad
de Einstein-Cartan.

00 : —3% —;<6—|—3p—|— 2&32)
. 2 .
2 1
ij: 2<a> +a—|-2:—/£<p—/is2>
a a a 4

Con ellas se abordan los dos problemas que motivan la inflacién en cosmologia estandar:
la planitud y el horizonte. El primero, el problema de la planitud, viene generado por la
mediciones que indican la naturaleza plana del Universo, y como esto choca con la edad y
tamano del mismo. Al ritmo de crecimiento de un Universo plano, resulta imposible haber
alcanzado el tamafo actual del Universo en su tiempo de vida. Por otra parte, el problema
del horizonte viene dado por las observaciones realizadas al CMB (Cosmic Microwave
Background). Estadisticamente, existe una simetria en la temperatura de puntos antipodales
en el Universo. Nuevamente, dada la localizacién de estos puntos, en la edad del Universo
y por su velocidad de expansién, se genera una incoherencia, en este caso el hecho de que
estos puntos no pueden haber estado en contacto en ningin momento de la historia.

La Inflacion da cuenta de ambos problemas, teorizando una expansién acelerada en los
primeros instantes del Universo (lo que involucra vacios falsos o campos escalares), que
acabaria por estabilizarse a la expansion que se observa en el presente.

Se prueba como el término del factor de densidad energética derivado del fluido de espin en
teoria de Einstein-Cartan, a edades tempranas del Universo, es suficiente como para dar
cuenta de ambos problemas sin necesidad de recurrir a teorias inflacionarias.

Ademas se incluye un capitulo dedicado al teleparalelismo, que no es sino una reformulacién
de la teoria desde el espacio tangente. Se ha decidido incluir este capitulo por razones
historicas, y porque sirve como base para la introduccién de un lagrangiano de materia, el
del campo de Dirac, en espacios curvos.
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7.2 Trabajo futuro

Por extension, por dificultad, y por tiempo, algunos apartados relativos a la teoria se han
omitido.

= Fstudio detallado del tensor de Belifante-Rosenfeld y su uso en gravedad de Einstein-
Cartan.

Una tarea pendiente para el desarrollo completo de la teoria seria la reproduccién
exacta de los calculos que llevan a este tensor.

= Geometria de Finstein-Cartan como resultado natural de un teoria gauge local para el
grupo de Poincare en el espaciotiempo [4].

Se puede demostrar, desde la perspectiva de una teoria de Campos, que la geometria
propia de la gravedad de Einstein-Cartan en cierto modo es més natural que la de
Relatividad General, pues es el resultado natural de una teoria gauge local para el
grupo de Poincare en el espaciotiempo.

» FEstudio detallado del teleparalelismo, su uso con el campo de Dirac [3] [5].

En primer lugar, no se ha incluido la expresion analitica del lagrangiano de materia
del campo de Dirac en espacios curvos porque para defenderla era necesario explicar
conceptos propios de Teoria Cuantica de Campos. Por lo tanto queda pendiente para
trabajos futuros.

En segundo lugar, queda pendiente un estudio mas detallado sobre el teleparalelismo
en general, y su incorporacién a la teorfas posteriores como la supergravedad [3]. Por
complejidad también se deja como vias futuras.



Apéndice A
Ecuacion para la métrica

Se parte pues, utilizando el formalismo métrico y la accion:
1
S = o [ ROV + [ Lnslog)Vigla's

Efectuando una variacién con respecto a la métrica g"¥ — g"” + dg"” y aplicando el principio
de minima accién:

55 = [ [58 (VIIR@) +5 (Vsimatneo)) | a's =0

Y se tiene entonces: 1
2.0 (\/HR(Q)) =0 (\/@ﬁmat(x,g))

Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes:

O . <8<R<g>¢m>] _ /19l Lmar(x.9))

agw a(a17 gvp) agvp

1
2K

Teniendo en cuenta que el escalar de Ricci es:
R = gﬂ)\ (aul—wzu\ - 8VFVM/\ + FV,LLO'FUI/)\ - FV/L)\FUVU>
es decir, es cuadratico y de primer orden en los simbolos de Christoffel, y que estos a su vez

son cuadraticos y de primer orden en la métrica:

1
Fpuu = igp)\ (aug)\l/ + aug,u)\ - a/\guy)

se tiene que el término de las ecuaciones de Euler-Lagrange,

5, <a<R<g>¢r§>)

8(67]97,0)
es de cuarto orden. Por lo tanto, a pesar de que tedricamente este formalismo es el adecuado

para la derivacién de las ecuaciones de Einstein en Relatividad General, en la practica
resulta no ser un método viable. Resulta que el truco que se utiliza para esta derivacion, es

o1
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precisamente “olvidarse” de que la conexion y la métrica estan ligadas, y tratarlas como
campos independientes. Es decir, se aplica el formalismo de Palatini.

Se parte de la accién propia de la Relatividad General:

1
5= o [ ROVt + [ Lnaleo) Vgl

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la métrica son las mismas que las obtenidas con el
formalismo métrico:

OB D)VIaD _, (a(R@,r)m))

ag'yp 8(877 g’yp)

1

_ _ _a(\/mﬁmatbﬁg))
2K

B dgrP

En este formalismo, R no depende de las derivadas de la métrica, luego las ecuaciones de
Euler-Lagrange correspondientes a la accién de Einstein-Hilbert se simplifican notablemente:

10[R(@.D)Vlg) 1 !mawmmg,r)) + R0 219D

2% dge T 2% dge DgrP

Una vez derivados, se puede omitir la dependencia del tensor y el escalar de Ricci:

ok |:\/m&;5f);Rﬂ/\ + R(_ng\/@)] = %\/@ {Rn,p — 2ng]
L ol Ry = LRe | = _IW19lLmar(x, 9))

ok V191 T 5 e = dgP

Definiendo como tensor de energia-momento:

~_ =2 0l9lmat(x.9))
7Vl 2l

Se obtiene la expresion final para las ecuaciones de Einstein propias de Relatividad General:

Ryp — %ng = KTyp (A.1)
Se suele definir un tensor para la parte izquierda de la ecuacion, el tensor de Einstein G.,:
1
Gyp = Ryp — §R9'yp
v las ecuaciones de Einstein quedan:

Grp = KTyp



Apéndice B
Ecuacion para la conexion

Se considera en primer lugar la accién en ausencia de campos de materia, es decir, la accién
de Einstein-Hilbert:

1
Sen =5, [ Bla.D)Vlld's
donde el escalar de Ricci es:
R= gl/)\ (8}LF#V)\ - &/Fu,u)\ + Fﬂ;wrgu)\ - F“VUFU;M)

De momento, se considera una conexién general I'7,3 con respecto a la cual se varia la
accion. Las ecuaciones de Euler correspondientes resultan ser:

ARVl _ (W) B.1)

O 5 (0,7 o)

Operando el lado izquierdo de la igualdad B.1:

\/mgu)\a [a,uruw\ - ayrﬂu)\ + FMMUFUV)\ — F“VUFU#)\}
0 op

1
SV Tglg™ [F405OLTT n + 08307 iy — S OGO r — B4030TT | =

1
SeVIgl0™ [85T% 0 + 058504 1y = 65770 — 93T, | =

1/
ok V19

y el lado derecho de B.1:

R N O A

1 = 000, = O TH N +TH 6T\ = TH T 0T
877 |:2]€ ’g’g a(anc]:waﬁ) -

1 1% (o} (o 1 «
&{%wwA@wwwﬂw%wJQ]=%LmﬂMQBW—M%D]=
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i K@n\/E) (9“667, ~ ") + Vgl (379"5 - 3779"553)} =
i 9] [gaﬁl“pnp@? — g"TP,0% + 0,9°7 — 8779”/853}

Asumiendo por simplicidad la compatibilidad de la métrica (Vng“’\ =0= ang“)‘ + F“npgp’\ +
I’)‘npg”p), es posible escribir B.1 como:

0= guA5gF5uA + gaﬁrlfw _ gOMI*/D”YA _ gﬂﬁralw + gnﬁfl)np(gg_
gaﬁppw _ F"npgpﬂ 51 — Fﬁnpg”pég + pawgpﬁ + Fﬁwgap

Reagrupando y renombrando indices contraidos, se puede simplificar esta expresion utilizando
el tensor de torsion:

0= guﬁ(gg (FVW’ - Fyl/u) + 9%8 (Faw - Faw) + gaﬁ (FVW - FVW) =

QM’BQTVW + QMBTaw + QQBTVW (B.2)



Apéndice C
Ecuacion para los Vielbeins

Aplicando el principio de minima accién con respecto a variaciones de los Vielbein se obtiene:

0 (eyde’ycnchuvfd(w)’e’) B a(£mat(X7evw)’€D

Oety, Odety,

Por la parte de la accién gravitatoria, se tiene la derivada de un producto. Por un lado,

a(eVdch) vsa a, v
067% = 5#(5(1670 + 53506 d
y por otro
dle| de uo_ u
Do, — gn(e)aeua = —sgn(e)eet, = —|e|et,
donde se ha utilizado en la peniltima igualdad la propiedad de las matrices inversibles:
Odet A -
—————— = —(detA) A/,
oAy, — et

Por otro lado, definiendo como tensor de energia-momento con respecto al vielbein a

P ;1 o(le|Lmat)
nd |€‘ Nad 86%

De manera que se cumple la igualdad
1
(93467 + 302€” a) ) Ruy (@)l + € a€en Ru (@) (—leles) = 20-—tya
a

Multiplicando por 7,4 y desarrollando se llega a [5]:

1 2 1
3 (Rud — R,(m)) — §nadea#R = ktua
Para recuperar las ecuaciones de Einstein en coordenadas de la variedad, se impone el

postulado de los Vielbein. Contrayendo con e?, se obtiene:
1

5 (RW - Rg)) — %g,wR -
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Por ultimo, faltaria matizar como deben estar los campos para que las ecuaciones de Einstein
desde el tangente coincidan con las usuales. Para recuperarlas definitivamente, se va a exigir
que tanto los campos como la conexidn estén on-shell (que satisfagan las ecuaciones clésicas
de movimiento por estar en el espacio tangente). De esta forma se consigue que

3 (Fuw = R2) = R

y que
(tm/)on—shell = Tuv
Esta tltima igualdad viene dada porque es justamente la parte simétrica de ¢, la que

coincide con 7,

8L"mat 8[:mzzt 8£mat
t(uy) = eaunathb =+ ea,unabeiyb - g,ullﬁmat =2 dghv - g,uuﬁmat = Tuv

Por tanto, con los campos y conexion on shell, las ecuaciones de Einsteins desde el tangente

coinciden con las usuales: )
p) Ty

R IR = KT, (C.1)



Apéndice D
Ecuacion para la conexion de espin

La derivacién se realizard en primer lugar en ausencia de campos, luego solo se considera
la acciéon Einstein-Hilbert. Como el elemento de volumen de la accién, no depende de la
conexién de espin, las ecuaciones Euler se pueden formular en términos de la densidad

lagrangiana.
OLgn P OLgn
Owpy "o (Orw,)
Puesto que el lagrangiano de Einstein-Hilbert tiene la forma

1
Ly = ﬂeydewcﬂcf Ry (w)
y el tensor de curvatura de espin es:
Rwdf = ayw,ydf - wal,df + wydgwwgf - wydgwl,gf
se tiene que las ecuaciones de Euler resultan ser:

9 [!e\ v

d d d d
B0 \ 2k€ de%ncf (auww f — Oywy T+ wy nggf — Wy gwugf)] =

9 e
N |— Tl (0w, — L w9 w9
,\[ (@) [21@6 e’en ( Wy = Oy T+ w gy, —wy S w f>

Desarrollando ambos lados de la igualdad se tiene:

1. Lado izquierdo:

0 le d d d d
D {le”devcn(”f <8Vw7 ;o Oy, ¢ + wy nggf — Wy gw,,gf) -

geydev o (5#5%%  OL30Gw,  — SkoLw, Iy — 55535;%%) =

v“a®g Yy a~g
lel

2k

d d b d
|:6 ae’ycn f + e’ qel'e 77 WV a e’ qet cl fwu - 6”d67077 Cw’y a}

o7
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2. Lado derecho:

9 e
M | =———— | =e”ae’ e (B, — Oyw b + w, b g s — wo® w9 =
/\[ (@) [le e’en ( Wy = Oy T+ w gy —wy S w f>

|e’1/'ycf A ou 9d qb Aopadab )| _ |e’)\,ubc w A cb)| _
) [le 4! (904080 — )L} ) | = 0n | (e — etueen) | =
1
o (Onlel) (Maetane — etocn™) +

lel

o [(BAe ) el e’ + etq (One" ) n? — (Oneta) ™ — ey (@f%) nd’}

Para una conexién y una métrica generales, se puede demostrar que:
el = v lgl = 5V 1919" Vagu + /gl

Pero puesto que, en este trabajo, en todo momento se asume la compatibilidad de la

métrica se tiene que:
Olel = V/]gIT%

Por tanto, finalmente resulta que el lado derecho de las ecuaciones de Euler queda:
OLp—_m
|l ———"—F~1]=
9 (drwp)
1 be | A m m m m A A\ u
%|e\n [FM( € — eFge )—I—@,\e a)ele 4 (Oxeto)ery — (Oxetq)ete — (Oxeo)ety

Las ecuaciones de Euler resultantes son:

euae'ycncfw’ybf + 6Vde,ucncbwyda o eyaeucncfwuda _ 6,ude’}lcnbcw’yda —
b A A A A A A
n* [F’iu ( € q —elge ) + (Oxea)e!e + (Oxet'c)e”a — (Onel'a)e”c — (Ore c)e“a]

Puesto que p, a, b son los tres tinicos indices que no deberian contraidos, comprobarlo es una
buena forma de comprobar la validez de las expresiones obtenidas. el siguiente paso es notar
como, salvo dos términos n° es un factor comtn. Sin embargo, estos dos términos puede
reinterpretarse utilizando un par de condiciones:

= Compatibilidad de la métrica:
0 = Dx(guw) = Da(e”ue’unap) = Da(eue’s)nap + € e’y Da(1ap)

» Postulado de los Vielbein (PV)
Dy(e!y) =0

y como
Dy(Id) = Dy(e"q€y) = Da(e!'q)e + e aDy(e?y) =0
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se tiene:
Dy(e") =0

Ademais,
b
0= Dy(e"y) = One'a +T% €”a — w”,e"

y finalmente se obtiene,
F/;u - eaV (_a)\eua + w/\baeub>
» Utilizando los resultados del item anterior:

0= Dx(Nap) = —wr aleb — WA “pTac + OrNap = 0

Y como 74, es una constante, se deduce:

WXba = —Wiab
Equivalentemente,
w}\ba _ _w)\ab
= Adicionalmente,
b b b
W/.LCC = wuabna = —WubaT] ‘= _wuabna

donde simplemente se han renombrado los indices a y b en la ultima igualdad. Como
consecuencia:

Con estas condiciones, los términos sin n°® se pueden expresar en funcién de la misma:

. e“ae%ncfwwa = e“aeycwvbc = —e“ae'ycwvcb = —e“ae'ydw,ydcnbc

be

. e”ae“cncfwybf = eV et awpub = —ev et w, P

— _euaeudwl/dcnbc

En este punto, las ecuaciones de Euler resultan ser:

d  bc

b, d d , b
_euaewdww gt e’qet' n®w, + e’ gel g en

c eudevcﬂbcwwda _

77bc [Fiu (euceka - e“ae’)\c) + (8/\6)\11)6“0 + (aAeHc)eAa - (akeua)ekc - (a)\eAc)eua}

Esta expresién se puede simplificar notablemente en términos de la conexién. Reagrupando:

A b d b _ b A AoodY b A
1. —(Oxero)etan™ + e¥ get qu,® n® = et gn® (8>\e e — €M gwy C) = el n° (e”cl“)\y)
A ,.ch d ,cb _ A\ ,cb d\ _ A\ b I
2. —(0retq)eren® 4 e¥ et qu,“qn® = et en® (_8)\eua + el g a) = e en” (eyar)\y)

A b d b _ A b d\ _ A b 1
3. (Orete)etan® — et e’ qwy 6776 = e"qn"” (8)\€Mc —elqwy c) = e an* (_el/cr)\y)
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4. (8)\6)\(1)6#0776[) - 6#66’7dw7da7]0b = eﬂchb (8)\6)\a€>\d°~))\da) = e“cﬁd’ (_eyarﬁy)

Usando el tensor de torsién (T}, = T'\ — T\ ), y renombrando los indices contraidos, se
llega a la expresion final:

= ﬁbc [eﬂcel/a (FZ’T - qu) + cheAa (F!)fy - ]_"5)\) - eﬂael/c (FZT - F;l/) =

be v T [N 1] v T
n [e“ce oIy, +evce” Ty, —elqe CTVT}
Y como 7’ es una constante:

_ v T v oA 1 v T
0=elee’ T, +e’ce Ty, —el'qe” T,

Andlogamente a lo que se hizo en el capitulo de gravedad de Einstein-Cartan, considerando
la presencia de campos de materia se obtiene la ecuacién de campo asociada a la conexién
de espin:

nbc [e“ce”aT; + e”ce’\aT)’fV — e“ae”CTJT} = —kst,? (D.1)

definiendo como tensor de espin,

sH b _ 2 6(\/ ’g‘/"‘mat(X7 67(“")))
Vgl O,
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