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Resumen

El sistema de ecuaciones de Keller-Segel describe el movimiento colectivo de
células que son atraidas por una sustancia quimica. Si bien existen numerosas
adaptaciones de este sistema, en este trabajo se ha utilizado un sistema de
dos ecuaciones parabdlico-eliptico para estudiar la existencia y unicidad de
solucién de dicho problema. Esta prueba se ha llevado a cabo en varias fases,
definiendo y resolviendo primero otros problemas regularizados similares y
pasando al limite para obtener la soluciéon a nuestro problema original.
Asimismo, se ha estudiado la existencia de singularidades en tiempo finito
para datos iniciales con masa mayor que una cantidad critica, y por debajo
de la cual las soluciones existen globalmente.

Palabras clave: Quimiotaxis, sistema de ecuaciones Keller-Segel, mollifier,
problema regularizado, estimaciones de energia, singularidades.

Abstract

The Keller-Segel system describes the collective movement of cells that are
attracted to a chemical substance. There are numerous models of this system.
In this work we have been used a system of two parabolic-elliptic equations
to study the existence and uniqueness of solution of this problem. This proof
has been carried out in several steps, first defining and solving a family of
similar regularized problems and then passing to the limit to obtain the so-
lution to our original problem.

Likewise, the existence of singularities in finite time for initial data with mass
larger than a critical threshold has been studied. Below this critical mass,
global solutions exist.

Key words: Chemotaxis, mollifier, Keller-Segel system of equations, regu-
larized problem, energy estimates, singularities.
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Capitulo 1

Introduccion

Existen multitud de situaciones en las que distintas células dirigen su movi-
miento en base a las diferentes sustancias quimicas presentes en el ambiente.
Ejemplo de ello puede ser el movimiento de los fibroblastos hacia regiones
heridas para iniciar su curacion, o la accién que ejercen las feromonas sobre
animales de sexos opuestos de una misma especie: la polilla de seda Bombyz
Mori utiliza un olor especial para atraer a una pareja de apareamiento. La po-
lilla hembra, durante la temporada de apareamiento, segrega un olor causado
por una feromona que atrae al macho a moverse en direccion a la concentra-
cion de ese olor, lo que ayuda a las polillas macho a encontrar a las hembras
con mayor facilidad [7].

Este tipo de movimientos de acuerdo a gradientes de sustancias quimicas
recibe el nombre de quimiotaxis. Esto explica como las bacterias encuentran
alimento dirigiéndose hacia zonas de mayor concentracién de moléculas ali-
mentarias como la glucosa, asi como se alejan de la presencia de venenos
tipo el fenol. En organismos multicelulares es fundamental tanto en las fases
tempranas de su desarrollo como en las fases mas tardias como la migracion
de neuronas o linfocitos.

El sistema de quimiotaxis de la bacteria Escherichia Coli [1] es uno de los
mas estudiados: estas bacterias se mueven gracias a los flagelos que tienen
pegados a su cuerpo dando tumbos alternadamente, lo que determina un
movimiento sin direccién fija. Cuando los flagelos se mueven en un sentido
forman un haz que propulsa la bacteria hacia adelante. Cuando giran en di-
reccién opuesta, el haz de flagelos se desarma y la célula cambia de direccion.
Ante un aumento en la concentraciéon de una sustancia atrayente, la bacteria
se desplaza hacia la direccién favorable, mientras que si esta concentracién
disminuye (o aumenta la de una sustancia repelente) la frecuencia de tumbos
aumenta, alejandose de ese estimulo desfavorable.
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El estudio matematico de este fendmeno comienza en 1953 con C.S. Patlak
[13]. En 1970, Evelyn Fox Keller y Lee A. Segel presentaron un sistema de
cuatro ecuaciones diferenciales parabdlicas describiendo estos movimientos.
Sus primeros estudios pueden consultarse en [8], [9] y [10], los cuales se inspi-
raron en la agregacion de las amebas Dictyostelium Discoideum. Para saber
mé&s sobre su movimiento véase [12] y [14].

Hoy en dia existen varias versiones del sistema de Keller-Segel para quimiota-
xis, segin los fendmenos y escalas en que estemos interesados. En este trabajo
consideraremos el modelo simplificado

ni(z,t) — An(z,t) = =V - (n(z,t)Vo(z,t)) € R*te]0,T]
yo(z,t) — Av(z,t) = n(x,t) vy>0 (1.1)
n(x,0) = ny(z)

donde n(x,t) representa la densidad celular, v(x,t) la concentracién de qui-
mioatrayente y v indica cémo el quimioatrayente se descompone, la sensi-
bilidad quimica. La primera ecuacion se trata de una ecuacion de difusion-
conveccion. Tiene en cuenta que el movimiento de las células viene dado por
un aumento mas pronunciado en la concentracién de quimioatrayente. La
segunda ecuacién modela la descomposicion del quimioatrayente. El término
~v es un término de reaccion, de tipo consumo, mientras que el sumando +n
de la derecha es igualmente un término de reaccion, pero de tipo produccion.

En el siguiente capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de solucion
en tiempo finito para el problema (1.1), para lo cual tendremos que resol-
ver primero otros problemas regularizados similares y pasar posteriormente
al limite. En el capitulo 3, analizaremos una caracteristica muy interesante
de este modelo, como son las singularidades en tiempo finito o blow-up. Las
explosiones en tiempo finito son la tnica singularidad que puede impedir que
las soluciones existan en un tiempo ilimitado.

En particular probaremos los siguientes resultados:

Teorema 1. Dada la condicién inicial ng € H*, ny > 0, existe una tinica
solucion n € L*([0,T*]; H*) N C°([0, T*]; H*) 0 < s < 4 para el sistema de
ecuaciones (1.1)

Es decir, probaremos la existencia de solucién en tiempo finito. Ademas, como
hemos mencionado anteriormente, veremos en qué casos cabe la posibilidad
de que aparezcan singularidades en tiempo finito.

Teorema 2. Sea ng € H* un dato inicial tal que || ng ||pi= M > 8.
Entonces la solucion correspondiente del sistema (1.1) para el caso v = 0
tiene singularidades en tiempo finito.



Capitulo 2

Existencia y unicidad de
solucion

En este capitulo estudiaremos la existencia y unicidad de solucién para el
problema (1.1) introducido en el capitulo 1. En primer lugar, hacemos una
introduccién a los espacios LP y Sobolev, asi como algunas propiedades de
los mismos.

2.1. Preliminares

2.1.1. Espacios L”

Consideramos el espacio de medida (X, X, u). El espacio vectorial £ (X) se
define, para p € [1,00), como el espacio de todas las funciones medibles f
que cumplen:

[1srin<o (2.1)

b's

Estableciendo ahora la siguiente relaciéon de equivalencia R sobre LI
fRg< f =g ct.p, (i.e. /| f—glPdu= 0) (2.2)

El espacio vectorial resultante es, por definicién, LP = LP/R
Tomando X = R?, para cada p > 1, p < oo se denota

[P(R2) = {f € LR : /}R S 1P es fnito) (2.3)

la norma LP se define como
y

o= ([ 1P )’ 2.4

3
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Para el caso p = oo, el espacio L consiste en el espacio vectorial formado
por todas las funciones medibles segin Lebesgue f : R?> — R que son
esencialmente acotadas en R?, es decir, cuando existe una constante M > 0
tal que | f |< M en casi todo punto. La norma en L*™ es la norma del
supremo esencial:

| fllee=esssup | f|=mf{M >0:| f|< M ct.p} (2.5)

2.1.2. Transformada de Fourier y propiedades

La transformada de Fourier de una funcién f € L*(R") se define como

/\

f€ p~e f(x)dx (2.6)

)= 5 o

Algunas propiedades de la transformada de Fourier que utilizaremos poste-
riormente para la estimacion de la energia son:

i) Si f €S, entonces fe Sy

0% f = (i)’ F (2.7)
ii) Para todo f € L?, R
I f 2= f [le2 (2.8)

2.1.3. Espacios Sobolev

En esta seccién vamos a introducir los espacios Sobolev. Como veremos mas
adelante, nos serdn de gran utilidad en la demostracion de la existencia de
solucion para el problema regularizado, asi como en las estimaciones de la
energia.

El espacio de Sobolev
H™(R?), m € Z* U {0}

es un espacio vectorial normado formado por funciones v € L?(IR?) tales que
Dy € L*(R?),0 <| a |< m donde D* = 921992, La norma H™ se define
como

lollam={ > D% |3 (2.9)

0<|a|<m



2.2. METODOLOGIA Y RESULTADO PRINCIPAL bt

El espacio de Sobolev se generaliza al caso m = s € R. Se considera la norma

v

w= || arlerr o P (2.10)

En los siguientes lemas recopilamos algunas de las propiedades principales
de los espacios de Sobolev.

Lema 1. El espacio H*"*(R?),s > 1,k € Z* U {0} estd continuamente
inmerso en el espacio C*(R?). Esto es, existe ¢ > 0 tal que

|vl|ex<cl|lv|geer Vo€ HTHR?) (2.11)
Lema 2. Desigualdades de calculo en espacios de Sobolev.

i) Para todo m € Z+ U {0}, existe ¢ > 0 tal que, para todo u,v € L*> N
H™(R?),

[ wv |am < e{ll w[poe]l D™ [[p2 + [| D™u [|z2]| v I~} (2.12)

i) Para todo s > 1, H*(R?) es un dlgebra de Banach. Esto es, existe ¢ > 0
tal que, para todo u,v € H*(R?),

| wo ||lgs < c |l ullms| v |ms (2.13)
iti) Para el caso s =1 se tiene [6]
[uv [[m<cllwllmll v llm (2.14)

Lema 3. Interpolacion en espacios de Sobolev. Dado s > 0 existe una cons-
tante C; tal que para todo v € H*(R?) y s > s' > 0 tal que
o o< Coll o 1" o 152 (2.15)

2.2. Metodologia y resultado principal

A continuacién introducimos el principal resultado de este capitulo: el teore-
ma de existencia y unicidad de solucién para el problema (1.1) que probare-
mos en las sucesivas secciones.
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Teorema 1. Dada la condicién inicial ng € H*, ny > 0, existe una unica
solucion n € L>([0,T*]; H*) N C°([0,T*]; H?) 0 < s < 4 para el sistema de
eCUAcILOnes

ni(z,t) — An(z,t) = =V - (n(z,t)Vo(z,t)) € R*t€0,T)
yo(z,t) — Av(z,t) = n(z, t) v >0
n(z,0) = no(z)

La prueba de la existencia y unicidad se basa en 4 pasos: El primero es
definir problemas regularizados adecuados. El segundo, demostrar que estos
problemas regularizados tienen solucién, aplicando para ello el Teorema de
Picard en Espacios de Banach. El tercero es obtener un tiempo de existencia
uniforme en el parametro de regularizacion. Esto es necesario de manera que
podamos posteriormente pasar al limite en dicho parametro de regulariza-
cién. Este tiempo de existencia uniforme en el pardmetro se consigue por
medio de estimaciones de energia, por lo que es necesario haber regularizado
bien el problema para que dichas estimaciones sean de utilidad. Por tltimo,
se pasa al limite.

2.3. Demostracion del Teorema

2.3.1. Problema regularizado

La estrategia de esta seccion radica en disenar un sistema similar al sistema
de ecuaciones de Keller-Segel visto para el cual podamos probar facilmente
la existencia y unicidad de solucion. Para ello introducimos el siguiente lema
que nos permite pasar del sistema inicial a una ecuacion no local.

Lema 4. Supongamos que f € L*(R*) N CY(R?). La solucién u € C?(R?)
de la ecuacion
yu—Au = f (2.16)

viene dada por una convolucion
w(x) = [ N(z—y)f(y)dy
RZ

donde N es un nicleo explicito en términos de las funciones de Bessel [15].
Ademds,

lullm<cll fll (2.17)
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I Vullm<cll £l (2.18)

En particular,
[ ullz=< el e (2.19)

Dado que en nuestro sistema tenemos
Yo —Av=mn

Se tiene que
v(z) = [ N(z—y)nly)dy (2.20)
RN
Y de este modo pasamos del sistema de ecuaciones de Keller-Segel a la si-
guiente ecuacién no local:

ng—An ==V - (nV (N %n)) (2.21)

El primer paso es modificar esta ecuacion, introduciendo un operador 7,
llamado mollifier. Los mollifiers son funciones suaves con ciertas propieda-
des especiales. Intuitivamente, dada una funcién que es bastante irregular,
al convolucionarla con un mollifier, la funciéon se suaviza, es decir, sus de-
rivadas son funciones regulares, mientras se mantienen cerca de la funcién
original. Empezamos definiendo el operador de regularizacién J., mas ade-
lante mostraremos como usar este operador para conseguir una regularizacion
adecuada.

Dada una funcién radial

J(z])eCy, T =0, Jdz =1 (2.22)

RN

se define J.v de funciones v € LP(R?), 1 < p < oo como

(Jev)(z) = 5N/

R

T (m - y) (y)dy, € >0 (2.23)

9

Propiedades del operador J.

i) Para todo v € LP(R?), v € LP(RR?) se tiene

/RZ (T * u)vds = / w(J. % v)da (2.24)

RQ
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ii) Para todo v € H*(R?), J. * v converge a v en H® y el radio de conver-
gencia en la norma H*™! es lineal en ¢

limy || Je %0 = v || 2= 0 (2.25)
| J- = (2.26)
iii) Para todo v € C°(R?),
| Tex v [ <[ v [l (2.27)
Ademas, se tiene que
| Tex v ll2<[l v |2 (2.28)

iv) Los mollifiers conmutan con las derivadas

DT xv=J.«D V|a|<k (2.29)

v) Para todo v € H™(R?),k € ZT U {0},y ¢ > 0,

ka

| J-* v ||Hm+k< | v ||z (2.30)
a Cmk
| JTe* D% || gm < NJaTE lvl|gm V]a|<k (2.31)
| Je* D ||po< N/2+lc vz V]al|<k (2.32)

La prueba de las anteriores propiedades sobre los mollifiers puede encontrarse
n [11].

Asi, definimos
— JAT-xn=—-TJNV - (J-*nV (N x J.*n)) (2.33)

La presencia de los mollifiers se debe a que proporcionan un equilibrio necesa-
rio en la integracion por partes y a la necesidad de conservar las estimaciones
de energia (la cual veremos que es independiente del pardmetro de regulari-
zacién). Ademads, tienen la caracteristica adicional de que al componerlos con
operadores diferenciales no acotados, se originan operadores acotados. De este
modo, podemos aplicar el Teorema de Picard que enunciamos a continuacion
para demostrar la existencia de solucién para el problema regularizado.
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2.3.2. Existencia de solucion para el problema regula-
rizado

Introducimos el teorema de Picard en un espacio de Banach, a partir del cual
probaremos la existencia de solucion para nuestro problema regularizado.

Teorema 2 (Teorema de Picard en un espacio de Banach). Sea O C B un
subconjunto abierto de un espacio de Banach B y sea F' : O — B una
aplicacion que satisface:

i) F(X) asigna O a B.

i1) F' es localmente Lipschitz continua, es decir, para cualquier X € O
existe L > 0 y un entorno abierto Ux C O de X tal que

I F(X)~FX) < L X -X|p VX XeUx

Entonces, para cualquier Xy € O, existe un tiempo T tal que la EDO

dx
7ﬁ—:}%Xj, X [imo=Xo €0 (2.34)

tiene una tnica solucion local X € C*[(=T,T); O]

Proposicién 1. Dada la condicién inicial ng € H* | se tiene que para cual-
quier € > 0 existe una unica solucién n® € C*([0,T.); H*) para la EDO
dn®
dt

= F(n) (2.35)

n’ \tzoz no

donde F(n°) = J.AT. +n® — TV - (T *n°V (N * (J- * n%)))
y To=T(|l no |lms¢)

Demostracion. Aplicando el Teorema 2, definimos B = H*,

O={feH"| f|lga< A} donde A =2 || ng || =
F:H*— H*

siendo

F(n®) = TAT.«n" — T« V - (T *xn°V (N * (J: xn%)))

= F1(n) + F5(n°) (2.36)
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Como nf € H*, J. * n® € C™ todos los términos en F estan bien definidos.
Veamos si se cumple la condicién ii) del Teorema de Picard:

| E(n%) = F(m?) [|as< C(e) [| n° = m” || s

| Fi(n®) — F1(m®) ||gs =|| To x AT *n° — T« AT x m® || ga
=|| Tz * A(Te x (n° —m?)) [ g

Por (2.31) se tiene
| Te* A(Te * (n° —m?)) [[ga< Cle) [| ATz + (n° —m?)) || s
Aplicando ahora (2.10) y (2.31) se llega a

I F1(n®) = Fy(m%) [[as < C(e) | A(Tz % (n° = m)) [|as
< Ce) | Tex (n® = m?) |lme (2.37)
< C(e) | n® = m® |

Puesto que

[

| A * (07 = m) s = [4N|5|2<1+|f|2>4|x*?m5> |2d5]2

2

< |[, 0 1€RPP T e ]
RN

<[| Je * (n® = m?) || as
Para el segundo sumando de (2.36), para simplificar notacién, denotamos

u=NxJ.*n°

r=NxT.xm°
De este modo se tiene:

| F2(n") = Fo(m®) [|gs =|| Te % V - (T xn"Vu)
— T x V(T x+m°Vr) || ga
=|| T %V - (J- * n°Vu)
—JexV - (J.*n°Vr)
+ T %V - (J-*n°Vr)
= T+ V- (TexmVr) |y

(2.38)
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Aplicando la desigualdad triangular, obtenemos:

[ Eo(n®) = Fo(m?) |[s <[| Te# V- (Te x n"V(N * T % n%))
= TV - (Je#n* V(N * Jo o m)) || s

F T4V (T TN 5 T )
— T+« V- (T xm V(N x T *m®)) || g

(2.39)

Definimos

G =|| T+ V- (T xn°V(N % J. xn%))
— T x V- (T #n°V(N x J. xm)) || g

I=||T.+V - (T.x+n°V(N x J. xm®))
— T *V - (T +m V(N x T x«m®)) || g
Aplicando (2.31) obtenemos

G=|T-*V - (J*«n°V (N xT.*(n°—m%))) || ga
<c||VA(Texn V(N x T x (n° —m))) [|ua

Ahora, distribuyendo la derivada, observamos que:

G<c| Tx«nA(NxT.x(n°—m®)) || s
+e || V(Texn®) - V(N « T+ (n° —m?)) || s

Por 1ltimo, teniendo en cuenta
Y (N * T * (n° —m)) — A (N x J. x (n° —m®)) = J. % (n° —m°)
se llega a

G<c|Txn"Jx(n®—m°) | g
+9 || Tz xn°N * T (n° —m®) || ga +
+ | V(T %n%) - V(N % T % (n° —m°)) || g

Definimos ahora
M =||V(Je+n%) - V(N *x T % (n°—m°)) || g«

T=V(JTexn) V(N *Tex(n° —m))
Asi,

M <O\ 7l + VT las< O VI x0® [| 2] V(w = 7) Jlzee + | VT |53
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Teniendo en cuenta que

IVT 5= > DV [la= Y || D*"'r |3
0<|7|<3 0<|a|<3

Estudiamos los 4 casos:

ol D7 |22 < c|| DVI- *n° |[12]] V(u—7) ||p~
+c|| VI xn ||| DV (u— 1) |12
<c | nfleell Tex (n° —m®) |

+elln® [l Tex (07 —m?) |2

Donde en la desigualdad anterior se han usado las propiedades vistas de los
mollifiers, asi como (2.19).
De este modo se llega a

I D7 [z <€ 2l Te % (n° = m) [l

<A || n® —m® |2

ol D1 s < (|| DV %0 [l Vi =) i
+ || DVI- % nf ||| DV(u—v) ||z
+ | VI # 0" ||| D*V(u—0) [|12)

Por (2.31) se tiene que
I D*V Tz # 0 [|2<| Te %0 [[ma< || n® |z -
La siguiente desigualdad se consigue aplicando (2.11), (2.19) y (2.30)
V(=) [[p=<c|| V(u=7)[[m< el Tex (07 —m®) [[2< ¢ f| n° —m® || 2
De nuevo por (2.11) y (2.30)
| VI x 0 || <[] T % 0% [[ms < || n° || 2
y se llega a

I D*7 |22 < c(l| n° [lz2]| n® —m® ||
+ {1 % [lz2l] Tz (07 = m?) |2
+ {1 n® [lzzll 2 = m® | r2)

<A 0t —m |2
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donde en la ultima desigualdad hemos aplicado (2.30) para el casom =0 = k
Seguimos con el tercer caso, donde partimos de la siguiente desigualdad

o|| D1 |2 < ¢ || D’V T+ 0 2] V(u—v) =
+ | D’V T %0 ||| DV (u = v) |12
+ || DV #0 ||pee|| D*V (u =) |12
+ | VI # 07 (1= |] DV (u =) || 2
Por (2.29) y (2.31) se cumple que
| D’V T s 0 || 2=l D*T. # n® [| < n® |1
Por (2.18) y (2.29),
| D*V (u=0) [|p2<[| DTx (0" —=m) [|2<|| Tex (0 —m®) || <[| n° —m | 12
| D2V (u = v) Iz =] D*(u—v) |1z
=|| D« N % J.  (n® — m®) ||
<|| D* N * Je % (n® —m°®) || g2
<|| D * o # (0 —m) |
<l nF = m 1o
Luego se llega a
I D7 (|22 < e || n° [|z2]| n° = m® || 2
+clln® el 7 —m |2
+clln® ezl n® —m? |
+clln® 2l n® —m? |
<N || n® —m® |2
o | D' |lp2 < || D'VT x 07 [|2]| V(= v) |l
+ || D’VI# 0 ||| DV (u— ) |12
+ | D’V T 0 ||| D*V (u = v) |12
+ | DVTe 50" || || D*V (u = v) |12
| VT #0 [l| DAV (= v) | 22
Aplicando las mismas desigualdades que en los casos anteriores, conseguimos
| D7 (|2 <[ n® [zl Te* (n° —m?) |12
+ [ % el Te % (n® —m?) || 2
+ [ " [l 07— m® |
+ [ % [l 0 —m® |12
+ [ % [l 07— m® |2

<A || n®—mf |2
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Se observa de este modo que en cualquier caso se cumple que
| VT ||[gs< e || n® — m® || 12

Luego
G <X n®—m® |2 (2.40)

Asi,

G<cl|| JTxn"TJ.x(n°—m°) ||ga +cX || n° —m |2

<c || Jexn® [lasll Tex (0 —m®) |lgs +eX || n® —m® |12

Donde en la anterior desigualdad hemos usado (2.13). Asi, logramos la si-
guiente desigualdad

G <c|| n° ||rz]| n® —m® [|z2 +cA || n® —m® || 2

<A || n® —m® |2
Para el segundo sumando de (2.39) se tiene:

I=[|T-+«V - -(Texn®—T.xm)V(N x T xm%)) || g
<c||V-(Fe*xn®—T.xm°)V(N x T xm®)) || s

Donde en la anterior desigualdad hemos aplicado (2.31).
De nuevo, distribuyendo la derivada, obtenemos

I<c| (Jx+n®—Tcxm®)AN x T xm°) || pga
+ || V(T % n® — T xm®) - V(N * J. xmF) || g

Y por tultimo, teniendo en cuenta que
YN % Joxm® — A (N x J.xm) = T +m°
llegamos a

I<cl| J:*(n°—m")J.xm" ||ya
+ || Tz * (n° —m")N % J. xm® || ga
+ || V(Jz % (n® —m®)) - V(N x T+ m®) || g4

Denotamos ahora
P=||V(Jex(n"—m%)) - V(N x J.xm°) || ga

p= V(T * (n°—m)) - V(N * J. xm°)
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De este modo, se tiene
P < pllee + | Ve llas<[| VI * (07 = m) [| 2| V7 [l + 1| Vi [
Veamos cémo se puede acotar || Vu || gs. Dado que
I Villie= D I D°Vulz= > I D" pl
0<|o|<3 0<|al<3
distinguimos, al igual que en el caso anterior, 4 casos:
ol Dpllze < || DVTe % (n° —m?) || 2| Vi [ Lo
+ || V(Tex (n° = m®)) ||| DV |12

Haciendo uso de las desigualdades vistas anteriormente, conseguimos la si-
guiente desigualdad

| Dy > < el Tex (7 —m®) 2| Texm® |2
+ el n®—=m® |L2f] Texm? |2
<clln®—m® 2] m® ||
+eln®—m® |l m® |
<CeA || nf—mF |2
o |l D2 llps < ol DAV, (0 =) [l2l) Vr [
+ || DV(Te * (n° = m?)) ||z || DV |2
+ || V(T (07 = m®)) ||z || D*V7 || 12)
De nuevo, aplicando las desigualdades correspondientes obtenemos
| D% 2 <l v =" Lol T % 1
+ [ n® = m? 2] Texm” |2
+ | Jex (0 = m?) [[2]| m® |12
<ch || nf—mS e
o |l Dulls < ¢ | D*V(Z. % (nF = m)) lzz ]| Or [l
+ | D*V Tz * (nF —m) || || DV |1
|| DV(Z. * (€ = m) = ]| D2Vr 12
+ || VI * (n° = m®) ||| D°V7 || 2
Al igual que en los casos anteriores se llega a
I D*ullre < el n® —me 2] Texm |re
el n®—m® el Jexm® |
el n®—=m® el m® |
+c|n®—=m® el m® |

<N || n® —m® |2
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£

o|| Dlpllre < e || DV T (n° = m) |2l V||

+ || DV Tz * (0 —m) |[p|| DV ||1e
+ || D*V T+ (n° = m®) || || D*Vr | 12
+ | DVT. * (07 = m) || || D*Vr |2
+ | VI # (07 = m) [l || D'V | 12

En este caso se tiene que:

| D'y |[p2 <[| 0 = m || 2| T % m® |12
+ [| n® = m® || 2] T xm® || 12
+ || n® —m® [ 2] m® || 12
+ [ n® —m® [[r2]| m® || 12
+ || n® —m® [ 2] m® ||

<A || n®—=mS |2
Luego en cualquier caso se observa que se verifica
| Vi lms< eh [ n® —m® ||
De este modo, volviendo hacia atras vemos lo siguiente

I <c| J:*(n°—m")JT.xm® || ga
+ || VI % (n° —m®) - VN x J. xm°® || ga (2.41)
<c | Jox(n® —mf) |||l Texm® [[gs +eX || n° —m® ||

Donde en la dltima desigualdad se ha utilizado (2.13)
De este modo llegamos a

I <c|n®—m® ||| m® ||z2 +cA || n° —m® |12
< c || n® —=m® ||z]| m® ||Lz +eA || nF —m |2 (2.42)

<eA || nf—m® 2
Volviendo a (2.39) tenemos que

| E2(n) = Fy(m®) [| < €A || n® = m® [z +A || n® —m® ||z

2.43
<A nf—mF |2 (24

que es lo que queriamos probar.
m

Asi, hemos conseguido soluciones para cualquier € > 0, las cuales existen has-
ta un tiempo T;. De existir el limite de n® durante un intervalo de tiempo, se
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tendria que dicho limite es solucién del problema (2.21). Por tanto, debemos
probar que toda solucion regularizada tiene un intervalo de existencia comin
para todo e suficientemente cercano a 0. Es decir, debemos asegurar que
liminf..,o 7. # 0. De otra manera podria ocurrir que el tiempo de existencia
del hipotético limite de esta familia fuese solo el instante ¢t = 0.

2.3.3. Estimaciones de la energia
En este apartado haremos una estimaciéon de la energia
E(t) =|l n° |72 + || 95,n° 172 + || 95,n" 122 (2.44)

Esta claro que
E(t) <[l n |3

por la definicién de espacio Sobolev que viene dada por (2.9). Veamos que
también se cumple la desigualdad contraria, esto es

I n® [I5:< CE()

Para ello haremos uso de la definicién (2.10) de espacio Sobolev segtin Fourier.
Notemos que

Hmm:/@ﬂﬂ%W@P%

RQ
gcAJummM&RMﬂWHWQV%
gg@u+U&PH&PDW@P%

<C(lnlze + I %n 172 + 1l 0,m [172)
Proposicion 2. Las soluciones reqularizadas verifican
E(t)<2E(0) VO<t<T* (2.45)

Demostracion. El objetivo es conseguir una expresion de la forma

= < cEF
ar = ¢

para un cierto k. De esta manera, sin mas que integrar esta desigualdad,
obtendremos (2.45).
Por definicién,

I nlfte= [ n*G0da
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Asi,

1d ne _1d e 2
i 17 = g [ 70
:/ n° (JAT: xn° — .V - (T *n°V (N * J. *n%))) dzx
]RQ

Utilizando la propiedad (2.24) de los operadores J. se tiene

2dt||n5||L2 / T *n° AT+ n° — T+ n°V - (T xn° V(N * J. xn))dx

Para simplificar, denotamos m = J. * n® . Asi, tenemos:

1d

ST || n° HLQ—/ mAm —mV - (mV(N % m))dx

Fijamos Q2 = B(0, R). Aplicando el Teorema de Green a la primera parte de
la integral se llega a

2dt||n€||Lz / mVm - ndx—/]Vm |2dx—/mV (mV (N % m))dx

Observamos que la primera integral se anula en el limite. Aplicando de nuevo
el teorema de Green a la tercera integral se tiene

1d

ST, | n [|7.= / | Vm P dz+ [ Vm-mV(N xm)dx (2.46)

RQ

Denotamos ¢ = N x m. Por el lema 4, notemos que

79— Adp=m
Asi,
Vm - -mV¢ = %mQ)ng
Sustituyendo en la ecuacién (2.46), llegamos a
sa == [ 1m P ars [ Y006 a

Teniendo en cuenta de nuevo el teorema de Green en la segunda integral
obtenemos lo siguiente

2
) m [
Sl = /|Vm]dx+/]RQ2dx/ b da
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d
Veamos en primer lugar que 5% | n® ||2.< cE3/?
Esto es, que

€\3 €)2
—/ | VJ. xnf |? dx—l—/ @dw—/ @wﬁdmﬁcﬁiﬂ
R? R? R2

Por un lado, se tiene que

— VI|T*n® |*de <0

R2

Por otro lado,

e\3
/Md:cglméx|j€*n€|/ (. % n°)?dw
R2 2 2 R2

Teniendo en cuenta (2.11) y (2.30) se dan las siguientes desigualdades:

max | J. xn® | =|| Jo *n° |1
=[I T+ n Jlco
<c| Je*xn® | ga
<cln flas
< cEV/?

Esto es,

€\3 1
/ Md:vgéméx|j€*na| (J. * n°)?dw
R2

2 R

chl/Q/ (n®)?dx
R2

El dltimo término se estima de la siguiente manera
€\2
/ M’yqﬁdaz < L miax | & | / (T % n®)*dx
R2 2 2 R2
< CEI/Z/ (n®)?dx
R2
S CE3/2

Luego se llega a

1d . 5
Sl |ag o (2.47)
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Veamos que ocurre con || 92 nf |2

th n® ||L2 / 641 n® 6§16t n°dx

- / 8;’jln€j€ * A@ﬁljs * n°dx
R2

- / Dy T % VO, - (T +n°V (N x T % n))da
R2

Denotando m = 7. * n® y aplicando el teorema de Green se tiene

2dt H ne ||3.= —/ \ V@ilm B da:+/ vaﬁlmaﬁl (mV (N *m)) dx
R2 R2

Sea
R= [ Vo, md; (mV (N *m))dr

R2

Aplicando la desigualdad de Young

p q
< Y (2.48)
P q

llegamos a
R< = / | Vo, m > de + = / (95, (mV (N * m))))2dx (2.49)
R2
Para la primera integral, teniendo en cuenta (2.31) obtenemos

1
—/ | VO, m |*de < c/ | n° |22 do < cE (2.50)
2 Jr2 R2

Para la segunda integral, distinguimos 5 casos en funcién de la posicién del
término 9 :

TERMINO 1: || mVa2 ¢ |2

En este primer caso las cuatro derivadas afectan a ¢.
Tomando la norma infinito en m se tiene la siguiente desigualdad:

I mVg, ¢ 172 < cllm il VO, |72 (2.51)
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Aplicando las propiedades de la transformada de Fourier vistas anteriormente
obtenemos:

| Vol o |2 =|| Voio |2
= || (1€ (€)® |I2

eyt

<c|[ €1 m |7
<cll (&P +]&1P)m e
<c| & m 7. +c| &,m |7

<clm s

|7

Luego llegamos a
I mVag, ¢ 1[7:< c |l m [l m |7

Ademas,

=l m || s
Por lo que se obtiene

I mVOy,é 172 < cllm (Lol m [[

<c|m

Ahora, deshaciendo el cambio m = 7. xn® conseguimos la siguiente desigual-
dad

| 7% 07V 0,6 |32 || Jex 0 [[3a< @ || ||fpa < 2
TERMINO 2: | ,,mVa,o |3,

En este segundo caso una derivada afecta a m y las otras tres a ¢.
Tomando la norma infinito en el término 0,,m se tiene la siguiente desigual-

dad:

1 02,mV0;, 6 |I72 < ¢ || 0oy [[10e | VOZ, & 172 (2.52)
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Teniendo en cuenta que:

| V2,0 |2 =|| V2 & |12
|| (i)(i&3) |12
—| (ii)(i@ﬁ 122
<cll&Pm 3
<cl(&aP+]&P)m |

<clozm Lz +cl 05,m |1

<clm
Deducimos lo siguiente:
1 02,mV 03,6 [[72< ¢ || Qaym |7 [l m |17

Por otro lado,

1 0 (52 < e || m s <[l o |3

Luego

1 00,mV 3, ¢ [I12< ¢ || m |3y

Ahora, deshaciendo el cambio m = J. x n° se llega a

1 0, T2+ 0V 0,6 |12 < ¢ || Te %1 |1

TERMINO 3: || 92, mVd2 ¢ |2

En este caso, dos derivadas afectan a m y las otras dos a ¢
Tomando la norma infinito en el término 92 ,m conseguimos la siguiente de-
sigualdad:

10;,mV ;.6 T2 <|| %m0l VO, 0 172
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De igual modo, tenemos lo siguiente:

| V2,6 (13 =]l V2,6 |2
| (i€)(i€2)d ||%2
_H (Z€>(Z§1) v+ ‘ 5 ‘2 HL2

<cll&lml

<cl (& l+1& Dmlli
<c |l Quym |l72 +c || Ouym |17
<clm i

<cllm s
Luego

107, mV;, ¢ |12 < e |l Om [zl m |70

<zl ozm el m |7
Por otro lado, teniendo en cuenta que
167,m <[l m ||
Se llega a
| 07,mV;, ¢ 1< € m |3

De nuevo, deshaciendo el cambio m = J.xn y aplicando la propiedad (2.31)
obtenemos:

| 03, T xn°NV 02 ¢ |72 <C || Texn ||
< ¢ | nf |3
< CE?

TERMINO 4: || 92 mVo,, ¢ |2,

En este caso, tres derivadas afectan a m y una a ¢

Tomando la norma infinito en el término V3, ¢ se tiene la siguiente desigual-
dad:

I 02,mV 05,6 |[7> <l %Z,m |72l Vi@ [IZec (2.53)
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Aplicando, al igual que en los casos anteriores, las propiedades de la trans-
formada de Fourier, conseguimos lo siguiente:

| @ m |32 = 9%, 3
= (i&)*m ||z
<|l & Iz
<l 93,m |z
<l m |I%s
Y teniendo en cuenta por (2.11) y (2.19) que:
I V02, Lo <11 Vi Iz <Il m 2 <[l m [I7s

Se llega a
1 92,mV 00,6 [[12< €[ m < €| m ||y

De nuevo, deshaciendo el cambio m = J. *n® y aplicando la propiedad (2.31)
obtenemos:

| 02,7 * V0,6 < | e i< &) o [ 22
TERMINO 5: || 92 mV¢ |2,

En este ultimo caso se estudia lo que ocurre cuando las cuatro derivadas
afectan a m.
Tomando la norma infinito en el término V¢ se tiene la siguiente desigualdad:

1 02,mV o |72 <|| 02,m 1721l Vo 70
Procediendo igual que en los casos anteriores:
—_—
I 0z,m |I72 = 92,m |7
= (&) |72
<|l & |72
<c| gy m |z

<cllm |z
Se llega a
1 92,mVe I72< c | m |[3all Vo i< eIl m 7l VO (72

Donde en la dltima desigualdad se ha usado (2.11)
Teniendo en cuenta que

IV llm<|l ¢ las<clfm lm< el m|a
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Se concluye que
I 95,mVé [|7< ¢ || m |3

Y deshaciendo el cambio m = J. * n° llegamos a

10z, T+ Ve [[2< e || Texn® [[ga< e || n® [l

Notemos que

I 17 :/ (L+ [ € P)* [ m(e) | dg
RN
SC/ A+ (& P+ &) mE) > de
RN

< C(Il (&) 17> + I 9z,m NIz + || Oz,m [|72)
Por lo que se tiene entonces que
|03, T: x 0V |72< ¢ || n® [[3a< e || n° [|72< cE?
De este modo llegamos a

Ld

57 | 920 ||72< c(E + E?) (2.54)

El caso para || 9;,n° ||7. es anélogo, esto es:

1d
57 | 00n® [72< (B + E?) (2.55)

Usando (2.47), observamos que

%E <c(E*+1) (2.56)

De aqui se obtiene T™ tal que

E(t) < 2E(0) Vt < T* (2.57)

Notar que T™* no depende de €. De hecho, T* < T, Ve > 0.

De esta manera, hemos obtenido un tiempo de existencia uniforme 7™ en
el pardmetro de regularizacion. Por tltimo, vamos a probar la existencia de
limite n® durante el intervalo [0, 7%].
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2.3.4. Paso al limite

En esta seccion vamos a probar la existencia de limite n® durante el intervalo
[0, T*]. Para ello probaremos que la sucesién n¢ es de Cauchy en un determi-
nado espacio de Banach. Puesto que toda sucesiéon de Cauchy en un espacio
de Banach es convergente, quedaria visto.

Proposicién 3. La familia n® forma una sucesién de Cauchy en C([0, T*]; L?).
En particular, existe una constante C que depende de || ng ||gs y T*, tal que
para todos € y € se tiene

sup || n® —n® ||2< C'méax{e, &} (2.58)
0<t<T™
Demostracion.
d1 d1

—5 In* = n® ||7.=

e _ € |2 — € _ 0 E\(E _ A E
5 | n® —nf|° de /]R2 (n® —n°)(n; — nj)dz

dt 2 R2
Sustituyendo n; y nj por su expresién correspondiente tenemos

d1l ~ _ _
DLy e 2, = / (TAT. #1F — ToATe % 78 (1nF — 1F)dx
RQ

— / (JTV - (Je xn°V(N x J. xn))
R2

— TV - (T=*nfV(N % J= % n°))(nf — nf)dx
=T +1T,

Empezamos estimando el término 77. Para ello introducimos el siguiente
término cruzado Jz * Jz * Anf

T = / (AT 0 — JoAJ=%nf)(n° — n®)dx
R2
- / (e * Je % AnF — Jex Jex Anf)(n® — ) dz
RQ
+/ (J= % J= % An® — Tz % J=* An®)(n® — n®)dx
R2

Denotamos 777 a la primera integral, y Ti5 a la segunda. Asi, tenemos:

T = / (e % T % Anf — J=* J=x Anf)(n° — nf)dx
R2
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Anadimos de nuevo un término cruzado, en este caso es J. x Jz * An®
Ty = /]RQ (T % T % Anf — T % J=% An®)(nf — n®)dx
+ /}RQ (T % J=% An® — Tz % J=% An®)(nf — nf)da
De esta manera denotamos
T = /}RQ (T * To % An® — T % J=+ An)(nf — nf)dx

- /RQ (Je — T2) * T+ An)(n° — n®)da

T = / (T % Tz % An® — J= % J=* An®)(n® — n®)dz
R2

= / (J. — J=) * T= % An®)(n® — n®)dx
R2
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a T71; tenemos:
Tin <|| (T = J2) * Te % An® || 2] nf = n® |12

Introducimos ahora el término J.xAn® y aplicando la desigualdad triangular,
llegamos a:

T <|| JTe * Te * An® — T« An® || 2| n® — n® [l 2
+ || Tex T % An® — T« An® ||z || nt —n° I L2
Por (2.26) conseguimos lo siguiente
Tlll S (CE H ‘_75 * Ana HHl —|—Cg” ._75 * ATLE HHl) H nE —ng ”Lz
<C(e+8) | T+ An ||| n° — n® |12
< Cméx(e,8)(|| To * An® || + || Je % Anf ||mn) || nf — n® ||
< Cméx(e,8)(|| To*n ||ms + || To %0 ||gz) || n° — 0 || 12

< Cv/E(0)méx(e, &) || n° —n® |12
El caso para T}15 es analogo:
Thig = / (T — J=) % J= % Anf)(n® — n®)dx
< (T = o) % Tz An) ||z || n° =0 |12
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Introducimos el término cruzado Jz x An®
Tio <|| Je x Je % An® — Tz An® 2] n° — n® || 12
+ || Tex Tex An® = Tex Anc ||| n° = 0 || 2

Aplicando de nuevo (2.26) y propiedades de los mollifiers llegamos a la si-
guiente desigualdad

T2 < C’méx(s,éj(H J=x An® ||H1 + H J=+ An® ||H1> || n® —n® ”L2
< Cméx(e, 8)(|| Tz An® ||gs + || JTe* An® [|gs) | n° —n ||

< Cméx(e,8) || n° sl n° — n® || 2
< CVE(0) méx(e,8) || n° —n® |2

Respecto a T}, tenemos:
Tiy = / (Jz % Tz An® — Jz % Jz * Ang)(nE — ng)d:v
RQ

= Tz + J=A(nf — nf)(n® — n®)dx

R2

- Tz (nf — n®)AJ=* (n° — nf)dx

RQ

Aplicando el teorema de Green a T}, obtenemos lo siguiente:
Ty = —/ | VI (nf —nf) |* da
]RQ
El término 75 viene dado por la siguiente expresion
Ty = / (T-V - (T xn°V(N * J. xn))
]RQ
— TV (T nfV(N % J=*n°))(nf — nf)dzx
Para simplificar notacion, denotamos
m® =T *n V(N x J. * n°)
m® = J=+n°V(N * J=*n°)

Anadimos el término cruzado JzV - me.
De este modo se tiene

Ty = / (TN -mf — J=V - m®) (nf — nf)dx
R2

+ / (FV -m® — =V -m®) (nf — n®)dx
R2
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Lo separamos ahora en dos de la siguiente manera

Ty = / (T -m° — J=V - m®)(nf — n®)dx
R2

Ty, = / (FeV - — TN ) (nf — )
RQ

Empezamos por 75;. De nuevo anadimos sumando y restando el término

cruzado m® = J. * n°V(N x J. % n®)
To = / (TV -mf —mf +mf — J=V - m®)(n° —nf)da
RQ
De igual modo, separamos en dos términos

To1 = / (T-V -m® —m)(n° — ng)dx
]RZ

To1o = / (FV - m® —m?)(n® — nf)dx
R2

Aplicando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz tanto a Tsy; como a Tho,
y teniendo en cuenta (2.26) obtenemos:

Ton <[| TV -m® —m® [[12]| n° — n® 2
< Ce || m anll nF — o
< Ce || To#nf ||z VN * T+ 0°) [ || 7 —n® ||z
< Ce || 0f [|uz|| Texn® ||zl n° —n® [|1e
< Ce || n° [z ]| n° 2]l n° =0 |2
< Ce E(0) | n* = n® ||
Torp <|| TeV - m® —m® || 2] n° = n” |12
< CE | me [l n° —nF ||
< CE|| e ||| VN * T 0°) [l || 0 —n® |12
< CE || 0f (|| Texn® |zl 0 —n® [|1e
< CE || n° [l 2% el m° — 2% |12
< CZ E(0) || n° —nf |12

Respecto a Thy tenemos lo siguiente
Toy = / (JV -mf — J=V -m®) (nf — nf)dx
]R2

_ / (FeV - (mF — m®))(n° — n¥)da
R2
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En este caso anadimos el término cruzado J. *n°V (N % Jz*n®) consiguiendo
de este modo

TQQZ/RZ (T (T n°V(N % T+ n°) — T * n° V(N % J= % n%)))(n° — n®)dzx
+/RQ (JEV - (T xn°V(N % Jzxn°) — T n°V(N x J=+n%)))(n° — n)dz

Denotamos Thyy y Thao a estas dos integrales. Empezamos por Thy

Too1 = /}R (FV - (T % (n°V(N % T ¥ n°) —n°V(N * J=x n%))))(n° — n®)dx

En este caso anadimos el término cruzado n*V(N x Jz x n°). De esta forma
tenemos:

Tyoy = /}R2 (TV (T % V(N % T+ n°) — n°V(N * J=xn%)))(n° — n®)dx
+/}RQ (T=V - (T % (FV(N % Tz % nf) — n°V(N * J=xn)))(nf — nf)dx

Denotamos 1517 v 15212 a la primera y segunda integral respectivamente.
Toon = /]R2 (JeV - (T % n°V(N * (T % n° — Jz+n))))(n° — n’)da

Anadimos el término 7. * n°

Too11 = /}R2 (Y (T % n°V(N * (T * n° — T % n%)))(n° — n®)dx
+ [ (Y T 0V (w0 = T )

Denotamos Th9111 ¥ 152112 & estas dos nuevas integrales

Too111 = / (TV (T % n°V (N * (T * n° — T % n°)))(n° — n®)dx
RQ

T22112:/ (TV (T % n°V (N * (T *n° — J=*n°)))(n° — n®)dx
R2

Empezando por Ths111
T22111:/ (%V(%*TLE (N*(‘Z*n —\Zf*n)))(n —ng)dx
RQ

T % V(N x (J. xn° — T +n°)) - TV (n° — n®)dx

RQ
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Aplicando la desigualdad de Young a esta integral obtenemos

Toorny < d ‘ T *n°V(N * (T *n° — T, * ng)) ? da

4d2/ | TV (nf —nf) |? dx

Para el segundo término veremos més adelante qué valor de d podemos tomar
para que este término sea absorbido junto con 772. Respecto al primer término
actuamos de la siguiente manera:

Too111 < d2/ | T #+n°V(N * (Je *n® — T, * ng>) ? da
|R2

4d2/ | J=V (nf —n)\zd:v

< Cméx | T+ nf ;2/ | V(N * (T #0° — T 1)) 2 de

4d2/ | TV (nF —nf) |? dx
< C || Tesn |Gl N # (Tz*n® = Tex0°) [[3n

€\ |2
4d2/\$_ ) [ da
< C I nf |l )l T+ (n° = n7) |I22
g\ |2
40!2/|‘7E —n) | dx
< CE(0) | n® —n® |72

4d2/ | J=V (nf —n)\de

donde para las anteriores desigualdades se han usado propiedades de los
mollifiers vistas anteriormente asi como (2.17).
Respecto a The112, anadimos ahora sumando y restando n®

Too112 = /]R2 (TEV - (T % n°V(N * (T * n —n9))))(n° — n®)dx

- / (TN - (T x V(N % (J+ f —n))))(nF — n)da
RQ
Tomando normas llegamos a

Toon1a <|| TeV - (T * n°V (N * (J- xn° —n° +n° — jg*”g» | z2]| n° —n° 22
<C| ja*nEV(N*(J_r*ng—ng+ng—jg*ng) || e || na—n‘gHLg
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Aplicando ahora (2.14) y (2.19) tenemos

Toor1z < C || T 0 || g2|| V(N % (T xnf —n +n° — Texnf) ||| n° —n |2
< C | nf gzl N # (T #n° —n® +n° — Jexn°) |2 n° —n® || 12
<O nf 2]l T xn® =nf +0° = Fexn 2] n° —n® |12
<O nf iz (| Texn® =n® [z + || Fexn® =n® [|2) || n° =0 |2

Por tltimo, aplicando (2.26) se tiene

Tooniz < CVE(0)(e || n° | +€ || 0 ) || n° — n® || 12

< C+/E(0)méax(g,€) || n® ||| n® — n® IFE
< CE(0)max(e, &) || n® —n® |12

Volvemos ahora con 15219

Too12 = / (TV - (T % V(N % J=+n°) — n°V(N * J= % n%)))(n° — n®)dx
R2

:/}Rz(ng-(je*(ns—n) (N * J=+n)))(n° — n)dx

T- * (n° —n°)V(N % Tz % n°) - TV (nF — nf)dx

R2

Aplicamos de nuevo la desigualdad de Young a esta ultima integral y obte-
nemos

T2212§d2 |\7a*(”€—”g)‘V(N*x7€*”g) |2 dx

4d2/ | TV (nf —nf) |? da

El segundo término, tomando d = 1, serd absorbido junto con 759111 por Tis.
Con el primer término actuamos de la siguiente manera:

Tymz < d” || T (n° = n°) [[72]l V(N * Tz 5 n°) |7

4d2/ | TV (nf —nf) |? dx

Aplicando ahora (2.28) y (2.11) tenemos

~ ~ 1 ~
Tors < | 0 = [Bal] N o e [ 4305 [ | 900" = o) P da
R2
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Por 1ltimo, aplicando (2.19) se llega a
_ _ 1 _
Tos < & || 0 = [all o7 s +55 [ 1 eV (0 = ) P
Ad? [r2
~ 1 ~
< d*E(0) || n° —n® ||2. +—/ | 2V (n° —n®) |*dx
4d? [r2
Respecto a Thes tenemos lo siguiente
Tooo = / (T=V - (T % n°V(N % J=xn%)))(n° — n°)dx
RQ
B / (JeV - (Te* ¥V (N * Jz %)) (nf = nf)da
R2
= / (TV - (T — J2) * n°V(N % J=*n%)))(n° — n®)dx
R2
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos:

T <|| TV - (T — J2) # nEV(N % Tz 17)) || 2]| n° — n || 2

Introducimos ahora el término cruzado n°V(N x Jz * n°) y aplicando la de-
sigualdad triangular se tiene:

Tosy < (| TV - (Jex °V(N 5 Tex %) =0 V(N Te 5 n%)) || 2
+ || V(N % JTz5n°) — TV - (Tex n° V(N * T=xn°))) ||12) || n° — n® || 2
< C(|| Je # nfV(N x JT=*n°) —n°V(N * J=+nf) || i
+ || FexnfV(N * J=xn°) = nfV(N * T=*n°) ||lm1) || n° — n® || 12

Aplicando (2.26) y (2.19) llegamos a:

Thap < Ce || n°V(N 5 Tz x n) ||| n° = n® |12
+ CZ || V(N % FTex0°) | g2|| n° — n® |2
< Cméx(e,8) || n°V(N * Tz % n°) || ]| n° —n® || 12
< Cméx(e,8) || n° [|z2]| V(N % Je % n°) ||| n° = n ||
< Cméx(e,2) || 0% ||| N * Tz *n? ||| n® = n° ||
< Cmix(e,8) || n° [zl n° ||| n° =0 |2
< C'miéx(g,8)E(0) || n® —nf |12

De este modo, volviendo al inicio de la demostracion, rescordemos que par-
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tiamos de lo siguiente:

d1 ~
£§ H nE—TLE ”%2 :T1+T2

=Ty +Tia+To1 + T2
=T + Thio + T2 + Tonn + To12 + Too1 + Tooo
=T + T2 + T2
+ To11 + Tor2 + Too11 + To212 + Ta02
=T + T2 + T2
+ 1511 + To12 + Ta2111 + T22112 + To212 + To20

y teniendo en cuenta todas las desigualdades calculadas anteriormente llega-
mos a

d1 € g € g ¢ 5 g
@éﬂn—nHéSCﬂWD+UHn—nHHOMM&@+HH—H\W)
d € g ¢ € g
pr | n° —n° ||2< C(E(0) 4+ 1)(méx(e, &)+ || n® — n® ||z2) (2.59)
Denotamos

I = méx(e, &)+ || n° —n |12

Asi, por (2.59) tenemos
I' < C(E(0) + 1)1

y resolviendo esta EDO obtenemos

sup || n€ — n® ||p2< 1(0)eCEOHIT" < gy (e, 5)eCEOFDT
0<t<T*

ya que a tiempo cero se verifica ng = né. Se tiene por tanto que n° es una
sucesiéon de Cauchy en el espacio de Banach C{[0,T*]; L?>(R?)}, por lo que
es convergente y existe limite en C{[0, T*]; L*(R?)}. Esto es, hemos probado
la existencia de un n tal que

sup || n® —n||2< Ce (2.60)
0<t<T*
Usamos el hecho de que la sucesién nf estd uniformemente acotada en H*
(visto en las estimaciones de la energfa, ver proposicién 2) para probar que
tenemos convergencia en todas las normas intermedias para 0 < s’ < 4. Para
ello haremos uso del lema 3 visto anteriormente:

ae < Cy |0 —n |5 0 —n |54t (2.61)

[ n®=n|
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Obteniendo lo siguiente

sup || n® —n || o< Ce' = /AES4(0) (2.62)

0<t<T*

De este modo, para s’ < 4 tenemos convergencia en C{[0,T*]; H*(R?)}.
Ademas, como n® — n, el limite de n; debe ser n;, por lo que n es solucién
del sistema de ecuaciones de Keller-Segel (1.1).

]

Asi, teniendo en cuenta las anteriores secciones, hemos demostrado por el
teorema de Picard la existencia y unicidad de solucién para el problema
regularizado. A partir de las estimaciones de la energia obtenidas hemos
conseguido un tiempo de existencia uniforme, y pasando al limite en este
ultimo apartado queda probada la existencia y unicidad de solucién para el
problema (1.1) hasta tiempo 7.
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Capitulo 3

Singularidades en tiempo finito

Consideramos el problema (1.1) para el caso 7 = 0. De este modo se tiene
ny(z,t) — An(z,t) = =V - (n(z,t)Vou(z,t)) € R? t€[0,T]
—Av(x,t) = n(z,t) (3.1)
n(z,0) = ny(z)

El problema (3.1) tiene la caracteristica de que las soluciones pueden ser no
acotadas en tiempo finito, lo que se conoce como explosion en tiempo finito o
blow-up. Notemos que el comportamiento de (3.1) depende de la dimensién
que consideremos. En dimension 1 no se produce blow-up, mientras que en
dimensién 2 existe una masa critica a partir de la cual las soluciones explotan
en tiempo finito, y por debajo de la cual las soluciones son globales. Para més
informacién sobre estos dos casos y el resto de dimensiones, consultar [5]. A
continuacion estudiaremos que para el caso M > 87 las soluciones explotan
en tiempo finito, mientras que para M < 87 la solucién existe globalmente.
Una prueba detallada de la existencia de solucion global para el caso M < 87
aparece en [4]. El caso para M = 87 puede consultarse en [2] y [3].
Introducimos los siguientes lemas:

Lema 5. Supongamos que f € L'(R*) N CY(R?) y [| f(x) | log(| = |)dx < oco.
La solucién u € C*(R?) de la ecuacién de Poisson

—Au=f (3.2)
viene dada por la convolucion

wa) = [ N =)y 3.3)

donde N (z) viene dado por
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Proposicién 4. Sea n € L' una solucién no nula de (3.1) en un intervalo
[0,T] tal que M = / n(x,t)dz y/ | 2 |* no(x)dr < co. Entonces también
R?2 R?

se cumple

4 [ n(a)de = 421 (1 - 8%» (3.4)

Demostracion. Empezamos viendo que la masa se conserva, esto es, se veri-
fica que || n(t) [|1= M =| no [|p2 parat >0

L n(x)dr = / 2n(ﬂc,t)alﬂn = / (An —V - (nVv))dx =0
dt R2 R2 at R2

Siendo la ultima igualdad cierta por el teorema de la divergencia. Pasamos
ahora a comprobar que se cumple (3.4), procediendo de igual modo:

d 0
. |2 > n(z)dx = | z |? an(a: t)dx
/ |z > (An — V- (nVv))dzx (3.5)

|x|2Anda:—/ |2 |> V- (nVv)dx

Respecto a la primera integral, aplicando el teorema de Green, tenemos:

/|x|2Anda::/ A|x|2ndx:4/ n(x,t) dx
R2 R? R?

Denotamos [ = / |z > V- (nVv)dx

Aphcando el teorema de Green y sustituyendo v(z) por la expresién

:——/ log(| = — y Jn(y) dy
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se llega a

[ V1o (0@ (G toa o=y hat) ) dedy

-/
-

1
/x-n V(—log(lx—yl)n(y))dxdy
R2 JR2 2w
1// (z —y)
= —— x-n(x)n(y) ——= dxdy
T Jr2 JR? ()()|$ y|2
1
:——//yn y= dxdy
T Jr2 JR? | y|
1// x—)
n(x xr —y} drdy
R2 JRR? y|2 ' v}
- 27T

De este modo, volviendo a (3.5) obtenemos:

d ) M2 M
— de =4M — — =4M (1 — — )
o [ VP e (1-3) o

Teorema 3. Sea ng € H* un dato inicial tal que || ng ||p2= M > 8.
Entonces la solucion del sistema (3.1) tiene singularidades en tiempo finito.

Demostracion. Notar que si la solucion existiera globalmente en ¢ para el
caso M > 8, entonces < [, | x |* n(z)dz se volverfa negativa.

Veamos que esto no es posible: Partiendo de que la solucién es no negativa,
para que se haga negativa, tiene que existir un punto donde n(z,t) = 0, lo
que implica que n,(z,t) = 0 por ser z un minimo. Pero como n(z,t) > 0,
se llega de este modo a una contradiccién con el hecho de que n se haga
negativa.

Es por esto que para M > 87 hay un tiempo de explosion finito donde las
soluciones se convierten en medidas singulares. [
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