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Resumen

La optimizacion multicriterio surge cuando se desea optimizar méas de una funcién
objetivo a la vez. Esto ocurre, por ejemplo, a la hora de planificar inversiones donde
se quiere obtener el mayor rendimiento posible, asumiendo el menor riesgo. Sin em-
bargo, estos dos objetivos se contraponen, pues maximizar el rendimiento suele llevar
implicito un aumento del riesgo de la inversién. En este trabajo proponemos una doble
vertiente: tedrica y practica. En cuanto a la tedrica, definiremos el problema de opti-
mizaciéon multicriterio y presentaremos algunos resultados de existencia de solucién y
las condiciones de optimalidad para ese problema, siendo un concepto clave la solucién
de Pareto. Refiriéndonos ahora a la préactica, motivados por el modelo mono-objetivo
para carteras de inversion de Harry Markowitz, el problema de Media-Varianza [7],
consideraremos un modelo multicriterio. Por iltimo, se presentaran algunos resultados
obtenidos con Matlab para tres bases de datos, empleando la técnica de la ventana
deslizante para la ultima de ellas.

Palabras claves: optimizacion multicriterio, optimalidad de Pareto, carteras de in-
version, optimizacion Media-Varianza.

Abstract

Multicriteria optimization is a process whereby we wish to optimise more than one ob-
jective function simultaneously. This occurs, for example, when planning investments
whereby we want to achieve the highest level of return, for each unit of risk. Neverthe-
less, these two objectives are opposite because maximizing the return usually implies
an increase of the investment’s risk. In this paper, we propose a two strand approach:
theory and practise. Beginning with the theoretical strand, we define the multicriteria
optimization problem and present the optimality conditions for that problem, inclu-
ding the key Pareto-solution concept. Regarding now the practical strand, motivated
by the mono-objective optimization model for portfolio investments of Harry Marko-
witz, the Mean-Variance problem [7], we consider a multicriteria model. Finally, we
show some results obtained by Matlab for three databases, using the sliding window
technique for the last one.

Key words: Multicriteria optimization, Pareto optimality, portfolio investment, Mean-
Variance optimization.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se quiere poner en practica los conocimientos adquiridos tras haber cur-
sado las diferentes asignaturas del Grado en Matematicas, especialmente los adquiridos
del estudio de la asignatura Optimizacién I, y a la vez relacionar dichos conocimientos
con los aprendidos durante el curso de la “Mencién en Economia, Empresa y Mercados
financieros” perteneciente al cuarto curso del Grado en Matematicas. En definitiva,
se quiere mostrar alguna de las relaciones entre la Economia y las Mateméticas (que
no son pocas), justificando asi el motivo del ofrecimiento a cursar las asignaturas de
dicha mencién (que pertenecen al Grado en Administracion y Direccién de Empresas).

Tras haber acabado los estudios de dicha mencién me parecié bastante interesante
la teorfa de Harry Markowitz que conoci en la asignatura de Anélisis y Evaluacion
de Inversiones. Ligado al estudio de esta teoria aprendimos el concepto de frontera
de Pareto, aunque de un modo mas visual que tedrico. En este trabajo, sin embargo,
si pretendemos estudiarlo desde un punto de vista tedrico y relacionarlo con otros
conocimientos mateméaticos que hemos recibido en otras asignaturas del Grado como
la Optimizacion I.

El desarrollo de la teoria de optimizaciéon de carteras de inversién es de interés en
los mercados financieros para mejorar las decisiones a tomar a la hora de realizar in-
versiones. En este marco se produjo una revolucién en 1952 cuando Markowitz publicé
su articulo sobre la eleccién de las carteras de inversién [7]. En este trabajo se explica
cémo debe un inversor repartir su capital entre los distintos activos financieros en los
que estd interesado invertir. La importancia del concepto de la diversificacién se basa
en que el riesgo de una cartera de inversiéon depende tanto de la correlacién entre los
activos que forman la cartera como del riesgo de cada activo por separado.

Nuestro interés en esta teoria como matematicos llega a la vista de la repercusién
del trabajo de Markowitz [6]. Markowitz formula un problema de optimizacién para
dar respuesta al proceso de como formar carteras de inversion eficientes. El problema,
conocido como Media-Varianza, calcula, para un cierto rendimiento requerido, la me-
jor cartera de inversion posible, esta es, la que ofrece el menor riesgo posible para ese
rendimiento requerido. El resto de las carteras que ofrezcan ese mismo nivel de ren-
dimiento seran consideradas como carteras de inversién ineficientes, pues tendran un
nivel de riesgo mayor. Este es un problema de optimizacién mono-objetivo y por tanto,
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antes de empezar este trabajo ya conociamos sus propiedades gracias a la asignatura
de Optimizacién 1. Pero en realidad hay dos objetivos a alcanzar: minimizar el riesgo
y maximizar el rendimiento. Es aqui donde nos aparece la optimizacién multicriterio.

La optimizaciéon multicriterio o multiobjetivo es aquella en la que se minimizan varias
funciones a la vez. En la mayoria de los casos esas funciones se encontraran en oposi-
cién y por tanto el concepto de solucién clasico no podra trasladarse directamente al
de solucién 6ptima en la optimizaciéon multiobjetivo. Esto es lo que ocurre al plantear
el problema de optimizacién multiobjetivo en carteras de inversién donde los objetivos
seran minimizar el riesgo y maximizar el rendimiento simultaneamente. El conjunto de
las soluciones formaran la frontera de Pareto (término que ya dijimos que conociamos).

Comenzaremos esta memoria con un capitulo dividido en dos partes donde presen-
taremos la optimizacion multicriterio y formularemos el rendimiento y riesgo de una
cartera de inversion. En los dos siguientes capitulos trataremos algunos resultados de
existencia para el problema multiobjetivo y presentaremos las condiciones de optima-
lidad. En el quinto capitulo se exponen algunos resultados numéricos. Trabajaremos
con varios modelos de optimizacién con distintas bases de datos (dos de ellas de la
librerfa OR [1] y una de Bloomberg Finance L. P). Con esta tltima hemos tenido
que enfrentarnos a la dificultad de estimar el rendimiento y el riesgo para obtener
los datos de los problemas de optimizacion. También hemos utilizado la técnica de la
ventana deslizante para resolver los problemas. Para la resolucién numérica, hemos
considerado varios cddigos, decantdndonos por “estimateFrontier” (perteneciente a la
Financial Toolbox de Matlab). A esta cuestion se le dedicard un apartado especial
indicando el motivo de dicha eleccion. Ademads, en el pendltimo capitulo se presenta
la principal conclusién a la que hemos llegado después de la realizacién de este tra-
bajo. Finalizamos la memoria con un anexo donde se enuncian algunos resultados de
optimizaciéon mono-objetivo y se definen algunos términos matematicos y econémicos.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo introduce conceptos basicos de la optimizacién multiobjetivo y la nota-
cién que se usard a continuacion.

Antes de nada, seria conveniente introducir el problema de optimizacién mono-objetivo
con su respectiva formulacién matematica.

Un problema de optimizacién mono-objetivo, como bien estudiamos en la asignatura
de Optimizacién I durante nuestro tercer curso del Grado en Matematicas, estd formu-
lado a partir de un conjunto de variables que deben cumplir una serie de condiciones,
llamadas restricciones del problema, y también de una funcién (funcién objetivo) que
depende de las variables. Serd esta funcion la que habra que minimizar o maximizar.
En la vida real encontramos muchos casos en los se aplica este campo de las ma-
tematicas. Por ejemplo, las empresas automovilisticas intentan siempre minimizar el
consumo de los coches o maximizar su confort.

Matematicamente, el problema de optimizacién mono-objetivo puede ser formulado
de la siguiente manera:

Dada una funcién objetivo f : R® — R y k funciones g; : R" — R que definen
un conjunto de restricciones

X={zeR":g(x)<0,i=1,...,k}, (2.1)
el problema de optimizacién mono-objetivo consiste en
hallar z € X tal que f(z) < f(x), Vx € X.

Abreviadamente se formula:

(Ro) {Mm f(z)

sujetoa x € X.

11
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2.1. Una introduccion a la optimizacion multicriterio

Un problema de optimizacién multicriterio es un problema de optimizacién que in-
volucra varias funciones objetivo (estas son las funciones que se quieren minimizar o
maximizar). Un problema de este tipo con n variables, m objetivos, f; : R” — R, y
k restricciones puede ser formulado como se muestra a continuacién:

(P) {Min (f1(x), fa(x), ..., fm(x))

sujetoa x € X.

Llamaremos vector de decisién a todo elemento del conjunto X. En este problema
se quiere minimizar todas las funciones objetivos a la vez. Si por algin casual estos
objetivo no estuviesen en conflicto, es decir, que el minimizar uno de los objetivos
no hiciese aumentar otro, podriamos encontrar una solucién que minimizase a todas
las funciones. En este trabajo ignoraremos este caso trivial. Por tanto, asumiremos
problemas en los que las funciones objetivo estén en conflicto (como por ejemplo
ocurriria si quisiésemos comprar un coche cuyo consumo fuese minimo y su potencia
maxima) lo que nos llevard a redefinir el conjunto de solucién éptima (ver por ejemplo

[8])-

Definiciéon 2.1.1 (Solucién Pareto-6ptima). Un vector de decision © € X es solucion
Pareto-optima, o es éptima en el sentido de Pareto, del problema (P) si, y solo si,
32 e X tal que

f,(.CL‘) S fz(.i'), Vi= 1, ey

fio(z) < fio (%) para al menos un indice iy € {1,...,m}.

En otras palabras, un elemento £ € X es una solucion Pareto-6ptima si se trata de
un vector de decisién que no se puede mejorar: disminuir uno de sus valores de las
funciones objetivo sin empeorar al menos otro.

Veamos un ejemplo practico:

Sea el problema de optimizaciéon multiobjetivo siguiente conocido como el problema
de Schaffer: ~ 3
Min (fi(z), f2(2))
(Ps) ] sujeto a
-10<z <10

donde fi(z) = a2 y folw) = (x —2).

Es facil darse cuenta que 2 = 0 y & = 2 minimizan respectivamente a fi(z) y fa(z)
(ddndose la unicidad de solucién en ambos casos). El punto x = 3 no es solucién
optima ya que el valor de ambas funciones objetivo puede ser reducido tomando por
ejemplo x = 2. Por otro lado, x = 1 es una solucién 6ptima en el sentido de Pareto
porque, aunque ninguna de las funciones alcance su minimo en ese punto, se tiene que

fi() < f1(2) y que fo(1) < fo(0).

En la imagen siguiente vemos los valores que toman las dos funciones a minimizar
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y en verde los valores correspondientes a x € [0, 2]. Este intervalo determina las solu-
ciones de Pareto del ejemplo, puesto que no podemos minimizar una de las funciones
sin aumentar el valor de la otra.

50 T T T &

- Soluciones Pareto-optimas

40 -

30

(x-2)°

20 -

L
40 50

ik
=]
=]
= |
o
(]
o
5]
o

Figura 2.1: Soluciones Pareto-6ptimas.

Para cualquier valor de = ¢ [0, 2] siempre podemos encontrar valores inferiores tanto
de f1 como de fo por lo que estas no seran consideradas éptimas.

La Definicion [2.1.1] introduce el concepto de soluciéon Pareto-6ptima global. Otro tér-
mino importante es el de solucién Pareto-6ptima local.

Definicién 2.1.2 (Solucién Pareto-6ptima local). Sea x € X. Un vector de decision
z € X es una solucion Pareto-optima local del problema (P) si existe 6 > 0 tal que T
es solucion Pareto-éptima (global) en X N B(x,0).

Al igual que en la optimizaciéon mono-objetivo, la hipotesis de convexidad nos asegura
la globalidad de las soluciones locales, como vemos en el siguiente enunciado (ver [8]).

Proposicién 2.1.1. Si las funciones del problema (P) son convexas entonces toda so-
lucion Pareto-optima local es global.

Demostracion. Sea Z € X una solucién Pareto-6ptima local de (P): A z € X N B(x, )
(con § > 0) tal que

filz) < fi(x), Vi=1,...my fi,(x) < fi,(Z) para al menos un indice iy € {1,...,m}.
Si & no fuese solucién Pareto-6ptima, existiria x* € X tal que

fi(z®) < fi(z), Vi=1,...my fi,(z¥) < fi,(Z) para al menos un indice ip € {1,...,m}.
Considerando los puntos del segmento que une z* y el centro de la bola:

xg = Pz’ + (1 - B)xr € B(x,9)
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para [ suficientemente pequeiio y ademas, usando la convexidad de las funciones y las
desigualdades anteriores, se tiene

filwg) < Bfi(z") + (1 = B)fi(z) < fi(z), Vi=1,...my fi,(xp) < fio(2).
Por tanto, llegamos a contradiccién. O

Definicién 2.1.3 (Dominancia de Pareto). Un vector de decision z* € X se dice que
domina a otro vector de decision z* € X si

1. fi(zt) < fi(z?), Vie{l,2,..m}.
2. fi(zt) < f;(2?) para al menos un indice ig € {1,2,...,m}.

En vista de esta tltima definicién, podemos decir que un vector de decisién es éptimo
en el sentido de Pareto si no existe otro vector de decisién que lo domine. El conjun-
to de todas las soluciones Pareto-6ptimas se le llama frontera de Pareto o frente de
Pareto. En la figura esta representado el frente de Pareto en color verde.

La optimizacién multicriterio tiene muchas aplicaciones hoy en dia como puede ser
en el campo de las finanzas a la hora de seleccionar los instrumentos de una carte-
ra de inversion cuando tenemos dos objetivos que se contraponen: obtener el mayor
rendimiento considerando el menor riesgo posible, problema de interés en este trabajo.

2.2. Planificacion de inversiones

Una cartera de inversiéon es una combinacién de activos financieros en los cuales
se invierte con el objetivo de generar una plusvalia. La adecuada seleccién de los
instrumentos de inversion que la integran, asi como también la determinaciéon de la
proporcién de la inversién que se destinard a cada instrumento, afectaran tanto al
rendimiento como al riesgo esperado de dicha inversién. La siguiente imagen muestra
una cartera de inversion formada por seis instrumentos financieros con la respectiva
proporcién a invertir en cada uno de ellos [9).

15%

Figura 2.2: Ejemplo de cartera de inversion

2.2.1. Rentabilidad y riesgo de una cartera de inversion

Veamos ahora un conjunto de férmulas relacionadas con el calculo de la rentabilidad
y el riesgo de una cartera de inversion, que estudiamos en la asignatura de Analisis y
Evaluacién de Inversiones correspondiente al Grado de Administraciéon y Direccién de
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Empresas.

El calculo de la rentabilidad o rendimiento obtenido (en ausencia de dividendos) por
el titulo o activo i — ésimo en el intervalo de tiempo [t — 1,¢] es el siguiente:

Py — Py

Ri (t) - P‘tfl

(2.2)
donde P;; y P;;—1 representan el precio de cotizacién del titulo ¢ — ésimo en el tiempo
t y t — 1, respectivamente.

Vamos ahora a dar la expresién del riesgo de una inversién en bolsa, que no es ni
mas ni menos que la varianza del rendimiento de dicha inversion.

El rendimiento de una inversién en diferentes activos financieros en bolsa no es un
valor fijo, sino que depende de los valores que toman dichas acciones a lo largo del
tiempo. Por tanto, supuesto que tenemos n activos para invertir, podemos definir la
funcién objetivo (en funcién del tiempo) como:

siendo z; la proporcién de capital a invertir en el activo i —ésimo y R;(t) el rendimiento
del activo i—ésimo en el tiempo t. Conocido el histérico de rendimientos de los tltimos
m periodos de tiempo, {R(¢;)}]L;, podemos calcular la media:

e Z;n:lF(tj) _ ?1:1 R(tj)Tx _ RT:U,

m m
donde Ri - M

m
y podemos calcular la varianza

es la media del rendimiento en la inversién del activo 1—ésimo

o2 = jeilF () - FI (2.3)

m

Notemos que o2 = 2TV x, siendo V una matriz cuadrada de dimensién n x n donde
sus elementos vienen dados por las expresiones:

Viek = ;

Vi — T [Ri(ty) — Ril[Ri(t) — R_k]‘

En efecto, tenemos que, como F(t;) — F' se puede expresar como (R(t;) — R)Ta:

Con los célculos anteriores vemos que la funcién riesgo (definida como f(z) = 27 Vx)
es una funcién cuadratica y convexa, propiedad 1util en optimizacion.
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2.2.2. Modelo de Markowitz

Diremos que una cartera de inversién es eficiente cuando esta proporciona el maximo
rendimiento para un riesgo determinado, o el minimo riesgo para un rendimiento
determinado. Las carteras que cumplan esta condicion formaran la frontera de Pareto.
Véase en la siguiente imagen.

Rendimiento

4 Frontera de Pareto

Riesgo
Figura 2.3: Ejemplo de frontera de Pareto.

Hoy en dia encontramos muchos estudios sobre la creacién de carteras de inversion
eficientes. De entre todos esos estudios cabe destacar el modelo de Harry Markowitz
que publicé en un articulo en 1952 [7], por el cual recibié el premio Nobel de Econo-
mia. El modelo presentado por Markowitz revolucioné la Teoria Moderna de Carteras
(TMC) y sirvié como medio para la creacién de nuevas teorias econémicas.

Figura 2.4: Harry Markowitz

El articulo de Markowitz fue una revolucién para los existentes estudios sobre inversio-
nes en carteras. Harry Markowitz asumia que los inversores eran racionales y aversos
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al riesgo y que, por tanto, el inversor seleccionard siempre su cartera de inversién en
base a la relaciéon rendimiento-riesgo.

El interés principal de su articulo era la selecciéon de carteras de inversién eficien-
tes. En su teoria hace también hincapié en la importancia de la diversificacién a la
hora de formar carteras de inversién eficientes.

La propuesta de Markowitz para calcular la frontera de Pareto se basa en un mo-
delo de programacién cuadratica. Este modelo trata de encontrar la proporcién (z;)
a invertir en cada activo que forme la cartera de inversién de manera que se minimice
el riesgo medido por la varianza.

Harry Markowitz divide el proceso de seleccion de carteras eficientes en dos etapas. La
primera consiste en la estimacién de los parametros, es decir, estimar futuros rendi-
mientos a través de la observacién del histérico de rendimientos. La segunda, la llama
la seleccion de carteras: una vez estimados dichos rendimientos en la primera etapa,
nos basamos en esos datos para resolver el problema de optimizacién que se ajuste
a nuestras preferencias para asi obtener la proporcién de capital a invertir en cada
activo de la cartera de inversion.

A continuacién formulamos el problema, que llamaremos Media-Varianza:

Min zTVe —aRTx
(Pmv){
sujetoa x € X,

donde x; es el peso o la proporcién de capital a invertir en el activo ¢ — ésimo, n es
el ntiimero de activos que forman la cartera, V € R™*" es la matriz de covarianzas,
a > 0, R € R™ es el vector de rendimientos y

X.={zeR":2;>0,Vi=1,...,nyelax=1}

siendo e € R™ el vector cuyas componentes son todas iguales a uno. Notemos que con
esa funcién objetivo se pretende regular la minimizacion del riesgo y la maximizacién
del rendimiento. El pardametro « sirve para inclinar la balanza hacia uno u otro obje-
tivo.

Este problema de programacion cuadrética sigue siendo muy estudiado a dia de hoy
(ver por ejemplo [6]).

En relacién a este modelo, formulamos ahora el problema de optimizacién multicriterio
de carteras que, como dijimos, estudiaremos en este trabajo.

Min (fi(z), fa(x))

P,
(Fe) sujeto a x € X,

donde fi(x) = —RTx y fo(z) = 2TV
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Capitulo 3

Resultados de existencia para la
optimalidad de Pareto

Con respecto a nuestro problema general multiobjetivo, (P), presentamos el siguiente
problema auxiliar:

(P(z")) { sujeto a  fi(x) < fi(z*), i=1,...,m,
reX

donde F(z) = Y"1 fi(z) y =* es vector de decisién del conjunto X (definido en (2.1)).
Este es un problema de optimizacién mono-objetivo. Denotaremos por A(P(z*)) al
conjunto de puntos admisibles del problema (P(x*)) (ver en el anexo).

En los resultados que se presentan a continuacion se caracterizan las soluciones Pareto-
6ptimas del problema (P;) con las del problema auxiliar |10].

Teorema 3.0.1. Sea = € X tal que A(P(Z)) # (). Se tiene:
z € X es solucion Pareto-dptima del problema (P) si, y solo si, T es solucion global
del problema (P(Z)).

Demostracion. T es solucién Pareto-6ptima del problema (P) si, y solo si,

Bz e X tal que fi(z) < fi(Z), Vi=1,...,my fi,(x) < fi,(Z) para al menos un indice
io € {1,...,m}.

Esto equivale a que

S e X tal que fi(z) < (@), Vi Lowmy 3. file) < O £:@)
=1 =1

que a su vez es equivalente a que
Vx e A(P(z)), se tiene que F(z) > F(Z).

Esto significa que Z es solucién global de (P(Z)). O

19
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Nota: Si A(P(z)) = 0, entonces Z es solucién Pareto-6ptima del problema (P).

Teorema 3.0.2. Sea z* € X. Six € X es solucion del problema (P(x*)) entonces Z es
solucion Pareto-optima del problema (P) y fi(Z) < fi(z*), Vi=1,...m

Demostracion. Supongamos que T € X no es solucién éptima en el sentido de Pareto

del problema (P). Entonces existe algin & € X tal que f;(2) < fi(Z) Vi=1,...,my
fio(Z) < fi,(z) para cierto indice ig € {1,...,m} y por tanto que

m m

lo cual contradice que & sea solucién del problema (P(z*)). O

En el caso del problema planteado para la inversion en carteras tenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.0.1 (Resultado de existencia). Existe solucion Pareto-éptima para el pro-
blema (P.).

Demostracion. Dado & € X, consideramos el problema auxiliar

Min fi(z) + fa(x)
P.() sujeto a  fi(z) < f1(Z)
’ () < fo

o
/-\

=
~—

z e X

(3

Se trata de un problema de optimizacion donde la funcién objetivo a minimizar es
una funcién cuadratica y hay presentes tanto restricciones lineales como cuadraticas.

» Si A(P.(Z)) =0, entonces & es soluciéon Pareto-6ptima del problema (P.).

= En otro caso, por ser la funcién a minimizar una funcién objetivo continua sobre
un conjunto compacto, el problema auxiliar tiene soluciones globales (teorema
de Weierstrass), las cuales, aplicando el teorema son las soluciones 6ptimas
en el sentido de Pareto del problema (F,).

O]



Capitulo 4

Condiciones de optimalidad
multicriterio

En este capitulo todas las funciones que aparezcan en nuestros problemas seran con-
tinuamente diferenciables.

4.1. Condiciones de primer orden

Empezamos con una condicién necesaria de tipo Fritz John (ver por ejemplo [8]).

Teorema 4.1.1 (Condicién necesaria de Fritz John para la optimalidad de Pareto).
Consideremos el problema de optimizacion multiobjetivo (P) y sea T € X. Entonces,
se tiene que si T es solucion Pareto-éptima del problema (P), existen AeR™, X >0,
y it € RE, i >0, tal que no todos son cero y se cumple

m k
Z XszZ(.i') + Z ;Zngj(f) =0 (4.1)
i=1 j=1

/Ijgj(a_c) = 0, v j = 1, ceey k. (4.2)

Demostracion. Consideremos el problema auxiliar (P(z)) formulado como se indic6 al
principio del capitulo anterior. Por el teorema [3.0.1], como Z es solucién Pareto-6ptima
del problema (P), T es solucién 6ptima del problema (P(z)), el cual es un problema
de optimizacién mono-objetivo.

Haciendo uso de la regla de los multiplicadores de Lagrange (vista en la asignatu-
ra de Optimizacién I) sabemos que existen @ € R, @ > 0, \ € R™, A >0, y i € R¥,
i > 0, tales que se verifica:
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H]g](j)—o, v.]: ) 7k
Ahora, como
i=1
se tiene la 1gualdad . ) v tomand \i = a + ):i, Vi=1,..,m. ]

Proposicion 4.1.1. Supongamos que ademds de las hipotesis del teorema anterior se
cumple una de las dos stquientes condiciones:

» Los gradientes {Vg;(Z)} ;e son linealmente independientes, siendo
J@)={je{l,...k}: g >0y gj(z) =0}
» Las restricciones del problema (P) son lineales.

Entonces las condiciones del teorema anterior se verifican para \ # 0.

Demostracion. Si los gradientes {Vg; (%)} cs(z) son linealmente independientes, con-
cluimos que A # 0 ya que si A = 0, se tendria que & = 0 y que N=0,Vi=1,..,m
y por tanto

k
Z > 0 (4'4)
j=1
y la ecuacién (4.3)) seria
k
> 1;Vg;(7) = 0. (4.5)

Pero como pi # 0 por (4.4)), la ecuacién (4.5) no puede darse.

En el caso de restricciones lineales podemos prescindir de la hipodtesis de la inde-
pendencia lineal sobre los gradientes.

Como las restricciones del problema son lineales,
9;(%) = aj 7 —b; = Vg;(7) = a;.
En efecto, si fuese A = 0, la igualdad (4.1) quedaria
> fja; =0. (4.6)

jeJ(z)
Ahora, como vimos en la asignatura de Optimizacién I y en [2], los fi; son los limites
de las sucesiones con término general

Br. - Maz{0, gj(a:k)}
donde B > 0y (z¥) — . Por tanto si se tiene que fi;, > 0, entonces
Tijo Gjo (%) > 0, ¥ k& > k.

Ahora bien, para k suficientemente grande

0< Z fijg;(xF Z pia Z i a;fa:k—a z) Z fja ] (zF—7)
)

jeJ(T) jeJ(z jeJ(x jeJ(Z)

llegando a contradiccién por (4.6, asi que A\ # 0. 0
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Notemos que el modelo de planificacién de inversiones que hemos considerado tiene
restricciones lineales.

Apoyados en las condiciones de optimalidad suficientes para un problema de opti-
mizacién mono-objetivo, lo extendemos para el caso de un problema multiobjetivo.

Teorema 4.1.2 (Condiciones de optimalidad suficientes para la optimalidad de Pareto).
Sean las funciones del problema (P) converas y sea ¥ € X un vector de decision. Si
existen multiplicadores X € R™, X\ >0, y i € R*, 1 >0, tales que

f: +ZMJVQJ z) =0 (4.7)

J=1
ﬂjgj(.f) = 0, v j = 1, ceny ki, (48)
entonces T es solucion Pareto-optima del problema (P).

Demostracion. Sean A\ y p vectores que satisfacen las condiciones indicadas del teore-
ma. Definamos ahora la siguiente funciéon

F:X —R; F(z)= ij\lfz(x)
i=1

Como todas las funciones f;(z) son convexas y A > 0, F también es convexa. Ahora,
por (4.7) y (4.8), obtenemos

k
VE@)+ Y [1;Vg;(%) =0
j=1
ﬂjgj(i') = 0, Vj = 1, e,
Entonces, aplicando el Teorema

F(z) < F(z), Yz e X.

En otras palabras,
i=1 i=1

Supongamos ahora que & no es solucién Pareto-6ptima del problema (P). Entonces
habra algtn vector de decisién # € X tal que f;(2) < fi(7), Vi=1,..,my al menos
un indice ig tal que fi, (%) < fi,(Z). Pero como todos los \; son posmvos tendriamos

que
m

ZAJ}:% > Nifi(@),

i=1

lo que contradice la ecuacién (4.9)). Por tanto, z es solucién éptima en el sentido de
Pareto del problema (P). O
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4.2. Condiciones de segundo orden

En esta seccién mostraremos las condiciones de optimalidad necesarias y suficientes
que involucran a la segunda derivada. Para el caso del problema de inversiéon en car-
teras no tienen interés por verificarse la hipétesis de convexidad pero las presentamos
con el fin de dar una visién completa de las condiciones de optimalidad.

Antes de nada, es necesario definir el siguiente concepto:

Definicién 4.2.1 (Vector de decisién regular). Un vector de decision z* € X se dice
que es reqular si los gradientes de las restricciones activas (ver en el anexo) en x* son
linealmente independientes.

Teorema 4.2.1 (Condiciones de optimalidad necesarias de segundo orden para la op-
timalidad de Pareto). Sea € X un vector de decision regular. Una condicion nece-

saria para que T sea solucion Pareto-dptima del problema (P) es que existan vectores
AER™, A>0(A#0), yup€R* >0, tales que

k
ZA V@) + Y V() = 0 (4.10)
7j=1
ﬂjgj(i) = 0, 4 ] = ,...,k:. (4.11)
dr (Z NV fi(7) + Zujv g; (@ )) d>0 (4.12)
i=1 j=1

para todo d € R™\ {0} tal que Vfi(z)Td<0, Vi=1,..,m y Vg;(@)Td=0,
vV j e J(z), siendo J(z) ={j € {1,...,k} : gj(x) = 0}, el conjunto de restricciones
activas en el punto T.

Teorema 4.2.2 (Condiciones suficientes de segundo orden para la optimalidad de Pa-
reto). Sea T € X un vector de decision. Si existen vectores AeER™, X>0, yfeRF,
i >0, con (\, 1) # (0,0) tales que

m k
D AVi(@) + ) 1 Vg;(7) =0 (4.13)
i=1 j=1

fjgi(2) =0, Vj=1,..,k (4.14)

m k
dr (Z NV + > ujvzgj(x)) d>0 (4.15)

i=1 j=1

para d € R"\ {0} tal que Vfi(z)Td <0, Yi=1,..,my Vg;(Z)Td=0, Vje J(z),
odeR"\ {0} werificando que Vg;j(x)Td=0, VjeJ(z) y Vg;(z)Td <0,
Vje J@)\{Jt(x)}, donde J*(z) = {j € J(Z) : pj > 0}, entonces T es solucion
Pareto-dptima del problema (P).

Para su demostracion se pueden consultar las referencias que aparecen en [g].



Capitulo 5

Resultados numeéricos

En este capitulo vamos a mostrar algunos de los resultados que hemos obtenido con
Matlab (version R2019a) en nuestra experimentaciéon. Consideraremos varios modelos
de optimizacién que pasamos a describir en la seccién siguiente.

5.1. Modelos de optimizacion

En este trabajo se han considerado tres modelos de optimizacién de carteras de in-
versién. El primero de ellos, que hemos denotado en la seccién como (P.), es
un modelo multiobjetivo. Relacionado con este tenemos el problema Media-Varianza
(Pav), formulado en la misma seccion. Como caso particular de este ultimo, consi-
deramos el problema de Minima varianza, (P,,,), que corresponde al caso de tomar
el parametro de penalizacién a = 0. Asi, (Py,) es independiente del vector de rendi-
mientos. Los dos tltimos modelos son problemas de programacién cuadratica convexa.

5.2. Datos para los experimentos

A la hora de resolver numéricamente los tres problemas presentados hemos utilizado
tres bases de datos distintas. Las dos primeras, portl y port2, pertenecen a la libreria
OR [1] y no precisan de ninguna estimacién por nuestra parte, pues los datos nos
venifan dados. En la tabla se resumen algunas de sus propiedades: el origen y el
tamano.

’ Datos ‘ Fuente ‘ Numero de activos

portl | Hong Kong, Hang Seng | 31
port2 | German, DAX 100 85

Tabla 5.1: Origen y tamano de portl y port2.

La tercera base de datos (que la llamaremos datos3 a partir de ahora) se corresponde

25



26 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

Indice Mercado financiero

S&P 500 EEUU
Nasdaq-100 EEUU
Dow Jones EEUU
Eurostoxx 50 | Europa
WTI Oil EEUU
Gold EEUU

Tabla 5.2: Indices bursatiles.

con el historico de precios o valores de seis indices bursatiles que se obtuvieron de
Bloomberg Finance L. P (compaiiia estadounidense de asesorfa financiera). En la ta-
bla[5.2] se describe la composicién de datos3 y el origen de cada indice bursatil. Como
vemos, todos son del mercado estadounidense excepto el Eurostoxx 50.

La diferencia con respecto a las otras dos bases de datos es que para resolver los
modelos de optimizacién con datos3 tenemos que realizar el cdlculo de la estimacién
de los rendimientos y de la matriz de covarianzas. Para ello, como primer reto, hay que
elegir el periodo de tiempo para realizar el calculo de las estimaciones. Tras consultar
en varios articulos, decidimos tomar un histérico de 10 afios.

El histérico de datos empieza en enero del afio 2000 y finaliza en diciembre 2018.
Para cada uno de los indices tenemos un precio o valor por cada mes, llegando a tener
por tanto un total de 228 datos para cada uno de ellos. A la hora de resolver los pro-
blemas de optimizacién de carteras de inversién empleamos la técnica de la ventana
deslizante. Para ello, consideramos muestras (ventanas) de 120 meses. La primera de
esas muestras va desde enero de 2000 hasta diciembre de 2009 (10 anos) y la tltima
ventana va desde enero 2009 hasta diciembre de 2018. Asociado a cada ventana nos
planteamos un problema de optimizacién donde las estimaciones se realizan con los
datos correspondientes a los 10 afos de cada ventana. Para realizar dicha estima-
cién, calculamos (de acuerdo a la férmula (5.4)) los rendimientos entre los periodos
de tiempo consecutivos y finalmente el rendimiento estimado sera la media de dichos
rendimientos consecutivos. En la practica, empleamos la funcién tick2ret de Matlab
para realizar esos cédlculos. Con estos rendimientos estimados resolvemos el problema
con el que estemos trabajando. Una vez hecho esto, actualizamos la ventana temporal
de datos excluyendo el primer mes e introduciendo el siguiente al ultimo. De esta
forma se va corriendo la ventana de mes a mes. En total tenemos 108 problemas a lo
largo del proceso de la ventana deslizante.

El proceso se repite hasta el final de nuestro conjunto de datos de valores. En la fi-
guraf5.I] podemos observar un esquema que explica la técnica de la ventana deslizante.

Para resolver los problemas, los datos se han cargado directamente a Matlab des-
de un archivo excel (empleando la funcién xlsread de Matlab).
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120 meses
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Dentro de la muestra Fuera de la muestra
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ﬁ Tiempo

1 mes

Figura 5.1: Esquema de la ventana deslizante.

5.3. Trabajando con software mono-objetivo

Para empezar a calcular soluciones Pareto-6ptimas podemos usar software monocri-
terio. Fijada una cota inferior para el rendimiento, toda solucién de (Pysy) pertenece
a la frontera de Pareto ya que se trata de una cartera que nos proporciona un riesgo
que no puede ser mejorado sin disminuir el rendimiento. Al ser un problema convexo,
todas las soluciones son globales. Ademas, si la matriz V' es definida positiva, el pro-
blema cuadratico (Pysy) tiene solucién unica. Esa solucién ha sido calculado con la
funcién de Matlab quadprog (que empleamos en numerosas ocasiones en la asignatura
de Optimizacion I).

5.4. Eligiendo el software multicriterio

Ahora nos planteamos obtener varias soluciones Pareto resolviendo el problema de op-
timizacién multiobjetivo de inversion en carteras. Para ello tuvimos que probar varios
c6digos de Matlab. Estos fueron: gamultiobj, paretosearch y estimateFrontier.

Presentamos en la figura [5.2) el rendimiento y el riesgo de las carteras de inversién
obtenidas como solucién del problema multicriterio de carteras (P.) con los tres c6di-
gos y trabajando con portl. En amarillo estéd representado el frente de Pareto calculado
por la funcién estimateFrontier. Como vemos, las soluciones obtenidas tanto por ga-
multiobj (representado en verde) como por paretosearch (en azul) no son soluciones
globales (o soluciones Pareto-6ptimas) pues hay carteras correspondientes al color
amarillo que son mejores en cuanto a los dos criterios: tienen un mayor rendimiento y
un menor riesgo.

En la figura se presentan las soluciones obtenidas con la base de datos port2.
Como vemos de nuevo, las soluciones obtenidas con gamultiobj y paretosearch no son
Optimas en el sentido de Pareto.
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En teoria, gamultiobj busca el frente de Pareto usando un algoritmo genético. Es-
ta funcién calcula soluciones locales pero eso en nuestro problema de optimizacién
de inversion en carteras no influye puesto que tanto las funciones objetivo como el
conjunto de puntos admisibles son convexos y por tanto no hay distincién entre solu-
ciones locales y globales. Sin embargo, como hemos observado experimentalmente se
obtienen soluciones que no forman parte del frente de Pareto pues podiamos encontrar
carteras que asumiendo el mismo nivel de riesgo obtenian un rendimiento mayor (ver

la figura y .

En cuanto a paretosearch, este implementa un método de busqueda clasico que surge
como generalizacién de los métodos de busqueda directa (sin derivadas) de la opti-
mizacién mono-objetivo. Observando las graficas, vemos que se comporta mejor que
gamultiobj y ademas en mis experimentos realizaba un menor nimero de evaluaciones
de la funcién.

Finalmente, como ya hemos dicho, me decidi por la funcién estimateFrontier per-
teneciente a la Financial Toolbox. Esta funcién la usamos con la opcién lcprog que
emplea el algoritmo de Lemke (un método de tipo conjunto activo) para el problema
de Media-Varianza. Esta es una funcién que estima un niimero especifico de carteras
de inversién pertenecientes a la frontera eficiente.

Dado un problema de optimizacién en un objeto “Portfolio”, la funcién estimate-
Frontier calcula carteras de inversién eficientes espaciadas entre la cartera de menor
rendimiento y la de mayor rendimiento.

0.014
estimateF rontier
o012 r gamultiobj
#*  paretosearch
0.01
¥
f=! #
5 0.008 | #
£
2
@ 0.006 -
© #*
0.004 *
*
#
0.002 +
0 . . . . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Riesgo

Figura 5.2: Rendimiento y riesgo de las carteras de inversién asociadas a portl.
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Figura 5.3: Rendimiento y riesgo de las carteras de inversién asociadas a port2.

Por lo tanto, como con las bases de datos de portl y port2, en las cuales, como ya
hemos dicho, no tuvimos que realizar ningin cédlculo de estimacion de los datos, los
cddigos gamultiobj y paretosearch no calculan soluciones Pareto-6ptimas, no seran
considerados para resolver el problema multiobjetivo de la inversién en carteras aso-
ciados a datos3.

Antes de continuar con los experimentos numéricos, a la vista de los resultados nos
preguntamos por la razén de ese distinto comportamiento. Averiguamos el tipo de
método numérico que implementa cada uno de los tres cédigos. estimateFrontier se
aprovecha de la estructura de los problemas y utiliza las condiciones de optimalidad en
el criterio de parada del proceso iterativo. Sin embargo, los otros dos c6édigos, gamulti-
obj y paretosearch, estan preparados para funciones generales, sin estructura especial,
de las que solo conocen su valor en cada vector de decisién seleccionado. Asi que, como
hemos visto a lo largo del Grado, el método que mas se adapta a la estructura del
problema concreto es el que se comporta mejor.

5.5. Experimentacion con datos3

Comenzamos este apartado mostrando en la figura las graficas de los 108 rendi-
mientos estimados para cada uno de los seis indices para tener una visiéon de como
han ido evolucionando a lo largo de nuestro espacio temporal definido, en este caso,
por las 108 ventanas.
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107 Rendimi i S5&P500 20 102 Rendimi estimados Nasdaq
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Figura 5.4: Evolucién de los rendimientos estimados.

Tras un primer vistazo podemos observar que el indice WTI Oil es el que presenta
rendimientos estimados negativos un mayor periodo de tiempo, mientras que es el
indice Nasdaq el que parece que presenta un mayor crecimiento en el rendimiento.
En cuanto al indice Gold, aunque los rendimientos estimados hayan sufrido una caida
notable, se siguen manteniendo en valores positivos.

Estas evoluciones de los rendimientos estimados pueden ser justificadas fijandonos
en la evolucién del historico de los precios o valores de los indices. De modo que si los
precios aumentan de valor el rendimiento aumentara y si los precios sufren una caida
los rendimientos bajardn también. En la figura [5.5] reflejamos las evoluciones de los
precios a lo largo de 228 meses.

Como vemos, los valores del indice WTI Oil sufren una caida de valor considerable
y por eso los rendimientos estimados son negativos. Con el indice Gold, que aunque
los rendimientos estimados sean positivos, se ve que dichos rendimientos disminuyen
a medida que avanza el tiempo y se justifica con la caida de sus precios aproximada-
mente a partir del mes 140. En cuanto al resto de indices, las graficas correspondientes
a los rendimientos y a los precios tienen una evolucién similar.
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Figura 5.5: Evoluciéon de los precios de los indices.

5.5.1. Inestabilidad de los modelos

En esta seccién, motivados por los articulos [4] y , se tratara de considerar la ines-
tabilidad de las soluciones de los modelos de optimizacién mono-objetivo con nuestros
datos. Estamos interesados en estudiar las variaciones de la soluciones del modelo
matematico frente a variaciones en el vector de rendimientos. Se van a presentar las
soluciones obtenidas al resolver los tres modelos de optimizacion presentados ante-
riormente utilizando datos3. Los problemas Minima Varianza y Media-Varianza los
resolveremos tanto con la consideracién de la restricciones de cota = > 0, como sin
ella, para analizar su influencia. En el caso de haber prescindido de la restriccién de
cota, las soluciones no tienen interpretacion financiera.

Comenzamos resolviendo el problema (Pyy) con a = 0 sin considerar la restriccion
de cota x > 0. Como dijimos anteriormente, al tratarse de un problema de progra-
macién cuadratica, lo resolveremos con el cédigo quadprog de Matlab. En la figura
mostramos los resultados asociados a las 108 soluciones, una por cada una de las
108 ventanas temporales de que disponemos. En la grafica de la izquierda, en el eje
de abscisas, se tiene a las ventanas temporales y en el de ordenadas el valor de x; en
cada solucién para ¢ = 1,...,6. Usamos un color distinto para cada coordenada. En
la grafica de la derecha representamos el boxplot (ver en el anexo) correspondiente a
esas soluciones.
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Figura 5.6: Soluciones del problema (P,,,) sin la restriccién de cota.

Como vemos, los indices cuyos pesos asociados presentan mayor variabilidad de valores
son el S&P 500 y el Dow Jones y de ahi que el tamafio de las correspondientes cajas
en la grafica boxplot sean mayores. Las soluciones del resto de los indices no presen-
tan grandes cambios a lo largo de las ventanas temporales y por tanto el tamano de
sus cajas son mas pequenas, estando los pesos de algunos de ellos muy proximos a cero.

En las figuras [5.7] y [5.8) mostramos las soluciones obtenidas para el problema Media-
Varianza con o = 0,3 y a = 1, respectivamente. En ambos casos no hemos considerado

las restricciones de cota z > 0.
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Figura 5.7: Soluciones del problema (Pysy ) sin la restriccién de cota con a = 0, 3.
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Figura 5.8: Soluciones del problema (Pjsy ) sin la restricciéon de cota con a = 1.

Como podemos observar, a medida que « aumenta, la inestabilidad en las soluciones
también aumenta. Esto puede ser debido a que entran més en juego las estimaciones
de los rendimientos (como ocurre en ) Asi, por ejemplo, el rango de los valores del
activo S&P 500 varia aproximadamente entre -12 y 0 cuando o = 1, mientras que con
a = 0,3 varia entre -4 y 0 y con o = 0 entre -1 y 0. Lo mismo ocurre también con
el resto de activos donde los valores que toman sus correspondientes pesos tienen una
horquilla mayor.

Con el fin de apreciar aiin mejor la estabilidad de las soluciones obtenidas en el pro-
blema de Minima Varianza respecto a las obtenidas en el problema Media-Varianza
mostramos la figura donde aparecen las soluciones de (P,,,) en la misma escala
que la grafica de la izquierda de la ﬁgura donde aparecen las soluciones de (Pyry)
con o = 1.
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Figura 5.9: Soluciones del problema (P,,,) sin la restriccién de cota (otra escala).
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Mostramos ahora las soluciones de estos dos mismos problemas mono-objetivo pero
ya teniendo en consideracion la restriccién x > 0.

Comenzamos al igual que antes con el problema Minima Varianza, al que corres-
ponde la figura [5.10] Tras resolver el problema, cuyo objetivo es minimizar el riesgo
de la inversién exclusivamente, observamos que los pesos asociados a los activos S&P
500 y Nasdaq son cero y por tanto esto nos indica que para formar una cartera de
inversion con el menor riesgo posible no debemos invertir porcentaje de nuestro capital
en esos dos activos. El indice en que méas capital debemos invertir a lo largo de todo
el espacio temporal para asumir el menor riesgo posible es el Dow Jones, seguido del
Gold. En las 30 primeras ventanas temporales aproximadamente, el tercer indice en
el que se invierte capital es el WTT Oil pero a partir de ese tiempo pasa a ser el indice
Eurostoxx 50 en el que se invierte, pasando a no invertir nada en el WTT Oil.
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Figura 5.10: Soluciones del problema (P, ).

En cuanto a las soluciones del problema Media-Varianza, mostramos como antes las
correspondientes al considerar el parametro de penalizacién o = 0,3 (figura |5.11)) y
seguido con o = 1 (figura . Al igual que pasaba al resolver los problemas sin la
restriccién de cota x > 0, se aprecia mayor estabilidad de las soluciones en el problema
de Minima Varianza pues los pesos asociados a cada indice apenas sufren variaciones
a lo largo de todo el espacio temporal mientras que los pesos calculados para el pro-
blema Media-Varianza sufren variaciones que van desde tomar valor igual a cero hasta
tomar valor igual a uno (esto ocurre con las soluciones correspondientes a los indices
Nasdaq y Gold).
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Figura 5.11: Soluciones del problema (Pysy) con o = 0, 3.
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Figura 5.12: Soluciones del problema (Pysy) con o = 1.

Esa inestabilidad de las soluciones del problema Media-Varianza crece al aumentar el
valor de «, pues los pesos asociados a los indices Gold y Nasdaq toman valores ex-
tremos durante un mayor espacio temporal. Ademas, también se aprecia ese aumento
de inestabilidad cuando o = 1 en la gréfica boxplot, donde el tamano de las cajas es
mayor.

Para analizar la influencia de las restricciones, podemos comprar las figuras [5.6] y

y y, finalmente, y . A la vista de las graficas podemos concluir

también que las soluciones obtenidas tras resolver los problemas sin la restricciéon de
cota son mas inestables que cuando se calculan considerando la restriccion.

Una vez mostradas las graficas con las soluciones correspondientes a cada modelo
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de optimizacion, realizamos una tabla de resultados donde quede reflejado los rendi-
mientos estimados y los riesgos de las soluciones (carteras de inversién) que han sido
calculadas con los problemas de Minima Varianza y Media-Varianza.

Como el nimero de problemas resueltos es demasiado grande (108, uno por cada
ventana temporal) calcularemos las medias de los rendimientos y los riesgos. Como es
l6gico, la media de los rendimientos correspondientes a las carteras de inversiéon calcu-
ladas en el problema Media-Varianza sera mayor que en el otro problema pues en el de
Minima Varianza el inico objetivo es minimizar el riesgo, y a menor riesgo asumido,
menor rendimiento estimado se obtendra. Como vemos, el problema (F,,,) es aquel

Problema
(Pow) | (Puv), =03 (Puv), a=1
Media riesgo 1,0966-1073 | 1,6544-1073 2,1386-1073
Media rendimiento 6,7381-1073 | 1,1303-10~2 1,2242-1072
Mediana riesgo 1,1006-10~3 | 1,6100-10—3 2,1771-1073
Mediana rendimiento | 6,7817-1073 | 1,0598-10~2 1,1498-10~2
Minimo riesgo 8,4730-10~* | 1,4639-10~3 1,4799-1073
Minimo rendimiento | 4,6887-10~2 | 8,0784-10~3 8,5316-103
M4éximo riesgo 1,2049-1073 | 2,0301-10—3 2,8934-1073
Maéximo rendimiento | 9,1227-1072 | 1,5501-10~2 1,6870-10~2

Tabla 5.3: Tabla media riesgos y rendimientos estimados.

cuyas soluciones tienen una media de riesgo menor que las soluciones del problema
(Pyv)- Al contrario pasa con la media de los rendimientos, donde los mayores valores
los toman las carteras de inversién del problema (Pysy) cuando el pardmetro penalti
Qv es mayor.

Pasamos ahora a mostrar las soluciones del problema multicriterio de inversién en
carteras con datos3. Al tratarse (P.) de un problema con més de una funcién a mini-
mizar, empleamos la funcion estimateFrontier de Matlab para resolverlo. En este caso,
la solucién obtenida no sera tinica sino que obtendremos un conjunto de soluciones
Pareto-6ptimas que formaran el frente de Pareto. Hemos decidido que el cédigo calcule
20 soluciones Pareto-6ptimas. En la figura [5.13]dibujamos la gréafica de algunos frentes
de Pareto a partir de esas soluciones obtenidas, en el eje de abscisas aparece el riesgo
v en el de ordenadas el rendimiento.

En la practica, para cada una de las 108 ventanas temporales, obtenemos una matriz
de dimensiéon 6x20 con las soluciones éptimas en el sentido de Pareto, donde cada
columna se corresponde con los pesos asociados a cada indice de una cartera eficiente.

Como el nimero de fronteras de Pareto calculadas (108) es muy grande para ser
mostradas todas en una grafica, hemos representado en una misma grafica los frentes
de Pareto correspondientes al mes de enero de cada afio, es decir, nueve en total, de
enero 2010 hasta enero de 2018, y de esta forma tenemos una imagen visual de la
evolucién de los frentes de Pareto a medida que avanza el tiempo.
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Figura 5.13: Frentes de Pareto del problema (P.).

Es claro que a medida que queramos invertir en carteras de inversién con mayor rendi-
miento estimado, el riesgo que asumiremos también serd mayor (como se aprecia en la
figura . En los cuatro primeros anos se aprecia como el mercado ofrecia mayores
ventajas que en los ltimos cuatro afios pues podemos encontrar carteras de inversiéon
que a igual cantidad de riesgo asumido, el rendimiento estimado es mayor. También
se aprecia una mejoria en el afio 2018 respecto al 2017 ya que encontramos carteras
donde, asumiendo el mismo riesgo, el rendimiento aumenta en un 0,3 %, que es una
subida significante dentro de los valores con los que trabajamos.

Ahora, como informacién adicional, vamos a visualizar, a modo de ejemplo, en graficos
de sectores, las proporciones de capital a invertir en cada indice que forma la cartera
de inversion ntimero 10 de cada uno de los nueve frentes de Pareto que tenemos. En
la primera fila estdn representados las carteras correspondientes a los meses de enero
de los anos 2010, 2011 y 2012. En la segunda las correspondientes a enero de 2013,
2014 y 2015. Por ultimo, en la tercera fila tenemos las de enero 2016, 2017 y 2018.
Como observamos, no hay cartera en la que intervengan todos los indices. Si uno desea
evitar ese comportamiento podria afiadir las correspondientes restricciones de cota al
problema.
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Figura 5.14: Grafico de sectores.

Hasta ahora hemos analizado la variaciéon en el comportamiento de las soluciones
frente a la variacion del pardmetro penalti « y a la presencia o no de restricciones
de cota. Procedemos ahora a estudiar las variaciones de las soluciones en relaciéon a
perturbaciones en los datos. En varios articulos se dice que el problema de optimiza-
ciéon Media-Varianza es sensible a perturbaciones de sus parametros, especialmente de
los rendimientos estimados. Sin embargo, tras varios estudios no se ha podido com-
probar que la mejora en las técnicas de estimacién de los pardametros reduzca dicha
sensibilidad en las soluciones (ver [5]). Otras opiniones senalan que esta sensibilidad
proviene del pobre condicionamiento del problema. A continuacién haremos una breve
exposicién de esta cuestion usando una formulacién simplificada del problema.

Consideremos el problema (Ppsy) sin la restriccién de cota. Si escribimos las condi-
ciones de optimalidad de primer orden para (Ppsy) tenemos que si Z € X es solucién,
entonces 4 A € R tal que

Vi—r+Xe=0

ez =1

que en forma matricial se puede expresar como un sistema de ecuaciones lineales:

V e

0 = . (5.1)

>8I
—
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Notemos que si V' es definida positiva, la matriz de coeficientes del sistema anterior
es inversible. En efecto, si planteamos el sistema homogéneo:

Vdi+edy =0
6Td1 =0

para d; € R" y dy € R, tenemos que, multiplicando a la primera igualdad por di
y usando la segunda, se obtiene que d{le = 0, de donde haciendo de que V es de-
finida positiva se obtiene que d; = 0 y entonces, de la primera igualdad del sistema
homogéneo, se deduce que do = 0.

Si A es la matriz del sistema anterior y consideramos el sistema de ecuaciones li-
neales asociado a la matriz de coeficientes A + §A, siendo §A4 € ROHDX(+1) ypg
matriz de perturbacién. Hemos visto en la asignatura de Calculo Numérico II que una
cota superior sobre el error relativo en la solucion del sistema viene dada por

cond(A)m (5.2)

donde cond(A) indica el condicionamiento de la matriz A en la norma correspondiente
y el cociente mide el error relativo en la matriz del sistema. Esa cota se alcanza en
algunos casos. Por tanto, aunque el error relativo de la matriz A sea pequeno, si el
condicionamiento es alto, el error relativo de la solucién puede ser considerablemente
mayor que el de la matriz A.

Para los 108 problemas generados con datos3 al aplicar la técnica de la ventana des-
lizante, hemos considerado las matrices correspondientes a y con Matlab he-
mos calculado su condicionamiento. Hemos obtenido una media de condicionamiento
de 7,5777 - 10*, siendo el valor minimo 3,7873 - 10* y el maximo 1,0083 - 10°. Es-
tos valores pueden ser grandes y provocar inestabilidad de la solucién. Supongamos
por ejemplo que hay un error relativo de 1 por ciento en una de las matrices A; y
que su condicionamiento es justamente el valor mas bajo de los posibles, es decir,
cond(A) = 3,7873 - 10*. Entonces, el error relativo en la soluciéon puede ser tan alto
como 3,7873 - 10% - 0,01 = 378,73. Vamos ahora mostrar los resultados numéricos ob-
tenidos ante perturbaciones impuestas al vector de los rendimientos estimados.

Consideremos una primera perturbacion en el vector de rendimientos estimados para
los indices Gold y WTI Oil consistente en disminuir, en cada una de las ventanas
temporales, un 10 % los rendimientos correspondientes al indice Gold y aumentar un
10 % los del WTI Oil. Veamos qué soluciones obtenemos ahora al resolver el problema
(Pav) con estos nuevos rendimientos (y considerando o = 1) para asi compararlo
con las soluciones obtenidas sin variacion en los rendimientos estimados, es decir, las
soluciones que aparecen en la figura
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Figura 5.15: Soluciones de (Pysyv) perturbando el vector de rendimientos estimados.

En la figura presentamos las 108 soluciones, una por cada problema perturbado.
A la izquierda tenemos la composicion de las carteras solucion a lo largo de la ventana
temporal y a la derecha el correspondiente boxplot.

Comparando las figuras y apreciamos cambios significantes. Estas pequeias
variaciones del 10 % en los datos (rendimientos) de esos dos activos ha provocado que
en ventanas temporales donde el indice WTT Qil no se consideraba como parte de la
inversion, ahora parte del capital a invertir se destina a ese indice (esto ocurre entre
las ventanas 23 y 29, siendo el valor més alto el de la ventana 25 que es de un 16,79 %).
Ademas, encontramos ventanas temporales donde la proporcién a invertir en el activo
Nasdaq (después de la perturbacién) es de un 28,54 % cuando antes correspondia a
un 16,15 % lo cual supone un aumento de un 76,72 %.

En la figura [5.16], mostramos otro ejemplo de como varfan las soluciones al aumentar
ahora un 15 % los rendimientos estimados del indice Gold y reducir en un 15 % los
del Nasdaq. Comparando las figuras y vemos diferencias como un despla-
zamiento del punto de corte hacia la derecha. Esto implica, por ejemplo, que en la
ventana temporal nimero 50 la proporcion de capital a invertir en el activo Nasdaq
era de un 29,60 % antes de la variacién y tras ella es ahora de un 3%, lo cual supone
una disminucién de un 89,86 %. Otro cambio significativo lo encontramos en la ven-
tana temporal 89 donde antes de realizar la perturbacién el porcentaje a invertir en
el indice Gold era de un 19,64 % y después es de un 41,81 % suponiendo un aumento
del 112,88 %.
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Figura 5.16: Soluciones de (Pyy) perturbando el vector de rendimientos estimados.

Estos resultados numéricos apoyan la teoria sobre la sensibilidad en las soluciones del
modelo de Markowitz que detallamos antes, donde variaciones del 10% y del 15% en
los rendimientos estimados provocan variaciones superiores al 75 % y al 89 %, respec-
tivamente, en las soluciones.

5.5.2. Evaluando las estimaciones

El objetivo de este apartado es evaluar la sensibilidad de las carteras solucién, en
cuanto al riesgo y el rendimiento asociado, frente a una variaciéon en la horquilla de la
ventana temporal. Para ello, compararemos los resultados asociados a las soluciones
que hemos obtenido hasta ahora, con las ventanas temporales con una horquilla de
120 meses, con los resultados de aumentar cada ventana en un mes. En ambos casos
hemos trabajado con el estimateFrontier y el problema multicriterio (F,).

Usamos las siguientes férmulas para medir las diferencias entre ambas estrategias:

Ve, (f1(@) — fi(E9))?

Dr — - (5.3)
l)(72 _ \/ Zil(f?(icc) — fQ(@C))Z (54)

donde nc es el nimero de carteras en el frente de Pareto (en nuestros experimentos
20), el subindice ¢ especifica la cartera, ¢ denota a cada solucién antes de anadir el
mes extra y ¢ es la correspondiente al anadir el mes extra. Recordemos que la funcién
f1 estd asociado al rendimiento y fs al riesgo.

Se han aplicado esas férmulas en cada una de las 108 ventanas temporales y con los
resultados obtenidos se ha elaborado la tabla[5.4) donde se muestra la media, mediana,
varianza, valor maximo y valor minimo tanto para los rendimientos (en la primera
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fila) como para los riesgos (segunda fila).

’ ‘ Media ‘ Mediana H Varianza Méximo Minimo
Dp | 5,6447-107° | 4,7186-10~° | 1,8606-107° | 2,2733-10~* | 2,5075-10~F
D_> | 1,4763-107° | 3,6629-10°6 | 2,9499-10~Y | 4,0249-10~* | 4,3690-10~7

a

Tabla 5.4: Estadisticas evaluando las estimaciones.

Como se puede observar, se obtienen valores muy pequenos lo cual es un buen indica-
dor de las estimaciones realizadas.

5.5.3. Experimentos con la solucion trivial

Presentamos aqui esta secciéon en relaciéon a la importancia que dijimos que le daba
Harry Markowitz a la diversificaciéon a la hora de construir carteras de inversién y
motivados por la lectura del articulo [3].

La diversificacién es una estrategia para reducir el riesgo de la cartera de inversién
mediante la inversion en distintos activos. Tiene como objetivo mejorar la rentabilidad
en relacién al riesgo, evitando situaciones adversas en nuestra cartera al invertir en
varios activos que se comporten de forma distinta ante futuros escenarios.

A raiz de la importancia de la diversificacién en las carteras de inversién, es intere-
sante comparar las soluciones obtenidas al resolver el problema multiobjetivo (P)
para datos3 con la solucién (1/6,...,1/6) € RS, es decir, la cartera de inversién donde
el porcentaje de capital a invertir en cada indice es igual para todos (la llamaremos
cartera trivial o solucién trivial).

Para ello, calculamos con Matlab, para cada frontera de Pareto de cada una de las
ventanas temporales, la cartera de inversién cuyo rendimiento estimado sea el ma-
ximo y también la cartera de inversién cuyo rendimiento sea el minimo. Del mismo
modo obtenemos las dos carteras con riesgo maximo y minimo. Una vez obtenidas
esas cuatro carteras, realizamos cuatro graficas que aparecen en la figura donde
se refleja:

= 12 grafica: comparacién del rendimiento estimado, para cada ventana temporal,
entre la cartera de rendimiento estimado maximo (azul) y la cartera trivial (rojo).

m 22 grafica: comparacion del rendimiento, para cada ventana temporal, entre la
cartera de rendimiento estimado minimo (azul) y la cartera trivial (rojo).

» 32 grafica: comparacién del riesgo, para cada ventana temporal, entre la cartera
de riesgo maximo (azul) y la cartera trivial (rojo).

= 4? grafica: comparacion del riesgo, para cada ventana temporal, entre la cartera
de riesgo minimo (azul) y la cartera trivial (rojo).
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Figura 5.17: Comparaciones con la cartera trivial.

A la vista de las graficas, la cartera trivial no parece que resulte ser una opcién muy
buena si se usa una herramienta de optimizacion como el estimateFrontier puesto que
a lo largo de todas las ventanas temporales, el rendimiento estimado para la cartera
trivial no supera el rendimiento estimado de la cartera eficiente de menor rendimiento
(ver segunda grafica) y, ademds, con la cartera trivial, asumirfamos también un mayor
riesgo (ver cuarta grafica).

Los motivos por los que se considera la cartera trivial como cartera de inversion se
basan en proporcionar diversificacién con una facil implementacién ya que no depende
de ninguna estimacién de rendimientos. A dia de hoy, algunos inversores profesionales
siguen utilizando esta distribucién del capital como posible inversién.
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Capitulo 6

La dificultad del problema de
inversion en carteras

Me gustaria comentar, aqui a modo de conclusién, las dificultades que se presentan al
resolver el problema de optimizacion en carteras.

El problema Media-Varianza ha sido muy estudiado académicamente desde que fue
introducido en 1952 hasta nuestros dias (ver [6]). Sin embargo, en el mundo de las
finanzas ese modelo no se ha introducido tan rapido como se esperaba en un prin-
cipio. Esta controversia viene originada por la sensibilidad de las soluciones frente a
perturbaciones en los datos, como hemos visto en nuestros experimentos numeéricos,
comportamiento que no es deseable para el inversor.

En los tltimos afios se han realizado estudios que se basan en intentar mejorar las
técnicas de estimacién de los vectores de rendimientos y de la matriz de covarianzas.
En consecuencia, hoy en dia se esta optando por mejorar las estimaciones de la matriz
como via para reducir los errores de estimaciones. Estos errores de estimacién tam-
bién estan sujetos a las expectativas de los movimientos del mercado, que es lo que
verdaderamente dificulta el calculo de las estimaciones.

A pesar de estos inconvenientes, inversores profesionales siguen considerando el pro-
blema Media-Varianza como método consistente para realizar inversiones en carteras.
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Capitulo 7

Anexo

Teorema 7.0.1 (Regla de los Multiplicadores de Lagrange). Sea el problema

P) {Mm f(x) (7.1)

sujeto a gj(x) <0, Vj=1,..,k

donde las funciones f, gj : R" — R son de clase Cl.

Stz € R" es una solucion del problema (P), entonces existen & € R, @ >0, y X €
RE, X >0, tales que

Teorema 7.0.2 (Condiciones de optimalidad suficientes de primer orden). Sea z € R"
y consideremos el problema (P) del teorema anterior, donde ahora las funciones son
ademds convezas. Entonces, si existen A € R¥, X\ >0, tales que

k
V@) + > AVgi(z) =0 (7.2)
j=1

)\jgj(f) = 0, A j — 1, ...,k’, (7.3)

se tiene que T es un minimo global del problema (P).

47
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7.1. Glosario

Notaciéon: Dado z € R™, x > 0 indica que cada una de las coordenadas del vector x
es estrictamente mayor que cero. Del mismo modo, = > 0 significa que z; > 0, V ¢ =
1,...,n.

Notacion: e € R denota al vector cuyas componentes son todas iguales a uno.

Definicién 7.1.1 (Conjunto de puntos admisibles). Dado un problema de optimizacion

A

() o

sujetoa x € ),

a Q) se le llama conjunto de puntos admisibles del problema P y lo denotaremos por
A(P).

Definicion 7.1.2 (Restricciones activas en un punto). Una restriccion de desigualdad,
g(z) <0, se dice que es activa en & € R™ si dicha restriccion se satura en I, esto es,

9(2) = 0.

Definicién 7.1.3 (Boxplot). Un bozplot o diagrama de caja es un método para poder
representar grdficamente una serie de datos numéricos a través de sus cuartiles. El
boxplot muestra a simple vista la mediana y los cuartiles de los datos, asi como los
valores atipicos. Asi, la linea roja de dentro de la caja representa la mediana, la “tapa”
superior de la caja el tercer cuartil y la tapa inferior representa el primer cuartil. Los
dos segmentos mds cortos que no pertenecen a la caja delimitan la variabilidad de los

datos de la muestra.

Definiciéon 7.1.4 (Activo financiero). Un activo financiero es un instrumento emitido,
bien por los demandantes de fondos, o bien por los intermediarios financieros, con
objeto de movilizar el ahorro hacia una inversion productiva.

Definicién 7.1.5 (Indices bursatiles). Los indices bursdtiles muestran la evolucion y
comportamiento del mercado, permitiendo asi realizar comparaciones entre los diver-
sos mercados. Para ello van reflejando las variaciones producidas en el valor de las
empresas que cotizan. Para su elaboracion, se tiene en cuenta la capitalizacion bursdtil
de las companias en el mercado, que fija la importancia de cada empresa en el indice,
de modo que se le da mds peso a las empresas de mayor valor.

Los indices bursdtiles se denominan en "puntos”, cuya evolucion nos muestra su com-
portamiento.
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