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Resumen

En un grafo pueden existir una gran variedad de medidas de centralidad que nos permiten,
dentro del contexto de red social, identificar a las personas més relevantes, prestigiosas o
importantes dentro de la red. Las personas con mayor centralidad, tienen una conexion
mas directa con el resto de individuos que cualquier otro miembro de la red.

En particular, se estudiard la medida grado de intermediaciéon (o betweenness) de un
vértice de un grafo que mide la influencia que tiene en la conectividad del grafo y tam-
bién la intermediacién del grafo. A lo largo de la memoria se estudiaran aspectos como la
intermediacion de familias de grafos conocidos, cotas para el grado de intermediacion o
grafos cuya intermediacién es la misma/distinta para todos sus vértices.

Palabras clave: Teoria de Grafos, Medida de centralidad e Intermediacién.

Abstract

A great variety of centrality measures can be defined on a graph, allowing us to, within
the context of social networks, identify the most relevant, prestigious or important people
within those network. Those people with greater centrality have a more direct connection
with other individuals than any other member of the network.

In particular, the degree of intermediation (or betweenness) of a vertex of a graph that
measures the influence it has on the connectivity of the graph will be studied. Throughout
this thesis, aspects such as the intermediation of known graphs families, bounds for the
betweenness or graphs whose betweenness is the same / different for all its vertices will
be studied.

Key words: Graph Theory, Centrality Measure and Betweenness .
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de grafos surgié en el siglo XVIII a raiz del problema de los puentes de Konigs-
berg. En dicho problema se planteaba la idea de encontrar un camino que recorriese los
siete puentes del rio Pregel en Konisberg, actualmente Kaliningrado. Fue resuelto por
Leonhard Euler en 1736 y su resolucion dio origen a la Teoria de Grafos. A pesar de
surgir a raiz de este problema, existen otros problemas que han dado a conocer la teoria
de grafos fuera del ambiente puramente matematico. El Problema de los Cuatro Colores
planteado por Francis Guthrie en 1852, enuncia: “;Es cierto que cualquier mapa dibuja-
do en el plano puede tener sus regiones coloreadas con cuatro colores, de modo que dos
regiones vecinas tengan colores diferentes?”. Fue resuelto en 1976 por Kenneth Appel y
Wolfgang Haken [11].

Figura 1.1: Representacién puentes de Konigsberg.

Los primeros resultados documentados que se conocen sobre grafos son los del problema
“La soluciéon de un problema relativo a la geometria de la posicién” en 1736. Mas tarde,
en 1847 se realizé la primera aplicaciéon de la teoria de grafos a la ingieneria gracias a
Kirchhoff a través del analisis de redes eléctricas llegando a publicar sus propias leyes de
circuitos eléctricos (leyes de Kirchhoff). Diez afos después, en 1857, Arthur Cayley utilizd
grafos, en concreto arboles, para sus estudios de quimica donde los vértices representaban
atomos y las aristas los enlaces existentes entre estos [14].

Desde entonces, los grafos se ha usado en diferentes practicas disciplinares. Esta estructura
matemaética permite modelar problemas de la vida cotidiana (a través de una representa-
ci6én grafica formada por aristas y vértices), ya sean problemas de transporte, informatica
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o cualquiera que se desee resolver.

En los grafos, la importancia o relevancia que toman sus vértices dentro de este no siempre
es arbitraria. De hecho, en un grafo, se pueden definir ciertas medidas, ligadas al concepto
de centralidad, es decir, una razon a través de la cual se determina la importancia de un
vértice dentro del grafo. Una de las primeras personas que introdujeron el concepto de
centralidad fue Bavelas en los anos cincuenta. Desde entonces, no han cesado las diferentes
definiciones de centralidad en funcién del tipo de medida utilizada. Fue en 1978, cuando
Freeman asegur6 que el concepto de centralidad variaba en funcion del tipo de medida
utilizada. [10]

Ademas, Freeman fue el primero en diferenciar entre centralidad de un vértice y centrali-
zacion de un grafo. La primera hace referencia a la importancia de un vértice de manera
individual en comparacion con el resto del grafo. La segunda hace referencia al grafo como
unidad

El conjunto de todas estas medidas de centralidad se pueden clasificar dentro de dos tipos
[4]:

= Medidas locales: Dependiendo de si son redes dirigidas o no, se basan en la de
centralidad (redes no dirigidas) o de prestigio (redes dirigidas). Este tipo de medi-
das estudian la posicion de un individuo en la red global, es decir, la relevancia o
importancia que tiene ese individuo en la red.

= Medidas globales: Proporcionan informacién méas compacta que permite evaluar la
estructura completa de la red.

Dentro de las medidas locales de centralidad existen diferentes tipos, entre los cuales se
pueden senalar:

= Grado: Es la medida de centralidad local més conocida. Corresponde al niimero de
aristas adyacentes a cada vértice. Para los grafos dirigidos se diferencian dos medidas
de centralidad de grado diferentes, la de entrada y la de salida. Si nos refiriésemos
a redes sociales, la primera de ellas estudiaria el nivel de popularidad y la segunda
el nivel de sociabilidad.

s Cercanfa: Definida por el matematico Murray Beauchamp en 1965 y popularizada
por Freeman en 1979, es la medida mas conocida de las medidas locales de longitud.
Consiste en el calculo del promedio de las distancias mas cortas desde un vértice a
todos los demés. Sea un grafo GG y C' su matriz de distancias, es decir, la matriz que
recoge todas las distancias de todos los pares de vértices. Dado r € V(G) tenemos:

Cer(r) = 2": C s
s=1

De la misma manera, podriamos definir también una medida de lejania, inversa a la
cercania, ya que los vértices con mayor valor serian los que tienen el valor mas bajo
en cercania. La lejania de un vértice viene definida por:

1

Lej(r) = Cer(r)




= Vector propio: Fue propuesta por Phillip Bonacich en 1972 Intuitivamente, los vérti-
ces con un alto valor en esta medida estaran conectados a muchos nodos que a su
vez estan bien conectados.

» Intermediacion: Es la medida en la que nos centraremos en esta memoria. Mide
mediante una férmula de caminos minimos la relevancia que tiene un vértice cuando
se quieren conectar otros dos cualesquiera. Esta medida fue introducida también
por Freeman en 1977, como forma de cuantificar la influencia de un humano en la
comunicacion de otros seres humanos dentro de la misma comunidad.

Como se puede pensar, uno de los principales fines por los que se introdujo esta medida
de centralidad en la teoria de grafos fue sociolégico, ya que con ella se podia estudiar el
comportamiento de grupo o colectivos de individuos dentro de una comunidad, y con ellos,
conseguir conceptualizar la distribucién en la sociedad de pequenos grupos y patrones de
relacion en redes sociales.

Con el paso de los anos, los fines de estudio de la intermediacion en redes sociales han ido
variando y a dia de hoy abarcan muchas disciplinas, como el marketing o la publicidad.
Por ejemplo, si una empresa quiere hacer llegar un “rumor” o publicidad suya al mayor
numero de personas posibles dentro de un grupo, gracias a la intermediacion se puede
estudiar que individuo es el mas indicado para encargarle dicha funcién. Esto se explica
porque como ya hemos dicho antes, la intermediacién mide la relevancia que tiene cada
individuo (vértice) dentro del grafo [2].

Otro campo en el que se utiliza la intermediacién en grafos es en la biologia. Las proteinas
estdn formadas por una red de moléculas orgénicas (aminodcidos) muchas de las cuales
estdn relacionadas entre si (mediante enlaces peptidicos). Con ayuda de la teoria de grafos
y la intermediacion se puede estudiar que tipos de aminoacidos son los mas relevantes a la
hora de generar determinados tipos de proteinas. En la informética también es muy comun
el uso de la Teoria de Grafos, debido a que la red de internet es representada como un grafo
gigante, en la que los diferentes servidores (vértices) pueden estar conectados. Existen
muchos mas ejemplos de ambitos muy diferentes en los que se utilizan la intermediacion
en grafos como son las Matematicas, Fconomia...

A lo largo de los siguientes cuatro capitulos se realizard un estudio sobre el grado de
intermediacion tanto en vértices como en grafos.

En el capitulo 2 se tratara de explicar, conceptos basicos sobre Teoria de grafos como son
los de camino minimo, distancia media, diametro, etc. También se introduce el concepto
de intermediacion como medida de centralidad. A lo largo del capitulo apareceran .algunos
resultados que seran ttiles a lo largo de la memoria.

En el tercer capitulo se estudiara el grado de intermediacién de algunas familias de grafos
conocidas (grafo completo, grafo rueda, grafo estrella...) y la de sus vértices junto con
ejemplos en los casos que sean necesarios para aclarar los resultados. Al final del capitulo
aparece un tipo de grafo del que se estudia su intermediacion, que nos sera ttil para el
siguiente capitulo.

En el cuarto capitulo plantearemos algunas cotas, tanto superiores como inferiores para
la intermediacién. Estas cotas podran ser en funcion de propiedades de la estructura del
grafo (grado méximo, excentricidad, didmetro...) o cotas a partir de la teoria espectral de
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grafos. Al final del capitulo aparecerda una correcciéon sobre un resultado que aparece en
[7]. Dicha correccion es un contraejemplo que ha sido proporcionado por Francisco Santos
al que se le agradece la clarificacion para poder entender correctamente el resultado.

El ultimo capitulo se separa en dos partes. Una primera en la que se plantean algunas
condiciones suficientes para que determinados grafos tengan intermediacion uniforme,
es decir, que todos sus vértices tengan la misma intermediacién. Se incluird también,
un proceso para crear grafos con intermediacién uniforme (sin necesidad de que sean
regulares) llamado “clonacién”. La segunda parte se puede considerar “contraria” a la
primera, ya que se tratan grafos extremales, es decir, grafos cuyos vértices tienen todos
intermediaciones diferentes.



Capitulo 2

Teoria de grafos y grado de
intermediacion.

En este capitulo nos centraremos en definir y explicar algunos conceptos sobre Teoria
de Grafos que més adelante utilizaremos o trabajaremos con ellos. Las fuentes utilizadas
para este capitulo son [14] y [6]. Lo primero es todo es definir qué es un grafo.

Definicién 2.1 Un grafo (finito) es una terna G = (V, A, ¢) donde V = V(G) es un
conjunto finito (cuyos elementos son los vértices de un grafo) no vacio, A = A(G) es un
conjunto finito también (cuyos elementos son las aristas del grafo) y ¢ : A — P(V') es una
aplicacién que asocia a cada arista un par de vértices. Es decir, p(a) = {r,s} con a € A
y r,s € V. Se denotaran por n y m el nimero de vértices y aristas respectivamente.

Definicién 2.2 Sean dos grafos G = (Vi, A1, 1) v H = (Va, As, @) dos grafos. Se dice
que H es un subgrafo de G si Ay C Ay, Vo C V1 ¥ ¢|a, = ¢o. Si H tiene todos los vértices
de G se dice que H es un subgrafo generador de G.

Segun la definicion de grafo dada anteriormente, la arista r — s es la misma que la arista
s — r. No obstante, puede puede definirse ¢ : A — V x V'y considerar ambas aristas por
separado.

A lo largo de toda la memoria, aunque la arista (7, s) es la misma que (s, r) se consideraran
ambas cuando estemos tratando pares de vértices.

'3

7
Figura 2.1: Ejemplo de grafo

Definicién 2.3 Se entiende por grado de un vértice r de un grafo G, al niimero de aristas
incidentes en el, o lo que es lo mismo, el nimero de vértices adyacente a él. Se representa

por d(r).
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Un grafo se dice que es regular cuando todos sus vértices tienen el mismo grado.

Dos vértices se dice que son vecinos si existe una arista entre ellos. Se denota por N(r)
al conjunto de vértices vecinos de r € V(G).

Definicién 2.4 Un recorrido en un grafo GG es una sucesion roairids...7Tx_1aET) CON
r; € V(GQ) y a; € A(G) donde a; es incidente a r;—; y 7.

Definicién 2.5 La longitud de un recorrido en un grafo es el nimero de aristas dentro
de ese recorrido.

Definicién 2.6 Un recorrido se denomina camino cuando no se repite ninguna arista. Por
tanto, por camino minimo entre dos vértices entenderemos al camino de menor longitud
que une a estos dos. Para r,s,t € V(G), denotaremos por o, al nimero de caminos
minimos que hay entre r y s, y por 0, 4(t) el niumero de caminos minimos entre r y s que
pasan por t.

Existen también, aplicaciones entre grafos, mas concretamente entre sus vértices. Con
ellas se pueden estudiar, por ejemplo, si dos grafos son isomorfos o no.

Definicién 2.7 Sean G y H dos grafos. Se dice G'y H son isomorfos si existe una biyeccién
f: V(G) — V(H)

que preserva la relacién de adyacencia, es decir que , s € V(G) son adyacentes, si y solo si
f(r)y f(s) € V(H) son adyacentes. A dicha biyeccién se la llama isomorfismo de grafos.
En el caso de que G = H, se denominara automorfismo de grafos.

Definicién 2.8 En un grafo G, se entiende por distancia entre dos vértices, al nimero
de aristas que tiene un camino minimo entre estos dos.

De esta definicién surgen muchas otras que dependen de la distancia entre vértices, por
ejemplo:

El didmetro de un grafo es la méaxima distancia que hay entre dos vértices cualesquiera
del grafo. Se representa por D o por diam(G).

La excentricidad de un vértice r € V(G), que viene definida por e(r) = mégc d(r, s).
s€

La distancia media de un grafo es otro concepto que viene dado por:
- 1
UG) = 1) > drs)

Donde la arista (r, s) se considera distinta a (s, 7).

Definicién 2.9 Un grafo G se dice que es conexo si dos vértices cualesquiera se pueden
unir por un camino en G.

Si a un grafo conexo G se le quita un vértice r (y las aristas incidentes a él), el grafo
resultante puede seguir siendo conexo. Se dice que G es 2— conexo, si para todo r € V(G),
G\{r} es conexo.

El siguiente resultado recoge una relacién entre el nimero de aristas m de un grafo y el
grado de sus vértices.



Teorema 2.10 La suma de todos los grados de los vértices de un grafo es igual al doble
del niimero de aristas del grafo:

Z d(x) =2m

zeV

Corolario 2.11 Sea d el grado medio del grafo, es decir, d = Z d(x)/n. Se tiene:

zeV

g-m

n
También se utilizaran conjuntos definidos particularmente para resolver algunas demos-
traciones necesarias. Se denota por I'y(¢) al conjunto de vértices de G a distancia k de t.

Existen un tipo de grafos, llamados arboles, que tienen propiedades interesantes a la hora
de estudiar la intermediacion.

Definicién 2.12 Un grafo T se dice que es un arbol si todo par de vértices de T' esta
unido por un tinico camino.

Una definicién equivalente es que un grafo G es un arbol si es conexo y tiene n — 1 aristas.
Cada una de las componentes conexas en las que se descompone 1" al eliminar un vértice
r € V(T) se llaman ramas del arbol. Las ramas y el nimero de estas variardn segun el
vértice que se elimine.

Es destacable también la posibilidad de representar grafos de manera matricial, a través
de la matriz de adyacencia.

Sea G un grafo de n vértices. La matriz de adyacencia A de GG, es una matriz cuadrada
de tamano n, donde la posicién (7,j) de la matriz representa el nimero de aristas que
conectan el vértice r; con el vértice ;. Como en esta memoria vamos a trabajar con grafos
sin lazos y sin aristas multiples sabemos que la diagonal principal de A va a estar formada
por ceros. Por otro lado, como no hay aristas miltiples, los valore de la matriz seran o bien
0 (si los vértices r; y r; son no adyacentes), o bien 1 si son adyacentes. Podemos deducir
también, como vamos a trabajar con grafos no dirigidos, que la matriz serd simétrica, es
decir, que Ai,j = Ajﬂ'.

De la misma manera, A¢ con 1 < d < D es la matriz de caminos de longitud d donde
A, s representa el nimero de caminos minimos a distancia d que unen el vértice r con el
vértice s.

A continuacién, presentamos la matriz de adyacencia del grafo de la Figura 2.1.

b

I
OO === OO
e e e =l )
[N eleNoeNal e
— O~ OO K
— O~ O
_ O = OO = O
O = = = O = O

A partir de la matriz de adyacencia, se pueden obtener sus valores propios, los cuales
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tienen algunas propiedades que veremos en algiin momento de la memoria. Se entiende
por valor propio dominante de una matriz, al valor propio de mayor valor absoluto.

El siguiente teorema nos sera de gran utilidad para las cotas espectrales del grado de
intermediacién (en [9]).

Teorema 2.13 Si A es la matriz de adyacencia de un grafo, A es diagonalizable y existe

una base de vectores propios ortonormales

A partir de el resultado anterior, es facil ver que existe una matriz () ortonormal y una
matriz diagonal D formada por los vectores propios de A, de forma que:

A=QDQ!

El siguiente lema presenta una cota para el valor propio dominante de una matriz de
adyacencia. Dicho resultado ha sido tomado de [3].

Lema 2.14 Sea G un grafo y A; el valor propio dominante de la matriz de adyacencia de
un grafo G. Entonces \; es mayor o igual que el grado medio del grafo.

Demostracion. Por un lado, sea 7 el vector de dimension n formado por unos. Entonces,
por el Teorema 2.10:

A=Y d(r)=2m
reV(G)
siendo m el nimero de aristas de G.

Por otro lado, sea {v1,...,v,} una base ortonormal de vectores propios de A. Por tanto,
se podra escribir el vector ¢ como combinacion lineal de elementos de la base, de forma que

i = E a;v;. Tenemos también Av; = \;v;, il v; = a; ya que v; son vectores ortonormales

y Za? = ||i||* = n. Entonces:

ZTAZ = ZTAZ a;v; = Z iTAajvj = Z CLjiT(AUj> = Z aj@'T/\jvj = Z aj)\jiTUj
= Z)\ja? < Alza? = \n

Llegamos a que el valor propio dominante es como minimo el grado medio del grafo.
O

En este punto, definimos la medida de centralidad que vamos a trabajar
Teorema 2.15 Sea G un grafo y r € V(G). La intermediacién de r viene definida por

B(r) = Z bis(r), donde b (r) = M, r£t,s

at,s

donde los pares de vértices (t,s) se consideraran en todo momento pares ordenados. La
intermediacion de un grafo G con n vértices viene dada por:

reV(G)

A continuacién, como ejemplo vamos a calcular la intermediacion de los vértices del grafo
de la Figura 2.1:



Para ello, tendremos que calcular en primer lugar todos los caminos minimos entre cual-
quier par de vértices, por ejemplo, los caminos minimos entre 73 y 74, (0pyr, ), SEran:

I3”riTy
g =
e I'3ToTy

Repitiendo el proceso para todo par de vértices, podremos calcular la intermediacion de
cada uno, y posteriormente la del grafo.

. B(Tl) _ Z O's,t(rl) _ Urg,m(rl) + Urg,r5(rl) i Ur4,r3(7'1> X 0'7‘3,7‘5(711) _ 9

s, teV(Q) Os,t Org,ry Ors,rs Ora,rs Ors,rs
B B os1(ra) 20
= B(r) = ==
s,t 3
s,teV(Q) ’

L B(Tg)zz B(T4)_ D B(Tg,):m B(TG):O, B(’T"y):z

3 e 3
Por tanto, la intermediacion del grafo serd B(G) = 1|24+ 2 +2+ 2+ 2 4+ 0+ 2| =5.

La intermediacion de todo vértice esta acotada superiormente e inferiormente, es mas:
0<B(r)<(n—1)(n—2)

ya que B(r) es una suma de nimeros que como minimo pueden ser cero (es el caso cuando

o1s(r) = 0y r no estd en caminos minimos entre cualesquiera par de vértices). Por otro

lado, el valor més grande que puede tomar U‘T(:a) es uno ya que el numerador es un

subconjunto del denominador. Por tanto el méximo que puede alcanzar B(r) es la suma
de pares de vértices ordenados que haya en el grafo, es decir, 2(";") = (n — 1)(n — 2).

Sera frecuente tener que calcular el grado de intermediacion de los vértices de un grafo, y
en muchos casos, muchos de ellos tendran intermediacién cero. Serd interesante estudiar
cuando se da que un vértice tenga intermediacion nula. Por ejemplo, si un vértice tiene
grado uno, nunca va a estar contenido en un camino minimo de cualquier otro par ya que
solo esta conectado a un vértice, por lo que tendra intermediacién igual a cero.

El siguiente resultado se ha tomado de [8].

Teorema 2.16 Sea r € V(G). Entonces B(r) = 0 si y solo si el subgrafo generado por
los vecinos de r es completo.

Demostracién.

= Supongamos que el subgrafo generado por los vecinos de r € V(G) no es completo.
Por tanto, existirdn dos vértices s,t € N(r) que no son adyacentes entre ellos y por
tanto estardn a distancia dos (ya que estdn unidos por r). Por tanto B(r) > 0 ya
que existe al menos un camino minimo de longitud dos entre s y t que pasa por r.j,
ademas de poder existir otros caminos.

< Sea H el subgrafo generado por los vecinos de r € V(G) que suponemos completo .
Para cualquier par de vértices vecinos de r, s y t € V(G), si queremos construir un
camino minimo que pase por 7, dicho camino sera la unica arista que les une, por
ser H completo. Por tanto, tendremos que o,4(r) =0y B(r) = 0.
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0
De este teorema anterior podemos deducir el siguiente corolario.
Corolario 2.17 Sea G un grafo y r € V(G). Si r es una hoja, entonces B(r) = 0.

Aunque nosotros trabajemos a lo largo de los capitulos con la definicién de intermediacién
dada antes, es importante destacar que a veces B(G) toma otros valores distintos. Esto
es debido a que existen otras definiciones de intermediacién que llevan consigo otras
férmulas. Es el caso de [15], el cual trabaja tomando como referencia el vértice de mayor
intermediacion. Dicha intermediacion se conoce como intermediacion relativa, la cual viene
dado por

n

D> _B(rx) = B(r)
RB(G) = —=

donde B(r*) es la méxima intermediacion de un vértice r € V(G).

Calculando, con la intermediaciéon de los vértices del grafo de la Figura 2.1 calculadas

antes y usando esta férmula, llegamos a que el grafo tiene intermediaciéon <2, en lugar de

4
D.

Es importante destacar la existencia de algunos teoremas que aportan igualdades y algunas
relaciones interesantes. La intermediacién de un grafo estd intimamente ligada con la
estructura del grafo. Mas concretamente, en el resultado siguiente se describe la relacion
existente entre la intermediacién de un grafo y su distancia media.

Teorema 2.18 Sean G un grafo con n vértices y [ su distancia media. Entonces:
B(G)=(n-1)(1-1)

Demostracién. Tomando dos vértices cualesquiera r,s € V(G) a distancia d, es decir,
d(r, s) = d, definamos los siguientes conjuntos:

=d
Pl ={teV(G):d(r,t)=h,d(s,t)=d—h} con0<h<d, P,=|]Pl,
h=0

Claramente, P, ; estd formado por los vértices intermedios de todos los caminos minimos
entre r y s.
A partir de estos conjuntos, tenemos la siguiente igualdad, para cualquier valor de h con

1<h<d-1: o
ors(t _
by =Y - =1

tePh, teph, 7°

Pues para cada h, estoy sumando el nimero de caminos minimos que van de r a s y pasan

por t (que estd a distancia h de r y a distancia d — h de s), que es lo mismo que el nimero

de caminos minimo total.

Para todo t ¢ Pffs, se tiene que Z b, s(t) = 0, ya que todos los vértices que no pertenecen
tePh
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al conjunto no pertenecen a ningin camino minimo que una r con s y por lo tanto
o,s(t) = 0. Juntando todo esto, llegamos a que:

Z brs(t) = D bes(t) + Y brslt) = D> brs(t) =D D brs(t)

teV (G teP, s t¢Pr o tePr s h=0 tePh,
= b+ D b+ D b+ D bs(t)
teP?, teP}, tepf_{;l tePd,

=0+1+...+1+0=d—-1

De esta forma, aplicando la definicién de intermediacién de un grafo, llegamos al resultado
deseado:

B(G):_ Z B Z Z br,s( - Z Z brs - - Z (d(T,S)—l)

teV teV(G) rseV(G) rseV( )teV (G rsGV(G)
—11

= (Z d(r,s) Z 1) Z—ln(z drs—nn—l))

r,s€V (G r,s€V(G) r,s€V (G
d(r,s) -
= (n—1 Y ) =m-1( -1
(n >( > A1) =)
r,seV(G)

OJ
A continuacion se presenta una tabla con las familias de grafos mas conocidas y que
apareceran de manera frecuente a lo largo de la memoria:

P ami V(Pn> = {7‘17 7'71} r1 r2 r3 r4 I’5 r6
Grafo Camino (P,) A(P,) = {Tmﬂ}?;l ® PS ® ® ® ®

. V( n) = {7'17 ---77‘71}
Grafo Ciclo (C),) A(C) = {rire )i U 1)
Grafo Completo (K,) V((}]?l)) _ E:h } M
n) = ATiTj5ij=1
Grafo Estrella (S7,-1) Vistna) = {71, - ra)

Asin-1) = {riritie

V(wy) ={r1, .., n}
Grafo Rueda (W,,) Alwn) = {r1rYy U {rirs + 11750 U {rara}
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V(Kmn) = {51, -SmsT1s -, Tn}

Grafo Bipartito (K, ) A(Kpp) = {s1r, )0
myn) — 12115 S45=1

V(L) ={r1,..;rn}

Grafo Escal L, 3
rafo Escalera (Ly) A(Ly) = {ririn 15 U {rrja 315 U {reren Yo

V(CP,) ={r1,....,mn}

Grafo Cocktail Party (CP,) A(CP,) = {Tirj}ijl\{rkrk+%}]?:1

Cuadro 2.1: Familias de grafos utilizados en la memoria.



Capitulo 3

Grado de intermediaciéon segun el
tipo de grafo.

En este capitulo vamos a estudiar el grado de intermediaciéon de familias de grafos que
son estandar en la Teoria de Grafos, tal como se mencionaron en el Capitulo 2. Para este
proposito calcularemos la intermediacion de vértices de cada uno de los grafos y después
la intermediacion de estos.

Los resultados se han tomado principalmente de [15].
Una intermediacién de vértices sencilla de calcular puede ser la del grafo camino FP,.
Teorema 3.1 Sea el grafo P,.

(n—1)(n—2)
3

B(ry) =2(k—-1)(n—k) Vr,eV(P,) y B(P,)=

Demostracién. Sea un grafo P, y {ry,rs,...,7,} sus vértices. Tomemos un vértice ry,
que tiene k — 1 vértices a la izquierda y n — k vértices a la derecha. Como entre dos
vértices de P, hay un unico camino que los une, solo existird un unico camino minimo
para cada par de vértices y por tanto, ese par contribuird en uno a la intermediacion de
rr si y solo si estan separados por 1, ya que si estan al mismo lado respecto a éste se
tiene que o44(rx) = 0. La intermediacién de 7y serd la suma de los pares de vértices no
ordenados tales que uno esté a la izquierda de 7 y el otro a la derecha. Por tanto:

Blri)= Y bulm)= > 7es(Tk) _ 3 o) =2(k — 1)(n — k)

(t,s)eV2 (t,s)EV?2 t,s (t,s)eV?2

Con la definicion de intermediacion de un grafo y haciendo célculos obtenemos el resultado:

B(P,) :%22(k—1)(n—k) :%{(nJrl)Zk—Zkz—Zl}

_2 [(n+ 1)n(n;— 1) a2 n(n + 1)6(2n+ 1)] _ (n— 1)3(71—2)

n

O
Otra familia de grafos que pueden resultar faciles de calcular su intermediaciéon por su
construccién son los grafos ciclo C),, ya que su intermediacion serd la misma que la de

13
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cada uno de sus vértices.

Teorema 3.2 Sea el grafo ciclo C;:

(n-2)? -
- S1 n es par
B(ry) = B(Cy) = Vo, € V(C,)
(n—6)(n—1) . .
1 S1 11 €S 1mpar
Demostracion.
"2 T3 Ty "m-2 "m-1 "m 2 T Ty "m-1 "m Tm+1
® PP ® .
1 ‘m+1 Ty
@ @- @ @
"om Tomt Tom2  Tmea  me3 Tme2 Tom+1 Tom om1 Tmea 'me3 Tme2

Figura 3.1: Cy,, v Comyi-

Sin = 2m: Sea 1, € V(C,,). Vamos a estudiar la intermediacién que aportan los
pares del resto de vértices {ry,...,7x_1,7ks1,.--Tn} a 7. Para ello, consideremos el
grafo resultante de eliminar en C,, el vértice ry, es decir el grafo P,_;.

Sabemos que los vértices de éste tienen un total de 2(";1) pares no ordenados.
De todos ellos, los que se encuentran a distancia menor de 4 no contribuiran a la
intermediacion de r; ya que C, tiene n aristas y por tanto el camino minimo que
los une esta en P,_1, por lo que no pasara por 7. Dando valores a n, calculamos el

nimero de pares que hay en este caso:

e Sin = 4: Hay 2(n—2) pares de vértices que no contribuyen a la intermediacién
de ry,.

e Sin =6: Hay 2(2n — 5) pares de vértices sin camino minimo que pase por ry
e Para n general, tenemos que hay:

{5 (0] 5 (2522

pares de vértices con estas caracteristicas.

_3n2—10n+8
N 4

Por otro lado, en el grafo C,, hay un total de 2 (% — 1) pares de vértices opuestos,

sin contar a 7, es decir, son los Uinicos pares de vértices que equidistan el uno del
otro por ambos lados del grafo. Y por tanto, contribuiran a la intermediacién de ry
en % ya que solo uno de los caminos minimos que les unen pasa por 7. El resto de
pares de vértices que no se han mencionado en ninguno de estos casos, es decir, los
pares de P,_; a distancia mayor de 7 contribuirdn en 1 a la intermediaciéon. Habra
entonces:

2(n—l) _2(2_1) _ 3n® —10n +38

2 2 4

2

—1
:(n_l)(n_2)_n+2_w
3n? —10n + 8

2
=2 _ 4 4 —
n n -+ 1
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En conclusion, del niimero total de pares de vértices, tenemos los que aportan cero,
un medio y uno a la intermediacion de ry, se tiene:

B(Tn):0{3n2—10n+8} +1[2<§_1>] +1ln2—6n+8} _ (n—2)p

4 2 2 4 4

La intermediacién sera la misma para todos los vértices del grafo ya que C), tiene
la misma estructura desde todos los vértices. Por ultimo:

B(C,) = %(i B(@) _! (nB(ri)) — B(r) con0<i<n.

n

Si n = 2m + 1: El proceso es practicamente igual que en el apartado anterior.
Dando diferentes valores a n y luego aplicandolo para el caso general, llegaremos al
resultado que queremos:

e Sin = 3: Hay 2(n—2) pares de vértices que no contribuyen a la intermediacién
de ry,.

e Sin =5 Hay 2(2n — 5) pares de vértices sin camino minimo que pase por 7y

e Para el caso de un n general, tenemos que hay:

n

2{(”;1)71— (gz)] _2[n22—n B ((%)(%Jr 1) _1” B w

pares de vértices.

Por tanto habra 2(";1) — 3"2_f”+5 = ("_6%4(”_1) pares de vértices que aporten 1 a la

intermediacion. No hay pares de vértices que aporten un medio a la intermediacion
ya que no hay opuestos. Por 1ltimo, al igual que en el apartado anterior:
_ (n—6)(n—1)

B(C,) = B(r;) = 1 con 0 <i<n.

U

Si seguimos pensando en grafos conocidos y cudl podria ser su intermediacién, se nos
puede plantear la pregunta de qué grafo tiene la intermediaciéon mas baja, o también, si
es posible que exista un grafo con intermediacion nula, y por tanto que la intermediacion
de sus vértices también sea nula. Este es el caso del grafo completo.

Teorema 3.3 Sea el grafo completo K,

B(K,)=B(r) =0 V1, € V(K,)

Demostracion. Este hecho puede demostrarse usando el Teorema 2.16 pero puede expli-
carse de la forma siguiente. La intermediacion de cualquier vértice va a ser siempre cero,
ya que no va a estar contenido en ningin camino minimo de otro par de vértices (dicho
camino minimo serd la arista que los una). Por tanto la intermediacion de K, sera cero
también.

O
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Hay tipos de grafos donde la intermediacién de sus vértices es la maxima posible. Ese es
el caso del grafo estrella.

Teorema 3.4 Sea el grafo estrella Sy ,_1.

2(”;1) si es el vértice central,

B(r) = B(Si1) = 2(” N 1)

0 si es otro. 2

Demostracion. La intermediacién de todo vértice que no sea el central es cero, ya que
tienen grado uno todos ellos y por lo tanto no estaran contenidos en ningin camino
minimo de cualquier otro par de vértices diferentes. Por el contrario, el vértice central de
este tipo de grafos alcanza la intermediacion maxima posible, 2("51) (ntimero de pares de
vértices no ordenados), ya que U’T(T) es a lo sumo uno para todos r,s,t € V(S,,-1). Por
tanto:

B(S1p1) = %Q(n— 1> _2 (.n— 1)!. _ (n_)(n_z)‘

2

O
Existen familias de grafos que se pueden obtener anadiendo vértices a otros grafos co-
nocidos. Por ejemplo, si al grafo C;, mencionado antes, anadimos un vértice conectado a
todos los que habia, obtenemos el grafo rueda W,,.

Teorema 3.5 Sea W,, un grafo rueda con n > 5. Entonces:

(n—1)(n—>5) . Aot
5 si es el vértice central, ~ (n—1)(n—4)

B(r) = B(W,) =

% si es otro.

Demostracién.

= Sir es el vértice central:
Se sabe que el vértice central es adyacente a todos los otros vértices del grafo, los
exteriores, que forman un grafo ciclo de n—1 vértices (C),—1). Aplicando la definicién
de intermediacién de un vértice, el valor de b, .(r) depende de que vértices s,t se
consideren. Més concretamente:

0 si son adyacentes,

bsi(r) = % si son adyacentes a otro vértice exterior comun,

1 i son cualquier otro par

Como hay n — 1 vértices en C),_1, va a haber un total de n — 1 pares de vértices

adyacentes, n— 1 pares de vértices alternados y habrd un total de (",') —2(n—1) =

2
—1)(n—6 Lo )
% pares de vértices que no pertenezcan a ninguno de estos dos grupos.

Con todo esto, concluimos que el vértice central tiene como intermediacion:
1 i (n—1)(n—6) (n—1)(n—2>5)

= Sir no es un vértice central:
Si tomo un vértice que no es el central, se ve facilmente que existen dos caminos
minimos para sus dos vértices adyacentes en C,_; y uno de los cuales pasa por r.
Por lo tanto la intermediacion para este tipo de vértice es % Si tomo dos vértices no
1

adyacentes a r, no va a existir camino minimo que pase por r, y por tanto, B(r) = 3.



17

Podemos concluir por tanto, aplicando la formula de intermediacion de un grafo

O
Es interesante destacar que el teorema es aplicable también para cuando n < 5. La

Figura 3.2: Grafos Wy y Ws.

intermediaciéon de Wy es cero ya que coincide con el grafo K,. En el caso de W5 se tiene:

Wi

3+3 n

si  es el vértice central B 178 4
B(r) = B =[5 +3]

4
. 5 5
sl es otro

Wl

Algunos tipos de grafos se caracterizan por tener sus vértices divididos en particiones
segun los vértices a los que estén unidos. Este es el caso del grafo bipartito completo
K.

Teorema 3.6 Sca el grafo bipartito K,,, y r € V(K,,,). Entonces:

n(n—1) .

e si relU 2 2
B(r) = B(Kpa) = " — 1.

mm=l) g e W nom

n

Demostracién. Sean U, W dos conjuntos disjuntos de forma que UUW = V(K,,,,) ¥y
con |[U=my|W|=n

n SirecU:

Z bts Z bts

(t,s)eV?2 (t,s)eW?

La ultima igualdad se da porque si t y s pertenecen a conjuntos de vértices distintos
se cumplird que b s(r) = 0 ya que estan unidos por una arista. Del mismo modo, si
s,t € U, el camino minimo que les una sera de longitud dos y pasara por un vértice
de W.

Para cada par de vértices s,t € W hay m caminos minimos de longitud 2 entre ellos
y solo uno pasa por r, con lo que b; 4(r) = % Como el nimero de pares de vértices
no ordenados en W es 2(3), la intermediacién de r sera:

B(r) = 3(3) _nn-1)

m m
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n SireW:

Nos encontramos ante un caso similar, y se hace de la misma forma. Por tanto:
m(m — 1)
= 3 bl = _mr— o
2 n
(t,s)eU?

Aplicando la definicién de intermediacién de un grafo a K,,,, llegamos a que:

B(Konn) =i ((Z) " (Tg)) - (2!(nni YT 2)!)

1 n! m! =1 +mm-1) n*+m?
<(n—2)! - (m—Q)!) - -

m-+n m-+n n+m

O
En este estudio del grado de intermediacién de familias de grafos no puede faltar la
intermediacion de un arbol, el cudl resulta més sencillo que otros, ya que todas sus hojas
tendran intermediaciéon cero, pues como ya vimos en el capitulo 2, que un vértice sea hoja,
implica que su intermediacion sea cero.
Es posible determinar la intermediacion de un arbol T" a partir de la estructura del grafo
T\{r} siendo r un vértice del arbol, sin considerar el nimero de caminos minimos. Esto
es porque en los arboles todo par de vértices esta unido por un tnico camino.

Teorema 3.7 Sea un grafo arbol Ty r € V(T},)

B(r) = C(ni,ng, ...;nyy) = Z nin;

i7je{1727-"7m}

donde n; y n; son el nimero de vértices de dos ramas (componentes conexas de T\ {r})distintas
de T\ {r}.

Demostracion. Por la estructura de arbol, la intermediacién de rj serd el nimero de
caminos minimos que pasan por r. Sean ny, na, ...n,, el nimero de vértices de las m ramas
de 7. Como éstas no tienen ningin vértice en comun, la intermediacion sera el nimero
total de pares de vértices de diferentes ramas, es decir

B(r) = Z nin,
ij€{1,2,..om}

O

A continuaciéon presentamos un ejemplo de arbol T, representado en la Figura 3.3 y
cual es su intermediacién, usando el resultado anterior.

» B(ry) = B(r¢) = B(r7) = B(ri0) = B(r11) = B(r12) = 0, por ser hojas del arbol.
» B(ry) =C(1,5,5) =35, B(r;) =C(4,7) =28, B(ry) =C(3,8) =24
B(rs) =C(1,1,9) =19, B(rg) = C(1,10) = 0 B(rg) = C(1,1,2,7) = 33

Por lo tanto, la intermediacion del grafo sera:

12
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Figura 3.3: arbol T.

Hay una clase de grafos conocidos también llamados grafo escalera L,, (del inglés Ladder)
formado por 2n vértices y n+2(n-1) aristas.

Teorema 3.8 Sea el grafo L,:

k—1 n—k k—2 n—k Z+1
B(ry) =2(k —1)(n — k) +2j20;:k—]+1 Zg;k—j+l con 1<k<n

r. I
1 2 3 Ty Ts Ty T2 3 M1 Tk Mkt

r

s r7 g 9 "0 M1 n+2 f

r

n+3 Tkt Thek Mrk+1 "2n-2 "2n-1 2n

Figura 3.4: Grafos Ls y L,

Demostracion.Esta claro que por simetria, el grado de intermediacién del vértice 7,
es el mismo que el grado de intermediacién de 7. La demostracion consiste en tomar
como referencia, en primer lugar, un vértice 7, (la notacién viene explicada en la imagen
anterior) para 1 < k < ”T“ (si tiene 2n + 1 vértices) o 1 < k < § (si tiene 2n). Des-
pués, para calcular su intermediacion dividimos los vértices en 4 conjuntos : el conjunto
de vértices superior izquierda {ry,79,...,7x_1}, superior derecha {ryy1,79,...,7,}, inferior
izquierda {r, 1,79,...,"ix} € inferior derecha {r, ,72,...,72,}, los cuales no son todos
disjuntos (ya que 7,4 se encuentra en dos distintos).

Considerando los dos conjuntos superiores de vértices, la intermediacion que aportan a 7,
es 2(k — 1)(n — k), ya que todos ellos forman un grafo P,.

Considerando ahora el conjunto inferior izquierda y superior derecha, si tomamos b, ,(7})
con x € {ryi1,72, .o, Tnart €y € {rpy1,79,..., 7} tenemos que, dejando fijo el vértice x
y calculando b, ,(r;) para el resto de valores de y, podemos sacar de manera facil una
suma, ya que a medida que aumentamos el valor de y, aumenta en la misma proporcion el
nimero de caminos minimos de x a y, sin aumentar el nimero de caminos minimos entre
estos que pasan por rg.
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(

broa(ri) = k(,ﬁ ot %). Si = s

bray(re) = (k—1) (% + k:+r1 +oF ﬁ) Six =79

( briw(h) = 3+H5+ -+ oy SL & = Tnis

Por ejemplo, para x = r,.1, si y pertenece al conjunto de vértices superior derecha,
empezaremos a calcular para y = r,,; en el cual hay k£ + 1 caminos minimos y k pasan
por 7. Por cada posicion que avancemos del vértice y aparecera un nuevo camino minimo
que no pasara por 7.

Si vamos variando el valor de x, observamos que va siguiendo una secuencia que depende
de k y de la posicion de dicho vértice.

Por tanto, como es un grafo no dirigido, llegamos a que:

k—1 n—k .
k —

by y(T8) = 2

Z o(Te) k—j—l—z

j=0 i=1

<.

Tomando en cuanta el conjunto superior izquierdo y el inferior derecho, y con un razo-
namiento similar al anterior, teniendo en cuenta que ahora, a medida que aumentamos
el valor de y aumenta en la misma proporcion el nimero de caminos minimos que pasan
por 7 (y por tanto el de caminos minimos totales). Llegamos a que:

( byl = Eh e+ =D Sia=r
bryy(re) = ﬁ + % + ...+ il) Six=nry
' n—(k—1 .
\ brk—lyy(rk) - %+§++#_2))) Siz=r,_1

Y finalmente, siguiendo un razonamiento similar al anterior caso,

k—2 n—k i + 1
D bay(re) =2 )
jOzOk_j+Z
La suma de estos tres casos serd la intermediacion total del vértice:
k—1 n—k k—2 n—k i + 1
B =2(k — 1 — 2 1<k<
(r) = 2( (n )+ ;;k‘—]Jrz ;;kz—]qLi con 1< k<n,

ya que para cualquier otro par de conjuntos de vértices, la intermediacién sera cero, porque
no va a existir camino minimo que pase por 7.

Si tomo por ejemplo los dos conjuntos de vértices inferiores, los caminos minimos que
unen estos vértices estan contenidos en el propio grafo que forman (P,). Si consideramos
el conjunto superior izquierdo e inferior izquierdo, no existe camino minimo de dos vértices
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que pase por ;. De igual manera, razonamos para el conjunto superior derecho e inferior
derecho.
O

Para concluir el teorema, podemos escribir la intermediacién de L,, como

~ 1 4 k—1 n—k k . k—2 n—k 2+1
B(Ln) = 54 k B(ry) = nZ((k—l)(n—k)+ k_j+l+zzk ]H)

k 7=0 =1 7=0 i=o0

paralgk‘g”T“sinesimpar, 1 <k <% sines par.
Dejando aparte las familias de grafos con nombres propios, es interesante estudiar la
intermediacion de familias de grafos que surgen de eliminar elementos a otras conocidas.

Teorema 3.9 Sea K,, un grafo completo de n vértices y sea a la arista que une los vértices
syteV(K,).SireV(K,\{a}) Entonces:

2 sir#st —
_ ) n—2 sbsy _“
B(r) = { 0 sir es otro. B(Ky\a) =

Demostracion.

w Sir#s,t:
Supongamos que a K, le quitamos la arista a, antes definida. Los vértices s y ¢
pasan a estar unidos por n-2 caminos minimos diferentes de longitud 2, uno por
cada vértice restante. Ademads, para todo par de vértices z,y € V(K,) distintos
de t,s, se tiene que b,,(r) = b,.(r) = 0, ya que los vértices x,y estan unidos
directamente por una arista. Entonces:

Z bxvy(r) = bs,t(r) + bt,s(r) = 1 + 1 — 2

(z,y)eV?2

Si tomo un par de vértices que no sean s y t, voy a encontrarme con que by ,(r) =
by (1) =0, ya que los vértices z, y estdn unidos directamente por una arista.

m Sir=s56r=t
Esta claro que B(r) = 0 pues no habrd mayor camino minimo de dos vértices que
pase por r, al ser K,, completo.

Podemos concluir que

_ 12(n—2) 2
B(Kn\a) = nn-2 n

O
Se sabe que el grafo K,,, es un grafo bipartito, es decir, un grafo en el que su conjunto
de vértices se divide en dos particiones. Siguiendo en la linea del tema anterior, vamos a
considerar el grafo regular n-partito, el cual tiene 2n vértices divididos en n particiones de
dos vértices cada una y de grado 2n — 2. A este tipo de grafo se le conoce como “cocktail
party”.
Este nombre viene del problema de la cena de las parejas. En una celebracion la gente va
llegando en pareja, saludando al resto de personas presentes (sin saludarse a si mismo ni a
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su pareja). Suponiendo que hay n parejas, nos encontramos ante un grafo “cocktail party”
en el que la relacion de los grafos son los saludos que se hacen.

Teorema 3.10 Sea un grafo “cocktail party” C'P(n).
B(r)=1 SireV(CP(n)) y B(CP(n))) =1

Demostracién. Sea el grafo C'P(n), subgrafo del grafo completo K,,, con n = 2m vértices.
Ahora, para cada par (74, 7m4i) si 1 < i < m, hay un camino minimo de longitud 2 que
pasa por cada uno de los otros 2m — 2 vértices. Para cualquier vértice particular, como
estamos trabajando con grafos que son no dirigidos, habra 2(m — 1) pares de vértices
diferentes, cada uno de los cuales da una intermediacion de #_2) a ese vértice.

Por tanto, la intermediacién de cada vértice sera E ;—1 Luego , es facil de comprobar
que B(CP(n)) =

O

A continuacién, vamos a definir una familia de arboles de los que en un principio no tiene
interés estudiar su intermediacion, pero en el capitulo siguiente nos serd de utilidad.

= Se entiende por Fy(D, k) al grafo formado por dos caminos de longitud D/2 con un
extremo en comun y que tienen 6k D hojas adicionales en cada uno de los vecinos
de los otros extremos. Se tiene que V(EQ(D k)) =6k +1

= Sea [3(D, k) el grafo formado por 3 caminos Pp/, con un extremo en comin y que
cada uno tiene una familia de 2k — % hojas en cada vértice vecino del otro extremo.
Tiene como el grafo anterior, un total de 6k + 1 vértices.

Figura 3.5: Ejemplo de grafo F5(8,3) E3(8,5)

Teorema 3.11 El grado de intermediacién de Fy(D, k) es
D(D —2)(D — 4)}

6k + 1

[18Dkz2 + (6 —6D)k — -

Demostracion. La notacion se tomara en referencia a la Figura 3.6. Para cada hoja
r, tenemos que B(r) = 0. Necesitamos calcular B(r) para cualquier vértice v que esté
en el camino de longitud D + 1. Sabemos por simetria que B(rq) = B(rp), B(rs) =
B(rp-1),..., B(r%) = B(T%_’_Q).

. Z bst T2 = Z z
(s,t)eV?

ser un arbol).

Z 0s4(r2). (Claramente og; = 1 por

o)
st (s,t)eV?
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o Sis,t ¢ G= o,(r2) =0 ya que el camino minimo que una s con ¢t no va a
pasar por 7o

e Si st € G, 054(r2) = 1. Ahora, el nimero de parejas posibles para que se
cumpla esto es:

6k — D 6k=D 4 1 6k — D 6k — D
2 1 2 = 1

e Si s € G,t € H. El razonamiento es similar que en el apartado anterior y el
numero de pares (s,t) no ordenados que habra es:

2<6k;D+1><6‘k+1—6k;D—1—1>

Con todo esto, llegamos a que:

(18k + D — 4)(6k — d +2)

B(?"Q) = 4

= B(rp)

» B(r3) = B(rp_1): En este caso,
por un razonamiento similar al de
B(r3), la intermediacién de r3 serd
el nimero de pares no ordenados Py Py ® Py Py
que hay entre los vértices que estan
a la izquierda de r3 con los que
estan a la derecha, es decir:

Figura 3.6: Ejemplo del caso d(r,s)=1.

6k—D+2>(6k+1_6k—D_2_1) _ (6k—D+4)2(6k—4+D)

B(rs) = 2(

» B(ry) = B(rp_z): Por el mismo procedimiento que en r3, llegamos a que:

6k — D

6k — D 6k — D +6)(6k — 6 + D
+3)(6k+1— —3+1> ( +6)( + D)

- 9

B(ry) = 2(

Y

» Aplicando este método, de la misma manera, podemos obtener B(r;), para i = 3...%

siendo B(r;) = B(r_i42):

k—D k—D
B(ri):2<6 5 +z‘—1)(6k+1—6 5 —z’+1—1>

(6k — D +2i — 2)(6k +2+ D — 29)
2

= Por dltimo, tenemos que:

6k—D D\(6k—D D )
B(r§+1)=2( 5 +5)( 5 +5):18k.
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Recopilando todas estas intermediaciones, y aplicando la definiciéon de intermediacion de

un grafo, llegamos al resultado deseado:

18k + D — 4)(6k — D + 2)
2

B(EQ(D,k)):[( + (6k — D + 4)(6k — 4+ D) + (6k — D + 6)

+(6k—6+D)+(6k—D+8)(6k+D—8)+...+18k2]

6k + 1
D_o
1 (18k + D — 4)(6k — D + 2) o D . o 5
= kKl —=——-2) — 2 18k
6k+1{ 5 +36k%( ;(z)+8
1 D(D —2)(D —4)
= 18Dk* + (6 — 6D)k —
6k + 1 { * ) 6
O
Teorema 3.12 El grado de intermediacién de E5(D, k) es:
1 3 D(D —2)(D —4)
24D — 12)k? —=D*-3D)k —
6k + 1 {( k" + (6 2 3D) 4
Demostracion. El procedimiento de de- FDZH
mostracion va a ser similar al anterior re- : ; é :
sultado. Por un lado tenemos que B(r) = 0 oy
para todo r hoja de E3(D, k). .
Por otro lado, por simetria:
o’
B(T2) — B(T%+2) — B(TD+2>, 2 ® Ty ° Cor ) r‘3D/2 o b+2 ® o
B(rs) = B(ro3) = B(rp+s),
B(r%) = B(rp) = B(r%) Figura 3.7: Grafo E5(D, k).

Ahora, para calcular la intermediacion de cada vértice r;, vamos a calcular el nimero de
pares de vértices de Eq(D, k) cuyo camino minimo pasa por r;.

B(ry) = 2(2k _ % + 1> (6/€ +1—2k+ % 1 1> _ (20k+D—4A)t(4k:—D+2).

En este caso, es necesario que uno de los vértices pertenezca a la estrella de hojas
de la rama de r3, o ser rs.

B(T3)=2<2k—§+2> (6k+1—2k:+§—2_1) _ (4’f—D+4)2(8k—4+D)

- B(?”%) _ (4k—2)2(8k+2)

(4k—24)(8k+27)
2

Como caso general, tenemos que B(r; o) = para
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] B(To) = 24k2

Ahora, aplicando la definicién de intermediacién a F3(D, k), llegamos al resultado deseado:

B(E?)(D’k)):6k:_1[3(20kD—4)i4k—D+2)+3(4k—D+4)2(8k:—4+D)+
+3(4k;—D+6)2(8k—6+D)+m+3(4k—2)(8k+2)+24k2}
I [0k D 4)(dk—D+2) [ (4k - 20)(8k + 2i) )
:6k+1{3 1 +3<; 2 )+24k}
1 2 3 o D(D_2)<D_4>
:6k+1[(24p—12) +(6—§D —3D)k— - }






Capitulo 4

Cotas para los grafos.

A lo largo de este capitulo estudiaremos diferentes cotas de la intermediacién de un grafo.
Estas cotas se obtendran modificando los grafos originales, ya sea anadiendo o eliminando
aristas o vértices. Los resultados se han tomado principalmente de [6].

Anadir aristas a un grafo implica que los caminos minimos entre dos vértices pueden
acortarse usando estas aristas nuevas y por tanto ser de menor longitud. Incluso, puede
afectar al nimero de caminos minimos entre vértices. El siguiente resultado muestra como
varia el grado de intermediacién de un grafo al anadir una arista.

Lema 4.1 Sea un grafo G = (V, A) con |V| = n, y sea G’ el grafo resultante al unir dos
vértices 7y s tal que d = d(r, s) > 1 por una nueva. Entonces:

B(@) < Gy - 20

Demostracion. Calculando las sumas de las distancias de los pares de vértices en ambos
grafos tenemos:

s Suma de distancias en G:

Y da(z,y) = Y da(z,y)+2d

z,yeVv z,yeV
x,y;ﬁr,s

» Suma de distancias en G':

j{: dG/x y 2{: dngTy

z,yeV z,yeV
T,YF#T,S

Es claro que dg/(z,y) < dg(z,y) para todo par de vértices x,y distintos del par r,s
(pares no ordenados), pues G’ tiene una arista més y en G’ puede existir un camino
minimo mas corto entre x e y que pase por esa nueva arista. También es cierto que
1 =dg/(r,s) <dg(r,s) =d > 1 aunque no es necesario en la demostracion.

Por tanto,

jg: dG«x7y)__2:: j{: dex,y)f; 2{: dG(x7y>:: jg: dG(xay)__zd

z,yeV z,yeVv z,yeV z,yeV
x7y¢r7s r?y#”‘.?s

27
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y se cumple que:

> de(z,y) <Y dela,y) —2(d— 1)

z,yeV z,yeV

Ahora bien, por el teorema 2.18 y haciendo los calculos necesarios:

Z dgl(l’,y)
BE) =0~ DG ~ ) = (- 1) (1)

n(n —1)
S da(wy) —2d— 1)
S(TL . 1) (x,yGV

_p(e) - 241

n

—1) — (n—1)(i(@) — 1)~ =D

n(n —1)

0

s claro que en un grafo conexo, existen caminos minimos entre cualesquiera dos vértices.
Es cl f , t t 1 d t
Sea G’ = (V, A’) un subgrafo generador de G que ademés es conexo. Para cualesquiera

3

par de vértices existe un camino con aristas en G’ y ademaés el grado de intermediacién
puede ser mayor que el de G al haber en G menos aristas, y la distancia entre vértices
puede aumentar.
A partir del resultado anterior se puede probar una cota para el grado de intermediacion
de un subgrafo generador conexo.

Teorema 4.2 Sea G = (V, A) un grafo y G' = (V, A’) un subgrafo generador de este, de
manera que r es la diferencia de aristas entre A’ y A. Entonces:

B(G) < B(G") - —
n
Demostracién. Anadiendo a G’ cada una de las aristas de G que no estdn en G’ y
aplicando el lema anterior, la intermediacion del grafo de G serd menor por cada arista
como minimo 2/n, ya que el valor que puede tomar como minimo 2d=D) g % Aplicando
este método las r veces necesarias llegamos a la desigualdad deseada.
O
Como cualquier grafo conexo tiene un arbol generador, se tiene que:

Corolario 4.3 Sea un grafo G=(V,A), con |V| =ny |A| = m, y T un arbol generador
de GG. Entonces:
_ 2(m —n+1)

B(G) < B(T) - ——

Demostracion. Sabemos por el Teorema anterior que,

_ _ 2r

B(G) < B(G') — —

n

para cualquier subgrafo generador G’ de (G, en concreto para T', siendo r la diferencia
entre el nimero de aristas de G con las de T. Como T es un arbol de n vértices, tiene
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n — 1 aristas.

Por lo tanto, aplicando el teorema a este caso, llegamos a que:

2(m —(n—1)) _ B(1) - 2(m —n+1)
n n

B(G) < B(T) —
0

Aligual que hemos estudiado como varia el grado de intermediacién de un grafo anadiendo
una arista, es posible comparar el grado de intermediacién al anadir un nuevo vértice. El
siguiente lema muestra el caso mas simple, donde ademaés podemos calcular exactamente
el grado de intermediacién del nuevo grafo a partir del grado de intermediacién del grafo
original.

Lema 4.4 Sea un grafo G = (V, A) conexo con |V | =n,r € V(G) y e(r) su excentricidad.
Sea ahora el grafo resultante al anadir a G un nuevo vértice s y una arista que une r con
s. Entonces:

e(r)
_ n - 2
B(G = B _ r
(6 = g BO)+ g RN

Demostracion. Por un lado, sabemos que la suma de las distancias de todo par de
vértices en V(G') es la suma de las distancias de todo par de vértices en G mas la suma
de las distancias de s a los otros n vértices. Por tanto, llegamos a que:

> da(z,y) = Z da(z,y) +2Zk+ )| Tw(r)] + 2

(z,y)eV’? z,y)EV?

ya que la suma de las distancias de los vértices en G’ es la de los vértices en G més dos
veces (porque son no ordenados) la suma de las distancias del nuevo vértice s con los
vértices de GG. La distancia de s al resto de vértices es la distancia a la que estdn cada

vértice de r mas uno.
e(r)

Como G es conexo Z |ITx(r)] =n — 1, y por tanto

k=1
e(r)
Y delry)= > da(z.y) +2Zk|Fk )| +2n
(z,y)eV’? (z,y)eV?2

Por otro lado, la distancia media de un grafo G’ es
Z de T y

(n +1)n
Ahora, si aplicamos la igualdad obtenida justo anteriormente

e(r)
Z de(r.y) 23 K[Ty(r)| > da(z,y)

z,y)EV? Ly k=t I 2 n—l@yev?
(n+1)n (n+1)n (n+1) n—-1 (n+1)n

I(G) =

(G) = +

e(r)

e(r)
23 " k|Tk(r)] , 1 2Zk:|Fk ,
+ = + e+ +
(n+1)n (n+1) n+1 (n+1) (n+1)
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Operando adecuadamente y aplicando el teorema 2.18 se obtiene el resultado. En efecto:

e(r) e(r)

23" k[Tu(r)| 2> " k[Tw(r)|

= _n—lf 9 _n_17 1—n
1) 1_”+11<G)+ (n+1)n +(71+1)_1_rz+1l(G)Jr (n+1)n T

e(r) e(r)
(1) 2Zk|Fk(r)| 1—n 2Zk|rk(7")|
nll(G) = 1) = S EHG) + T+ S = = DG )+

e(r)
n_ 5 2
B(G") = n+1B(G)+n+1;k|Fk(r)]

O

Ejemplo 4.5 Vamos a aplicar este lema anterior a los siguientes ejemplos, en el que
se parte del grafo P, (calculado su grado de intermediacién en el Teorema 3.1) y vemos
cual es la intermediacion de éste en funcion del vértice que se elija para anadir un vértice
adyacente a él.

A continuacién utilizaremos el termino 7,1, el cual se refiere al drbol resultante de unir

a P, un vértice nuevo al vértice r; € V(P,) donde r; es el vértice que ocupa la posicion i
en P,,con1<1<n.

= Sise le anade a r; 6 7,,: En este caso, el resultado obtenido es un nuevo grafo camino
P, 1,y por tanto, su intermediacién sera:

n

<n+1)B(Pn)+ni1<2+gl>

n o = 2 (n—1)n
— " B, 1 ,
n+1 ( )+n—|—1<+ 2 )

que coincide con B(P, ;) = "("371).

» Si se le anade a 7o (similar para r,_1) En este caso, obtenemos un grafo T,,,1 y su
intermediacion sera:

B(Thi12) = (n Z 3 B(P,) + RLH (3 + z_: z)

no - 2 (n—1)n
= B(P, 2 .
n+1 ( >+n—|—1(+ 2 )

m Siseleanadear; con3 <3< (%} En este caso, el resultado obtenido es un nuevo
arbol 1,41,y por tanto, su intermediacion serd:

i—1 n—i
_ n D, 2
B(Twid) =Gy B + 1 (1 + 2lzll + mZm)

. B(Pn)+i<1+(n—1)n+n2+(1_2i)n).

n—+1 2
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Comprobando los grados de intermediacion de los diferentes grafos, podemos observar que
podemos ordenarles en funcién del valor que tomen, ya que lo que les diferencia a uno de
a otros es el ultimo sumando.

Corolario 4.6 Aplicando los resultados anteriores, se tiene la siguiente cadena de de-
sigualdades:

B(Toy12) = B(Tui11) = B(Toias) > oo 2 B(Tayn1-1) = B(Togag27)

Sabemos ya que 7,412 es el grafo de méxima intermediacién de todos los posibles al
anadir un vértice a P,

Lema 4.7 Sea un Grafo G = (V, A) con |V| = n. Sea G’ el grafo resultante de unir dos
vértices r, s € V(G) con un nuevo vértice t. Si se cumple que d(r,s) =1 0 d(r,s) = 2 se
tiene

1

—B(G) +2(n — 2] < B@)

Demostracion.

Figura 4.1: Ejemplos a distancia 1y 2.

» d(r,s) = 1: Si la distancia entre r y s es de 1, entonces al anadir el nuevo vértice ¢
conectado con los dos, se formard uno ciclo de 3 vértices entre estos. Esto implica
que B(t) =0 ya que

S b= 3 Tl

g
(z,y)eV? (zy)evz Y

y se tiene o, ,(t) = 0 pues si tomo dos vértices distintos de ¢, vamos a encontrar un
camino minimo entre ellos que no pasa por ¢ (la arista que une r con s).

Por otro lado, el grado de intermediacion de los vértices r y s en G’ vemos que
depende directamente del grado de intermediacion de dichos vértices en G, mas

concretamente:
o 0 o
LVCEID SIURE) SLEUNELECES SIPNENES i
(z,y)EV? zeV Ot t,s (z,y)EV? zeV i,z
a,:y#t TF#S .;:y;ét TH#S
o a o
Bols) = Y byl 2 2 n 5 g, ) a3 2l
(z,y)eV? zeV Tt tr (z,y)eV’? zeV’ e

zy#t TFT T, y#t aFr
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pues oy 4(r) y ov,(s)=0 pues el vértice ¢ ya estd unido directamente con cada uno
de ellos.

Definamos ahora K, = o01,, K.(r) = 01.(r) y K.(s) = 0v.(s) de tal forma que
K,(r) + K.(s) = K, ya que los caminos minimos de ¢ a x tiene que pasar obliga-
toriamente por r o por s. Es facil comprobar que cualquier camino minimo entre
los vértices x,t con x distinto de r y s o bien pasa por r o bien pasa por s pe-
ro no por ambos pues, si existiera un camino xagvi...VpaEragL1Sariot €l camino
TAU1...VpaET a1t seria mas corto.

Sumando Be (1) + Be(s) concluimos que

Ber(r) + Bor(s) = Ba(r) + Bo(s) +2 3 (K[x{(ﬂ N f@(s))

K,
zeV’
TF£T,8
= Ba(r) + Ba(s) +2 > 1= Bg(r) + Ba(s) + 2(n — 2)
xi\/’

El grado de intermediacion de cualquier otro vértice z a distancia j de ¢t con j > 2
podré ser mayor en G’ porque como minmo va a contener el valor de la intermedia-
cién en G’ aunque luego podré valer mas. No obstante, tampoco nos sera necesario
determinarlo exactamente. Entonces:

ZBG ) +2(n —2) <ZBG/

zeV zeV

Dividiendo a ambos lados por #1 y utilizando la férmula de la intermediacién de
un grafo, llegamos al resultado deseado.

zZBG +2(n—2] 1+nZBG

1
n+1

1
1+n

[nB(G) +2(n — 2)] < B(G")

d(r,s) = 2: Este caso, se demuestra de la misma manera que el anterior, a pesar de
que los vértices r, s y ¢ no formen un triangulo. Como oy, (s) = oy s(r) = 0, tenemos
que

g :1: Ot.x\S
Be(r) = Ba(r) +2 ) : L2 Bea(s) = Bg(s) + 2 t2()
Ot.x
zeV’ te zeV’ ’
TH#S TH#r

Por lo que llegamos a que Z Bg(z)+2(n—2) < Z Bei(2) y por los razonamientos

zeV zeV
del caso d(r,s) = 1 llegamos a la desigualdad deseada.

O

Este teorema, como bien se especifica en las hipétesis del enunciado, es valido para todo

par de vértices que estan como mucho a distancia dos el uno del otro. A continuacién se
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presenta un ejemplo para ver que no se cumple cuando la distancia es tres y cuatro.

Ejemplo 4.8 Consideremos el grafo Ps y los grafos Cg y G’ resultantes de unir el vértice
r1 con r5 y r1 con 1y respectivamente con un nuevo vértice rg, tal como se muestra en la
figura.

Figura 4.2: Grafos P; Cg y G.

» Por el capitulo 3, sabemos que la intermediacién de Ps es B(Ps) = 4.
= También por el cépitulo 3, sabemos que B(Cs) = 4

» La intermediacién de G’ es:
1

B(Cg) = 6(3(7’1) + B(ry) + B(rs) + B(ry) + B(rs) + B(rg))

1
=0+10+4+2+2+4) =36

Y en este caso %(5 4+2-3)= % que es mayor que 4y 3,6.

En el Teorema 4 de [6], se afirma que:
Teorema 4.9 Sea T,, un grafo arbol con n vértices y diametro D. Entonces
_ (n—4)D D3—6D?*+ h(D)

B(T,) <1
( >_ + 2 on

donde

2D sin— D es par
36 — D sin— D esimpar

h(D) = {

Vamos a exponer contraejemplos y contradicciones que muestran que este Teorema no es
cierto. Si tomamos el grafo E3(D, k) del Capitulo 3, y aplicamos la cota, vemos que es
contradictorio. Por ejemplo, si damos como valor D = 4 y k = 16, tenemos:

_ 24K?2D — 12k? — 3kD? —3kD + 6k — 1D3+ 3D%2 — 2D

= 216,74

Pero al aplicar la cota del teorema, tendria que ser

_ (6k+1—4)D D3?—6D>+36—D
B(Es(D.k)) < 1 —
(Bs(D, k) <1+ 2 6(6k + 1)

= 182.

lo cual es absurdo.
En el Teorema se afirma también que el grafo Ey(D,k) es el arbol de didmetro D de
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maxima intermediacién. Aprovechando el ejemplo anterior, cuando £k = 16 y D = 4,
tenemos:

_ 18k2D + (—6D + 6)k — 2D + D* — 1 D3 _
B(Ey(D,k)) = ( 6kl_13 6 = 187,05 < B(FE3(D, k)) = 216,74

También es cierto que este teorema es contradictorio con el Teorema 2.18. Tomamos como
ejemplo el grafo F53(6,2). Por un lado, aplicando el teorema que es incorrecto, llegamos
a que B(F3(6,2)) < 28,11538. Por otro lado, aplicando el Teorema 2.18 con ayuda de la
distancia media y el nimero de vértices,llegamos a que B(E3(6,2)) = 35,53846.

Aparte de todas las cotas vistas hasta ahora, existen también cotas a partir de la teoria
espectral de grafos. Los siguientes resultados han sido tomados de [1].

En primer lugar definimos C,, ., = { caminos minimos de 7, a ry}. Sean c¢1,¢ca € Cyp 4y,
€1 ~ Cg siy solo si ¢y co tienen al menos un vértice en comun ademas de r; y ro.
Consideremos m = #C,, .,/ ~.

Proposicién 4.10 Sea G un grafo conexo con V(G) = n y sean ri,ry y r3 € V(Q)
tales que d(ry,m3) > 2 y r3 pertenece a algin camino minimo de 71 y ry. Sea m el valor
definido anteriormente. Sea D el didmetro del grafo, A\; el mayor valor propio de la matriz
de adyacencia del grafo y w = méx; |(u1);| la componente mayor de su vector propio
correspondiente. Se tiene:

. |Cry s |
s Sim= 17 bmﬂ“z(r?’) = Jrll 7"22 =1

nA?wQ
(nAPw?+m—1)

» Sim > 1, ﬁ < by ry(r3) <
Demostracién. Si m = 1 quiere decir que hay un tnico vértice (r3) que estd en todos
los caminos minimos que van de r; a ro. Por tanto, o, ,, es equivalente al cardinal de la
clase, que coincide con el nimero de caminos minimos. Llegamos a que b, ,,(73) = 1.
Sim > 1, tenemos que

Orime(r3) +m—1< 07,

ya que para el resto de los m — 1 vértices va a pasar como minimo un camino minimo de
r1 a r9. Entonces:

O-Tl,TQ (rg) > 0-7‘1,7‘2 (TB) > 1
Ory,1m2 (T3) +m—-1" Ory,ra N Or1,m0

Por otro lado, sea 0,4, = méx; jcv 0; ;. Entonces, habra dos vértices del grafo ry,75 a
distancia d < D los cuales alcancen el maximo niimero de caminos minimos (no tiene por
qué haber solo dos, puede haber mas). Sea,

x
r)=—"—.
fa)=———7

Es una funcién creciente para todo valor de m > 1 pues su derivada f'(z) = ﬁ > 0.

Por tanto, se tiene

1 < 1 Ory,ro (T3) Omazx

Omaz o O-rl,rg o O-Tl,TQ(T3) +TTL—1 o Omaz +TTL—1
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Tal como vimos en el Capitulo 2, existe () ortonormal y D diagonal con:
A:QDQfliAd:QDdQ 1 QDth
Desarrollando el elemento a? . en sumas:

n n n

Omazx :ai5 = Z(ul)m [)‘;i(ul)%] = Z N (), (), < Z X () () s

<Z)\ )y () <Z)\lw = nAPw?,

La primera de las deagualdades es debldo a que acotamos cada valor propio por el valor
propio dominante, que como ya se vio en el capitulo 2, es como minimo el grado medio
del grafo. Al ser un grafo conexo, este es como minimo 1 y por lo tanto se cumplira la
desigualdad. En la desigualad segunda aplicamos que d < D =max{d(z,y),Vz,y € V}.
En la dltima aplicamos que (u;); < w.

Para concluir:

D, 2
1 O maz 1 nAy w

< byyry(r3) < — < byyry(r3) <
Omaz rira(s) < Omaz +m — 1 nAPw? — rira(73) < nAPw? +m —1

O

A continuacién presentamos un corolario de la proposicién anterior que nos aporta otra
cota similar a la anterior.

Corolario 4.11 Sea un grafo G en las mismas condiciones de la proposicién anterior, se
tiene que, si m > 1:

m—1

nAPw?

Demostracion. Si m > 1 demostrandolo como la proposicién anterior, tenemos que
Opry(T3) +m — 1 < 0,,. Por tanto:

bT17‘2 (r3) S 1 -

1 < 1 <amr2(r3)<ar1,r2—(m—1)<1_m—1

— — — Y

Omax 01"1 T2 JT1 () UTl ;T2 Omaz

como hemos visto antes, e < nAPwW?

1 Triry (T3) m — 1
<= =0 r3) <1 — ——
nA\Pw? = o, rira(rs) < nAPw?

OJ

A continuacién presentamos un ejemplo para comparar las cotas de la proposicion y co-
rolario anterior.

Ejemplo 4.12 Dado el grafo G de la figura 4.3:
Vamos a calcular cotas para b,, ,,(rs), sabiendo que D =3 y m = 4.

Los valores propios de la matriz de adyacencia del grafo son los siguientes (son aproxima-
dos ya que se han calculado computacionalmente):

A = 3,1410, Ay =2,0656, A;=1,1831, X¢=1,4722, g = 1,0000,

)\13 - O, )\12 = 0, )\11 - —0,27915, )\10 == —1,0000,
Ao = —2,9864, A5 = —1,5288, A= —1,1722, X\, = —1,8954
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Figura 4.3: Grafo G.

Por tanto A; es el valor propio dominante, que tiene por vector propio asociado:

u; ={—0,43030, —0,19804, —0,19175, —0,40424, —0,25452, —0,24622, —0,25452,
— 0,36915, —0,22322, —0,27083, —0,22322, —0,19804, —0,19175}

Llegamos a que w = 0,43030

Aplicando la Proposicion 4.10 a este ejemplo, tenemos:
0,0134 < b, ., (13) < 0,9739
Y utilizando el Corolario 4.11:
0,0134 < b,, ,, (15) < 0,9598

Podemos concluir que el corolario es més preciso que la proposicién. Ademas, b, ,,(73) es
exactamente 0,3334.



Capitulo 5

Intermediacion uniforme y extremal.

En este capitulo comenzaremos estudiando algunas propiedades de los grafos con inter-
mediacién uniforme, es decir, grafos cuyos vértices tiene todos la misma intermediacion.
A primera vista, es posible que se nos ocurran algunos tipos de grafos con intermediacion
uniforme (algunos de los vistos ya en el Capitulo 3), como por ejemplo, el grafo com-
pleto K. Independientemente del valor que tome n, para todo r € V(K,,), se tiene que
B(r) = 0y por tanto B(K,) = 0.

Otra familia de grafos que tienen intermediaciéon uniforme también vista en el capitulo 3
es la de los grafo rueda:

(n—2)? :
- si  n es par

(n—6)(n—1) . .
T—=t— si nes impar
Los siguientes resultados se han tomado de [7].

Mediante el siguiente resultado, se muestra una condiciéon necesaria para que en un grafo,
el grado de intermediacién de todos los vértices sea el mismo.

Teorema 5.1 Todo grafo de intermediacion uniforme es 2 — conexo.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo. Para ello, sea G un grafo

con intermediacién uniforme y = € V(G), de forma que si a G le quitamos z, el grafo

se descompone en k componentes conexas Wi, Wa, ... , Wy con V(W;) = w; v k > 2.

Sea W) la componente conexa de G\{z} con el menor nimero de vértices, w;. Definimos

Hy =WyU{z} con V(W;) =w, +1yseaye V(W) el vértice a mayor distancia de x.
k

Por un lado, es facil de ver que wy; > 2y que B(z) = 2 Z w;w; ya que, al ser x un
1<i<j

vértice puente (es decir, un vértice que sirve de unién de componentes conexas), todo par
de vértices de diferentes componentes conexas contribuira en 1 a la intermediacion de z,
ya que todos los caminos minimos entre estos pares de vértices pasan por x, al estar en
distintas componentes conexas. Todo ellos se multiplica por 2 porque hablamos de pares
de vértices no ordenados.

Por otro lado, si tomamos r € V(W;) y ro € V(W;) con W; # W, # Wy 6 ry € V(W)
y 1o € V(W)), con i # 1, los pares (r1,72) no contribuirdn a la intermediacién de y.
Concluimos que los tinicos pares de vértices que contribuirdn son los (71, 72) que estan en
Wi (y que son distintos de y).

37
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Sabiendo que la intermediaciéon de un vértice es a lo sumo (n — 1)(n — 2), siendo n el
numero de vértices de GG, llegamos a que
k
B(y) < wy(w; — 1) < wi <2 Z ww; < B(x)
1<i<y

con lo que llegamos a una contradicciéon ya que tenemos que B(y) < B(z) y hemos
supuesto desde un principio que el grafo tiene intermediacion uniforme, es decir, que la
intermediacion de todos los vértices es la misma.

O

En grafos de diametro 2, el grado de intermediacién de cualquier vértice queda determi-
nado univocamente por sus vértices adyacentes como se muestra a continuacion.

Lema 5.2 Sea G un grafo de didmetro 2. Para todo r € V(G), se tiene que

1
Bry= Y —
Osit
(st)eEN?(r) 7
st A(G)

Demostracion. Aplicando la definicién de intermediacion de un vértice a r, tenemos:

B(r) = Z 0s4(1) _ Z Us,t(r)+ Z 087t(7“)+ Z 0s4(7)

soevie O enewer T woev@wmz Tt (i) se Ny
s,t#£r t¢ N (r)
Sis, t € N(r), tenemos que o,4(r) = 0 si 7 y s son adyacentes, si no o,(r) sera igual a
uno. Si s, t ¢ N(r) tendremos que o,4(r) = 0 ya que, de tener un camino minimo que
pasa por r, este tendrd longitud 4, lo que es imposible, ya que D(G) = 2 y por tanto
d(s,t) < 2. Por dltimo, si s € N(r) pero t ¢ N(r), tendremos que o4(r) = 0, ya que
de pasar algin camino minimo por r, este tendrd longitud 3 y como hemos visto en el
anterior caso, es imposible.

Juntando todo esto, llegamos a que el segundo y tercer sumando son cero y por tanto:

B(r) = Z O'S7t(7“): Z 1

(seENzm) O (spenzi) O%
StEA(G)

O

A continuacién se presenta un método directo para obtener la intermediacién de los vérti-
ces en un grafo de intermediacién uniforme de diametro 2, a partir del niimero de vértices
y aristas.

Lema 5.3 Sea G un grafo con intermediacién uniforme de didmetro 2, |V(G)| = n y
|A(G)| = m. Para todo r € V(G) se cumple que B(r) = n —1 — 22y por tanto
B(G)=1-1-2p

. De esto deduci-

Demostracién. Por el lema previo, sabemos que B(r) = Z

(s,t)EN?(r)
st A(GQ)
1

mos que en la suma Z B(r) todo par de vértices no adyacentes, contribuyen en -
reV(G)

Js,t
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en cada uno de sus vecinos comunes. Como el niimero de vecinos comunes en estos grafos
es 05, podemos concluir:

ZB(T): Z Us,to_l = Z l=n(n—1)—2m.

reV(G) (5,)EV2(G) (s,1)eV3(@)
st¢ A(G) st¢ A(G)

La suma es simplemente el nimero de aristas que faltan en el grafo para ser completo.
Para calcularlo consideramos el nimero total de pares vértices 2(2), que viene a ser lo
mismo que el nimero de aristas que hay en un grafo. Por tanto, restamos 2m que son las
que tiene ya G (como es no dirigido consideremos que hay 2m).

Como estamos en un grafo con intermediaciéon uniforme, B(r) es el mismo para todo

vértice, por tanto,
2m

B(r) =~ Y Bly)=n—-1-—.

n
0

En el siguiente resultado, presentamos un teorema en el que se establece una relacion
entre los grafos de intermediacién uniforme y los grafos completos.

Teorema 5.4 Sea G un grafo de intermediacién uniforme con al menos un vértice de
grado n — 1. Entonces G = K,,.

Demostracién. Sea r € V(G) con d(r) =n — 1y H el grafo resultante de eliminar a G
el vértice r. Sea S = {(s,t) € VZ(H) : du(s,t) > 3}, T = {(s,t) € VX(H) : d(s,t) =2} y
o, el nimero de caminos minimos de s a t en H. Vamos a probar en primer lugar que
es un conjunto vacio.

Si (s,t) € S, entonces habrd un tnico camino minimo de s a t de longitud 2 en G que
pasa por 7, pues r es adyacente a todos los vértices y en H la distancia de s a t es mayor
o igual que tres. Si (s,t) € T entonces de todos los caminos minimos que haya entre s y
t solo uno pasara por r,

) 0s,t(r)
CURD SRR SR SRR S
(s,t)esS 8¢ (s,t)eT st (s,t)es (s,t) ET t
Siz e V(G), x#r:

Bz)= Y %uil@) | > %utl@) _ 0+

g g
(s,t)es 8t (s,t)eT 8t

1
(s,t)eS (s,t)eT st +1 (5%;T Oé’t +1
st,ts€ A(G)

El vértice r no influye en la intermediacién de x, ya que al ser adyacente a todos los
vértices, no tiene caminos minimos con otros vértices que pasen por z (son todos de
distancia uno). Si (s,t) € S, 0s+(z) = 0 ya que estan a distancia dos y su tinico camino
minimo pasa por x. Si (s,t) € T, el par (s,t) aportard a la intermediacién de y solo si
existen dos aristas sy e yt € A(G).

Como G es un grafo de intermediacién uniforme, B(r) = B(z) y por tanto,

1 1
PO D e D D
, O—S,t + 1 (SJ)GT 0—87t + 1
st,ts€ A(H)
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De esto deducimos que Z 1 =0, lo que implica que S es un conjunto vacio. Podemos
(s,t)eS

concluir también, que todo vértice de H es vecino de todo par de vértices no adyacentes.

Por tanto, el diametro de G es 2.

Para demostrar ahora que G = K, suponemos que no es asi, y por tanto existe x €

V(G),x # r tal que d(z) <n — 1.

Por un lado:

1 1 1 _
Blw) = Z O'7t+1: Z (n—3)+1§n—22A(H)7

/
(s,t)eT s (s,t)eT
sy,tyc A(H) sy,tye A(G)

siendo H el grafo complementario de H. Esta desigualdad es porque como hemos dicho
antes, todo vértice es vecino de todo par de vértices no adyacentes, por lo que como
d(s,t) =2y s, t son no adyacentes, habré (n — 3) caminos minimos en H entre s y t.

Por otro lado, como S es un conjunto vacio, el nimero de pares de vértices no ordenados
a distancia 2 seran los que no estan a distancia uno, es decir A(H) por 2 (ya que son
no ordenados). De todos ellos, no todos los pares tienen a y como vecino comun ya que

d(y) < n — 1. Por otro lado, por el mismo razonamiento:

1 1 1 _
Br) = Z o, +1 Z (n—3)+1:n—22A<H)'

(st)eT St (st)ET

Con lo que llegamos a un absurdo (B(z) < B(r)) ya que G es un grafo de intermediacién
uniforme. Por tanto, todos los vértices de G tienen gradon — 1y G =2 K,
0]

De los grafos visto hasta ahora, solo conocemos las familias de K, y C), con intermedia-
cién uniforme. A continuacién presentamos un procedimiento para construir grafos (que
no tienen por qué ser regulares) de intermediacién uniforme llamado “clonacién de gra-
fos”. Estos resultados siguientes se han encontrado en [5] y [6].

Dicha operacién consiste en tomar un grafo conexo cualquiera G con {ry,rs,...,7,} su
conjunto de vértices. Sean Hy, Hs, ..., H, otros grafos. El grafo G[Hq,. .., H,] es el grafo
resultante de sustituir cada r; por H; y unir cada vértice de H; con H; en caso de que
rir; € A(G). Si se da el caso de que Hy = Hy = ... = H, se escribe G[H| como el grafo
resultante. Con la Figura 5.1, se observa un ejemplo de lo que es un grafo clonacion.

En el siguiente resultado se presenta la demostracion de que un grafo obtenido de la ope-
racién anterior tiene intermediacién uniforme, si se parte de un grafo con intermediacion
uniforme y se clona el grafo completo.

Teorema 5.5 Sea G un grafo de n vértices y de intermediacién uniforme y m un entero.
Entonces G[K,,] es de intermediacién uniforme.

Demostracién. En primer lugar, definimos K* para 1 < i < n como los n grafos comple-
tos que sustituyen a cada vértice de G. Sea r € V(G[K,,]), més concretamente r € V (K"),
y ;i € V(Q) el vértice que ha sido sustituido por el grafo K. Sean también s,t € V(K7),
V (K*) respectivamente, y sean s;,t; los correspondientes vértices de V(G) que han sido
sustituidos por K7 y K*, siempre con i # j # k. Por otro lado, sabemos:

dG[KﬁJ(S, t) = dG(Sj7 tk) — d Yy Us,t — O-S]',tkmd_l
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H, H, H, & .
TN .. =

H, Hg Hg  Hy GIH,., Hy, Hy, Hy, He, Hg, Hyl

Figura 5.1: Grafo clonacion.

ya que cada camino minimo de s; a ¢ en G[K,,] es el nimero de caminos minimos de s
a t multiplicado por todas las posibilidades de recorrerlo. Como dgx,, (s, tx) es d, habra
que pasar por d — 1 grafos completos para ir de un vértice a otro, cada uno de ellos de m
vértices.

Dado r; € V(G) que esté contenido en un camino minimo de s; y tx, sean hy, hy tales que

da(sj,m) = hi,  da(r,ty) = ho

y entonces:

hl—lmhg—l mh1+h2—2 d—2'

O-S,t(r) =m O-S]'ﬂfk (T’L> = O-Sj,tk (rl) = O-Sj,tk (rl)m

Ahora aplicando todo esto a la definicién de intermediacién de un vértice en G[K,,]:

By = Y 0 _ oy mlonal) 1y ouuln)

(sHEVEGIEm) 0% (s)EVA(GIKm) e T evaGlRn)) TS

Los tnicos pares de vértices que aportan a la intermediacion de r son los que vienen de
grafos K? diferentes. Por otro lado, por cada pareja (s;,tr) € V(G), aparecen m? parejas
nuevas de vértices (s,t), y el grado de intermediacién de r es

1 Os. ., (T 1 Os.t,
B(T) _ - Z SJ7tk:( z) _ Z mg 55,tk _ mBg(Ti).
m Os. t,. m Og. ¢
(s)EVE(GIKy]) (s5:tk)EV2(G) Pk
sEK' te KJ
Como G es uniforme, todos sus vértices tendran la misma intermediacién. Por tanto, como
m es fijo, los vértices de G[K,,| tendran la misma también ya que dependen de la de los

de G. O

Otro resultado donde se aplica el grafo clonacion es el siguiente, donde se parte de un
grafo K,,, y se le clona con n grafos complementarios de Cy,.

Teorema 5.6 Sea ki, ks, ..., k, > 4 enteros. El grafo K,,[Cy,, ..., Cy,] tiene intermedia-
cién uniforme.

n
Demostracién. Sea p = Z k; el nimero de vértices de K,[Cy,, ..., Ch,].
i=1
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Sabemos que dicho grafo tendra didmetro dos, ya que todo vértice de Cy, es adyacente
a otro vértice de Ck]. coni#jy0<i,j<n.Sidos vértices pertenecen al mismo Cj,
estaran como mucho a distancia 2, ya que de no ser adyacentes tendrdn al menos un
vecino en comun (mirar Figura 5.2).

Definimos 7%,7%, ... ,r}'ﬁ como el conjunto de vértices de Cy,. Tenemos que para cada
r=1reV(C)conl<I<k:

COEED SEECUED DD DEECCND DI DI

s,teV(Cr,) i#j steV(Cy,;) Tsit i#j s€V (Cy,) eV (Cy,)

ya que un par de vértices (s,t) € V(Kn[Cy,...,Cy,]) puede estar formado por am-
bos vértices de C’k, de otro C’k diferente, o uno de C’k y el otro de uno diferente.

Para la primera suma, se puede ver que
en Cy, solo contribuiran a la intermedia-
cion de r los pares de vértices no ad-
yacente, es decir, 2k; pares de vértices
((T’i, 7’;), (T%, Té)v ] (T};i—lv T?ﬂ)’ (TZN Ti)) y
sus simétricos ya que es un grafo
no dirigido). Aunque de todos, 8 pa-
res no contribuirdin a la intermedia-
cién((r, Tli+1)a (er, 7"§+2)> (ri_1,)s (g, 7i_1)
y sus simétricos), ya que no van a tener ca-
minos minimos que pasen por el propio r. Figura 5.2: C

Por lo tanto habra 2(k; — 4) pares de vérti-

ces que contribuyan a la intermediacion de r.

Para cada uno de estos pares de vértices, hay un total de 2(k; — 4 + p — k;) caminos de
longitud 2 que los unen (los de ese mismo grafo C, y los que pasan por cada uno del resto
de vértices de K,[Cy,,...,Ch,], es decir, p — k;). De todos estos, solo uno pasa por 7.
Por un procedimiento similar podemos ver que en la segunda suma, para cada C_'kj con
j # 1 habrd 2k; pares de vértices no adyacentes que contribuyan a la intermediacién.
Cada par tendrd 2(k; — 4 + p — k;) caminos minimos y solo uno pasara por r.

La tercera suma es cero para todo par ya que todos los vértices de Cy, y C’kj son adya-
centes entre si por construccién del grafo.

Con todo esto, tenemos:

2(k; — 4) 2k;
B(r) = 5= ~ + : +0=
(r) 2(ki —44p— ki) ;Q(kj—ll—i—p—kj) —4+p §_4+p

Con lo que concluimos que la intermediacién para todo vértice serd uno y por tanto,
K, [C,, ..., Cy,] tendréd intermediacién uniforme.
O

Ahora se van a presentar dos teoremas que vienen a ser dos procedimientos parecidos de
coOmo construir grafos de intermediacién particular manipulando grafos completos.

Teorema 5.7 Sean t,s dos enteros positivos tales que s = ¢t — 1. Definamos K} y K?
como dos copias disjuntas del grafo completo de t vértices y sea H; el grafo obtenido por
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la unién mediante los vértices de K}, K2, con Vi = {uy,us, ..., us} y Vo = {v1,v9,..., v}
vértices respectivamente, suprimiendo las aristas u;v; paracadai = 1,...,t. Sea Hy = Ko
donde V(Hy) = V3 U Vy, [Vs] = |Vi| = s y V3NV, = 0. Entonces, el grafo G resultante de
unir Hy; con Hy anadiendo nuevas aristas zy con x € Vi,y € V3 0 x € Vo, y € V) tiene
intermediacién uniforme.

Figura 5.3: Grafo G.

Demostracién. Por un lado, es ficil ver que diam(G) = 2. Sea x € V(H;) (podemos
suponer que x € Vj sin pérdida de generalidad) e y € V(H;) (también suponemos que
y € V3). Entonces:

B(z)= > Punl®) | > Tuol@) Tu(7)

uweV (Hy) Tu w,weV (Hz) Tuw w€V (H1)weV (Ha)

1 2(t—1)s

= ——=14+0+ —
) i R A e

De la primera suma podemos observar que para cada uno de los 2(t — 1) pares de vértices
no adyacentes y no ordenados de H; que hay, cada uno contribuye en Como hay

2(t—1)

2(t — 1) (ya que el par formado por el vértice r no se cuenta), la suma se(ra 1.
La segunda suma es cero porque todo par de vértices de Hy es adyacente entre si.

En la tercera suma, podemos ver que los tunicos pares de vértices que contribuyen a
la intermediacién de x son (u,v) donde u € Vi, v € V, (ya que los vértices de Vj son
adyacentes a los de V5 y V3). Habra un total de ¢t + s — 1 caminos minimos ya que pueden
pasar por los vértices de V; (cardinal ¢ — 1 sin contar ) o V} (cardinal s). De todos ellos,
solo uno va a pasar por x. El nimero de pares de vértices no ordenados que contribuyen
a la intermediacion son 2(t — 1)s, ya que el vértice de V5 no adyacente a x no aporta.

o= Y Tl oy 2wl 2 Uu’v(y):0+o+t+23t$—1’

o
uweV (Hy) Tusv wweV(Hy) ueV(Hl),vveV(Hg) u,v

donde la primera suma no contribuye nada ya que cualquier camino de pares de vértices
no adyacentes que pasa por Hy tiene longitud 3.

La segunda suma también es cero porque todos los vértices de Hy son adyacentes entre
si.

En la tercera suma, los inicos pares de vértices que aportan algo a la intermediacién son
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(u,v) con u € Vi y v € Vy (ya que los vértices de V, son adyacentes a los de Vi y Vj).
Habra un total de ¢ + s — 1 caminos minimo ya que pueden pasar por los vértices de
V5 0 V3. De todos los caminos minimos, solo uno pasa por y. En la intermediacion de y
contribuyen 2ts pares de vértices, las combinaciones de los de V; con los de Vj.

Ahora, usando que s =t — 1 en la intermediacién de 7:

2(t—1)s t4+s—142(t—1)s 2s+2t—2s4+2  2ts
t+s—1 t+s—1 a t+s—1 Ct4s—1

B(r)=1+ B(y)
Hemos llegado a que la intermediacion de todo vértice en G es la misma, y por tanto,
tiene intermediacién uniforme.

O

Cambiando el tema del capitulo, al igual que existen grafos con grado de intermediacion
uniforme, también pueden existir grafos cuyos vértices tienen todos grados de intermedia-
cion diferente. Dichos grafos, les llamaremos grafos extremales. Los siguientes resultados
se han tomado de [12]

El siguiente resultado nos da dos condiciones necesarias para que un grafo sea extremal.

Proposicion 5.8 Sea G un grafo con vértices de distinta intermediacion. Entonces:

1. Hay a lo sumo un vértice cuyos vecinos forman un subgrafo completo.

2. G tiene como tnico automorfismo la identidad.

Demostracion. Para el primer punto, como ya vimos en el capitulo 1, que los vecinos de
un grafo formen un subgrafo completo es equivalente a que tenga ese vértice intermedia-
cién cero. Si hubiera mas de un vértice que cumpliese esta condicién, habria més de un
vértice con intermediacién cero y por tanto no tendrian todos intermediacion distinta.
Para el segundo punto, si hubiese algiin automorfismo distinto de la identidad, esto im-
plicaria que hubiese algin tipo de simetria y por tanto, habria vértices con la misma
intermediacion.

Estas condiciones son necesarias pero no suficientes para que un grafo tenga todos sus
vértices con distinta intermediacion. El siguiente ejemplo muestra un caso en el que no se
cumple la doble implicacién.

Ejemplo 5.9 Sea el siguiente grafo G.

Figura 5.4: Grafo G.

Por un lado se observa que r7 es el unico vértice cuyo vecino (r3), genera un subgrafo
completo. Por otro lado, no existen automorfismos distintos de la identidad, ya que al
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ser 17 el inico vértice de grado uno, en un supuesto automorfismo r; tendria que quedar
fijado ya que es el tnico vértice de grado uno. Por tanto,el inico vértice adyacente a r;
también tendra que quedar fijado, es decir, ro. Por otro lado, 7y tiene otros dos vértices
adyacentes, r; y r3 que quedaran fijados también por tener distinto grado. Siguiendo de
la misma manera con el resto de vértices llegamos a que el inico automorfismo posible es
la identidad.

A pesar de que se cumplan las condiciones, no tienen todos sus vértices grado de inter-
mediacién distinto ya que B(rs) = B(rg) = 1.

A la hora de estudiar grafos con estas caracteristicas, es interesante saber para qué nime-
ro de vértices pueden existir grafos asi o no.

Teorema 5.10 Sea n el nimero de vértices de un grafo G. Si 2 < n < 4, no existen grafos
conexos con grado de intermediacién distinto en cada uno de sus vértices.

Demostracion. Para verlo, vamos a ir viendo uno a uno segun el valor de n.

= Si n = 2, el inico grafo conexo que existe de dos vértices es K, y tienen ambos
vértices intermediacién cero.

= En el caso de que n = 3, existen dos grafos no isomorfos y conexos, P; y K3. El
primero tiene sus dos vértices que no son el central con intermediacién nula. El K3
tienen todos intermediacion cero también, como vimos en el capitulo 3.

» Para n = 4, existen seis grafos conexos no isomorfos: Ky; K;\{a} (siendo a una
arista); Py; Ky 3; Cy y Ky — Ps. Por un lado, K4 no cumple la primera condicién
de la proposicién previa, ya que todos los vértices tienen a sus vecinos que forman
un subgrafo completo. Para el caso del grafo P, basta tomar el automorfismo que
asigna cada vértice a su simétrico. En el caso del grafo ciclo de cuatro vértices,
basta considerar el automorfismo que asigna a cada vértice su opuesto. Consideremos
ahora, los otros tres grafos restantes que vienen representados en la siguiente imagen.

)

Figura 5.5: Grafos K,;\{a}, K13y K4 — Ps.

Los siguientes automorfismos son ejemplos distintos de la identidad de K,\{a}, K3
y K4 — P; respectivamente.

f1 : V(K4\{a}) — V(K4\{a}) fg : V(Klﬂg) — V(Kl’g) f3 : V(K4 — Pg) — V(K4 — P3)
r1 — T9 71 — 1 1 — T2
To — T1 T — T4 T — T1
T3 — T3 73 — T3 T3 — T4
T4 — T4 T4 — 9 T4 — T3
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Por tanto, a partir de la anterior proposicion, los grafos no son extremales. También
se puede demostrar de manera directa que en los tres grafos hay vértices con la
misma intermediacién. En el caso del primer grafo de la imagen, K4 — a, se tiene
que B(r1) = B(re) = 0. Para K 3, tenemos que B(ry) = B(rs) = B(ry) = 0, ya que
son hojas. Por el mismo razonamiento llegamos a que en 4 — P, B(r1) = B(ry) = 0.

O

Por otro lado, es interesante destacar que para n = 5 y n = 6 tampoco existen grafos
extremales. El teorema y su demostracién es similar al anterior y aparece en [12]. Dicha
demostracion es mas extensa debido a que para n = 5 hay 21 grafos conexos no isomorfos
y para n = 6 hay 112.

Hemos visto los casos de n para los cuales, los grafos de n vértices conexos tienen in-
termediaciones distintas. A continuacién, vamos a demostrar un resultado que presenta
algunas condiciones suficientes que tienen que cumplir dichos grafos, paran =1,7,8 y 9.
Para ello, utilizaremos el teorema 1. de [13] que afirma:

Teorema 5.11 Sea G es un grafo asimétrico con p vértices y ¢ aristas. Entonces:
= p=16p>6

» m, < q < M, donde

) : !
my, =14 6 sip=6,7 y M, = 15 sip=7

N :
_ + P>
p Zn:lan w81 —8 p(pT_g)_l'§;]1V:1an+w Slp>8

donde el par de enteros (N, w) viene definidos en funcién del valor de p, por la siguiente
férmula:

N N+1 N
Zann§p<2ann Y p:Zann+w(N+1)+7“ 0<w<ans;;0<r <N +1),
n=1 n=1 n=1

donde a,, representa el nimero de arboles de n vértices no simétricos.
El teorema citado antes que presenta algunas condiciones suficientes es el siguiente.

Teorema 5.12 Sea GG un grafo conexo con n vértices y todos ellos con distinta interme-
diacién. Entonces n =107 <n <9 y ademas:

1. Sin=1, |AG)| =0.
2. Sin="77<|AG) < 14.
3. Sin=28,8 <|A(G)| < 21.
4. 8in=9,9 <|A(G)| < 29.
Demostracion.

= Para el caso 1. es trivial ya que solo existe un grafo simple de un vértice y no tiene
ninguna arista.
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= Para el caso 2. el teorema 2.2 de [12] desarrolla todos los grafos conexos de siete
vértices con intermediaciones distintas en todos sus vértices. Contandoles, se puede
ver que todos tienen entre siete y catorce aristas.

Para el resto de casos, la cota inferior se deduce de la misma manera, puesto que el nimero
de aristas minimo para unir n vértices es n — 1. Pero el grafo que resultaria seria un arbol,
y por tanto, habria como minimo dos hojas y por tanto, dos vértices con intermediacién
cero (no puede haber dos vértices con la misma intermediacién). entonces |A(G)| > n
para n > 8.

» En el apartado 3. para demostrar que |A(G)| < 21, suponemos que es mayor que
21. Tenemos que G es asimétrico ya que todos sus vértices tienen intermediacion
diferente, entonces G es asimétrico, ademas |V (G)| = 8 y |A(G)| < 6. Por el teorema
previo, llegamos a un absurdo, ya que como N = 6 y w = 1, tiene que ser |A(G)| > 7.

» Para 4. pasa algo parecido, suponemos que |A(G) > 22 y como G es asimétrico,
tendremos que G es asimétrico con |V(G)| = 9y |A(G)| < 6. Por [13] llegamos a
otro absurdo.

O

Para el caso n = 10 aparece esta cota:

nsiae) < M - (e (1254 - 1))

la cual viene demostrada en [12].
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