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ABSTRACT. In this manuscript we present a complete and self-contained proof of the main
mathematical statement that supports what is known as the “kernel trick” in computational
learning: the Representer Theorem. We have chosen the more complete statement of this
result due to B. Scholkopf, R. Herbrich and A. J. Smola, published on 2001, involving regu-
larization functions. This statement requires an introduction to reproducing kernel Hilbert
spaces (RKHS for short), introduced by J. Mercer in 1909 and strongly developed by N.
Aronszajn in 1950. The main theorem of Aronszajn theory is the characterization of RKHS
in a statement known as the Aronszajn-Moore Theorem, which we also prove in detail. With
these tools we may finally prove the Representer Theorem in reproducing kernel Hilbert
spaces of R. Herbrich, B. Scholkopf and A. J. Smola. Additionally, we prove a result by A.
Argyriou, C. A. Micchelli and M. Pontil of 2009 which characterizes the Tikhonov regular-
ization functions admissible in a Representer Theorem.

On the other hand, although the Representer Theorem is claimed to be a used tool in Learn-
ing, we have not found a precise form to link this statement with the foundations of Learning
established by F. Cucker and S. Smale in 2003. Thus, we just filled the gap with our own
statements by giving an interpretation of the representer as an approximant of regression
functions within the context of Cucker-Smale foundations of learning.

In order to achieve these goals, we first introduce well-known concepts and results on Hilbert
spaces theory (Chapter 1). Then, we establish the foundations of reproducing kernel Hilbert
spaces, we prove Aronszajn-Moore Theorem and, finally, the Representer Theorem (Chapter
2). Finally, we link this theorem and its application in learning by giving an original re-
sult which proves that the Representer Theorem’s “output” is a good approximation of our
desired regression function (Chapter 3).

KEY wORDS: Hilbert spaces, reproducing kernel, Representer theorem, computational lear-
ning, approximation error.

RESUMEN. En este manuscrito presentamos una prueba completa y autocontenida de uno
de los principales enunciados matematicos en lo que se conoce como el “kernel trick” en
aprendizaje computacional: el Teorema del Representante. Hemos escogido la versién mas
completa del enunciado de este resultado por R. Herbrich, B. Scholkopf y A. J. Smola,
publicado en 2001, incluyendo funciones de regularizacién. Este enunciado requiere la in-
troduccién de espacios de Hilbert con ntcleo reproductor (siglas RKHS), introducido por J.
Mercer en 1909 y desarrollado por N. Aronszajn en 1950. El teorema principal de la teoria
de Aronszajn es la caracterizacién de RKHS en un enunciado conocido como el Teorema de
Aronszajn-Moore, el cual también probamos. Con estas herramientas probamos finalmente
el Teorema del Representante en espacios de Hilbert con nticleo reproductor de R. Herbrich,
B. Scholkopf y A. J. Smola. Ademads, probamos un resultado de A. Argyriou, C. A. Micchelli
y M. Pontil de 2009 que caracteriza las funciones de regularizacién de Tikhonov admisibles
en el Teorema del Representante.

Por otro lado, aunque se dice que el Teorema del Representante es usado como herramienta
en Aprendizaje, no hemos encontrado una forma precisa de enlazar este enunciado con los
fundamentos del Aprendizaje establecidos por F. Cucker y S. Smale en 2003. Por ello, hemos
rellenado ese hueco con nuestros propios enunciados dando una interpretacién del represen-
tante como un aproximante de funciones de regresion en el contesto de los fundamentos del
aprendizaje de Cucker y Smale.

Para conseguir estos objetivos, primero introducimos conceptos y resultados conocidos sobre
la teoria de espacios de Hilbert (Capitulo 1). Luego, establecemos los fundamentos de los
espacios de Hilbert con nitcleo reproductor, probamos el Teorema de Aronszajn-Moore vy,
finalmente, el Teorema del Representante (Capitulo 2). Finalmente, enlazamos este teorema
y su aplicacién en aprendizaje aportando un resultado original que prueba que el “output”
del Teorema del Representante es una buena aproximacién de la funcién de regresion deseada
(Capitulo 3).

PALABRAS CLAVE: Espacios de Hilbert, nicleo reproductor, Teorema del Representante, apren-

dizaje computacional, error de aproximacién.
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CAPITULO 0

Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria

Indice
0.1. Introduccién i
0.2. Resumen del Capitulo 2 iii
0.3. Resumen del Capitulo 3 A
0.4. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG vii
0.5. Apéndices Finales viii

0.1. Introduccion

El propésito de esta memoria es la presentacién, con pruebas, del prinicipal resultado matemaético
que subyace a las técnicas de Aprendizaje Computacional conocido como “kernel tricks”: se
trata de el Teorema del Representante, traduccién libre del comtinmente conocido como Rep-
resenter Theorem. Adicionalmente, hemos incluido una interpretacion como aproximante de
ciertas funciones de regresion del resultado afirmado por el Teorema del Representante.

A continuacién, y tras una introduccién del contenido del trabajo, se incluyen los resimenes de
las principales contribuciones para ayudar a una més cercana lectura del texto.

El problema inicial del que se parte es el siguiente: Se considera un espacio de Hilbert H de
funciones a valores reales o complejos sobre un espacio topoldgico X, es decir, H C KX, donde
K =RVC. Se considera una funcion de riesgo definida sobre H y dependiente para cada f € H
de un numero finito de datos que representan puntos de X y potenciales valores de f en esos
puntos. Formalmente, para cada n € N, n > 1 se considera una funcion de riesgo

E,:Hx (X xK)" — R} U{oo}.

A cada lista ((z1,¥1); -, (Tn,Yn)) € (X X K)™ se le denomina datos observables. Supondremos,
como hipotesis fundamental del problema, que la funcién de riesgo E,, depende solamente de
los datos observados y del comportamiento de f sobre estos datos. Formalmente, esto se puede
interpretar como la existencia de una funcién de riesgo

(0.1.1) En (X xK?)" — RU {o0}.

de tal modo que para cada f € H, y para cada lista de datos observables ((x1,v1), .-, (Tn,yn)) €
(X x K)™ se tiene:

En(f’ ((Il, y1)7 sy (xnvyn)) = gn((a:lvyla f(xl))a B (x’m Yns f(xn»

El objetivo del problema consiste en minimizar el riesgo F,, para una lista de datos observados
dada “a priori”. Es decir, dada una observacién w = ((21,91), -, (Zn,yn)) € (X x K)", hallar
f € H tal que

E,(f,w) =min{E,(g,w) : g € H}.
En general, la funciéon de riesgo E,, se regulariza anadiendo una funcion de regularizacion
Q : H — R. Tipicamente, se presupone que existe una funcién estrictamente creciente g :
[0,00) — R tal que

Q) =g(lFll),  VfeH,

donde || - ||g es la norma de f en H. Asi, el problema de referencia es el siguiente:

PROBLEMA. Sea H un espacio de Hilbert, sea g : [0,00) — R una funcion estrictamente
creciente y sea Ep, : H x (X xK)" — R una funcidn de riesgo tal que existe &, como en 0.1.1
de tal modo que ¥Vf € H, Vw = ((x1,Y1), -, (Tn,Yn)) € (X x K)",

En(f’w) = 5n((931,y1, f(xl))’ Ly (iEn,yn, f(zﬂ)))

i
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Dado z € (X x K)", se pide hallar una funcién f, € H tal que
En(fz2) + g f2]]) = min{h € H : Ey,(h, z) + g([|h]])}-

Nétese que se pretende hallar para cada z € (X x K)™ un elemento f, que minimize la suma
de E,, con g(|| - |])-
Un ejemplo clésico es el riesgo dado por el error cuadratico medio

n

1
En(fv ($1791)7 (3 (Ina yn)) = ﬁ Z ‘f(xz) - yz‘z
i=1
y una funcién de regularizacién donde g(t) = t2. En ese caso, pretendemos minimizar sobre H

la expresion
1 n
Eu(f2) = = 3015w = il + 1111
i=1

La respuesta al Problema precedente se dividiria en dos partes:

i) Problema de Consistencia o Satisfactibilidad: Bajo ciertas hipdtesis sobre H, E,, g y
z, jexiste f, € H que minimiza F,(-,2) + Q 7.
ii) Problema de Resolucion: Sabiendo que el problema de minimizacién es consistente,
hallar un f, que minimize E, (-, z) + €.
El Teorema del Representante que tratamos aqui no habla del problema de consistencia sino
del problema de resolucién: bdsicamente, se pretende mostrar cémo dado un problema de
minimizacién consistente podemos expresar el minimo de manera simple, de tal modo que,
“a posteriori”, existieran algoritmos capaces de calcular una funcién que minimice el riesgo
E.(-,z)+ Q.
La solucién maés natural pasa por transformar el problema de minimizaciéon en H en un problema
de minimizacién (tipicamente no lineal) en un espacio de Hilbert de dimensién finita a través
de una proyeccién ortogonal. Por tanto, el Problema de Resolucion pasa a ser el siguiente:

PROBLEMA (de Resolucién). Sean E,, H, Q como en el enunciado del Problema 0.1. Sea
z € (X x K)™ y supongamos que el problema de minimizar E,(-,z) + Q es consistente en H.
Hallar un subespacio de dimension finita V, C H tal que 3f, € V, verificando

Ey(fz,2) + Q(f:) = min{E, (h, 2) + Q(h) : h € H}.
Madas dun, si fuera posible, dar un sistema generador de V, en el que expresar f,.

La respuesta al Problema de Resolucién pasa por un resultado inicialmente introducido en 1970
por [KW, 70], posteriormente estudiado por [Gi, 18]y generalizado en [HSS, 01]: el Teorema
del Representante.

TEOREMA 0.1.1 (del Representante). Con las hipdtesis precedentes, si H = Hyi es un espacio
de Hilbert con nicleo reproductor K : X x X — K, el Problema de Resolucion admite respuesta
positiva siendo V, el K-subespacio vectorial de Hi generado por

{Ky, :1<i<n},
donde
K; : X —K
y — K(zi,y).

Este resultado asi enunciado hace referencia a los espacios de Hilbert con nicleo reproductor
(en acrénimo RKHS). Los espacios de Hilbert con niicleo reproductor fueron introducidos por
J. Mercer en 1909 (cf. [Me, 09]) y estudiados en profundidad por N. Aronszajn en 1950 (cf.
[Ar, 50]). A partir del Teorema del Representante, estos espacios de Hilbert con niicleo repro-
ductor se convierten en un tema central del Aprendizaje Computacional.

En este TFG, consideramos la teoria de Espacios de Hilbert con ntcleo reproductor y desarrol-
lamos con detalles algunos de sus teoremas esenciales, concluyendo con una prueba del Teorema
del Representante, asi como un reciproco (caracterizacién de las funciones de regularizacién ad-
misibles) siguiendo [AMP, 09]. Este desarrollo se realiza en el Capitulo 2 y que resumiremos
en la Seccion 0.2 de esta Introduccién.

Usualmente, la intervencién del Teorema del Representante en el Aprendizaje Computacional
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no es siempre explicita en la literatura sobre el tema. Més atn si se considera dentro del marco
abstracto del Aprendizaje Computacional fijado por F. Cucker y S. Smale en su articulo fun-
damental [CS, 02]. Estos autores fijan como objetivo del aprendizaje el calculo (o, al menos
la aproximacién) de una funcién de regresién

fo: X — K,

asociada a una distribucién de probabilidad p sobre X x K, que minimiza el error cuadratico
medio

E(f,) = /X IR

En la tarea de aproximar f, el problema, bajo las técnicas propuestas, se descompone en dos
problemas:

i) Hallar un espacio de Hilbert con niucleo reproductor Hy tal que existe fyg € Hg
“préximo” a f,.
ii) Una vez fijado H, aplicar el Teorema de Representacion para hallar un f, € V, que
aproxime a f,.
De nuevo, este Trabajo de Fin de Grado omite discutir el aspecto i) en detalle y asume que
ya disponemos de un espacio de Hilbert con nicleo reproductor Hg y que f, € L2(X), donde
v = fx es la distribucién marginal inducida por p sobre X, de tal modo que existe § > 0
verificando:

d(fp, Hr)r2(x) < 0.
Entonces, probaremos que dada una observacién z € (X x K)", bajo ciertas hipdtesis sobre K

y z, tendremos que el output f, del Teorema del Representante serd un buen aproximante de
fp, es decir, obtendremos una estimacién de la forma

I[fp — fellrz(x) <0+ 2e.

Este resultado de aproximacién se exhibe en el Capitulo 3 y que resumimos en la Seccién 0.3
siguiente.

0.2. Resumen del Capitulo 2

Tras un capitulo de resultados preliminares y basicos, comunmente conocidos, en este capitulo
desarrollamos la teoria basica de espacios de Hilbert con nicleo reproductor y el Teorema del
Representante.

El primer resultado fundamental del que nos ocupamos es el Teorema de Aronszajn-Moore sobre
la base del Teorema de Riesz-Fréchet (que probamos en la Seccién 2.2), damos un teorema que
caracteriza los RKHS mediante la propiedad de que la evaluacién en un punto es una funcién
lineal continua y acotada. Resumimos formalmente este resultado del modo siguiente:

Sea K = RV C, sea X un espacio topolégico y H C KX un espacio de Hilbert cuyos elementos
son funciones de X en K. Para cada = € X, consideremos la funcién evaluacién en x

L,:H—K
fr—f(=).
Un espacio de Hilbert (H, (-,-)) formado por funciones de X en K (ie, H C K¥) se denomina
espacio de Hilbert con nicleo reproductor si para cada ¢ € X, la funcién L, es lineal, continua
y de norma finita.

Esta definicién no hace referencia a la presencia de ntcleos sino a la funcién evaluaciéon en
conjunto. Un nicleo sobre X es una funcion K : X x X — K que satisface:

i) K es simétrica si K = R o sesquilineal si K = C.
ii) K es definida positiva, es decir, dada cualquier familia finita {z1, ..., z,} C X la matriz
de Gram de K en esta familia

Gram[K|(x1, ..., zn) = (K(z;, %) 1<i j<n
es definida positiva.

El Teorema de Aronszajn-Moore relaciona los espacios de Hilbert con nicleo reproductor con
los ntcleos de la forma siguiente:
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TEOREMA 0.2.1. Sea X un espacio topoldgico, K : X x X — K un nicleo sobre X. Entonces,
existe un tnico (salvo isometria) espacio de Hilbert con niicleo reproductor Hx C KX de tal
modo que:

i) Para cada x € X, la funcion
K,: X —K
y— Kau(y) = K(z,y)

verifica que K, € Hy .
i) Para cada f € Hi y cada v € X, si L, : Hx — K es la funcidn de evaluacidn,

Lo(f) = f(2) = (Ks, f) ke,

donde (-, )k es el producto interno de H .

Maés aun, probaremos que Hg es el completado del espacio preHilbert Hy generado por la
familia

{K;:zeX}.
Hemos incluido la condicién de espacio topoldgico sobre X, aunque no es necesaria para nuestra
demostracién.
Un caso particular de nticleos son los nucleos de Mercer: son aquellos nicleos donde X es un
espacio topoldgico y K : X x X — K es una funcién continua. Los ntcleos de Mercer, aunque
muy citados cotidianamente, son algo mas restrictivos. Asi, por ejemplo, en el Teorema 2.3.2
probaremos que si (X, d) es un espacio métrico compacto y K : X x X — K es un nicleo de
Mercer, entonces el espacio de Hilbert Hg es separable y, por tanto, isométricamente identifi-
cable con £2.
En todo caso, dedicamos la Seccion 2.4 del Capitulo a resumir algunos resultados basicos sobre
nicleos de Mercer. Hemos elegido la forma resumida para no extender en exceso este trabajo.
Los resultados han sido tomados de [CZ, 07] y es a él a quien referiremos para las demostra-
ciones. Debe hacerse notar que [CZ, 07] establece sus resultados para el caso (X, d) espacio
métrico compacto. El resultado més destacable de esta Seccién es el Teorema de Mercer (cf.
Teorema 2.4.3) en el que se muestra que los espacios de Hilbert con nicleo de Mercer sobre es-
pacios métricos compactos son separables, mediante una descipcién explicita de Hy partiendo
de una base ortonormal numerable descrita a partir de los valores y vectores propios de un
operador integral L.
Tras este breve resumen sobre ntcleos de Mercer, dedicamos una seccion a estudiar un resul-
tado sobre el Error de Aproximacion entre espacios de Banach, que reusaremos en el capitulo
siguiente.
El capitulo concluye con dos secciones:

e La Seccién 2.6 que enuncia y demuestra la version general del Teorema del Represen-
tante conforme [HSS, 01]

e La Seccién 2.7 que discute un pseudoreciproco del Teorema del Representante, con-
forme a [AMP, 09].

Como ya hemos hablado del Teorema del Representante, centrémonos en lo que se discute en la
Seccién 2.7. El objetivo aqui es tratar de discutir que propiedades deben verificar las funciones
de regularizaciéon ) : Hx — R para el caso en que el Teorema del Representante se satisface.
Para ello se considera el problema de interpolacion sobre espacios de Hilbert con nicleo repro-
ductor.

PROBLEMA (de interpolacién en espacios de Hilbert con ntcleo reproductor). Sea X un con-
junto, H C CX wun espacio de Hilbert con nicleo reproductor K : X x X — C. Lla-
maremos problema de interpolacion sobre H con base en X al siguiente: Dada una instancia
z=((x1,91), - (@n,yn)) € (X XC)" y dada una funcion de interpolacion Q : H — R, llamare-
mos problema de interpolacion en H con instancia z y funcion de reqularizacion Q : H — R
al problema de minimizar el siguiente conjunto:

{Qw) :w e Hyw(z;) =y, 1 <i<m}.

Se consideran funciones de regularizacion €2 : H — R admisibles como aquellas para las que el
problema de interpolacién es satisfactible (o consistente, ie. admite solucién) en un subespacio
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generado por {K,,,..., K, }. Nétese que el problea de interpolacién puede ser visto como una
instancia particular del problema de minimizacion inicial: basta con suponer que la funcién de
riesgo es E,, = 0.

En la Seccién 2.7 probamos la siguiente caracterizacién de las funciones de regularizacion:

TEOREMA 0.2.2 (Caracterizacién de las regularizaciones de Tikhonov). Sea H un espacio de
Hilbert y Q : H — R una regularizacion de Tikhonov continua y diferenciable (en el sentido
de la Definicion 25). Supongamos que dim(H) > 2. Entonces, Q es admisible para el problema
de interpolacion sobre H siy solamente si existe una funcion mondtona creciente h : Ry — R
tal que

Qw) = h(||w||?),Yw € H.

0.3. Resumen del Capitulo 3

Como se indica en casi todas las referencias al Teorema del Representante, una de sus principales
aplicaciones consiste en su utilizacién en Aprendizaje. Desafortunadamente, no hemos sido
capaces de localizar un resultado conclusivo, vélido para un contenido abstracto como el de
[CS, 02], que permita mostrar la manera de usar este resultado para aproximar funciones de
regresion. Es notable observar que ni la referencia cldsica, ni [CS, 02] sean capaces de ligar el
Teorema del Representante con los fundamentos matemaéticos del Aprendizaje que ellos mismos
pretender establecer. Asi, la Seccién 6 del Capitulo III de [CS, 02] introduce el Teorema del
Representante aunque no explica en qué medida este resultado esta ligado a las paginas que le
preceden.

Ante esta situacién hemos optado por introducir un resultado original que liga el Teorema
del Representante con los principios de Teorfa del Aprendizaje tal y como estd establecido en
[CS, 02]. El resultado no es ni 6ptimo ni satisfactorio, dado que sélo establece condiciones
suficientes de aplicabilidad del Teorema del Representante al Aprendizaje sin mostrar casos
concretos en los que esa aplicabilidad es ademas factible. Es sdlo una primera aproximacion a
las palabras usadas regularmente por los autores del ambito.

Este capitulo se dedica asi a enunciar y dar una demostracién bastante completa de este teorema
original que no hemos podido encontrar en la literatura. Para poder enunciarlo, necesitamos
introducir algunas nociones preliminares.

En lo que sigue, (X, d) serd un espacio métrico, I C R un intervalo, Z = X xI C X xRy B(Z)
la clase de los conjuntos de Borel del espacio producto X x I. Supondremos p : 8 — [0, 1] una
distribucién de probabilidad definida sobre (7). Para cualquier funcién medible f : X — R,
consideramos el error cuadratico promedio de f con respecto a la probabilidad p dado mediante

E(f) = / ly— f(z)Pdp.

El propésito de la teorfa del Aprendizaje, conforme a los principios de [CS, 02] consiste en
minimizar este error cuadritico promedio. Consideremos #(X) la clase de los conjuntos de
Borel sobre X y sea px : B(X) — [0,1] la distribucion marginal de p sobre X a través de la
proyeccién canénica 7 : Z — X. Es decir, para E € #(X)

px(E) = p(x~"(E)) = p(E x I).
Con respecto a px podemos definir el espacio L?(X) de funciones cuadrado integrales. Es decir,
las funciones Borel medibles f: X — R tales que

/ (@) 2dpx < oo
X

Bajo la hipétesis de que el espacio métrico (X, d) es separable (i.e, posee un subconjunto denso
contable), el teorema de Desintegraciéon de la Medida nos garantiza que existe una funcién
fp + X — R que minimiza &:

E(fp) <E), Ve LXX).
La funcién f, se denomina funcién de regresion de f sobre X. Para que todo sea mds conforme,
la Teorfa del Aprendizaje de [CS, 02] anade una hipdtesis sobre la distribucién de probabilidad
p:
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DEFINICION 1. Con las notaciones precedentes una distribucion de probabilidad p sobre Z es
admisible para su tratamiento en Teoria del Aprendizaje si la funcion de regresion f, es acotada
sobre X. Es decir, p admisible st

||proo = SUP{|fp($)| cx € X} < oo

Bajo la hipé6tesis de la Teoria del Aprendizaje, si p es una distribucién de probabilidad admisible
se tiene f, € L*(X) :

[ ltserPdox < [ 1galBedox = 1A [ dox = N5 < oc.
X X X
Més atin, si || - [|z2(x) es la norma en el espacio de Hilbert L?(X), tendremos que

foll2x) < M fpllse-

Por tanto, bajo la hipétesis de la Teoria del Aprendizaje, f, € L?(X) es la funcién que minimiza
& sobre L?(X). De hecho, probamos, en la Proposicién 3.2.3, que para cada f € L?(X) se tiene

Ef) = E(fo) = 1E(F) = EUFD) = If = FollZax)-
Como, normalmente, f, no es facilmente computable, se hace una aproximacién de f, mediante
un subespacio de Hilbert H C L?(X) con buenas propiedades de aproximacién de f, que, al
mismo tiempo, sean manipulables.

DEFINICION 2. Con las notaciones precedentes, sea & > 0 un nimero real positivo y H C L*(X)
un subespacio de Hilbert. Diremos que H posee una §-aproximacion de la funcién de regresion
fp: X — R anterior si existe fg € H tal que

1fp = fullfox) <0

En la Proposicién 3.2.5 probaremos que dado un espacio de Hilbert H que contiene una 6-
aproximacién de f, y siendo fg € H un elemento que minimiza £ sobre H se tiene:

£, = fall3acxy <6,
E(fu) — E(F,)] < 6.

En este sentido, fg € H seria una buena aproximacién de f, y, por tanto, una buena codificacién
de la funcién de regresion a través de elementos de H.

No es el propdsito de este Trabajo de Fin de Grado hacer una disquisicién sobre la busqueda
de buenos espacios de Hilbert para aproximar la funciéon de regresion. Nuestro objetivo es mas
modesto: pretendemos aproximar fg a partir del Teorema del Representante. Sin embargo,
para que nuestra exposicién no quedase corta en este aspecto, hemos descrito en la Subseccién
3.2.4 una breve discusion sobre los ratios de Aproximacién en el caso de espacios de Hilbert
definidos por ntucleos de Mercer.

A partir de aqui nos ocupamos solamente del caso en que H sea un espacio de Hilbert con
nucleo reproductor K : X x X — R y que H contenga una J-aproximacion de f,. Nuestro
objetivo serd calcular fg o, en su defecto, aproximar fg y aqui es donde interviene el Teorema
del Representante. Para ello, sea z = ((21,91), ..., (Tn,yn)) € Z™ una observacién empirica de
un evento donde n € Nyn > 1. Para cada f € H, llamaremos error empirico de f en z a la
cantidad

£ == DIy~ )l
i=1

No queda claro, a priori, que el error empirico tenga relaciéon con £(f) para clases amplias de
funciones. Por ello, dado € > 0 y dado F C H definimos:

H,S")(}",e) ={z€Z" :sup |E.(f) — E(f)| < €}.
feF

Las grandes contribuciones de V. N. Vapnik y A. Ya. Chervonenkis (cf. [CV, 71]), para F
formado por funciones caracteristicas de conjuntos de Borel de X, o de autores como D. Pollard
(cf. [Po, 84]), con el uso de la esperanza de niimeros de recubrimiento, consisten en mostrar

clases F para las cuales H g") (F,&) # 0. Més ain, los teoremas de estos autores son de la forma

627)‘1,

Prob (Hé”)(}", a)) >1— N,(F,e,n)e" 5",




0.4. SOBRE EL ESTILO Y LA ORTOGRAFIA USADOS EN ESTE TFG vii

para una cierta constante D y una cierta funcién N,(F,,n) usualmente denominada ndmero
de recubrimiento. En la Subseccién 3.2.6 mostramos un ejemplo de una cota inferior de este
tipo basada en el método combinatorio de Pollard y ciertas disgresiones estudiadas en [PS, 20].
Para concluir nuestras notaciones, si = (21, ..., ) € X", denotaremos por G, a la matriz de
Gram asociada al ntcleo K y a la lista de puntos de x. Es decir,

K(le,l‘l) K(x17xn)
Go = : : = (K(xi,xj))1<ij<ns
K(xp,x1) - K(zp,zp)

Denotamos por (Gz%) a la matriz rafz cuadrada de G, por ,u(Gm%) su ndmero de condi-

cionamiento y por ||G§ ||F su norma de Frobenius.

Finalmente, dado z € Z", denotamos por f, € H a un elemento que minimiza el error empirico
E.. Nuestro primer resultado es el siguiente, que acota la norma en H del f, dado por el
Teorema del Representante.

TEOREMA 0.3.1. Con las notaciones precedentes, sea (X,d) un espacio métrico, H un espacio
de Hilbert con nicleo reproductor K : X x X — R. Sea z = ((z1,41), . (Tn,yn)) € Z™ y sea

W, = Span({K,,, ..., K., }),
el subespacio vectorial de H generado por {Ky,,..., K, }. Entonces, existe f, € W, tal que
i)
E(f:) =min{&.(f): f € H}
i)
1
1felln < 255y,

[|G2||F

Este resultado (Teorema 3.1.1) se prueba en la Seccién 3.1. Utilizando todas estas herramientas,
probamos finalmente el siguiente enunciado en la Seccién 3.2.

TEOREMA 0.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico separable, I C R un intervalo, Z = X x I y
p una distribucion de probabilidad sobre los subconjuntos de Borel de Z. Supongamos que p
es admisible para el aprendizaje y que la norma ||fpllec de la funcion de regresion es finita.
Sean R,e,0 € R numeros reales con 0 < €,0 < § < 1. Sea H un espacio de Hilbert con nicleo
reproductor K : X x X — R que contiene una d-aproximacion fg € H de f,. Supongamos
que R satisface las siguientes propiedades:

i) Hén) (Bu(0,R),e) # 0, donde Bi (0, R) es la bola en H de centro 0 y radio R.
i) || folloo < R —1.
Supongamos que existe z = ((1,Y1)s -, (Tn,Yn)) € H,gn)(BH(O,R),E) tal que
w(Ga®)llylls < RIG?| |-
Entonces, existe f, € W, = Span({Ky,, .., K,,) tal que

n

Ifz = FollZo(x) < 26 +6.

E(f2) = E(fp)l <2e + 6.

0.4. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG

En algin caso precedente se ha discutido el estilo y la ortograf ia de las memorias presentadas
como Trabajo de Fin de Grado en Matematicas. En evitacién de intervenciones innecesarias,
queremos clarificar algunos aspectos relativos al estilo elegido en este texto.

Se ha elegido el formato de libro (book) de la American Mathematical Society (AMS). Aunque el
idioma utilizado es el espanol, hemos tratado de seguir lo més fielmente posible las recomenda-
ciones del Libro de Estilo de esta asociacién®, juntamente con las reglas de estilo recomendadas

InM. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, 2017
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por D. E. Knuth y co-autores para la Mathematical Asociation of America (MAA)?.
Especificamente, hemos tratado de seguir atentamente las siguientes dos reglas:

o “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: The-
orem 2.3, Lemma 3.1, Figure 4.5” (p. 79 del AMS Style Guide).

e “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 47’ (en
D. E. Knuth et al.).

0.5. Apéndices Finales

El trabajo presentado se finaliza con 2 Apéndices para simplificar su lectura. El Apéndice
A.1 contiene parte de las pruebas de algunos resultados de la Seccién 1.1 del Capitulo 1 que
hemos decidido incluir aqui por completitud del trabajo. Del mismo modo, el Apéndice A.2
estd dedicado a las demostraciones de algunos resultados que podemos encontrar en la Seccién
1.2 del Capitulo 1.

2D. E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, 1989



CAPITULO 1

Resultados Basicos de los Espacios de Hilbert

Indice
1.1. Definiciones y Resultados Baésicos sobre Espacios de Hilbert 1
1.2. Ortogonalidad. Bases Ortonormales de un Espacio de Hilbert 8
1.3. Separabilidad en Espacios de Hilbert 10

A lo largo de este capitulo, més concretamente en la Seccién 1.1 y en la Seccién 1.2, se exponen
resultados béasicos y algunos ejemplos de la teoria de espacios de Hilbert. Para su estructura
se ha seguido el trabajo de [HN, 01]. Omitiremos las pruebas de estos resultados béasicos que
pueden seguirse en el Apéndice A.

1.1. Definiciones y Resultados Basicos sobre Espacios de Hilbert

DEFINICION 3. Sea (K, o) un cuerpo con un automorfismo o : K — K. Sean V y W dos
espacios vectoriales sobre K. Un morfismo de grupos L : (V,0) — (W, o) se denomina funcién
semilineal con respecto al automorfismo o si satisface la siguiente propiedad:

VAeK,VveV L(\w)=0o(A)L(v).

En el caso del cuerpo C de los niimeros complejos con el automorfismo dado por la conjugacion

- : C — C, dada una aplicacién entre los C-espacios vectoriales L : V. — W, diremos
simplemente que L es semilineal cuando L sea semilineal con respecto a la conjugacién compleja.

DEFINICION 4. Sea K =RV C, es decir, o bien el cuerpo de los niimeros reales o el cuerpo de
los nimeros complejos. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Dada una aplicacion

6:VxV-—K,

podemos considerar las aplicaciones obtenidas al fijar una de las coordenadas:
e Para x € V, consideramos
o(z,): V—K
y — o(z,y)
e Paray €V, consideramos
o(,y):V—K
z— o(z,y)
1) Diremos que ¢ es una forma bilineal si para todo x,y € V las aplicaciones ¢(x,-) y o(-,y)
son aplicaciones lineales.

i1) En el caso K = C diremos que ¢ es una forma sesquilineal si para todo x,y € V, la aplicacidn
(- y) es lineal y la aplicacion ¢(x,-) es semilineal, con respecto a la conjugacidn compleja.
DEFINICION 5. Sea K un cuerpo y sea H un espacio vectorial sobre K. Se denomina producto
interno (hermitico en el caso K= C) a toda aplicacion:
(. : Hx H—K,

que satisface:

i) SiIK=R, () es una forma bilineal y si K =C, (-,-) es una forma sesquilineal.

ii) El producto interno (-,-) es simétrico, es decir,

Vayel, (z,y) = (y,z).

Asi, en el caso K =R, (-,-) serd una forma bilineal simétrica.

1
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ii1) El producto interno (-,-) es semidefinido positivo, es decir,
VeeH, (x,2) e Ry (z,x) > 0.
iv) El producto interno (-,-) es definido positivo, es decir, ademds de la propiedad iii) se
cumple

Ve H\{0}, (x,z) > 0.
DEFINICION 6. Un espacio preHilbert es un espacio vectorial dotado de un producto interno.

Una propiedad clésica y esencial de los espacios preHilbert es la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Publicado originalmente por A. L. Cauchy para sumatorios y por H. A. Schwarz para integrales,
el resultado dice lo siguiente:

TEOREMA 1.1.1 (de Cauchy-Schwarz). Sea (H,(-,-)) un espacio preHilbert sobre K. Entonces,

para cada x,y € H se cumple
[z, y)| < Vi, 2)V (Y, ).

Los productos internos definen una estructura natural de espacio normado sobre los espacios
preHilbert, como vemos en el siguiente teoremas:

TEOREMA 1.1.2. Sea (H, (,-)) un espacio preHilbert. Definimos la siguiente funcidn

-1l H — Ry
x =/ (x, ).
Entonces, (H,|| -||) es un K-espacio vectorial normado. Es decir, || - || satisface las siguientes
propiedades

i) ||z|| >0,V x€H.

ii) ||z]| =0 < z=0.

i) ||Az|| = |N|||z||, Vz € H, A e K.
w) ||z +yl| <[lzll+llyll, V 2,y € H.

EJEmMPLO 1.1.3. Consideramos (C™, (-,-)) con el producto hermitico candénico dado por

n
<U, U> = Z UﬂTi,
=1

con u = (U1, ..., Upn), v = (V1, ..., 0 ). Dada una matriz A diremos que es hermitica si se cumple
que si A = (a;j), entonces
— — (75 — *
A = (as;) = (a5:) = A"
Podemos asi definir una nueva operacion dada por
(u,v) 4 = uATT.

No es dificil ver que se cumple que A es hermdtica si y solo si (-,-) 4 cumple las propiedades i)
y i1) de la definicion 5. Ademds, es producto interno si y solo si ariadimos la condicion de que
A sea definida positiva. El producto interno candnico viene dado por la matriz identidad.

EJEMPLO 1.1.4. Sea d € N un nimero entero positivo y {xq, ..., x,} un conjunto de variables al-
gebraicamente independientes sobre el cuerpo C de los complejos. Para K = RVC, consideremos
el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado d sobre K:

HY = HS(zo,....2,) = {f € K[z0,...,x] : f =0 6 f es homogéneo de grado d}.

Es un espacio vectorial cuya base natural viene dada por los monomios de grado d. Asi, dado
= (o, -, ptn) € N1 definiremos el grado del exponente p mediante

il = o + - + pin.
Consideremos el conjunto de todos los monomios de grado d en las variables {xg, ..., Tn}:
35’5( = {xgh, ..,z € Hg Do+ e+ o = d}

Es fdcil verificar que %}f es una base de Hgf como K-espacio vectorial y es sencillo comprobar
la siguiente igualdad:

i (175) = #(75) = (" 7).

n
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En ocasiones, conviene considerar la clase de polinomios con grado acotado en las variables
{z1, ..., xn}, que denominaremos polinomios afines. Se define para cada d € N mediante:

P = {f € Klzy,...,x,)] : deg(f) < d}.
Un proceso cldsico permite identificar los elementos de ng y los elementos de Hff: son los
procesos de homogeneizacion y afinizacion de polinomios.
e Dado f € Hgf, llamaremos afinizacién con respecto a la variable xy (o, simplemente,
afinizacion) al polinomio
fE=Ff1,21, . 2n) € Klag, ..., 2,].

Observamos que si f € HY, entonces f* € PX.
e Dado f € Pgﬁ llamaremos homogeneizacién con respecto a la variable zq (o, simple-
mente, homogeneizacion) al polinomio

x x

fh = xglef(f)f (1, ey n) € K[xo, ,.Z‘n]
Xo i)

En términos monomiales, podemos definir la homogenizacion de f de la siguiente

forma: supongamos § == deg(f) < d y supongamos que [ tiene la forma

o H1 ofin
f= g Tyt Th.
[nl<o
Entonces, f tiene la forma siguiente:
5— i
fh= E a, (prteop )x’fl...xﬁn.
|ul<o
Con la simple construccion basada en la homogeneizacion y la afinizacion podemos concluir
h K
(f)*=fVfeFy.

Sin embargo, no siempre se obtendria (f*)* = f para f € HY. La razén es la presencia de
posibles factores multiples de xy entre los factores irreducibles de f. Por ejemplo, consideramos

f=zo%x € H}f.
Entonces, f* = x1 que es directamente homogéneo y, por tanto, (f)" = x1 y 1 # f. Para

poder acompasar mejor la relacion entre afinizacion y homogeniezacion introducimos el proceso
de homogeneizacién con grado fijado:

(fh)(d) — $g_deg(f)fh.
Entonces podemos concluir que el siguiente es un isomorfismo de espacios vectoriales:
e HY — PY
fr—r
y que la inversa es la homogeneizacion con grado d fijado:
P¥ — HX
fr (1
Concluimos asi que P§ es también un K-espacio vectorial de la misma dimension de Hff, cuya
base es dada por la familia
a
BE = {f: fe By = {2 atn g o+ o, < d).
Vamos a introducir una métrica en Hff (y, por isomorfismo, en PdK) conocida como la métrica de

Bombieri-Weyl. En realidad, es una estructura de espacio de Hilbert definida del modo siguiente:
supongamos dados dos polinomios homogéneos f,g € Hff por sus expansiones monomiales:

f= Z auxh.ahn g = Z buxf?...ahn.
|nl=d |pnl=d
Definiremos el producto de Bombieri-Weyl mediante:

(f9)a= (d) 71%@,

ul=d W
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donde el numero combinatorio se define mediante:

<d> o
% fhole pin!”

Es claramente un producto escalar en el caso K = R y un producto hermitico en el caso K = C.
Dejaremos los detalles al lector. En particular, (HX,(-,-)4) es un espacio de Hilbert. Pode-
mos profundizar un poco mas esta estructura de espacios de Hilbert. Para ello, comencemos
considerando la esfera unidad S2"+1 C C*t1, es decir,

S2HL = L2 = (20,00 2n) € C"TL 12|13 = 202 + o + |2a]? = 1.
La esfera unidad compleja posee una estructura natural de variedad de Riemann, con una forma
de volumen (que denotaremos mediante dvs), que confiere un volumen de S*"*1 conocido:
2l
I(n+1)

Por otro lado, dado un polinomio homogéneo f € H}f, podemos considerar la funcion que define
sobre S?ntl

vol [ ] = g[S =

f:87 ——C
(204 ey 2n) — f(204 .oy Zn)-

Nétese que, al ser homogéneo de grado d, para cualquier otro punto u = (ug, ..., up) € C*1\ {0},
tenemos que el valor f(u) estd determinado por ||u|| y el valor de f sobre S?*"*1, es decir,
u
) = s ().
||
Mds atin, podemos considerar la estructura de espacio de Hilbert definida mediante L?(S?"+1)

y considerar el producto hermitico definido para cada g1,g2 € L*(S*"*1) a valores complejos,
normalizado con vol[S*"T1].

1
(91,92)12 = Ve[S /S%+1 91(2)g2(2)dvsz.

Pues bien, como observa [De, 06], la norma de Bombieri- Weyl es una normalizacion adicional
de la norma de L*(S*"*1), es decir,

TEOREMA 1.1.5. Con las notaciones precedentes, dados f,g € Hg, se tiene

eaa= (") g = (U0 g [ S o).

Omitiremos la demostracion porque se sale de los objetivos de este trabajo y dejamos la refer-
encia para el lector (cf. [De, 06]). Una de las consecuencias mds interesantes de estd igualdad
es la invarianza de la métrica de Bombieri-Weyl por la accidn del grupo unitario (o del grupo
ortogonal en el caso K = R). Discutamos el caso K = C. Recordemos que el grupo unitario
U(n+1) es el grupo de matrices dado por la siguiente igualdad:

Un+1)={U¢€ M 1(C): U =U"},

donde U™ es la traspuesta conjugada de U. A través del grupo unitario podemos definir una
accion de grupo sobre HS del modo siguiente:

(1.1.1) Un+1)x H; — HS
(U, f) ¥ foU”
Por otro lado, el grupo unitario es un grupo de isometrias de la esfera S*"*' con el producto
inducido por el producto hermitico candnico de C**1 :
U(n+1) x §2nFl - g2ntl
(U, u) — Uu.
Claramente, si {-,-)2 es el producto hermitico canénico en C"*1 se tiene que Va,y € C"TL.

<U'r’ Uy>2 = <‘Tv y>2'
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La idea de Bombieri-Weyl y de la accion de grupo descrita en 1.1.1 consiste en transferir la
métrica hermitica candnica de S*"*1 (6 C"*1) a HS dado que se verifica:

Vue ST (FoU)(Uu) = f(u).

El resultado de Dedieu antes citado nos muestra que la métrica de Bombieri- Weyl es invariante
por la accion del grupo unitario.

COROLARIO 1.1.6. EIl producto hermitico de Bombieri-Weyl es invariante por la accion del
grupo unitario en Hg, es decir, se verifica:

<f,g>d:<f0U*7gOU*>d, Vf,gEHg

Para probarlo basta con observar que U define una isometria sobre S?"*1. Por tanto, preserva
la integral y se tiene:

| G eU e T Ts() = [ (o U e TN s ),

S§2n+1

por tanto, usando las normalizaciones oportunas, se concluye

o= ("1 ) ooy [, U0V I s ).

Esta propiedad de la invarianza tendrd su utilidad cuando se trate la condicion de H[Hf como
espacio de Hilbert con micleo reproductor. Una forma alternativa, puramente calculatoria,
de demostrar esta invarianza unitaria de la métrica de Bombieri-Weyl puede verse también
en [BCSS, 98]. No sdlo los polinomios individuales tienen estructura de espacio de Hilbert,
sino también las familias de sistemas de ecuaciones, que interesan especialmente en Geometria
Algebraica. Sea m € N un entero positivo y sea (d) = (dy, ..., dy,) una lista de grados. Deno-
taremos por %”(5) a las listas de polinomios homdgeneos de grados respectivos determinados por

(di, ...y dm) = (d). Es decir,

n

L%”(Hgf) = HHE ={(f1,-, frn) € K[2o, o, w|™ : f; € Hy, 1 < i < m}.
i=1

De nuevo, inﬁd() posee una estructura de espacio de Hilbert con la métrica de Bombieri- Weyl
inducida en el espacio producto cartesiano del modo natural:

<f>g>(d) = <f1agl>d1 +o+ <fmvgm>dmv

donde f = (f1,...s fm) € zﬁffd% y9=1(91,-,9m) € %Hi). De nuevo, serd una forma sesquilineal
invariante por la accion del grupo unitario U(n + 1).

(U, f)— foU" = (fioU"* ..., fmoU").
De modo andlogo, se construye 9]& =1, PdKi y se le dota la estructura de espacio de Hilbert

con la métrica de Bombieri- Weyl.

Se puede demostrar un resultado reciproco al resultado precedente. Los espacios preHilbert
se pueden caracterizar como aquellos espacios normados cuyas normas satisfacen una cierta
propiedad que generaliza el paso entre una forma cuadrética y su forma polar: la Ley del
Paralelogramo.

TEOREMA 1.1.7 (Ley del Paralelogramo). Sea K=RVC y sea (V,||-]|) un K-espacio vectorial
normado. Entonces, la norma || || sobre V es la inducida por un producto interno (-,-) sobre
V' y una estructura de espacio preHilbert (V, (-,-)) si y solamente si la norma || || satisface la
siguiente propiedad (conocida como Ley del Paralelogramo ):

Ve,ye Voo flo+yll® +lle —yll* = 22l + 2[lyl1*.

EJEMPLO 1.1.8. Definimos el espacio £> como el espacio de sucesiones en C cuya serie de
cuadrados converge, es decir

= {(Zn)n : Z |Zn|2 < 00,2y € (C}.
n=1

No es dificil comprobar que es un espacio vectorial con las operaciones
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e Azn)n = (Azn)n,
Estan bien definidas: estd claro que

oo oo
S Azl =AYzl < o
n=1 n=1

Para la suma, si vemos C como un espacio preHilbert tenemos por la ley del paralelogramo que
|20 + wn|2 + |z — wn‘g = 2|Zn|2 + 2|wn|27
con lo que deducimos que
|20 + wn|? < 202, + 2w, |?,

Yy por tanto

oo oo o
Z |20 4+ wy|? < 22 20 |? + 22 lw,|* < o0.
n=1 n=1 n=1

Podemos definir la aplicacion

<(Zn)’ﬂ> (wn)n> = Z ZnWn -

Esta claro que cumple las propiedades del producto interno, por lo que simplemente vamos a
ver que la aplicacion estd bien definida: Notemos antes que dados dos numeros reales r y s se
tiene que
0<(r—s)?=r%+s>—2rs,
es decir )
rs < 5(7“2 + 5%).

Por tanto, para cada n € N

1
|20 W0n| = |2n||wn] < 5(‘Zn|2 + |wn‘2)
por lo que concluimos que
oo oo 1 o0 oo
Z |2n W] < Z 5(‘Zn|2 + |wn|2) < Z |Zn|2 + Z |wn‘2 < 00.
n=1 n=1 n=1 n=1

Es decir, la serie es absolutamente convergente y por tanto convergente. Por ello, ¢* dotado
con el producto interno que acabamos de definir es un espacio preHilbert.

Con las notaciones precedentes, si (H,(-,-)) es un espacio preHilbert, tenemos una métrica
definida por la norma || - ||. Asi, dados x,y € H, la distancia viene dada por d(z,y) = ||z — y||.
Por tanto, tenemos una topologia inducida en H por esa métrica. Se tiene entonces

TEOREMA 1.1.9. Si (H,{-,-)) es un espacio preHilbert, el producto interno es una funcion
continua con respecto a la topologia producto en H x H inducida por la topologia del espacio
normado (H, || -1|).

Introducimos ahora un concepto bésico tanto en las matemaéticas como en la fSicia y esencial para
este trabajo. Nombrado tras el matematico David Hilbert, los espacios de Hilbert generalizan la
nocién de espacio euclideo, permitiendo extender conceptos del analisis y del dlgebra a espacios
de dimensién finita o infinita. Podemos definirlos formalmente de la siguiente forma:

DEFINICION 7. Un espacio preHilbert (H,(-,-)) se dice que es un espacio de Hilbert si es
completo respecto a la métrica sobre H inducida por la norma || - ||. Es decir, si toda sucesién
de Cauchy con respecto a || - || es convergente en H.

DEFINICION 8. Decimos que un espacio vectorial es un espacio de Banach si es un espacio
normado y completo con respecto a la métrica definida por su norma.

COROLARIO 1.1.10. Un espacio de Banach (V|| -||) es un espacio de Hilbert con norma || - ||
dado por un producto interno (-,-) : V. xV — K si y solamente si || - || satisface la Ley del
Paralelogramo (Teorema 1.1.7).
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PROPOSICION 1.1.11. EI espacio preHilbet (€2, (-,-)) introducido en el ejemplo 1.1.8 es completo
y, por tanto, un espacio de Hilbert.

EJEMPLO 1.1.12. Sea (X,v) un espacio de probabilidad y consideramos el conjunto L*(X) de
las funciones con valores complejos con cuadrado integrable, es decir

L*X)={f: X —C: /X |f(2)[Pdv(2) < oo}

Este espacio es un espacio de Hilbert con el producto hermitico

(f.9) = /X (g dv(2),

siempre y cuando consideremos la relacion de equivalencia f = g si y solo si el conjunto de
puntos x € X donde f(z) # g(x) tiene medida 0. Esta ultima propiedad es la que nos garantiza
que (f, f) =0 <= f=0. Elresto de propiedades son sencillas, por lo que no las escribiremos.
Ast, sabemos que L?(X) es un espacio preHilbert. Vamos a ver que es completo. Sea f*) una
sucesion de Cauchy en L?(X). Entonces para todo € > 0 existe un § tal que para todo k,l > &

1f® = fOl <.
Por ello, existe un ky tal que para todo 1 > ky
1
(k1) _ £(1) -
170 — 5O < 5.

Del mismo modo, existe ko > ki tal que para todo | > ko

1
17*=) = f O] < PR
Podemos asi encontrar una sucesion ki, ko, ks, ... tal que para todo j = 1,2, ...
1
(k;) _ r(kjt1) —
1) — p)) < o

Si consideramos la sucesion f*i) podemos escribir
) = ) [fR) — 0] [f0) — fED) 4 [0 — fR0)),
Si fijamos
F(j) — |f(k1)| + ‘f(kz) _ f(k1)| + |f(k3) _ f(k2)| 4+t ‘f(kj) _ f(kj—1)|)
tenemos que
|f(kj)| < FU),

La sucesion FU) es una sucesién mondtona creciente y por ello converge a una funcion F.
Esto implica que la sucesion f*9) converge a una funcidn f ya que las sumas parciales son
absolutamente convergentes. Es mds,

DY < [LFE] (17020 = fE0|| 4 |02 = 0| 4 | £ — fllo-0),

que estd acotada por
1

1 1
(k1) Z4 il (k1) 1
Ilf |\+2+22+...+2j <|[f] + 1.
Por el Teorema de Convergencia Mondtona existe un F integrable tal que
[fE) = f@)] < |f%)] + |f] < 2F.
Como f%3) converge a f, por el Teorema de la Convergencia Dominada tenemos que
lim [ |f%) () - f(a)]dv = 0.
j—oo Jx
FEs decir, tenemos que para la subsucesion k; se cumple

lim [|f* — f|| = 0.
j—o00

[

Si fijamos € > 0 y consideramos un & tal que si k; > &, ||f% — f|| < £ y para I > 4,
||f*2) — fO|| < £. Entonces, para todo | > §

SO = fl < 1FED = fO) 4 || fED) — f]] < e.
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Concluimos asi que L*(X) es un espacio de Hilbert. Si consideramos X = Z., es decir, el
conjunto de los nimeros enteros positivos, tenemos que L*(X) = 2, siendo £* el conjunto visto
en el ejemplo 1.1.8.

El siguiente resultado clasico permite observar que el paso al completado de un espacio pre-
Hilbert Hy permite construir un unico (salvo isometria) espacio de Hilbert H en el que Hy es
denso. Recordamos que como el resto de demostraciones, esta se encuentra en la Seccién A.1
del Apéndice A,

TEOREMA 1.1.13. Sea (H, (-,-)) un espacio preHilbert sobre K. Entonces, existe un espacio de
Hilbert (Ho, (-, ) m,) tal que existe una aplicacion lineal continua I : H — Hy verificando:

i) I(H) es denso en Hy para la topologia inducida por la norma || - || m,-
i) I es una isometria, es decir,

(I(x), I(y)) oo = (@, y)m, ¥V w,y € H.
Mds aun, Hy es unico con estas propiedades salvo isomorfismo lineal isométrico. FEs decir,
dados (H',(-,-Yu+) un espacio de Hilbert y una aplicacion lineal L : H — H' que satisface las
propiedades i) y ii), entonces existe una isometria lineal ¢ : Hy — H', que ademds cumple
que @ |1y I(H) — J(H) es isomorfismo.

DEFINICION 9. Bajo las notaciones del teorema anterior, llamamos completacién del espacio
preHilbert H al espacio de Hilbert Hy.

DEFINICION 10. Sea (V. ||-||) un espacio normado sobre K y sea L € Homxk (V,K) una aplicacidn
lineal L : V — K.

i) Decimos que L es una aplicacién lineal de norma acotada si existe M € R, M > 0 tal
que
L) < Mliall Ve eV,
1) Decimos que L es una aplicacién lineal continua si es una funcidn continua con-
siderando en V' la topologia inducida por || - || y en K la topologia usual inducida por
su valor absoluto | - |.

El siguiente resultado es bien conocido:

TEOREMA 1.1.14. Sea (V.|| - ||) un espacio normado sobre K y L € Homg(V,K) una funcion
lineal. Entonces, L es continua si y solamente si es de norma acotada.

Denotaremos por V* := {L € Homg(V,K) : L es continua} al K-espacio vectorial formado
por todas las aplicaciones lineales continuas definidas en V. Ma4és adn, para cada L € V*,
denotaremos su norma mediante

IL]| == sup {[[L(z)]].
[l=|[=1

1.2. Ortogonalidad. Bases Ortonormales de un Espacio de Hilbert

DEFINICION 11. Sean x,y dos vectores de un espacio de Hilbert H. Decimos que T e y son
ortogonales, representado por x L y, si (x,y) = 0. Decimos que dos subconjuntos A, B son
ortogonales si x L y para todo x € A ey € B. El complementario ortogonal A+ de un
subconjunto A es el conjunto de vectores ortogonales a A,

At ={recH:x LyVYyc A}
A continuacién enunciaremos algunas propiedades elementales relativas a la ortogonalidad en

espacios de Hilbert. Las pruebas se han incluido en la secciéon A.2 del apéndice con el fin de
hacer este trabajo lo més autocontenido posible.

TEOREMA 1.2.1. El complementario ortogonal de un subconjunto de un espacio de Hilbert es
un subespacio lineal cerrado.

El siguiente resultado expresa una propiedad geométrica fundamental de los espacios de Hilbert.

TEOREMA 1.2.2. Sea M un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H.
a) Para cada x € H existe un inico punto y € M tal que

e =il = min flz — 2|1
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b) El puntoy € M que cumple a) es el dnico elemento de M con la propiedad de que
(r—y) L M.
DEFINICION 12. Sean M y N dos subespacios lineales, cerrados y ortogonales de un espacio de
Hilbert. Definimos la suma directa de ambos, representado M & N como el conjunto

MoN ={z+y:ze M,ye N}

El Teorema 1.2.2 nos dice que si M es un subespacio cerrado, cualquier x € H, siendo H un
espacio de Hilbert, puede ser escrito como z =y + z, con y € M es el punto mas préximo a z
y z L M. Por ello tenemos el siguiente corolario:

COROLARIO 1.2.3. Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces
H=M®oM*".

Recordemos que un subconjunto no nulo U de vectores de un espacio de Hilbert H es ortog-

onal si dos elementos cualesquiera distintos son ortogonales. Un conjunto de vectores se dice

ortonormal si es ortogonal y ||u|| = 1 para todo u € U.

Sea (V)| - ||) un espacio de Banach, I un conjunto cualquiera y X = {x; : ¢ € I} CV un sub-

conjunto cualquiera de elementos de V' indexados por I. Para cada J C I finito denotaremos
las sumas parciales indexadas por I mediante

Ss({a}) = Y a,.
jeJ
DEFINICION 13. Sea (V.|| - ||) un espacio de Banach, X = {z; : i € I} C V un subconjunto
de elementos de V' indexado por I. Diremos que la suma x de los elementos de X converge
incondicionalmente si para cada € € R, € > 0, existe un subconjunto finito J¢ C I tal que para
todo otro subconjunto finito J C I tal que J* C J se tiene

[1S(X) —z|| <e.

Obsérvese que si un conjunto X C V' de un espacio de Banach (V|| -||) converge incondicional-
mente a un elemento x € V', este elemento es tinico. En caso contrario, si X convergiese a
x €V yaa €V, paracadae € R, ¢ > 0, tendrfamos dos conjuntos finitos J§ C Iy J5 C I
tales que para todo J C [ finito se tiene:

e si J§ C J, entonces ||S;(X) —z|| < e.

e si J5 C J, entonces ||S;(X) —z|| < e.
Tomando J¢ = J; U J5 C I, que es finito, tendriamos que para todo ¢ € R, ¢ > 0

|z — || < Jlo = Sy(X)|| + ]2’ = Sy(X)]] < 2,

con lo que z = 7’.

DEFINICION 14. Dado un espacio de Hilbert H diremos que un subconjunto ortonormal U de
H es maximal si para cualquier otro subconjunto ortonormal V., con U C V| se cumple que
U = V. Por otro lado, diremos que U es una base ortonormal si el conjunto generado por los
elementos de U es denso en H, i.e, todo elemento de H estd en U o existe una sucesion en U
que converja a é€l.

El siguiente resultado da varias formulaciones equivalentes de la nocién conjunto ortonormal
maximal. La demostracién puede encontrarse en la Seccién A.2 del Apéndice A.

TEOREMA 1.2.4. Si U = {u; : i € I} es un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert
H, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) (x,u;) =0 para todo i € I implica x = 0;
i) v =73 c(x, us)u; para todo v € H;
iii) ||z||* =3 ,c; {2, ui)|* para todo x € H;
i) Ul ={> ycvcutt:cy € Cy Y iy cuu converge incondicionalmente} = H;
v) U es un conjunto ortonormal mazimal.
Esté claro que si un conjunto ortonormal U cumple una (y por tanto todas) de las propiedades

del teorema precedente, entonces U es una base ortonormal. Asumiendo el lema de Zorn,
podemos afirmar que todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal, esto es, se tiene:

TEOREMA 1.2.5. Asumiendo el lema de Zorn, todo espacio de Hilbert H posee una base ortonor-
mal.
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1.3. Separabilidad en Espacios de Hilbert

Por su interés en nuestro estudio de espacios de Hilbert con nicleo reproductor, formado por
funciones continuas sobre un espacio métrico compacto, nos interesan especialmente los espacios
de Hilbert separables.

DEFINICION 15. Un espacio de Hilbert (H,{-,-)) se dice separable si posee un subconjunto denso
contable, es decir, finito o numerable.

EJEMPLO 1.3.1. El espacio de Hilbert (¢2,(-,-)) del Ejemplo 1.1.8 es un espacio de Hilbert
separable. Consideramos x = (), € £*. Por tanto, tenemos que y . |x,|* < o0o. Luego:

oo o0 %
Z|xn|2<oo:> <Z |wn|2> < 00.
n=1 n=1

Por ello, se da la siguiente equivalencia

o0 % o0
(Z |xn|2> <e = ) |w? <é
n=1

n=1
para algin € > 0. Entonces, va a existir un k € N tal que
o0
6 2
>l < (3)
n=k+1

Consideramos y = (yYn)n la sucesion dada por

_J oxn, n<k
Yn = 0,

entonces
0o 3 .
|x—y||2=(z w) <t
n=k+1

Definimos
n
Dp={)_gje; : q; € Qlil},
j=1
con e; el correspondiente elemento de la base candnica {e, : n € N} de (* dada por

1, n=m
en={ o

en otro caso,
y Q] ={a+bi:a,beQ}. Como (Q[i])™ es numerable, D,, también y por ello
D= UnENDn

también es numerable, al ser union numerable de conjuntos numerables. Si consideramos la
clausura D del conjunto D, estd claro que y € D, por lo que si consideramos un elemento z de
D tenemos que

& 9
o =2lls < llo =gl +lly - 2ll < 5 + 5 ==

Concluimos que D es numerable y denso en £? y por tanto este espacio es separable.

TEOREMA 1.3.2. Un espacio de Hilbert H es separable si y solo si posee una base ortonormal
numerable.

DEMOSTRACION. Recordemos que un espacio topoldgico es separable si contiene un sub-
conjunto denso numerable. Por tanto, tenemos que probar que un espacio de Hilbert contiene
un subconjunto denso numerable si y solo si tiene una base ortonormal numerable. Probemos
ambas implicaciones
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=) Supongamos que H tiene un subconjunto denso numerable {a;} con j € N. Sea
{ei}icr una base ortonormal de H, que sabemos de su existencia por el teorema
anterior. Supondremos que la base no es numerable. Tenemos que para cualesquiera
en # em, n,m € I, debido a la ortonormalidad

||€n_6m||2 = <6n_em76n_em> = <6na6n>+<€naem>+<em76n>+<emvem> = HGnH‘FHemH =2.

Por tanto, dos elementos cualesquiera de la base estdn a distancia v/2. Para todo i € T

consideramos las bolas
1

B(ei7 5)’
que tienen cada una didmetro menor que 1. Por tanto, cada una de ellas solo puede
contener un elemento de la base, el propio centro. Ademads, las bolas tienen que
ser disjuntas, pues de no ser asi la desigualdad triangular nos permitiria probar que
la distancia entre los centros de las bolas es menor que 1, llegando a contradiccion.
Como {a;} es un subconjunto denso y cada bola es no vacia, debe haber al menos un
elemento del subconjunto en cada bola. Como ya hemos dicho, las bolas son disjuntas,
por lo que podemos definir una funcién sobreyectiva de un subconjunto de {a;} a las
bolas. Pero hemos definido las bolas a partir de un conjunto no numerable, por lo que
deberia haber una cantidad no numerable de a;, llegando a una contradiccién. Por
tanto, la base ortonormal tiene que ser numerable.

<=) Sea {e;}ien una base ortonormal numerable de H. Consideramos

Qi ={a+bieC:abeQ},

que es un subconjunto numerable denso de C. Definimos ademads, para todo n € N los
siguientes subconjuntos de H:

Ay =13 gje5: g5 € Qlil},

Jj=1

que también son numerables, pues los podemos identificar con Q[i]™. Consideramos

A={] A,

neN

que es numerable por ser unién numerable de conjuntos numerables. A va a ser el
subconjunto que buscamos a faltar de probar que es denso en H. La clausura de
cada A, la podemos ver como el C-subespacio generado por ey, €3, ..., €,, por lo que la
clausura de A contiene cualquier combinacion finita de la forma 2?21 c;e; con ¢; € C.
Por el teorema 1.2.4 y la definicién de base ortonormal tenemos que para todo = € H,
T =) en(T,e5)es, con (x,e;) € C, luego podemos expresar x como el Imite de una
sucesién de elementos de A, por lo que la clausura de A es H y por ello A es denso.
Para el caso real, la prueba serfa idéntica considerando los ¢; € Q.

O

OBSERVACION 1.3.3. Ya hemos visto que ¢2 es separable. Por tanto, con el resultado que
acabamos de probar, sabemos de la existencia de una base ortonormal numerable en este espacio.
Pero en este caso ya la conocemos, pues se trata de la misma base {e,, : n € N} que hemos
usado en el ejemplo anterior. Con el producto interno definido en el Ejemplo 1.1.8 no es dificil
ver que efectivamente la base es ortonormal.

Fijandonos en el ejemplo y en la prueba, no nos sorprende el siguiente resultado. Se trata del
papel que juega £2 en la caracterizacién de los espacios de Hilbert separables.

COROLARIO 1.3.4. Un espacio de Hilbert (H,(-,-Yy) de dimension numerable no finita es
separable si y solamente si es isomorfo isométricamente a 2. Es decir, (H,{-,-)y) es sepa-
rable si y solamente si existe un isomorfismo de espacios vectoriales normados

d:H— 2,
que es isometria, es decir, tal que Vf,g € H

(f:9)u = (@(f), ®(9))e2-
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DEMOSTRACION. Una de las implicaciones es obvia dado que si (H,(-,-)g) es isomorfo
isométricamente a (¢2, (-,-)42), entonces posee una base ortonormal numerable, lo que implica
que (H,(-,-)g) es separable. Reciprocamente, supongamos que (H,(-,-)yy) es un espacio de
Hilbert separable. Por el Teorema precedente, posee una base ortonormal numerable. Sea
B = {e, : n € N} esa base. Sea {l,, : n € N} la base ortonormal separable de (¢2, (-, -)s2) descrita
en el Ejemplo anterior. Definimos entonces el siguiente isomorfismo continuo ® : H — ¢2 tal
que ®(e,,) = I,,, Vn € N. Es decir, ® viene dado por:

H—— (?

Z ApCp —> Z anly,.

neN neN

Es un isomorfismo isométrico dado que si f = _y@nen, 9=, cnbnen € H

neN

<f7 g>H - <Z Ap€n, anen>H = Zana

neN neN neN

<(I)(f)7 (I)(g)ﬂg = <Z anly, Z bnln>€2 = Z ana-

neN neN neN
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Tras un capitulo de resultados preliminares y basicos, comunmente conocidos, en este capitulo
desarrollamos la teorfa bésica de espacios de Hilbert con nicleo reproductor y el Teorema
del Representante. La idea de nicleo reproductor se remonta a un trabajo de 1907 de S.
Zaremba. Simultaneamente, J. Mercer estudié ideas similares en el contexto de estudio de las
ecuaciones integrales. Las ideas quedan parcialmente estancadas durante 20 anos, aunque se
produjeron algunos avances en trabajos de G. Szeg, S. Bergman o S. Bochner. El tema fue
desarrollado ampliamente por N. Aronszajn en los afios 50 (cf. [Ar, 50]). El primer resultado
fundamental del que nos ocupamos es el Teorema de Aronszajn-Moore sobre la base del Teorema
de Riesz-Fréchet (que probamos en la Seccién 2.2), damos un teorema que caracteriza los RKHS
mediante la propiedad de que la evaluacién en un punto es una funcién lineal continua y acotada.
Resumimos formalmente este resultado del modo siguiente: Sea K = RV C, sea X un espacio
topolégico y H C KX un espacio de Hilbert cuyos elementos son funciones de X en K. Para
cada = € X, consideremos la funcién evaluacién en x

L,:H—K
[ fla).
Un espacio de Hilbert (H, (-,-)) formado por funciones de X en K (ie, H C K¥) se denomina
espacio de Hilbert con nicleo reproductor si para cada x € X, la funcién L, es lineal, continua

y de norma finita. Esta definicién no hace referencia a la presencia de nicleos sino a la funcién
evaluacién en conjunto. Un nicleo sobre X es una funcién K : X x X — K que satisface:

i) K es simétrica si K = R o sesquilineal si K = C.
ii) K es definida positiva, es decir, dada cualquier familia finita {x1, ..., z,} C X la matriz
de Gram de K en esta familia
Gram[K](z1, ..., zn) = (K(25,%5))1<; j<n
es definida positiva.
El Teorema de Aronszajn-Moore relaciona los espacios de Hilbert con nicleo reproductor con
los ntcleos de la forma siguiente:

TEOREMA 2.0.1. Sea X un espacio topolégico, K : X x X — K un nicleo sobre X. Entonces,
existe un tnico (salvo isometria) espacio de Hilbert con micleo reproductor Hx C KX de tal
modo que:

i) Para cada x € X, la funcion
K,: X —K
yr— Ku(y) = K(z,y)

13
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verifica que K, € Hg.
1) Para cada f € Hx y cada x € X, si L, : Hx — K es la funcidn de evaluacidn,

Lo (f) = f(2) = (Kz, [k,

donde (-,Yk es el producto interno de H .

Maés aun, probaremos que Hg es el completado del espacio preHilbert Hy generado por la
familia

{K;:zeX}.

Hemos incluido la condicién de espacio topoldgico sobre X, aunque no es necesaria para nuestra
demostracién. Un caso particular de ntcleos son los niicleos de Mercer: son aquellos nicleos
donde X es un espacio topoldgico y K : X x X — K es una funcién continua. Los nicleos de
Mercer, aunque muy citados cotidianamente, son algo mas restrictivos. Asi, por ejemplo, en el
Teorema 2.3.2 probaremos que si (X, d) es un espacio métrico compactoy K : X x X — Kes un
nticleo de Mercer, entonces el espacio de Hilbert Hp es separable y, por tanto, isométricamente
identificable con ¢2. En todo caso, dedicamos la Seccién 2.4 del Capitulo a resumir algunos
resultados basicos sobre nicleos de Mercer. Hemos elegido la forma resumida para no extender
en exceso este trabajo. Los resultados han sido tomados de [CZ, 07] y es a él a quien referiremos
para las demostraciones. Debe hacerse notar que [CZ, 07] establece sus resultados para el caso
(X, d) espacio métrico compacto. El resultado mds destacable de esta Seccién es el Teorema de
Mercer (cf. Teorema 2.4.3) en el que se muestra que los espacios de Hilbert con nicleo de Mercer
sobre espacios métricos compactos son separables, mediante una descipcién explicita de Hg
partiendo de una base ortonormal numerable descrita a partir de los valores y vectores propios
de un operador integral L. Tras este breve resumen sobre nicleos de Mercer, dedicamos una
seccion a estudiar un resultado sobre el Error de Aproximacién entre espacios de Banach, que
reusaremos en el capitulo siguiente. El capitulo concluye con dos secciones:

e La Seccién 2.6 que enuncia y demuestra la version general del Teorema del Represen-
tante conforme [HSS, 01]

e La Seccién 2.7 que discute un pseudoreciproco del Teorema del Representante, con-
forme a [AMP, 09].

Como ya hemos hablado del Teorema del Representante, centrémonos en lo que se discute
en la Seccion 2.7. El objetivo aqui es tratar de discutir que propiedades deben verificar las
funciones de regularizacién €2 : Hx — R para el caso en que el Teorema del Representante
se satisface. Para ello se considera el problema de interpolacion sobre espacios de Hilbert con
nicleo reproductor.

PROBLEMA 1 (de interpolacién en espacios de Hilbert con nicleo reproductor). Sea X wun
conjunto, H C CX un espacio de Hilbert con nicleo reproductor K : X x X — C. Lla-
maremos problema de interpolacion sobre H con base en X al siguiente: Dada una instancia
z=((x1,91), - (@n,yn)) € (X XC)" y dada una funcion de interpolacion Q : H — R, llamare-
mos problema de interpolacion en H con instancia z y funcion de reqularizacion Q : H — R
al problema de minimizar el siguiente conjunto:

{Qw) :w e Hyw(z;) =y, 1 <i<m}.

Se consideran funciones de regularizacién 2 : H — R admisibles como aquellas para las que el
problema de interpolacién es satisfactible (o consistente, ie. admite solucién) en un subespacio
generado por {K,,,..., K, }. Nétese que el problea de interpolacién puede ser visto como una
instancia particular del problema de minimizacién inicial: basta con suponer que la funcién
de riesgo E,, = 0. En la Seccién 2.7 probamos la siguiente caracterizacién de las funciones de
regularizacién:

TEOREMA 2.0.2 (Caracterizacién de las regularizaciones de Tikhonov). Sea H un espacio de
Hilbert y Q : H — R wuna regularizacion de Tikhonov continua y diferenciable (en el sentido
de la Definicion 25). Supongamos que dim(H) > 2. Entonces, Q es admisible para el problema
de interpolacion sobre H siy solamente si existe una funcion mondtona creciente h : Ry — R
tal que

Qw) = h(]|w]|?),Yw € H.
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2.1. Espacios de Hilbert con Nicleo Reproductor

Haremos la discusion sobre espacios de Hilbert complejos, pero es analogo para el caso real.
Comencemos con un poco de notacién. Sea X un conjunto y H C X© un espacio de Hilbert
formado por funciones f : X — C. Para cada funcién K : X x X — C y cada elemento
x € X, consideramos la funcién parcial

K,: X —C
y— Ki(y) = K(z,y)

DEFINICION 16. Con las notaciones precedentes, sea (-,-) : H x H — C el producto interno
del espacio de Hilbert H C X© anterior. Una funcion K : X x X — C se denomina niicleo
reproductor de H si satisface las siguientes propiedades:

i) Para cadaz € X, K, € H.
i1) Para cada f: X — C tal que f € H y para cada x € X, se verifica:

f(@) = (f, Kz).

La idea subyacente al ntcleo reproductor es la idea de considerar el proceso de evaluacién en
un punto como elemento de un espacio de Hilbert. Asi, con las mismas notaciones precedentes,
si H C X©, tenemos el operador lineal sobre X definido sobre H por la evaluacién en un punto
rzeX.

L,:H—C
fr— f(z)

DEFINICION 17. Un espacio de Hilbert (H, {-,-)) de funciones sobre un conjunto X se denomina
un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor si para cada x € X, las funciones lineales L, :
H — C son operadores lineales acotados, esto es, si para cada x € X, existe un numero real
M, > 0 tal que

Vi€ H, |L(f)l = |f(@)| < M| |,

donde || fllg = \/{f, f) es la norma de f como elemento de H.

En la literatura se suele referir a este tipo de espacios como RKHS, las siglas del término en
inglés Reproducing Kernel Hilbert Space. Vamos ahora a verificar que las dos presentaciones
de espacios de Hilbert con nicleo reproductor de las Definiciones 16 y 17 son, en realidad, la
misma. Para ello, recuperaremos un resultado clasico como es el Teorema de Representacion
de Riesz-Fréchet. Asi, dado un espacio de Hilbert (H, (-, -)) denotaremos por H* su dual como
espacio de Banach, es decir, el espacio de Banach formado por todas las funciones lineales
continuas definidas en H.

TEOREMA 2.1.1 (de Representacién de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert. Para todo
L € H* existe un f € H tal que

L(g) = (9, f), Vg € H.
Es mds, st denotamos por Ly al operador determinado por f € H, podemos definir la siguiente

funcion
L:H— H*
fr— Ly
con las siguientes propiedades

i) L es una biyeccion.

ii) Preserva la norma, es decir, || f||g = ||Lf||m--
iit) Si consideramos el caso K =R, L es lineal.

iv) Si consideramos el caso K= C, L es sesquilineal.

DEMOSTRACION. Comencemos viendo la existencia del f de la primera parte del enunciado.
Sea M = ker(L) y suponemos que la codimensién de M, dim(H) — dim(M), es al menos 1. Si
fuese 0, entonces H = M y para todo g € H, L(g) = 0 por lo que bastarfa tomar f = 0.
Como hemos supuesto que la codimensién no es 0, H # M y por ello 0 # M*. Podemos
considerar pues un elemento u € M+ de tal forma que ||u|| = 1, pues basta elegir un elemento
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no nulo cualquiera y dividir por su norma. Entonces, por ser L lineal, tenemos que para todo
geH

L(uL(g) — hL(u)) = L(uL(g)) — L(9L(u)) = L(g)L(u) — L(u)L(g) =0,
por lo que uL(g) — gL(u) € M. Asi

L(g) = L(g)l|ul| = L(g){u, u) = (L

(9)u, u) = (L(g)u — L(u)g + L(u)g,u) =
(L(g)u — L(u)g, u) + (L(u)g, u) =

Ly, 0) ~ (L(w)g, 0).

La tltima igualdad viene por pertenecer uL(g) — gL(u) a M y u a M. Para terminar,
como (L(u)g,u) = (g, L(u)u), si tomamos f = L(u)u habremos probado la primera parte del
resultado. Probemos que L es biyectiva. Vista la primera parte del enunciado y tal y como
hemos definido la aplicacion, estd claro que L es sobreyectiva. Para probar la inyectividad,
probaremos que ker(L) = {0}. Supongamos que existe f € H, f nonula, tal que L(f) = Ly = 0.
Entonces tendriamos que L¢(f) = (f, f) = 0, pero por las propiedades del producto interno,
entonces f = 0, llegando a una contradiccién. Por ello, ker(L) = {0} y L es inyectiva. Probamos
ahora que la norma se preserva. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

[Lglla= = sup [Lg(g)l = sup [g, /)| < sup |lglla ||flla = I[Ifla-
geEH gEH geEH
lgllm=1 lgllm=1 llgllm=1

Por otro lado

117 = (f, £) = Ls(f),
luego
Ls(f)

(1S )< sup Ly (9)l = [ Lyllm~-

flle” ™ gen
gl =1

Por ultimo, probemos que L es lineal o sesquilineal segiin K sea R o C respectivamente. Vamos
a hacerlo para el caso complejo, pues el caso real es equivalente teniendo en cuenta que el
conjugado de un numero real es él mismo:

Lif+g)=Lrg=(,f+9) = f)+ (.9 =Ls+ Ly = L(f) + L(g).
L) = Lag = (5 Af) = A, f) = ALy = AL(f).

Alle = = L(

d

TEOREMA 2.1.2. Sea X un conjunto, (H,{-,-)) un espacio de Hilbert, H C X formado por
funciones de X en C. Son equivalentes:

i) Existe K : X x X — C que es nicleo reproductor para H
it) Para cada x € X el operador evaluacion en x, L, : H — C es continua de norma
acotada.
DEMOSTRACION. Probemos ambas implicaciones:

=) Si H tiene un ntcleo reproductor K, para todo x € X tenemos que para cualquier
f € H se cumple

Lx(f) = f(‘T) = <f7 Kx>
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Lo (D] = [{fs Kao) | <IN = ([ Kzs Kz) = ([l VE (2, 2).

Por tanto

L VK

117110 Hfll = 1Fii%0 ||f\|

y entonces L, estd acotado y por tanto es continuo.
<=) Si L, es continuo, entonces podemos aplicar el Teorema de Riesz-Fréchet: existe un
fz € H tal que para todo g € H

L.(9) = (9, fz),

y como L, (g) = g(x), tenemos que

9(x) = (g, fa)-
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Por tanto, si consideramos
K: XxX—C
(z,y) = fa(y),

K es el nucleo reproductor que buscamos.

2.2. El Teorema de Aronszajn-Moore

El resultado aparece en el trabajo de Aronszajn (cf. [Ar, 50]), aunque el autor se lo atribuye
a E. H. Moore, de ahi el nombre con el que es cominmente conocido: Teorema de Aronszajn-
Moore. Podemos ver el resultado como una especie de reciproco de lo contado en la seccién
anterior. Alli hemos definido los espacios de Hilbert con nicleo reproductor como aquellos
que poseen una funcién K : X x X — C que satisface los requerimientos de la Definicién
16. Ahora procederemos de modo reciproco. Consideraremos ciertas clases de funciones K :
X x X — C que satisfacen dos sencillas propiedades y probaremos que entonces existe un
unico (salvo isometria) espacio de Hilbert (Hg, (-,-)) de funciones definidas en X tal que K
es el inico nucleo reproductor de Hy. Para probar el resultado, recuperaremos un poco de la
terminologia usual sobre funciones sesquilineales, simétricas y definidas positivas. De nuevo,
como en la seccién precedente, haremos el estudio para el caso complejo, aunque el resultado
es igualmente cierto en el caso real.

DEFINICION 18. Sea X un conjunto. Una funcién en valores complejos K : X x X — C se
denomina simétrica si para todo par (z,y) € X x X se verifica

K(z,y) = K(y, ).
En el caso real, una funcion K : X x X — R se dice simétrica si
Vae,y € X, K(z,y) = K(y,x).
Dada una funcion simétrica K : X x X — C y un conjunto finito de puntos de X :
X' ={x1,...,xn},
podemos asociar una matriz hermitica K[X'] € M,,(C) dada por:
K[X'] = (K(2i,%))1<i,j<n-
La matriz K[X'] se denomina la matriz de Gram de K con respecto al conjunto finito X' C X.
DEFINICION 19. Una matriz simétrica M € M,,(C) se denomina semidefinida positiva si para

todo z € C™ se wverifica

zMz* >0,
donde z* es el traspuesto conjugado del vector fila z € C™. La matriz hermitica M € M,,(C)
se denomina definida positiva si es semidefinida positiva y ademds

Vz € C"\{0},zMz* > 0.

Como propiedades caracteristicas de las matrices definidas y semidefinidas positivas, podemos
resumir las siguientes:

PROPOSICION 2.2.1. Sea M € M,,(C) una matriz hermitica. Se tiene:

i) M es semidefinida positiva si y solamente si todos sus valores propios (que son nimeros
reales por ser hermitica) son no negativos. Es decir, si A € R es un valor propio de
M, entonces A > 0.
it) M es definida positiva si y solamente si todos sus valores propios son nimeros reales
estrictamente positivos.
it1) M es definida positiva si y solamente si la siguiente aplicacidn define un producto
hermitico sobre C" que le confiere estructura de espacio de Hilbert:

(.Y :C"x C" — C
(z,y) — aMy"

Un enunciado idéntico se tiene en el caso real:
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PROPOSICION 2.2.2. Sea N € M,,(R) una matriz simétrica real. Se tiene:

i) N es semidefinida positiva si y solamente si todos sus valores propios son no negativos.
i) N es definida positiva si y solament si es semidefinida positiva y N € GL(n,R).
Equivalentemente, N es definida positiva si y solamente si todos sus valores propios
son numeros reales estrictamente positivos.
iii) N es definida positiva si y solamente si la siguiente aplicacion es un producto interno
sobre R™ que induce una estructura de espacio de Hilbert en R™:

(YN R XR" — R
(z,y) — «Ny"
Ambas proposiciones son resultados clasicos con pruebas elementales, con lo que omitiremos la
demostracién. Simplemente comentar sobre el punto iii) que puede ser el més llamativo para

este trabajo, ya discutimos algo similar en el Ejemplo 1.1.3. La generalizacion de las condiciones
de semidefinida o definida positiva son las siguientes en nuestro contexto:

DEFINICION 20. Sea X un conjunto y K : X x X — K una aplicacién simétrica. Diremos
que K es semidefinida positiva si para cualquier conjunto finito X' C X, la matriz de Gram
K[X'] es semidefinida positiva.

Diremos que K es definida positiva si para cualquier conjunto finito X' C X, la matriz de
Gram K[X'] es definida positiva.

TEOREMA 2.2.3 (Aronszajn-Moore). Sea X un conjunto y sea K : X x X — K una funcidn
simétrica y definida positiva sobre X. FEntonces existe un tnico (salvo isometria) espacio de
Hilbert con nicleo reproductor Hx C KX tal que K es un nicleo reproductor de Hy. Es decir,
se cumple

i) para todo x € X, K, € Hg,
1) para todo f € Hx yx € X, f(x) = {f, Ku)ny

DEMOSTRACION. Sea Hj el espacio generado por {K, : z € X}. Consideramos

f=Y K., g=> BiKa,
i=1 j=1

con a;, f; € K. Definimos en Hy la funcién (-, -) g, : Ho — K, dada por
<f7 g>H0 = Z ZQZEK(I’M‘T])?
i=1 j=1

y vamos a probar que efectivamente se trata de un producto interno:

b <fag>H0 = <g7 f>H0

<g7f>Ho :(ZZBJOTI :Cj7x’b —ZZIBJOQ xgawz _Zzalﬁj -Tza‘Tj>:<fvg>Ho

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1

L <fag+h>Ho = <fag>H0 +<f7h'>H0

Sea
t
h = Z ’Ylela
=1

y vamos a suponer r >t ya que el otro caso seria andlogo. De esta manera, podemos
escribir g + A como

T
g+h = (B +7)Ka,,
j=1
con 7; = 0 para todo j > t.
Entonces
S T

(fr9+n)n, Zzaz Bi + 1)K (@i, x5) = > > (i + ) K (s, 2)) =

i=1 j=1 =1 j=1
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=Y > @iBK(wiwy) + > Y aiiK (@) = (£, 9)m, + (fsh)ug

i=1j=1 i=1j=1
L4 <fa )‘g>H0 = X<f7 g>H0

fa/\g Zzaz/\ﬂ] $z,xj):XZZQiEK($i,$j):X<f,g>~

i=1 j=1 i=1 =1
e (f, N, >0y {f,flu,=0 < f=0

(f, [, = ZZ%OT]'K(Z%IE]‘) >0,

i=1 j=1
por ser K definida positiva y en concreto, semidefinida positiva. Por la propia
definicién de definida positiva, la igualdad se da cuando los a; son nulos. Por tanto,
f seria la funcién nula.

Por tanto, (Ho, (-,-)m,) es un espacio preHilbert. Podemos considerar su completacién, que
serd el Hg que buscamos. Al tratarse de una completacién de Hy, y como Hj es el subespacio
generado por los diferentes K, se va a cumplir que K, € Hg para todo x € X, probando asi
1). Nos falta probar el punto 7). Consideremos un f € Hy. Al tratarse Hg de la completacién
de Hy, bastara probarlo para funciones en el espacio original:

f= Z%Km:>f Zal (x4,

=1
entonces
S T
He =YY B K (i, ;).
i=1 j=1
Como K, es un generador de Hy, va a existir un indice jj tal que x;, coincide con x y por tanto
Bj, =1y B; = 0 para el resto. Por tanto, el sumatorio de antes es igual a

iaiK(xi,wjo Zaz x'm —f(.%')
i=1

Nos falta probar la unicidad. Sea H un espacio de Hilbert que cumple las condiciones del
enunciado. Como K, € H para todo x € X, estd claro que Hy C H. También tenemos que

(K, Ky)n = Ky(2) = K(y,z)

luego coinciden. Por la linealidad del producto interno, esté claro entonces que para todo f,g
€ Ho, {f, 9V = {f,9)r. Como tanto H como Hk son completaciones de Hy, por la unicidad
de este, salvo isometria, Hx es Unico. O

3. Nucleos de Mercer. Separabilidad.

DEFINICION 21. Sea (X,d) un espacio métrico. Un ntcleo de Mercer es una aplicacion K :
X x X — C que es simétrica, definida positiva y continua con respecto a la topologia producto
en X x X.

El teorema de Aronszajn-Moore tiene una forma suplementaria interesante en el caso de nicleos
de Mercer.
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TEOREMA 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea K : X x X — K un nicleo de Mercer. Sea
(Hk, (-, ")k) el espacio de Hilbert asociado a este nicleo por el Teorema de Aronszajn-Moore.
Definamos la constante asociada al nicleo K :

Ck = sup /| K(z,z)]|.
zeX

Supongamos que Cxg < co. Entonces, se tiene:

i) Cic = sup, yex /IR (, 1)
it) Hx C €(X) estd formado por funciones continuas y la norma de la inclusion Ik :
Hyg — €(X) satisface:
k|l < Ck.

iit) En particular, para cada f € Hy se tendrd

[ £lloc = sup{|f(z)] : 2 € X} < Cre||fl| -

DEMOSTRACION. i) Para probar la igualdad (es obvio que Cx < sup, ;¢ x /| K(2,t)])
basta con observar que, por ser la matriz de Gram en x y t definida positiva:

K[{x,t}] --( K(t,x) K(tt) )

entonces |K(z,t)|? < K(x,7)K(t,t) y basta tomar supremos.
ii) Consideramos f € Hix y « € X y tendremos que por Cauchy-Schwarz

(2.3.1) |f(@)] = s Ko) x| < [l Kellie = (||| eV K (2, 2).
Por otro lado, si f € Hg y =,y € X tendremos que, por Cauchy-Schwarz verifica:
|f(2) = FW)| = [(f, Ka) = (F, Ky)| = [(f, Ko — Ky)| < || Ko — Kyl || f]] -
Ahora, observamos que
[ Kz — Ky”%{ = (K, — Ky, Ky — Ky> = (Ku, Kz) + <Kvay> - <KxaKy> - <KyaKr> =

= K(z,2) + K(y,y) — (K(y,z) + K(z,y)).
Por ser K continua, dado z € X y dado € > 0, existird § > 0 tal que si y € X es tal
que d(z,y) < ¢, entonces

1Ky — Kyl[% < |K(x,2) + K(y,y) — (K(y,2) + K(2,9))| <.
En particular, si d(z,y) < 0 tendremos que

[f (@) = f(2)] <ellfllx,

lo que demuestra la continuidad de f € Hy en cualquier punto x € X. Si consideramos
I : Hx — %(X) la aplicacién lineal continua dada por la inclusién, la desigualdad
2.3.1 nos dice que Vf € Hgi

Ik (f)lloe = Sup [f(@)] < HfHKjgg VK@ z)=|fllxCk,

con lo que queda probado tanto ii) como ii).
O

La primera observacién que haremos sobre nucleos de Mercer es la condicién de separabilidad
en el caso en que (X, d) sea compacto, cuya prueba hemos tomado de [PR, 16]

TEOREMA 2.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y sea K : X x X — C un nicleo
de Mercer definido sobre X. Sea Hy el espacio de Hilbert asociado a K por el teorema de
Aronszjan-Moore. Entonces, Hi es un espacio de Hilbert separable y, por tanto, posee una
base ortonormal numerable.

DEMOSTRACION. Observemos que X x X es también un espacio métrico compacto con la
métrica

d:XxX—R
((z,y), (2", y")) — maz{|d(x,y)], |d(z",y")|}.
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Como K : X x X — C es continua y X x X es compacto, K es uniformemente continua, por
lo que para todo g, = % > 0 existe &, > 0 tal que para todo (z,y), (z/,y’) € X x X se cumple

1
d*((l',y), (xlayl)) < 6” == |K(l‘,y) - K($/,y,)‘ = ﬁ
Si consideramos el recubrimiento
X ¢ | B, dn),
zeX
debe tener un subrecubrimiento finito al ser X compacto. Entonces, para cada n € N, existe
(n)

una coleccién finita F,, = {a:gn), s Ty b © X tal que

X< |J B, d).
zeF,
En particular, para todo (z,y) € X x X y para todo n € N existe algin j, 1 < j < m(n), tal
que
d*((z,9), (25", y) = maz{d(z,2{")), d(y,y)} = d(w, ") < b,
y por ello existe un j tal que
1
|Kz(y) — Km(_m(y)l <én=—,
J n
para todo x € X. Por tanto, tenemos que
|| K. — Kz/(vn)||%{K = (K, — KI@,Kz — Kz’(n))HK =

J

J J
(Ko Ko iy — (K o0 Koy — (Ko K oo ) Hye + (K o0, Koo ) g
J J J J
y como K es un nucleo reproductor tenemos que

%, = K(z,2) + K(x§n),x§n)) - K(gc,x;")) — K(xgn),x) <2, =2

1Ky — K (n)
Zj

Es decir, para cada x € X y para cada n € N existe un x; € F;, tal que

V2
K,— K @ —,
I = i < NG

y por ello, {K, : z € X} estd en la clausura del conjunto
UK.z e .},
neN

el cual es un conjunto numerable. Como Hy es la clausura del C-espacio vectorial generado
por {K, : x € X}, tenemos que

Hg C | J{K.:2 € F,},
neN
por lo que los conjuntos coinciden y (J,, cn{ K : € F,} es denso y numerable, probando asf
que Hy es separable. O

Asi, en el caso de espacios métricos compactos, los nicleos de Mercer no sélo definen un espa-
cio de Hilbert formado por funciones continuas sino que, ademads, ese espacio de Hilbert serd
separable y, por tanto, o bien tiene dimensién finita o bien es isomorfo a £2.

OBSERVACION 2.3.3. En el trabajo [OS, 17] se discute una caracterizacién de la condicién de
separabilidad de los espacios de Hilbert con nticleo reproductor asociados a espacios topolégicos
metrizables. Su contenido y su resumen de resultados anteriores escapa ampliamente el alcance
de este trabajo. Fn todo caso, se conocen ejemplos de espacios de Hilbert con nicleo reproductor

que no son separables, como los descritos por S. Canu, X. Mary y A. Rakotomamonjy en
[CMR, 03].

El teorema de Aronszajn-Moore (ver Teorema 2.2.3) nos garantiza que dado un nicleo K :
X x X — K tendremos un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor asociado. Por su parte,
si el nucleo elegido es de Mercer, el Teorema 2.3.1 nos garantiza que ese espacio de Hilbert
con nucleo reproductor estd formado por funciones continuas. Veremos ahora algunos ejemplos
clasicos de espacios de Hilbert con ntcleo reproductor.
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EJEMPLO 2.3.4. Consideremos la esfera unidad compleja S*"*1 C C"*1 y consideremos la
funcion:

K=K, 8> x g2l _, C
(xay) — (<$7y>2)da

donde (x,y)2 es el producto hermitico canénico en C"1. Es fdcil verificar que Kq es un niicleo
de Mercer para dada d > 1. Consideremos z € S*" 1 un punto cualquiera y consideremos

K,:8"" ¢

n
y— (v, 2)a = O 7",
i=0
donde z = (29, ..., 2

0)sY = (Yo, -y Yn). Esta claro que K, € HS para cada z € S?"*+1. Supong-
amos que z = eg = (1

,0,...,0) € §?2ntL Seq f € H:ic un polinomio homogéneo de la forma
f= Z a,zho . .ahn.
lu|=d

Tendremos que K, = K., = zl. Entonces, se tiene para la métrica de Bombieri-Weyl sobre
HE:

Consideremos z € S*"*1 un punto cualquiera. Como la accién de U(n + 1) sobre S?"*1 es
transitiva, existe U € U(n+1) tal que Ueg = z. Observamos que, entonces, para caday € S*"+1

(y,2)2 = (y,Ueq) = (Uy, e0)2,
por ser U(n + 1) el grupo de isometrias lineales del producto hermitico candénico sobre C*1,
Por tanto, concluimos que
((y,2)2)" = ((U*y, e0)2)".
En particular,
K.(y) = Koo (U™y) = (Kep 0 U")(y)-
Como K., y K, pueden verse como polinomios en HS y tenemos la accion del grupo U(n + 1)
sobre Hg descrita en el Ejemplo 1.1.4 anterior, concluimos que para cada f € Hg

([, K.)a=(f,Key oU")qa=(foU,eo)q,

donde hemos usado la invarianza de la métrica de Bombieri-Weyl por la accion de U(n + 1).
En conclusion,

(2.3.2) (f,K.)a= (foU,ep)a=(foU)(eo) = f(Ueo) = f(2)

Ahora, dado que K, € Hg para cada z € S?"H1 y se cumple 2.8.2, tenemos que el espacio
de Hilbert asociado al nicleo de Mercer K antes definido es un subespacio de Hilbert de Hg.
Quedaria por ver que H&C = Hyg. Para probarlo, consideremos el espacio ortogonal en Hg del
C-espacio vectorial generado por {K, : z € S?*"*1}. Esto es

W= (CHK, :ze ST+
Un polinomio homogéneo f € Hg estd en W si y solamente si f 1 K, para cada z € S*"H1.
Esto significa que
0= <fa Kz)d = f(Z)
Luego f € W si y solamente si f|gzn+1 = 0. Como f es homogéneo de grado d, entonces para
cualquier © = (xg, ..., x,) =€ C"*1\ {0}, tendremos

) =[]l f(

To Tn d
ey —) = ||2||* - 0 =0,
[l [l
porque ﬁ € S+l Como los polinomios homogéneos se anulan en 0 € C™*1, concluiremos
que si f € W, entonces f se anula idénticamente en C"T1. Como C es un cuerpo de cardinal
infinito, si un polinomio se anula idénticamente en C"T', entonces f es el polinomio nulo.
Concluimos asi que W = {0}, donde 0 € Hg es el polinomio nulo y

Hi =W LC{K. :z € $"""1}) = {0} L C{{K. : 2 € 5"},
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por lo que {K : z € S>"T1} es un sistema generador de Hfic y se tiene que Hg C Hg.
Hemos visto ast que el espacio de Hilbert con nicleo reproductor asociado a K4 es precisamente
Héic con la métrica de Bombieri-Weyl.

2.4. Un Breve Resumen sobre la Teoria de Mercer

En esta seccién nos vamos a ocupar simplemente de resumir las principales contribuciones de
J. Mercer en su trabajo seminal de 1909 (cf. [Me, 09]). Seguiremos una formalizacién més
contemporanea como la que se expone en [CZ, 07]. Omitiremos las demostraciones de estos
resultados por no hacer demasiado extenso este trabajo. Las demostraciones pueden verse en
[CZ, 07]. Se trata, por tanto, de un breve resumen de las contribuciones de Mercer. Sea (X, d)
un espacio métrico compacto, sea v una medida de Borel finita sobre (X, d) y sea L2(X) el
espacio de Hilbert descrito en el Ejemplo 1.1.12. Sea K : X x X — R un ntcleo de Mercer
y €(X) el espacio de Banach de las funciones continuas a valores reales definidas sobre X.
Definamos la correspondencia siguiente:

Lk : L2(X) — €(X)
f— Lk(f),
donde para cada x € X,
(Le(P)la) = [ K s@i o).
Definamos también la siguiente cantidad: "

Ck =sup{VK(z,z): 2z € X} < 0.

Nétese que esta cantidad estd bien definida por ser K continua y (X, d) compacto. La correspon-
dencia Lx anterior es una aplicacién bien definida como se prueba en la siguiente Proposicién.

PROPOSICION 2.4.1. Con las notaciones precedentes, si K es un nicleo de Mercer, la corre-
spondencia Ly es una aplicacion lineal. Esto es:

i) VFELAX),  Li(f) € €(X).

ii) Li es aplicacion lineal.
Ademds, la norma de Li satisface ||Lk|| < \/v(X)C%.

DEMOSTRACION. La tnica dificultad es ver que si f € L2(X), entonces Lk (f) € €(X).
Ahora bien, dado f € L?(X) y dados x1, 22 € X se tiene:

(L (f)(@1) = (Lr () (22)] = ‘/X(K(xl,t) — K(2,1)) f(t)dv(t)] .
Por Cauchy-Schwarz, tendremos
I(Lr(f)(@1) = (L () (@2)] < [|Key, — Koo llrz ol fllz2(x) <
< V(X)) max{|K(z1,t) — K(@2,0)[} [[fllzz 00
Como (X, d) es compacto y K es continua, entonces K es uniformemente continua. Por tanto,
Ve > 030 > 0 tal que Vg, 20 € X, t € X si d(x1,z2) < § entonces
|K(x1,t) — K(z2,t)| < e.
Por tanto, si d(z1,22) < d se tiene

(L () (1) = (Lre()(@2)] < VV(X) [|fllezx) e

La acotacion de la norma de Li también se sigue de Cauchy-Schwarz:

(Lr(N))(@)] < Vr(X) sup VE(@.t) [Ifllzz ),

luego

sup [(Lx () (@) = 1Lk (Hllex) < Vr(X) Ck |Iflle2 ),

zeX
Ll < Vv(X) Ck.

de donde concluimos
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El trabajo de Mercer expone un estudio del operador integral L y su interaccién con espacios
de Hilbert. Asi, como consecuencia del Teorema Espectral de operadores autoadjuntos, Mercer
probaria, en nuestro lenguaje actual:

TEOREMA 2.4.2. Con las notaciones precedentes, sea K : X x X — R un nicleo de Mercer
sobre un espacio métrico compacto (X,d) dotado con una medida de Borel finita v. Entonces,
i) Eziste un sistema ortonormal numerable {¢y, : k > 1} C L2(X) de tal modo que cada
¢ es vector propio de L.
ii) Los walores propios asociados {Ay : k > 1} (ie. Lk (¢r) = Ipdi,Vk) son ndmeros
reales y verifican
e 0 bien {A; : k> 1} es un conjunto finito,
e 0 bien limg oo A\ = 0.
ii1) Ademds, con las notaciones precedentes, \, > 0, Vk > 1y

1L |l = max{Ae} < V/v(X) C.

La prueba puede seguirse en [CZ, 07], en concreto, en las pdginas 57 y 58. El siguiente resul-
tado, conocido como Teorema de Mercer, nos ofrece una versién explicita sobre la separabilidad
de Hg. Hemos elegido enunciarlo en el caso en que v sea una medida finita no degenerada (ie.
v(X) < oo, y para cada U C X abierto, v(U) > 0).

TEOREMA 2.4.3 (de Mercer). Con las notaciones del teorema precente, consideremos la familia
F = {\/ k@t A\ > 0}.
Entonces F es un conjunto de vectores ortonormales de Hyx. Ademds, si v es no degenerada,

la familia F es una base ortonormal del espacio de Hilbert Hy asociada al nicleo de Mercer
K. Mads aun, si v es no degenerada, definimos el operador

L [2(X) — Hg

> ardr — > ar/ Adr

k>1 E>1

(L2(X)). Ademds, si f € Hi, f = Lig con g € L3(X), se tendrd

Nw\»—-

Entonces, Hx = L
Lf 1l = llgllz2x)-
Dejaremos también la prueba de este resultado para [CZ, 07], en las pédginas 61 y 62 del
Capitulo 4.

2.5. Error de Aproximacion entre Espacios de Banach

DEFINICION 22. Sean (B,||-||g) y (H,||-||n) dos espacios de Banach con H subespacio de B.
Definimos el K-funcional del par (B, H) mediante:
K: B x (0,00) — R
(a,t) — K(a,t) == inf{|la — b||g + t||b||m : b € H},
donde || - ||g es la norma de B y || - ||u es la norma de H.
Observemos que para cada a € B fijo, la funcién K(a, ) : (0,00) — R es una funcién continua

no decreciente y K(a,t) < ||a||g Va € B,Vt € (0,00) (basta con tomar b = 0 para tener esta
desigualdad). Ademds, si H es denso en B, lim;_,oK(a,t) = 0.

DEFINICION 23. Sean 0 < r < 1 y dados (B, || -|lB), (H,|| - |lz) v K como en la definicion
precedente. Llamaremos espacio de interpolacién (B, H),. al conjunto definido por la igualdad
stguiente:

K(a,t
(B,H), ={a€B: sup{% 1t >0} < oo}
Para cada a € (B, H), definimos su norma de r-aproximacion mediante:
K(a,t
lla]| = sup{ (tr ) 1t > 0}.

Luego (B,H), ={a € B : ||a||, < oo} es una definicidn equivalente.
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TEOREMA 2.5.1 (de Aproximacién). Sean (B, ||-||g) y (H,||-||x) dos espacios de Banach, con
H subespacio de B.

i) Supongamos que existe Cy € R una constante tal que para cada b € H, ||b]||p <

Col|b||gr- Sea 0 < r < 1 un nimero real positivo. Si a € (B, H),, entonces YR > 0 se

tiene:
d(a, R) == inf{|la — b||* : b € H,||b||z < R} < ||a||ﬁR_1%.
i) Si dada una constante C > 0 y dado a € B, d(a,R) < CR™ 12—TT, VR € R, entonces,
a€ (B,H),y

1—r
[lal|, <2C7=.
DEMOSTRACION. Comencemos considerando la funcién f : (0,00) — R dada mediante

K(a,t
s =220,
Es una funcién continua porque K(a,-) lo es y t > 0. Ademds, se tiene
K(a,t) <|lal|.
inf{f(t):¢>0}=0.
Fijemos R > 0. Si sup{f(¢) : t > 0} > R, entonces, para cada ¢ > 0, € < 1, existe tp . € (0,00)

tal que
K(a, tR,a)

f(tRﬁ) = = (1 — E)R
tR,s
Por la definicién del K-funcional asociado a (B, H), existird b. € H tal que
K a, tR
o = el + el < L0tR)
—c
Luego
K(a, tR E)
b < ———===R
el < e = R
K(a,t
la b < EltRe)
—¢
Por la definicién de ||al|, se tiene
K(a,t& )
2002 < o],
R,e
Por tanto,
K(a, t = | K(a,t =
la— b < | S\0:tre) ] (a, Rf) <
(1—¢)tre (1- E)tR7a
1
—r 1 - 1
< Ri—+ [ —— ;_T.
<r (122)
Por tanto,

2 oy
< _ 2 < T—7 DI,
da, B) < inf {lla—be|P} < [lall7 R,

lo que prueba el apartado i) en este caso. Si, por el contrario, sup{f(¢) : t > 0} < R, entonces,
para todo £ > 0 tal que
1
e<l— Esup{f(u) tu > 0},
y todo t > 0, existird b, . € H tal que

K(a,t
||a - bt,e“ +t||bt,6||H < 1(_ 5)'

Esto implica, de nuevo, las dos desigualdades siguientes:

E;(H7t)
a—byel| L ———.
|| t, H — 1 e

bt <
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De donde concluimos

d(a, R) < inf{|la — b c|[* : t > 0} <

ginf{(Ki(i’?>2:t>0} <

2
< inf{M > O}L =0
- tr 1—¢

Lo que prueba i) en este segundo caso. Para la afirmacién i) supongamos que Vk > 0 se tiene

d(a,k) < CRT=".

(1-7)
Ro= (@ |

Seat > 0y sea

t
Entonces, para cada € > 0, podemos encontrar b; . € H tal que

Hbt,EHH S Rt

—or

lla = bic|> <CR/ (1 4¢)*
Se sigue que
K(a,t) < |la — bee|| + tl|becllr < VORI (1+¢€) + tR, < 2(1 +€)C 1.
Tomando el limite cuando ¢ — 0 concluimos
K(a,t) < 207 ¢".

Por tanto
K(a,t)
tr

1—1r
2 < oo

} <20

|laf» = sup{
t>0

2.6. Teorema del Representante

TEOREMA 2.6.1 (del Representante). Sea X un conjunto, K : X x X — C un nicleo repro-
ductor y Hy el espacio de Hilbert asociado. Sean € N y sea

En i (X xCH" — RU {0}

una funcidn de riesgo. Sea h : [0,00) — R una funcidn de reqularizacidn creciente. Consider-
amos el problema de hallar el minimo w € Hg del conjunto:

S =L ((@1, 41, f(21), s (Tns Y, fn))) + R fI]) - f € Hi}

Entonces, si existe w € Hyg que minimiza ., es decir, si

5n(($1,y1,w(l’1))v ey (xnvynaw(l'n))) + h(”wH) =min ya

se cumple que existen A1, .., A\, € C y existe

=1

de tal forma que & es un minimo para ..
DEMOSTRACION. Como K sobre Hg es un nicleo reproductor, se cumple que si definimos
$: X — R
xr— K, = K(z,-)

tenemos que

(@(2))(y) = Ka(y) = (Ko, Ky) rye = (0(2), () e -



2.7. PROBLEMA DE INTERPOLACION Y FUNCION DE REGULARIZACION 27

Considerando los z1,...,x, € X, cualquier f € Hgi puede descomponerse como la suma de
una parte que est en lo generado por los ¢(z;) y otra parte ortogonal a ello, es decir, podemos

escribir
n
f=Y " cid(xi) +v,
i=1
con «; € Ry v € Hy satisfaciendo

<Ua ¢($1)>HK =0,

para todo j con 1 < j <m. Si evaluamos f en un punto x;:

f(xj):<f7ij>HK:<fa¢( Zaz¢ xz + v, (bl'] Zaz ’)>HK7

i=1
por lo que el primer término de las funciones de . no depende de v. Para el segundo término,
como v es ortogonal a Y ., a;¢(z;), se cumple que

mIf1) = ||Zaz¢xz+v||> (> i) + 0,3 aidlas) +v)u | =
=1 =1

=h ZOMZ) xl Zaz¢) xz HK Zal¢ sz Zaz¢ xz HK <'U7'U>HK

=h | (|11 cud(@)? + [|v]2

=1

Como h es creciente

h{ (I cad(@)l]? +ol? | = A

i=1

1Y aotwl | = <|Zai¢<xi>||> .

Por tanto, la igualdad se alcanza cuando v = 0. Asi, cualquier soluciéon ha de ser de la forma

= Zaz¢( Zaz xza s
=1

tal y como queriamos probar. O

2.7. Problema de Interpolaciéon y Funcién de Regularizaciéon

En la seccién precedente hemos analizado el Teorema del Representante, que reduce ciertos
problemas de optimizacién sobre espacios de Hilbert a subespacios de dimensién finita. De-
bido a la especial aplicacién en Aprendizaje Computacional, el problema de optimizacién a
tratar incluye una funcién de regularizacién (conocida como la regularizacién de Tikhonov (cf.
[AT, 77])) Q@ : H — R, donde H es un espacio de Hilbert. Nuestra intencién ahora es dar una
caracterizacion de las funciones de regularizacién admisibles para garantizar un Teorema del
Representante en dimensién finita. Seguiremos las lineas de trabajo de [AMP, 09], haciendo
el estudio a través del problema de interpolacién en espacios de Hilbert.

PROBLEMA 2 (de interpolacién en espacios de Hilbert). Sea H un espacio de Hilbert y Q : H —»
R wuna funcion de regularizacion. Dado z = ((z1,y1), -, (Tn,Yn)) € (H x C)™ una instancia,
llamaremos problema de interpolacion en H con instancia z y reqularizador Q al problema de
hallar @ € H tal que Q@) minimiza el siguiente conjunto

{Qw) :w e H,(z;,w) =y;, 1 <i<n}.
Un problema de interpolacion sobre H con instancia z y regularizador ) se dice satisfacible si

y solamente si admite solucion en H.

Como en [AMP, 09] no nos ocuparemos aqui de las condiciones suficientes de satisfacibilidad.
Un caso particular del anterior problema de interpolacién es el caso para espacios de Hilbert
con nucleo reproductor.
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PROBLEMA 3 (de interpolacién en espacios de Hilbert con nicleo reproductor). Sea X wun
conjunto, H C CX un espacio de Hilbert con nicleo reproductor K : X x X — C. Llamare-
mos problema de interpolacion sobre H con base en X al siguiente: Dada una instancia z =
((1,91); ooy (Tny yn)) € (X x C)" y dada una funcion de regularizacion @ : H — R, llamare-
mos problema de interpolacion en H con instancia z y funcion de reqularizacion Q : H — R
al problema de minimizar el siguiente conjunto:

{Qw) :we Hyw(z;) =y, 1 <i<m}.

Dado que nuestro problema aqui es caracterizar las regularizaciones de Tikhonov apropiadas
para el Teorema del Representante, introducimos la siguienten nociéon:

DEFINICION 24. Sea H un espacio de Hilbert y Q : H — R una funcidn de regqularizacion.
Diremos que ) es admisible para el problema de interpolacion sobre H si para todo n € N y
para toda instancia z = ((x1,Y1), .., (Tn, yn)) € (H x C)" tal que el problema de interpolacion
asociado es satisfacible, se cumple que existe © € Span(xy, ..., T,) tal que

(2.7.1) Q@) =min{Qw) : w € H, (x;,w) =y;,1 < i <n}.

Es decir, 2 : H — R es admisible si y solamente si todo problema de interpolaciéon satisfacible
sobre H con instancia z = ((21,¥1), .., (Zn,yn)) € (H x C)™ y regularizador  satisface que
existen Ay, ..., A\, € C tales que
n
w= Z AiZi,
i=1

es solucién de la identidad 2.7.1 anterior.

DEFINICION 25. Sea H un espacio de Hilbert y Q : H — R una funcién. Diremos que € es
diferenciable si posee derivadas direccionales en todos los puntos w € H. Es decir, diremos que
es diferenciable si para cada w € H existe V,Q € H tal que para cada z € H se verifica que
existe el siguiente limite y se satisface:

(Vo , z) = lim Nw+t2) = Q(w)

t—0 t

LEMA 2.7.1. Sea H un espacio de Hilbert y Q : H — R wuna funcion de regularizacion.
Entonces, 2 es admisible para el problema de interpolacion sobre H si y solamente si satisface
para cualquier w € H

(2.7.2) Vpe H, (w,p)=0 = Qw+p)>Qw).
DEMOSTRACION. Supongamos que {2 satisface 2.7.2. Consideramos una instancia arbitraria

z=((x1,91), -, (Tn,yn)) € (H x C)".

Sea .7 el subespacio generado por {x1,...,2,} C H y sea m: H — .% la proyeccién ortogonal
asociada. Supongamos que w es una solucién al problema de interpolacién con instancia z y
regularizacién Q. Sea w = 7(w) € & la proyecién ortogonal de w. Entonces

w=w+p, conweES,pe St
Por la propiedad 2.7.2 tenemos que Q(w) > Q(®) y, dado que w minimiza © bajo la hipétesis
(xiyw) =y;,1 <i<n,we H, entonces también (&) satisface esa propiedad pues
° Q(dj) < Q(w)
o (z;,w) = (z;,d) + (x;,p) = (x;, D).
Por tanto w es solucién al problema de interpolacién y €2 es admisible. Reciprocamente, sea
w € H y consideremos el siguiente problema de interpolacién:

min{Q(t) : t € H, (w,t) = (w,w)}.

El problema es satisfacible, pues podemos tomar ¢t = w y por ser {2 admisible, al tratarse este
nuevo problema de un caso particular del anterior, existe una solucién en el subespacio generado
por w. De hecho, el propio w es solucién. Ademss, dado cualquier p € (w)* tendremos que

Qp+w) =2 Aw),
dado que (p + w,w) = (w,w). O
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En el caso de espacios de Hilbert con ntcleo reproductor, el anterior lema se transforma en el
siguiente:

LEMA 2.7.2. Sea X un conjunto, H C CX un espacio de Hilbert con nicleo reproductor K :
Xx X —CyQ:H — R una reqularizacion. Son equivalentes:

i) Para cada instancia z = ((x1,91), -, (Tn, yn)) € (X x C)™, si el siguiente problema de

ii) Para cualquier conjunto finito {x1,...xp} C X, para cualquier funcion w € Span{K,,, ...

interpolacion con instancia z y regularizacion )
min{Q(w) 1w € Hyw(x;) =y;, 1 <i<n}

es satisfacible, entonces existen A1, ..., \, € C tales que

n
b= NK,,
i=1
satisface

Q@) = min{Q(w) :w € Hyw(z;) =y, 1 <i<n}.

y para cualquier p € (Span{K,,,..., K., })* se verifica Q(w + p) > Q(w).

DEMOSTRACION. La prueba es muy similar a la del lema anterior.

i) = ii) Sea w € H y consideramos el problema

i) = i)

min{Q(t) : t € H,t(z;) = (w, K,,)},

que es un caso particular del descrito en el enunciado. Podemos tomar ¢t = w y asi
ver que el problema es satisfactible, por lo que sabemos que existe una solucién de la

forma,
n
o =3 NK.,
i=1

con \; € C. Sea p € (Span{K,,, ..., K., })* y entonces
<(IJ + D, K%) = <°:)7sz> + <p7 Km) =Yi
Consideramos la funcién
¢: X — H
xz— K.

Consideramos ademds . como el subespacio generado por {¢(z1),....,0(z,)} C Hy
m: H — % la proyeccién ortogonal. Supongamos que w es una solucién del problema
y consideramos @& = 7(w). Entonces,

w=w+p,

con p € .Yty & e .. Tenemos que Qw) = Q& +p) > Q(@). Ademis, se cumple
que w(x;) = y;, por lo que

w(x7) = <w7K-Ti> = <LD + D, KT7> = <‘Z}7KT@> + <pv K$z> = (.:)(177) = Yi-

Como w € Span{K,,, ..., K., }, hemos probado que €2 es admisible.
U

TEOREMA 2.7.3 (Caracterizacién de las regularizaciones de Tikhonov). Sea H un espacio de
Hilbert y Q : H — R wuna regularizacion de Tikhonov continua y diferenciable (en el sentido
de la Definicidn 25). Supongamos que dim(H) > 2. Entonces, ) es admisible para el problema
de interpolacion sobre H siy solamente si existe una funcion mondtona creciente h : Ry — R

tal que

Qw) = h(]|w]|?),Yw € H.

Ko,
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DEMOSTRACION. Supongamos, en primer lugar, que dim(H) < oo. Tendremos que H = K¢
(con K = RV C) con lo que podemos directamente suponer H = K. Haremos la prueba para
el caso K = R, aunque es igualmente valida para K = C.

Como 2 es diferenciable, para cada w € H, existe V2 € H tal que

(Vo,p) =0

para todo p € R tal que (w, p) = 0. Fijemos wy € S9! C R? un vector de norma 1 (||wo|| = 1).
Consideremos w € R? un elemento cualquiera. Entonces, existe una matriz ortogonal U € &/(d)
(en el caso complejo, una matriz unitaria U € U(d)) tal que

w = ||w||Uwo.
Ademés, existe una matriz antisimétrica A € M4(R) (AT = —A) tal que U = e, donde
)
)
k<0
es la matriz exponencial de A. Consideremos el camino en R? dado mediante:
v 1 [0,1] — R?

t (t) = [l ey,
Tenemos que Yy (0) = ||w|jwo ¥y que vy (1) = w. Ademds, el camino satisface
(2.7.3) vte[0,1], (), ) = (w,w).

Al ser constante, derivando con respecto a t la igualdad 2.7.3 obtendremos

<7{](t)a "YU(t» =0, vt € [07 1]
Por tanto,

w = (Vo iy p(t) = 0.

Por tanto, Q(vy(t)) es constante (a lo largo de ese camino 7). Por ello

Q||w||lwo) = Qw), VYw e H.
Definiendo h : Ry — R mediante

h(z) = UVzw), V2 €Ry,
tendremos que h es no decreciente y satisface la hipétesis del enunciado. Para el caso dim(H) =
oo el argumento es similar, pero usamos un camino como el siguiente

v:[0,1] — H

(I =two +tw
I = o+t
Este camino es diferenciable cuando w no es linealmente independiente de wg. Con los mismos
argumentos llegariamos a que 2 o v es constante y se define h de modo similar. Para los w

linealmente dependientes de wy usaremos el hecho de que 2 es continua. En cuanto al reciproco,
si Q(w) = h(||w||?), claramente se satisface la tesis del Lema 2.7.1 y Q es admisible. O

t— (1) e[
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Como se indica en casi todas las referencias al Teorema del Representante, una de sus principales
aplicaciones consiste en su utilizacién en Aprendizaje. Desafortunadamente, no hemos sido
capaces de localizar un resultado conclusivo, vélido para un contenido abstracto como el de
[CS, 02], que permita mostrar la manera de usar este resultado para aproximar funciones
de regresién. Es notable observar que ni la referencia cldsica, ni [CS, 02] sean capaces de
ligar el Teorema del Representante con los fundamentos mateméticos del Aprendizaje que ellos
mismos pretender establecer. Asi, la seccién 6 del capitulo III de [CS, 02] introduce el Teorema
del Representante aunque no explica en qué medida este resultado estd ligado a las paginas
que le preceden. Ante esta situaciéon hemos optado por introducir un resultado original que
liga el Teorema del Representante con los principios de Teoria del Aprendizaje tal y como
estd establecido en [CS, 02]. El resultado no es ni éptimo ni satisfactorio, dado que sélo
establece condiciones suficientes de aplicabilidad del Teorema del Representante al Aprendizaje
sin mostrar casos concretos en los que esa aplicabilidad es ademas factible. Es sélo una primera
aproximacién a las palabras usadas regularmente por los autores del dmbito. Este capitulo
se dedica asi a enunciar y dar una demostracién bastante completa de este teorema original
que no hemos podido encontrar en la literatura. Para poder enunciarlo, necesitamos introducir
algunas nociones preliminares. En lo que sigue, (X,d) serd un espacio métrico, I C R un
intervalo, Z = X x I C X xRy #B(Z) la clase de los conjuntos de Borel del espacio producto
X x I. Supondremos p : & — [0,1] una distribucién de probabilidad definida sobre Z(Z7).
Para cualquier funcién medible f : X — R, consideramos el error cuadratico promedio de f
con respecto a la probabilidad p dado mediante

E(f) = / ly— f(z)Pdp.

El propésito de la teoria del Aprendizaje, conforme a los principios de [CS, 02] consiste en
minimizar este error cuadritico promedio. Consideremos #(X) la clase de los conjuntos de
Borel sobre X y sea px : B(X) — [0,1] la distribucion marginal de p sobre X a través de la
proyeccién canénica 7 : Z — X. Es decir, para E € #(X)

31
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px(E) = p(r~"(E)) = p(E x I).
Con respecto a px podemos definir el espacio L?(X) de funciones cuadrado integrales. Es decir,
las funciones Borel medibles f : X — R tales que

/ |f(z)2dpx < oo.
X

Bajo la hip6tesis de que el espacio métrico (X, d) es separable (i.e, posee un subconjunto denso
contable), el teorema de Desintegraciéon de la Medida nos garantiza que existe una funcién
fp : X — R que minimiza &:

E(fp) <E(f),  VfeL*X).

La funcién f, se denomina funcion de regresion de f sobre X. Para que todo sea més conforme,
la Teoria del Aprendizaje de [CS, 02] anade una hipétesis sobre la distribucién de probabilidad

p:

DEFINICION 26. Con las notaciones precedentes una distribucién de probabilidad p sobre Z es
admisible para su tratamiento en Teoria del Aprendizaje si la funcion de regresion f, es acotada
sobre X. Es decir, p admisible st

folloo = sup{|f,(z)| : z € X} < 0.

Bajo la hip6tesis de la Teoria del Aprendizaje, si p es una distribucién de probabilidad admisible
se tiene f, € L*(X):

[ ltse)Pdox < [ 1galEedox = 1A [ dox = l1I1% < oc.
X X X
M4s atin, si || - ||r2(x) es la norma en el espacio de Hilbert L?(X), tendremos que

[follL2x) < |l fplloo-

Por tanto, bajo la hipétesis de la Teor{a del Aprendizaje, f, € L?(X) es la funcién que minimiza
& sobre L?(X). De hecho, probamos, en la Proposicién 3.2.3, que para cada f € L?(X) se tiene

E(f) = E(fo) = 1E(F) = EFD = If = FollZax)-
Como, normalmente, f, no es ficilmente computable, se hace una aproximacién de f, mediante

un subespacio de Hilbert H C L?(X) con buenas propiedades de aproximacién de fp» que, al
mismo tiempo, sean manipulables.

DEFINICION 27. Con las notaciones precedentes, sea § > 0 un niimero real positivo y H C L*(X)
un subespacio de Hilbert. Diremos que H posee una é-aproximacién de la funcién de regresién
fo : X — R anterior si existe fy € H tal que

Ifp — fH”%Z(X) <.

En la Proposicién 3.2.5 probaremos que dado un espacio de Hilbert H que contiene una -
aproximacion de f, y siendo fg € H un elemento que minimiza £ sobre H se tiene:

fo = frllizx) <6,
|E(fr) = E(fp)| <.

En este sentido, fg € H serfa una buena aproximacién de f, y, por tanto, una buena codificacién
de la funcién de regresién a través de elementos de H. No es el propésito de este Trabajo de Fin
de Grado hacer una disquisicién sobre la buisqueda de buenos espacios de Hilbert para aproximar
la funcién de regresién. Nuestro objetivo es mas modesto: pretendemos aproximar fy a partir
del Teorema del Representante. Sin embargo, para que nuestra exposicién no quedase corta
en este aspecto, hemos descrito en la Subseccién 3.2.4 una breve discusién sobre los ratios de
Aproximacién en el caso de espacios de Hilbert definidos por nicleos de Mercer. A partir de aqui
nos ocupamos solamente del caso en que H sea un espacio de Hilbert con nitcleo reproductor
K : X xX — Ry que H contenga una J-aproximacién de f,. Nuestro objetivo serd calcular
fr o, en su defecto, aproximar fg y aqui es donde interviene el Teorema del Representante.
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Para ello, sea z = ((z1,¥1), ..., (Tn,Yn)) € Z™ una observacién empirica de un evento donde
n € N,n > 1. Para cada f € H, llamaremos error empirico de f en z a la cantidad

E0) = 5 Dl = F(aP.

No queda claro, a priori, que el error empirico tenga relacién con E(f) para clases amplias de
funciones. Por ello, dado € > 0 y dado F C H definimos:

H/S")(}",e) ={ze€Z" :sup |E.(f) — E(f)| < €}.
feF

Las grandes contribuciones de V. N. Vapnik y A. Ya. Chervonenkis (cf. [CV, 71]), para F
formado por funciones caracteristicas de conjuntos de Borel de X, o de autores como D. Pollard
(cf. [Po, 84]), con el uso de la esperanza de nimeros de recubrimiento, consisten en mostrar

clases F para las cuales H, én) (F,e) # 0. M4s atin, los teoremas de estos autores son de la forma

627TL

Prob (Hé”)(]-',e)) >1—N,(F,e,n)e” D,

para una cierta constante D y una cierta funcién N,(F, &, n) usualmente denominada nimero
de recubrimiento. En la Subseccién 3.2.6 mostramos un ejemplo de una cota inferior de este
tipo basada en el método combinatorio de Pollard y ciertas disgresiones estudiadas en [PS, 20].
Para concluir nuestras notaciones, si © = (z1, ..., ) € X", denotaremos por G, a la matriz de
Gram asociada al ntcleo K y a la lista de puntos de z. Es decir,

K(zi,21) - K(x1,24)
Go = : : = (K(zi, 7j)h<ij<n,
K(xp,z1) -+ K(zn, )
Denotamos por (Gz%) a la matriz rafz cuadrada de G, por ,u(Gm%) su ndmero de condi-

1
cionamiento y por ||G2||r su norma de Frobenius. Finalmente, dado z € Z™, denotamos por
f» € H a un elemento que minimiza el error empirico £,. Nuestro primer resultado es el
siguiente, que acota la norma en H del f, dado por el Teorema del Representante.

TEOREMA 3.0.1. Con las notaciones precedentes, sea (X,d) un espacio métrico, H un espacio
de Hilbert con nicleo reproductor K : X x X — R. Sea z = ((z1,41), . (Tn,yn)) € Z™ y sea

W, = Span({Ky,, ..., Kz, }),
el subespacio vectorial de H generado por {K,,,..., K, }. Entonces, existe f, € W, tal que
i)
E(f:) =min{E.(f) : f € H}
i)
1
n(Gz)

1
G2 |7

el < [lyll2-

Este resultado (Teorema 3.1.1) se prueba en la Seccién 3.1. Utilizando todas estas herramientas,
probamos finalmente el siguiente enunciado en la Seccién 3.2.

TEOREMA 3.0.2. Sea (X,d) un espacio métrico separable, I C R un intervalo, Z = X X I y
p una distribucion de probabilidad sobre los subconjuntos de Borel de Z. Supongamos que p
es admisible para el aprendizaje y que la norma ||f,||co de la funcion de regresion es finita.
Sean R,e,d € R numeros reales con 0 < ¢,0 < § < 1. Sea H un espacio de Hilbert con nicleo
reproductor K : X x X — R que contiene una d-aprozimacion fy € H de f,. Supongamos
que R satisface las siguientes propiedades:

i) Hén) (Bu(0,R),e) # 0, donde Bi (0, R) es la bola en H de centro 0 y radio R.
i) [[fplloc < R —1.

Supongamos que existe z = ((x1,Y1), -, (Tn,Yn)) € H,Sn)(BH(O,R),s) tal que
(G ®)llyll2 < RIIG.2|r.
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Entonces, existe f, € W, = Span({K,,, .., K., ) tal que
||fz - fﬂ”%ﬁ(X) S 2e + 0.

E(f2) = E(f,)| < 2e +6.

3.1. Acotando la Norma del Aproximante del Teorema del Representante

No hemos encontrado en la literatura ninguna acotacién de la norma del elemento éptimo que
aparece en el Teorema del Representante (cf. Teorema 2.6.1 anterior). En esta Seccién vamos a
aportar una contribucion original al Trabajo de Fin de Grado, escribiendo una acotacién de esa
norma de f, en funcién del condicionamiento de la matriz de Gram. Comencemos enunciando
este resultado, para el cual necesitamos recordar algunas notaciones de las usadas en Capitulos
precedentes. Consideremos un espacio métrico separable (X,d) y H C R¥ un espacio de Hilbert
con nucleo reproductor de funciones definidas en X a valores reales. Sea K : X x X — Rel
nicleo reproductor de H. Dado = = (1, ...,x,) € X™ una lista de n puntos de X, llamaremos
matriz de Gram asociada a x a la matriz

K(xy,21) - K(z1,20)
G, = ; : € Mn(R).
K(zp,z1) -+ K(zn,zn)
Por hipétesis, G, es una matriz simétrica, semidefinida positiva.

Sea z = ((£1,Y1)s s (TnyYn)) € (X x R)™ una observacién empirica y definamos sobre H la
funcién de error empirico cuadrético en media:

E,:H—R
1 « )
f%ﬁg‘yz_f(l})‘

Dado z, consideremos la familia de funciones K, , ..., K, € HyseaW, = Span({K,, ..., K. })
el subespacio vectorial de H generado por las funciones {Ky,, ..., K, }. Nétese que la funcién
&, anterior puede representarse como una funcién de riesgo

E: (X xR?)" —— R
((56171/1,%1), ey (xnaynaun)) — % Z?:l |y1 - ui|27
y que para cada f € H

gz(f) =& ((xla Yt f($1)>7 EEE) (-Tnv Yn, f(xn))) .
Por tanto, aplicando el Teorema del Representante (cf. Teorema 2.6.1 anterior), dado z €
(X x R)™, existe f, € W, tal que
5z(fz) = min{gz(f) ([ € H}
Llamaremos a f, el aprozimante de H asociado a £,. Nuestro objetivo en esta seccién consiste
en probar el siguiente resultado

TEOREMA 3.1.1. Con las notaciones precedentes, se tiene:
1
1(Ga?)
1f=la < == llyll2,
1G22 F
donde
i) ||yl|le es la norma en H con respecto a su producto interno.

i) G2 es una raiz cuadrada de la matriz de Gram G.
ii1) ||A||r es la norma de Frobenius de cualquier matriz A € M, (R).
i) u(A) es el condicionamiento de A € M, (R), definido para A del modo siguiente:

pu(A) = [|Al|r||AT ]2,

donde A" es la pseudoinversa de Moore-Penrose de A y || B||2 es la norma de B como
operador lineal para cualquier B € M, (R).
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3.1.1. Proyeccién Ortogonal, SVD y Pseudoinversa de Moore-Penrose. Comence-
mos revisando algunas propiedades de Algebra Lineal elemental en espacios de Hilbert reales
de dimensién finita. Consideremos (R™, (-,-}) un espacio de Hilbert de dimensién finita sobre
R. Sea W C R™ un subespacio vectorial, también de dimensién finita y sea B = {wy, ..., w;}
una base ortonormal con respecto a (-, -) y definimos la siguiente aplicacién lineal:

mw R — W
r

v — Z(v,qu,)wi.
i=1

Esta aplicacion lineal se conoce como proyeccion ortogonal sobre Wy satisface las siguientes
propiedades:

PROPOSICION 3.1.2. Con las notaciones anteriores, para cada v € R™ se tiene que
[lv — 7w (v)]| = min{|jv — wl|| : w € W}.

DEMOSTRACION. Es un resultado cldsico, esencialmente conocido y basado en lo que sig-
nifica el método de Gram-Schmidt y el Teorema del Reemplazamiento en espacios vectoriales
de dimensién finita. Podemos proceder del modo siguiente:

- Consideramos B = {wy, ..., w, } la base ortonormal de W, dado por el enunciado.
- Por el Teorema del Reemplazamiento, ampliamos B hasta obtener una base B de R”
de la forma siguiente:

B = {wla cory Wy y Up41, 7u"7«}

- Aplicando el método de Gram-Schmidt, obtendremos una base ortonormal B* de R™
de la forma siguiente:

B* = {w], ..., wy, Uy, ..., up }.
Pero, por la forma del método de Gram-Schmidt, la construccién permitird concluir que
w; = w;, 1<i< .
En otras palabras, existe una base ortonormal B* de R™ que tiene la forma
B* = {wy, ..., wp, uyyq, ..., un}

Asf, {u?,q,...,u},} es una base ortonormal del complementario ortogonal W+ C R"™ de W. Més
aun, para cada v € R™ tendremos que

T n
v = Z(v,wi)wi + Z (v, uj)uj.
i=1 Jj=r+1

Nétese que

=1
Por tanto, por ser B* ortonormal,
T n
o=t wwil? = 3 lfo,up)P.
i=1 j=r+1

Es més, dado w € W un elemento cualquiera y supuesto w = Y _;_, Ajw;, tenemos

o —wll> =Y [v,wi) = AP+ > Ko u))f.
i=1

j=r+1

En estas dos ultimas igualdades hemos aplicado el Teorema 1.2.4. Claramente se tiene que

n
o —wl® = [(w,uf)* = [|v = 7w (v)| ],
r+1

con lo que se tiene el resultado. O
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Recordemos, por un momento, la descomposicon en valores singulares de matrices con coorde-
nadas reales.

TEOREMA 3.1.3. Sea A € Mypwn(R) una matriz de coordenadas reales con m filas y n columnas.
Entonces, existe U € O(m), V € O(n) matrices ortogonales (respectivamente m X m yn X n)
y existen o1, ...,0. € R nimeros reales que satisfacen

012---20—7’207

tales que
op O 010
0 . Dl
(3.1.1) A=U]| - ol vT
0O -+ 0 o]0
0 --- - 010

Ademds, r = rank(A) es el rango de la matriz A y oy, ..., 0 son Unicos con esas propiedades. A
la descomposicion 3.1.1 se le llama descomposicién de A en valores singulares y, adicionalmente,
se satisface

i) o1 = ||A||2 es la norma A : R™ — R™ como operador lineal.
i) ||A||% =>"I_, 07 es la norma de Frobenius de A.

|Al|F = (Tr(AT A))%,

donde Tr es la traza y AT es la matriz traspuesta de A.
iii) Los valores propios de la matriz AT A cumplen la siguiente igualdad

Ui:\/)\»i

3.1.2. LaSVD de Matrices Simétricas Semidefinidas Positivas. Supongamos ahora
A € M, (R) una matriz simétrica semidefinida positiva (i.e, uT Au > 0,Vu € R™). Entonces,
su descomposicién en valores singulares y su forma candnica de Jordan coinciden en el sentido
siguiente: Existe U € €/(n) una matriz ortogonal y o1 > ... > o, > 0 ntimeros reales positivos
tales que

o1 0 010

0 " S
(3.1.2) A=U| - ol ur

0 0 o.(0

0 010

Ademés, {01, ...,0,} son los valores propios de A.

DEFINICION 28. Sea A € ., (R) una matriz simétrica, semidefinida positiva que admite una
descomposicion en valores singulares como la descrita en 3.1.2. Definiremos

i) La raiz cuadrada de A

o2 0 0 1]o
) 0 . Co
Az = . . . T
’ v . . 0 : v
0 0 o,.2]0
0 0 [0
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1) La pseudoinversa de Moore-Penrose de A

-1
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o1 0 0 |0
0
At = . . T
v : " 0 : v
0 0 o710
0 0 |0
i11) La pseudoinversa de Moore-Penrose de Az
o172 0 0 |0
) 0
byt —ul| . U
0 0 0,720
0 0 0

LEMA 3.1.4. Con las notaciones precedentes, sea A € M, (R) una matriz simétrica semidefinida

positiva. Sea y € R™ y sea A = (Aq,.
A1

An

Entonces,

:A+

U1

Yn

.y An) € R™ dado por

i) La proyeccidn ortogonal de y sobre el subespacio Im(A) generado por las columnas de

A1

: ) FEs deci
An

A1
Iw—A<;>@
An

1) Se verifica la siguiente relacion:

la matriz A es A (

r:

= min{||y —v||? : v € Im(A)}.

A1 (1
A3 = (A2)*
>\TL yTL
DEMOSTRACION. Se trata simplemente de verificar ambas propiedades
A1
i) Comencemos calculando la distancia en || |2 de y a A < : ):
An
o172 0 0 |o
A1 0
IAIyA< : )IIQIIyU : 0 UM%,
)\n ) 1
0 0 o, 210
0 0 0
pero
o 0 010 or 0 010 oo b0 - 0 0
0 0 0
Ty _ ) ) T )
v 0 Uia=vU : .0 vtu : 0
o -+ 0 o]0 0 0 o]0 0 -0 ot0
0 010 0 010 0 S 0 0
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Por tanto,
A1

Como U € O(n), entonces U es una isometria para el producto escalar canénico en

R"™ (y lo mismo para UT). Por tanto,

A1
: Id, |0
L=[UTy-uTAa|l = [IP=|lUTy- Uyl
A, 0 0
Considerando y' = UTy, tendremos que
1d, 0
Y =m(y),

0 0

donde m : R® — R" x {0}"~" es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio R" x

{0} ". En otras palabras, el punto (yi, ..., y.,0,...,0) € R" x {0}~ verifica que

Id, 0 r n—r
ly" — YIP <y —ol’, YoeR" x{0}",
0 0
y ademas,
Id, |0 -
ly' - yIP =yl
0 0 r4+1
Sea v € R™ un punto cualquiera y consideremos
g1 0 0 0 g1 0 0
0o . C 0
ly=Avl? = U7y~ o | o= .
0 0 o.10 0 0 o,
0 010 0 0
pero
op 0 010
0
0 v e R" x {0},
0 0 o,.|0
0 010
con lo que
op O 010
0 . o n
ly— Aol =1y — | o | | D
0 0 0,0 "
0 010

’Ul||2,
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lo que significa que

lly—Av|> > Iy =|ly— A

Con ello, queda probado el apartado.

M
i

An

ii) La segunda propiedad es una mera comprobacién que haremos a continuacién. Por
las definiciones antes realizadas tendremos

A1 Y1
A? . — Az At ,
An Yn
pero
o1z 0 0 ]o o7l 0 0 |o
0 0
Az AT = . . T . ] T _
2 U o | vt : 0 U
0 0 0,20 0o -+ 0 o7 t0
0 0 0 0 0 0
o170 0
0 : 1
=U : .. 0 - | UT = (42)".
0 0 o2
0 0
Luego
A Y1
A% = (A%)F
An Yn

O

3.1.3. Demostracion del Teorema 3.1.1. Retomamos las notaciones introducidas al
principio de la Seccién. Asi H es un espacio de Hilbert con nicleo reproductor K : X X
X — R. Dado z = ((z1,41), s (Tn,yn)) € (X x R)™, consideramos la matriz de Gram
Gy = (K(x;,2;))1<i,j<n ¥y su raiz cuadrada Gz%7 definida en la subseccién precedente (porque
G, es cuadrada, simétrica y semidefinida positiva). Sea G, la pseudoinversa de Moore-Penrose
de G, definida también en la subseccién precedente. Definimos

A

(3.1.3)

Finalmente, definimos la funcién

(3.1.4)

i=1

1

Yn

=D AK,, € W, = Span({Kx,, ..., Kz, }) C H.

Esta funcion verifica las siguientes propiedades:
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PROPOSICION 3.1.5. Con las notaciones precedentes, se tiene:
i) La funcidn fy minimiza &, sobre W,. Es decir, Vf € W,

1< .
== 3y — S|P = min{E.(f) : £ € W),
i=1
1) La funcion fx minimiza el error empirico £, sobre H. Es decir,

E-(fx) =min{&.(f) : f € H}.
En particular fx = f, € W, es uno de los aproximantes determinados por el Teorema
del Representante (Teorema 2.6.1).

iii) ||fxlle = (£l = [1(Go ) yll.

DEMOSTRACION. Probemos las propiedades una tras otra.

i) Comencemos observando lo siguiente: Sea § = (01,...,0,) ER" y fo => 1" 0, K,, €
W,. Tendremos que:

Zlyz f0 xz Z‘y’b_zeKz] xz :ZlyZ_ZK(‘Tﬁxz)gj
i=1 j=1

Consideramos el vector

K(zy,21) -+ - K(z1,25) 0,
o . ) . .
K(m;,xl) K(:L‘,i,xn) 9:n
De las anteriores igualdades concluimos, por ser G, simétrica, que
Z\yz fo(z:)]> = |ly — G113,

donde ||v||2 = (X1, |v]? )2 es la norma euclidea canénica de cualquier vector v € R™.
Como G, € #,(R) es cuadrada, simétrica y semidefinida positiva, el Lema 3.1.4
precedente implica que si definimos

A1 (1
= Ga:+ ' 5
A’VL yn
entonces, el vector G, A\ minimiza la distancia euclidea al punto y € R. En particular,
para todo 6 € R™ se tiene que

Por tanto,

1 S 2 __ 1 2
2 ol = falwi)” = Ly = ool

Y

1 1 «
EHy — G| = - ; lyi — fa(zo)]?

Luego f\ minimiza &, sobre W,.
ii) El Teorema del Representante implica que dado z € (X x R)", existe g € W, =

Span({Ky,, ..., K, }) tal que

E.(9) =min{&.(f) : f € H}.
Por el apartado ¢) precedente, f) satisface
E(fn) =min{E,(g9) : g € W.} =min{&.(f): f € H}.

En particular, f) es uno de los aproximantes (llamados f,) que minimizan &, sobre
H y que pertenecen a W,. Escribimos f, = f.
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iii) Es un resultado de mera comprobacién:

||f)\||%{:<Z)\iKIi7Z)\iKmi>:ZZ)\i<K«Ti7K¢E] Z
i=1 i=1 i=1

i=1 j=1

K(xz;,z)A;.

HM:

Por tanto, podemos escribir

At
2 _ .
G = (A1 A)Ga |
An

Ahora, recordemos que si G, es simétrica y semidefinida positiva, su raiz cuadrada
G2 es también simétrica. Asi es, puesto que si

o - 010
G.=Ul| + - | |UT,
0 -+ 0,0

con U € O(n) ortogonal y o1 > ... > 0, > 0. Entonces

o1 e 0o lo
GI%:U : . : UT,

0 - 02 |0

0 0 ‘0

y es facil verificar que su traspuesta verifica:
(G.7)" = (G.2).

Por otro lado, Gm% es, propiamente, una raiz cuadrada de G, en el sentido
(G27)(Ga?) = G,

lo cual es facil de comprobar a partir de las definiciones. Por tanto, ambas propiedades
implican

En particular,

A1
1313 = O s A)(Ge)T (G2 | 1 | =
An
A1 A1 A1
=Gt |+ |G| ) =NGE | | IB
An An An
Por el apartado 4ii) del Lema 3.1.4 concluimos
A1 Y1
A =1G2 |+ |IB=lGHT| + |13
An Yn

O

Finalmente, el Teorema 3.1.1 es una forma particular del siguiente Corolario, que procederemos
a probar:

COROLARIO 3.1.6. Con las notaciones de la Proposicion precedente, se tiene:

i) A\l < 1(Ga2) )2 |< >||2

Yn

N

.. G, 2
i) [1fallm < 2yl
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DEMOSTRACION. La propiedad i) se sigue del apartado 4ii) de la Proposicién anterior,
mientras que el apartado i), es decir, el Teorema 3.1.1 del comienzo de la Seccién, se tiene
porque

w(Ga?) = |G [[pl[(Gz?) T [a-

3.2. Breve Introduccién a los Fundamentos Matematicos del Aprendizaje

3.2.1. La Funcién de Regresiéon en Aprendizaje. En el ao 2002, F. Cucker y S. Smale
publicaron su trabajo [CS, 02], con el que pretendian exponer los fundamentos mateméticos
de la Teorfa del Aprendizaje. Aunque el trabajo no es original (es una relectura de resultados
y terminologfa) en su mayor parte, nos permitird contextualizar la aplicacién del Teorema del
Representante del Capitulo anterior a la Teorfa del Aprendizaje. Comencemos con unas pocas
anotaciones preliminares. Sea (X, d) un espacio métrico y denotamos por Z = X x R con la
topologia producto. Sea B(Z) la clase de conjuntos de Borel de Z y p : B(Z) — [0, 1] una
distribucién de probabilidad definida sobre B(Z). Dada f : X — R una funcién a valores
reales definida en X definiremos el error cuadratico medio de f respecto a p mediante:

E(f) = / ly— f(z)Pdp.

El objetivo principal de la Teoria del Aprendizaje consiste en determinar una funcién f, : X —
R que minimiza el error cuadratico medio, es decir, algo similar a lo siguiente:

E(fp) =min{E(f) : E(f) < +o0}.
La funcién f, resulta, como veremos, dificil de explicitar , por tanto, el Aprendizaje Computa-
cional busca construir a partir de una observacién empirica z = ((z1,91), .., (Tn, yn)) € (X xXR)™
una funcién f, : X — R que sea una buena aproximacién de f, y, al mismo tiempo, E(f,)
sea préximo a £(f,). Aqui, los terminos f, y “buena aproximacion” requieren un poco mas de
precision, aspector que iremos desarrollando de manera breve, sin entrar en las pruebas de las
mismas, aunque daremos referencias de los principales resultados que escribiremos.

3.2.2. La Funcién de Regresién f,. En primer lugar, vamos a dar argumentos que
garanticen la existencia de f,. Para ello, consideramos p una distribucién de probabilidad en
B(Z), con Z = X x R. La distribucién marginal de p sobre X es la dada mediante:

px : BX) — [0,1]
A fx(A) = p(r~"(A)) = p(A x R).
Nos apoyaremos en un teorema clasico de Teoria de la Medida, llamado Teorema de Desinte-
gracién, que enunciaremos en la versién particular de nuestro caso:

TEOREMA 3.2.1 (de Desintegracién). Con las notaciones precedentes, supongamos que (X,d)
es un espacio métrico separable (i.e, posee un subconjunto denso contable), sea Z = X xR y
sea p una distribucion de probabilidad sobre B(Z) y w: Z — X la proyeccion candnica.
Entonces, existe una familia {py : * € X} de distribucion de probabilidad sobre B(Z) que
satisface las siguientes propiedades:

i) Para cada B € B(Z), la siguiente funcion es medible
X —[0,1]
T p(z)(B)
i) La funcion pey “vive dentro de la fibra 7' ({z})”, salvo por un conjunto de medida

nula en X con respecto a px. Es decir, 3A C X tal que px(A) = 0 tal que Vz € X\ A
se verifican

pay) 2\t ({z})) = p) (Z\({z} x R)) = 0.
(En particular, si E € B(Z),Vx € X\A, p)(E) = p(En7 1 ({z})) ).
iii) Para cada funcién medible f : Z — [0, +00], se tiene

/Zf(Z)dp(Z) = /weX (A_l({m})f(wvy)dpm(y)) dpx (x).
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La distribucién de probabilidad p(,) es la distribucién condicionada p(:|z) y se suele usar la
notacion:

dp(ylz) = pea) ().
Un recuento de las propiedades del Teorema de Desintegracion de la medida y su relacién con
la probabilidad condicionada puede encontrarse en [CP, 97].

DEFINICION 29. Con las notaciones e hipdtesis del Teorema de Desintegracion, llamaremos
funcién de regresién a la funcion f, : X — RU {+o0} definida mediante:

r— fo(x) = /Rydp(yb:).

Hipétesis de la Teoria del Aprendizaje: Supondremos que la funcién de regresién f, estd bien
definida y estd acotada para la norma uniforme sobre X, esto es, 3M, € R, un ndmero real
positivo tal que

|fo(z)| < M,,Vz € X.

Escribiremos || f,||oc para indicar una cualquiera de esas cotas superiores. Notemos que si (X, d)
es compacto y separable, se tendra

| Folloe = sup{|f,(z)] : © € X}.

Pero, para nuestros propdsitos, nos sirve cualquier cota superior.
Analicemos un poco las propiedades mds inmediatas de f, tal y como se usan implicitamente en
[CS, 02]. Fijado z € X, consideremos la siguiente funcién, dada por la traslacién por — f,(z):

U,:R— R
y—y— fp(2)
PROPOSICION 3.2.2. Con las notaciones anteriores, se tiene:

i) La esperanza de ¥, con respecto a la distribucion p(-|x) del Teorema de Desintegracion
es 0, es decir,

/R\Ifz(y)dp(ylx) = 0.

ii) Sea o2(x) la varianza de W, con respecto a la distribucion p(:|x) del Teorema de
Desintegracion, es decir,

o2(x) = / (5 — £,(2))2dp(y|).

Entonces, la esperanza de o®(x) con respecto a la distribucion marginal px es el error
cuadrdtico medio de f,, es decir:

E(fp) = Uﬁ = Efp[o2] = /XU2de.

DEMOSTRACION. i) Es obvio por la definicién de f,.

Elw,) = / (5 — £,(2))dpylz) = / ydp(yl) — / Fo@)dp(yl) = fo(x) — () = 0.

ii) Es obvio por el Teorema de Desintegraciéon de la Medida:

Tp = /XU (z)dpx = /C;GX </ﬂ1({x})(y— fo()) dp(y|x)> dpx(z) =

= | = t@)Pdota) = £
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La funcién de regresién f, minimiza el error cuadratico medio, con respecto a p, como con-
secuencia de la siguiente proposicién. Retomemos el espacio de Hilbert L?(X) definido en el
Ejemplo 1.1.12 del Capitulo 1. La Hipdtesis del Aprendizaje de [CS, 02] citada anteriormente
implica que f, € L?(X):

1z = ( /. |fp($)|2dpx($)>; < (Mg / aszwc))é s

para cualquier M, tal que ||f,||cc < M,. La siguiente Proposicién es crucial para entender el
papel de f, en el andlisis del error cuadrédtico medio.

PROPOSICION 3.2.3. Con las notaciones precedentes, si f € L*(X) es una funcién medible,
entonces

E) = f = follzx) + o5

En particular, f, minimiza € sobre L*(X), esto es,

E(fp) = min{E(f) : f € L*(X)}.

DEMOSTRACION. Es de mera comprobacién siguiendo [CS, 02]:
(321) E&(f) = / (v~ f(2))dp = / (— £,(@) + f,(x) — f(2))?dp =
Z Z
- / (v — fo())%dp + / (F(2) — f,(2))%dp +2 / (v — Fo () (fo(2) — F())dp.
Z Z Z

Analicemos los tres términos de la expresién 3.2.1:

e En primer lugar, tenemos
| =1, @ydo =) = .
e En segundo lugar, tenemos
| 0@) = ) dp = 11 = o,

e Por 1ltimo, tenemos que el Teorema de Desintegracién de la Medida:

I= / (y— £,(@) (o) — f(2))dp(z,y) =
7Z

- / (/ <y—fp<m>><fp<x>—f(x))dp(ym>> dpx (z) =
zeX w=1({z})

= [ )= 1@ ( [N fp<x>>dp<yx>> dpx (@),

porque f,(x) — f(z) no depende de y. Retomando ¥,(y) =y — f,(x) introducido en
el Lema anterior y la propiedad )

B.] = [ Ba0)dolole) = o
concluimos
= [ (fola) = £ B Jdpx(2) = .
zeX
Con ello probamos la Proposicién y claramente

E(f,) = min{€(f) : f € L*(X)}.
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3.2.3. Aproximaciones de la Funcién de Regresion por RKHS. En Teoria del
Aprendizaje se da por asumida la imposibilidad de calcular f, por lo que, bajo la Hipétesis del
Aprendizaje, se reemplaza el célculo de f, por el cdlculo de una “decente aproximacién”. La
Proposicion de la Subseccién precedente permite llegar a la siguiente conclusion:

COROLARIO 3.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico separable, Z = X x R, p una distribucidn de
probabilidad definida en B(Z) y sea M, € Ry tal que || fylloc < M,. Sea H C L?(X) un espacio
de Hilbert, subespacio de L*(X). Para cada f € H son equivalentes:

i) La funcidn f minimiza la distancia a f,, es decir
f - fp”%?(X) = min{|[g — f||2L2(X) tg€ H}.
1) La funcion f minimiza € sobre H
E(f) =min{€(g) : g € H}.
DEMOSTRACION. Es inmediato a partir de la Proposicién 3.2.3
£(9) =lg = folliz(x) + s

Por tanto, minimizar £ sobre H es equivalente a minimizar la distancia a f,. O

A partir de aqui, el propésito de la Teoria del Aprendizaje se bifurca en dos tareas distintas:

i) Problema de Aproximacién. Con las hip6tesis precedentes, dado § > 0, hallar
H C L*(X) un espacio de Hilbert tal que

diStLQ(X)(fp,H) < 0.

ii) Problema de minimizar el error en H. Con las hipétesis precedentes, dado € > 0,
hallar fg € H tal que

E(fu) =min{€(g) : g € H}.

En [CS, 02] y en sus referencias se exhiben diversos espacios de Hilbert H tales que dpz2(x)(fp, H) <
0. No es el proposito de este trabajo enfrentar la busqueda de tales espacios de Hilbert. Por
tanto, introducimos la siguiente nocién:

DEFINICION 30. Sea (X,d) un espacio métrico separable, Z = X x R y p una distribucion de
probabilidad sobre B(Z). Supongamos que existe M, € Ry tal que ||f,||sc < M,. Un espacio
de Hilbert H C L?(X) se denomina §-aproximacion de la regresion de p, con § > 0 un nimero
real positivo si Af € H tal que

I.fp = f||2L2(X) <o.

PROPOSICION 3.2.5. Con las notaciones de la Definicion precedente, sea § > 0 un nimero real
positivo y H un espacio de Hilbert que es una §-aproximacion de la regresion de p. Sea fr € H
un elemento que minimiza £ sobre H. Entonces, se tiene:

[ for — fp||2L2(X) <46

E(fr) = E(fo)] < 0.

DEMOSTRACION. Es obvio por lo discutido anteriormente. Sea f € H una funcién tal que
|f» — f||* < 6. Entonces:

W = Foll72cx) <M = FollF2(x) <6
Y por ello:
E(fu) = Ifa = follZ2(x) + E()-
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3.2.4. Caracterizando el Error de Aproximacion en Espacios de Hilbert con
Nicleo de Mercer. Con las notaciones de la subseccién anterior, suponemos (X, d) un espacio
métrico compacto, Z = X x R dotado con una distribucién de probabilidad py f, : X — R la
funcién de regresion asociada. El siguiente resultado resume una caracterizacion de la existencia
de aproximacion en espacios de Hilbert H g definidos por un nicleo de Mercer K : X x X — R.

COROLARIO 3.2.6. Con las notaciones precedentes, supongamos que la probabilidad px es una
medida de Borel no degenerada (ie, para cada abierto no vacio U C X, p,(U) > 0). Supongamos
que, conforma a la hipdtesis de admisibilidad del aprendizaje existe M, € N tal que la funcién
de regresion f, satisface:
F(X)| <M, VreX.

Sea v = px y sea L2(X) el espacio de Hilbert definido en el Ejemplo 1.1.12. Sea 0 > 0 un
numero real positivo y sea r = % < 1. Sea K : X x X — R un nicleo de Mercer sobre X y
Hy el espacio de Hilbert asociado. Para cada R > 0, sea Bk (0, R la bola cerrada de centro 0
y radio R. Sea

17olle = sup{ U201 o,
donde
K(fy,0) = nt{l1f, ~ Fllszo + 1Sl F € Hich

Entonces, si||f,||r < oo se tiene:

d(fpa BK(Oa R))L,%(X) < ||fp

P e , , -
Mds ain, en ese caso, tomando § == ||f,||7, Hx contiene una 0-aprozimacion de f,.

6
r p—0
FrR™7.

DEMOSTRACION. Como la distribucién v = px es no degenerada, el Teorema de Mercer
nos garantiza que existe un sistema ortonormal {¢y : k > 1} de L2(X) formado por vectores
propios de L. Ademds, la familia de valores propios {)\; : k > 1} asociada verifica:

i) sup{|Ax| : k > 1} = [|Lk]| < \/v(X)Ck-
ii) La familia {\/Axdr : Az > 0} es una base ortonormal del espacio de Hilbert Hg
asociado al nucleo de Mercer K.

Sea f € Hg un elemento cualquiera. Entonces f admite una expansion en la base ortonormal

de HKZ
= arV/ Ao,

A >0
donde ay = {(f,V/Aror)K, Ahora, como {¢y : k > 1} es un sistema ortonormal en L2(X)

tendremos
1172 = (D arv/Medr, Y arv/Aedr)L2(x) =

A >0 Ak>0
= a}| el < sup{|Akl: Ak > 04D a}) <
Ak >0 A >0
< V(Y ad).
A >0

Como {vArdk : A, > 0} es una base ortonormal de Hy
117 = (> ax\/ A, > ar/Adr) = > ai.
Ae>0 Ap>0 A >0
Por tanto, habremos concluido
[fllz2(x) < Cxllfllx-
Por el Teorema de Aproximacion, concluiremos que si

K(a, t
if’}<oo,

1 Fpllr = sup{
t>0

entonces
—2r

d(fp, B) < |Ifpll7~" R

tenemos la equivalencia citada. O

_0_

Tomando r = 747
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3.2.5. Error Empirico y Error Cuadratico Medio. La siguiente etapa de la Teoria
del Aprendizaje pretende inferir la funcién de regresién f, a partir de funciones que optimizen
el error empirico cuadratico en promedio a partir de una observacion empirica z € Z™. La
idea se retrotrae a los trabajos de V. N. Vapnik and A. Ya. Chervonenkis ([CV, 71]) v a
métodos combinatorios como el método descrito por D. Pollard en [Po, 84|. Para formalizarlo,
retomaremos nuestra definiciéon de &, para z = ((x1,¥1), ..y (Tn,yn)) € Z™, con Z = X x Y.
Supongamos (X, d) métrico separable, Z = X x Y, p una distribucién de probabilidad en Z.
Supongamos que f, : X — R es la funcién de regresion y M, € Ry tal que || f,||occ < M,.
Sea H un espacio de Hilbert y definamos

gziH—>R+
1 )
fHﬁ;‘yiff(xl)‘

Supongamos que H es una d-aproximaciéon de la regresién de p, supongamos fy € H tal que
I[fa — follz2(x) < 0 y fu minimiza £ sobre H. Sea B = By (0,R) = {g € H : ||lg|ln < R} la
bola cerrada de centro 0 y radio R en H. Denotemos por fp . € B un elemento que minimiza
&, sobre B, es decir,

E:(fB,») =min{&.(g) : g € Bu(0, R)},
y definimos para € > 0,6 € R
HY(B,e) = {z € 2" : sup [E.(f) — £(f)| < e}
feB
PROPOSICION 3.2.7. Con las hipdtesis y notaciones precedentes, si 0 < § <1y si R> M, +1,
se tiene para B = By (0,R) y z € HY" (B, ¢):
Z) fo € B.
i) |fB.z = follT2(x) < 26+ 0.
i) 1E(fB,2) —E(fp)] < 2e496.

DEMOSTRACION. i) Tenemos que H C L?(X) es un espacio de Hilbert, subespacio
de L?(X). Entonces

falla =Ifalle2x) < fu = Ffolle2x) + 1 follz2 ),
pero
foll2x) < M1flloe < M),
luego
|[fullg <0+ M, <M, +1<R.
Por ello fg € B.
iii)
/B, — folle2x) < 1fB.2 — fullezcx) + [1fa — follezx)-
Como ||fu — fpllr2(x) < 0, solo nos queda por analizar el primer sumando. Ob-

servemos que

e Como fgy € B

0< 5z(fH) - 5z(fB,z)'
e Como fy minimiza & sobre H tendremos:

0<&(fp,2) = E(fn)-
Entonces, tendremos
1€(fB,2) = E(fu)l = E(fB2) — E(fu) =
= 6(fB,z) - 5z(fB,z) + gz(fB,z) - g(fH)
Como &.(fB,2) < &.(fu) quedara

IE(fB.2) = E(fu)l < E(fB.2) = E(fB.2) + E(fu) — E(fu) <
< |g(fB,Z) - EZ(fB,Z) +gZ(fH) - 5(fH)| <
S |€(fB,z) - gz(fB,z” + |5z(fH) - 5(fH)| S 257
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porque z € Hy(B,¢e). En conclusién

IE(f,) —E(fB,2)| < 2e+6.

Pero, ademas,

(o) — E(Fm.2)| = 1fo — e300

por lo que hemos probado también el apartado ii).
O

3.2.6. El Método Combinatorio de Pollard en Versién [PS, 20]. Dado un espacio
de Hilbert H con ntcleo reproductor K : X x X — R, siendo (X,d) un espacio métrico
separable, dada B = By (0, R) una bola en H de centro 0 y radio R y dado € > 0, hemos
introducido en la Subseccién precedente la clase Hy(B,¢). Este conjunto viene dado por

(3.2.2) H{"(B,e)={z€ 2" sup 1€(f) —E()l < e}

La principal contribucién de Vapnik, Chervonenkis o Pollard (asi como los Teoremas B o C
de [CS, 02]) consiste en probar que H,(B,¢) no solamente es no vacio sino que es altamente
probable en Z™ con la probabilidad producto castesiano p”, inducida en Z™ por la probabilidad
pen Z. Esta serie de resultados permiten estimar cotas inferiores de p" (H, f(,")(B, g)) en funcién
de los diversos elementos involucrados. El resultado que expondremos a continuacion es la
interpretacién en [PS, 20] del método combinatorio de Pollard. Se trata de un ingrediente
instrumental en el contexto de este trabajo por lo que no entraremos en la prueba.

TEOREMA 3.2.8. Sea (X,d) un espacio métrico separable, I C R un intervalo compacto, Z =
X x I y p una distribucion de probabilidad sobre Z. Sea f, la funcion de regresion asociada y
supongamos M, una cota superior de || fp|]so-

Sea Hi un espacio de Hilbert de funciones a valores reales sobre X, con nucleo reproductor
K:XxX —R. SeaR=M,+1y0 <6 <1, de tal modo que Hg contiene una ¢-
aprozimacion fg de f,. Sea B € R un nimero real positivo, n € N un entero y ¢ > 0, de tal
modo que se verifica:

2
. log(2)B <e.

o Vf gBH(O,R), Yy € I se tiene
ly = f2)* <

Entonces, si Hé")(B(O,R),s) es el conjunto definido en 3.2.2 se tiene:

w-\ wy,

n( fr(n) s1_9(L
P (HD (B0, R),2) =1 -2 (15
donde E(R) es la esperanza siguiente:

1
E(R) = E,;0,m,+1) |Gz 2|F]-

3.2.7. La Prueba del Teorema Fundamental del Capitulo. Consideremos I C R un
intervalo compacto, (X,d) un espacio métrico separable, Z = X x I y p una distribucién de
probabilidad sobre X x I. Sea f, la funcién de regresién.

Sea H C R¥X un espacio de Hilbert con ntcleo reproductor K : X x X — R que contiene
una J-aproximacion fy € H de f,, con 0 < 6 < 1. Sean R € R y € > 0 dos ntimeros reales
positivos. Definamos

)" 0, + DE(R) + e

H(Bu(0,R),e) ={z€ 2": sup [|&.(f) —E(f)| <e}.
f€Bu(0,R)
Sea z € H,(Bi(0,R),¢), 2= ((1,91), .-, (Tn,Yn)). Supongamos que
i) [Ifollo <R -1
ii) Si Gy = (K(24,2;))1<i,j<n es la matriz de Gram en el punto = (z1,...,2,), por
hipdtesis tenemos

MGe)® 1 < R

1
1G22]|r

Entonces, se tiene:
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e Sea fp,(0,r),- € Br(0,R) un elemento que minimiza el error empirico en By (0, R)

E.(fBu(o,R),-) = min{&.(9) : 9 € Bu(o,r),=}»
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y sea f, € W, = Span{K,,, ..., K, } el elemento que minimiza &, sobre H. Entonces,

por el Teorema 3.1.1.

G,)?
17l < 214G
eI

Luego f. € Bu(0, R) y se tendrd fp, (0,r),> = f--

llyllz < R.

Por otro lado, sabemos que 0 < 6 < 1, luego si fyg € H es una d-aproximacién de f, sabemos

que
Wfalla < | follzzcxy < Ml fpllee +1 < R.
Por tanto, fg € B(0, R) con las hipétesis del Teorema. Ademads
1 = folltax) <0
|E(fr) —E(fp)| < 0.

Consideremos ahora

e 0<E&(f.) —E&(fm), porque E(fg) es minimo de & sobre H.
e 0<E&.(fu)—E.(f.), porque E.(f.) es minimo de &, sobre H.

Entonces

E(f2) = E(fm)l = E(f2) — E(fn) =
E(f2) —E(fu) <
Efu) — E(fu)

porque E;(f.) < E.(fu)-
Entonces

E(f2) = Efm) S |E(f2) — E(f) + |€:(fu) — E(fu)].

Pero como z € Hf(;n)(BH(O,R),E) y [z, fu € By (0, R), concluimos que
E(fu) = E(fu)l < e

Finalmente,

E(f2) = ESp)l < NE(Sf2) = E(fu)| + |E(fu) — E(fp)| < 26+ .

Como |E(f.) —E(fo)l =If- — fPH%?(X)V el Teorema se sigue.






APENDICE A

Resultados Adicionales

A.1. Pruebas de Algunos Resultados Elementales sobre Espacios de Hilbert

Comenzamos los resultados de este Apéndice con una prueba de la clisica desigualdad de
Cauchy-Schwarz.

TEOREMA A.l1.1 (Cauchy-Schwarz). Sea (H,(-,-)) un espacio preHilbert sobre K. Entonces,

para cada x,y € H se cumple
[z, p)| < Vi@, )V (Y, y)-

DEMOSTRACION. Por la no negatividad del producto interno, tenemos que

(Az — py, Az — py) >0
para todo x,y € H y A, u € C. Desarrollando el producto interno obtenemos que

Az — py, A\v — py) = (Az, Ax) + Az, —py) + (—py, Az) + (—py, —py) =
(AP (2, 2) — Nale, y) — Mady, @) + |ul*(y, y) > 0,
por lo que se cumple ~
NP (@, 2) + |ul* (v, y) > A, y) + Aply, o).
Como (z,y) € C, podremos escribirlo como

(z,y) =re?,

con 7 = [(z,y)| v 0 = arg((x,y)). Si tomamos A\ = /{y,y)e ¥, u = +/(z,z) y desarrollamos
ambos lados de la desigualdad tenemos
e En el lado izquierdo

AP (@, z) + |y, y) = (v, y)(z, 2) + (@, 2) (y, y) = 2(z, )y, ).

teniendo en cuenta que |A| = /(y, y).
e En el lado derecho

N(z, y) -+ u(y, &) = (g, )™ O/ (@, @) [, )|+ (v, v)e V (w, @) [(@, )™ = 2(x, 2) (y, y) (2, v)]
Por tanto, tenemos que
2z, z)(y, y) = 2v/(z, )V (Y, y) (@, y)|

y suponiendo que z,y # 0 llegamos a que

Vi, 2)V/(y,y) = (2, )],

tal y como queriamos probar. Si x o y fuesen 0, ambos lados de la desigualdad serian 0, luego
el resultado sigue siendo valido. O

Por completitud, incluimos una prueba del teorema 1.1.2 del capitulo 1 que enunciamos y
probamos a continuacion.

TEOREMA A.1.2. Sea (H,(-,-)) un espacio preHilbert. Definimos la siguiente funcion
|-l H— Ry
x = A/ (x,T).

Entonces, (H,|| -||) es un K-espacio vectorial normado. Es decir, || - || satisface las siguientes
propiedades
i) ||z]| >0,V x € H.
it) ||z|]] =0 <= x=0.
iii) || Ax|| = [\|||z||, V€ H, A e K.



52 A. RESULTADOS ADICIONALES

w) [l +yll < |||l + lyll, ¥ 2,y € H.

DEMOSTRACION. Necesitamos probar las cuatro propiedades que tiene que cumplir una
funcién norma:

o llal| >0
Basta usar la definicién de || - || para ver que ||z|| = (z,z) > 0 por las propiedades del
producto interno.

o |jz|]]=0 <= =0
Probamos f4cilmente la implicacién a la derecha viendo que ||z|| = \/{z,z) = 0 =
||[z]|?> = (z,2) = 0 = = = 0, por ser el producto interno definido positivo. La otra
implicacion es trivial.

o [[Az][ = [A] [l

IAz]] = (Aw, Az) = ANz, 2) = [A[ [|«]]-
o llz+yll < 2]l + Iyl
Antes de probar esta propiedad, notemos que dado un A € C, se cumple que |Re(A)| <
A, con Re(\) denotando la parte real de A. Vemos esto facilmente considerando un
z € C de la forma z = a + bi. Entonces

|z| = Va2 + b2 > Va2 = |al.

Dicho esto, tenemos que
lz+y|]? = (e +y, z+y) = (z,2) + (2, y)+(y, 2) +(y,y) = ||2[]> +||y[]> +2Re((z,y)) <
< l=[1? + [yl + 2| Re((z, y))| < [ll* +[lyl* + 2[(z, y)| < [l2]* +[lyl* + 2[2|| [ly]] =
= (Il +[lyID?,
probando asi la cuarta condicién. Notemos que la iltima desigualdad viene dada por
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
d

Probamos a continuacién la caracterizacion de los espacios normados que son preHilbert a través
de la Ley del Paralelogramo, que corresponde al teorema 1.1.7 del capitulo 1

TEOREMA A.1.3 (Ley del Paralelogramo). Sea K =RV C y sea (V,||-||) un K-espacio vectorial
normado. Entonces, la norma || - || sobre V' es la inducida por un producto interno {-,-) sobre
V' y una estructura de espacio preHilbert (V,(-,-)) si y solamente si la norma || - || satisface la
siguiente propiedad (conocida como Ley del Paralelogramo):

Ve,ye Voo flz+yll® +lle —yll* = 2/l + 2[lyl1*.

DEMOSTRACION. Probamos el resultado para el caso K = C demostrando ambas implica-
ciones

=) Si utilizamos la norma definida en el teorema 1.1.2.
v, y) + (z,2) = (z,y) — (¥, 2) + (1, 9) = 2(z,2) + 2(y,y) = 2||=[|* + 2| |y[|*.
<=) Si una norma satisface la Ley del Paralelogramo, entonces la siguiente ecuacién, cono-
cida como Identidad de Polarizacién, define un producto interno

1 . . . .
(y) = 7(le+yll® = llz = yll* +ille + iyl* —ille - iyl]*).
Lo primero que tenemos que probar es que efectivamente (x, ) = [|z||?>. Tenemos que
1 ) . . ) 1 . . . .
(w2 = J(122l1” +illz + il |* —ille —iwl]?) = Z(Allll® +ll2|*[1 +4* = ill2] "1 = ).

Como |1 —i| = |1 44|, vemos facilmente que efectivamente (z,z) = ||z||>. Por tanto,
sabemos que el (-,-) que hemos definido cumple que es positivo y nulo solo en el 0, es
decir, las propiedades #ii) y iv) del producto interno. Probemos la simetria. Tenemos
que

1 . . . ;
(y) = 7z +yll* = llz = ll” + illz +ay|* — ille - iy]]*).
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— 1 : . . .
(v, 2) = 7y + 2l = lly — 2ll” = illy + i||* +illy — iz|]*).

Estd claro que ||z —y|| = ||y —x]|, luego las partes reales coinciden. También se cumple
que

lw—iy||* = (z—iy, x—iy) = (z,2)+(x, —iy)+(—iy, @)+ (—iy, —iy) = (2, 2)+i(z, y)—i{y, 2)+{y, y)

ly+iz||” = (y+iz, y+iz) = (y,y) + (y, ix) + (iz,y) + (iz, ix) = (y,y) —i(y, z) +i(z,y) + (z, 7)

De forma andloga, vemos que ||z + iy||> = ||y — iz||*> y por tanto la parte imaginaria
también coincide. Con ello, probamos la propiedad ii).
Para probar la linealidad, antes debemos probar la siguiente igualdad:

Va,y,2 € V ||z +y+ 2> = [l +yll* + lly + 2l + llz + 2> = ||2]]* = [lyl]* = ||2]]*.

La demostracién de esta igualdad consiste en aplicar la Ley del Paralelogramo sucesi-
vamente. Los términos subrayados son donde la aplicaremos:

lz+y+zl® =llz+yll + 12l = e +y — 2 + |lz + yll* + [|2]]* =

1 1
= [l +yll2 + 1212 = Sk +y — 2P+ 5llz+y + 2| =

1
= llz+yll” + llz+ 2 + =" + lyl* = 5z =y +21” + llz +y - 2[°) =

= llo+yll” + [lo+ 2l = 2l = | =y + 21> + [lyll* + []]* =

= Il -+ gll? + e+ 2l = Nl + Sy + 2l = 51—y + 2IP
= llz +ylP* + Iy + 21* + ||z + 2> = [2]1* = llyl* - |I=]I*.
Ahora vamos a probar que
Vao,y,z € V.(x +y,2) = (z,2) + (y, 2).

Para ello, nos vamos a fijar en que
1 1
(y) = 7l +ull* = llz = ll” +illz +ayl* = ille —iyl]*) = > il + ity
k=0
y en que Eizoikzl—l—i—l—izo. Ast:

3
@+y,2) =Y i*llz+y+i*2l] =

k=0
3
= "l +yl? + |z + 22+ [ly + 22 = [ll* = |lyl* - [1"2]]*) =
k=0
3
= i*(lle + %2+ |y +i*2]%) = 4z, 2) + 4(y, 2).
k=0

Probar que (z,y + z) = (z,y) + (, 2) se realiza de forma andloga. Falta probar que
dado un A € C tenemos que (\z,y) = A(z,y). Una vez hayamos visto eso, probar
que {(z,\y) = Mx,y) serd solo cuestién de aplicar la simetria del producto interno
complejo. Con lo que hemos visto hasta ahora, estd claro que para todo n € Z se
cumple que (nz,y) = n{z,y).

Sea p,q € Z,q # 0. Tenemos que

a{Ca.) =l .v) = pla-v) = ple.y),
q q q

por lo que (Y2,y) = 2(z,y). Hasta ahora hemos probado la linealidad para A € Q.
Si probamos la linealidad de la unidad imaginaria i, sumado a lo ya visto, habremos
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probado la linealidad para Q + Q[é]. Efectivamente:
Aiz,y) = iz + y||* +illiz + iy||* — |liz — y|* — illiz —iy|]* =

= |li(z — iy)l[* + il[i(z +y)II* — [liz +iy)|]* —illi(z - y)|* =
= [i] ||z — ayl|* +alil ||z + yl* = || [lo + iy|]* — ili] []o - y||* =
= |lz — ayl* +illz +ylI* = llz +ayl* —illz — ylI* = i(=illz —iyl]* + [lz + yl1* + il |z +iy]]> — [lz —y]]*) =
= 4i(z, y)

Ahora consideremos un ¢ € C y una sucesion (g,), en Q + Q[¢] tal que ¢, — ¢. Por

la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

[(gnz,y) — (cx, y)| < lgn —cf ]| [lyll,

luego (gnz,y) — (cz,y). Pero a su vez, (g,x,y) = ¢n(z,y) — c(z,y), por lo que
hemos probado que la linealidad es para todo A € C y finalmente que (-, ) que hemos
definido es un producto interno. Por tanto, V' es un espacio preHilbert.

Para el caso real (K = R), la prueba es idéntica salvo que la forma bilineal simétrica a utilizar
cuando (V|| - ||) es un R-espacio vectorial normado que satisface la Identidad de Polarizacion
es la siguiente:

() VXV —R,
dada por
1
Vey eV (wy) = (llr+yll” =l —yll?).

Presentamos a continuaciéon la demostracién del teorema 1.1.9.

TEOREMA A.1.4. Si (H,(-,-)) es un espacio preHilbert, el producto interno es una funcion
continua con respecto a la topologia producto en H x H inducida por la topologia del espacio
normado (H,|| - 1]).

DEMOSTRACION. Vamos a probar que si una sucesién de elementos z, converge a ,
también converge en norma, es decir ||z, || — ||z||. Tenemos por la desigualdad triangular que

lz]] < llz = znl[ + [J2all;

[|zn|| < flzn =[] + [J]]

Como ||z — x| = ||zn, — z||, tenemos que
—llz = zall <lz]] = [lzall < |lz = 2nll,
luego | ||z||—||znl| | < ||z —zn]| y como x,, — z estd claro que ||z,|| — ||z|| cuando n — oo.

Por otro lado,
[{Zns yn) = (@ 9)| = [(@nsyn = 9) + (20 = 2,9)[ < @0,y = 9)| + (20 — 2, 9)] <
<l flyn = yll + llzn — 2] lyl],
aplicando Cauchy-Schwarz en la tltima desigualdad. Como ||z,|] — ||z|| se cumple que
[(@nsyn) — (2, 9)[ — 0

sin — oo. g
Probaremos a continuacién la Proposicion 1.1.11 del Capitulo 1.

PROPOSICION A.1.5. El espacio preHilbet (¢2,{-,-)) introducido en el ejemplo 1.1.8 es completo
y, por tanto, un espacio de Hilbert.

DEMOSTRACION. Vamos a probar que £2 es completo y por tanto es un espacio de Hilbert
con el producto interno que definimos antes. Sea (z,), una sucesién de Cauchy en £2. Vamos
a probar que existe zy € £ con

To = lim x,.
n—oo



A.1. PRUEBAS DE ALGUNOS RESULTADOS ELEMENTALES SOBRE ESPACIOS DE HILBERT 55

Para cada n € N escribimos

Ty = (Z%a’le7 ""Zlia )

Ty = (22,25, .., 28,..)

Ty = (27, 28, ey 205 -0)

Vamos a ver que dado k € N, lim,,_, 2} existe en C. Para ello basta probar que (z}}), es una
sucesién de Cauchy en C. Sea € > 0. Vamos a probar que existe ng € N tal que para todo
n, m > ng se cumple
|z — 21| < e.
Sabemos que (), es una sucesién de Cauchy, luego para el mismo ¢ existe un n; € N tal que
2
llzn — zm|]” < e,

para n,m > ny. Es decir

oo
Z|zzn—zln|2 <e.
i=1

En concreto, si tomamos ng = ny tenemos que
o0
n m|2 n m|2
|z — 2'|° < E |z — 2"|° <e,
i=1

probando asf que (z}),, es de Cauchy. Si llamamos 2) a lim,,_, 2}, tenemos que

. 0 0 0
o = (27, 29y ey 2y oen)-
Falta probar que zg € £2 y que efectivamente x¢ = lim,, o0 2y,

Sea ¢ > 0. Sabemos que (z,), es de Cauchy, luego existe un ng € N tal que si n,m > ng

entonces
oo

|2n — zml|* <e = |zp — 2 <e.
k=1
Si fijamos [ € N,
l
Z |2f — 2 < ¢
k=1
v haciendo tender n — oo tenemos que
l
0 m |2
Z |2k — 25" < €
k=1
para todo | € N. La sucesién de sumas parciales es creciente y esta acotada por e, luego su
Imite

o0
(A.1.1) > laR = 2
k=1
estd acotado por €. La ecuacién A.1.1 se cumple para todo m > ng, por lo que para m = nyg
o0
Sl -z <e.
k=1
Si definimos
Y= (2 — 270,29 — 200, ., 2p — 270,..),
entonces por la ecuacién anterior y € £2. Como tanto Yy como T,, pertenecen a 02, entonces
Y+ Ty, = Xo € 2.
Para probar que z¢ = lim,,_,o &, basta ver que la ecuacién A.1.1 la podemos escribir como

[lzo — zm||* < e,
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para todo m > ng, que es la definicion de

o = lim xz,,.
m—0o0

O

A continuacién, enunciamos y probamos la existencia de completado de un espacio de Hilbert
citado como Teorema 1.1.13 del Capitulo 1.

TEOREMA A.1.6. Sea (H,(:,-)) un espacio preHilbert sobre K. Entonces, existe un espacio de
Hilbert (Hy, (-, ) m,) tal que existe una aplicacion lineal continua I : H — Hy verificando:

i) I(H) es denso en Hy para la topologia inducida por la norma || - || m,-

it) I es una isometria, es decir,

<I(£C), I(y)>H0 = <.’£, y)Ha v x,y S H.

Mads aun, Hy es unico con estas propiedades salvo isomorfismo lineal isométrico. Fs decir,
dados (H', (-,-Yu+) un espacio de Hilbert y una aplicacidn lineal L : H — H' que satisface las
propiedades i) y i), entonces existe una isometria lineal ¢ : Hy — H', que ademds cumple
que @ |y I(H) — J(H) es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Comencemos defininiendo el conjunto
H' = {(2n)n : (xn)n es una sucesién de Cauchy en H}
y la relacién ~ dada por
(@n)n ~ (Yn)n = nh_{I;O [[Zrn — ynl| = 0.

Probemos que se trata de una relaciéon de equivalencia
e Reflexividad: Como lim,, e ||Zn — Zn|| = lim;, 00 0 = 0, tenemos que (zp)n ~ (Tn)n-
e Simetria: Sabemos que lim,_ o ||z — yn|| = 0, pero ademds lim,, o ||x — Yn|| =
lim, 00 ||yn — znl|| al tratarse de una norma, luego (yn)n ~ (Tn)n-
o Transitividad: Supongamos que (Zp)n ~ (Yn)n ¥ (Yn)n ~ (2n)n. Tenemos que

[0 = 2nll = [|Zn = Yn + Yn = 2all < |20 — Ynll + lyn — 2all,
luego lim,, o0 || — 2n|| = 0, es decir (x,)n ~ (2n)n.

En particular, ~ a parte de ser una relacién de equivalencia cumple que si (2, )n, (Yn)n € H'
entonces

[(Zn)n] = [(Yn)n] © [(Tn)n] N [(Yn)n] = 0.

Veamoslo: supongamos que [(2y)n] N [(yn)n] # 0, es decir, existe una sucesién (z,), tal que
(@n)n = (Zn)n © (Yn)n ~ (Zn)n. Supongamos ademds que [(zy)n] # [(yn)n] luego existe una
sucesion (uy)y tal que (n)n ~ (Un)n € (Yn)n * (Un)n. Podria ser al revés, pero serfa un caso
analogo. Entonces sabemos que

lim ||z, —up|| =0.

n—0o0

Por la desigualdad triangular tenemos que
1yn = unll = llyn — 20 + 20 — Tn + Tn — unll < [lyn — 20ll + |20 — 20l + (|20 — ual];

por lo que lim,, o ||yn — un|| = 0 llegando a contradiccién.
Vamos a definir
Hy = {[(zn)n] : (In)n € H/}~
Probemos ahora que si (25, )n, (yn)n € H' entonces lim,, oo (X, Y ) existe. Observemos primero
que

|<xmyn> - <x7naym>| < |<xn_xmvyn>|+|<xmayn_ym>| < ||xn_$m|| ||yn||+||mmu ||yn_ym||

y como (Zn)n; (Yn)n son de Cauchy, (|[zn[[)n, (|[ynl))n estén acotadas y [|zn — zmll, llyn — yml|
convergen a 0 cuando n,m tienden a co. Por tanto, ({x,,yn))n es de Cauchy y como C es
completo, la sucesién converge.

Ahora vamos a definir una serie de operaciones en Hy y probar que estian bien definidas. Sea
[(zn)n]s [(yn)n] € Ho y sea a € C. Tenemos que
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o af(zn)n] = [(axy)n].
o ([(zn)n v[(yn)n]>Ho = limy, o0 (Tn, Yn)H-
Consideramos (zp)n ~ (2,)n € (Yn)n ~ (y,). Tenemos que se cumple

K@, yn) i — (@ ypd i | < llon — 2y l|allynl i + |2 | #llyn — yplla-
Como (zp)n ~ (2),), lim, 00 ||z — 20| = 0 v lo mismo para (yn)n ~ (Y}, )n. Ademés (||2]||)n
¥ (|ynl])n estn acotadas, por lo que

lim |<xnayn> - <"T;qu/1>‘ =0.

n—oo

Asi que el producto interno estd bien definido. De forma similar

n—oo

1@ +yn) = (2 + y)llg < l2n —apllo + llyn — yolle — 0

lawy — axy|lm < la] [Jen — 23 lm =50

Por lo que la suma y la multiplicacién por un escalar también estdn bien definidos.

Si consideramos el conjunto Hy con las operaciones que acabamos de definir, podemos concluir
que Hj es un espacio preHilbert. Sencillos argumentos de computaciéon permiten verificar que
Hy es un espacio vectorial y con el producto interno definido antes es un espacio preHilbert,
por lo que lo omitiremos en esta prueba.

Probaremos ahora que Hy es completo y por tanto es un espacio de Hilbert. Sea (X(") € Hy)nen
una sucesion de Cauchy. Debemos probar que tiene un limite X € Hj cuando n tienda a infinito.
Cada X es una clase de equivalencia de las sucesiones de Cauchy en H. Supongamos que

X = [(Il(n))zeN]~ Construiremos nuestra sucesién X = [(z,)nen] eligiendo cada z, como un

xl(:) con I, cada vez mayor cuando n aumenta. Para ello:

(1) (1)
l

(.Z‘l(l))leN es de Cauchy = 3 1; € Ntal que l > Iy = |[|z;’ —z; ’|[m < 1. Escogemos

(1)

Tr1 = :Ell .
(xl(2))l€N es de Cauchy = 31y >[4 tal que [ > Iy = ||93l(2) - xl(j)HH < 5. Escogemos
(xl("))leN es de Cauchy = 31, > l,_1 talquel > [,, = ||$l(n)*xl(:)||H < ;- Escogemos

(n)

Tn=1) " .
Debemos probar ahora que esta sucesién efectivamente es de Cauchy. Sea ¢ > 0. Por la
desigualdad triangular tenemos que:

et — @l = [l — ™| = [Jai — 2™+l — ™ 2™ — 2™y <

n

< laf™ — 2|5 + ™ — 2™ |+ [al™ — 2™

=l =" s+ (2™ =™l = 11X = X0 g, )+ X =X gy + o™ =™,

para cualquier [ € N.
e Sil >1,, el primer término de la expresién anterior es mas pequeiio que %
e Por definicién, || X™ — X™)||g, = lim, o ||£Cln) — :cl(m)||H. Por tanto, existe un
nimero natural N, ,, tal que el segundo término es menor que § cuando | > Ny .
e Por hipétesis, la sucesién (X ("))neN es de Cauchy. Por tanto, existe un niimero natural
N tal que el tercer término es mas pequeno que 7 cuando n,m > N.
e Finalmente, si l > [,,, entonces el dltimo termino es menor que %
Escogemos un niimero natural N > maz{N, %} De esta forma, tomando n,m > N, garanti-
zamos que se cumpla el tercer punto. Es més, como n,m > N > 4, tenemos que 1, L < < §j
escogemos un [ natural tal que es mayor que maxz{ Ny m, ln, L} se camplird también el segundo
punto, por lo que cada uno de los cuatro términos es menor que 7. Asf, podemos concluir que
[|zn — Tm||# < € y por tanto la sucesién es de Cauchy.

Falta probar que X = lim,,_,oc X(™. Sea ¢ > 0. Por definicién:

1X = XO|gy = lim ||z — 200 |g = lim |lz{™ = 2(2]| 5.
n— oo n—o00 m
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Aplicando la desigualdad triangular:
(m) _

Im

(m) _

Im

lef™ — g < la™ — o ||y + 2] — 20|z

e Como la sucesion (z,, = xl(n))neN es de Cauchy, existe un natural N’ tal que el primer
término de la anterior expresién es menor que § cuando n,m > N'.
e Por la construccién de [,, el segundo término es menor que % cuando m > [,,.

Con un argumento idéntico al anterior, escogemos un nimero natural N > maxz{N’, %} Vamos
a ver que || X — X()|| < € cuando n > N. Para ello, si n > N y consideramos un m mayor que
maz{N’,l,}, cada término de la expresién anterior es menor que §, probando que la sucesiéon
tiene limite y que por ello Hy es completo. Podemos definir ahora la aplicaciéon

I:H — Hy,
z— [(@)n],

es decir, a cada elemento x € H le lleva a la sucesion cuyos elementos son el propio z, que
claramente es una sucesion de Cauchy. Ademas, al tratarse I de una aplicacin cociente, sabemos
que es continua. Probemos que I es lineal y conserva el producto interno. Tenemos que

(@) 1)), = (@l [l ity = i (@) 5 = (29)
probando asi la segunda propiedad. Para probar que es lineal, basta ver que

Iz +y) =[x +y)n] = [(2)n] + [(¥)a] = I(z) + I(y).

Falta probar que I(H) es denso para finalizar con la primera parte del enunciado. Sea X =
[(zn)n] € Hp. Vamos a probar que la sucesion (I(z,))m converge en Hy a X. Observamos que
X = I(@m) o = [(@n)n = [(@m)nlllmy = (20 —=2m)nllm, = (@0 —2m)nl, (@0 —2m)n]) 5, =
= lim (@y, — Ty, Tn — Tip) = Um ||2n — 2| 1,

n—oo n—oo
limite que es igual a 0 cuando m — oo al tratarse (z,,), una sucesién de Cauchy.
Sea H un espacio preHilbert y sean Hy y H' dos completaciones, es decir, existen I : H — H
y J : H — H' isometrias lineales con I(H) y J(H) densos en Hy y H' respectivamente.
Queremos ver que existe una isometria ¢ : Hy — H'.
Sea 2 € Hy. Como I(H) es denso en Hy, para cada n € N, existe un punto 2 € B(z, 2)NI(H).
Claramente la sucesion (z9),,en converge a 2° en Hy. Para cada n € N, definimos z,, = I~1(29),
que estdn bien definidos por ser I una isometria y por tanto inyectiva. Por otro lado, definimos
x), = J(x,) € H'. Como I y J son isometrias, para todo n,m € N:

<"L‘/na x;n> = <$%,$9n>

)n converge en Hy, es de Cauchy y por la igualdad anterior, estd claro que (z/,),

Como (29

también es de Cauchy y por ser H' completo, la sucesién converge a algin a2’ € H'.
Consideramos (z0),, otra sucesién en Hy convergente a z¥. Para cada e > 0 existe un m. € N
tal que d(a9,2°),d(z%,2°) < § cuando n > m., luego
0 -0 0,0 0 -0 €€
d(z,,z,) < d(z,,z")+d(z°,z,) < ;t5=¢e
sin > me.
Sea 7, =I1"%(z%) € H y #, = J(Z,) € H'. De nuevo, como I y .J son isometrias:

d(l‘/n, f;) = d(x?” j2)7

para cada n € N. Por ello, d(z},,Z}) < e sin > m.. Sea e > 0. Como (z},), converge a =’ en
H', existe un k. tal que d(z;,,2’) < § cuando n > k.. Entonces:

E €
Az, 2" < d(z,,z.) +d(z,,2") < gt =6
cuando n > max{k.,m. 2} y (Z,)n converge a z’.
Por tanto, la aplicacién ¢ : Hy — H' dada por ¢(2°) = 2’ estd bien definida: no importa que
sucesién en Hy convergente a x° tomemos para definir 2.
0

Es més, si 2° € Hy, puedo tomar 22 = 20 para todo n € N y entonces (z°) = J(I~1(2?))

probando asf que ¢ |g,= J o I~'. Por tanto, como I y J son isometrias, son inyectivas y
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al restringir el dominio, también sobreyectivas, por lo que efectivamente ¢ restringido es un
isomorfismo.

Falta probar que h es una isometrfa. Sean °,y° dos elementos de Hy y sean (2%), e (y2), dos
sucesiones en H? tales que convergen a 2°, y° respectivamente. Entonces la sucesién ((22,42)),,
converge a (z°,y°) en Hyx Hy. Como la métrica d es continua en Ho x Hy, (d(z2,yY)),, converge
ad(z® y°) en R.

Como antes, para cada n € N, sea x,, = ["1(20) € H y sea 2!, = J(z,) € H', tal que (z},)n
converge a h(z°) € H'. Andlogo para y/,. Por el mismo argumento que antes, tenemos que
(d(z!,,y.))n converge a d(z',y’). Luego d(x2,90) = d(zn,y,) = d(z},,y.,) para cada n € N.
Ast:

n—oo

d(h(2°), h(y%)) = lim d(z,,y,,) = lim d(ay,yp) = d(2°,y°),
n—oo
por lo que h es isometria. O

Continuamos, de nuevo por completitud, con la demostracién del siguiente teorema, que corre-
sponde en el trabajo al teorema 1.1.14

TEOREMA A.1.7. Sea (V|| - ||) un espacio normado sobre K y L € Homy(V,K) una funcion
lineal. Entonces, L es continua si y solamente si es de norma acotada.

DEMOSTRACION. Probemos ambas implicaciones

=) Supongamos que L es continua. En particular, L es continua en el 0, luego para
e=1> 0 existe un 6 > 0 tal que si ||z|| = ||z — 0]| < ¢ entonces

IL(2)[] = |[L(z) = L(O)]| < 1.

Si x # 0, entonces

’ Sz ‘ _llall _
[l| 121
por lo que
()=
JEd]
Para todo x € H tenemos que
SIL@Il
[|]]
por lo que
1
L@ < 5l

Efectivamente L esta acotado.
<=) Supongamos que L estd acotado. Entonces existe M > 0 tal que para todo =z € H
tenemos que

L) < M|J|].

Sea € > 0 y definimos § = 7. Entonces, si ||z — y|| < ¢ tenemos que

S
L) = L)l = 11z~ y)ll < Ml — yll < Mo = M~ = .

Por tanto, L es continua.

A.2. Pruebas de Algunos Resultados Sobre Bases Ortonormales

Seguidamente incluimos una demostracién elemental del Teorema 1.2.1 del capitulo 1 por com-
pletitud:

TEOREMA A.2.1. El complementario ortogonal de un subconjunto de un espacio de Hilbert es
un subespacio lineal cerrado.
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DEMOSTRACION. Sea H un espacio de Hilbert y sea A un subconjunto de H. Vamos a
probar que A+ es un subespacio lineal. Sean y,z € AL y sean ), € C. Tenemos que ver que

(x,\y+pz) =0, Vo € A.
La sesquilinealidad del producto interno nos dice que
(2, My + uz) = Ma, y) +Tila, ) = 0,

por ser y, z ortogonales a x. Por tanto, A+ es un subespacio lineal.
Para probar que A~ es cerrado, tenemos que probar que para toda sucecién (y,) convergente
en AL, el limite estd en A-. Por el Teorema 1.1.9, el producto interno es continuo, luego

(z,y) = (z, lim y,) = lim (z,y,) =0,
pues (z,y) = 0 para todo z € A e y,, € A+. Por tanto, y € AL y At es cerrado. O
Lo siguiente que hacemos es probar el resultado del teorema 1.2.2.

TEOREMA A.2.2. Sea M un subespacio lineal cerrado de un espacio de Hilbert H.
a) Para cada x € H existe un unico punto y tal que
[l = yll = min [jz — 2[|.
b) El punto y € M que cumple a) es el inico elemento de M con la propiedad de que
(x —y) L M.

DEMOSTRACION. Visualmente el resultado puede parecer obvio, si nos imaginamos M
como una recta, x como un punto fuera de la recta e y el punto de M més préximo a x, como
podemos ver en la siguiente imagen.

La demostracién realmente no es trivial. Empezaremos por probar la existencia del y descrito
en el apartado a). Sea d la distancia de = a M,

d=inf{||z — 2|| : z € M}.
Tal y como hemos definido d, existe una sucesién de elementos y,, € M tal que
lim ||z —yn|| =d.
n—oo
Entonces, para todo € > 0, existe un N tal que
|z —ynl| < d+e,

cuando n > N. Veamos que la sucesién (y,,) es de Cauchy. Si aplicamos la ley del paralelogramo
aT— Y,V T— Yn, tenemos que

122 = ym = ynl 1> + [[ym — yal* = 2[lx = yml|* + 2]z — ya| >
Como M es lineal, tenemos que % € M y por la definicién de d se cumple que

|z — WH > d.
Por tanto, para todo m,n > N,

||ym *ynHQ = 2||$7ym||2 +2||I 7yn||2 - ||2‘T — Ym *ynHz < 4(d+5)2 — 4d? < 45(2d+5)'
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Efectivamente (y,) es de Cauchy. Como un espacio de Hilbert es completo, existe un y tal que
lim,, 400 Y = y vy como M es cerrado, entonces y € M. La norma es una funcién continua,
luego

llz —yll = lim |l —yn|| = d.

n—oo

Ahora probamos la unicidad del vector y € M que minimiza ||z — y||. Supongamos que existen
dos vectores y e 3’ de tal forma que ambos minimizan la distancia a z, es decir

lz—yll=d, Iz -yl =d
Aplicando la ley del paralelogramo a © —y y © — 3’ tenemos que

122 —y = y'[I* + lly = ¢/|I* = 2l]a — yl* + 2l|z — y/'[|*.

Como %‘y' eM, |z — %?/H >d
y+y
ly =/l = 2llz = ll” + 2llz = y/II* = |22 —y = /|| = 4d” — 4[]e = == <0.

Por tanto ||y — ¢’|| = 0 y entonces y =y, probando as{ la unicidad y con ello el apartado a).

Vamos con el apartado b). Debemos probar que el y que minimiza la distancia con x cumple
que (z —y) L M. Como y minimiza la distancia, tenemos que para todo A € Cy z € M se
cumple
e = yll* < [la -y + Azl
Si expandimos el lado derecho de la desigualdad, tenemos que
|z =yl <z —y+ AP = (z —y+ Az,x —y + Az) =
<x—y,x—y>+<$—y,Az>+<>\z,x—y>+<)\z,)\z> = \|$—y||2+)\<m—y,z>+)\<x - y72>+|>‘|2|‘z||27
por lo que
0< Mz —y,2) + Mz —y,2)) + [M[2]]* = 2Re(Mz — y, 2)) + [AP||]1%,
y entonces B
—2Re(Mz —y,2)) < M|
Podemos escribir (x — v, z) = [(z — y, z)|e?’. Si escogemos A\ = —ce?? con & > 0, entonces
—2Re(—ee” |z —y, 2)|e” ) =< | — e’ ’[|2]?,
—2(=el{z —y,2)|) < 2|2,
2w — y,2)| < ellzl]?
Tomando el limite cuando € — 0T, tenemos que (z — y, z) = 0, luego (z —y) L M tal y como
queriamos probar.
Finalmente, vamos a probar que y es el tinico elemento de M con la propiedad de que (x —y) L
M. Suponemos que existe otro elemento asi en M y llamemosle 3’. Entonces para cualquier
z € M se cumple que
<.’L‘—y,Z>:0, (m—y’,z)zO.
Como (x — y, z) =0, entonces —(x — y, z) = (y — z,z) = 0 y tenemos que
y—z2)+e—y,2)=(y-—a+a—y,2)=(y—y,2) =0
Tomando z =y —y' € M, tenemos que (y — ',y —y’') = 0 y por las propiedades del producto
interno, concluimos que y — 3’ = 0 y por tanto y = /. g
A continuacion recordamos el Teorema 1.2.4 del Capitulo 1 y damos su demostracion.
TEOREMA A.2.3. Si U = {u; : i € I} es un subconjunto ortonormal de un espacio de Hilbert
H, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) (x,u;) =0 para todo i € I implica x = 0;

i) x = (%, u)u; para todo x € H;

iii) ||z]|? =Y e; Ha, wi)|? para todo x € H;

w) [Ul ={> ,cvcutt:cu € Cy ) iy cuu converge incondicionalmente} = H;

v) U es un conjunto ortonormal mazimal.

DEMOSTRACION. Probaremos que i) = i) = i1i) = iv) = v) = 1):
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i) = ii) La propiedad i) implica que U+ = 0. Para probar que i) implica i), vamos a probar

que
x— Z(sc, ui)u; € UL
iel
Sea u;, € U. Tenemos que por la continuidad del producto interno y por la ortonor-
malidad de U:

(@ =Y )i, wig) = (w,u5) — O (@, ui)ui, ug,) =
el el

= (z,u;) — Z<ui,$><ui,uio> = (z, uip) — (@, us,) = 0.

i) = i)

[l = 11w, yuil P = (uis @)ui, ugy 2)u) = D Gui, @) {ug, @) ui, ug) =

iel i,5€l i,5€l
= 3w 2w, s, i) = 3 [ )Pl 2 = 3 (s, )
el el el

iii) = iv) Si (u;,r) = 0 para todo i € I, ||z[|> = 0, luego x = 0 y U+ = {0). Entonces, [U]* =0
y finalmente [U] = H.

iv) = v) Si[U] = H, U+ = {0) cumpliéndose asi ii), por lo que cualquier v € H puede escribirse
como v = ), ;¢iu; con ¢; = (u;,v). Entonces, si v L U, ¢; = 0 para todo i € I,
por lo que v = 0. Por tanto U U {v} no es ortonormal, probando asi que no existe un
subespacio V ortonormal con U C V.

v) = %) Sea U un conjunto ortonormal maximal yseax # 0 € H tal que (u;,z) = 0. Entonces,
podemos considerar V = U U HIII que seria un conjunto ortogonal con U C V llegando
a contradiccién con el hecho de que U es maximal.

O
Probamos finalmente el Teorema 1.2.5 del Capitulo 1.

TEOREMA A.2.4. Asumiendo el lema de Zorn, todo espacio de Hilbert H posee una base ortonor-
mal.

DEMOSTRACION. Enunciamos el lema de Zorn como recordatorio: “Todo conjunto parcial-
mente ordenado no vacio en el que toda cadena (subconjunto totalmente ordenado) tiene una
cota superior, contiene al menos un elemento maximal”. Si H = {0}, la afirmacién es cierta
considerando U = (), as{ que supondremos que H # {0}. Definimos un orden parcial < para
los subconjuntos ortonormales de H por inclusion, es decir, U < V si y solo si U C V. Si con-
sideramos {U, : a € A} como un conjunto de subconjuntos ortogonales totalmente ordenado
donde U, < Upg 0 Ug < Uy, entonces Uye AU, es un conjunto ortonormal y es una cota superior
de {U, : a € A}. El lema de Zorn nos asegura la existencia de un elemento maximal para el
conjunto de subconjuntos ortogonales de H, por lo que ese elemento cumple la condicién v) del
Teorema 1.2.4 y por tanto H posee una base ortonormal. O
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