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RESUMEN. La fibracién de Hopf y la paralelizacién de esferas son dos temas en los cuales las dlgebras
de division normadas R, C, H y O subyacen de forma muy notable, y su estudio arroja bellas
conexiones entre campos aparentemente alejados, como la teoria de algebras y la topologia diferencial.
Con el objetivo de comprender mejor ambos temas y mostrar algunas de las conexiones mencionadas,
en este trabajo se estudian, por un lado, diferentes construcciones de la fibracién clasica de Hopf
y su generalizacién a esferas de otras dimensiones; por otro lado, se construyen de forma explicita
paralelizaciones y estructuras casi complejas de esferas, asi como paralelizaciones del producto de
éstas.

PALABRAS CLAVE: Algebras de divisién normadas, estructuras casi complejas, fibracién de Hopf,
paralelizacion de esferas.

ABSTRACT. The Hopf fibration and the parallelization of spheres are two topics in which the normed
division algebras R, C, H and O underlie very noticeably, and their study throws beautiful connections
between seemingly distant fields, such as theory of algebras and differential topology. With the
aim of better understanding both issues and of showing some of the aforementioned connections, in
this dissertation we study, on the one hand, different constructions of the classical Hopf fibration
and its generalization to spheres of other dimensions; on the other hand, we explicitly construct
parallelizations and almost complex structures of spheres as well as parallelizations of their product.

KEY woORDs: Normed division algebras, almost complex structures, Hopf fibration, parallelization of
spheres.
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Introducciéon

Antes de mostrar la relacién que existe entre los dos temas presentes en el titulo de este trabajo, me
gustaria comenzar citando al matematico hingaro-estadounidense Paul Halmos, quien afirmé lo siguiente:

I see mathematics, the part of human knowledge that I call mathematics, as one thing
—one great, glorious thing. Whether it is differential topology, or functional analysis, or
homological algebra, it is all one thing. .. They are intimately interconnected, they are all
facets of the same thing. That interconnection, that architecture, is secure truth and is
beauty. That’s what mathematics is to me.'

Es la idea de la existencia de interconexiones entre las distintas ramas de la matematica, y su concepcion
como un todo en el que no caben compartimentos aislados del resto, la que me parece relevante destacar,
pues siempre es enriquecedor ser testigo de esa belleza, de esa arquitectura, de esa verdad segura de la
que habla Halmos, y que se puede percibir en todos los niveles de la matematica, incluso en el de un mero
estudiante como quien suscribe. Partiendo de esta reflexién, consideremos ahora los siguientes hechos: en
primer lugar, que solamente existen cuatro fibraciones en las cuales el espacio total, el espacio base y las
fibras sean todos esferas, a saber,

hg:SY —s ST — ST =P (R),
he : St — 8% — S22 P (C),
hy : 83— ST — ST =P (H),
hg : ST — S¥ — S8 =P, (0).

Por otro lado, que las unicas esferas que son paralelizables, esto es, que admiten una base global de
campos vectoriales, son las de dimensién 1, 3 y 7. En otras palabras, los conjuntos de elementos de norma
uno de C, H y @. El punto de unién aparente, y el que aparecera de forma mas clara a lo largo del
trabajo, radica en las algebras de divisién normadas y en el hecho de que solamente existan cuatro: los
nimeros reales R, los complejos C, los cuaterniones H y los octoniones 0. Sin embargo, existe un nexo
aun mas profundo entre los dos hechos descritos: el invariante de Hopf. De hecho, ambos resultados son
una consecuencia del teorema probado en 1958 por el matematico britdnico John Frank Adams en su
articulo [Ada60], con el que culminé sus trabajos en topologia algebraica en la década de 1950, y que
afirma que una aplicacién de $2*~! en S tiene invariante de Hopf 1 si y solamente si n = 2,4 u 8. El
nombre de Heinz Hopf aparece ligado también a la segunda de las fibraciones mencionadas, que hoy lleva
el nombre de aplicaciéon o fibracién de Hopf en su honor, pues fue quien la descubrié en 1931 en lo que
constituyé un hallazgo sorprendente y un avance espectacular en el campo de la topologia algebraica y,
en particular, en la teorfa de homotopia, pues permitié probar que el grupo de homotopfa 73(S?) es no
trivial. La fibracién de Hopf y la paralelizacion de esferas, de hecho, no sblo se encuentran conectadas a
nivel conceptual, como hemos visto, sino también en lo que respecta a las personas que trabajaron en
dichos temas. Asi, tenemos que el matematico francés Michel Kervaire, como parte de su tesis doctoral
[Ker56] dirigida, entre otros, por el mismo Heinz Hopf, prob6 un resultado relativo a la paralelizacién
del producto de esferas que, intuitivamente, resulta ciertamente contrario a lo probado por Adams, a
saber, que el producto de esferas es paralelizable siempre y cuando una de ellas tenga dimensién impar.
La prueba de Kervaire de este resultado, sin embargo, no es constructiva.

Por otra parte, a partir de la parte imaginaria de H y O se pueden definir sendos productos vectoriales
en R3 y R” —de hecho, son los Gnicos espacios R™ en los que existe el producto vectorial— que, a su vez,
permiten definir estructuras casi complejas en S? y S6. La relacién con los temas anteriores no se limita
al empleo de estas dlgebras de divisién normadas, sino que el teorema de Kirchhoff, probado por Adrian
Kirchhoff en 1947 en su articulo [Kir47], establece que si S admite estructura casi compleja, entonces

1P. R. Halmos. Paul Halmos: Celebrating 50 years of mathematics. Ed. por J. H. Ewing y F. W. Gehring. Springer,
1991
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5"+l es paralelizable. Este teorema, combinado con el resultado de Adams, implica que las tnicas
esferas que admiten estructura casi compleja son S? y S8, lo cual fue demostrado independientemente
por Armand Borel y Jean-Pierre Serre en 1951 ([BS51]). Siguiendo con estas esferas, si bien S? es una
variedad holomorfa, pues es la recta proyectiva compleja, se desconoce, en cambio, si S lo es. La cuestién
de determinar si S® es o no una variedad holomorfa se conoce como problema de Hopf y permanece
abierta desde los afios cincuenta del pasado siglo.

A pesar de que, como hemos dicho, el nexo profundo entre la fibracién de Hopf y la paralelizacién de
esferas es el invariante de Hopf, el estudio apropiado de éste requeriria manejar conceptos muy avanzados
de topologia algebraica y su desarrollo habria supuesto sacrificar gran parte de los cdlculos explicitos
mostrados en este trabajo debido a los limites de tiempo y espacio que, naturalmente, existen. Dado que
entendemos que estos calculos juegan un papel importante en la comprensién de los temas desarrollados,
se ha preferido limitar la exposicién a considerar las dlgebras de division normadas como nexo entre la
fibracién de Hopf y la paralelizacion de esferas, aun siendo conscientes de que su punto de uniéon auténtico
es el invariante de Hopf.

De acuerdo con lo dicho, en el Capitulo 1 introduciremos algunos conceptos de teoria de algebras
necesarios para definir y comprender las dlgebras de divisién normadas, para lo cual se ha seguido,
como referencia bésica, el articulo [Bae02] de J. C. Baez; muchos de los resultados presentes en dicho
articulo son enunciados sin demostrarlos, por lo que parte de mi tarea al respecto ha consistido en realizar
estas demostraciones con detalle. Asimismo, en este capitulo incluimos otros conceptos y resultados ya
conocidos, como la mayoria de los relativos a topologia diferencial y geometria proyectiva, las esferas
y la proyeccién estereogréfica, ademés de otros que, al igual que las dlgebras, no han sido estudiados
previamente por quien suscribe, como las estructuras complejas y casi complejas o el niimero de enlace;
éste ultimo, de hecho, constituye un caso particular del invariante de Hopf.

A continuacién, en el Capitulo 2 abordaremos la construccién de la fibracién clasica de Hopf desde tres
puntos de vista diferentes, a saber, empleando coordenadas reales, cuaterniones y geometria proyectiva; esta
ultima construccién nos permitird, ademas, extenderla de forma natural a esferas de otras dimensiones. La
referencia bésica para este capitulo es el articulo [Lyo03] de D. W. Lyons, en el cual se basa la construccién
realizada con cuaterniones. Cabe sefialar que no hay una Unica formulacién de la fibracién clasica de
Hopf, pues dependiendo de la construcciéon se pueden encontrar diferentes expresiones en la literatura; en
este trabajo se ha realizado un esfuerzo considerable por unificar las formulaciones encontradas, lo que ha
obligado a modificar parte de lo realizado en las referencias.

Finalmente, en el Capitulo 3 construiremos de forma explicita las paralelizaciones de esferas y de
productos de esferas, asi como las estructuras casi complejas de S? y SS. La referencia bésica para
este capitulo es el articulo [Bru92] de M. Bruni; aunque en éste si que aparecen, por norma general, las
pruebas de los resultados con mayor o menor detalle, se han completado aquéllas que requerian una mayor
explicacién. Asimismo, en este trabajo se han construido las paralelizaciones de S', §% y S7 a partir de
las estructuras casi complejas de los espacios ambiente, algo que no aparece en el articulo citado.

Con todo lo dicho hasta ahora es facil deducir que el presente trabajo se enmarca, en lineas generales,
dentro del &mbito de la topologia diferencial. Sin embargo, cabe destacar que el desarrollo del mismo
ha requerido también el uso de conceptos basicos de otras disciplinas, como la teoria de algebras o la
geometria proyectiva.

Los temas expuestos en esta memoria no se encuentran desarrollados sisteméaticamente en ningtn libro,
por lo que los articulos [Bae02], [Lyo03] y [Bru92] ya mencionados constituyen las referencias principales
de este trabajo. En la bibliografia se encuentran, por supuesto, el resto de libros y articulos consultados,
asi como los trabajos clasicos de los temas desarrollados y otras referencias para el lector que desee un
tratamiento mas profundo o detallado de alguno de los aspectos relacionados con éstos.

En cuanto a la originalidad del trabajo, ésta no radica en la presentacién de resultados novedosos,
pues no los hay, sino més bien en la estructuracién conjunta de temas que suelen aparecer por separado
en la literatura, como son la fibraciéon de Hopf y la paralelizacion de esferas; en la presentacién unificada
y el estudio detallado de las diferentes construcciones de la fibracion clasica de Hopf; en la construccién
explicita de las expresiones de las paralelizaciones y las estructuras casi complejas de las esferas, y, como
va hemos dicho, en la realizacién de aquellas demostraciones que no se encontraban desarrolladas en las
referencias empleadas. Las ilustraciones son también de elaboraciéon propia, salvo aquellas en las que se
cite expresamente la fuente, y han sido elaboradas mediante el paquete tikz de LaTeX.



CapituLo 1

Preliminares

INTRODUCCION. Los temas tratados en los siguientes capitulos requieren de algunos conocimientos
previos de diferentes dreas de la matematica para poder comprenderlos en su totalidad, por lo que
creemos necesario dedicar unas pocas paginas a establecer estos requisitos de forma que el lector
los tenga presentes a lo largo del trabajo. Asi pues, comenzaremos introduciendo algunos conceptos
relativos a la teoria de algebras, con particular énfasis en las dlgebras de divisién normadas R, C, H y
O, y culminaremos esa seccién con la construcciéon de Cayley—Dickson, que nos permitird comprender
algunas de las propiedades maés relevantes de dichas dlgebras; tras ello, recordaremos brevemente
algunos conceptos bésicos de topologia diferencial e introduciremos las estructuras complejas y casi
complejas, que seran de utilidad a lo largo del trabajo; posteriormente, tras recodar la nocién de esfera
n-dimensional y la proyeccién estereogréfica, realizaremos un breve repaso de geometria proyectiva;
por ultimo, finalizaremos el capitulo con una definicién sencilla del nimero de enlace de curvas
cerradas en R3.

INDICE
1.1. Las cuatro algebras de divisién normadas: R, C Hy O . ... ... ... ... ... .... 3
1.1.1. Cuaterniones . . . . . . . . . . ... 6
1.1.2. Octoniones . . . . . . . . i 7
1.1.3. La construccién de Cayley—Dickson . . . . . . ... ... ... L. 8
1.2. Las esferas y la proyeccién estereografica . . . . . . . . ... ... L 12
1.3. Topologia diferencial . . . . . . . . . . . . 13
1.3.1. Variedades diferenciables . . . . . . .. . ... 13
1.3.2. Campos vectoriales . . . . . . . . ..o 15
1.3.3. Estructuras complejas y casi complejas . . . . . ... ..o 16
1.4. Geometria proyectiva . . . . . . . ... 18
1.5. Ntimero de enlace de curvas cerradas en R® . . . . . . ... ... ... ... ... 20

1.1. Las cuatro algebras de divisién normadas: R, C, Hy O

Como ya se ha mencionado, las dlgebras de division normadas constituyen el punto de unién entre las dos
partes principales de este trabajo y subyacen tras muchos de los resultados més relevantes de éste, por lo
que es conveniente dedicar un poco de tiempo a introducir algunas definiciones y resultados relativos a
aquéllas.!

DEFINICION 1.1. Un dlgebra A es un espacio vectorial® equipado con una aplicacién bilineal m: Ax A — A,
denominada producto o multiplicacion, y un elemento no nulo 1 € A, denominado wunidad, tal que
m(1,a) = m(a,1) = a para todo a € A. Como es habitual, denotaremos m(a, b) como ab.

OBSERVACION 1.2. Noétese que no hemos exigido que el producto interno definido en el dlgebra sea
asociativo. Un poco més adelante introduciremos algunos conceptos que nos permitiran discutir los
diferentes grados de asociatividad de un algebra.

ISalvo que se indique lo contrario, la referencia para esta seccién es el articulo de J. C. Baez: The octonions. Bull.
Amer. Math. Soc., 39 (2002), n.° 2, 145-205. En este articulo los resultados son, en general, enunciados sin demostrarlos,
por lo que parte de mi tarea al respecto ha consistido en realizar dichas demostraciones.

2De ahora en adelante, para nosotros un espacio vectorial serd siempre un médulo de dimensién finita sobre el cuerpo de
los nimeros reales.
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OBSERVACION 1.3. Dada un algebra A, se puede pensar en los ntimeros reales como elementos del dlgebra
sin mas que considerar la inclusién A — A1 para cada A\ € R.

DEFINICION 1.4. Sea A un algebra. Se dice que A es un dlgebra de divisién si para todo a,b € A, con
ab =0, se tiene que a =00 b =0.

PROPOSICION 1.5. Sea A un dlgebra de division. Entonces, se verifica que
Ya,be A,b £ 0,3z, ye A : a=bx, a=yb.

DEMOSTRACION. Por reduccién al absurdo, supongamos que existen 1,29 € A, 11 # xa, tales que
a = bx; = bxo. Entonces, se tiene que b(x1 — bxy) = 0, lo cual es un absurdo, pues partiamos de que A es
un algebra de divisién. Por tanto, ha de ser 1 = x5. Andlogamente, si suponemos que existen y1,ys € A,
Y1 # Yo, tales que a = y1b = y2b, llegamos a que y; = y2, como queriamos probar. [l

DEFINICION 1.6. Sea A un 4lgebra. Se dice que A es un dlgebra de division normada si es un espacio
vectorial normado y la norma verifica que ||ab|| = ||a|| ||b|| para todo a,b € A.

OBSERVACION 1.7. Es claro que las condiciones de la Definicién 1.6 implican que A es un algebra de
divisién y que |[1|| = 1.
DEFINICION 1.8. Decimos que un dlgebra A tiene inversos multiplicativos si para todo elemento no nulo

a € A existe un elemento no nulo a=! € A tal que aa™! =a"'a = 1.

PROPOSICION 1.9. Sea A un dlgebra asociativa. A posee inversos mulitplicativos si y sélo si es un dlgebra
de division.?
DEMOSTRACION. Probemos ambas implicaciones:

e —: Por reduccién al absurdo, supongamos que A no es un algebra de divisién. Entonces, existiran
a,b € A tales que a,b # 0y ab= 0. Dado que A posee inversos multiplicativos, se tendra que

ab=0 = a *(ab)=0 = (¢ 'a)b=0 = 1b=0 = b=0,
donde hemos hecho uso de la asociatividad de A; asi, hemos llegado a que b = 0, lo cual es un

absurdo, pues habiamos supuesto b # 0. Por tanto, queda probado que A es un élgebra de divisién.

e < : Supongamos ahora que A es un dlgebra de division. Sea b € A, b # 0; si en la Proposicién
1.5 tomamos a = 1, se tendrd que existen z,y € A de forma unica tales que bx = 1 = yb. Por tanto,

y=yl =y(bz) = (yb)z = la =z,

donde hemos hecho uso de la asociatividad de A. Asi pues, tomando b~! = z = y, se concluye que,
para todo elemento b € A no nulo, existe b~! € A tal que bb~! = b~'b = 1, como queriamos probar.

O

DEFINICION 1.10. Un 4lgebra A se dice potencia-asociativa si la subdlgebra generada por cualquier
elemento de A es asociativa.

DEFINICION 1.11. Un dlgebra A se dice alternativa si la subdlgebra generada por dos elementos cualesquiera
de A es asociativa.

DEFINICION 1.12. Un algebra A se dice asociativa si la subélgebra generada por tres elementos cualesquiera
de A es asociativa.

El siguiente resultado, debido a Emil Artin, proporciona una forma sencilla de verificar si un algebra
es o no alternativa:

TEOREMA 1.13 (Teorema de Artin). Un dlgebra A es alternativa si y sélo si para todo a,b € A se verifica:*

(1.1) (aa)b = a(adb), (ab)a =a(ba), (ba)a =b(aa),

3Este resultado no es cierto, en general, para dlgebras no asociativas. Como comentaremos en la Subseccién 1.1.3,
los sedeniones S forman un dlgebra 16-dimensional que posee inversos multiplicativos, pero no es un algebra de divisién;
asimismo, en [Bae02, Section 1.1] se da un ejemplo de dlgebra de divisién sin inversos multiplicativos.

4Otra posible forma de enunciarlo es ésta: La subdlgebra generada por dos elementos cualesquiera a,b de un dlgebra
alternativa A es asociativa; ésta es la que aparece en el libro de R. D. Schafer: An Introduction to Nonassociative Algebras.
Academic Press Inc, New York, 1966, donde se puede encontrar también su demostracién.
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OBSERVACION 1.14. La primera y la tercera de las expresiones de (1.1) se denominan leyes alternativas a
1zquierda y derecha, respectivamente, mientras que la segunda se denomina ley flexible.

De hecho, se puede deducir cualquiera de las ecuaciones de (1.1) dadas las otras dos, por lo que
generalmente se toman la primera y la tercera como definicién de ‘alternativa’. Para probar esto, sin
embargo, necesitamos introducir un nuevo concepto:

DEFINICION 1.15. Sea A un dlgebra. Se define el asociador de A como la aplicacién trilineal siguiente:
[, ] A3 — A
(a,b,c) +— [a,b,c] = (ab)e — a(be)

OBSERVACION 1.16. Dada un dlgebra A y a,b € A, podemos reescribir las ecuaciones dadas en (1.1) en
términos del asociador de la siguiente manera:

(1'2) [a7 a? b] = O’
[a,b,a] =0,
(1.4) [b,a,a] =0.

PROPOSICION 1.17. Sea A un dlgebra que verifica (1.2) y (1.4). Entonces, A verifica también (1.3).

DEMOSTRACION. Para probar esta afirmacion, veamos primero que [a, b, c] = —[b, a, ¢] para todo a, b, c €
A. Aplicando (1.2) y teniendo en cuenta que el asociador es trilineal, se tiene que

0=la+ba+b,c=]a,a,c+[ab,c]+[ba,c+[bb,c|=]ab,c|+[bbc] = [a,b,c]=—[ba,c.

Finalmente, aplicando lo anterior al caso ¢ = a y haciendo uso de (1.4), se obtiene que [a,b,a] =
—[b,a,a] =0, como querfamos probar. O

Una vez que hemos introducido estas ligeras nociones sobre algebras, podemos enunciar algunos
resultados de gran relevancia que muestran el especial caracter de R, C, H y @. En primer lugar, tenemos
el siguiente teorema, debido a Adolf Hurwitz®:

TEOREMA 1.18 (Teorema de Hurwitz). R, C, H y O son las 4nicas dlgebras de division normadas.
Asimismo, Max Zorn® probé en 1930 el siguiente resultado:
TeEOREMA 1.19. R, C, H y O son las unicas dlgebras de division alternativas.

Por dltimo, si bien no es cierto que R, C, H y O sean las tnicas algebras de division, si que se tiene
un resultado ciertamente curioso, probado independientemente por Kervaire” y Bott-Milnor® en 1958:

TEOREMA 1.20. Todas las dlgebras de divison tienen dimension 1, 2, 4 u 8.

Tal y como mencionamos en la introduccién de este trabajo, y como iremos descubriendo en los
proximos capitulos, estos resultados, que son puramente algebraicos, estdn fuertemente relacionados con
otros de caracter geométrico y topolégico.

En la Subseccién 1.1.3 introduciremos nuevos conceptos relacionados con las algebras, pero antes de
seguir es conveniente realizar un breve repaso de las algebras de divisién normadas. Dado que suponemos
que los ntimeros reales y complejos son suficientemente conocidos por el lector, comencemos directamente
por la siguiente de dichas algebras: los cuaterniones.

5A. Hurwitz. Uber die Composition der quadratischen Formen von beliebig vielen Variabeln. Nachr. Ges. Wiss.
Géttingen (1898), 309-316.

6M. Zorn. Theorie der alternativen Ringe. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 8 (1930), 123-147.

M. Kervaire. Non-parallelizability of the n-sphere for n > 7. Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A., 44 (1958), 280-283.

8R. Bott y J. Milnor. On the parallelizability of spheres. Bull. Amer. Math. Soc., 64 (1958), 87-89.



6 1. PRELIMINARES

1.1.1. Cuaterniones. Es posible que el lector haya escuchado alguna vez la célebre historia sobre
cémo el mateméatico irlandés William Rowan Hamilton® (1805-1865) descubri6 los cuaterniones a
mediados del siglo xiX. Fascinado por la relacién entre C y la geometria del plano, Hamilton buscaba una
forma de caracterizar las rotaciones en el espacio tridimensional de forma andloga al caso de las rotaciones
en el plano; ya en 1835, habia aprendido a tratar los nimeros complejos como pares de nimeros reales, y
el problema de las rotaciones en R? estaba resuelto: el dngulo de una rotacién era el formado por el propio
nimero complejo, como vector de R?, con el eje real positivo, y la composicién de dos rotaciones se reducia
a la simple multiplicacién de los niimeros complejos correspondientes. Durante afios, Hamilton tratd, sin
éxito, de encontrar una solucién al problema de las rotaciones en R? utilizando 3-tuplas de ntimeros reales;
no fue, sin embargo, hasta octubre de 1843 cuando comprendié que no necesitaba 3-tuplas, sino 4-tuplas
de niimeros reales: los cuaterniones. Cuenta la leyenda que el momento exacto del descubrimiento tuvo
lugar el 16 de octubre de 1843, mientras paseaba con su esposa a lo largo del Royal Canal de Dublin
camino de una reunién de la Royal Irish Academy. En palabras del propio Hamilton:

That is to say, I then and there felt the galvanic circuit of thought close; and the sparks
which fell from it were the fundamental equations between i, j, k; exactly such as I have
used them ever since.*°

Estas ecuaciones a las que se refiere Hamilton, y que grabé en la piedra del puente de Brougham aquel
lunes de octubre de 1843, son las siguientes:

(1.5) PP=2 =k =ijk=—1.

Como ya hemos mencionado, el conjunto de los cuaterniones, que denotaremos mediante H, es un algebra
de divisién normada. Como espacio vectorial real tiene dimensién 4 y una base es la dada por {1, 1, j, k}.
Asi pues, podemos definir H de la siguiente manera:

H:={a+bi+cj+dk : a,b,c,d € R}.

Para multiplicar dos cuaterniones basta con tener en cuenta la regla dada en (1.5), unida a las dos
siguientes:

(1.6) ij=k, jk=1i, ki=j,
ji=—k, kj=—i, ik=—j.

Como podemos observar en (1.6) y (1.7), los elementos i, j y k no conmutan, lo que provoca que el
producto de cuaterniones no sea conmutativo. En cuanto al resto de propiedades, es facil comprobar que
(H, +) es grupo abeliano y que (H*,-) es grupo no abeliano, por lo que diremos que H es un cuerpo no
conmutativo o un anillo de divisién. En términos de algebras, diremos que H es un algebra de divisiéon
normada asociativa.

Asi como C es idéntico, como conjunto y como espacio vectorial, a R?, H es idéntico a R*. De hecho,
es facil ver que H =2 C? = R*, con los isomorfismos triviales a + bi + cj + dk = (a + bi, ¢ + di) = (a, b, ¢, d).
Asi, al igual que el elemento (0,1) € R? es denotado como i cuando lo pensamos como niimero complejo,
los elementos (0, 1,0,0), (0,0,1,0) y (0,0,0,1) de R* serdn denotados, respectivamente, como i, j y k
cuando hablemos de cuaterniones. Dado un cuaternion r = a+bi+cj + dk, el niimero real a se denominara
parte real, mientras que los nimeros reales b, ¢ y d seran, respectivamente, las partes imaginarias i, j y k
del cuaternién. En caso de que la parte real del cuaternion sea cero, lo denominaremos un cuaternién
puro.

Para cada cuaternién r = a + bi + ¢j + dk € H, definimos su conjugado como 7 = a — bi — ¢j — dk. La
norma'! de 7 es su médulo como vector de R* y, por tanto, vendrd dada por ||r|| = Va2 + b2 + c2 + d? =
Vr7. Dado que H es un algebra de divisién normada, se verifica que, para cualesquiera r,s € H,
[Irs]| = ||I7|| ||s|]- Asimismo, por ser H un algebra de divisién asociativa, aplicando la Proposicién 1.9 se
tiene que, para cada r € H, existe r—1 € H tal que rr~! 1 = 1. Se comprueba directamente que
dicho elemento inverso viene dado por:

= r-

1 T
r = .
[IrI?

9W. R. Hamilton. On Quaternions; or on a new System of Imaginaries in Algebra. Philos. Mag. (1844-1850).

10R. P. Graves. Life of Sir Rowan Hamilton. Vol. I1. Dublin, Hodges, Figgis, & co.; [etc., etc.], 1882. Chap. XXVIII.
Extracto de una carta de Hamilton a P. G. Tait, fechada el 15 de octubre de 1858.

HSalvo que se indique lo contrario, cuando hablemos de ‘norma’ nos referiremos a la norma euclidea || - ||2.
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OBSERVACION 1.21. En el caso en que ||r|| = 1, se tiene que r~1 = 7.

Noétese nuevamente que, mientras que el producto de niimeros complejos es conmutativo, no ocurre
asi con el producto de cuaterniones. Como veremos —y probaremos— préximamente, esta pérdida
de simetria en las operaciones no es casual, sino que se repite a medida que duplicamos la dimensién
del dlgebra. Asi, segin lo dicho, si duplicdsemos nuevamente la dimensién para obtener un algebra
8-dimensional deberiamos perder alguna otra propiedad; en efecto, eso es lo que ocurre: los octoniones no
son ya algebra asociativa, sino simplemente alternativa.

1.1.2. Octoniones. La historia detras del descubrimiento de los octoniones es bastante menos
conocida y, ciertamente, mas triste para su legitimo descubridor, John T. Graves, amigo y compafiero de
Hamilton en el Trinity College de Dublin. Al dia siguiente de su gran descubrimiento, Hamilton escribe
a Graves para describirle sus preciados cuaterniones, a lo que Graves, dejando aparte las pertinentes
felicitaciones por el hallazgo, responde méas tarde manifestando su curiosidad por saber hasta dénde podria
extenderse este procedimiento de crear nuevas estructuras anadiendo partes imaginarias adicionales; cabe
citar a este respecto la siguiente frase de Graves: «If with your alchemy you can make three pounds of
gold, why should you stop there?». Asi pues, Graves comienza a trabajar en ello y, el 26 de diciembre
de 1843, escribe a Hamilton anunciandole su descubrimiento de un algebra 8-dimensional, acerca de la
cual habia probado, entre otras cosas, que se trataba de un dlgebra de division normada. En enero del
ano siguiente, Graves le envia a Hamilton tres cartas explicandole detalladamente su descubrimiento,
a lo que Hamilton responde ofreciéndose a dar a conocer el hallazgo de Graves; desafortunadamente
para éste, Hamilton estaba tan embebido en su trabajo con los cuaterniones que aplazaba continuamente
el cumplimiento de su promesa, aunque en julio de ese mismo ano escribiria a Graves haciéndole ver
que, si bien el producto de cuaterniones era asociativo, no ocurria lo mismo para los elementos de su
algebra 8-dimensional. Mientras todo esto tenia lugar, el joven Arthur Cayley, en Cambridge, reflexionaba
sobre los cuaterniones recién descubiertos por Hamilton y, en 1845, como post scriptum de uno de sus
articulos'?, expuso una breve descripcién de los octoniones. Graves traté de reclamar su prioridad en el
descubrimiento de éstos con el apoyo de Hamilton, pero ya era demasiado tarde: los octoniones fueron
llamados «ntimeros de Cayley».

Tras esta breve introduccion histérica, en lo que sigue veremos dos formas diferentes de construir los
octoniones'?, que denotaremos mediante @. La primera de ellas consiste en dar explicitamente una base
de O como espacio vectorial real y las reglas necesarias para multiplicar los elementos de dicha base, lo
que equivale a dar su tabla de multiplicacién. Como espacio vectorial real, O tiene dimensiéon 8 y una
base es la dada por {1,e1,e2,...,e7}, donde los elementos e;, con 1 < i < 7, juegan un papel similar al
que jugaban i, j y k en el caso de los cuaterniones. Asi, podemos definir @ como sigue:

7
0 := {CLQ—FZCLZ'@,‘ : aiER,lgiS'?}.
i=1
Para multiplicar dos octoniones basta con tener en cuenta la siguiente tabla, que muestra el resultado de
multiplicar el elemento de la fila ¢ por el elemento de la columna j:

e () es €4 €5 €6 €7
el -1 €4 er —e2 €6 —€5 | —es3
ex | —eq -1 es e1 —e3 er —e€6
es | —er | —es -1 €6 e2 —eé4 el
e4 e2 —e1 | —eg | —1 er es3 —es
€5 —E€p €3 —€2 —er -1 e1 €4
€6 (53 —er €4 —e3 | —e1 —1 €2
er es €6 —e1 es —eq4 | —e2 —1

TaBLA 1.1. Tabla de multiplicacién de los octoniones.

12A. Cayley. On Jacobi’s elliptic functions, in reply to the Rev. B. Bronwin; and on quaternions. Philos. Mag., 26 (1845),
208-211.

13Estas no son las tinicas formas de construir los octoniones; ademas de las dos mencionadas en este trabajo, en [Bac02]
se expone su construccién por medio del plano de Fano —el plano proyectivo P2(Z2), formado por siete puntos y siete
rectas— y también empleando dlgebras de Clifford y espinores. Por razones de espacio, y dado que no es nuestro principal
objetivo el realizar un tratamiento exhaustivo de los octoniones, remitimos al lector interesado en dichas construcciones al
articulo citado.



8 1. PRELIMINARES

Dado que quizad no sea muy practico tener que recurrir constantemente a esta tabla para multiplicar
octoniones, ndtese que la informacién recogida en ella es equivalente a la dada por las siguientes reglas:

® C1€o = €4.
® c1,...,e7 son raices cuadradas de —1, esto es, ¢ = —1 para todo i € {1,...,7}.
e Ll producto de e; y e; es anticonmutativo si ¢ # j, es decir, e;e; = —eje;.

e Se verifican las dos identidades siguientes:

€i€j = € == €j41€j41 = €k+1,

€;6j = e — €2,€2; = €2k,

para todo 4,5,k € {1,...,7}.
Al igual que R, C y H, O es un algebra de division normada. A partir de las reglas anteriores, es claro
que no es conmutativa; tampoco es asociativa, como es facil comprobar, sino simplemente alternativa,
por lo que no es cuerpo. De forma similar a lo comentado en el caso de los cuaterniones, se tienen los
isomorfismos triviales O =2 H? = C* = R8.

La segunda construccién de los octoniones que veremos aqui no es exclusiva de éstos, sino que,
partiendo de R, permite construir C, H, O e infinitas algebras mas; ademas —y aqui es donde reside gran
parte de la belleza de esta construccién—, la pérdida de simetria en las operaciones que hemos observado
al duplicar la dimensién en cada nueva algebra queda plenamente justificada con dicho procedimiento.

1.1.3. La construcciéon de Cayley—Dickson. Como deciamos, vamos a describir una construccién
de las cuatro algebras de division normadas R, C, H y O que explica por qué cada una de ellas se encuentra
perfectamente encajada en la siguiente. Este procedimiento, que recibe el nombre de construccion de
Cayley—Dickson, justifica, como veremos, la no conmutatividad de H y la no asociatividad de @. Como
hemos mencionado, dicha construccién no se limita solamente a las cuatro algebras de divisién normadas,
sino que proporciona una sucesién infinita de dlgebras, cada una de dimensién el doble que la anterior.
Comencemos, pues, con algunas definiciones:

DEFINICION 1.22. Una *-dlgebra es un algebra A equipada con una aplicacién R-lineal *: A — A,
denominada conjugacion, tal que

a** =a, (ab)* =b"a"*, Va,be A
DEFINICION 1.23. Sea A una *-algebra. Se dice que A es real si a = a* para todo a € A.

DEFINICION 1.24. Sea A una *-algebra. Se dice que A es nicely normada'* si a+a* € Ry aa* = a*a > 0
para todo a € A\{0}. En ese caso, para cada a € A definimos sus partes real e imaginaria, respectivamente,
como

Re(a) = (a+a*)/2 € R, Im(a)=(a—a*)/2,
y podemos definir una norma en A tal que

lal|* = aa®
PROPOSICION 1.25. Sea A una x-dlgebra. Si A es nicely normada, entonces A posee inversos multiplica-
tivos dados por

*

1 a
at = ——
ol

para cada a € A.

DEMOSTRACION. Es una mera comprobacién. [l

PROPOSICION 1.26. Sea A una *-dlgebra. Si A es nicely normada y alternativa, entonces A es un dlgebra
de division normada.

Dado que no hemos encontrado una traduccién estindar para “nicely normed”, emplearemos la expresién inglesa.
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DEMOSTRACION. Tenemos que probar que ||ab|| = ||a|| ||b|| para todo a,b € A. Sean, pues, a,b € A,y
consideremos la subdlgebra S generada por Im(a) e Im(b). Dado que Re(a) € R, se tiene que Re(a) € S,
luego Re(a) + Im(a) = a € S y Re(a) — Im(a) = a* € S. Razonando de forma andloga para b, se obtiene
que a,b,a*,b* € S. Por ser A alternativa, se tiene que S es asociativa, por lo que, teniendo en cuenta la
expresién de la norma para un algebra nicely normada,

llabl[* = (ab)(ab)* = (ab)(b"a*) = a(bb*)a = ||al[*[[b]|*,
de donde se concluye que ||ab|| = ||al||]b]|, como querfamos probar. O

Una vez que hemos introducido los conceptos precedentes, podemos definir en qué consiste la cons-
trucciéon de Cayley—Dickson y demostrar algunas de sus propiedades més relevantes, que, como veremos,
encuentran aplicacion directa en las dlgebras de division normadas R, C, H y O que ya nos son familiares.

DEFINICION 1.27 (Construccién de Cayley—Dickson). Sea A una *-dlgebra. Entonces,
A" ={(a,b) : a,b e A}

es también una *-algebra con las operaciones siguientes:'®

(1.8) (a,b) £ (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),

(1.9) Ma,b) = (a,b)A = (A, \b) VA€ R,
(1.10) (a,b)(¢,d) = (ac — d*b,da + bc*) ,
(1.11) (a,b)* = (a*, D).

para cualesquiera (a,b), (c,d) € A’. Este procedimiento, consistente en obtener una nueva *-algebra a
partir de una dada, recibe el nombre de construccion de Cayley—Dickson.

OBSERVACION 1.28. Con las operaciones descritas en la Definicién 1.27, es facil comprobar que el elemento
(1,0) € A’ es la unidad de A’, pues (a,b)(1,0) = (1,0)(a,b) = (a,b) para todo (a,b) € A’. De forma
analoga a lo dicho en la Observacion 1.3, consideraremos los ntimeros reales como elementos de A’ por
medio de la inclusion A — A(1,0) = (A,0) para cada A € R.

OBSERVACION 1.29. Si en la Definicién 1.27 tomamos A = R, se tiene que A’ = C y las operaciones
mostradas en (1.8), (1.10) y (1.11) son las bien conocidas de suma, multiplicacién y conjugacién de
numeros complejos. Asimismo, si pensamos en un cuaternién como un par de nimeros complejos, 0 en un
octonién como un par de cuaterniones, las férmulas mencionadas coinciden, exactamente, con la suma,
multiplicacién y conjugacién de cuaterniones y octoniones, respectivamente.

PROPOSICION 1.30. Sea A una *-dlgebra, y sea A’ la x-dlgebra obtenida al aplicar la construccién de
Cayley—Dickson sobre A. Se verifican las siguientes propiedades:

(1) A’ nunca es real.

(1) A es real (y, por tanto, conmutativa) si y sélo si A’ es conmutativa.
)
)
)

(V) A es nicely normada si y sélo si A’ es nicely normada.

(1) A es conmutativa y asociativa si y sélo si A’ es asociativa.

(tv) A es asociativa y nicely normada si y sélo si A’ es alternativa y nicely normada.

DEMOSTRACION. Probemos cada una de las afirmaciones precedentes:
(1) Sea (a,b) € A’. A partir de la ecuacién (1.11) es claro que (a,b)* # (a,b) si b # 0, por lo que
A’ no puede ser nunca real.
() e =: Sean (a,b),(c,d) € A’. Aplicando la ecuacién (1.10) y teniendo en cuenta que A es
real —y, por tanto, conmutativa—, se obtiene que
(a,b)(c,d) = (ac — d*b,da + bc™) = (ac — db,da + be) ,
(¢,d)(a,b) = (ca — b*d,bc + da*) = (ac — db, da + bc) ,

por lo que A’ es conmutativa.

15En el articulo [Bae02] se da otra expresién ligeramente diferente para el producto de elementos de A’ dado en (1.10).
Cabe senalar que estas variaciones en dicha férmula son perfectamente correctas y las construcciones correspondientes
generan estructuras idénticas salvo por el signo de las bases. En este trabajo hemos optado por la presentada aqui por ser
més coherente con la expresiéon obtenida al realizar directamente el producto de cuaterniones; esta formulaciéon aparece
también en [KN69, Example 2.6].
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<= : Supongamos que A’ es conmutativa y consideremos los elementos (a,0), (0,1) € A’.
Aplicando la ecuacién (1.10) se tiene que

(a,0)(0,1) = (0,a), (0,1)(a,0)=(0,a").
Dado que A’ es conmutativa, se sigue que ha de ser a = a*, de donde se concluye que A es

real, como queriamos probar.

— : Supongamos que A es conmutativa y asociativa. Sean (a,b),(c,d), (e, f) € A’
Aplicando la ecuacién (1.10) se tiene que

((a,0)(c,d) (e, f) = (ac — d*b,da+ bc*) e, f)
((ac — d*b)e — f*(da + bc*), f(ac — d*b) + (da + bc*)e™)
= (ace — d*be — f*da — f*bc*, fac — fd*b+ dae* + be*e™),

(a,b)((c,d)(e, f)) = (a,b)(ce — f*d, fc + de*)
= (a(ce — f*d) — (fc+ de*)*b, (fc+ de™)a + b(ce — f*d)*)
= (ace — af*d — c* f*b — ed*b, fca + de*a + be*c* — bd* f).

Teniendo en cuenta la hipétesis de que A es conmutativa, se llega a que ((a,b)(c,d))(e, f) =
(a,b)((c,d)(e, f)), con lo que A’ es asociativa.

<= : Supongamos que A’ es asociativa. Sean a,b,c € A, y consideremos los elementos
(a,0),(b,0),(c,0) € A’. Aplicando la ecuacién (1.10) se tiene, por un lado, que

(av 0) ((ba O) (0’ 1)) - (a’a 0) (07 b) = (Ov ba) y
((a,0)(b,0))(0,1) = (ab,0)(0,1) = (0, ab).

De la hipétesis inicial de que A’ es asociativa se deduce que ha de ser ba = ab, de donde
se concluye que A es conmutativa. Por otro lado, veamos que es también asociativa:

(a,0)((b,0)(c,0)) = (a,0)(bc,0) = (a(be),0),

((a,0)(b,0))(c,0) = (ab,0)(c,0) = ((ab)c,0).
de donde, por ser A’ asociativa, se deduce que ha de ser a(bc) = (ab)e, con lo que A es
asociativa.

= : Supongamos que A es asociativa y nicely normada. Sean (a,b), (¢,d) € A’. Para
ver que A’ es alternativa, probemos que se verifican las relaciones primera y tercera del
Teorema 1.13:

((a,b)(a, b)) (c,d) = (a® — [|bl|*, ba + ba™)(c, d)
= (a®c — ||b]|*c — d* (ba) — d*(ba*),da® — d||b||* + (ba)c* + (ba™)c*)
= (a®c — ||b]|?c — d*b(a + a*),da® — d||b]|* 4+ b(a + a*)c*) ,

(a,b)((a,b)(c,d)) = (a,b)(ac — d*b,da + bc*)

= (a(ac) — a(d*b) — (a*d*)b — (cb*)b, (da)a + (bc*)a + b(c*a™) — b(b*d))
= (a®c — (a + a*)d*b — c||b||?, da® + bc*(a + a*) — ||b|*d) ,
ca —b*d,bc+ da*)(a,b)
= ((ca)a — (b*d)a — b*(bc) — b*(da™),b(ca) — b(b*d) + (be)a™ + (da™)a™)
ca? —b*d(a + a*) — ||b]|*c, be(a + a*) — ||b]2d + d(a*)?),
(c,d)((a,b)(a,b)) = (c;d)(a” — ||b]]*,ba + ba®)
= (ca® — ¢||b]|* — (a*b*)d — (ab*)d, (ba)c + (ba*)c + d(a®)* — d||b]|?)
= (ca? — elb|[> = (" + )b*d, b(a+ a*)e + d(a?)* — d]jo?),

donde, en la tercera igualdad de cada una de las expresiones, hemos hecho uso de que A es
asociativa y nicely normada. Finalmente, teniendo en cuenta que, por ser A nicely normada,
tanto a + a* = a* 4 a como ||b||?> son nimeros reales, se concluye que ((a,b)(a,b))(c,d) =

((e,d)(a,b))(a,b) =

~ o~ o~ o~ o~ o~
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(a,b)((a,b)(c,d)) v ((c,d)(a,b))(a,b) = (c,d)((a,b)(a,b)), luego A’ es alternativa. Veamos
que es nicely normada:

(a,b) + (a,b)* = (a,b) + (a*,—b) = (a+a*,0) € R,
va que a + a* € R por ser A nicely normada (véase Observacién 1.28). Por otro lado,
(a,b)(a,b)* = (a,b)(a*, =b) = (aa* + b*b, —ba + ba) = (||a||* + ||b]|*,0) = (a, b)*(a,b) .
Dado que 0 < ||a||? + ||b]|? € R, se sigue de lo anterior que
0< (a,b)(a,b)* = (a,b)*(a,b) € R,

lo que concluye la prueba de que A’ es nicely normada.

e < : Supongamos que A’ es alternativa y nicely normada. Vamos a probar, en primer
lugar, que A es nicely normada. Sea a € A, y consideremos el elemento (a,0) € A’. Se
tiene que (a,0) + (a*,0) = (a + a*,0); dado que A’ es nicely normada, se sigue de lo
anterior que (a + a*,0) € R, luego a 4+ a* € R. Por otro lado, tenemos que (a,0)(a,0)* =
(a,0)(a*,0) = (aa*,0) y (a,0)*(a,0) = (a*a,0). Nuevamente, por ser A’ nicely normada
se tiene que 0 < (aa*,0) = (a*a,0) € R, lo que implica que 0 < aa* = a*a € R. Con todo
lo anterior se concluye que A es nicely normada. Veamos ahora que A es asociativa. Sean
a,b,c € Ay consideremos los elementos (a,b), (c,0) € A’. Por ser A’ alternativa se tendrd
que

(c,0)((a, b)(a, b)) = ((c, 0)(a,b))(a,b),
de modo que
(c(aa) — c(b*b), (ba)c + (ba*)c) = ((ca)a — b* (be), b(ca) + (be)a™)

{ claa) — c(b*b) = (ca)a —b*(be),
(ba)c + (ba*)c = b(ca) + (bc)a* .

Si desarrollamos el término de la izquierda de la segunda igualdad aplicando que A es
nicely normada y, por tanto, a + a* € R, obtenemos que

(ba)c + (ba™)c = (ba + ba*)e = (b(a+ a*))e = (a + a*)be = be(a + a*) = (be)a + (be)a™ .
Sustituyendo esto arriba, llegamos a que

(be)a + (beya* = b(ca) + (beya™ = (bc)a = b(ca),

de donde se conluye que A es asociativa, como queriamos probar.

(v) e = : Supongamos que A es nicely normada. Sea (a,b) € A’. Entonces,
(a,b) + (0,6)" = (a,b) + (a*, —b) = (a+a",0) € R,
va que a + a* € R por ser A nicely normada. Por otro lado,
(a,b)(a,b)* = (a,b)(a*, —b) = (aa* +b*b, —ba+ba) = (||al|* +|b]|*,0) = (a,b)*(a,b) € R,

pues ||a||? + ||b]|> € R, luego queda probado que A’ es nicely normada.
e < Esta implicacién fue probada como parte de la implicacién (<=) del punto anterior.
O

OBSERVACION 1.31. A partir de la Proposicién 1.30, es claro que, si realizamos la construccién de
Cayley—Dickson comenzando desde R, se tiene la siguiente cadena de implicaciones:

R es una *-algebra real, conmutativa, asociativa y nicely normada —
C es una *-dlgebra conmutativa, asociativa y nicely normada =—
H es una *-algebra asociativa y nicely normada —

O es una x-algebra alternativa y nicely normada.
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Como puede intuirse, si continudramos aplicando la construcciéon de Cayley—Dickson desde O obten-
driamos una nueva algebra de dimensién 16; en el siguiente paso, la dimension seria 32, y asi sucesivamente.
Asi, comenzando la construccién de Cayley—Dickson desde R podemos obtener una sucesion infinita de
algebras de dimensién 2", con n € N. Tras los octoniones, la siguiente algebra en esta sucesion serfan los
sedeniones, denotados como S, de dimensién 16. De S en adelante, es claro, a partir de la Proposicién
1.30, que todas las algebras de esta sucesién son algebras nicely normadas; por la misma proposicion, es
también claro que no pueden ser ni reales, ni conmutativas, ni alternativas. De acuerdo a lo dicho, de la
Proposicion 1.25 se sigue que todas ellas tienen inversos multiplicativos. Sin embargo, no son algebras de
divisién, pues tienen divisores de cero. En el caso de S, si consideramos la base dada por {1,e1,...,e15},
hay 84 conjuntos de la forma {e,, ep, €., eq} tales que (e, + ep)(e. + eq) = 0.16

1.2. Las esferas y la proyeccién estereografica

Como pronto comprobaremos, las esferas de diferentes dimensiones juegan un papel clave en este trabajo,
por lo que es conveniente especificar la notacién que vamos a utilizar para referirnos a ellas.

NOTACION 1.32. Denotaremos mediante S™(K, R) a la esfera de centro K y radio R contenida en R™"T!:
S"(K,R):={PcR"" . ||[KP||=R, RER, R>0}.

Si K es el origen O, si R = 1, o si se verifican ambas condiciones, la denotaremos, respectivamente,
mediante S™(R), S"(K) y S™. En este tltimo caso, nos referiremos a ella simplemente como n-esfera o
esfera estandar de R™.

OBSERVACION 1.33. En términos de las dlgebras de division normadas, se tiene que S°, S, S3 y S7 son,
respectivamente, los elementos de norma uno de R, C, H y O.

Geométricamente, S™ es el conjunto de puntos de R"*! cuya distancia al origen es uno. Asi, por
ejemplo, la 0-esfera S° es el conjunto {—1,1}, la 1-esfera S! es la circunferencia unidad y la 2-esfera 52
es la esfera usual tridimensional que a todos nos viene a la cabeza cuando escuchamos la palabra ‘esfera’.
Es posible que aquéllos dotados de una visién geométrica privilegiada sean capaces incluso de imaginar la
forma que podria tener la 3-esfera S3 contenida en el espacio euclideo tetradimensional R*. Sin embargo,
no todo esta perdido para aquéllos de nosotros que no gozamos de esa capacidad, pues, afortunadamente,
disponemos de una poderosa herramienta que nos permite visualizar S3: la proyeccién estereografica.

A pesar de que la proyeccion estereografica ha sido estudiada en diferentes momentos a lo largo del
Grado, no estd de més recordarla para, asi, tenerla presente en los diferentes puntos del trabajo en que
recurramos a ella. Demos, pues, su definicién para el caso general:

DEFINICION 1.34. Se denomina proyeccién estereogrdfica a la aplicacién siguiente:!”
(1.12) v SU{(L0,...,0) — R"
| ) = (e 22)

OBSERVACION 1.35. En la Definicién 1.34 hemos considerado la proyeccién estereografica realizada desde
el punto N = (1,0,...,0) € R*"!; andlogamente se puede definir la proyeccién realizada desde el punto
S =(-1,0,...,0) € R**+1L:

ms: S™\{(-1,0,...,0)} — R™

1.13)
( @an) o (e )

La Figura 1.1 muestra la proyeccién estereografica mx en el caso de la esfera S2:

16R. E. Cawagas. On the structure and zero divisors of the Cayley—Dickson sedenion algebra. Discuss. Math. Gen.
Algebra Appl., 24 (2004), 251-265.

I7A pesar de que la proyeccién estereogréafica suele realizarse, por lo general, desde los puntos (0, ...,0,1) o (0,...,0,—1),
en este caso hemos optado por esta definicién por ser la que usaremos a lo largo del trabajo.
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N

FIGURA 1.1. Proyeccién estereogréafica de la esfera S? sobre el plano ecuatorial, donde P € S% y P’ es su proyeccién
en el plano R2.

OBSERVACION 1.36. Las aplicaciones dadas en la Definicién 1.34 y la Observacién 1.35 son biyectivas y
sus inversas vienen dadas por

=L R"™

. . S™\{(1,0,...,0)}

s i) = (S e )
ey R™ . S™\{(-1,0,...,0)}

(1.15) (T1,. 00 2p) (112%227 1+22i‘1:1w$"“ ' 1+22:?L1I?>

OBSERVACION 1.37. La proyeccién estereografica es conforme, es decir, conserva los 4ngulos. Adems4s, la
siguiente proposicién muestra un resultado que nos sera de utilidad a la hora de estudiar las fibras de la
fibracién de Hopf.

TEOREMA 1.38. Sea 7: S"\{P} — R"™ la proyeccion estereogrdfica, y sea C una circunferencia en S™.
Si P ¢ C, entonces w(C) es una circunferencia en R™. En caso contrario, w(C) es una recta. Asimismo,
si C' es una circunferencia o una recta en R™, entonces 7= 1(C) es una circunferencia en S™.

DEMOSTRACION. [Ber87, Chapter 18] O

1.3. Topologia diferencial

A lo largo de este trabajo haremos referencia frecuentemente a diferentes conceptos relacionados con las
variedades diferenciables, como los campos vectoriales o las estructuras complejas y casi complejas, por lo
que es conveniente realizar un pequeno repaso de estas nociones. Cabe senalar que el objetivo de esta
seccién no es realizar una exposicion extensa y minuciosa sobre variedades diferenciables, sino solamente
ofrecer una panoramica sencilla que nos permita hacer referencia a dichos conceptos posteriormente. Asi
pues, asumimos que el lector estd, en mayor o menor medida, familiarizado con ellos; en caso de que no
sea asi, o se desee informacién méas detallada sobre los temas tratados en esta secciéon, remitimos al libro
[BC70] para un tratamiento més completo.

1.3.1. Variedades diferenciables. Comencemos recordando algunas definiciones sencillas:*®

DEFINICION 1.39. Sea M un conjunto no vacio.
(1) Una aplicacién z: U C M — R™ inyectiva y tal que su imagen z(U) es un subespacio abierto de
R™ se denomina carta. La imagen de cada elemento P € M, x(P) = (z1(P),...,z,(P)) € R,
se denomina conjunto de coordenadas de P respecto de la carta x. A U se le llama dominio de
la carta.

18Salvo que se indique lo contrario, en esta subseccién seguiremos el libro de F. Brickell y R. S. Clark: Differentiable
manifolds: an introduction. Van Nostrand, London, 1970.
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(11) Se denomina atlas sobre M a una coleccién o7 de cartas de M sobre R™ cuyos dominios recubren
todo M.

(1) Se llama atlas €°° sobre M a un atlas & sobre M tal que, para cualesquiera dos cartas
z,y € & de M cuyos respectivos dominios U, V tengan intersecciéon no vacia, se verifica que
x(UNV),y(UNV) son abiertos de R™ y la composicién yox~!: 2(UNV) C R® — y(UNV) C R,
denominada cambio de carta o cambio de coordenadas, es un difeomorfismo % °.

(tv) Se dice que dos atlas € & y 7’ sobre M son equivalentes si su unién o U &7’ es también un
atlas €°° sobre M.

(v) Se dice que un atlas € sobre M es un atlas mazimal o atlas completo si no puede incluirse en
ningtn otro atlas °° sobre M.

DEFINICION 1.40 (Variedad diferenciable). Una variedad diferenciable es un conjunto M dotado de un
atlas ¥>° maximal. Se llama dimension de la variedad a la dimensién n del espacio euclideo R™ donde
toman valores las cartas.

PROPOSICION 1.41. Todo atlas € estd contenido en un unico atlas mazimal.

OBSERVACION 1.42. La Proposicién 1.41 implica que, para dotar a un conjunto M de estructura de
variedad diferenciable, basta con dar un atlas € & sobre M, pues la estructura diferenciable serd la
determinada por el tnico atlas maximal que contiene a <.

A partir de la Definicién 1.40 cabe preguntarse si, dado un conjunto M que admita estructura de
variedad diferenciable, dicha estructura es tinica. La respuesta, en general, es que no. A este respecto,
consideremos la siguiente definicién:

DEFINICION 1.43. Dos estructuras diferenciables ./ y &' sobre una variedad M se dicen equivalentes si
existe un difeomorfismo f: (M, o) — (M, o).

OBSERVACION 1.44. Nétese que, a partir de la Definicién 1.40, puede probarse que el conjunto M estars
dotado de estructura de espacio topoldgico sin mas que considerar como base de la topologia la coleccion
de dominios de carta del atlas maximal de M. Dado que no es nuestro objetivo realizar una exposicion
exhaustiva de la topologia de las variedades diferenciables, nos limitaremos a sefialar que, de ahora en
adelante, todas las variedades diferenciables seran Hausdorff y verificaran el 11 axioma de numerabilidad
(1.A.N)19

El producto de variedades es también variedad. En particular, se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 1.45. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m y n, respectivamente.
Entonces, M x N es una variedad diferenciable de dimension m +n.

La definicién de variedad diferenciable que hemos ofrecido aqui es la de variedad diferenciable abstracta.
Se pueden definir también variedades inmersas o sumergidas en R™ de forma similar a lo acostumbrado
en el caso de las superficies de R3 ([GR99)):

DEFINICION 1.46 (Variedad inmersa). Un subconjunto M C R” se llama variedad diferenciable inmersa si
existe algin m < n tal que, para cada P € M, existen un entorno abierto U de P en M y un difeomorfismo
f: U — W en algtin abierto W C R™.

Se puede probar de forma sencilla que toda variedad diferenciable inmersa es una variedad diferenciable
abstracta (véase [GR99, Observacién 5.3, Capitulo I]). De hecho, existe un reciproco para este resultado
dado por el teorema de inmersién de Whitney, demostrado por Hassler Whitney?° en 1936:

TEOREMA 1.47 (Whitney). Toda variedad diferenciable de dimension n admite un embedding reqular en
R2n+1 .

OBSERVACION 1.48. En 1944, el mismo Whitney?! probé que el resultado anterior sigue siendo valido
cambiando 2n + 1 por 2n. Esta cota, no obstante, ya no se puede mejorar mas: la botella de Klein,

19Un espacio topolégico (M, .7) verifica el 11.A.N si la topologia .7 admite una base numerable.
20H. Whitney. Differentiable manifolds. Ann. of Math. (2), 37 (1936), 645-680.
21H. Whitney. The self-intersections of a smooth n-manifold in 2n-space. Ann. of Math. (2), 45 (1944), n.® 3, 220-246.
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por ejemplo, no admite un embedding en R3.22 Sin embargo, existen casos particulares que mejoran
con mucho la cota dada por Whitney: en el Lema 3.30 probaremos que el producto de esferas Hle Smi
admite un embedding regular en un espacio euclideo de dimensiéon 1 + Zle n;, un resultado bonito y
ciertamente sorprendente si lo comparamos con el teorema precedente, pues es sélo una dimensién mas
que la dimensién de la variedad.

1.3.2. Campos vectoriales. Recordemos ahora algunos conceptos necesarios para introducir la
nociéon de campo vectorial.

PROPOSICION 1.49. Sea k € NU {0}, k > 1 y sea M una variedad diferenciable. Sea U C M wun
abierto. El conjunto €*(U) := {f: U — R : f es k veces diferenciable con derivada k—ésima continua}
es un anillo con la operaciones habituales de suma y producto de funciones.

DEFINICION 1.50. Sea M una variedad diferenciable y z: U C M — R"™ una carta. Se llama derivada

parcial 0/0z; al operador
0

8561'

L E®(U) — €= (U)

definido por (%) (HIP) = (a(fgif_l)) para cada f € €>=(U), siendo (t1,...,t,) las coordenadas en
R*y PeU.

DEFINICION 1.51 (Espacio tangente). Se denomina espacio tangente Tp M de la variedad M en el punto
P al espacio vectorial real de dimensién n que tiene como base las derivadas parciales en el punto P. Sus
elementos se llaman vectores tangentes.

DEFINICION 1.52 (Fibrado tangente). Se denomina fibrado tangente de una variedad diferenciable M al
conjunto T'M = {Jpe,, TpM de vectores tangentes a la variedad.

OBSERVACION 1.53. El fibrado tangente T M tiene también estructura de variedad diferenciable, y su
dimension es el doble de la de M. Ademés, como variedad es siempre orientable. De modo natural se
establece la proyeccion w: T'M — M, que a cada vector tangente le hace corresponder el punto en el que
es tangente.

Lo dicho hasta ahora nos permite dar la siguiente definicién de campo vectorial:

DEFINICION 1.54 (Campo vectorial). Sea M una variedad diferenciable y TM su fibrado tangente. Un
campo vectorial X sobre M es una aplicacién X: M — TM dada por P — (P, Xp) para cada P € M.
El conjunto de campos vectoriales sobre una variedad M se denota por X(M) y estd dotado de forma
natural de las dos operaciones siguientes:

(1) (X+Y)p=Xp+Yp,VX,Y € X(M),VP € M.
() (fX)p = f(P)Xp, VX € X(M), Vf € €°(M).

OBSERVACION 1.55. Un campo vectorial X € X(M) admite en cada carta z: U — R™ una expresion
tnica como X = YU | %Xﬂ donde X" € ¥>(M). Ademas, se tiene que, dado P € U C M,
Xp=>", % - X% es un vector tangente. Nétese, pues, que un campo vectorial no es mas que una

coleccién diferenciable de vectores tangentes en los puntos de una variedad ([GR99]).

OBSERVACION 1.56. El conjunto X(M) de campos vectoriales sobre una variedad M es un médulo sobre
el anillo €°°(M) de funciones de la variedad y es un espacio vectorial de dimensién infinita sobre R.

OBSERVACION 1.57. Es posible dar una definicién alternativa de campo vectorial como una aplicacién
X: (M) — €°°(M) que verifica las siguientes propiedades:

e Es R-lineal: X (af + Bg) = aX(f)+ BX(g), Vf,g € € (M), Yo, € R.

e Verifica la ley de Leibniz: X (fg) = X(f)g+ X (9), Vf, g € € (M).

OBSERVACION 1.58. Denominaremos campo tensorial de tipo (1,1) a toda aplicacién € (M )-lineal del
modulo de campos vectoriales X(M) en si mismo.

22De hecho, puede probarse que si M es una variedad compacta no orientable de dimensién n — 1, entonces M no admite
un embedding en S™ y, por tanto, tampoco en R™ ([Mas80, p. 223, Exercise 6.2]).
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OBSERVACION 1.59. En el conjunto de campo vectoriales X(M) se puede definir una operacion

[]: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y]

llamada corchete de Lie de campos vectoriales, dada por [ X,Y](f) = X (Y (f)) — Y(X(f)) para toda
funcién f € €°(M).

Para finalizar esta subseccién, recordemos la definicién de curva integral de un campo vectorial:

DEFINICION 1.60 (Curva integral). Una curva integral u érbita de un campo vectorial X es una curva
v: R — M tal que 7/(¢t) = X (y(t)) para todo t € R.

OBSERVACION 1.61. Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales, por cada punto
pasa una unica curva integral maximal.

1.3.3. Estructuras complejas y casi complejas. En la Definicién 1.39 hemos introducido los
conceptos necesarios para dotar a un conjunto de estructura de variedad diferenciable real. Sin embargo,
si modficamos ligeramente dicha definicién de forma que las cartas no tomen valores en R", sino en C”, y
exigimos que los cambios de carta sean holomorfismos, obtenemos la definiciéon de variedad diferenciable
compleja u holomorfa. No obstante, existe otra forma de dotar a una variedad real de estructura de
variedad compleja —o, en su defecto, casi compleja, como veremos—, pero para ello necesitamos introducir
las nociones de ‘estructura compleja’ y ‘estructura casi compleja’. Comencemos, pues, viendo cémo
podemos dotar a un espacio vectorial real de estructura de espacio vectorial complejo.?3

DEFINICION 1.62 (Estructura compleja). Sea V un espacio vectorial real. Una estructura compleja sobre
V es un endomorfismo lineal J de V tal que J? = —Idy.

OBSERVACION 1.63. La Definicién 1.62 nos conduce de forma natural a las siguientes observaciones:

(1) Un espacio vectorial real V' equipado con una estructura compleja J puede ser dotado de
estructura de espacio vectorial complejo definiendo la multiplicacién por elementos de C como
sigue:

(a+ib)v =av+bJ(v), YveV, Va,beR.

Es claro que la dimensién real m de V' ha de ser par, y, asi, la dimensién compleja de V sera
m/2.

(11) Por otro lado, si V es un espacio vectorial complejo de dimensién n, una estructura compleja
de V', considerado como espacio vectorial real de dimensién 2n, es la determinada por el
endomorfismo lineal de V' definido por

Jw)=iv, YveV.

OBSERVACION 1.64. De acuerdo con el punto (i1) de la Observacién 1.63, para cada n € N, R?" = C"
admite una estructura compleja inducida por la estructura de espacio vectorial complejo de C™: todo

elemento v = (z1,...,Ta2,) € R?™ puede considerarse como un elemento de C™ mediante el isomorfismo
dado por (z1,...,Z2,) = (z1 + ixa,...,Zan—1 + iT2y); es claro, entonces, que
= i(xl, - ,.Tgn) = i(.l?l + 1%, ..., Top_1 + il‘gn) = (—.132 +ix1,...,—Ton + il‘gn_l)
= (2,21, .., —T2n, T2n-1) -

Por tanto, y teniendo en cuenta que i(Av) = (i\)v = (Ai)v = A(iv) para todo escalar A € R, se tiene
que la aplicaciéon J: R?" — R?" definida como J(v) = iv es un endomorfismo lineal de R?". Dado que
i? = —1, J? = —Idg2n, luego J es una estructura compleja en R?".

Notese que, dada una variedad diferenciable M de dimensién n, el espacio tangente TpM en cada
punto P € M de la variedad es un espacio vectorial de dimensién n, como ya hemos mencionado, por lo
que los conceptos que hemos expuesto anteriomente para el caso de un espacio vectorial V' cualquiera
pueden aplicarse de forma analoga a Tp M. Esto nos conduce directamente a la siguiente definicién:

23La referencia para esta subseccién es el Capitulo IX del libro de S. Kobayashi y K. Nomizu: Foundations of differential
geometry. Vol. II. Interscience Publishers, 1969.
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DEFINICION 1.65 (Estructura casi compleja, variedad casi compleja). Sea M una variedad diferenciable.
Diremos que J es una estructura casi compleja sobre M si es una familia J = {Jp: TpM — TpM?} de
estructuras complejas en cada espacio tangente de M que varia diferenciablemente; esto es, J es un campo
tensorial de tipo (1,1) sobre M tal que J o J = —Id. Una variedad equipada con una estructura casi
compleja se denomina variedad casi compleja.

OBSERVACION 1.66. A partir de las dlgebras de divisién normadas C, H = C? y O = C* se pueden definir
diferentes estructuras casi complejas sobre R?, R* y R8, respectivamente. Asi, en el caso de R? tendremos
la estructura casi compleja J dada por

(1.16) J(w) =iv, YveR2

Anélogamente, en el caso de R* la multiplicacién por i, j y k determina tres estructuras casi complejas
dadas por

(1.17) Ji(v) =iv,
(1.18) Ja2(v) = jv,
(1.19) J3(v) = kv.

para todo v € R*. Finalmente, en el caso de R® tenemos siete estructuras casi complejas asociadas a la
multiplicaciéon por cada una de las unidades imaginarias e;, 1 <7 < 7:

(1.20) Jiv)=ew, Vi, 1<i<7, YvecR®.

Toda variedad compleja es casi compleja, pues se puede definir una estructura casi compleja en la
variedad a partir de la de C™ por medio de las cartas; en este caso diremos que la estructura casi compleja
es inducida por la estructura compleja de la variedad. El reciproco de lo anterior no es cierto en general:
si bien cualquier variedad casi compleja es localmente una variedad compleja, no tiene por qué serlo
globalmente. En el caso de que una variedad M equipada con una estructura casi compleja admita una
estructura de variedad compleja compatible con aquélla, diremos que dicha estructura casi compleja es
holomorfa. Ademas, en ese caso la estructura de variedad compleja asociada es Unica. Consideremos
ahora la siguiente definicién:

DEFINICION 1.67. Sea M una variedad diferenciable, y sea J una estructura casi compleja sobre M. Se
define la torsién de J como la aplicacién Njy: X(M) x X(M) — X(M) dada por**

Ny(X,Y)=[JX,JY]|-JJX,Y]-JIX,JY] - [X,Y], VX,Y €X(M).

En 1957, August Newlander y Louis Nirenberg?® probaron un resultado de gran profundidad que nos
permite determinar cuando una estructura casi compleja es holomorfa:

TEOREMA 1.68 (Newlander-Nirenberg, [NN57]). Una estructura casi compleja es holomorfa si y sélo si
no tiene torsion, esto es, Ny = 0.

Para finalizar esta breve exposicién de estructuras complejas y casi complejas, consideremos el siguiente
resultado, donde los conceptos introducidos en esta subseccién encuentran una curiosa aplicacién:

PROPOSICION 1.69. Toda esfera de dimensién impar admite un campo sin ceros; esto es, para todo n € N
eziste X € X(S?"*1) tal que Xp # 0 para todo P € S?"T1.

DEMOSTRACION. Sea m = (21,...,%on12) € R?"*2 el vector normal a la esfera S?"*1 C R?"*+2 en un
punto cualquiera P = (z1,...,%2,42) € S?"T1. Dado que 2n + 2 es par, R?"*2 es un espacio vectorial
de dimensién real par; por tanto, se tiene que R?"*t2 =2 C**1, con lo que podemos expresar el vector
n € C" como n = (z1 +ire, ¥3 +iT4, ..., Topy1 + iT2ne2) € C* T Haciendo uso de la estructura casi
compleja de R?"*+1 dada por J(v) = iv podemos construir un campo vectorial X, definido como

X =J(n) =in = (—wy+iv), —T4+iT3,. .., ~Tant2 +iTony1) = (—T2, 1, —T4, 23, ., —T2n12, T2n11) -
Es claro que X -n = 0, luego X es un campo tangente a la esfera, esto es, X € X(S?"*1). Ademas, dado
que X solamente se anula en el punto (0,...,0) ¢ S?"*1 queda probado que X es un campo sin ceros,
lo que termina la demostracion. O

24Esta expresién no es mas que el tensor de Nijenhuis Nr de un campo tensorial F' de tipo (1,1) aplicado al caso
particular en que F' es una estructura casi compleja.

25A. Newlander y L. Nirenberg. Complex analytic coordinates in almost complex manifolds. Ann. of Math. (2), 65 (1957),
n.° 3, 391-404.
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OBSERVACION 1.70. Las esferas de dimensién par no admiten campos sin ceros. La demostracién
requeriria utilizar el teorema de Poincaré—Hopf, que escapa de los propoésitos de este trabajo. Dicho
teorema establece que la suma de los indices de los ceros aislados de un campo vectorial sobre una
variedad compacta es igual a la caracteristica de Euler de la variedad. Las esferas de dimensién par tienen
caracteristica dos y, por tanto, no pueden admitir campos sin ceros. Sin embargo, las de dimensién impar
tienen caracteristica cero, por lo que el teorema de Poincaré—Hopf no supone obstruccién a la existencia
de campos sin ceros; de hecho, acabamos de probar su existencia.

1.4. Geometria proyectiva

En el Capitulo 2 veremos diferentes formas de construir la fibracién de Hopf clésica de S® a S? con fibra
S una de estas construcciones se llevara a cabo utilizando geometria proyectiva, la cual, ademés, nos
permitird extender dicha construccién a esferas de otras dimensiones de forma sencilla. Por tanto, creemos
conveniente recordar algunos de los conceptos basicos de ésta; en particular, el de recta proyectiva y
espacio proyectivo sobre cada una de las dlgebras de divisién normadas. Asi pues, en esta seccién K
denotara una de las cuatro 4lgebras de divisién normadas. Comencemos por algunas definiciones:2°

DEFINICION 1.71. Sea V' un espacio vectorial sobre K. Definimos en V'\{0} la siguiente relacion:
(1.21) vew <= IAeK\{0} : v=) w.

PROPOSICION 1.72. La relacién ~ dada en (1.21) es de equivalencia.

DEMOSTRACION. Es una mera comprobacién de las propiedades. O

OBSERVACION 1.73. Notemos que, debido a la no conmutatividad del producto de cuaterniones, en el
caso K = H es necesario elegir una multiplicacién por defecto a izquierda o a derecha a la hora de definir
la relacién de equivalencia (1.21). En este trabajo hemos escogido la multiplicacién por la izquierda.

DEFINICION 1.74. Sea V un espacio vectorial sobre K. Llamaremos espacio proyectivo asociado al espacio

vectorial V' al conjunto cociente
P(V) =V\{0}/ ~ .

Los elementos de P(V') se denominan puntos del espacio proyectivo y son los conjuntos de vectores
[v] = {  : A e K\{0}} VYweV\{0}.

OBSERVACION 1.75. El espacio proyectivo es el conjunto de rectas vectoriales de V: si al conjunto [v]
de vectores que forman un punto proyectivo le anadimos el vector 0, tenemos la recta vectorial de V'
generada por v.

DEFINICION 1.76. Se llama dimensién del espacio proyectivo a dim(P(V)) = dim(V) — 1, donde dim (V)
denota la dimensién de V' como espacio vectorial.

OBSERVACION 1.77. Con la definicién anterior, si llamamos n = dim(P(V)), diremos que P(V) es una
recta proyectiva si n = 1, un plano proyectivo si n = 2, y un espacio proyectivo de dimensién n en el
resto de casos.

OBSERVACION 1.78. En el caso K = O, no existe el espacio proyectivo P, (Q) para n > 2 ([CS03, Chapter
12)

NOTACION 1.79. En el caso en que V = K"+, con n € N, denotaremos el espacio proyectivo asociado a V'
como P, (K). Asi, por ejemplo, si K = R, C,H u O, las rectas proyectivas P(K?) sobre K seran denotadas,
respectivamente, mediante P (R), P{(C), Py(H) y P;(0). El punto [v] € P,(K) correspondiente a
un vector v = (xg,...,z,) € K""1\{0} se denotard por [xq : -+ : x,], significando con ello que las
componentes x; estan determinadas salvo proporcionalidad.

OBSERVACION 1.80. El espacio proyectivo P,,(R) puede construirse identificando puntos antipodales sobre
la esfera S™. Asi, se tiene que P, (R) = S™/Zs.

261 a referencia para esta seccién es el libro de J. M. Rodriguez-Sanjurjo y J. M. Ruiz Sancho: Geometria Proyectiva.
Addison-Wesley, 1998.
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Veamos ahora cémo son las rectas proyectivas sobre K, K # Q. Estas vendran dadas por:

P1(R) = {[v] : v = (21,32) # (0,0) € R?},
P1(C) = {[v] : v = (21,22) # (0,0) € C*},
Pi(H) = {[v] : v = (r1,r2) # (0,0) € H?}.

El caso K = O es un poco més delicado debido a la no asociatividad de los octoniones. En [Bae02] puede
encontrarse una descripcién de la construccién de P;(0), ademds de otros interesantes aspectos relativos
a la geometria proyectiva de los octoniones. Las rectas proyectivas P;(K) pueden ser identificadas con K
sin mas que anadir a éste el punto del infinito. Dado que las coordenadas proyectivas estan determinadas
salvo proporcionalidad, tenemos que el subconjunto de Py (K) dado por

{1:2] eP1(K) : z € K}

es P (K) salvo un punto, el punto del infinito, que podemos identificar con el punto [0 : 1] € P (K). Asi,
tenemos que P;(K) 2 KU {oo}. Asimismo, a partir de la proyeccién estereografica podemos identificar
KU {oo} con S, 2, S*y S% en los casos K =R, K = C, K = H y K = O, respectivamente; estas esferas
son las compactificaciones por un punto de K en cada uno de los cuatro casos mencionados. En el caso
particular en que K = C, se tiene P;(C) = S?, de forma que podemos ver la recta compleja como si se
encontrase “envuelta” alrededor de la esfera; asi, S? es la denominada esfera de Riemann, que mostramos
en la Figura 1.2.

En la recta proyectiva compleja P;(C) tenemos, ademads, el conjunto de automorfismos dados por las
llamadas transformaciones de Mébius, que es grupo con la composiciéon. Estos automorfismos son de la
forma

T: Pi(C) —s Py(C)
az+p
yz+0

(1.22) N

donde «, 3,7,0 € C son tales que ad — By # 0. Si v # 0, basta tomar T(—d/v) = co y T(00) = a/7; en
el caso v = 0, se toma T'(o0) = 0.

FIGURA 1.2. La esfera de Riemann, que puede identificarse con C U {co}. En este caso particular, mostramos la
proyeccién realizada desde el polo norte de la esfera sobre el plano tangente al polo sur.
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1.5. Ntmero de enlace de curvas cerradas en R?

Como veremos —y probaremos— en el Capitulo 2, las fibras de la fibracién de Hopf son circunferencias
STt sobre la esfera S3, caracterizadas por la curiosa propiedad de estar enlazadas dos a dos. Asi, con el
objetivo de poder calcular cuando sea pertinente cémo son esos enlaces, finalizaremos este primer capitulo
describiendo muy brevemente algunos conceptos relacionados con los enlaces de curvas cerradas en R3.27
Notese que, aunque el nimero de enlace puede definirse para dos subvariedades compactas orientadas
M, N c R" utilizando teoria del grado®®, dado que en este trabajo solamente lo calcularemos en el caso
de circunferencias enlazadas en R3, la definicién que aqui daremos es mucho més sencilla y también
mas practica, pues se basa tnicamente en cémo se cruzan las curvas orientadas en el espacio. Para ello,
necesitamos un convenio que nos permita asignar un nimero a cada tipo de cruce. Sean, pues, M y N
dos curvas cerradas orientadas disjuntas en R3, y denotemos mediante M M N el conjunto de cruces de
M y N. Para cada p € M M N, denotamos mediante (p) el signo del cruce, de acuerdo con la siguiente
figura:

(a) e(p) = +1 (b) e(p) = -1

F1GURA 1.3. Convenio que nos permite calcular el nimero de enlace de dos curvas cerradas orientadas en R?
dependiendo de cémo se crucen.

Con lo anterior, podemos definir ya el niimero de enlace de M y N como sigue:

DEFINICION 1.81 (Ntimero de enlace). Sean M, N C R? dos curvas cerradas orientadas tales que MNN = ().
Se define el nimero de enlace de M y N como

Lk(M,N):% > e
peEMMN

DEFINICION 1.82. Se dice que dos curvas M y N forman un enlace trivial si Lk(M, N) = 0.

OBSERVACION 1.83. Dadas dos curvas cerradas orientadas M y N, es facil comprobar que si revertimos
la orientacién de una de ellas el nimero de enlace cambia de signo. Sin embargo, el valor absoluto de éste
es independiente de la orientacién de las curvas que componen el enlace.

OBSERVACION 1.84. El ntimero de enlace puede utilizarse para distinguir enlaces: dos enlaces con niimeros
de enlace distintos han de ser necesariamente diferentes.

Finalmente, enunciemos un resultado que serd de gran utilidad para probar que las fibras de la
fibracién de Hopf estan enlazadas:

PROPOSICION 1.85. El nimero de enlace es un invariante topoldgico, esto es, se conserva bajo homeo-
morfismos.

En los dos capitulos siguientes veremos cémo los conceptos expuestos en éste encuentran aplicacion y
prueban ser de gran utilidad. Comencemos, pues, con el estudio del primero de los temas en los que las
algebras de divisién normadas juegan un papel destacado: la fibracion de Hopf.

27Las referencias para esta seccién son [Ada94] y [Rol76].
28Véase, por ejemplo, [Hir76].



CapiTuLOo 2

La fibracion de Hopf

INTRODUCCION. En 1931, el matemético aleméan Heinz Hopf' construyé por primera vez una aplicacién
S — 52 que no era homotépicamente equivalente a una aplicacién constante, lo que probaba que el
grupo de homotopia 73(S?) es no trivial. El descubrimiento de esta aplicacién, denominada fibracién
de Hopf o aplicacion de Hopf en su honor, constituyé un gran avance en el campo de la topologia
algebraica y, en particular, en la moderna teoria de homotopia; se trata, ademads, de un objeto
matemaético de gran belleza y muy rico en propiedades geométricas y topoldgicas. Asi pues, con
el objetivo de estudiar algunas de dichas propiedades, en este capitulo construiremos la fibraciéon
clasica de Hopf empleando diferentes técnicas: en primer lugar, mostraremos una construccién sencilla
utilizando coordenadas reales; a continuacion, llevaremos a cabo una construccién detallada en
términos de cuaterniones, lo que nos permitird probar, entre otras cosas, que las fibras de la fibraciéon
de Hopf son circunferencias en S® enlazadas dos a dos; finalmente, veremos cémo construirla utilizando
geometria proyectiva y generalizaremos el procedimiento a esferas de otras dimensiones.

INDICE
2.1. Construccién de la fibracion de Hopf con coordenadas reales. . . . . . . . ... ... ... 21
2.2. Construccién de la fibracién de Hopf mediante cuaterniones . . . . . . . . ... ... ... 24
2.2.1. Rotaciones y cuaterniones . . . . . . . .. ... ... 24
2.2.2. Las rotaciones y la fibracién de Hopf . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 29
2.2.3. La fibracién de Hopf a través de la proyeccién estereografica . . . ... .. .. .. 33
2.3. Construcciones proyectivas de las fibraciones de Hopf . . . . . . .. . ... ... ... ... 37
2.3.1. La fibracién de Hopf cuaternidénica y las esferas exéticas de Milnor . . . . . . . . . 39
2.3.2. Generalizaciones proyectivas de las fibraciones de Hopf . . . . . . . . ... ... .. 39

2.1. Construccion de la fibracién de Hopf con coordenadas reales

Como se ha mencionado en la introduccién de este capitulo, en esta primera seccién vamos a realizar la
construccién de la fibracion de Hopf h: S% — S2 utilizando simplemente coordenadas reales.? A modo
de adelanto de lo que veremos en las préximas paginas, la estrategia a seguir consistird en construir
la fibracién de Hopf como la aplicacién cociente de una cierta relacién de equivalencia, definida en S3
como P ~ @ siy sélo si Py @ pertenecen a la misma circunferencia. En este momento, es posible
que el lector se esté cuestionando si la relaciéon descrita esté, en efecto, bien definida. La respuesta es
que, tal y como estd escrita, no lo estd, pues podria darse el caso de que las circunferencias no fuesen
disjuntas, de modo que podria haber puntos que perteneciesen a més de una circunferencia y, por tanto,
las clases de equivalencia no serian disjuntas dos a dos. Asi pues, para que la relaciéon descrita arriba sea
de equivalencia es preciso lograr una descomposicién de S® en circunferencias disjuntas, de forma que
por cada punto pase una unica circunferencia. Luego, ;cémo podemos lograr esto? La respuesta es ésta:
haciendo que aquellas circunferencias de la relaciéon de equivalencia sean las curvas integrales de un campo
vectorial sin ceros definido globalmente sobre S? y tangente a ella, pues, por el teorema de existencia y
unicidad de solucién de ecuaciones diferenciales, las curvas integrales de un campo vectorial son siempre
disjuntas y por cada punto pasa una unica curva maximal. En la Proposicién 1.69 probamos que toda

1H. Hopf. Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphire auf die Kugelfliche. Math. Ann., 104 (1931), n.° 1,
637-665.

2Salvo que se indique lo contrario, en esta seccién seguiremos el desarrollo realizado en el libro de F. Etayo: Elementos
de topologia algebraica: grupo fundamental y clasificacién de superficies. Sanz y Torres, 2016, 47-51.

21
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esfera de dimensién impar admite un campo sin ceros; en particular, si aplicamos dicho resultado a la
esfera S°, tenemos que el campo vectorial

(2.1) X = Jl('n) = (—xg,xl, —.134,.233) S X(SB),

obtenido a partir de la accién de la estructura casi compleja J; de R* dada en (1.17) sobre el vector
normal n a S3, es un campo sin ceros, definido globalmente sobre S y tangente a ella, pues es claro que
X -n=0.

PROPOSICION 2.1. Sea X el campo obtenido en (2.1). Se verifica que las curvas integrales del campo X
son circunferencias.

DEMOSTRACION. A partir de la Definicién 1.60, se tiene que las curvas integrales de X seran aquellas
curvas v: R — S3, con v(t) = (71(t), v2(t),73(t), v4(t)), tales que ~'(t) = X (y(t)) para todo t € R. Por
tanto, para hallarlas hemos de resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

71 (t) —72(t)
) = m),
) = —nu),
74(t) Y3(t) -

Dado que las dos primeras ecuaciones son independientes de las dos tltimas, podemos resolverlas por
separado. A partir de las dos primeras llegamos a que

YW#)+7(t) =0 = 7 (t) = Acost + Bsint = ~,(t) = —7;(t) = Asint — Beost, A,BeR.
De forma similar procedemos con las dos ecuaciones restantes:

V() +93(t) =0 = 73(t) = Ccost + Dsint => v4(t) = —74(t) = C'sint — Dcost, C,D€eR.
Por tanto, la ecuacién de una curva soluciéon sera de la forma siguiente:
(2.2) ~(t) = (Acost + Bsint, Asint — Bcost,C cost + Dsint,Csint — D cost),

con A% + B? + C? + D? =1 para que la curva esté contenida en S2. Veamos que estas curvas integrales
son, en efecto, circunferencias. Para ello, hemos de ver que se obtienen como interseccién de la esfera
unidad de R* con un plano bidimensional que pase por el origen de coordenadas. La estrategia a seguir
serd calcular el plano que definen tres puntos concretos de la curva y, a continuacién, probar que todos
los puntos de la curva se encuentran en dicho plano. Consideremos, por tanto, los puntos de ~(t) tales
que t =0,7/2,7:

7(0):(A77B7077D); ’Y(W/Q):(B,A,D,C), ’Y(ﬂ):(fA,B,*C’D)'

Dado que 4(0) y () son puntos antipodales, se tiene que el plano que definen los tres puntos pasa por
el origen de coordenadas, luego podemos escribir las ecuaciones paramétricas de dicho plano de la forma
siguiente:

() = A+uB,
Y2(t) = A-=B)+pud,
fp) = (© -~ (
13(t) = AC+uD,
74(15) = A(iD) + Mca
con A\, u € R. Es claro que los puntos de la curva son f(cost,sint), luego estdn en el plano, como
queriamos probar. (I

OBSERVACION 2.2. La familia de curvas que hemos obtenido descompone la esfera en circunferencias
disjuntas centradas en el origen; cada punto de S® pertenece a una sola de las curvas y(t) y se obtiene
para un valor concreto de t.

PROPOSICION 2.3. Sea ~ la relacién definida en S® del modo siguiente: para todo P,Q € S3, P~ Q siy
solo si P y @Q pertenecen a la misma curva integral del campo X . Entonces, se verifica que ~ es una
relacion de equivalencia y que el espacio cociente S3/ ~ es S2.
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DEMOSTRACION. Es trivial ver que la relacién descrita verifica las propiedades reflexiva y simétrica,
mientras que la transitiva se verifica debido a que las curvas integrales de un campo vectorial son disjuntas;
por tanto, la relacién descrita en el enunciado es de equivalencia, y las clases de equivalencia son las
curvas integrales del campo X. Veamos ahora que el espacio cociente de la relacién de equivalencia es S2.
Para ello, vamos a definir explicitamente la aplicacién cociente S® — S? de forma que puntos que estén
en la misma curva integral del campo X tengan la misma imagen y que aquellos que estén en distinta
curva integral tengan distinta imagen. Esta aplicacién cociente es, precisamente, la fibracién de Hopf,
que definimos de la forma siguiente:?

h: 53 52

(2:3) L @ep_ca
(a,b,c,d) — (a* 4+ b* —c* — d?,2(bc — ad), 2(bd + ac))

En primer lugar, se prueba de forma sencilla que la imagen de h est4 contenida en S2:

(@, b, e, d)||* = (a® + % —  — d®)* + (2 (be — ad))? + (2 (bd + ac))*
=a + b1+ 2a%0% + * + d + 22d% — 262 — 2a2d? — 2% — 207 d?
+ 4b*c* + 4a*d*=8abed + 46 d* + 4a®c? + Sabed
=a* + b +2a%0* + ¢* + d* + 2¢%d* + 2a*E* + 2a*d* + 2b%c? + 2b7d?
= (@ +VP+P+d?) =1,
pues (a, b, c,d) € S3. Por tanto, im(h) C S?, como querfamos comprobar. Veamos ahora que los puntos

de la misma fibra tienen la misma imagen. Si consideramos la expresién general de las curvas integrales
del campo X dada en (2.2), se comprueba de forma directa que su imagen por h no depende de ¢, pues

h(y(t)) = h(Acost + Bsint, Asint — Bcost,Ccost + Dsint,Csint — D cost)

= (A%cos?t + B?sin®t + 2ABsintcost + A%sin®t + B%cos®t — 2 it cost
— C?cos’t — D?sin?t — 2CDsintcost — C?sin?t — D? cos? t + 2C Dsint cos t,
2(ACsintcost + ADsin?t — BC cos> t — BDsintcost

— ACsintcost + AD cos®t — BC'sin? + BDsintcost),

2(ACsin®t — ADsintcost — BCsintcost + BD cos®t

+ AC cos? t + ADsintcost + BCsintcost + BDsin’ t))
= (A% + B? + C? + D*,2(AD — BC),2(BD + AC)),

luego todos los puntos de la misma curva integral tienen la misma imagen. Finalmente, es también
sencillo probar que h es suprayectiva, pues, para cada (a,b,c) € S2, se verifica que

b

— c 1—a
h(ﬂ(l—a)’ N ) = (@b

sia <1y h(1,0,0,0) = (1,0,0), luego h es suprayectiva. Asi pues, hemos visto que la aplicacién
h: S§3 — S? definida en (2.3) es suprayectiva y que todos los elementos de la misma curva integral, esto
es, de la misma clase de equivalencia, tienen la misma imagen, luego queda probado que S? es el espacio
cociente de la relacién ~ y que h es la aplicacién cociente correspondiente. (I

La construccién de la fibracion de Hopf realizada en esta seccién empleando coordenadas reales nos
ha permitido trabajar con algunos de los conceptos de topologia diferencial introducidos en el capitulo
anterior y, ademas, es ciertamente una forma curiosa de construirla; sin embargo, trabajar con las fibras
desde esta perspectiva no es sencillo. Por ello, y con el objetivo de estudiar las fibras con un poco més
de detalle y de forma mas intuitiva, en la seccién siguiente realizaremos una nueva construccion de la
fibracién de Hopf, basada esta vez en el dlgebra de division normada descubierta por Hamilton: los
cuaterniones.

3La expresién de la fibracién de Hopf mostrada aqui difiere de la dada originalmente por Hopf en su articulo [Hop31]
solamente en el orden de las coordenadas. Con la notacién utilizada en esta seccién, la formulacién original de Hopf es
h((a,b,c,d)) = (2(bd + ac),2(bc — ad), a® + b% — c? — d?).
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2.2. Construccién de la fibracion de Hopf mediante cuaterniones

Como deciamos, una vez realizada la construccion de la fibracion de Hopf con coordenadas reales, en
esta seccién abordaremos el problema desde una perspectiva diferente: llevaremos a cabo su construccion
empleando cuaterniones?, lo que nos permitira relacionarla con las rotaciones del espacio tridimensional
y probar algunas propiedades curiosas, como el hecho de que las fibras de la fibracién de Hopf estdan
enlazadas.

2.2.1. Rotaciones y cuaterniones. Recordemos que una de las motivaciones originales de Hamilton
en la busqueda que culminé con el descubrimiento de los cuaterniones fue el ser capaz de caracterizar las
rotaciones del espacio tridimensional; veamos, pues, la relacién entre aquéllos y el tratamiento de éstas.
En primer lugar, notemos que una rotacién alrededor del origen en R? queda determinada por un vector
para el eje de rotacién y un angulo de rotacién alrededor de dicho eje.® Esta caracterizacién no es tnica,
pues es facil ver que la rotacion determinada por el vector v y el dngulo 6 es la misma que la determinada
por el par (—v,—6) o por el par (Av,0 + 2n7), donde n € Z y A es un escalar positivo cualquiera. En
cualquier caso, es claro que podemos especificar cualquier rotacién en R3 utilizando sélo cuatro ntimeros
reales: tres para el vector de rotacién y uno para el angulo. Aparentemente, es una mejora importante
respecto a las nueve entradas de las matrices ortogonales 3 x 3 empleadas en algebra lineal. Por tanto,
solamente necesitamos una forma eficiente de trabajar con las 4-tuplas de niimeros reales para que este
tratamiento de las rotaciones sea verdaderamente préctico; la respuesta, en efecto, son los cuaterniones.

Veamos, pues, cémo cada cuaterniéon r determina una rotacién en R3, para lo cual vamos a construir
una aplicacién lineal R,: R?® — R3 que serd la rotacién buscada. A cada punto P = (z,y,z) € R3 le
podemos asociar un cuaternién puro xi + yj + zk € H, al cual, abusando ligeramente de la notacién,
llamaremos asimismo P. Probemos, en primer lugar, que r~!Pr es también un cuaternién puro.

PROPOSICION 2.4. Sea v = a + bi + ¢j + dk un cuaterniéon y P = xi + yj + dk un cuaternién puro. El
producto 71 Pr es un cuaternién puro.

DEMOSTRACION. Recordemos que, para cada cuaternién r, su inverso para el producto venia dado por

. a—bi—cj—dk

r =
[Ir[?
Entonces, se tendra que
1 1 . . . . 1 . .
r P = T ||2(a—b’L—Cj—dk)(QSZ—ij—FZk) :H ||2(bx+cy—|—dz+z(ax—cz—|—dy)+](ay—dz+bz)
r r

+ k(az — by + cx))

y, por tanto,

1
ripPr = e ((—%’5—|—cbz—M—M—bcz+dﬁ—ﬁd§+§dﬁ—gdf+ﬂbf+%+ﬂd?)
+1 (a2x — acz + ady + ady — d*x + bdz — acz + bey — x4+ b2z + bey + bdz)
+7 (a2y — adz + abz 4 abz — b%y + cbx — adx + cdz — d%y + bex + Py + dcz)
(2.4) +k (an — aby + acx + acx — *z + dey — aby + bdx — b*z 4 bdx + cdy + d2z))
1
= TIE (i ((a® + % — ¢ —d*) z + 2 (ad + be) y + 2 (bd — ac) 2)
+j@20bc—ad)z+ (> = b+ —d*)y+2(ab+ cd) 2)
+k (2(ac+bd) z + 2 (cd — ab) y + (a® — b* — S +d?) 2)) ,
por lo que la parte real de r~!Pr es cero, como querfamos probar. ([l

4Salvo que se indique lo contrario, la referencia para esta seccién es el articulo de D. W. Lyons: An Elementary
Introduction to the Hopf Fibration. Math. Mag., 76 (2003), n.° 2, 87-98. En este articulo la mayorfa de los resultados son
simplemente enunciados sin demostrarlos, por lo que mi tarea ha consistido en comprender las ideas presentes en el articulo
y realizar las demostraciones de dichos resultados.

5Tomaremos @ € [—, 7]; mantendremos la convencién de dngulos positivos para rotaciones en sentido contrario al de
las agujas del reloj y angulos negativos en caso contrario.
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Una vez que hemos probado que el producto »'Pr es un cuaternién puro y, por tanto, puede
considerarse como un punto x'i +y'j + 2’k = (2,4, 2’) de R?, podemos definir la siguiente aplicacién:®

R.: R® — R3

2.5
(2:5) P +— r7lPr

Antes de probar que esta aplicacién es, en efecto, una rotacién, en la siguiente proposicién se encuentran
recogidas algunas propiedades que seran tutiles en posteriores discusiones:
PROPOSICION 2.5. La aplicacién R,: R3 — R3 definida en (2.5) verifica las siguientes propiedades:

(1) Es lineal.

(1) Rxr = R, para todo r € H y todo A € R\{0}.

(111) Para todo r # 0, R, es invertible y su inversa viene dada por (R,) " = Ri-1y.

DEMOSTRACION. Veamos cada uno de los apartados:
(1) Sean P,@Q € R? dos puntos y sean \, u € R. Se tiene que

R, (AP 4+ pQ) =7 *(AP + puQ)r = r Y (A\P)r +r~(uQ)r = M\r~ ' Pr + ur='Qr
“AR(P) + uRA(Q),

luego la aplicacién R, es lineal.
(1) Sea A € R\{0}. Se tiene que

Ry (P) = (Ar) " P(Ar) = r AT PAr = r A IAPr = 7' Pr = R.(P) VP eR®,

luego Ry, y R, tienen el mismo dominio, la misma imagen y coinciden elemento a elemento
) )
por lo que son iguales.

(1) Basta probar que, para todo r # 0, se verifica que R, o R(,-1) = Idgs = R(,—1) o R,. Sea
P cR3,

(Ry o Rp-1)) (P) = Ry (R(p—1)(P)) = Ry (rPr~ ")y =¢7" (rPr~ ) r = (r"'r) P (r~'r) =P
— Idgs(P),

(Ri-1y 0 Ry) (P) = Rip—1y (Ry(P)) = Ry (r ' Pr) = v (r'Pr)yr~" = (rr™ ') P (rr™ 1)
= P = Idgs (P),

luego R, o R(;-1), R(-1y0 R, y Idgs tienen el mismo dominio, la misma imagen y coinciden
elemento a elemento, por lo que son iguales. 0

A partir del apartado (1) de la Proposicién 2.5, es claro que, siempre y cuando sea r # 0, podemos
tomar 7 de norma uno al trabajar con la aplicacién R,., lo que simplificara el andlisis; por tanto, de ahora
en adelante nos limitaremos a considerar cuaterniones de norma uno, es decir, puntos de la 3-esfera S2,
en el tratamiento de las rotaciones dadas por cuaterniones. En ese caso, ademés, dado que r~!
[|7|]| = 1, escribiremos R,.(P) = 7Pr.

Veamos ahora que R, define, en efecto, una rotacién, y como podemos obtener el eje y el dngulo de
dicha rotacién a partir de las coordenadas (a, b, ¢, d) del cuaternién r. En el caso r = %1, es trivial ver
que R, es la identidad; para el resto de casos, en los cuales la respuesta no es tan obvia, consideremos la
siguiente proposiciéon:

=7 si

PROPOSICION 2.6. Dado un cuaternion r = a + bi + ¢j + dk € S3\{-1,1}, la aplicacién R, es una
rotacion alrededor del eje determinado por el vector (b,c,d) € R3, con dngulo de rotacién 6 = 2cos™*(a).

6En el articulo [Lyo03] seguido en esta seccién, se toma R,(P) = rPr~!. Como dijimos en la introduccién, hemos

tenido que modificar ligeramente la construccién para unificar las diferentes formulaciones de la fibracién de Hopf presentes
en el trabajo. Debido a la eleccién de esta definicién para la rotacién, algunas de las expresiones obtenidas en esta seccién
seran distintas a las del articulo citado.



26 2. LA FIBRACION DE HOPF

DEMOSTRACION. En primer lugar, probemos que la aplicacién R, conserva la norma, esto es, que
[|R-(P)|| = ||P|| para todo cuaternién puro P.

1R (Pl = [lr=Pr|| = [le =PI Ir]] = [1P1]

donde hemos hecho uso de que H es un algebra de divisién normada (véase la Definicién 1.6). A
continuacion, para probar que el eje de rotacion es el determinado por el vector (b, ¢, d) basta con ver que
dicho vector es un vector propio de la aplicacién lineal R, con valor propio 1. Por tanto, probemos que
R, ((b,c,d)) = (b,c,d). En (2.4) vimos cudl era la expresién de la imagen de un punto P = (x,y,2) € R?
cualquiera por la aplicacién R,., por lo que basta con sustituir t = b, y = cy z = d , con lo que obtenemos
que

R.((b,c,d)) =i (a’b+ b — ¢®b — d*b + 2adc + 2bc” + 2bd” — 2acd)

J (2b20 —2adb + a’c — b2c + & — d’c + 2abd + 2cd2)

k (2ach + 26%d + 2¢*d — 26t + a®d — b*d — d + d°)
i((@®+0*++d)b)+j (> +0°+ P +d%)c) +k((a®>+b°+ +d*)d)
=bi+cj+dk = (b,c,d),

+ +

lo que prueba que el vector (b,c,d) queda invariante por la rotacién R, y, por tanto, corresponde
al eje de la rotacién. Veamos ahora que el plano perpendicular al vector (b,c,d), cuya ecuacién es
br + cy +dz = 0, queda invariante por la rotacién. Dado un punto P = (z,y, z) € R? cualquiera, sabemos
que R, lleva P al punto dado por (2.4), luego sélo tenemos que comprobar que las componentes de
R, (P) = (RL(P), R2(P), R3(P)) verifican la ecuacién del plano. En efecto, se tiene que

bRL(P) 4 cR2(P) + dR2(P) = bx (a®> + b* — ¢® — d?) + 2by(ad + be) + 2bz(bd — ac)
+ 2cz(be — ad) + cy (a® — b* + ¢® — d*) + 2cz(ab + cd)
+ 2dx(ac + bd) + 2dy(cd — ab) + dz(a® — b* — ¢* 4 d?)
=bx (a® + 0> — & — d® +2¢° + 2d°) + cy (26> + a® — b* + ¢ — d° + 2d°)
+dz (2()2 +22+a2 -0 -2+ d2) + 2abdy — 2abcz — 2acdx + 2abcz
+2acdr — 2abdy = bx +cy +dz =0,

como queriamos comprobar. Finalmente, probemos que el angulo de la rotacion es el dado por la expresion
del enunciado de la proposicién. Para ello, consideremos un vector w perpendicular al vector propio
(b, ¢,d) y hallemos el dngulo de la rotacién teniendo en cuenta la expresién del producto escalar, es decir:
u-v

u-v = ||ul|||v||cos§ = cosl = ———,
[ul|{[v]]
para dos vectores u y v cualesquiera, donde 8 es el &ngulo que forman dichos vectores. La razén de tomar
w perpendicular a (b, ¢, d) es simplemente que, dado cualquier vector, podemos descomponerlo en una
componente paralela al vector (b, ¢, d) y otra perpendicular, y ya hemos probado que el vector (b, ¢, d)
queda invariante bajo la rotacion, luego para hallar el Angulo sélo hemos de fijarnos en la componente
perpendicular al eje de la rotacién. Asi, si consideramos los vectores w y R,.(w), el dngulo de rotacién
vendra dado por:

w - R, (w) w - R (w)

(2.6) cosf = = ,
[|w|[[[ Ry (w)]] ||w]|?

pues ya hemos visto que R, conserva la norma. Llegados a este punto, distingamos dos casos:

(1) Si b= ¢ =0, podemos tomar w = i, con lo cual, haciendo uso de la expresién hallada en (2.4),
se tiene que

R.(w) =i(a® +b* — % — d*) + j(2bc — 2ad) + k(2ac + 2bd) = i(a® — d?) — 2jad..
Por tanto, el producto escalar de w y R,.(w) vendra dado por
w - R, (w) = (1,0,0) - (a® — d?, —2ad,0) = a® — d* = 24> — 1,

ya que (a,b, c,d) = (a,0,0,d) € S® vy, por tanto, a®+d? = 1. Asi, dado que ||w|| = 1, y teniendo
en cuenta la expresién (2.6), llegamos a que cos§ = 2a? — 1.
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(1) Sib#0o0c#0, podemos tomar w = ci — bj. En ese caso, tendremos que

R, (w) =i (a®c+ b*c — ® — d*c — 2abd — 2b°c) + j (2bc* — 2acd — a®b + b* — ¢*b + d?b)
+ k (2ac® + 2bcd — 2edb + 2ab?) |

de modo que

w - Re(w) = a%® 4+ b2 — * — d?c? — 2abed — 2b° — 20°2 + 2abed + a2b? — b* + b2 — d2b?
:(b2+c2) (a2—b2—c2—d2).

Asi, nuevamente, teniendo en cuenta que ||w|| = b? + ¢? y haciendo uso de la expresién (2.6),
obtenemos que cos = a? —b?> — 2 — d? = 2a% — 1, pues a® + b? + ¢ + d? = 1, ya que, como ya
se ha mencionado, estamos considerando ||r|| = 1.
Asi pues, en ambos casos hemos obtenido que cosf = 2a? — 1. Dado que 7 y —r definen la misma rotacién,
podemos tomar a > 0 sin pérdida de generalidad. Teniendo en cuenta la expresion del coseno del angulo
doble, llegamos a que

0 0 0 0 0
2 1—cos(2-2)=cos2(2) —sin2(2) = 27 _ 2 _ 2V
2a 1 =cos (2 2) cos <2> sin <2> 2 cos (2> 1 — a cos <2>

= cos (g) =a = 0=2cos (a),

donde hemos hecho uso de que 0 € [—7, 7| (véase la Nota 5 de este capitulo), luego 0/2 € [—-7/2,7/2] v,
por tanto, ha de ser cos(6/2) > 0. Esto concluye la demostracion. O

Como vemos, toda la informacion de la rotaciéon se encuentra completamente contenida en las cuatro
coordenadas del cuaterniéon r de una forma mucho mas elegante y practica que en el caso de las matrices
ortogonales 3 X 3. Y eso no es todo en cuanto a elegancia y eficiencia, pues la siguiente proposiciéon
muestra la que es, quizd, una de las propiedades mas ttiles de la caracterizacion de las rotaciones mediante
cuaterniones:

PROPOSICION 2.7. Dados dos cuaterniones r,s € S°, se verifica que
R.oRs = Ry, .

DEMOSTRACION. Es claro que ambas aplicaciones tienen como dominio y como imagen R?, luego basta
ver que coinciden elemento a elemento. Sea P € R3, se tiene que

(R0 Rs) (P)=7(5Ps)r = (F3) P(sr) = (sr)P(sr) = Rs.(P),

donde hemos hecho uso de la propiedad asociativa del producto de cuaterniones. Asi, ambas aplicaciones
coinciden elemento a elemento y, por tanto, son iguales. O

Este proposicion es de gran relevancia, pues muestra que la composicién de dos rotaciones se reduce a
multiplicar los cuaterniones asociados a cada una de ellas. Nuevamente, animamos al lector a comparar
la complejidad del problema de hallar el eje y el angulo de rotaciéon de la composicion de dos rotaciones
utilizando, por un lado, el método matricial y, por otro lado, cuaterniones.

Hasta ahora hemos probado que cada cuaternion r define una rotacién del espacio tridimensional.
La siguiente proposicién muestra que, en realidad, toda rotaciéon del espacio tridimensional puede ser
caracterizada en términos de cuaterniones.

PROPOSICION 2.8. Se verifican las siquientes propiedades:

(1) El conjunto S3 de cuaterniones de norma uno, con la operacién producto de cuaterniones,
satisface los axiomas de un grupo.

(11) El conjunto de las rotaciones de R3, con la operacién composicién, es también un grupo, llamado

SO(3).

(111) La aplicacion o: S® — SO(3) dada por r — Ry es un homomorfismo de grupos. En particular,
@ es suprayectiva pero no inyectiva, y su nicleo es el subgrupo ker(p) = {—1,1}.
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Se tiene el siguiente isomorfismo de grupos:

S3/{—1,1} = SO(3).

DEMOSTRACION. Probemos cada apartado separadamente:

(1)

(111)

Veamos que (S2,-) con el producto de cuaterniones es grupo. Comprobemos uno a uno los
axiomas que ha de cumplir:

e Dado que H es un dlgebra de divisién normada, de la Definicién 1.6 se sigue que el producto
de cuaterniones de norma uno es operacion interna.

e Se verifica la propiedad asociativa, pues se verifica en general para el producto de cuater-
niones de cualquier norma.

o Existe elemento neutro, el 1, pues r1 = 1r = r para todo r € S3.

e Para cada r € S3, existe r—! =7 € S3 tal que r7 = 7r = 1, pues H es un 4lgebra asociativa
y, por la Proposicién 1.9, posee inversos multiplicativos.

Luego (S3,-) es grupo, como querfamos probar.

Probemos ahora que el conjunto de las rotaciones del espacio tridimensional con la operacién
composicion tiene también estructura de grupo. Dicho conjunto puede verse como un subgrupo
del grupo lineal general GL(3,R) formado por las matrices ortogonales unitarias, es decir:

SO(3) = {A € GL(3,R) : A~ = A", det(A) = 1}.
De la misma forma que en el apartado anterior, comprobemos que (SO(3),-) con la operacién

GL(3,R) x GL(3,R) — GL(3,R)
(A,B) — AB

verifica los axiomas de grupo:

e Sean A, B € SO(3), se tiene que det(AB) = det(A)det(B) = 1, y (AB)! = BtA! =
B7'A71 = (AB)7!, luego AB € SO(3), por lo que es operacién interna.

e Se verifica la propiedad asociativa, pues se verifica en general para el producto de matrices
cualesquiera.

e Existe elemento neutro, la matriz identidad Idgs, pues A - Idrs = A = Idgs - A para todo
A € 50(3).

e Para cada A € SO(3), existe A=t = A* € SO(3), pues det(A!) = det(A) = 1, tal que
AAY = ATA = Idps.

Luego (SO(3),-) es grupo, como queriamos probar.

Para probar que ¢ es un homomorfismo de grupos hemos de ver, por un lado, que ¢(1g3) = 1go(3),
donde 1gs y 1go(s) denotan, respectivamente, los elementos neutros de (S%,-) y (SO(3),-), v
por otro lado, que ¢(rs) = ¢(r) o p(s). La primera de estas propiedades es trivial, pues
©(1) = Ry = Ry = Idgs = 1503), y la segunda es consecuencia directa de la Proposicién 2.7,
ya que

¢(rs) = Rys = Rs7 = Ry o Rs = (1) o p(s) .

Por tanto, queda probado que ¢ es un homomorfismo de grupos. Veamos ahora que es una
aplicacién suprayectiva. Hemos de ver que para toda rotaciéon del espacio existe un cuaternién
r € S3 tal que dicha rotacién es Rr. Sea, pues, R € SO(3) una rotacién cualquiera. Esta
rotacion se producird necesariamente respecto a un cierto eje y con un cierto angulo 6. El eje
de rotacién lo podemos considerar determinado por un vector de coordenadas (z,y,2) y de
norma uno, y, por la Proposicién 2.6, un cuaternién r = a + bt + ¢j + dk define una rotacion de
angulo 6 = 2cos™!(a) respecto al eje dado por el vector (b, c,d). Por tanto, podemos tomar
r = cos(0/2) —sin(6/2) (xi + yj + zk), con lo que tendremos Ry = R, lo que prueba que ¢ es
suprayectiva. Hallemos ahora su niucleo, que vendra dado por

ker(¢) = {r € S : ¢(r) = Idgs}.

Sea, pues, © = a + bi + ¢j + dk € S3 y sea Ry la rotacién asociada correspondiente. Para que
R7 sea la identidad es preciso que el dngulo de rotacién sea cero, lo cual, haciendo uso de la
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Proposicién 2.6, ocurrird cuando a = 1. Por tanto, dado que 7 ha de tener norma uno, ha de ser
7 =1 =r. No obstante, sabemos que r y —r definen la misma rotacién, luego los cuaterniones
tales que la rotacién asociada es la identidad son 1 y —1, de modo que ker(p) = {—1,1}, como
queriamos probar.

(1v) Es consecuencia directa del apartado anterior y del primer teorema de isomorfia, que enunciamos
a continuacién sin demostrarlo:

TEOREMA 2.9 (Primer teorema de isomorfia). Sea f: G — H un homomorfismo de grupos.
Entonces, existe un isomorfismo de grupos dado del modo siguiente:

f: G/ker(f) — i im(f)
zker(f) ~—— f(zker(f)) = f(x)

Dado que en el apartado anterior hemos probado que ker(y) = {—1,1} y que im(yp) = SO(3),
por el teorema anterior queda probado que S3/{—1,1} = SO(3).” 0

2.2.2. Las rotaciones y la fibracion de Hopf. Tras la exposicién de la relacién entre los
cuaterniones y las rotaciones del espacio realizada en la subseccién anterior, es momento de volver a
hablar de la fibracién de Hopf y de como podemos construirla empleando cuaterniones. Fijemos un
punto distinguido Py = (1,0,0) =i € S? (cualquier otro punto de S? serfa igualmente vélido, pero hemos
elegido éste porque conlleva una mayor sencillez en las férmulas). Para cada punto (a,b,c,d) € S3, sea
r = a+ bi 4+ ¢j + dk el cuaternién de norma uno correspondiente, que, como hemos visto, define una
rotacién R, dada por (2.5). Definimos la fibracién de Hopf como la aplicacién h: S% — S% que lleva el
cuaternién r € S® a la imagen de P, por la rotacién R,, esto es,

h: S — 52

@.7) r — R.(P)=TFir

FIGURA 2.1. La fibracién de Hopf lleva el cuaternién r € S* a la imagen R,.(Py) del punto distinguido Py = (1,0, 0)
por la rotacion R, asociada a 7.

OBSERVACION 2.10. En (2.4) vimos cual era la expresién de r~!Pr para un punto P € R? cualquiera. Si
tomamos P = (1,0,0) = ¢ obtenemos la expresion de la fibracién de Hopf en coordenadas reales:

Tir = (a> +b° — ¢ — d*,2 (bc — ad) , 2 (bd + ac)) ,
que coincide exactamente con la dada en (2.3).

Como se mencioné en la seccién anterior, la decisiéon de construir la fibracién de Hopf empleando
cuaterniones no se debe a un mero capricho, sino que obedece al hecho de que desde esta nueva perspectiva
es mas sencillo e intuitivo estudiar las fibras —esto es, las contraimagenes de los puntos de S?>— y sus
propiedades, algo que trabajando en coordenadas reales resultaria ciertamente farragoso y menos elegante.
Asi pues, tal y como hemos definido la fibracién de Hopf en esta seccién, la fibra de un punto P € S? por
la aplicacién h vendrd dada por el siguiente conjunto:

Y (P)={reS®: h(r)=P}={reS®: vir=P}.

Comencemos por ver lo que ocurre en un caso sencillo antes de estudiar el caso general.

"De hecho, SO(3) es difeomorfo al espacio proyectivo P3(R), pues es S3/Zs.
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PROPOSICION 2.11. Sea P = (1,0,0) € S%. Se verifica que la fibra h=*(P) es la circunferencia C dada
por la siguiente expresion:

C = {(cost,sint,0,0) : 0 <t <27} = {e"}oct<on-
DEMOSTRACION. La fibra del punto P vendra dada por
R1((1,0,0)) = {r € S* : h(r) =Fir = i}.
Por un lado, es claro que todos los puntos de C pertenecen a h=1((1,0,0)), pues
e~ "ie' = (cost —isint)i(cost +isint) = (icost + sint)(cost + isint)

=i(cos®t +sint) +sintcost —sintcost =i Vt € [0,27],

luego tenemos que C' C h=1((1,0,0)). Veamos el otro contenido: dado r = a+bi+cj+dk € h=*((1,0,0)),
se tiene que

a? +v? —c? — d? 1

_. ) 2(bc—ad) = 0
Tir =1 =

2(bd+ac) = 0

1

a2+ >+ 2+ d?

b

donde la cuarta ecuacién proviene de la condicién r € S2. Si restamos las ecuaciones primera y cuarta,
obtenemos que ha de ser ¢ = d = 0, luego la cuarta condicién quedaria a® + b> = 1, esto es, una
circunferencia de radio uno y centrada en el origen; por tanto, podemos parametrizarla tomando a = cost,
b = sint, con lo que obtendriamos h=1((1,0,0)) C C, lo que nos permite concluir que h=1((1,0,0)) = C,
como queriamos probar. O

Tal y como vimos en la seccién anterior, y como volveremos a ver en ésta empleando cuaterniones,
esto es lo que ocurre en el caso general: para cualquier punto P € S2, la fibra h=1(P) de dicho punto es
una circunferencia en S3. Vedmoslo paso a paso.

En primer lugar, vamos a ver cémo podemos encontrar rotaciones que, dados dos puntos no antipodales
A, B € 52, lleven el punto A al punto B. Consideremos un arco de circulo méximo que una A y B, y
denotémoslo por AB; notemos que este arco no es unico, aunque el circulo maximo si lo es —pues A y B
son puntos no antipodales—. Si consideramos el eje de rotacién como un vector de norma uno que parte
del origen, se tiene que el extremo de dicho vector ha de encontrarse en algin punto del circulo méaximo
que bisecta AB, tal y como mostramos en la Figura 2.2. Aunque el vector podria apuntar a cualquier
punto de dicho circulo maximo, hay dos puntos particulares para los cuales el angulo de rotacién es facil
de calcular:

(1) Cuando el eje de rotacién pasa por el punto medio M de AB, el dngulo de rotacién 0 es 7
radianes o 180 grados (véase la Figura 2.3(a)). A esta rotacién la llamaremos R;.

(1) Cuando el eje de rotacion es perpendicular a los vectores v = OA y w = OB, el dngulo de
rotacién es el dngulo entre v y w (véase la Figura 2.3(b)) y viene dado por cosf = v - w. A
esta rotacion la llamaremos Rs.

FicurA 2.2. Dados dos puntos A y B no antipodales, el eje de cualquier rotaciéon que lleve A a B ha de pasar
por el circulo médximo C' que bisecta al arco AB.
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FIGURA 2.3. Hay dos rotaciones para las cuales es sencillo calcular el 4ngulo de rotacién: (a) cuando el eje de
rotacién pasa por el punto medio M de AB, y (b) cuando el eje de rotacién es perpendicular a los vectores OA y
OB.

PROPOSICION 2.12. Sea P = (p1,p2,p3) € S2. Los cuaterniones r y ro descritos anteriormente vienen
dados por las siguientes expresiones:

1

(2.8) = ——=——= ((1+p1)i + p2j + p3k) ,
2(1+p1)
1+p P3 . P2 >
2.9 = 1+ — k).
(2.9) "2 2 ( T+p” 1+m

~

DEMOSTRACION. En ambos casos la rotacién se produce desde el punto Py = (1,0,0) = 4 al punto
P = (p1,p2,p3). Denotemos r1 = (a1,b1,c1,d1) y 2 = (asg,be,ca,d2). Analicemos ambos casos por
separado:

(1) EL EJE DE ROTACION PASA POR EL PUNTO MEDIO DE Py Y P. Ya hemos visto que en este caso
el dngulo de rotacién es 6 = 7, luego a; = cos(6/2) = 0. Hallemos by, ¢; y d;. Para obtener
el punto medio del arco FPyP basta calcular el punto medio del segmento que une Py y Py
trasladarlo a la superficie de la esfera 52 dividiendo por su norma. El punto medio de dicho
segmento sera

OF, +OP 1
2 2
La norma de dicho punto sera, por tanto,

OP,+OP| 1 1 1+
HOQH2\/1+p?+2p1+p§+p§2\/2(1+p1) 2p1,

(1+p1,p2,p3) -

donde hemos hecho uso de que p? + p2 + p2 =1, ya que P € S?%. Luego tenemos que

1 OPFP, +0OP 14+p 1
(bi,c1,d1) = HOPO+OPH < 02 ) = 2 L (2(1+p1,p2,173)>
2

1
= T (1 +p17p2ap3) 5
2(1+p1)

de donde concluimos que
1

r1 = ——— ((1+p1)i + p2j + p3k) ,
2(1 4 p1)

como queriamos probar.

(11) EL EJE DE ROTACION ES PERPENDICULAR A OPF, Y OP. En este caso, el angulo de rotaciéon
viene dado por cosf = v - w, con v = OPy = (1,0,0) y w = OP = (p1,p2, p3). Luego tenemos

que
1+
COS@Z(17070)'(17171727173):101 = 2@%—1:]?1 = a2:\/7’
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donde hemos hecho uso de la Proposicién 2.6. Hallemos ahora el vector u = (bg, ¢, ds) de
forma que sea u-v =u-w = 0.
u-v=0 = by=0.

u-w=0 = cop2+dops =0 = c2 =p3, d2=—p2.

Por tanto, se tiene que (by, c2,ds) = (0, p3, —p2); 0, tomdndolo de forma que tenga norma uno:
1 1

—=—=(0,p3, —p2) = ——=(0,p3, —p2) ,
VP3+p3 1—-p}

donde hemos hecho uso de que p? + p3 + p3 = 1. Haciendo ahora uso del apartado (111) de la
Proposicién 2.8, donde vimos como obtener el cuaternion asociado a una rotacién cuyo eje y
angulo son conocidos, se tendra que

(bz,Cz,d2) =

0 0
9 = COS () + sin (2) (boi + coj + dok) = as + (1 — a%) (bai + c2j + dok)

2
1+p \/ 1+p 1 )
= 1— - — ok
\/ 5 T 9 1_p%(173] p2k)

1+p 1—-p; 1 ) 14+p1 1 .
= + (p3j — pek) =/ + (p3j — p2k)
\/ 2 2 (1+p1)(I—p1) 2 2(1+p1)

1+p1 p3 . D2
=/ 1+ - k)
2 ( T+p’  1+pm

como queriamos probar. 0

OBSERVACION 2.13. Se comprueba de forma directa que r; = ir5. De hecho, en la siguiente proposicién
veremos que la fibra h=!(P) son todos los puntos de la forma e''r, con 0 <t < 27, y h(r) = P.

PROPOSICION 2.14. Sean P € S? yr € S3 tales que h(r) = P. Se verifica que la fibra h='(P) es una
circunferencia en S3, parametrizada de la forma siguiente:

h=H(P) = {e"r}o<i<on -
DEMOSTRACION. Probémoslo por doble contenido:
e C: Sea s € h~1(P). Entonces, se tendra que 5is = P. Por otro lado, por hipétesis se tiene que
h(r) = P, luego tenemos que
Bis = Fir = r%isT = r7irT = r5ist = ||r]|%i||r||]* =1,

por lo que hemos llegado a que s¥ € h=%((1,0,0)). Dado que en la Proposicién 2.11 probamos
que h71((1,0,0)) = {e®}o<i<ar, se deduce que existe ¢t € [0,27] tal que sT = e, de donde,
multiplicando por la derecha por r en ambos lados de la igualdad, se concluye que s = e'r y, por
tanto, s € {e"r}o<t<or. Esto prueba que h=1(P) C {er}o<i<anr.

e D: Seat € [0,27]. Se comprueba ficilmente que h(e‘'r) = P, pues
h(e'r) = eitrietr = e~ "tie''r = Fir = h(r) = P,

donde hemos hecho uso de que e~*ie?* = i, como probamos en la Proposicién 2.11. Esto prueba

que {e"'r}o<i<on C h=1(P).
Por tanto, llegamos a que h=!(P) = {e"*r}o<t<2x, como querfamos probar. O
OBSERVACION 2.15. La razén de haber calculado los cuaterniones r; y 75 de la Proposicién 2.12 es la
necesidad de disponer de una expresién explicita de los elementos de la fibra h=1(P) a la hora de explorar
algunas de las propiedades de las fibras, como veremos en la siguiente subseccién. Sin embargo, en dichos
célculos impusimos la condicién de que los puntos inicial y final de la rotacién no fuesen antipodales, por

lo que atin no tenemos una expresién explicita para la fibra del punto (—1,0,0). No obstante, es ficil
comprobar que h(k) = (—1,0,0), pues

h(k) = kik = —kik = —jk = —i = (~1,0,0).

Por tanto, haciendo uso de la Proposicién 2.14, se tiene que h=1((—1,0,0)) = {e"k}o<t<2nx-
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2.2.3. La fibracion de Hopf a través de la proyeccion estereografica. Tras probar que las
fibras de la fibracién de Hopf son circunferencias y obtener su expresién explicita en los diferentes casos
posibles, en esta subseccién vamos a tratar de visualizar la configuracién de dichas fibras. A primera vista,
esto puede parecer complicado dado que la 3-esfera S® vive en R* y, por norma general, es ciertamente
dificil imaginar objetos de méas de tres dimensiones. Sin embargo, este pequeno inconveniente puede ser
sorteado por medio de la proyeccién estereogrifica, la cual, ademads, nos permitird obtener una elegante
descomposicién de R? en una unién de circunferencias disjuntas y una linea recta. De hecho, veremos que
la fibracién de Hopf proporciona una solucién para el siguiente problema:

PROBLEMA 2.16 (Puzzle de las circunferencias enlazadas). Utilizando circunferencias disjuntas y una
lnica linea recta, jes posible llenar R? de forma que las circunferencias se encuentren enlazadas dos a dos
y la recta pase por el interior de cada una de ellas?

Sin la condicién de que las circunferencias estuviesen enlazadas, la solucién seria sencilla: bastaria
tomar circunferencias concéntricas cuyos centros se encontrasen sobre la recta del enunciado. Sin embargo,
la dificultad —y también el interés— del problema aumenta considerablemente al imponer que estén
enlazadas. Veamos, pues, que las proyecciones estereograficas de las fibras resuelven el puzzle.

PROPOSICION 2.17. Sea wn: S3\{(1,0,0,0)} — R3 la proyeccion estercogrdfica dada en (1.12). Se
verifican las siguientes propiedades:
(1) mx o h=1((1,0,0)) es el eje z.

(11) 7 o h=1((—=1,0,0)) es la circunferencia unidad en el plano yz.

(111) Para cualquier otro punto P € S?\{(1,0,0),(—=1,0,0)}, mx o h=1(P) es una circunferencia
en R3 que corta al plano yz en exactamente dos puntos A y B, uno dentro y otro fuera de la
circunferencia unidad en dicho plano.

(1v) Los puntos A y B se encuentran en una recta que pasa por el origen y que contiene al vector
(07 p3, _p2)

(V) El plano de la circunferencia mn o h=1(P) no contiene al eje x.

DEMOSTRACION. Probemos cada apartado separadamente:
(1) En la Proposicién 2.11 vimos que h=1((1,0,0)) = {e"}g<i<2x, luego

) int
7n o h7H((1,0,0)) = 7y (e™) = mn((cost,sint,0,0)) = (liuéosfo’()) , te€(0,2m).

Mediante un simple cambio de variable o = 1512‘02 ;

Z.

se llega a que el conjunto obtenido es el eje

(11) En la Observacién 2.15 vimos que h=*((—1,0,0)) = {e"k}o<t<2r, luego tendremos que
an o h71((=1,0,0)) = mn(e”k) = mn((0,0, —sint, cost)) = (0, —sint,cost), € [0,2n],

que es la circunferencia unidad en el plano yz, como queriamos probar.

(1) Sea P = (p1,p2,p3) € S?\{(1,0,0),(—1,0,0)}. En la Proposicién 2.14 vimos que h=!(P) =
{e"r}o<i<or donde r € S era tal que h(r) = P. Supongamos entonces que h~!(P) =
{eit’l"l}ogtggﬂ—, donde 74 es el cuaternién hallado en la Proposicién 2.12. Para cada ¢ € [0, 27],
se tiene que

. 1 1
e''r = (cost +isint) ————= ((1 4+ p1)i + paj + psk) = ——=—==(—(1+ p1)sint
201+ p1) 2(1+p1)
+ (14 p1) costi+ (pacost — pssint)j + (p3 cost + pasint)k)
1

12

————— (—(1+p1)sint, (1 4 p1) cost, ps cost — p3sint, p3 cost + pa sint)
2(1+p1)
V1+pr . ¢ V14 p1 tpgcost—pgsint pscost + pasint
=| - sint, cost, , .
V2 V2 V21 +p1) V2(1+p1)

Por tanto, la proyeccion estereografica vendra dada en este caso por

hil(P) v/ 1+ picost pacost — pgsint pscost + pasint
TN O = 5 3 ]
N V2+THprsint /21 +p1) + (1 +p1)sint /2(1 +p1) + (1 + py)sint
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con t € [0,27]. Ademas, es ficil ver que 7x o h™1(P) es una circunferencia, pues ya hemos visto
que la fibra h=1(P) lo es y, por la Proposicién 1.38, la proyeccién estereografica conserva las
circunferencias. Veamos, pues, que 7y o h~1(P) corta al plano yz en exactamente dos puntos
Ay B. La ecuacién de este plano es x = 0, luego se tendra que

V1 t
+ P cos :O:>cost:0:>t:z,3l,
V24 T+ prsint 202
por lo que
ayoh Y (P)N{(z,y,2) €R® : x =0} = {A, B},
donde
A=ryoh Y(P)(t=x/2) = |0, s : P2 :
20 +p1) + (1 +p1) V2(L+p1) + (1 +p1)
B=nyoh Y (P)(t=3r/2)= [0, Ps ) e :
20 +p1) = (L+p1) V2(L+p1) = (1 +p1)

Falta por ver que A se encuentra dentro de la circunferencia unidad en el plano yz, mientras
que B se encuentra fuera; esto es, hemos de probar que ||OA|| < 1y que ||OB|| > 1, donde

2, .2 2 _
HOA||2: p3+p2 2: ]' pl 5 — 1 pl 5
( 2(14+p1) + (1 +p1)) ( 2(1+p1)+(1+p1)) (V2+T+p)
9, 2 2 _
|OBJ|? = Ps + P2 _ 1—pi _ 1-p

3 -

(VT - ) (VETEm - (am) (V2 VTR

Definamos las siguientes funciones:

ga: [-1,1] — R gp: [-1,1) — R
1—x ) 1—x
RN VW= LT Avire)
Se tiene que ga(—1) = gp(—1) = 1. Veamos cémo son las derivadas de estas funciones:
ga(z) = — Lto(v2+vite) _(31_:6) o2 VAIE S <0 Vee(-1,1),
VIitz (V24 VI+a) Vitr (V2+V/1+72)

luego ga es una funcién estrictamente decreciente en el intervalo (—1,1), lo que prueba que
[|OA]|l < 1. Anélogamente,
() = — Lra(va- 1+x)+(;_x) L 2oVl S>0 Voe(-1,1),
Vitr(V2-VI+2) VIitr(V2-VI+2)

luego gp es una funcién estrictamente creciente en el intervalo (—1,1), lo que prueba que
[|OB]| > 1. Por tanto, queda probado que A se encuentra dentro de la circunferencia unidad
en el plano yz, mientras que B se encuentra fuera de ella.

(1v) Hallemos el vector AB:

AB — (o bs - P
V2 Ap) = () V20 +p) + (L +p1)

—p2 _ b2
V2(1+p1) = (1+p1) 2(1+P1)+(1+P1)>
Gpmﬂ@+MHQ%Hﬁﬁ+mM%Hmﬁ—&@*ﬁ7

2(14+p1) — (L +p1)?

—p2y/2(1+p1) —p D1 P2\/2(1+P1)+M>

2(1+p1) — (1 +p1)?

b

B 2(1+p1)
21+ p1) — (L4+mp)?

<OvPSa *P2) 3
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por lo que la recta que une A y B contiene al vector (0, p3, —p2), con lo que contendréd también
a —(0, p3, —p2), de donde se concluye que la recta pasa por el origen, como queriamos probar.

(V) Finalmente, veamos que el plano de la circunferencia 7y o h~1(P) no contiene al eje x. Dado
que 7y o h~1(P)(t = 0) y mx o h~1(P)(t = 7) son puntos antipodales, se tiene que el plano que
contiene a 7y o h~1(P) pasa por el origen y que el punto (0,0,0) se encuentra en el interior de
la circunferencia. Si el eje o estuviese contenido en dicho plano, cortarfa a mn o h=1(P) en dos
puntos. Sin embargo, dado que el eje x es mx o h~1((1,0,0)), esto es, la proyeccién de la fibra
del punto (1,0,0), lo anterior implicaria que dos fibras tienen interseccién no vacia, lo cual es
un absurdo, puesto que las fibras son disjuntas. Por tanto, se concluye que el eje z no puede
estar contenido en el plano de la circunferencia 7y o h=1(P), como querfamos probar. 0

OBSERVACION 2.18. La proposicién anterior tiene importantes implicaciones: de lo probado en el apartado
(111) se deduce que la proyeccién 7y o h=1(P) de la fibra est4 enlazada con la circunferencia unidad en
el plano yz, mientras que el apartado (v) implica que el eje x pasa por el interior de la circunferencia
7n o h=1(P).

En la Proposicién 2.17 hemos probado que la proyeccién estereografica de la fibra h=!(P) estd enlazada
con la circunferencia unidad en el plano yz para todo punto P € S?\{(—1,0,0),(1,0,0)}. Veremos ahora
que este resultado nos permite probar de manera sencilla que dos circunferencias cualesquiera C'y D que
sean proyecciones de fibras estdn enlazadas. Para ello, construiremos un homeomorfismo v: R? — R? que
lleve C a la circunferencia unidad en el plano yz, y D a cualquier otra circunferencia que sea proyeccion
de una fibra. Por la Proposicién 2.17, se tiene que la imagen de D habri de estar enlazada con la
circunferencia unidad en el plano yz, que es, precisamente, la imagen de C; dado que, por la Proposicion
1.85, el nimero de enlace se conserva bajo homeomorfismos, de lo anterior se sigue que C'y D habran de
estar también enlazadas. Probemos, pues, la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.19. Sean C, D C R? las proyecciones de dos fibras cualesquiera de la fibracion de Hopf, y
sea P € C. Sea, asimismo, r = 7TX,1(P). La aplicacion

P R — R3
Q — wnofory'(Q) ]
donde
f: R* — R4
r — ar 'k’
es un homeomorfismo que verifica las siguientes propiedades:
(1) ¥(C) es la circunferencia unidad en el plano yz.

(1) ¥(D) es la proyeccion de una fibra de la fibracién de Hopf.

DEMOSTRACION. Es claro que 1 es un homeomorfismo, pues w7y v f lo son. Dado que C es la proyeccién
de una fibra, existird P’ € S? tal que C = my(h~1(P’)). Por otro lado, por ser P € C se tendra que
r =75 (P) € Ty (C) = h~}(P'). Haciendo uso de la Proposicién 2.14, podemos escribir h='(P’) =
{e"r'}o<t<2x, donde r’ € S es un cuaternion tal que h(r’) = P’. Por tanto, habra de ser r € {e®r' }o<t<onr,
luego existird ¢; € [0,27] de modo que r = €17/, Una vez dicho esto, probemos las afirmaciones (1) y (11):

(1) Denotemos por S;Z la circunferencia unidad en el plano yz, esto es:
S;Z := {(0,sint,cost) : t € [0,27]} C R®.
Probemos por doble contenido que ¢(C) = S} _:
e C: Sea (Q € C. Entonces, 71']:,1(@) € {e"r'}o<t<2x, luego existird to € [0,2n] tal que

77_;,1(@) = e'2¢. Hemos visto ya que r = e17/, luego 1’ = e~ "1, por lo que 75" (Q) =
ett2=t)r  Agi se tendrd que

FER Q) = f (£7r) = et =) = (0, —sin(ty — 1), cos(tz — 1)) € 5.

Dado que f(m5'(Q)) estd en el plano z = 0, se tiene que ¥(Q) = 7n(f(75 (Q))) =
F(7(Q)), luego ¥(Q) € S;Z. Por tanto, queda probado que 1(C) C S, ..
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e DO: Sea z = (0, —sint,cost) = e’k € S} para algin t € [0,27]. Queremos probar que
z € Y(C), esto es, que existe x € C' tal que z = 1(z). Se tiene que

g = eitk — eit,,,,r,flk _ f(eitr) _ f(eiteitlr/) _ f(eit’rl)

donde hemos llamado ¢’ = ¢ + ¢;. En caso de que t + t; fuese mayor que 27, bastaria
tomar t' = (t+t1)/2m. Dado que h=*(P’) = {e®r'}o<i<anr, se tiene que e’ 1/ € h=1(P') =
78 (O), luego existira « € C tal que ¢’ = w5 (z). Por tanto, se tendra, finalmente, que

z=mn(2) = 7n (1) = e (f(ry! (@) = d(2) € $(C),
con lo que queda probado que S;Z CY(0O).

Esto finaliza la prueba que ¥(C) es la circunferencia unidad en el plano yz; veamos el siguiente
apartado:

(11) Por ser D la proyeccién de una fibra, habra de existir un punto 7' € S? tal que D = mn (h~1(T)).
Asi, lo que buscamos probar es que existe un punto 7" € S? de forma que ¥(D) = 7y (h~1(T")).
Por la Proposicién 2.14, podemos escribir h=1(T) = {e'*s}g<;<2. para algtin cuaternién s € S*
tal que h(s) = T. Sea x € D; entonces, 7' (z) € h™'(T), luego existird ¢ € [0,27] tal que
7yt (x) = e's. Por tanto, f(ny'(2)) = e’sr~'k. Llamemos ¢ = sr~'k; dado que H es un
algebra de divisién normada, a partir de la Definicién 1.6 es claro que ¢ € S3. Sea T' € S? tal
que h(q) = T'; entonces, h=1(T") = {e®q}o<i<2x, luego mn (h~1(T")) es la proyecciéon de una
fibra. Veamos que (D) = wx(h~1(T")) por doble contenido:

e C: Sea y € D; entonces, existe t' € [0,2nx] tal que 7TN Yy) = e'sy firn'(y)) =

q
Dado que €' q € h=1(T"), se tendra que 1(y) = ny (e q) € T (R~ H(T")), luego (D) C
an(h=H(T)).

e D: Sea z € my(h™H(T")); queremos probar que existe y € D tal que z = ¥(y). Se

tiene que my'(2) € hH(T"), luego my'(2) = e'lqg = ¢ sr‘lk: = f(e's) para algtin

€ [0,27]. Por tanto, z = mn(f(es)). Dado que e''s € 75" (D), habra de existir un

y € D tal que e''s = ﬂ&l(y). Asi, se tendrd que z = 7rN(f(7r;,1 () = ¥(y), con lo que
mn(hH(T")) € ¥(D).

Se concluye, pues, que (D) = mx(h~1(T")), lo que termina la demostracién. 0

En las paginas anteriores hemos probado que las fibras de la fibracién de Hopf son circunferencias S*
sobre S% que se encuentran enlazadas dos a dos; de hecho, cada par de dichas circunferencias forma un
enlace conocido como enlace de Hopf. Este enlace, que mostramos en la Figura 2.4, es el ejemplo més
sencillo de enlace no trivial con méas de una componente. Tal y como definimos el nimero de enlace en la
Seccién 1.5, se comprueba facilmente a partir de la Figura 2.4 que ambos cruces verifican £(p) = +1; por
tanto, para cada P,Q € S?, se tiene que Lk(h~1(P),h~1(Q)) = 1.

Ficura 2.4. Enlace de Hopf, formado por dos circunferencias enlazadas con niimero de enlace igual a uno.

Las fibras de la fibracién de Hopf encierran asimismo otras propiedades geométricas de gran interés,
pero que no abordaremos aqui por cuestiones de espacio. Una de ellas, por ejemplo, es que las fibras de
los puntos de un circulo de latitud en S2? forman un toro en S3; de hecho, las proyecciones estereogréficas
de las fibras de los paralelos de S? son toros encajados que llenan todo R3.
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(a) (b)

FiGURA 2.5. (a) Las fibras de los puntos de un paralelo de S? forman un toro en S®. (b) La proyeccién
estereogréfica de la fibra del punto (1,0,0) € S? es una recta, mientras que las fibras de los paralelos de S? se
proyectan en toros encajados que llenan todo R®. Ambas imédgenes han sido extraidas de [Joh11].%

2.3. Construcciones proyectivas de las fibraciones de Hopf

Hasta ahora hemos visto como construir la fibracion de Hopf empleando coordenadas reales y cuaterniones.
Es posible construirla, también, considerando S como subconjunto de C? e identificando S? con la recta
proyectiva compleja P;(C) como describimos en la Seccién 1.4.° Asi pues, consideremos la esfera S°
definida como sigue:

§% = {(21,22) € C* ¢ [[a1]]” + ||22|* = 1}

La fibracion de Hopf, en este caso, vendra dada por la siguiente aplicacion:

h: 53 — P}
(2.10) ¢
(21,22) +—— [21: 29]

Probemos que, en efecto, esta aplicacién es la misma fibracién de Hopf que hemos descrito en anteriores
secciones.

PROPOSICION 2.20. La construcciéon de la fibracién de Hopf realizada en (2.10) es equivalente a la
realizada en (2.3) y (2.7).

DEMOSTRACION. Dado que en la Observacién 2.10 se mostré que la construccién con coordenadas reales
y la realizada con cuaterniones eran equivalentes, bastara con probar que la nueva construccién proyectiva
es equivalente a la realizada en (2.3) para ver que las tres son equivalentes. Notemos que, dado que las
coordenadas proyectivas estan determinadas salvo proporcionalidad, podemos escribir [21 : z2] = [1 : z2/21]
siz; #0,y[0: 23] =1[0:1] si 2z =0. Por tanto, podemos identificar el punto proyectivo [z1 : z2] € P1(C)
con z/z1, que serd un ndmero complejo bien definido si z; # 0, o el punto del infinito si z; = 0. Asi{
pues, sean z; = a + bi, 29 = ¢ + di. La estrategia a seguir es ésta: vamos a probar que existe una
aplicacién biyectiva ¢: P1(C) — S? tal que ¢(22/21) = (a® + b* — ¢ — d?,2(bc — ad), 2(bd + ac)), y que
dicha aplicacién viene dada por ¢ = 7r§1 o T, donde 7g: S? — P1(C) es la proyeccién estereografica dada
en (1.13) y T: P;(C) — P1(C) es una transformacién de Mobius cuya expresion viene dada por (1.22)
tomando a =14, 5 =0,7=0y d = 1. Asi pues, se tendra que

Q(22/21) =75 0 T(22/21) = mg ' (iz2/21) ,

8En [Johl11] puede encontrarse también un fantéstico video en el que se muestran de forma simultdnea puntos de S? y
sus correspondientes fibras. Aunque dicho video es recomendable simplemente por razones estéticas, su visualizacién puede
ayudar a comprender mejor la configuracién de las fibras de la fibracién de Hopf.

9Fsta construccién se puede encontrar en el articulo [Tre09] de Z. Treisman y en el libro cldsico [Ste74, §20] de N.
Steenrod.
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donde

izg _ci—d _ (ci—d)(a—bi) bc—ad+i(bd+ac) , (bc—ad bd+ac
21 a+bi a? + b2 a a? + b2 T \aZ+0b2 a2 402

Si llamamos z1 = Zg;;bgl, Ty = Z‘éii;, se tiene que

b2 + a?d? — 2abed 4 b2 d® + a?c® +2abcd (o +0°) (2 +d?) 2 4 d?

(a2 + b?)2 T (@2 a2t

2 2
1‘1+1‘2=

de donde se sigue facilmente que

1 2 b2727d2
T:ﬁ’1*@%ﬂaza+ .
a

1 2 2 _
+I1+l’2 a2—|—b2

Finalmente, teniendo en cuenta la expresion de 7T§1 dada en (1.15), se tiene que

_1 (bc—ad bd+ ac
Ts \ @202 a2 102

) = (a® +b* — ¢* — d?,2(bc — ad), 2(bd + ac)) ,

de donde se concluye que
Y(za/21) = (a® + b* — & — d?,2(bc — ad), 2(bd + ac)) ,
como queriamos probar. O

Con esta construccién es también sencillo probar que las fibras son circunferencias. Veamoslo:

PROPOSICION 2.21. Sea h: S? — P1(C) la fibracién de Hopf dada en (2.10). Se verifica que h=(P) es
una circunferencia para todo P € P1(C).

DEMOSTRACION. Sea [z; : 23] € P1(C). Se tendrd, entonces, que

R ([z1 : 20]) = {(wi,ws) € 8% ¢ [wy : wo] = [21 : 20]}.
Por tanto,

[U)l :wQ]:[Zl ZZQ] — (wl,wg):)\(zl,zg), reC.
Dado que ||(w1,w2)|| = ||(21, 22)|| = 1, se tendra que

L= [[(w, wa) || = Al ]ICz15 22)I] = [IAI]

luego A es un ntimero complejo de norma uno, por lo que podemos escribir A = e, con 0 < ¢t < 2. Asi,
se tiene que ,
[z 0 22]) = {(wr,w2) € 8% (wy,w2) = e (21, 22)},

es decir, una circunferencia en S%, como querfamos probar. O
El procedimiento que acabamos de ver para construir la fibracién de Hopf clasica S3 — S? puede

extenderse a otras esferas de forma analoga. De hecho, John F. Adams'® probé en 1958 que sélo existen
cuatro fibraciones en las que el espacio total, el espacio base y las fibras sean todos esferas, a saber,'!

hg : 8% — ST — ST =P (R),

he: St 83 — S22 P (C),

hy : 8% —— ST — S* =P (H),

ho: 8" —— S — S8 =P (0).

La fibracion hc es la misma que hemos analizado a lo largo de este capitulo; podemos denominarla
fibracién de Hopf compleja, por cuanto la imagen es la recta proyectiva compleja Py (C). Asi, hg, by y ho

10J. F. Adams. On the non-existence of elements of Hopf invariant one. Ann. of Math., 72 (1960), 20-104.

11Con la notacién SP < S — S” empleada para denotar estas fibraciones, el espacio total S9 es el conjunto inicial de la
aplicacién de Hopf S? — S™ correspondiente, el espacio base S” es el conjunto imagen, y la fibra SP es la contraimagen de
un punto cualquiera de S”. Aunque en este trabajo no manejamos conceptos de teoria de fibrados, cabe senalar que la
estructura de fibrado implica, entre otras cosas, que el espacio total es localmente un productos de abiertos de la base por la
fibra.
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denotarian, respectivamente, la fibraciones de Hopf real, cuaterniénica y octoniénica. La construccion de
estas tltimas es, como hemos dicho, andloga a la realizada para hc. Si consideramos S', S7 y S'® como
subconjuntos de R?, H? y Q2, respectivamente, tendremos que

Sti={(z1,22) € R? ¢ [Jo|* + ||w2l* = 1},
STi={(r1,r2) € H? ¢ [Jr||* + |lraf* = 1},
S = {(ur,u2) € 07+ |lur|* + [Jua||* = 1},

con lo que hg, hg v hp vendran dadas por

hg: St — P (R) hy: S7 — P (H) ho: S1o — P (@)

i )

(x1,22) +——  [x1: x9) (ri,m2) +——  [r1:m2] (ug,u2) +——  [ug : ug)

De forma similar a lo que ocurria con h¢, si denotamos K = R, H u O, se tiene que la fibra de cualquier
punto de P;(K) por la aplicacién hg estd formada por puntos de norma uno en K; la demostracion, en los
tres casos, es completamente analoga a la realizada en la Proposicién 2.21, por lo que no la repetiremos.!?

2.3.1. La fibracién de Hopf cuaternidnica y las esferas exdéticas de Milnor. En la Seccién
1.3 mencionamos que la estructura diferenciable de una variedad no es unica, y en la Definiciéon 1.43
establecimos cudndo dos estructuras son equivalentes. Esto conduce de forma natural a preguntarse
cuantas estructuras diferenciables no equivalentes puede admitir un conjunto. En el caso de las esferas,
por ejemplo, hasta mediados del siglo XX nadie dudaba de que habrian de admitir una tnica estructura
diferenciable —salvo difeomorfismo—. En efecto, esto es lo que ocurre en S™, con n < 6 y n # 4;'3 el caso
siguiente, sin embargo, es mucho més curioso: S7 admite 28 estructuras diferenciables no equivalentes.*
La prueba de que S7 admite diferentes estructuras diferenciables no equivalentes le valié la Medalla
Fields en 1962 a John Milnor, quien denominé esferas exdticas a aquéllas con estructura diferenciable
distinta de la estandar, pero con la misma topologia. Los primeros ejemplos de esferas exdticas fueron
construidos por Milnor como espacios totales, denotados M7, de fibrados sobre S* con fibra S3; en el
caso de la fibracién de Hopf cuaternidnica, dicho espacio total es, precisamente, la esfera estdndar S7.
En primer lugar, Milnor probé que estos espacios M7 eran homeomorfos a S7 utilizando la Teoria de
Morse, en particular el teorema de Reeb; para probar que, en cambio, no eran difeomorfos a S7, empled
principalmente resultados de la teoria de clases caracteristicas. Como dijimos en la Observaciéon 1.73,
al definir el espacio proyectivo sobre los cuaterniones es necesario elegir una multiplicaciéon por defecto
a izquierda o a derecha en la relacién de equivalencia debido a la no conmutatividad del producto de
cuaterniones; esto introduce un grado de libertad que no existe en la fibracién de Hopf compleja hc, y
que es la causa de que los ejemplos conocidos més sencillos de estructuras exéticas ocurran en dimension
siete en lugar de en dimensién tres ([McE15]).

2.3.2. Generalizaciones proyectivas de las fibraciones de Hopf. Las fibraciones hg, hc v hy
pueden generalizarse de forma que el espacio imagen no sea ya la recta proyectiva P (K), con K=R,C o
H, sino el espacio proyectivo P, (K). La construccién de estas fibraciones, que denotaremos mediante
hi", es similar a las ya vistas. En primer lugar, si consideramos la esfera S™ C R"*! definida como

n+1
S™ = {(21, .. Tng1) €RMT D " Jag]|? = 1},
i=1
podemos definir A" como sigue:
hgen sn . P.(R)
(X1, yTpp1) +— [T1: 0 Tpga)

12Pyede probarse también, aunque no lo haremos aqui, que dichas fibras se encuentran enlazadas dos a dos, tal y como
ocurria con las circunferencias en el caso de h¢; la prueba de este hecho requeriria introducir el invariante de Hopf, lo cual
escapa de los objetivos del trabajo. Asi pues, por ejemplo, en el caso de hg se tiene que las fibras de dos puntos distintos de
P1(0) son 7-esferas enlazadas de forma no trivial en S5 ([Bae02, p. 172]).

13El caso de S* es un problema abierto: se desconoce si existen esferas exéticas en dimensién 4. La afirmacién de su
no existencia se conoce como conjetura de Poincaré diferenciable. En dimensién 4 tenemos también otro sorprendente
ejemplo de estructuras exdticas: R* admite un niimero infinito (no numerable) de estructuras diferenciables no equivalentes,
mientras que R™, con n # 4, admite s6lo una ([Don83; Tau87]).

M. Kervaire y J. Milnor. Groups of homotopy spheres: I. Ann. of Math. (2), 77 (1963), n.° 3, 504-537.
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En el caso de hZ", dado que R?*"*2 = C"*! podemos considerar la esfera S?"*1 C R*"™2 como
subconjunto de C**+1:

n+1
S = (21, zmg1) €CVT D || P =13,
i=1
gen .
con lo que h¢ " vendrd dada por
R g2+l — P, (C)
(215 s 2nt1) = 210t 2]

Finalmente, dado que R**** = H"*! podemos definir la esfera S*"*+3 C R*"** en términos de cuater-

niones como sigue:
n+1

S = {(r1y s agn) € B2 S Il P = 1),
i=1
con lo que hff™ serd la aplicacién

RIS P, (H)

(riy.ooyTpg1) —> [ri:- i rny1)

Es facil comprobar, procediendo exactamente igual que en los casos anteriores, que las fibras de h§™,
hE™ y h{™ son, respectivamente, S°, Sty S3.

OBSERVACION 2.22. En el caso K = O, ya mencionamos en la Observacién 1.78 que no existe el espacio
proyectivo P, (Q) para n > 2. Sin embargo, aunque para n = 2 si que se puede construir el plano proyectivo
sobre los octoniones, conocido como plano de Cayley (véanse [Bae02, Section 3.4] o [CS03, Chapter 12]),
no existe la fibracién S?* — P5(0) con fibra S”, debido, principalmente, a la no asociatividad de O
[Bes78, §0.26].



CapiTuLo 3

Paralelizacion de esferas

INTRODUCCION. A mediados del siglo XX, los trabajos de destacados matematicos mostraron cémo
las dlgebras de divisién normadas subyacen también tras resultados fundamentales relativos a la
existencia de paralelizacién y de estructura casi compleja en las esferas. En 1958, John F. Adams
probé que las tnicas esferas paralelizables son S, S® y S7, resolviendo asi un problema clésico de la
topologia diferencial; este resultado, combinado con otro debido a A. Kirchhoff, implica también que
las tinicas esferas que admiten estructura casi compleja son S? y S°. Asf pues, en la primera parte
de este capitulo construiremos las paralelizaciones de S, S% y S7 de forma explicita a partir de las
estructuras casi complejas de R?, R* y R®, asi como las estructuras casi complejas de S? y S° a partir
del producto vectorial definido en la parte imaginaria de H y O; en la segunda parte, probaremos que
el producto de esferas es paralelizable siempre y cuando una de ellas tenga dimensién 1, 3 o 7, lo que
constituye un caso particular del teorema de Kervaire, y proporcionaremos un método para obtener
la paralelizacién de dicho producto de forma explicita.
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3.1. Paralelizabilidad y estructuras casi complejas en las esferas

Comencemos introduciendo dos definiciones que conviene tener presentes a lo largo de este capitulo:

DEFINICION 3.1 (Variedad paralelizable, paralelizacién). Sea M una variedad diferenciable de dimensién
m. Se dice que M es paralelizable si admite una base global de campos {X;}}1<i<m C X(M), esto es, si
existen X1,..., X, € X(M) tales que, para cada punto P € M, {(X;)p}1<i<m C X(M) es una base del
espacio tangente Tp M. Llamaremos paralelizacion de M a una elecciéon particular de dicha base.

DEFINICION 3.2 (Paralelizacion estdndar). Sea M C R™ una variedad paralelizable de dimension m, donde
R™ esta dotado de la métrica estandar. Llamaremos paralelizacion estandar de M, y la denotaremos p. s.,
al conjunto constituido por m campos vectoriales sobre M, todos ellos unitarios y ortogonales dos a dos.

En las décadas de 1940 y 1950, los trabajos de algunos de los mateméticos méas prominentes del siglo
XX dieron lugar a resultados fundamentales sobre la paralelizabilidad de las esferas. En primer lugar,
en 1947, el matemético Adrian Kirchhoff' probé el siguiente resultado, que relaciona la existencia de
estructura casi compleja en las esferas con su paralelizabilidad:

TrOREMA 3.3 (Kirchhoff, [Kird7]). Si S™ admite una estructura casi compleja, entonces S"*1 es paraleli-
zable.

1A. Kirchhoff. Sur l’existence de certain champs tensoriels sur les sphéres & n dimensions. C. R. Acad. Sci. Paris,
225 (1947), 1258-1260. Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [KN69, Chapter IX, Example 2.6].

41
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Unos afios més tarde, en 1951, el suizo Armand Borel y el francés Jean-Pierre Serre? probaron el
siguiente resultado:

TEOREMA 3.4 (Borel y Serre, [BS51)). 8™, con n # 2,6, no admite estructura casi compleja.

Finalmente, en 1958, el matemético britdnico John Frank Adams® probé el siguiente fundamental
resultado:

TEOREMA 3.5 (Adams, [Ada60]). S™ es paralelizable si y sélo sin =1,3,7.

Es decir: las unicas esferas paralelizables son aquéllas formadas por los elementos de norma uno de
las algebras de divisién normadas C, H y ©. De hecho, se pueden construir las paralelizaciones explicitas
de dichas esferas a partir de las estructuras casi complejas de R%, R* y R® dadas en la Observacién 1.66.
Veamoslo:

PROPOSICION 3.6. Sea m € {1,3,7} y sea S™ C R™*1. Denotemos por n = (x1,...,Tmy1) el vector
normal a la esfera S™ en el punto P = (x1,...,Zm+1). Entonces, el conjunto de campos obtenidos

mediante la accién de las estructuras casi complejas de R™1 sobre n en cada punto proporciona una p.
s. de S™.

DEMOSTRACION. Veamoslo para cada uno de los posibles valores de m:

(1) m = 1: En R? tenemos la estructura casi compleja dada en (1.16). Si consideramos el campo
T =J(n) =i(z +ixe) =ix; — 22 = (—x2, 1),

es claro que T es un campo unitario y tangente a S', pues T - n = 0. Por tanto, el conjunto
{T} es una p. s. de St

(1) m = 3: Consideremos ahora las estructuras casi complejas de R* dadas en (1.17), (1.18) y
(1.19). Construimos los siguientes tres campos:

Tl = Jl(n) = Z(SCl +’LIC2 +]l‘3 + kl‘4) = i.’ﬂl — X2 —+ kfﬂg 7]'1’4 =~ (71’2,3]1, 71’4,1’3) y
T = Jo(n) = j(xy + ixe + jrs + kxy) = jo1 — kxe — o3 +ixy = (—x3, 24, 21, —T2) ,
T; = Jg(’n) = k‘(.’lﬁl +ix9 + jas + k‘.’L‘4) =kx1 + jro —ixy — x4 = (—1‘4, —.1‘3,332,.%‘1) .

Estos campos son, como se comprueba de forma directa, unitarios y ortogonales dos a dos. Es
claro también que T; - n = 0 para cada i € {1, 2,3}, luego el conjunto {Ty,T5, T3} constituye
una p. s. de S3.

(111) m = 7: Finalmente, consideremos las estructuras casi complejas de R® definidas en (1.20). La
accion de éstas sobre n proporciona los siguientes siete campos:

T, = Ji(n) = e1(z1 + e1x2 + eaxs + esxq + €425 + €526 + €7 + €723)

= €121 — T2 + €e4x3 + e7x4 — €2X5 + €gLg — €5L7 — €3X3

12

(_x27 X1, —T5, —T8, T3, —L7,T6, x4) )

T, = Jy(n) = ex(x1 + €122 + €23 + €3y + e4x5 + 526 + esx7 + erg)
= e2X1 — €4T3 — T3 + e5X4 + €1T5 — €3X¢ + €7T7 — €gxg
= (—333, I5,T1, —Tg, —T2,T4, —T8, I7) ,

T; = J3(’I’L) = 63(1’1 + e1x2 + e2x3 + e3x4 + eqx5 + e5x6 + €gx7 + 673’33)

e3T] — e7To — €523 — T4 + €6x5 + €2Xg — e4T7 + €128

12

(*174,9587%67%1, —T7, —I3,Ts, *1’2) )

Ty = Jy(n) = eq(x1 + €122 + eaxs + e3x4 + €425 + €526 + €67 + €723)

€4x1 + e3x9 — e1x3 — €gLy — Ty + €7xg + €3L7 — e5xs

1

(_xf)a —T3,T2,T7,x1, —T8, —.’E4,£L'6) 3

T5 = J5(n) = 65(I1 +e1x2 + €913 + €3T4 + €4T5 + €5T6 + (s34 + 671}8)

2A. Borel y J. P. Serre. Detérmination des p-puissances réduites de Steenrod dans la cohomologie des groupes classiques.
Applications. C. R. Acad. Sci. Paris, 233 (1951), 680-682.
3J. F. Adams. On the non-existence of elements of Hopf invariant one. Ann. of Math., 72 (1960), 20-104.
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= e5T] — €Tz + €3T3 — €2T4 — €7T5 — Tg + €17 + €428
(7‘%63 L7, —T4,T3,T8, L1, —T2, 71’5) 5

Ts = Js(n) = eg(x1 + e1xa + eaxs + e3xq + €425 + €526 + €57 + €723)

1

= egT1 + e5Ty — e7T3 + e4T4 — €3T5 — €1Tg — T7 + €278

1

(_:E77 —Te, L8, —T5,L4,L2,T1, _1'3) )

T; = J:(n) = er(z1 + e1xa + eaxs + e3xq + eaxs + €526 + €7 + €723)

€71 + €32 + €T3 — €124 + €525 — €4%T6 — €2T7 — T
= (—wg, —T4, —T7, T2, —T6, T5, T3, T1) -

Es claro que todos ellos son unitarios. Ademas, es facil ver, a partir de la Tabla 3.1, que son
ortogonales dos a dos y tangentes a S”. Por tanto, concluimos que el conjunto {7} }1<;<7 forma
una p. s. de S7. Esto finaliza la demostracién.

1 €1 €9 €3 €4 €5 €6 er
T | —x2 | 1 | —a5 | —®s | ¥3 | —%7 | Ts T4
T2 —X3 Is T —Xg —X2 T4 —xg i
Ty | —zq | s | 26 | 1 | —%7 | —T3 | T5 | —T2
T, | —x5 | —x3 To T T —xs | —x4 Tg
T5 | —we | @7 | —®4 | 23 | g Ty | —I3 | —5
T6 —X7 —Tg xs —I5 T4 To T —I3
T7 —Ig —Ty —x7 ) —Tg Ts I3 I
n I T2 I3 Xy 5 Te T xrs

TaBLA 3.1. Campos obtenidos por la accién de las estructuras casi complejas de R® sobre el vector normal n. Se
comprueba facilmente que el producto escalar de cualesquiera dos filas es nulo. 0

OBSERVACION 3.7. En el caso de S', es posible obtener la paralelizacién sin tener que recurrir nece-
sariamente a la estructura casi compleja de R?, pues basta con un poco de astucia intercambiando las
coordenadas. En el caso de S2, la astucia necesaria es ya un poco mayor, pero es atin un caso sencillo. En
el caso de S7, sin embargo, haria falta bastante mas paciencia para obtener la paralelizacién simplemente
intercambiando coordenadas; es en este caso donde realmente se muestra la utilidad de las estructuras
casi complejas para construir las paralelizaciones.

Noétese que el resultado de Adams (Teorema 3.5), combinado con el de Kirchhoff (Teorema 3.3),
implica el de Borel y Serre (Teorema 3.4). Asi, los dos primeros resultados implican que las dos tnicas
esferas que admiten estructura casi compleja son S? y S Nuevamente, las dlgebras de divisién normadas
subyacen tras este hecho: S? y S% pueden ser vistas como los elementos puramente imaginarios de norma
uno de H y Q. De hecho, las estructuras casi complejas de S? v S® pueden construirse explicitamente, de
forma andloga en ambos casos,* utilizando el producto vectorial, que solamente existe en R? y R”: de
nuevo, notemos que R? y R” pueden identificarse con el conjunto de elementos puramente imaginarios de
H y O. Construyamos, pues, dichas estructuras casi complejas.

3.1.1. Construccién explicita de estructuras casi complejas en S? y S6. El procedimiento
mediante el que vamos a construir las estructuras casi complejas de S? y S° es, como hemos mencionado,
completamente valido para ambos casos, dado que puede realizarse de forma que no se utilicen mas
propiedades de H y O que las que ambos comparten. Asi pues, en esta subseccién K serd H u Q.
Denotaremos mediante Uk el espacio vectorial formado por los elementos puramente imaginarios de K;
Uk tendra, por tanto, dimension real igual a 3 si K=H, y 7 si K = Q. Asimismo, denotaremos mediante
Sk el conjunto de elementos de Uk de norma uno, esto es:

Sk = {JZEUK : ||$H 21}.

4A. Kirchhoff, en su articulo [Kird7] de 1947, construye la estructura casi compleja de S8 utilizando los octoniones. En
este trabajo construiremos también la de S2.
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Como es claro, Sk serd S si K = H, y 5% si K = Q. En el espacio vectorial Ux podemos definir un
producto escalar y un producto vectorial de la siguiente manera:
Uk x Ug — R x: UgxUg —> Uk
(z,2") +—— x-2' =—Re(xa’) ’ (z,2") +— xxa’ =Im(zz’)

donde zz’ denota el producto usual de x y x’ considerados como elementos de K.

OBSER\/ACI()N 3.8. Dado que —x - ZIJI y r X Z‘/ son, respectivamen‘ue, la parte real y la parte imaginaria del
g
producto ZL'I/, se tendra que ' = —x -2 +x X x.

OBSERVACION 3.9. Dado que K es una *-4lgebra nicely normada, para todo x,z" € Uk se tendra, a partir
de la Definicién 1.24, que

1 1
Re(zz') = i(xx' +2'z), Im(zz) = §($$/ —2'z),

donde hemos hecho uso de que, para cada x € Uk, se tiene que z* = —z.

PROPOSICION 3.10. Sean z,x',2"” € Uk. Se verifican las siguientes propiedades:
(1) 22 =—x-2=—||z|.

z-r=2-x.

z-(xxaz')=0.

"

)

(m) zxa' =—2' xz.
)
Yz (2 xa")y=(xxa') 2".

DEMOSTRACION. Probemos cada una de las propiedades:

(1) A partir de la Observacién 3.9, se obtiene directamente que
1
—z -2 = Re(zz) = i(xa: + ) = 2T .

Asimismo, dado que z* = —x, tenemos que xx = —z*x = —||z||?, con lo que tenemos también
la igualdad restante.

(11) A partir de la Observacién 3.9 es claro que Re(zz’) = Re(a’z), luego z - 2’ =2/ - z.

(111) Basta tener en cuenta que z X ' = Im(za’) y 2’ x x = Im(a2'z), y aplicar la Observacién 3.9:
1 1
xx 2z’ =Im(za’) = §(mc' —2'x) = —5(;10’:5 —x2') = —Im(2'x) = -2’ x z,
con lo que z x 2’ = —2' X x, como queriamos probar.
(1v) Se comprueba directamente que

x-(xx12')=—-Re(z(z x ') = —Re(zIm(z2)) = —Re(m%(xm’ —a'z))

7%@(&%’) —a(yz’) — (@'z)z + (zy)z)

1
L el + ' l2]?) = 0,

donde hemos hecho uso de que K es una *x-algebra alternativa y nicely normada.
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(v) En primer lugar, se tiene que

(x+2') (zxa”" +2 xa")
=z-(xxa’)+a - (xxa")+z- (2 x2")+2" (' x2")

=2 - (zxa")+x- (2 xa"),

(x+2) (z+2") xz")

donde hemos hecho uso de lo probado en el apartado (1v) de esta proposicién. Aplicando ese
mismo resultado, llegamos a que (x+2')-((z+2")x2”) = 0, con lo que z- (2’ x ") = —a'-(xxx").
Por el apartado (111), tenemos que —z' - (x x &”") = 2’ - (2" x x); aplicando ahora el mismo cdlculo
realizado al comienzo de este apartado a =’ - (2" x x), se llega a que o’ - (2" x z) = 2" - (z x 2’)
y, por el apartado (11), se obtiene que z” - (x x 2’) = (z x 2’) - 2”. Por tanto, hemos probado
que z - (2’ x ") = (z x 2’) - 2", como buscédbamos. O
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Llegados a este punto, si identificamos el espacio tangente T, Sk con el subespacio vectorial
Ve={yeUx :z-y=0}
de Uk paralelo a él, podemos definir un endomorfismo lineal J, en V, de la siguiente manera:

Y — T XYy

PROPOSICION 3.11. La aplicacion J,, es un endomorfismo de V,,. Ademds, se verifica que JyoJ, = —Idy,,.

DEMOSTRACION. Probemos, en primer lugar, que J, es un endomorfismo. Sea y € V,.; hemos de probar
que J;(y) € V,, esto es, que z X y € Ux y que x - (x X y) = 0. Lo primero es claro, ya que x,y € Uk, y lo
segundo fue probado en la Proposicién 3.10, luego J, es un endomorfismo de V. Comprobemos ahora
que JyoJ, = —Idy,:

(Ja 0 Jo)(y) = Jo(Ta(y)) = Jula x y) =2 x (¢ x y) = a(a x y) = - (z x y) = 2z x y)

= a(zy —x - y) = x(zy) = (z2)y = —[|e|Py = —y = —Idv, (y),
donde hemos hecho uso de que K es un algebra alternativa. De lo anterior se concluye que J,o0J, = —Idy,,
ya que tienen el mismo dominio, la misma imagen y coinciden elemento a elemento. U

Como consecuencia de la Proposicién 3.11, se tiene que la familia de endomorfismos J,, con x € Sk,
define una estructura casi compleja en Sk, lo que concluye la construccién.

3.1.2. El problema de Hopf. En el caso de S?, la estructura casi compleja que hemos construido
es holomorfa, pues es la inducida por la estructura de variedad compleja de la recta proyectiva compleja
P;(C) = 52 (véase, por ejemplo, [KP18, Remark 2.3]). Sin embargo, en el caso de S puede probarse que
Ny no es idénticamente nulo ([EF51; EL51]), con lo que, por el Teorema 1.68, se tiene que la estructura
casi compleja que hemos construido no es holomorfa, esto es, no proviene de una estructura de variedad
compleja definida en S%; detrds de este hecho se encuentra la no asociatividad del producto de octoniones.
Asi, surge de forma natural el siguiente problema, conocido como problema de Hopf:

PROBLEMA 3.12 (Problema de Hopf). Determinar si S¢ admite estructura de variedad compleja.

Podria pensarse —ingenuamente— que un problema como éste, con sélo una esfera de dimensién no
muy elevada, habria de ser ficil de resolver; nada mas lejos de la realidad: el problema de Hopf es atn
hoy en dia un problema abierto cuya solucién lleva més de setenta anos resistiéndose a ser encontrada
por algunos de los mateméticos mas destacados de esta época.’

3.2. Paralelizacion explicita del producto de esferas

Como hemos visto, el Teorema 3.5 afirma que solamente hay tres esferas paralelizables: S, §% y S7.
Esto contrasta con el mucho méas favorable caso del producto de esferas, para el cual se tiene el siguiente
resultado, probado en 1956 por el francés Michel Kervaire® como parte de su tesis doctoral”:

TEOREMA 3.13 (Kervaire, [Ker56]). El producto de esferas Hle S™i, k> 2, es paralelizable si y sdlo si
al menos uno de los n; es impar.

La prueba de Kervaire del Teorema 3.13, no obstante, no es constructiva, esto es, no proporciona un
método para construir explicitamente las paralelizaciones de dicho producto de esferas; éstas pueden
encontrarse en [Par03]. En esta seccién, sin embargo, nos limitaremos a probar que el producto de esferas
es paralelizable siempre y cuando una de ellas tenga dimensiéon 1, 3 o 7, y proporcionaremos un método
para construir paralelizaciones explicitas del producto en esos casos.®

5Remitimos al lector que desee més informacién sobre la historia del problema de Hopf al articulo de I. Agricola et al.:
On the history of the Hopf problem. Differ. Geom. Appl., 57 (2018), 1-9.

6M. Kervaire. Courbure intégrale généralysée et homotopie. Math. Ann., 131 (1956), 219-252.

"Uno de los codirectores de Kervaire durante su Ph. D. fue Heinz Hopf, el mismo Hopf de la fibracién de Hopf. El otro
fue Beno Eckmann, también antiguo estudiante de Hopf.

8Salvo que se indique lo contrario, la referencia para esta seccién es el articulo de M. Bruni: Sulla parallelizzazione
esplicita dei prodotti di sfere. Rend. di Mat. (VII), 12(1992), 405-423. Mi tarea al respecto ha consistido en comprender las
ideas que desarrolla, enmarcar el tema que trata en el contexto de mi trabajo y completar los detalles de las demostraciones
presentes en él.
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3.2.1. Una familia particular de matrices simétricas. Introduzcamos, en primer lugar, una
familia de matrices simétricas que serd 1til, en la Subseccién 3.2.3, para analizar ciertos campos vectoriales
sobre las esferas.

DEFINICION 3.14. Sea n € N, n > 2; a cada punto P = (z1,...,%,) € R" le asociamos la matriz siguiente:
1-— x% —X1Ty ... —IT1Tnp
—xror1 11— x% ... =X,
(3.1) Ap =
2
—TpTi —TpT2 ... l—x;

PROPOSICION 3.15. La matriz Ap verifica que det(Ap) =1 — [|OP|[2.

DEMOSTRACION. La demostracién de este resultado para el caso general es tediosa, aunque no entrafia
dificultad alguna. Aqui realizaremos la prueba con todo detalle solamente para el caso n = 3, pues en el
resto de casos el procedimiento es completamente analogo.

Notemos que podemos escribir —x;x; = 0 — z;x;. Consideremos, pues, la matriz

2

1—=z7 0—z129 00— 12123
Ap=[0—20m; 1—22 00— 2073
0—x327 0—2329 1-— x%

Entonces, si aplicamos la siguiente propiedad del determinante:

St todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se descomponen
en una suma de h-sumandos, entonces su determinante es igual a la suma de h
determinantes, de forma que el i—ésimo de ellos tiene el sumando i—ésimo en dicha
fila o columna y el resto de elementos permanecen iguales a los del determinante
inicial.

obtenemos una descomposicién del determinante de Ap en una suma de 23 determinantes. Vedmoslo:

l—x% 0—z129 0— 2123 1 0 0
det(Ap) =0 — 20y 1—22 O0—moz3|=|0—2021 1—23 0—ao13
0—x3x1 0— 2379 1-— x% 0—z321 0— 2329 1-— $§
—x% —T1To —x1x3 1 0 0
+ 0*392‘%1 171’% 07%21’3 = 0 1 0
0—z32x1 0—x2329 1-— m% 0—x3x1 0—2329 1-— x%
1 0 0 fz% —x1Ty  —I1T3
+ | —x0m —x% —xox3| + 0 1 0
0—z3x1 O0—x23290 1-— xg, 0—ax3x1 O0—x329 1— x§
fa:% —X1Toy  —X1T3 1 0 0 1 0 0
+ | —xoxq —(E% —T2x3| = 0 1 0+ 0 1 0
0—a3x1 0—2329 1— x§ 0 0 1 —r3T1 —I3%2 —x§
1 0 0 fx% —X1Ty —X1T3
+ |—zoxq —x% —xox3| + 1 0
0 0 1 —I3X1 —T3X9
795% —X1T2 7%% —T1X2
+ 0 —X2X1
T—I3x1 —T3X9
=1-ai—-a5—23=1-|OP|7,
como queriamos probar. O

OBSERVACION 3.16. A partir de la Proposicién 3.15, es claro que el rango de Ap es igual a n si y sélo si
[|OP|| # 1. La siguiente proposicién muestra qué ocurre cuando ||OP|| = 1.
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PROPOSICION 3.17. Se verifica que rank(Ap) =n — 1 si y sélo si ||OP|| = 1.

DEMOSTRACION. Probemos ambas implicaciones:

e —: Sea P = (x1,...,2,) € R" tal que ||OP|| = 1. Para cada i € {1,...,n}, sea v; el vector
cuyas coordenadas son los elementos de la i—ésima columna de Ap. Es inmediato ver que OP-v; = 0,
va que

OP -v; = (v1,...,2,) - (—w1@4y ..., 1 — 22, —2p2;)

n

2 3 2

—xixi ot —x e+ (—xpr) =2 — E ]
j=1

=x; — 2;]|OP||> =0,

pues la hipotesis de partida era |[|OP|| = 1. De lo anterior se deduce que v; es un elemento del
espacio tangente TpS™ 1. Vamos a probar ahora que rank(Ap) = n — 1 viendo que las columnas
de Ap generan un espacio vectorial de dimensién n — 1, que serd justamente TpS™ 1. Sea, pues,
y = (Y1, ..,Yn) otro elemento de TpS™~!; veamos que y = >, y;v;:

2 : § : 2
Y;iv; = yi(—xlxi,...,l—xi,...,—xnxi).
% %

Esta suma dara lugar a un vector de n coordenadas, cuya j—ésima coordenada vendra dada por

y;(1—25) + Zyi(*l'ixj) =Y~ Zyﬂ?i =5,

i#] i

pues y-OP = 0, yaque y € TpS™ 1. Por tanto, se tiene que y = >, Yivs, de donde se concluye que
todo vector de TpS™ ! se puede expresar como una combinacién lineal de los vectores {vi}1<i<n ¥,
por tanto, dichos vectores generan un espacio vectorial de dimensién n — 1, que es, precisamente, lo
que buscdbamos probar.

e —: Supongamos rank(Ap) = n — 1; esto implica, necesariamente, que det(Ap) = 0. Dado que
en la Proposicién 3.15 hemos probado que det(Ap) = 1 — [|OP]|?, se concluye que ||OP||? =1,
como queriamos probar. 0

3.2.2. Campos meridianos. Consideremos ahora un tipo particular de campos vectoriales sobre la
esfera S"~1(K, R), provistos de dos puntos singulares —esto es, tales que el campo se anula en ellos—
antipodales, a los cuales llamaremos S y N. Denotaremos dichos campos mediante M y, por las razones
que pronto veremos, los denominaremos campos meridianos sobre S™~ 1.

DEFINICION 3.18 (Campo meridiano). Sean S, N € S"~!(K, R) dos puntos antipodales. Llamaremos
campo meridiano definido sobre la esfera S"~1(K, R), y lo denotaremos por M, al campo vectorial sobre
S"~1(K, R) definido por las siguientes condiciones:

(1) El vector Mp € M pertenece al plano SPN.

(1) La norma de Mp es igual a la distancia de P al didmetro SN.

(1) Mp es tangente al semicirculo orientado SPN y tiene la misma orientacién que él.

OBSERVACION 3.19. A partir de la Definicién 3.18, es claro que las curvas integrales del campo Mg y
son los meridianos de S™"~! que tienen a S y N como polos.

OBSERVACION 3.20. La Figura 3.1, que muestra el caso de un campo meridiano sobre 52, puede ser de
utilidad a la hora de visualizar dichos campos. Se observa claramente que dicho campo presenta dos
puntos singulares en S'y N.

___Hallemos ahora cuél es la expresién analitica del campo M. Para ello, expresaremos el vector unitario
Mp = Mp/||Mp|| y el escalar || Mp|| en funcién de los puntos S, P y N. Como se observa en la Figura
3.1(b), se tiene que § = LSPK y que Mp L PK, pues Mp es tangente a la esfera en el punto P.

LEMA 3.21. El vector unitario ]\/47: viene dado por
PK -PN — PK -PS

(3.2) Mp=S8Psin6+ PNcos§ =8P —=——" -+ PN-— -~ _
|IPK]||[[PN]| IPK]|[|PS]]
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(a) (b)

FicURA 3.1. (a) Representacién de un campo meridiano definido sobre la esfera S2. (b) Plano SPN formado por
los polos y un punto P € S2.

DEMOSTRACION. Consideremos los vectores _unitarios PK , PN y PS. Dado que PN y/f’.\S' son
ortogonales, podemos descomponer el vector PK en dos componentes, una en la direccién de PSS y otra
en la de PN, tal y como se muestra en la Figura 3.2(b), con lo que se obtendria que

PK = ||15I\(|| cos PS + HﬁI\(H sin PN = cos§ PS +sinf PN .

N PN
AN PK
& K :
% |
R |
R |
0 0 i —
P S P PS

(a) (b)

F1GuraA 3.2. (a) Tridngulo rectdngulo formado por los puntos S, P y N. (b) Descomposicién del vector PK en
una componente paralela a PN y otra paralela a PS.

A partir de la expresién anterior, para obtener ]\//I; s6lo hemos de rotar PK 7 /2 radianes hacia N,
como se observa en la Figura 3.1(b), con lo que llegamos a que

]\/473:cos(9+g>f’.\5’+sin(9+%)ﬁl\\7:§1\3sin9—|—1—-/’]\\7c0s9,

justo lo que queriamos obtener. Finalmente, teniendo en cuenta que

P PK -PS 00 PK-PN
cos=————, sinfl=——-———,
I|IPK][|[PS]| |IPK||[|[PN]|

se llega a la expresion buscada. O
LEMA 3.22. La norma de Mp viene dada por

IPN[[IPS]|

(33) M| = P



3.2. PARALELIZACION EXPLICITA DEL PRODUCTO DE ESFERAS 49

DEMOSTRACION. Sabemos que || Mp]|| es igual a la distancia de P al didmetro SN, tal y como se muestra
en la Figura 3.2(a). Por un lado, se tiene que el drea del tridngulo SPN viene dada por

) 1
dreaspy = o |ISNI|[|Mp|| = R||Mp|,
mientras que, por otro lado, podemos expresar el mismo area mediante
, 1
areagpy = §||PN|| [|PS||,

de donde, igualando ambas expresiones, se llega a que

|IPNI[||PS]]
M| = =
como buscadbamos. O
PROPOSICION 3.23. El campo M tiene la siguiente representacion analitica:

(PK -PN)SP + (PK - PS)PN
2R? '

(3.4) Mp =

DEMOSTRACION. Aplicando los Lemas 3.21 y 3.22, a partir de las expresiones (3.2) y (3.3) se obtiene
directamente que

—  ||[PN||||PS|| (s PK:- -PN — PK -PS
Mp = ||Mp||Mp = ~————— (SP - -5——o + PN -
2R IPK]||||PNI| IPK]|[||PS]|
_ (PK-PN)SP + (PK -PS)PN
B 2R? ’
como queriamos probar. [l

3.2.3. Campos meridianos coordenados. Introduzcamos ahora, sobre la esfera S"~1 Cc R™, n
campos meridianos particulares, caracterizados por tener los puntos singulares sobre el primer, segundo,
..., ultimo eje coordenado, respectivamente. A dichos campos los denominaremos campos meridianos
coordenados y los denotaremos mediante X1, Xs, ..., X,.

PROPOSICION 3.24. Para cada i € {1,...,n}, las coordenadas de los vectores del campo X; vienen dadas
por los elementos de la i—ésima fila de la matriz (3.1).

DEMOSTRACION. Refirdmonos, para mayor claridad, al campo X;. En ese caso, se tendra que
S=(-10,...,0), N=(1,0,...,0),

de modo que PN = (1 — 21, —x3,...,—x,) y PS = (-1 —21,—2,...,—2,). Ademés, dado que en esta
subseccién estamos trabajando con S"!, se tiene K = O. Entonces,
(PO-PN)SP = ((—21,...,—xpn) - (1 —21,—29,...,—xy)) (L +21,22,...,25)
=(—xy+ a2 +as 4+ 22) (1 +x1,20,...,2,)
= —z)(A+z,20,...,05) = (1 =22 2o(1 —21), ..., 2,(1 — 21)).

(PO-PS)PN = ((—21,...,—xp) - (-1 —x1,—@2, ..., —x,)) (1 — 21, —T2,...,—Ty)
=(xy+ad+a54+ - +22)(1— 21, —29,...,—Tp)
=1 +2)(1 =21, —20,...,—xp) = (1 =22, —zo(1+21), ..., —2,(1 4+ 21)).
Finalmente, haciendo uso de la expresién (3.4) con R = 1, se obtiene X1 = (1 — 22, —x122,..., —117,) =
v1, como queriamos probar. Andlogamente se prueba para el resto de los X;, 1 < i < n. (]
PROPOSICION 3.25. Para todo i,j € {1,...,n}, con i # j, se verifica:

0 IXill =1 —a?.
(II) X; - Xj = —Z;T;.
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DEMOSTRACION. Ambas afirmaciones son una mera comprobacién:
(1) Por la Proposicién 3.24, para cada i € {1,...,n} se tiene que || X;||> = (1 — 22)? + 22 Dz 3
dado que 3, a3 =1 — a7, llegamos a que || X;|[> =1 — 227 + o} + 27 —a} =1 - a7

(1) Sea A={1,...,n}\{4,j}. Se tiene que

X, Xj=—wzzj(l -zl +1 f:c?) +zz; in

keA
2 2 2 2
= —x;7j(2 — 27 — 2}) + ziz;(1 — 27 — x5) = —2;75 .
como queriamos probar. 0

3.2.4. Producto de una hipersuperficie paralelizable por una esfera. Las herramientas
introducidas en las subsecciones anteriores nos permiten probar ahora un curioso resultado: el producto de
una hipersuperficie paralelizable por una esfera es también paralelizable. Ademas, la siguiente proposicién
proporciona un método para construir la paralelizaciéon del producto de forma explicita.

PROPOSICION 3.26. Sea M C R™(xq,...,2my1) una variedad paralelizable de dimension m, y sea
S™ C R Y(y1, ..., yns1). Sea {Vi,...,Vpu} una p. s. de M, y sean Y1, ..., Yy11 los campos meridianos
coordenados relativos a S™. Se werifica que la variedad producto M' = M x S™ C R™T1 x R*+1 es
paralelizable, y una p. s. de M' viene dada por el conjunto de campos

{Wihi<icm—1U{Zj}hi<jcni1 CX(M),
donde W; = (V;,0) y Z; = (ijm,Yj),9

DEMOSTRACION. Tenemos que probar que los campos del enunciado son unitarios y ortogonales dos a
dos. Dado que los campos {V;}1<i<m—1 lo son y, para cada ¢ € {1,...,m — 1}, el campo W; se obtiene
anadiendo n + 1 ceros al final de V;, es claro que también los campos {W;}1<;<m—1 son unitarios y
ortogonales dos a dos. Ademds, es evidente que W; - Z;, = (V;,0) - (y;Vin, Y;) = 0. Luego sélo falta por
ver que ||Z;|| =1 para todo j € {1,...,n+ 1} y que Z; - Z; = 0 si i # j. Por un lado, se tiene que

1Z;11” = 31 Vil * + V511> = v + [Y511” =1,
pues, por el punto (1) de la Proposicién 3.25, se tiene que ||Y;|[? =1 — y]2 Por otro lado, si i # 7,

Z; Z; = (YiVi, Y3) - (Ui Vi, Yj) = yiys| [V + Y Y = 9, + Y- Y; =0,

pues, por el punto (11) de la Proposicién 3.25, se tiene que Y; - Y; = —y;y;. Asi pues, hemos probado que
los campos del enunciado son unitarios y ortogonales dos a dos, por lo que constituyen una p. s. de M’ y,
por tanto, M’ es paralelizable. O

OBSERVACION 3.27. No deja de ser sorprendente que solamente haya tres esferas paralelizables y, en cambio,
siempre lo sea el producto de una esfera de cualquier dimensién por una hipersuperficie paralelizable.

PROPOSICION 3.28. Sea m € {1,3,7}. Entonces, S™ x S™ es paralelizable para todo n € N.

DEMOSTRACION. En la Proposicién 3.6 se probé que S', 83 y S7 son paralelizables y se dio una p. s. en
cada uno de los casos. Asf pues, S™ C R™T! es una hipersuperficie paralelizable para cada m € {1,3,7},
por lo que, aplicando la Proposicion 3.26, se tiene que S™ x S™ es paralelizable para todo n € N, como
querfamos probar. Ademds, tomando V; = T; para cada i € {1,...,m} (o Vi =T, si m = 1), se obtiene
una paralelizacién explicita de S™ x S™ para cada n € N. ]

9Denotamos mediante (X,Y) el campo sobre M’ que tiene X e Y como respectivas proyecciones sobre Rm+1 y RA1
Noétese que, para el producto de dos variedades cualesquiera M y N, se tiene T(p’Q)(M X N) =TpM x TgN, luego, en
este caso en particular, T(P‘Q)(Rm+1 x Rty = TpR™FL x TQR”Jrl; es claro, por tanto, el sentido en el cual hay que
interpretar el producto W; - Z;.
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EJEMPLO 3.29. Vamos a construir una paralelizacién explicita de S3 x S? haciendo uso de la Proposicién
3.26. Dado que S3 C R* es una hipersuperficie paralelizable, sabemos que el producto S3 x 2 C R” es
paralelizable. Sobre la esfera S? tendremos los tres campos meridianos coordenados siguientes:

(1 - y%, —Y1Y2, 7y1y3) )
= (—y2y1, 1 — y3, —12y3) ,
= (—ysy1, —Ysy2, 1 — 43),

o

por lo que, aplicando la Proposicién 3.26, se obtiene que una p. s. de S% x S? vendra dada por los
siguientes campos:

W, = (T1,0) = (—x9, 21, —24,235,0,0,0),

W, = (T3,0) = (—23, 24,71, —2,0,0,0),
Zy = (nTs, Y1) = (=124, =123, Y122, 9171, 1 — Y3, —y192, —Y193) ,
Zy = (y2T3,Y2) = (—yama, —y2T3, Y22, Y21, —Yoy1, L — Y3, —y2y3) ,
Zs = (y3T5,Y3) = (—ysa, —YsTs, Y32, Y31, —Y3y1, —Ysy2, 1 — y3).

3.2.5. Paralelizacién del producto de tres o mas esferas. Para concluir esta exposicién sobre
la paralelizacion de esferas, vamos a probar que el producto de tres o mas esferas es paralelizable siempre
y cuando una de ellas tenga dimensién 1, 3 o 7. Antes, no obstante, necesitamos probar el siguiente lema:

LEMA 3.30. El producto de esferas Hle S™ admite un embedding regular en RItmit+nk,

DEMOSTRACION. Probemos, en primer lugar, que R x S™ se puede sumergir en R™*! para cualquier
n € N. Consideremos la aplicacion

f: RxS* — R
(t,P) +~—— ¢€'P

)

que sitta sobre cada punto de S™ la semirrecta vectorial definida por el punto. Esta aplicacién es un
difeomorfismo que nos proporciona un embedding regular de R x S™ en R™*!. Veamos ahora que Hle Smi
se puede sumergir en R' ™71+ 47 para lo cual procederemos por induccién sobre el niimero de esferas;
en el caso k = 2, se tiene que

S x Sz C RMHL 5§72 = R™ x R x §72 <y R x R12HL = Rmtnatl

Supongamos ahora que el resultado es cierto para el producto de k esferas y probemos que, entonces,
también lo es para k + 1 esferas. Procediendo de forma andloga al caso anterior, se tendra que

k+1 k

i=1 i=1

= RMt e o R oy ST+ f} Rt o RIFARL1 — RIS g tngg

como queriamos probar. O
El lema anterior nos permite probar, finalmente, el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.31. Sean m € {1,3,7} y k € N, k > 2. Se verifica que el producto S™ x Hle S™i es
paralelizable.

DEMOSTRACION. Procedamos por induccién en el ntimero k de esferas. Sea k = 2; por la Proposicién
3.28, se tiene que S™ x S™ es paralelizable, y por el Lema 3.30 podemos sumergir dicho producto
como hipersuperficie paralelizable de R!*™+71 Por tanto, aplicando la Proposicién 3.26, llegamos a que
S™ x 8™ x S™ es paralelizable. Sea ahora k € N, k > 2, y supongamos que el producto S™ x Hle S™ es
paralelizable. Llamemos M = S™ x Hf:l S™ | que tendra dimension p = m + Zf:l n;. Por el Lema 3.30,
dicha variedad admite un embedding regular en RP*!, por lo que M es una hipersuperficie paralelizable
y, por la Proposicién 3.26, se tiene que M x S™++! es paralelizable, como queriamos probar. O
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