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Abstract

In this project we will study the Fourier transform in several variables. We will prove several
of its properties that we will use later to compute the Fourier transform of certain known fun-
ctions. Later, we will study some classical partial differential equations that we will solve, with
the help of the Fourier Transform, such as the Linear Schrodinger Equation, the Heat Equation,
the Korteweg-de Vries Equation, the Wave Equation and the Telegraph Equation.

Key words: Fourier transform, inverse Fourier transform, partial differential equation, fun-
damental solution, Linear Schrodinger Equation, Heat Equation, Korteweg-de Vries Equation,
Wave Equation, Telegraph Equation.

Resumen

En este trabajo realizaremos un estudio de la transformada de Fourier en varias variables. De-
mostraremos varias de sus propiedades que luego utilizaremos para calcular la transformada de
Fourier de ciertas funciones conocidas. Mas tarde estudiaremos algunas ecuaciones en derivadas
parciales clasicas que resolveremos, ayudandonos de la Transformada de Fourier, como son la
Ecuacion Lineal de Schrodinger, la Ecuacion del Calor, la Ecuacién de Korteweg-de Vries, la
Ecuaciéon de Ondas y la Ecuacién del Telégrafo.

Palabras clave: transformada de Fourier, transformada de Fourier inversa, ecuaciones en
derivadas parciales, solucién fundamental, Ecuacion Lineal de Schrodinger, Ecuacién del Calor,
Ecuacion de Korteweg-de Vries, Ecuacion de Ondas, Ecuacion del Telégrafo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Jean-Baptiste Joseph Fourier

Jean-Baptiste Joseph Fourier naci6 en la ciudad francesa de Auxerre, al sudeste de Parfs, el 21
de marzo de 1768. Fue el noveno hijo del segundo matrimonio de su padre, Joseph Fourier, que
era un humilde sastre, y en total tuvo once hermanos de padre y madre, y tres por parte de
padre. Su ninez estuvo marcada por las dificultades econémicas que atravesaba la familia y la
pérdida de seis hermanos y de sus padres, quedando huérfano a la temprana edad de 10 anos.
El destino parecia otorgarle una vida llena de desgracias, pero la educacién fue su salvacién.
Fue adoptado por Joseph Pallais, organista del templo de su ciudad natal, quien le ensené las
primeras letras. Estudié los primeros anos en la escuela preparatoria hasta que en 1780 ingresé
en la Escuela Real Militar de Auxerre, donde impresiond a varias personalidades por su ra-
pidez mental. En Francia sélo habia once colegios como éste. En estas escuelas se daba gran
importancia a la ensenanza de las matematicas. Todos estos centros competian para ver cual
de ellos alcanzaba un mayor prestigio. Para ello, habia un grupo de inspectores controlando
dichos centros, uno de ellos era Adrien-Marie Legendre, quien hizo grandes contribuciones a la
teoria de numeros, al analisis matematico, al algebra abstracta y a la estadistica, entre otros
campos. Para la ensenanza de las matematicas, se utilizaban los libros de Bezout.

Figura 1.1: Retrato de Jean-Baptiste Joseph Fourier

Fourier era un alumno brillante. Comenzé6 destacando en literatura, debido a la gran facilidad
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que tenia para expresarse. Esto le fue muy t1til durante toda su vida en su carrera politica. Pero
pronto empezo a interesarse por las matematicas, a las cudles dedicaba noches enteras.

En 1789 llegé la Revolucién Francesa. Fourier, que intentd atrasar su implicacion en las revuel-
tas mediante la ensenanza de las matematicas en la Escuela Real Militar, acabd participando
en la politica en 1793. Tomé parte del comité de vigilancia de Auxerre, encargados de investigar
posibles acciones contrarrevolucionarias, del que luego intenté dimitir. En 1794, fue arrestado
y estuvo a punto de ser guillotinado. Poco después ingresé en la Escuela Normal Superior de
Paris, donde conocié a ilustres matematicos como Joseph-Louis de Lagrange o Pierre-Simon
de Laplace. Fourier se encontraba en Paris, meca de las matematicas del siglo XVIII, y queria
aprovecharlo. El objetivo de sus investigaciones eran la resolucién de problemas de la fisica con
ayuda de las matemaéticas. Durante toda su vida pensé que el estudio de la naturaleza era la
fuente més fértil de los descubrimientos matematicos. Fourier encontré una gran motivacién en
el estudio del problema de la cuerda vibrante. Problema formulado por Brook Taylor, se trata
de obtener una expresion matematica del movimiento de una cuerda elastica. Brook Taylor
lleg6 a la conclusion de que el movimiento de un punto cualquiera de dicha cuerda es el de un
péndulo simple, por lo que la forma de la curva que toma la cuerda en un instante dado es una
sinusoidal. En este trabajo, aparecieron de forma natural, los desarrollos en series trigonométri-
cas por primera vez, que luego utilizaria Fourier en sus estudios sobre la conduccion del calor.
En esta época también ocupd una plaza como profesor de la Escuela Politécnica.

Fourier participo en la expedicion de Napoledén a Egipto en 1798 donde dirigi6é alguna explora-
cién en el Alto Egipto. Fourier regresé a Francia en 1801, y en 1802 fue nombrado prefecto del
Departamento de Isere.

A partir de 1802, cuando ya vivia en Grenoble, se dedicé al estudio de la distribucion del calor
en solidos conductores. Después de leer un articulo de Jean-Baptiste Biot, en la que estudiaba
el problema para una barra de metal muy larga y delgada, su interés aumenté. En este articulo,
Biot habia fallado a la hora de deducir la ecuacién del calor de manera correcta, por lo que
su trabajo fue mas experimental que analitico. Johann Heinrich Lambert logré una visién mas
general del problema encontrando argumentos a favor de un decrecimiento logaritmico de la
temperatura con la distancia.

En 1807, present6 ante la Academia de Ciencias de Paris una memoria sobre la propagacién del
calor en cuerpos solidos, Teoria de la propagacion del calor en los solidos, en la cual modelaba
la evolucién de la temperatura a través de series trigonométricas. La falta de rigor y la simpli-
ficacién excesiva hizo que numerosos matematicos le debatiesen de una manera muy fuerte su
trabajo. Entre ellos se encontraban Laplace y Lagrange.

En 1811, obtuvo el Gran Premio de la Academia de Ciencias por su Teoria del movimiento del
calor en los solidos, version revisada y ampliada de la de 1807.

Fourier se convierte en miembro de la Academia de Ciencias en 1817.

Hasta 1822, no publicé Teoria analitica del calor después de pasar a ser Secretario Perpetuo
de la Academia de Ciencias. Esta es una de las obras mas importantes de la ciencia y la tec-
nologia, y es considerada como un documento fundamental de la fisica tedrica y de la rama de
las matematicas que hoy denominamos como analisis de Fourier.
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THEORIE
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FT LA MARINE, RUE 7ACOB, 8° 24

Figura 1.2: Portada de Teoria analitica del calor

En este libro, Fourier establece la ecuacién en derivadas parciales que modela la conduccién
del calor. Concretamente para la conduccién en el interior de un sélido. Las soluciones a dichas
ecuaciones las realiza mediante el uso de series infinitas de funciones trigonométricas, es decir,
la representacién de cualquier funcién como series de senos y cosenos, ahora denominadas Series
de Fourier.

En 1823 fue nombrado miembro extranjero de la Royal Society de Londres y en 1827 sustituyé
a Laplace como Presidente del Consejo de Perfeccionamiento de la Escuela Politécnica.

Los tultimos cinco anos de su vida los paso enfermo de manera intermitente hasta que el 16 de
mayo de 1830 fallecié.

1.2. El legado de Fourier

El desarrollo de las ideas de Fourier ha generado una gran cantidad de aportaciones a la Fisica
y a las Matematicas. Su efecto en la matematica pura se puede observar en temas tan variados
como el analisis complejo, la teoria de grupos o la teoria analitica de niimeros. Ademas, estas
ideas son la base de importantes desarrollos en la tecnologia que a dia de hoy disfrutamos.

Uno de los campos donde se puede ver su contribucién es en la actstica (fisica del sonido).
Fourier entendia cualquier sonido como superposicién de arménicos, es decir, toda senal sonora
se puede descomponer en una suma de ondas que oscilan con una frecuencia bien definida y
con total regularidad. Fourier aplicé estas ideas en su estudio de la ecuacion del calor.

Uno de sus principios matematicos mas importantes fue el llamado Teorema de convolucion.
La convolucién de senales es la manera matemética de llamar a los filtros de ondas. Para las
aplicaciones, interesa conocer la versién en frecuencias de las senales que se quieren estudiar.
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Por lo tanto, sera muy ttil tener dispositivos que filtren las senales, eliminando algunas fre-
cuencias y dejando pasar otras. Esto se consigue multiplicando la transformada de Fourier de la
senal estudiada por una funciéon que tome siempre el valor 1 en las frecuencias que no queremos
eliminar y 0 en las otras.

Lo mismo que ocurria con el sonido, ocurre con la luz, que es una onda electromagnética. La
llamada Optica de Fourier (basada en la transformada de Fourier), considera cada haz de luz
del plano como una distribucién de luz, pero también una distribucién de luz en el plano trans-
formado donde cada punto se corresponde a una frecuencia.

Una de las aplicaciones de sus ideas fue en el llamado analisis en tiempo-frecuencia. Aqui lo
que se trataba de identificar era, en un intervalo de tiempo muy corto, qué frecuencias estaban
interviniendo en ese instante en la formacion de la senal.

Sus ideas también han sido tutiles para el tratamiento digital de imagenes donde se utiliza la
transformada de Fourier para la mejora de imédgenes o definir mas alguna zona de una imagen.

Un avance muy importante utilizando todas estas ideas ha sido la tomografia axial computari-

zada (TAC).

1.3. La transformada de Fourier

La transformada de Fourier surgi6 al intentar extender el analisis en frecuencias en el dominio
del tiempo. Fue denominada asi por Jean-Baptiste Joseph Fourier y es una transformacién
matematica utilizada para transformar las senales entre el dominio del tiempo (espacial) y el
de la frecuencia. En otras palabras, la transformada de Fourier es el espectro de frecuencias de
una funcién. Una de las funciones se tranforma en otra. Tiene la propiedad de ser reversible,
es decir, se puede transformar desde cualquiera de los dominios al otro, haciendo el proceso
inverso.

1.4. Aplicaciones de la transformada de Fourier

En todos los avances que hemos hablado, en el apartado El legado de Fourier, sobre las ideas de
Fourier, se utiliza la transformada de Fourier. Tiene muchas aplicaciones en ciencia e ingenieria.
Dentro de la ciencia ya hemos explicado que se utiliza en la fisica del sonido y la acustica, pero
también tiene aplicaciones en combinatoria, estadistica, teoria de la probabilidad y en la teoria
de numeros. En sus aplicaciones en ingenieria, destaca en el procesamiento de senales, que es una
aplicacién directa de los avances que supusieron en fisica, donde se considera la descomposicién
de una senal en frecuencias distintas. En matematicas, la rama que estudia las series de Fourier
y la transformada de Fourier y sus generalizaciones, se llama andlisis de Fourier o andlisis
armonico. En este trabajo vamos a centrarnos en la parte matematica de la transformada de
Fourier (Capitulo 2) y en las aplicaciones que tiene para poder resolver EDP’s (Capitulo 3).



Capitulo 2

La transformada de Fourier

Con la ayuda de las primeras definiciones del anexo, vamos a estudiar la transformada de
Fourier en L'(R™) y posteriormente en L?(R™). En este trabajo consideramos funciones con
valores reales f : R — R. No obstante, en algunos resultados aparece el simbolo de conjugado
complejo, para enfocar que el resultado se puede extender a funciones con valores complejos.

2.1. La transformada de Fourier en L'(R")

Definicién 2.1.1 R
La transformada de Fourier de una funcion f € L'(R"), que denotamos por f, estd definida
para cada x € R™ como

~

For=| e 2@ S, (2.1.1)
R
para £ € R™, donde (z-&) = 21§ + ... + 1,&, y d"x = dxy - ... - dzy,.

Podemos tener distintas expresiones para la transformada de Fourier, al igual que en R:

1

fle) = waf(@e—i(fﬁf)dnm. (2.1.2)

Pero en este trabajo vamos a utilizar la expresién . También nos podemos encontrar con
otra notacion distinta para referirnos a la transformada de Fourier, como es F(f)(£), aunque
en este trabajo adoptaremos mayormente la expresion J?, salvo en algunos casos en los que
no quede muy claro cual es la funcion a la que estamos haciendo su transformada, como por
ejemplo en funciones muy largas.

Proposicién 2.1.1
(1) La aplicacién ~: L}Y(R™) — L®(R") tal que f —> f define una transformacion lineal de

LY(R™) en L*(R™). Ademds, si f € L'Y(R"™), f =0 en casi todo punto y se tiene que:

for = | @ =1

si f =0 en casi todo punto.
Demostracién:
Como |e"| = 1 para cualquier numero real r, tenemos que:

1Fle = supl ] < sup j F(@)e 2@ O gy < sup f @) ld = ||l
£eR™ n n

£eR™ JR £eRn
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donde la tltima igualdad se obtiene por la definicién de norma en el espacio L'(R").
O

Sea f e L'(R™). Entonces F:R" — R" es continua.

Demostracion:
Sea € > 0 y sea Bg una bola de radio R y centro el origen tal que

j F@)ds < e
B

7
Es posible escoger una bola asi porque f es integrable, f € L*(R"). Entonces,

A~ ~

F©) — Fol < f (@)le=2mi@ ) _ 2wz m) g,
+ J |f(l’)||6_27m.($ : f) _ 6—27Ti(£13 : 77)|dnx

< [ p@ilem2mile O - =2l Mg g
Br

donde la ultima desigualdad es cierta porque

)

—2mir

f(z)|dz <€ y f e 2mi(w - &) _ o =2mil 1) gny < o,
i Bg
Sabemos que e es una funciéon uniformemente continua para cualquier nimero real r
en cualquier conjunto compacto, por ser una funcién continua en un conjunto compacto.
Si Ve > 0, 30 = d(e) tal que |x-& —z - n| < 4, es decir, |z||¢ —n| < J, entonces podemos
asegurar que

méx|€—27rz(x &) _ 2mi(x - 77)| <e

:DEBR
Serfa suficiente con tener R|¢ —n| lo suficientemente pequenio, luego R|¢ —n| < §. Por tanto,

J ‘f($)||€_27m(x§> _e—Qﬂi(x‘n)‘dnx<méx|e—27l'i($-f) _6—277'2'(.%“7])‘ |f(££)|dn$<

r€EBR Br
<e| 1@lds = i
Rn

O

(Lema de Riemann-Lebesgue)
Sea f e LY(R™). Entonces
[F(]—0 si [f] — o0

Demostracion:
Supongamos que f(x) = X, () que es la funcién caracteristica de un intervalo.

1 si ze€(a,b)
Xap) = .
0 si x¢(a,b)
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Entonces, tenemos

. b .
]?(f) = f(:v)e_2m(x ) = J e 2mi(z - §) gy — b (cos (2mz€) — isin (2mxf))dx
R™ a a
’ ’ in (2 2
= L cos (2mxl)dx — ZL sin (2rx€)dx = %‘Z - Z(_%MZ
_ ! —[sin (27&b) — sin (27€a) + i cos (2mEb) — i cos (2m€a)] — ¢ —o0 0.

21
Por la aditividad de los limites, ocurre lo mismo para una fucién arbitraria simple, es decir,
cualquier funcion f de la forma:

f= ZCZ (aihi) conc; € R, a; <bjeR.
Sea f € L'(R™) arbitraria. Demostramos que:

Ve >0, 3N > 0 tal que |ff(a:)e_2m(x ' é%>d:v| <e, Y[E| > N.

Como las funciones simples son densas en L', entonces dado ¢ > 0, existe una funcién
simple g tal que

I~ glls = j\f (2)|dz < e.

Se llama funcién simple por ser una suma finita de funciones caracteristicas. Por los argu-
mentos anteriores y la definicién de limite de una funcién compleja, existe N € N tal que
para todo || > N se tiene que:

\J )e 2T €) ga) < ¢

Por la aditividad de las integrales tenemos:

ff(a:)e—zm(fc'@dx - J(f(:z:) — g(@))e 2@ ) gy 4 JQ(JS)e—??Tz'(;C.g)dQE‘

Por la desigualdad triangular tenemos:

|j Fa)e 2T Oy < f F@)e 2T )y < f (@) — g2 g

+|f —2mi(w dx|<f|f(x) |dx+|J Ye 2T &) gy .

Por tanto, para todo || > N, se tiene que:

161t +1 [ shor25 O <

Y por tanto concluimos que:

lim f(x)e_%”;(x "y = 0,

|§|l—>0 Jrn
para todo f € L'(R").
U
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Sean f € L*R") y 7, : LY(R") — LYR") con 7,(f)(z) = f(z — h) la traslacion por
h e R™. Entonces:

(4.1) (mf)() = e 2mih§) fg),
(4.2) F(e=2mixh) py(e) = (7, 1)(€) siendo (- f)(€) = F(€ + ).

Demostracion:

Vamos a ver primero la propiedad (4.1).

—

(Tnf)(§) = . flx— h)e_%i(x .

Hacemos el siguiente cambio de variable: z = x — h, d"z = d"x y obtenemos:

—

(70 f)(&) = f(Z)e_Qm«z +h) &) gny — g—2mi(h-§) f(z)e_%'i(z &) g
Rr -
= 2O fe).
Veamos ahora la propiedad (4.2):

Fle=2mi(@ - h) py(e) J n e~ 2mi(@ - h) p (o 2mi(x ) gy, f n Fa)e=2miw(€ + h)gny,

~ ~

= [(§+h) = (T-nf)(E),
donde la ultima igualdad se da por la definicién.
O
Sea f e LY(R™). Si (8.f)(z) = f(ax) denota el operador dilatacion para a > 0, entonces:

e~

(0/)(€) = a " fla"Le).

Demostracion:

— -~

Como (8,f)(z) = f(ax), entonces (6,f)(&) = f(ax)(§) = . f(aa:)e_zm(‘r &) g,

n

Hacemos el siguiente cambio de variable: ax = y, d"x = —ny, y obtenemos lo siguien-
te: “
LY .Y
— —2m(— f) d™y 1 —27”(— ’ 5) n
0af)(&) = | [fly)e a T—==—1 [flyle a d'y
Rn a a Rn
_nol _ _
=a "6 =a (a1
O

Sean f,g € LY(R™) y sea f = g el producto de convolucién de f y g definido de la siguiente
forma:

h(z) = . f(x)g(z — w)d"x.

Entonces tenemos la siguiente propiedad:

—_— ~

(f = 9)(€) = f(£)3g(&)-
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Demostracién:
Sea h = f = g. Entonces se tiene que:

Jn f [f(2)g(z — 2)|d"2d"z = f |f(:c)|(f gz = w)ldz)d".

Nos fijamos en la integral f lg(z — z)|d" z, hacemos el siguiente cambio de variable:

n

z —x = u, dz = du y obtenemos:
|t =iz = | gt =gl

Y como por definicién de norma en L'(R™), J |f(x)|dz = || f]|1, entonces tenemos:

n

|| @ = olasda = 171l <
Por tanto, por el Teorema de Fubini, que dice que si f(z,y) = f(z)g(y), entonces

f e dxf y)dy = LxBﬂx)g(y)dxdy.

Tenemos que h € L'(R") y su transformada de Fourier estd definida como:
n n R”

Notemos que |f(x)g(z—x)e_2m< ’ )\ = |f(x)g(z—x)|, entonces por el argumento anterior,
podemos utilizar el Teorema de Fubini:

h(e) = J F(@)( f gz 2)e 2T Dy

Ahora hacemos el siguiente cambio de variable: y = z — x, dy = dz:
r

g(y)e 2T W+ 2) 8 gy

- | @@ O | g)e 20 Dary - Ferae).

Demostracion:
El término de la izquierda de la igualdad es igual a:

|| r@s@emie e

debido a la definicién de la transformada de Fourier y el Teorema de Fubini.
De la misma manera obtenemos que el término de la derecha es igual a:

| ] a2 e

Y como estas dos integrales son iguales, ya hemos visto la igualdad que queriamos probar.
|
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2.1.1. Calculo de la transformada de Fourier de diversas funciones

En este apartado vamos a dar unos ejemplos para aplicar algunas de las propiedades de la
proposicion anterior.

Ejemplo 2.1.1
Sean =1y f(r) = Xap(x) la funcion caracteristica en el intervalo (a,b). Entonces

Fl6) = — L@+ D)8 iy (e (a — 1)

y si (a,b) = (—k, k) con k € Z,
sin (27k§)

Solucion:

() = JR Fla)e 2T &) g — f

a

b

e 2mi(@ - &) gy — f (cos (2mz&) — isin (2mxf))dx

b b 2 9
- L cos (2mx)dx —iL sin (2mx€)dx = stszf ‘ — %)‘Z
= L[sin (2mEb) — sin (2m€a) + i cos (2mEb) — i cos (2m€a)]
2me (2.1.3)
= %[i(cos (27&b) — i sin (27Eb)) — i(cos (2méa) — isin (27éa))]
_ %[ie—m’gb _ je—2miga) _ #[e—zmgb _ e~ 2migay
_ _ﬁ[e—%ifb _ e 2miga) _ _Flige_m(& + b)§p2mial _ 2mibg)

Utilizando las siguientes formulas trigonométricas:

(1) cos (a) — cos (B) = —2sin (242) sin (2572),

(2) sin () —sin (B) = 2 cos (‘”B) sin (%5 By,

podemos expresar la tltima parte de la expresién como:

e2miag _ 2mibe _ (o (2ma&) + isin (2ma&) — cos (2mbE) — i sin (27bE)
= cos (2ma&) — cos (2mbE) + i[sin (2ma&) — sin (27bE) ]

_ _9sn (27ra§ + 27rb§) sin (27ra£ ; 27rb§)

2ma& + 2mb¢ 2mal — 2mb&

#) sin (#)

= 2sin (m€(a — b))[—sin (7&(a + b)) + i cos (7&(a + b))]
= 2sin (7€(a — b))i[cos (m&(a + b)) + isin (7&(a + b))]

= 2sin (mé(a — b))z’emf(a +0),

+ 2 cos (

Por lo tanto,

(2.1.3) = _Flzfe_%m.(a +0)€9; sin (m&(a — b))eiﬂg(a +b) _ —Wige_mm + ) gin (m&(a —D)).
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En particular, si (a,b) = (—k, k) con k € Z*, obtenemos lo siguiente:

sin (27k§)

X (€) = v

como queriamos ver.

Observacién 2.1.1
Aqui tenemos un ejemplo de una funcién que pertenece a L*(R) pero su transformada de Fourier
no.

X ew(©) e L'R), X pw)(©) ¢ L'(R).

Ejemplo 2.1.2
De nuevo tomamos n = 1. Sea k € Z*, definimos la siguiente funcion:

(k+1+2 si ze(—k—1,—k+1]
2 si ze(—k+1,k—1)

k+1—x si xzelk—1,k+1)

0 sio x¢(=k—1k+1)
o lo que es lo mismo:
gr(x) = Xo10) * Xk (2)-
sin (27€) sin (27k¢E)
(m€)*

Entonces gi(§) =

Solucién:
Vamos a empezar viendo quién es gi(x) = X(_1,1) * X_gx)(2):

o0
(X1 * X wm)(2) = J X —y) - Xww(y)dy = 1.
o0

Sabemos que

Xiy(r —y) = ,
0 s2 en otro caso

donde
—-1<z—y<l=-l—-zss<—y<l—-s=14+zx2y=>22r-1,

y por tanto:

1 si ye((z—1,z+1)n(=kk))

X(fl,l)(x - y) : X(fk,k) (?/) =
0 s2 en otro caso

Ahora vamos a ver los 4 casos que tenemos dependiendo de y:

Caso 1: Size (—k—1,—k+1].
Luego (x — 1,z + 1) n (=k, k) = (—k,z + 1), y por tanto

T+1
]=J ldy =k+1+ .
—k
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Caso 2: Size (—k+1,k—1).
Luego (x — 1,z + 1) n (=k, k) = (x — 1,2 + 1), y por tanto

z+1
I = J ldy = 2.
r—1

Caso 3: Size[k—1,k+1).
Luego (x — 1,z + 1) n (=k, k) = (x — 1, k), y por tanto

k

]:f ldy=k+1—x.
z—1

Caso 4: Siz ¢ (—k—1,k+1).

Luego (x — 1,z + 1) n (—k, k) = &, y por tanto I = 0.

Por la propiedad (6]) de la Proposicién (2.1.1)) y el resultado del ejemplo anterior, llegamos a
esta expresion para la transformada de Fourier de g:

sin (27€) sin (27k€)
(m€)? ’

donde observamos que ¢, € L'(R). Para ver que §.(£) es integrable, tenemos que ver que

f 1 (8)d¢ < o0. Sabemos que:
R

k(&) =

| d@a < [ 1

Luego tenemos:

f a@d< | % <o
1 1 5

donde la integral anterior sabemos que es finita porque es una integral impropia de primera
especie de la forma

“dx

g

con o = 2, y esa integral es convergente para a > 1, luego es finita. Como ¢;(§) es par,
~1
d
J —§ < o0,
— &

1
utilizando el mismo razonamiento anterior. Para ver que J gk (&)dE es finito, vamos a utilizar
-1

que
sin (a) < a, Ya e R,

y obtenemos:

' sin (27€) sin (27k€) L' sin (27€) sin (27k€) U ongonke
dé| < d¢ < ——d.
[ e < | P e < ||

1
:f Akd¢ = 8k < .
—1
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Ejemplo 2.1.3

240,12
Ahora tomamos n = 1. Sea f(z) = e~4m 2" fop t > 0. Entonces la transformada de Fourier
de f es:
leF
N e 4t
(47Tt)n/ 2
Solucioén:
Sabemos lo siguiente:
]?(f) = J 6—47r2t]a:\2€—27ri(x &) g, (2.1.4)
o : : y dy o
Vamos a comenzar con el siguiente cambio de variable: x = 7%, dx = 7 Podemos restringirnos

al caso t = 1 por la propiedad de la proposicién ([2.1.1)). Por el Teorema de Fubini tenemos:

E14 =f AT W =27y gny H f AT Y; ¢ 2mily; - &) gy
R™ . R

:ﬁ f - v = 2mily; &) g, —H J v = 2mily; - ) /4 - 6 /4y,
:ﬁ r’ y2 — 2mi(y; @>+5/4> &/, —H —€2/4 f o—(2my; +i6/2) 4,
_o—n_—n/2,—[¢]? /4

donde en la tltima igualdad hemos utilizado lo siguiente:

0 . 0 0
J e(=2my +iy/2)" g @ J e(=2my)° g, _ J 2 _ 1
—0 —0 —0o0 27T 2ﬁ7

dz
) 2T
que {” L€ 7 dz = /T, que estd demostrado en el anexo en la observacién (5.2.1)). El paso (1)

lo tenemos demostrado también en el anexo, en la observacion ((5.2.3). Por lo tanto, hemos
obtenido la expresion a la que queriamos llegar.

para lo cual hemos realizado este cambio de variable: z = 27y, = dy. Hemos utilizado

Observacion 2.1.2 .
Si en el ejemplo anterior tomamos t = e tenemos:
us

1
st tomamos t = ———, obtenemos:
Y 1672y
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Ejemplo 2.1.4
La funcion de densidad de la distribucion normal

donde o, € R con o > 0.

Solucion:

2 ~ 2
Sea h: R — R tal que h(z) = e~ ™ . Por el ejemplo (2.1.7) sabemos que h(§) = e~
Sea
L —2?/902 L —n(x/v2r0)?

xr) = —¢€ = —e :
9(@) V2o \2mo
Hay que destacar que hemos tomado g practicamente igual a f salvo que p = 0. Luego, al igual
que el ejercicio anterior,

§(6) = (e @20V ¢y = L (o=m(w/V2m0 ) = (G (¢,

2ro V2To

donde denotamos a a = \/L . Podemos observar como g es la funcién dilatada de h con factor
o

a= . Entonces
V2o

— 1

(B.1)(€) = Vamo (=T )(V2rot) = (e )(V2rot)

2ro

_ e—w(m0§)2 _ 6—271'20'252'

Entonces, como f era la funcién de densidad de la distribucion normal, podemos observar que
f es la traslacién de paso p de g tal que f(z) = 7,9(z) donde 7,9(x) = g(x — p). Y por la
propiedad de la Proposicién ([2.1.1)) sabemos que su transformada de Fourier es

—9rilu - ~ 0 9.2 242
Fley = e 2miln -8 5(e) = e 2milp-€)  ~2m 0,
U
Ejemplo 2.1.5
En este ejemplo vamos a ver una aplicacion muy util de la transformada de Fourier en teoria

de la probabilidad. Vamos a buscar g = f1 * fy tal que

L —(—m)*/207 L (o — pm)?/203
= € 1 s = (& MQ 2 ,
f \V2moy f2 V2mo,

donde o1, j11, 09, 1o € R con g1,09 > 0.
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Solucién:
Utilizamos lo visto en el ejemplo anterior. Luego tenemos lo siguiente

56) = Fu(€) - Pole) = e 2mibi (2016 | ~2migpy —~2m %€

: 2 242
_ o 2miép  ,—2m707 7

con p = piy + pig y 0% = o + o5. Por tanto,

g(z) = 21m (= p)?/20%

En este ejmplo, hemos visto que el resultado de realizar la convolucién de dos distribucio-
nes normales nos da una nueva distribucién normal de media la suma de las medias de cada
distribucién y de varianza las sumas de las varianzas de cada distribucion.

Ejemplo 2.1.6
Sean fr = f,fo=f*f,fs=f=f=*f.. donde f es la funcion de densidad de la distribucion
normal
o~ — /207
r) = )
f(@) oo

cono,peR yo>0. Vamos a buscar una expresion para f,(x).

Solucién:
Ya hemos visto que

~ o 5.2 242
&) =e 2migp 2107 ’
entonces

~ ~ ~ ~

fn(§> _ fl(f) . % fn(f) _ (f)n _ (e—2m'§u ) 6_271—20-252)” _ 6—277'2'671,[1/ . 6_27‘-2”0_252.

Luego fn es la transformada de Fourier de

(T — nu)?/2no?

fn(x) = \/%U )

que es la expresion que buscabamos.

2.1.2. La transformada de Fourier y las derivadas

En esta subseccién vamos a mostrar algunas propiedades sobre como actian la derivada y la
transformada de Fourier, que luego nos seran muy ttiles a la hora de resolver las EDP’s en el
capitulo siguiente.

Proposicion 2.1.2 R
Supongamos que xi,f € L'(R"), donde xy, denota la coordenada k-ésima de x. Entonces [ es

diferenciable respecto de & y %(5) = (—2mizg f(2))(§).
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Demostracion:

A oy 22l )y gn
wO=] U@ )d

= f (fl@)(=2miz))e 2T Dare — (<2mim f(2))(©)

donde lo anterior se cumple como consecuencia de combinar el Teorema de Fubini y el Teorema
Fundamental del Calculo.

O

Definicién 2.1.2
Sean f,g e LP(R™). Se le llama a g derivada parcial de f respecto de la k-ésima variable en la
norma LP si se cumple lo siguiente:

Hf(x + hey) — f(x)
h

- g(x)Hp —n—0 0,

donde ey, tiene la k-ésima coordenada igual a 1 y resto igual a 0. Por lo tanto,

0 hey) —
- 2L -y 1 ) = 1)

Teorema 2.1.1
Sea f € L*(R™) y ademds con derivadas parciales, y sea g su derivada parcial respecto de la
k-ésima variable en la norma L. Entonces se tiene:

~

9(&) = 2mi&e f(£)

Demostracién:
Por la definiciéon anterior tenemos que:

A partir de esta expresion vamos a calcular la transformada de Fourier de g:

g(&) = J glx)e 2T &) gny — J e=2mi(7 - €) (13 f(z + hey) — f(x))dnx

n h—0 h

A~

e~ 2mi(e - L hew) = 1) g, L feye2mil=hent _ fgy)

- }1112% - h h—0 h
~ 627Tih6kf -1 ~
= lim (§)———— = 2mi&uf().

O

Ejemplo 2.1.7
2
En el ejemplo (2.1.3) ya hemos visto que es la transformada de Fourier de f(x) = e~ ™% .

En este ejemplo vamos a dar otra prueba.
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Solucién:
© .
]?(5) = J 6_7TI2€_27TZ($ &) dz.
—©
2
Como e~ ™" es par, podemos simplificar la transformada de Fourier escribiendo
~ 0 2
f() =J e ™ cos(2méx)da
—0o0

Para calcular esta integral vamos a utilizar un argumento indirecto. Como tanto lo que estamos
integrando en f, como su derivada converge rdpidamente a 0 cuando x — +00, podemos
escribir lo siguiente

g—g(@ = fj:o eﬂxza—a{(cos@ng))dx = J_OOOO eiﬂxz(—wa)sin(wax)dx
Entonces
i’g (&) +2m §f(§) JOO e_wa(—Qwa:)sm(wax)dx + 2m¢ foo e_mczcos(%rfx)dx =
= JOO e_7m2((—27rx)sin(27r§x) + 2m€cos(2néx))dx = (2.1.5)

= [e_ﬁxZSin(Qﬁfx)]O_ooo

= 0.

~

2
Lo siguiente que vamos a ver es el valor de Z%(e7T£ - f):

o’ 26y TR e 4 € ) _ 1o
85< ) = @r6) (e + €<»s> [2mEf(€) +

donde la ultima igualdad se da por lo visto en . Entonces

of

=0

e Fe) = Flo).

Para calcular f(0), vamos a utilizar el mismo argumento que en el Ejemplo ([2.1.3]).

~ oo 2 . o0 2
7(0) = J o~ T e—2m(ac . O)da: _ J T g — 1.

—00 —0o0

Ver en observacion ((5.2.2) del anexo. Por tanto,

flo=—z =

2
eT§

Este ejemplo que acabamos de resolver nos serd muy util para el calculo de integrales utilizando
la transformada de Fourier, como vemos en el ejemplo ((5.2.1]) del anexo.

2.1.3. La transformada de Fourier inversa

Ahora vamos a ver si dada una transformada de Fourier f de una funcién en L*(R™), podemos
obtener f. Los ejemplos vistos hasta ahora nos sugieren el uso de la siguiente férmula:

f@) = | Feemi@-ane.

R
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Pero f (&) puede ser no integrable como en el Ejemplo (2.1.1) y esta férmula no nos valdria
entonces. Combinando las identidades de las propiedades (4] y de la Proposicién (2.1.1) y
por la expresién vista en el Ejemplo (2.1.3), se obtiene :

t—0 (47Tt)n/2 t—=0 Jpn (47Tt)n/2 50 Jgn x (4ﬂ-t)n/2

— lm (627Ti(x : gi_\4ﬂ2t|$|2)(y)f(y)dny — lfm eZﬂ'i(:L‘ . 5)6—47T2t|§’2f(£)dn£’

t—0 Rn t—0 R™

donde el limite estd tomado en la norma de L'. Si f y ]? son ambas integrables, el Teorema de
la Convergencia Dominada nos garantiza la igualdad punto a punto. Si f € L'(R") es continua
en xg, tenemos:

| . ]
flao) =l Ho) = iy | e DeAmHEL fg)ane.

Con todo lo anterior, vamos a formular el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.3
Sea f e L'(R"), se tiene:

: 21612 A~
fla) =1lim [ AT QAL Feyane,
donde el limite estd tomado en la norma de L'. Ademds, si f es continua en xq, entonces

flzo) =lim | 2Wil@0 - &) —ATHEL Fieyane,

=0 Jpn

como hemos mostrado anteriormente.

Demostracién:
Trivial a partir de todo lo anterior a la formulacién de la proposicién.

O

Observacion 2.1.3
Si f, f e LY(R"), entonces

fa) = [ i@ O fgane

en casi todo punto x € R™.

Nota 2.1.1
La transformada de Fourier inversa puede denotarse también de la siguiente manera

U@y = | e O g



2.2. LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN L?*(R") 19

2.2. La transformada de Fourier en L?(R")

Para definir la transformada de Fourier en L?(R"), debemos saber que L'(R™) n L?*(R") es un
conjunto denso de L'(R") y de L*(R™). La demostracién podemos encontrarla en la Proposicién
@.2.1).

Teorema 2.2.1 Teorema de Plangherel
Sea f e LY(R™) n L?(R™). Entonces, f € L*>(R") y

1Flla = 17 (2.2.1)

Demostracion:
Sea g(x) = f(—=x), siendo ~ el conjugado complejo. Se tiene que f * g € L}(R") n C®(R") y
sabemos también que

(f = 9)(€) = F(&)3(c).

— o —

Como g(z) = f(—x), entonces § = (f). Luego (f = g) = ]f|2 > 0 y en consecuencia,

(f*g)e L'(R").

Por la Proposicién (2.1.3) y como f = g € L'(R"), sabemos que

(f=g)() =1im | e2mil@ ) 4w P 77y ) ame

t—0 R
Entonces
(Fe9)0) =tim | I Fogere= | (oo
y
178 = | Fro©as = (7-9)0) = | s -a)a
- | s@etnae = | @i = 11;
R R

U

El resultado anterior muestra que la transformada de Fourier define un operador lineal acotado

desde L'(R") n L*(R™) a L*(R").

A partir del Teorema ([2.2.1)), podemos definir la transformada de Fourier de una funcién f que
pertenezca a L*(R™).

Proposicién 2.2.1 Definicion de f para [ € L*(R").
Sea f € L*(R™). Se define la sucesion {h;} en L'(R") n L*(R™) de la siguiente manera:

hy(a) — { fw) sila] <

0 si x| >3 "

Entonces hj — f y se define f(f) tal que hAJ(S) — f({) en L*(R").
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Demostracion:

Veamos primero que h; € L*(R"™). Por la definicién (5.1.3)) del anexo, sabemos que

L*R™) = {f :R* — R tal que f = gen ctpy |gl. < ).

También sabemos por hipétesis que f € L*(R"). Ademds tenemos que h; = f en casi todo
punto con |z| < j, porque podemos tomar un j lo suficientemente grande para que |z| < j.
Para ver que h; € L*(R"), nos faltarfa comprobar que ||h;||2 < . Pero como f € L*(R"), eso
se cumple. Obviamente también h; € L' (R™).

Ahora vamos a probar que h; — f en L*(R™). Tenemos que ver que ||h;(z)— f(z)]|2 —j— 0.

Jim ya) = @)l = i (| Jbyle) = S@PD = (| (@) - fa)Pda) <o,

j—>OO n

Por 1ltimo, veamos que f?](f) — f(f) Sabemos que f;(ﬁ) es igual a:

n

hy(€) = j |<'f(x)e_2m.(3: &) gry = f hy(z)e 2@ &) gy,

Se verifica que hAj € L*(R") y ademés hAj es una sucesiéon de Cauchy en L*(R"):
1hg = hmllz = [1h; = hmll2 = [lh; = hunl2-

Por tanto, es convergente.

A~

Definimos f(&) como el limite en L?(R™) de la sucesién h;:

F(€) = lim hy(€) = lim hj(a:)e_Qﬂi(x'é)dnaj = lim f(gj)e_Qﬂ-i(x'f)dnw7
e I Jre I=% Jjal<j

Hemos obtenido: .
7(6) = lim Fla)e 2m(@ O gry en 2R,

I Jja|<j

como definicién de f en L2(R™).

O

Proposicion 2.2.2
Sean f, g€ L*(R™). Entonces se tienen las siquientes tres propiedades:

(1) Se da lo siguiente:

~

. f@)g(x)d's = | f(x)g(z)d".

En particular, si f = g, se tiene que:

Rnf(:v)f(:v)d”x = | J@F@) <l =1/l

Demostracién:
Sabemos que f, g € L*(R"). Sea a € C, entonces

If + aglls = I + agl3- (2.2.2)
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Sabemos que

I +agll? = f f + agldie = f P+ lagl? + Flag) + f(ag)d'a

n n

~ ~

I +a&gl2 = j i+ agPdra = f P+ &P + (@) + fag)da.
Rn Rn

Luego expandiendo la ecuacién (2.2.2), tenemos lo siguiente

~

| 14+ lagl + Fag) + flag) a'e = | 1P+ ja5 + Fiaw) + Flad) v

n

Por el Teorema de Plancherel, hemos visto que ||f||2 = || f||2- Entonces

[ I YR W
Por lo tanto, nos queda

A~

Tlag) + fag)'a = | Fias) + Faga.

R

y simplificando las expresiones, obtenemos

f af(g) +af(g) dw = f af (@) +af@) dy.

Si tomamos a = 1,

como queriamos demostrar.
|

(2) La transformada de Fourier de la convolucion de f y g es el producto de las tranformadas
de f yg:

Demostracion:
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(3) Para cada multi-indice o, siendo o = (ay, ..., ap,) € (N U {0})", se tiene que

— ~

Def = (=2mig)" f,

tal que D*f € L*(R"™) y estd definido en la definicion .

Demostracion:

Sea f € L*(R™), que pertenece a un soporte compacto. El soporte de f es la adherencia de
los puntos en los que f no se anula:

sop(f) = {z e R f(x) # 0}

El soporte se dice compacto si es un conjunto cerrado y acotado. Entonces, tenemos lo
siguiente:

Df(¢) = D%f(x)e—?”(”f))d”w—f ((~2mi€)° f(x))e 2T ) any

R”

n

~

= (=2mig)" | fla)e 2T e = (~2mig)” f€).

O

Teorema 2.2.2
La tranformada de Fourier define un operador lineal en L*(R™)

F: LA(R") — L*(R"),

tal que verifica

F(f)=F, ¥ fe LXR™) n L*(R").
Ademdas, F es una isometria: || F(f)|2 = ||f]]2-

Demostracion: R

A partir del Teorema de Plancherel, (2.2.1), sabemos que si f € L?>(R"), entonces f € L*(R™).
En particular, la imagen de L?*(R") a través de F, es un subespacio cerrado de L*(R"). Va-
mos a demostrar, que de hecho F(L?) = L?. Asumimos que es un subespacio propio de LZ.
Supongamos que existe g # 0 con ||g||2 # 0 tal que

f(@)g(z)d"z =0,
R
para cualquier f € L*(R"), es decir, existe g ortogonal a F(L*(R"™)). Por la Propiedad (7)) de
la Proposicién (2.1.1]), que se extiende para f, g € L*(R™), tenemos que
f@)g(x)d*z = | f(z)g(z)d"z =0,
R’ﬂ

Rn

para cualquier f € L*(R"™), en particular, podemos tomar f = g. Por tanto,
f g(x)*d"z = 0.
Luego g(§) = 0 en casi todo punto, lo que contradice que

lgll2 = [[gll2 # 0.

Por lo tanto, hemos verificado que existe un operador lineal.
|
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Teorema 2.2.3
La inversa de la transformada de Fourier F~' se puede definir por la férmula

(F')(x) = (Ff)(~x), xeR™ (2.2.3)
para cualquier f € L*(R™).
Demostracién:

Definimos F~! : L*(R") — L*(R") de la siguiente manera, segin el enunciado: Si h € L*(R"™),

entonces

(Flh)(z) = lim h(€)e2TUT &) ge  en L2(RM).

TP Jjgl<j

Ahora demostramos que F ! definida anteriormente corresponde con la transformada de Fourier
inversa cuando f € L'(R™) n L?(R"). Supongamos que F'f = f, que segtin la definicién de
F~1en L*(R™) es el limite en la norma de L? de la sucesién {h;} siendo

hi(z) = | F©e2mi@ Ogne.

l&l<d

Vamos a considerar el caso de que f € L'(R") n L?*(R"). Entonces

f@) = | F©em @ Dang = tm hy(e) en LR

Rn J—00

0.5 = [ s Femi@ Omera
- | (] ot O e e - .7,

~

para cualquier g € L'(R") n L*(R"). Pero el Teorema de Plancherel nos dice que (g, f) = (g, f)-
Por tanto, f = f. Y entonces se cumple que

fla) = | Fle)e?mie Oarg
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Capitulo 3

Aplicaciones para el estudio de las
EDPs

En este capitulo vamos a estudiar una serie de ecuaciones diferenciales famosas y para su
resolucion vamos a utilizar la transformada de Fourier apoyandonos en los resultados tedricos
que hemos visto en el capitulo anterior.

3.1. Ecuacién Lineal de Schrodinger

La Ecuaciéon de Schrodinger es una ecuacion lineal en derivadas parciales que describe la fun-
cién de onda o la funciéon de un sistema de mecanica cuantica. Esta ecuacién fue un resultado
clave en la historia de la mecanica cuantica, y su descubrimiento fue un hito importante en
el desarrollo de este tema. En mecanica clésica, la segunda ley de Newton (F = m - a) se usa
para hacer una prediccién matematica sobre qué camino tomara un sistema fisico dado con
el paso del tiempo, dadas unas condiciones iniciales. Sin embargo, resolver esta ecuacién nos
da la posicion y el impulso del sistema fisico en funcion de la fuerza externa en el sistema.
Esta ecuacion es suficiente para describir su estado en cada instante del tiempo. Por ello, en
mecéanica cuantica, el andlogo de la ley de Newton es la ecuacién de Schrodinger.

El fisico austriaco Erwin Schrodinger desarrollé la ecuacion en 1925 y la publico en 1926, en lo
que seria la base para su trabajo por el que le fue otorgado el Premio Nobel de Fisica en 1933
junto con Paul Dirac. (9)

Consideremos el siguiente problema de Cauchy para la Ecuacién Lineal de Schrodinger:

ou(t,x) =iAu(t,z), te R, z e R"
; (3.1.1)
u(z,0) = up(x), e R”

donde A es el laplaciano que tenemos definido en el anexo en la definicién (5.3.2)). Usando la
transformada de Fourier en la variable x en el sistema (3.1.1)) se obtiene:

uu(t,€) = di(t, €) = idu(t, €) = —An|e]*a(t, €)

u(z,0) = o (§)

Veamos como hemos llegado hasta este sistema. Tenemos que

dru(t,-)(§) = du(t, §),

25
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donde lo anterior se cumple como consecuencia de combinar el Teorema de Fubini y el Teorema
Fundamental del Calculo:

Gt )E) = | e, Ye 2™ @ O gry = o, J ult, Y= 2mT ) gry — pa(t, €.

R

n

También tenemos, por (3.1.1]), que:

—~~

Crult, ) () = idu(t, &) = i(2mi)[¢[*a(t, &) = —4nil¢ult, €).
Luego lo que nos queda es:

i(t, §) = —amil¢[*u(t, €)

u(t,0) = uo(§)

que es una EDO en la variable t para £ fijo. La incognita es u(t,§), que la vamos a denotar
como ¢(t) para & fijo. Luego tenemos el siguiente problema de Cauchy:

g'(t) = —4m*il¢[*g(t)

Ahora tenemos una EDO de variables separadas, luego al resolver obtenemos:

g(t) = 4T 1€t g o).

Cambiamos ¢(t) por u(t,€) v g(0) por 4y(§) para obtener la siguiente expresion:

at,€) = e 4T itE e,

Para llegar a la solucién tenemos que obtener u(t,z). Esto podriamos hacerlo con la férmula
de la inversa. Pero observamos que:

kP

CA254]e12 e 4ti
e am Zt’§| uo(é’

= (W) -1 (§),

dado que:
_IEP
6—47T2it|§’2 _ f e 4ty .
(4rit)/?

Esta ultima igualdad que hemos presentado se da como consecuencia del Ejemplo ([2.1.3)) donde
hemos calculado la transformada de Fourier para la funcion

g
_ATER ey e A
fla)=e (&) PPTER

y con un cambio de variable podemos obtener el resultado deseado.
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24112
Finalmente, como u(t, ) = e—dmit|z] tp(z), por la propiedad (6]) de la Proposicién (2.1.1)), se
obtiene:

|z ilz]”
4ts 4t
u(t,z) = ¢ *ug(x) = L . up(x), (3.1.2)
(4mit)/? (4mit)/?
siendo
iz|”
€ n
(I)(t,l'):W, t>0,reR

la solucién fundamental de la Ecuacién de Schrodinger. La solucién fundamental de una EDP
es la solucién de la ecuacion cuando se considera como dato inicial la funcién Delta de Dirac. La
solucién fundamental de la ecuacién de Schrodinger sirve para describir el resto de soluciones
de esta ecuacién (en L?) mediante un producto de convolucién, como en la férmula (3.1.2)).

Por lo visto en la definicién (5.4.1)) del anexo, si ug(xz) = 6(z), entonces férmula (3.1.2]) nos
implica que u(t,z) = (¢, x).

3.2. Ecuacion del Calor

La Ecuacién del Calor es una ecuacion en derivadas parciales que describe cémo la distribu-
cién de una cantidad (como el calor) evoluciona con el tiempo en un medio sélido, ya que
espontaneamente fluye desde lugares donde es mas alto hacia lugares donde es méas bajo.

Esta ecuacion fue desarrollada y resuelta por primera vez por Joseph Fourier en 1822 para
describir el flujo del calor. Es de una gran importancia en diferentes campos cientificos:

1. Teoria de la Probabilidad: la Ecuacién del Calor estd relacionada con el estudio de caminos
aleatorios y con el movimiento Browniano a través de la Ecuacion de Fokker-Planck.

2. Matematicas Financieras: esta ecuacion es usada para resolver la Ecuacién de Black-
Scholes.

3. Mecanica Cudntica: para encontrar la propagacién de la funcién de onda en la region libre
de potencial.

(Ver (10)).

Para una funcién u(z, y, z) de tres variables espaciales (z,y, z) y tiempo ¢, la Ecuacién del Calor

es: 5
U
— = aAu,

ot

donde « es un coeficiente real llamado difusividad del medio. El valor de a afecta a la veloci-
dad y la escala espacial del proceso. Cambiarlo tiene el mismo efecto que cambiar la unidad

de medida del tiempo (que afecta al valor de %) y/o la unidad de medida de longitud (que

afecta al valor de Au). Por lo tanto, en los estudios mateméticos de la Ecuacién del Calor, se
establece a = 1. Con esta simplificacion, la ecuacion del calor es el prototipo de las ecuaciones
en derivadas parciales parabdlicas.

Consideremos el siguiente problema de Cauchy para la Ecuacion del Calor:
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ouu(t,x) = Au(t,z), teR, z e R”
: (3.2.1)
u(z,0) = f(z), v e R"

Usando la transformada de Fourier en la variable x en el sistema (3.2.1)) se obtiene:

Qu(t,€) = d,(t, €) = Au(t,€) = —4n|€2a(t, €)

~

u(z,0) = f(x)

Como en el caso anterior, hemos llegado a este sistema mediante el mismo procedimiento.
Tenemos que

L —

6tu(t, )(5) = M(t,f)

donde lo anterior se cumple de nuevo como consecuencia de combinar el Teorema de Fubini y
el Teorema Fundamental del Calculo.

dult, ) (€) = f ot Ye2mi(@ &) gy — g, f ult, Ye=2mT ) gry — a6,

n

También tenemos, por , que:
Quult, )(€) = Ault,€) = (2mi|EPa(t,€) = ~4n”|E[*a(t,€).

Luego lo que nos queda es:

oiu(t, &) = —Ar?|¢|a(t, &)

A~

u(t,0) = f(¢)

que es una EDO en la variable t para £ fijo. La incognita es u(t,§), que la vamos a denotar
como ¢(t) para & fijo. Luego tenemos el siguiente problema de Cauchy:

g'(t) = —4m*|[g(t)

~

9(0) = f(¢)

Tenemos una EDO de variables separadas, luego al resolver obtenemos:

g(t) = =A™ Pt 5 0),

Cambiamos ¢(t) por u(t, &) y g(0) por f(£) para obtener la siguiente expresion:

A~

a(t,€) = e AT R fg).

Para llegar a la solucién tenemos que obtener u(t, z). Esto podriamos hacerlo con la férmula
de la inversa. Pero observamos que:

kP

ATHIER ey e P g
fe) <(4m)n/2> f

Y
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porque
e

—AmHEP _ e Ay
(47Tt)n/2

Como en la Ecuacion de Schrodinger, esta iltima igualdad se da como consecuencia del Ejemplo
(2.1.3)), aunque ahora no hay que hacer ningiin cambio de variable para obtener el resultado,
puesto que en ese ejemplo calculdbamos exactamente la trasnformada de Fourier de la funcién
que ahora nos ocupa.

24012 A~
Finalmente, como u(t,z) = e AT tlz] f(&), por la propiedad (€] de la Proposicién ([2.1.1]), se
obtiene:

|?
)= (322)
T (4mt)/? ’ -
siendo
_|96|2
O(t,7) = e 4
7 (47r7f)n/27

la solucion fundamental de la Ecuacion del Calor. Es solucion fundamental de la ecuacion del
calor porque es una solucién obtenida con el dato inicial f = 9, siendo 0 la funcién Delta de
Dirac. Como en el caso anterior, la soluciéon fundamental sirve ademéds para describir el resto

de soluciones de la ecuacién del calor (en L?), segin la férmula ([3.2.2)).

u(t, ) es la densidad del calor. La integral | u(t,z)dz siempre da lo mismo, pues el calor se
conserva.

A continuacién veremos tres graficas de la solucion fundamental de esta ecuacién y como se
comporta para tres tiempos distintos:

0.25 T T T T T T T
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I ‘\\
|'.. \u
0.2 F o\ N
[/ \
/ \'u
015} i \ -
/ \
/ \

01F ! 1

i W
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)
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Yy "\\
B / W\
0 e | I 1 1 1 .

-8 Bl -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 3.1: Gréficas de la solucién fundamental de la ecuacion del calor para distintos valores
de t.
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Podemos apreciar como varian las graficas segtin el tiempo ¢t dado. La gréfica azul es para
t = 1,5, la roja para t = 2 y la verde para t = 3. Por tanto, intuimos que cerca del eje de
simetria (el origen), la grafica toma valores mayores si t es menor y toma valores menores si t
es mayor. Lejos del origen, las graficas cambian, dependiendo del valor de ¢, tomando valores
mayores si t es mayor, y valores menores si ¢t es menor. Esto tltimo se puede apreciar en el
momento en que las graficas se cortan. Cuando las graficas estan lejos del origen, parece que
valen cero, pero esto no puede ser porque son exponenciales, estaran en valores proximos a cero
pero sin ser serlo. Esto ocurre debido a la explicacion que a continuacion contamos de dicho
fenémeno.

Una explicacién intuitiva de este fendémeno es la propagacién del calor. Si tenemos una fuente de
calor en el centro de una sala (en x = 0) a la que no se le proporciona més calor, entonces segin
pasa el tiempo, el calor se va distribuyendo alrededor de manera uniforme, de tal manera que la
temperatura cerca de la fuente de calor empieza a bajar segin pasa el tiempo y la temperatura
lejos de la fuente de calor va subiendo poco a poco.

0.025 4

Figura 3.2: Gréfica de la solucién fundamental de la ecuacién del calor para t = 2 en R

En este caso hemos representado la grafica sélo para un valor de t. Hemos elegido ¢t = 2. Es el
valor de ¢ intermedio que habiamos usado antes. En esta grafica observamos cémo se propaga
el calor procedente de una fuente de calor por una sala a medida que pasa el tiempo sin que se
le siga suministrando calor.

3.3. Ecuacion de Korteweg-de Vries

En matematicas, la Ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) es un modelo matemético de on-
das en superficies de aguas poco profundas. Es particularmente notable como prototipo de un
modelo exactamente solucionable, es decir, una ecuacion no lineal en derivadas parciales cuyas
soluciones pueden especificarse de manera exacta y precisa.
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Fue presentada por primera vez por Boussinesq en 1877 y redescubierta por Diederik Korteweg
y Gustav de Vries en 1895.

La Ecuacion KdV es una ecuacion en derivadas parciales no lineal de una funcién V de dos
variables reales: el espacio x y el tiempo ¢. Tiene la siguiente forma:

OV + 3V — 6V, =0,
donde la constante 6 delante del tltimo término es convencional pero no tiene gran importancia.

Se pueden multiplicar ¢, x o V por constantes para que los coeficientes de cualquiera de los tres
términos sean iguales a cualquier constante distinta de cero.

(11)

Nosotros vamos a estudiar el caso lineal. Por lo tanto, tenemos el siguiente Problema de Cauchy
para la Ecuacion KdV:

oV(t,x) + 3V (t,x) =0, zeR" ¢t >0
(3.3.1)
V(z,0) = Vo(z)
Usando la transformada de Fourier en la variable z en el sistema ([3.3.1]) se obtiene:
AV(L,€) = STUIE[PV(E€) = 0

A~

V(Iv O) = T}B(l‘)

puesto que
B3V = 2mi)?|EPY = —8x%i|¢PV.

Por tanto tenemos el siguiente sistema:
2V(t,€) = 8r%H[E[V(¢, )

V(t,0) = Vo(€)

que es una EDO en la variable t para £ fijo. La incégnita es 17(t,£), que la vamos a denotar
como ¢(t) para & fijo. Luego tenemos el siguiente problema de Cauchy:

g'(t) = 8n%il¢|*g(t), t € (0,0)

Tenemos una EDO de variables separadas, luego al resolver obtenemos:

g(t) = ST 1 g o),

Cambiamos g(t) por V(t,£) y g(0) por Vy(€) para obtener la siguiente expresion:

D(t, ) = ST U 6.
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Para llegar a la solucién tenemos que obtener V(t, x). Para poder utilizar, a partir de este punto,

el mismo procedimiento que en los dos anteriores casos, tendriamos que conocer que funciéon

3:4(¢13
tiene como transformada 3™ 2€I°, La denotamos por Si(z). Entonces tendriamos que

— ~

3ilel3 A
STHIE Dy(e) = Sile) - Doce).
Como ]A/(t, ) = eSWSi,f‘Stﬁo(é), por la propiedad (6] de la Proposicién (2.1.1]), se obtiene:
V(t,€) = Si(x) * Vo(E).

Nos falta ver quién es Sy(x). Si(z) es definida asi:

0 : :
Si(z) = J 62mx§€87r3zt|§|3d6
—©

Haciendo el siguiente cambio de variable £ = ﬁ, d¢ = thl/?’ nos queda:
. z . z
s - | s T Ml e
_ L foc ei:cz/tl/geiz3dz _ foo e(ix/t1/3) : Zeizgdz.
2t ) o2t )
Luego obtenemos que
Si@) = T AiC),

donde Ai es la funcién aireada (Airy function en inglés):

. V(™ gz is®

Ai(z) = — erre” dz.
21 J)_ o

Como hemos dicho, sabemos que A7 es la funcién aireada. Buscamos una féormula equivalente

para Ai(x):

0

Ai(z) = L i + 53/3)d§ = %f [cos(&x + €2/3) + i sin(&x + £2/3)]d¢ =

2m ) o —00

— L[JOO COs(f.r + 53/3)d§ iy, JOO szn(fx + 53/3)d§]

2 .

1 (* "
- %f_oo cos(x + £°/3)dE = %f cos(Ex + £3/3)dE.

0
1) se cumple porque

F sin(x + £ /3)d¢ = 0,

—00

por ser la funciéon que integramos impar y en un dominio de integracién simétrico. Tenemos
que ver que Ai(x) es finita.

Ai(z) = lfco cos(éx + £3/3)d¢ = 1 lim Jt cos(éx + €3/3)d¢,
t—00 0

T Jo T
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la cual es convergente (finita) porque las partes negativas y positivas de las oscilaciones rapidas
tienden a cancelarse como vemos en la siguiente figura:

0.8

0.4 | I

0.2 |

0.2

-0.4 | |

0.6

Figura 3.3: Grafica de cos(&x + £3/3) para z = 1.

Ai no se puede resolver. Ai(x) se define mediante una integral impropia convergente y no
sabemos calcular una férmula explicita (primitiva de Ai(z)). Pero siendo una funcién muy
conocida, Matlab la tiene integrada en su base de datos y mostramos la siguiente grafica usando
el comando airy:

Figura 3.4: Gréfica de Ai(x).

En esta figura observamos como la funcién Airy para valores negativos de x, oscila alrededor
del cero con una frecuencia cada vez menor y una amplitud cada vez mayor. Pero cuando la
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funcién toma valores positivos de z, decrece rapidamente a cero.

3.4. Ecuacion de Ondas

La ecuacion de ondas es una ecuacién en derivadas parciales lineal que describe el movimiento
de las ondas (ondas de luz, ondas sonoras y ondas en el agua). Esta ecuacién muestra que
la amplitud de dos ondas que interactian es la suma de ellas. Esto nos implica que podemos
analizar el comportamiento de una onda al dividir la onda en sus componentes como haremos
posteriormente a lo largo del estudio de esta ecuacién. Es importante en diversos campos como
la actstica, el electromagnetismo y la dinamica de fluidos.

La ecuacién de ondas es
Ut — Ay = 0,

que la estudiaremos en un problema de condiciones iniciales. Se tiene que ¢ > 0 y = € R". La
incégnita serd u : [0,00) x R" — Ry Aw es el laplaciano de u.

La ecuacién de ondas es un modelo para una cuerda vibrante (en n = 1), un membrana (en
n = 2) o un sélido eldstico (en n = 3). En todas estas interpretaciones u(t, x) representa el
desplazamiento en alguna direccién del punto = para un tiempo ¢ > 0. La interpretacion fisica
de la ecuacién de ondas nos sugiere que mateméaticamente haya dos condiciones iniciales, una
para el desplazamiento u y otra para la velocidad u;, ambas en el tiempo ¢t = 0.

Consideramos entonces el siguiente problema de condiciones iniciales para la ecuaciéon de ondas:

Pu(t,x) — Au(t,z) =0, te R, z € R"
: (3.4.1)
u(z,0) = ug(x), du(z,0) =uy(z), reR"

Usando la transformada de Fourier en la variable z en el sistema (3.4.1)) obtenemos lo siguiente

o7u(t,€) + 4m2(¢*au(t, §) = 0
, (3.4.2)

debido a que:
. Fult,€) = (L, €).
o Ault,€) = (2mi)2|¢2a(t, &) = —4n2[¢[*a(t, €).
- G(E.0) = G (6).
x 0u(€,0) = Q€. 0) = 0 (6).

donde los dos primeros y el iltimo punto son ciertos utilizando lo mismo que en las ecuaciones
anteriores donde lo hemos explicado con detalle. Por lo tanto, obtenemos que es una
EDO para la variable ¢ en un ¢ fijo. Cambiamos (¢, £) por g(t) y entonces, tenemos el siguiente
problema de condiciones inciales

g"(t) + 4m*|gPg(t) = 0

g(0) = go, 4(0) = ¢
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que tiene una EDO de segundo orden con coeficientes constantes.

2

"t entonces ¢"(t) = r2e"t. Y

Esta ecuacion la podemos resolver facilmente probando g(t) = e
si la sustituimos en nuestra ecuacién obtenemos:

et (r* + 4m%€]?) = 0 = r = +i27|¢].
Y por lo tanto, tenemos que la solucion de esa EDO es

—i27|&|t i2m €|t

g(t) = cre + coe c1,0 € R
Otra forma de escribir g(t) puede ser

g(t) = ci[cos(2m[E|t) — isin(27|E|t)] + calcos(2m|E|t) + isin(2]€|t)]
= (¢1 + co)[cos(2m[€|t)] + (co — c1)i[sin(27|&[t)] = dy cos(2m|E|t) + da i sin(2m[E|t).

Observamos que estas constantes d; y ds son distintas a las constantes anteriores ¢; y ¢o respec-
tivamente. Aunque nosotros no adoptaremos esta expresién de g(t) para calcular las soluciones.

La primera condicién que tenfamos era que g(0) = go. Entonces tenemos
g(0) = c1€” + cye’

Luego lo primero que nos queda es ¢; + co = ¢o. La segunda condiciéon que tenfamos era que
¢'(0) = g1. Vamos a calcular primero ¢'(t):

g(t) = —c 2im|¢| e i2mlElt | o 2im|€] ei2m(Eft.
Ahora sustituimos y nos queda
g1 = —c1 2w |€| + ¢ 2im|€].
Luego tenemos el siguiente sistema
1+ C2=go
g1 = —c1 2im|€| + o 2im|¢]| .

Del anterior sistema obtenemos que

!
2im|E|

C1 =go —C2, C1 = Co

Luego obtenemos que las constantes c¢; y ¢ respecto de las condiciones iniciales gg y g1 son:

g1 g0 g1 do
—— + =, = —— 4 —,
dim|€] 2 “ dim|€] 2

c1 =

Por lo tanto, la solucién ¢(t) es:

9 9oy —i2nlglt 91, 9o\ 2n|¢ft
t — (— =z - pui
9(t) = ( inle] 3¢ +(4@'7T|§| ra)e

)
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donde go y ¢ eran las transformadas de Fourier de u(0, &) y u1(0, £). Recordemos que habiamos
denotado ¢(t) = u(t, ). Entonces tenemos

i(t, €) = P(e)e 2 1 Geyelmil,
en la cual hemos cambiado las constantes ¢; y ¢o por 2 &)y @(f) respectivamente.

Veamos quienes son F'y G:

@) | @)

FO= o+ = Cag t 2

Cdimle] T2
G(&) = ( 455, gt %) (ﬁfg’ . 1202(5))'
Por lo tanto, F'y G son
P = g ) = g+
Gl = @ﬂ% - ﬂ% P (9,

Para encontrar nuestra incognita u(t, x) vamos a utilizar la transformada de Fourier inversa:

) Jp_oo o 2mi(T - €) P ¢)e—i2ml€lt e fo o 27ilx - €) B¢t 2 € g
— foo Feyemile =t€ge foo G2+ DEGe - ple — 1)+ Gla + ).

Cuando la ecuacién de ondas viene dada por

Pu(t,z) — Au(t,z) =0, te R, e R"
. (3.4.3)
u(z,0) = uo(x), du(z,0) =ui(x), z€R"

es decir, con una constante al cuadrado multiplicando al Laplaciano, se tiene la siguiente solu-
cién:
u(t,z) = Fx —ct) + G(x + ct).

Esta es la llamada forma de D’Alembert de la solucién de la ecuacién de ondas. La parte de
la solucién F(x — ct) representa a unas ondas moviéndose hacia la derecha con velocidad c.
Esto podemos verlo debido a que todos los puntos (¢, z) en el espacio toman el mismo valor de
F(z — ct) = F(z) para cuando = — ct toma el valor de z. Entonces si en el tiempo ¢, z = z + ct,
es decir, nos movemos a la derecha con velocidad ¢, siempre se va a tener la misma altura de
la cuerda (onda), como vamos a ver en el siguiente caso.

Ejemplo 3.4.1
Tenemos el siguiente problema de condiciones iniciales
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Pu(t,z) — Au(t,z) =0, reR, t >0
u(z,0) = ug(x), ou(x,0) =us(z) =0, zeR

en el que tenemos dos condiciones iniciales. La primera condicion va a ser una funcion dada,
que luego indicaremos. La sequnda condicion nos indica que la velocidad en el instante t = 0,
es decir, en el momento en que empezamos a estudiarlo, es iqual a 0. Esto quiere decir que estd
en reposo.

Vamos a ver como podemos representar u(t,x) bajo estas condiciones que nos da el ejemplo.
Para ello tendremos que utilizar una funcidn ug(x) concreta y ver cdmo se comporta la solucion
con estas condiciones iniciales.

Tenemos el mismo porblema de condiciones iniciales que en (3.4.3)). Luego, de igual manera, la
solucién de D’Alembert toma la siguiente forma

u(t,z) = F(x —ct) + G(x + ct).
donde F'y G ya los habiamos calculado y nos quedaron:

G RAI o = (al) v wlE)

F(x) = (

es decir, ambos estdn en funcién de las condiciones iniciales ug(z) y uq(z). Si nos fijamos en
estas condiciones, como la segunda de ellas es ui(z) = 0, tenemos entonces que (§) = 0.
Luego

Por lo tanto, tenemos que

u(t,z) = %[uo(:ﬂ —ct) + up(x + ct)].

2
Supongamos que el problema nos dice que ug(x) = ke ™% es la condicién inicial para la posicién,
donde k es una constante. Entonces la solucién viene dada por

u(t, l‘) _ g[e—(l' - Ct)Q + e—(ZL‘ + Ct)2]'

Ahora vamos a estudiar cémo se comporta la solucién u(t, z). Comenzaremos viendo cémo se
comporta la parte de la solucién ug(x—ct) que habfamos explicado previamente a la introduccién
de este ejemplo. ug(x — ct) viene expresada de la siguiente manera:

k(.. 2
up(z — ct) = ¢ (& —ct)”,

Si tomamos la constante k = 1 y la velocidad ¢ = 2 y lo evaluamos en los tiempos t =0, t = 3
y t = 6 tenemos lo siguiente:
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Figura 3.5: Representacion de ug(z — ct) de la forma de D’Alembert.

Observamos cémo se cumple lo que habiamos comentado de que la parte de la solucién ug(x—ct)
representa a las ondas/cuerda moviéndose a una velocidad ¢ hacia la derecha. De la misma

manera, la parte de la solucién ug(x + ct) representa a las ondas moviéndose hacia la izquierda
con velocidad c. ug(z + ct) viene expresada de la siguiente manera:

k 2
uo(x—i-ct)zie (@ +ct)”
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Figura 3.6: Representacion de ug(z + ct) de la forma de D’Alembert.
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Podemos observar como para esta parte de la solucion, las ondas tienen el mismo comporta-
miento, con la unica salvedad de que ahora se mueven hacia la izquierda en vez de hacia la
derecha. Los valores para las constantes y para el tiempo los hemos escogido exactamente igua-
les para que se pueda ver exactamente la misma grafica que antes pero ahora con movimiento
hacia la izquierda como hemos indicado.

Ahora vamos a ver como actua la soluciéon completa en una sola grafica, es decir vamos a
representar u(t, z) al completo. Elegiremos las constantes y los valores del tiempo iguales que
en las figuras anteriores.
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Figura 3.7: Representacion de la solucién wu(t, x).

En esta grafica vemos como actian las dos partes de la solucion que habiamos estudiado por
separado. Vemos como para el tiempo ¢t = 0 es el doble de tamano que antes, debido a que
en ese instantes ambas partes de la solucién son iguales y estan sumandose. Después a ambos
lados del origen, las ondas siguen lo que nos podriamos haber imaginado tras estudiar ambas
partes de la solucién por separado.

Ejemplo 3.4.2
Ahora tenemos el mismo problema pero con una funcion distinta en el dato inicial de la posicion:

Pu(t,r) = FAu(t,x), zeR, t >0

2 /0 2
0T /20

u(z,0) = VoI Oru(

con o > 0 y donde el dato correspondiente a la posicion inicial cambia respecto al ejemplo
anterior y el dato referido a la velocidad inicial sigue siendo el mismo.

2,00 =0, zeR
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En este caso la solucién de D’Alembert nos da lo siguiente:
2 /0 2 2/ 2
(@ +ct) /20 . (T —ct)’/20
2V 2mo 24/ 2mo

En este ejemplo, lo que vamos a hacer es interpretar el resultado mediante un contexto fisico.
Tenemos una cuerda que esta tensa y se mantiene inmévil. Si a la cuerda anterior la obligamos
a tomar la forma de una gaussiana (condicién inicial) y de repente la soltamos, se formaran
dos gaussianas de un tamano igual a la mitad de la gaussiana de la distorsién anterior y que se
desplazaran hacia la izquierda y hacia la derecha con una velocidad de onda ¢ de igual manera
que en el estudio que realizamos anteriormente.

u(t,r) =

3.5. Ecuacion del Telégrafo

La ecuacién del telégrafo es una ecuacién que describe el voltaje y la corriente en una linea de
transmision eléctrica con la distancia y el tiempo.

La ecuacion del telégrafo es
Uy + (@ + Bug + afu = *Au.

La estudiaremos sujeta a unas condiciones iniciales. Se tiene que t > 0 y x € R™. La incégnita
vuelve a ser u : [0,00) x R" — R y Au es el Laplaciano de u. Observamos que si @« = 0y
B = 0, tenemos la ecuacién de ondas de nuevo. Consideraremos sélo el caso en que «, 8 > 0.
Tenemos entonces el siguiente problema de condiciones iniciales para la ecuacion del telégrafo

2u(t,z) + (o + B)owu(t, z) + afu(t,z) = FAu(t,z), te R, z e R®
(3.5.1)
u(z,0) = up(x), du(x,0) =uy(z), reR"

Utilizando ahora la transformada de Fourier en la variable z en (3.5.1) obtenemos lo siguiente

opu(t, &) + (o + B)a(t, &) + afu(t, §) = —c*4n?[¢]*u(t, €)
(3.5.2)
a(ﬁv O) = fd\O(&)v atiL\(g? 0) = 11\1(5)

Todo esto es debido a

. GPult,€) = A2t €).

= (a+ B)ow(t,€) = (o + B) u(t.€) = (a + B)oa(t,€).
o afu(t,€) = aBlt, ).

o Au(t,€) = A(2mi)*[€[Ft, €) = —cPn?g*a(t, €).
= (€,0) = i &).

= Qu(€,0) = d,a(E,0) = 4 (€).
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Por lo tanto, nos queda que (3.5.2)) es una EDO para la variable ¢ con un £ fijo. Denotamos
u(t,&) = g(t) y nos queda el siguiente problema de condiciones iniciales

g"(t) + (a+ B)g'(t) + aBy(t) = —c*4m2[¢[?g(t)

9(0) = go, ¢'(0) = ¢

Reordenando los términos nos queda

g") + (a+ B)g () + (af + AAr?|EP)g(t) = 0

9(0) = go, ¢(0) = ¢

la cual es una EDO de segundo orden de coeficientes constantes. La resolvemos igual que la

ecuacién de ondas. Si g(t) = €', entonces ¢'(t) = re’t y ¢/(t) = r2e"t. Sustituimos en la
ecuacion que estamos estudiando

e"L(r? + (a + B)r + (aB + FAr?|€)?) = 0.

Para hacer més sencillos los calculos vamos a tomar k(£) = 2r|¢|. Luego k? = 472|¢]? y nos
queda
L + (a4 B)r + (aB + k%)) = 0.

Como €™ # 0 se cumple siempre, entonces también se cumple

—(a+08) £ \/(a +B) —4(aB + k) —(a+p)* \/&2 + 82 — 208 — 42K?)
" 2 - 2 -

—(a+ B) + \/(a — B)* — 4%K?
5 :

Si (o — B)? = 4c%k?, entonces los dos valores de r son reales negativos. Se puede ver en lo
siguiente:

0<(a—p)2 -4k < (a—fB)? = 0<+/(a— B2 -4k <|a—f| =
— —Ja—f] <+/(a— B2 -4k < |a— | =

L esp)fa-pl _ @)@ B 4K (a1 p)rla-g
2 h 2 h 2 '
Como
a—fsia=f
|Oé—ﬁ|= )
b—asia<f
entonces

—(a+B) £ /(= B)* — 4K
2
es un numero real entre —a y —/f, luego ambos valores de r son negativos como habiamos
dicho. Entonces ambas soluciones de g(t) ——, 0. Por lo tanto, consideraremos que u(t, ¢)
es 0 salvo que 4c2k? > (o — 3)2, y en ese caso:

r =

T =

—(a+8) £ 1/(a - B — 4 —(a+h)
2

L[ 20 2 _ :
5 i51\/4ck —(a—0)" = —0 +iw(k),
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donde

(a+B)
2

Entonces la solucién de la EDO es

g =

y w(k) = \/402/62 — (a— B)>

g(t) = cle(—a —w(k))t " 026(—0 + iw(k))t _ e—at[cle—iw(k)t " CQGiw(k)t]'

La dos condiciones son iguales que en la ecuacién de ondas. Haciendo el mismo proceso, obte-

nemos que
g1 9o g1 9o
=— + 8 - + 2L
CT k) 2 Y T 2k 2

Por lo tanto, la solucién de g(t) es:

g(t) = (_Qizl(k) + %)e(—a —iw(k))t | (251(;{;) n %)e(—a +iw(k))t

donde gy y g1 eran las transformadas de Fourier de u((0,&) y u1(0,€). Habiamos denotado
g(t) = u(t,§), luego

At €) = Pre)el=o = k)t | Gepe(—o +iw(k))t,

en la cual hemos cambiado las constantes ¢; y ¢y por 2 &)y @(f) respectivamente. Veamos
quienes son F'y G:

Fle) = — g9 _ w (§) N 1o (&)

2iw(k) 2 2iw(k) 2

A g1 9o iy (§) tp(§)
CO= 5w T2 T e T 2

o= - 80 . S0
Clo) — (O BO: DO ;e

Y para encontrar u(t, x) vamos a utilizar la transformada inversa:

u(t,r) = Jm e2mi(w f)@(t,f)df
_ f e O peyel—o — Wk 4 Ge)el—o T iwk(©))ge

—00

= ot [ i O prgel - HON 4 [ il g(g)eliv KON
— ¢ TOUF(z - ct) + G(z + ct)].

Y al igual que en la ecuacion de ondas, tenemos unas ondas que se mueven a derecha con
velocidad ¢ y otras que se mueven a izquierda con velocidad c¢. Las ondas no cambian de forma
con respecto a la ecuacion de ondas, pero el factor que multiplica en esta solucién respecto a
la solucién de la ecuacion de ondas hace que el tamano vaya disminuyendo con el tiempo .
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Ejemplo 3.5.1 Como en el caso anterior vamos a verlo en un ejemplo prdactico. Consideramos
el problema de valores iniciales

Pu(t,x) + (a + B)owu(t, z) + aBu(t,z) = FAu(t,x), zeR, t >0
u(z,0) = ug(x) = ke_xQ, oru(x,0) =uy(z) =0,z R

con dos condiciones iniciales. La primera una funcién dada ug(x) que es la misma que para el
caso de la ecuacion de ondas y la sequnda, una condicion que al tqual que en el caso anterior
nos indica que la velocidad en el tiempo t = 0 es cero, es decir, se encuentra en reposo. Vamos
a representar u(t, x) y ver si como se diferencia de la representacion de la solucion del ejemplo
de la ecuacion de ondas.

Entonces la solucion u(t, z) es de la siguiente forma:
u(t,z) = F(x —ct) + F(x + ct)

siendo

Finalmente

ot

u(t,z) =e" §[u0(:1: —ct) + up(z + ct)].

Como hemos dicho, hemos considerado ug(z) igual que antes, ug(x) = ke con k una cons-

tante. Entonces la solucion es

kg2 _ 2

u(t,x) —¢ Uti[e (ZE Ct) +e ($+Ct> ]

Veamos c6mo se comporta de nuevo u(t, z). Vamos a volverlo a ver por separado y en conjunto.
Sean

nit,z) = e—atg[e—(x — ct)Q],
02(7573:) _ 6—0tﬁ[e—(l’ + Ct)Q]‘

2

Vamos a tomar al igual que antes k = 1 y ¢ = 2 y lo vamos a evaluar en los mismos valores
para el tiempo: t =0, t = 3 y t = 6. Para el valor de la constante ¢ hemos tomado 1.
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Figura 3.8: Representacion de v (t, ) en un caso similar a la anterior figura.

Observamos en esta primera grafica, como efectivamente, la forma de las ondas no cambia pero
a tiempos mayores el tamano disminuye de tal manera que para t = 6, se acerca a valores muy
préximos a cero, pero siempre sin ser cero, debido a que es una exponencial y nunca puede
tomar este valor. Para el tiempo ¢t = 0, es la misma que en la ecuacién de ondas porque el
factor que la multiplica ahora seria e = 1. De la misma forma, vamos ver cémo resulta la otra

parte de la solucién, vs(t, x), que ya intuimos que serd igual que la anterior, pero ahora con las
ondas moviéndose hacia la parte izquierda.
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Figura 3.9: Representacion de vq(t, ) en un caso similar a la anterior figura.
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Efectivamente, observamos como para el tiempo ¢ = 0, tiene los mismos valores que la otra
parte de la solucién, y segun el tiempo crece, las ondas se mueven hacia la izquierda en este
caso y con la misma disminucién en el tamano que para la otra parte de la solucién.

Y ahora, por tdltimo, veremos si la solucién al completo se comporta de la misma manera que
antes o si hay algin cambio.

0er {1 ]

0.2 | | 1

01 .! { 1

Figura 3.10: Representacion de la solucién entera u(t, x).

Observamos como si que se ha cumplido lo que intuiamos, al haber hecho el ejemplo anterior.
Para t = 0, el tamano es el doble que en cada uno de los casos separados que hemos estudiado
de las partes de la solucién, porque como antes, en esos instantes las dos partes de la solucién
son iguales y como se estan sumando, ocurre esto. Y para lo sucedido a ambos lados del origen,
podemos ver cémo ocurre lo mismo que en cada una de las partes de la solucion.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta ultima parte del trabajo, vamos a resumir los principales resultados que hemos visto y
obtenido en cada uno de los capitulos anteriores.

En el primer capitulo, hemos visto quién era Jean-Baptiste Joseph Fourier y hemos nombrado
algunas de las muchas contribuciones que ha aportado a la ciencia, bien sea a la matematica,
a la fisica o a la ingenierfa. En la mayoria de las aportaciones que comentamos, aparecia el
término transformada de Fourier, que es el tema sobre el que hemos realizado este proyecto,
pero centrandonos obviamente en el sentido matematico y en las aplicaciones que tiene la trans-
formada para resolver ecuaciones en derivadas parciales.

Después, en el segundo capitulo, hemos visto la transformada de Fourier en los espacios L'(R™)
y L*(R™), comenzando por la definicién y demostrando varias propiedades y teoremas referidos
a la transformada en cada espacio, en los que luego nos hemos tenido que apoyar para calculas
algunos ejemplos y en el ultimo capitulo para estudiar las EDPs.

Respecto a las pruebas més importantes realizadas en la parte de la transformada en L!'(R™)
podemos encontrar el Lema de Riemann-Lebesgue, la transformada de Fourier de la traslacién,
del operador dilacién y el producto de convolucién. Después hemos realizado numerosos ejem-
plos en los que hemos calculado la transformada de Fourier para diferentes funciones. Mas tarde,
hemos introducido algunas propiedades sobre como se relacionan la derivada y la transformada
de Fourier. Para finalizar la parte de la transformada de Fourier en L!'(R") hemos dado una
expresion y una prueba de la transformada de Fourier inversa.

Luego, en la subseccién referida a la transformada de Fourier en el espacio L*(R"), hemos
probado el Teorema de Plancherel (||f|ls = ||fA'||2) que tiene una gran importancia y que es
necesario para exponer la definicién de la transformada en este espacio.

En el ultimo capitulo, hemos procedido al estudio de cinco ecuaciones en derivadas parciales
ayudandonos de lo visto hasta el momento en el trabajo.

La primera de ellas fue la Ecuacion Lineal de Schrodinger en la seccion . Se buscan solu-
ciones en L'(R") n L?(R"). Por tanto, que admitan transformada de Fourier. Con la ayuda de
la transformada de Fourier en la variable espacial, reducimos la ecuacion en derivadas parciales
que tenemos en el problema de condiciones iniciales para una EDO en la variable temporal,
fijando la variable espacial. Resolvemos la EDO con ¢ fijo y por lo visto en el Ejemplo (2.1.3))
y en la Proposicién ([2.1.1)), obtenemos la expresion de la transformada de Fourier de u(t, x), la
solucion del problema de Cauchy para la Ecuacion de Schrodinger y la solucién fundamental
de la Ecuacién de Schrodinger.

47
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Aqui es la primera vez que nos ha aparecido el término solucion fundamental de una ecuacion.
Este término lo estudiaremos también en la Ecuacion del Calor.

Finalmente, utilizando la transformada de Fourier inversa y el producto de convolucién, obte-
nemos u(t, z) como convolucién entre el dato inicial y una funcién ®(¢,z) que no depende del
dato, si no s6lo de EDP. Esta funcién ®(¢,x) se conoce como la solucién fundamental de la
Ecuacion de Schrodinger.

La segunda de las ecuaciones fue la Ecuacion del Calor en la seccion . La resolucion es
similar a la ecuacién anterior. Al igual que en el anterior, obtuvimos la solucién fundamental
de la ecuacién, que en este caso, la representamos graficamente y explicamos desde el punto de
vista fisico.

En la seccién hemos estudiado la Ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV). El comienzo de
la resolucién de ésta fue similar a las dos previas, pero tuvimos que introducir el concepto de
Airy function y utilizar su aproximacién numérica calculada por Matlab para poder continuar
con el estudio de la solucién de la Ecuacién de KdV.

Después, en la seccion (3.4]) estudiamos la Ecuacion de Ondas. Para transformar la EDP en una
EDO volvimos a utilizar la transformada de Fourier en la variable espacial. Tras resolverlo para
el caso general dimos una expresion més utilizada para este problema, en la que la solucion se
llama forma de D’Alembert. Mas tarde, vimos dos ejemplos concretos para los cuales nos da-
ban unas condiciones iniciales para el problema de Cauchy. En el primero de ellos, estudiamos
cémo se comportaba la solucién, separandola en dos partes y después la soluciéon entera. En el
segundo ejemplo, dimos una explicacion fisica para entender la solucion de esa ecuacion.

Y por tltimo, en la seccién (3.5)) estudiamos la Ecuacion del Telégrafo, que resolvimos de
manera muy parecida a la de la Ecuacion de Ondas y para la que también vimos un ejemplo
en el que estudiamos el comportamiento de la solucion.



Capitulo 5

Anexo

5.1. Los espacios L?

Definicién 5.1.1
Una norma en X es una aplicacion que ||-|| : X — R que verifica:

(1) ||z|| =0VzreX
(2) ||| =0<2z=0
(3) |I\x|| = |\|||lz|]| YAe KVzeX

(4) Iz +yll < llell + lyll Yo,y e X

Definicién 5.1.2
Un espacio normado es un espacio vectorial dotado de una norma.
Se representa por (X, [-]]).

Definicién 5.1.3
Sea f : R" — R medible.

Definimos || £ = j @)

Pamt<p <o, |fl, = (| |f@pda)

R
Para p = o, ||flle = nf{c € [0,00] : | f(¢)| < ¢ en casi todo punto}
Entonces para 1 < p < 0, definimos los espacios normados como:

LP(R") = {f : R" — R tal que f = g en casi todo punto y ||gll, < o}

Para concluir, vamos a ver el producto interno en L*(R"). Sean f y g dos funciones en L*(R"),
entonces el producto interno de f y g viene dado por la siguiente expresion:

(f.9) = J F(2)g(x)da

En caso de funciones con valores complejos, el producto interno en L*(R™) se define como:
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Definicién 5.1.4
LY(R™) n L*(R™) es un conjunto denso de L'(R™) y de L*(R™). Esto quiere decir lo siquiente:

» LY(R") n L2(R™) es un conjunto denso en L'(R™) si para cualquier f € L'*(R™) se tiene
que Ve > 0, 3g € L'(R") n L*(R") tal que

1~ glls = f|f (2))de < c.

» LYR™) n L3(R") es un conjunto denso en L*(R") si para cualquier f € L*(R") se tiene
que Ve > 0, 3h e LY (R") n L3(R") tal que

I =l = ([ 170 - i) dx)l/Q .

5.2. Calculo de integrales utilizadas en el trabajo

Observacién 5.2.1 )
Vamos a comprobar que el valor de la integral Sofoo e % dz = /7.

Solucién:
Sea I = {”

0

SR (R e “(F —y? (2> + %)
1" = J e dzf e 4 dy = f f e dzdy = f f dzdy.
—0 —00 -0 J—w

La regién donde estamos integrando es D = {(z,y) : —0 < z < 0, —0 < y < w}. Cambiamos
a coordenadas polares y la nueva regién es D = {(r,0) : 0 < r < o0, 0 < 0 < 27}. Por tanto,

2w pr 2 27 1 2 27r1
:f fe—r.rdrdezf [——e_r]mdézf ~dh = .
2 0
0 0 0 0

Entonces, como I? = 7, tenemos que I = /7, como queriamos ver.

2
e~ % dz. Entonces, tenemos que:

Observacién 5.2.2
Vamos a calcular Siooo e T dy.

Solucién:

Vamos a ayudarnos de la observacién (.2.1)) previamente resuelta también en el anexo. Si

tomamos el siguiente cambio de variable: w2

=22 luego x = \/L% y dr = 3—% Por tanto,

o2 L 2 1 L2
f eﬁacdx—f ez—z——f e % dz=1.
—o0 —o0 \/7? \/E —0
Observacién 5.2.3

Veamos el paso (1) del ejemplo (2.1.3)). Vamos a demostrar que

o0 . o0
f o(—2my + iy/2)° 5, O f o(—2m9)° 4,
—00 —00
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Demostracién:

Sea C(y) = 2wy + zg una curva parametrizada en C, con y € R pardmetro. Queremos ver qué

27R 2
J e—C(y) dy.

—27R

nos da la siguiente integral:

Para ello tenemos el siguiente camino:

I'm

Figura 5.1: Camino de C(y)
donde (27y, g) € {(u, 4&)} Sabemos que por el Teorema de Cauchy para un Tridngulo, si f
T

es una funcién holomorfa (analitica) definida en un conjunto abierto de C y A es un tridngulo
cerrado contenido en ese abierto, entonces

f(z)dz = 0.
oA
Por lo tanto, tenemos lo siguiente:
(a) I + Iy + I3 = 0,
(b) Iy + Is + I; = 0,
(c) Necesitamos ver que [ + I5 = J%R e_O(y)Qdy.
—27R

Con (a) y (b) obtenemos que I + Iy = — I, — I3 — I — Ig. Tenemos que I + I = 0, porque

Ly:ce(t)y=1t sit €[0,2nR],

Re
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Ig:c(t) =—it sit €]0,2nR)].

Luego I1 + I5 = —13 — 1.
I3:c(t)=2rR—1t sit €]0,2nR],
Iy c(t) =—t sit €]0,27R].
Veamos quiénes son I3y Iy:

I = J%R e~ TR =1y — —J

0 0

2T R 27 R

2
e % dz.

—@2TR 1) 4 _ _J
0

donde hemos hecho el siguiente cambio de variable z = 27R — t para obtener la anterior
expresion de I3. Y ahora mostramos la expresion de Iy:

2rR 2 2T R 9
L :J e~ (07 (Zyar = —J eV dt.

0 0

Por tanto,
27 R

2
I + Iy :QJ et at.

0
Cuando R — o0, se tiene:

2R 2 o0 2 0 2
I:h’m]l—i-]5=h'm2f e_tdt=2f e_tdtzf et at.

R— R— 0 0 —o
Si sustituimos t = 27y, se obtiene (1).

Ejemplo 5.2.1
Vamos a calcular el valor de la integral

para o > 0.

Solucién:

Esta integral ya la hemos visto para casos concretos, cuando a = 1 y a = 7 durante los ejemlos
(2.1.3) y (2.1.7) respectivamente. Pero ahora vamos a hacerlo de una manera alternativa y
utilizando la transformada de Fourier. En este ejemplo, para calcularla vamos a apoyarnos en
el operador dilatacion de la propiedad descrita en la primera seccion del capitulo. Tenemos

que
flaz) = =0 = ~m(Vaz/V7)*

Vamos a utilizar la propiedad del operador dilatacion que hemosc omentado antes para ver
cémo actia la transformada de Fourier sobre él. El operador dilatacion lo denotabamos por

— ~

(0af)(z) = f(ax) para o > 0 y su transformada de Fourier es (J,f)(§) = 2f(a1 ).

2 2
Entonces por lo visto en el ejemplo anterior donde (e~7¥) = e~ y por la propiedad del
operador dilatacién que hemos comentado, obtenemos que
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Por tanto,

I(a) = r; e gy — wae—ax26—2m(x 0) gz = (e—ar%)(0) = \/ge—ﬁz 0/ar _ \/g

Podemos observar si tomamos o = 1 y o = 7, como llegamos a los valores obtenidos en los
ejemplos (2.1.3]) y (2.1.7) mediante una técnica distinta.

5.3. Notaciones con respecto a las derivadas

Definicién 5.3.1
Sea f e L*(R™). Para cada multi-indice o, siendo o = (ay, ..., a,) € (N U {0})", se tiene que

3(a)f
Dof=—" 2
d Ot agn

con D*f € L*(R").

Definicién 5.3.2

El operador laplaciano (A) es un operador diferencial de sequndo orden en un espacio n-
dimensional, definido como la divergencia (V) del gradiente (V f). Entonces, si [ es una funcidn
dos veces diferenciable, el laplaciano de f estd definido por:

Af=V- -Vf
donde V = ( J .. 0 ).
Equivalentemente, el laplaciano de f es la suma de todas las derivadas sequndas parciales sin

las derivadas cruzadas en x;:
=1 "Ti

Esta ultima notacion serd la que utilicemos en las ecuaciones que estudiamos en este trabajo.

5.4. Delta de Dirac

Definicién 5.4.1 Delta de Dirac

La funcién Delta de Dirac (funcién &) es una funcion o distribucion generalizada que fue intro-
ducida por el fisico Paul Dirac. Esta funcion es utilizada para modelar una carga puntual como
una funcion igual a cero en todo punto excepto para el origen que vale infinito. Como hemos
dicho la podemos entender como una funcion o como una distribucion. Como una funcion,
tenemos la siguiente expresion:

400 siz=0
5(x)_{0 siz#0
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Y como una distribucion:

Cuando en un problema de Cauchy se da como dato inicial la funcion Delta de Dirac, la so-
lucion de la EDP se llama solucion fundamental de la EDP. Esta solucion fundamental sirve
para describir el resto de ecuaciones.

En este TFG no introducimos la tranformada de Fourier para distribuciones, como es §(x)
por falta de espacio. Utilizamos que F(6(-))(§) = 1, donde 1 es la funcion constante y que
0*g=g, vV funcion g.
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