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ABSTRACT. Hilbert’s Nullstellensatz (Zero-locus-theorem) is one of the most important theo-
rems of mathematics history, and it not only establishes a fundamental relationship between
geometry and algebra but also is involved in algorithmic problems too. The usual proofs
of the Nullstellensatz are not constructive, and they do not give any way to compute the
multivariable polynomials related to the Nullstellensatz. To solve this problem, it suffices to
provide an upper bound of the degrees of the polynomials in the Bézout’s identity, and the
problem is reduced to a finite system of linear equations. The results that provide upper
bounds of the degrees are called Effective Nullstellensatze.

The objective of this memory is to give a self-contained proof of the best bound up to
date, achieved by Z. Jelonek in 2005 (cf. [Je, 2005]). This implies the undersanding of a
paper publishied in one of the top ten mathematics magazines, Inventions mathematicae.
Futhermore, this memory has not only completed some undetailed results of Jelonek’s paper
but also gives an original proof.

In order to do that, we first generalize Perron’s theorem and we prove the result for the
overdeterminated case (Chapter 1). Then, we prove Jelonek’s Elimination Theorem in an
original way and we finally obtained the Effective Nullstellensatz (Chapter 2).

KEY WoRDS. Hilbert’s Nullstellensatz, algebraic geometry, conmutative algebra, Bézout’s
Identity.

RESUMEN. El Nullstellensatz de Hilbert (Teorema de los Ceros) es uno de los theoremas
mas importantes en la historia de las matemadticas, no solo porque establece una relacién
fundamental entre geometria y dlgebra, sino porque también estd involucrado en problemas
algoritmicos. Normalmente las pruebas del Nullstellensatz no son constructivas, y no pro-
porcionan un método para calcular los polinomios multivariables del Nullstellensatz. Para
solucionarlo, es suficiente con dar una cota superior a los grados de los polinomios en la Iden-
tidad de Bézout, y el problema se reduce a un sistema de ecuaciones lineales. Los resultados
que proporcionan cotas superiores son los llamados Nullstellenséitze Efectivos.

El objetivo de esta memoria es dar una prueba autocontenida de la mejor cota hasta
la fecha, lograda por Z. Jelonek en 2005 (cf. [Je, 2005]). Esto implica comprender un
paper publicado en una de las diez mejores revistas matematicas del mundo. Ademas, esta
memoria no solo ha completado algunos resultados no detallados en el paper de Jelonek, sino
que también proporciona una prueba original.

Para lograrlo, primero generalizamos el teorema de Perron y probamos el resultado
para el caso subdeterminado (Capitulo 1). Después, probamos el teorema de Eliminacién de
Jelonek de forma original, y por dltimo obtenemos el Nullstellensatz Efectivo (Capitulo 2).

PALABRAS CLAVE. Nullstellensatz de Hilbert, geometria algebraica, algebra conmutativa,
Identidad de Bézout.
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Este Trabajo Fin de Grado aporta una demostracién rigurosa y pormenorizada del Nullste-
llensatz efectivo de Z. Jelonek, publicado en 2005 (cf. [Je, 2005]). Este resultado, que supone
la exposicién mas refinada del Nullstellensatz Efectivo hasta la fecha, requiere un esfuerzo mas
que notable en la comprensién de su contenido cientifico y en su potencial impacto. Por ello,
hemos disenado una “Introducciéon y Resumen de Resultados” que contemplan los siguientes
apartados distinguidos e interrelacionados:

i) En la primera seccién haremos un breve resumen del impacto e influencia del Null-
stellensatz de Hilbert-Kronecker, conocido también como el “Teorema de los Ceros de
Hilbert”.

ii) En la segunda seccién explicaremos qué son los Nullstellensitze Efectivos, su moti-
vacién y un poco de su historia, desde los trabajos de la alumna de Hilbert G. Hermann
(cf. [He, 1996]) hasta el resultado de Jelonek que se exhibe en esta memoria.

iii) En la tercera seccién expondremos un resumen de los principales resultados que se
demuestran en esta memoria y de los términos esencialmente utilizados.

iv) En la cuarta seccién se comparan las cotas obtenidas por parte de Jelonek con resul-
tados previos.

Aprovecharemos esta presentacion de resultados para fijar algunas de las notaciones y términos
bdasicos que se usardn a lo largo de las restantes pdginas.

El Nullstellensatz de Hilbert-Kronecker en su contexto

Para poder enmarcar con alguna propiedad el Nullstellensatz de Hilbert-Kronecker, necesitamos
fijar algunas de las notaciones que se iran usando a lo largo de la memoria.

Asi, denotaremos por K un cuerpo cualquiera y por K su clausura algebraica como cuerpo. De-
notaremos, respectivamente, por K[Xy,..., X,,] y por K[ X1, ..., X,,] los anillos de polinomios
en m variables con coeficientes en K, o respectivamente, en K. Para cada subconjunto S de un
anillo cualquiera R denotaremos por (5) el ideal que genera. Igualmente, para cada anillo R
denotaremos por Spec(R) y Spm(R) los respectivos espectro primo y espectro mazimal de R.
Es decir,

o Spec(R) ={p C R:pesideal primo} = {p C R:pesideal y R/p es dominio}.

e Spm(R) = {m C R: mes ideal mazrimal} = {m C R:mes ideal y R/m es cuerpo}.
Denotaremos por A™(K) (o, cuando no haya confusién, simplemente por A™) al espacio afin
de dimension m sobre K.

Como K es un cuerpo de cardinal infinito, podemos identificar los polinomios f en K[ X7, ..., X,,]
con las funciones polinomioales sobre A™ que definen. Por ello, si f € K[X7, ..., X,,], también
denotaremos por f a la aplicacién siguiente:

A" —K

vii
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Dado un ideal a C K[X7,..., X,,], denotaremos mediante Vj(a) C A™ el conjunto de los ceros
comunes de todos los elementos de a en A™. Es decir,

Va(a) :=={z € A™: g(z) =0,Vg € a}.

Llamaremos wvariedad algebraica afin a todos los subconjuntos V' C A™ del espacio afin m-
dimensional tal que existe un ideal a C K[X7,...,X,,] verificando V = Vj(a). Ndtese que
A™ = V4((0)) y 0 = Va4((1)) son, respectivamente, variedades algebraicas afines definidas por
los ideales (0) y (1) = K[X1,..., X)) del anillo K[X7,..., X,,].

Dado un elemento f € K[X1,...,X,,], denotaremos por Vj(f) al conjunto de los ceros en A™
de f, es decir,

Va(f) :={z € A™: f(z) = 0}.

Claramente, Vi (f) = Va((f)), donde (f) es el ideal generado por (f), por lo que los conjuntos
de la forma Vi (f) son variedades algebraicas. Usualmente, se usa la expresion hiper-superficie
para las variedades algebraicas de la forma V4(f). Aunque, hablando con propiedad para
excluir A™ y (), hablaremos de hiper-superficies solamente para los conjuntos Vi (f) cuando
f eK[Xy,..., X,n]\K. Obviamente, juntando los usos terminoldgicos, toda variedad algebraica
afin es la interseccién de una cantidad, posiblemente infinita, de hipersuperfices. Es la obvia
relacién siguiente:

Va(a) = () Val(f)-

f€a
Més atn, si G = {g; : ¢ € I'} es un sistema generador de un ideal a de K[X1,..., X,,] se tiene
la obvia relacién:

Va(a) = ] Valg)-

g:€G

Esto justifica el uso de ideales y no solamente de sistemas de ecuaciones a la hora de definir
variedades algebraicas: dadas S,5" C K[X1,...,X,,] dos familias, potencialmente infinitas, de
polinomios, si generan el mismo ideal (i.e. si (S) = (5’)) entonces se tiene:

m Va(g) = ﬂ Va(f),

ges fes’

dado que ambas intersecciones coinciden con Vi (a), donde a = (S) = (5).

En su trabajo de 1890 ([Hi, 1890]), D. Hilbert prueba un resultado, conocido hoy en dia como
Basissatz o Teorema de la Base, al que E. Noether dio un contexto moderno (en [Noe, 1921])
con la teorfa de anillos que hoy llamamos noetherianos en su honor. Un anillo se dice notheriano
si todos sus ideales son finitamente generados. Y el Basissatz establece que todo anillo de
polinomios sobre un cuerpo es noetheriano y, en particular, que todo ideal a de K[X7, ..., X,,]
es finitamente generado. La nocién de anillo noetheriano tiene un impacto mayor a lo largo del
tiempo (como lo prueban referencias tan diversas como [AM, 1969], [Ei, 1995], [Ha, 1977],
[Ma, 1980], [Pa,20a] o [Sha, 1974] entre muchas otras) que la referencia a anillos de la forma
K[X1,..., Xl

En todo caso, y por lo que respecta a esta memoria, como todo ideal a de K[X7,..., X,,]
es finitamente generado, toda variedad algebraica afin es interseccién de un numero finito de
hiper-superficies. Si a = (f1,..., fs), entonces

Va(a) = Va(fr) n---NVafs).

El conjunto de las variedades algebraicas afines en A™(K) es estable por uniones finitas e
intersecciones cualesquiera, como consecuencia de las siguientes identidades:

i) Dados dos ideales a,b en un anillo R, se define el ideal producto a - b como el ideal
generado por los productos de elementos de a por elementos de b. Es decir,

a-b={f-g:f€ageb}).
Dadas a, b dos ideales en K[X7,..., X,,] se tiene:

Va(a-b) = Vi(a) UVy(b).
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ii) Dada una familia cualquiera de ideales {a; : i € I} de un anillo R, el ideal suma
> icr % € R es el ideal generado por las sumas finitas de elementos cada uno de los
cuales estd en algin a;. Dicho de otro modo,

zyﬁ<uw>

i€l iel
Si{a; : i € I'} es una familia de ideales en K[ X1, ..., X,,] se tiene:
VA (Z Cli) = ﬂ VA(CLZ').
icl iel

Dado que ) y A™ son también variedades algebraicas, existird una tnica topologia en A™(K)
cuyos cerrados son, precisamente, las variedades algebraicas afines: es la llamada topologia
de Zariski en A™. Los abiertos en esa topologia de Zariski seran los complementarios de
las variedades algebraicas. Dado f € K[Xy,...,X,,] se define el abierto Zariski distinguido
determinado por f como el complementario de la hiper-superficie definida por f, es decir,
D(f) := A"\ Va(f) ={z € A™: f(x) # 0}.

De hecho, el Basissatz nos garantizara que todo abierto en la topologia de Zariski es una unién
finita de abiertos distinguidos. Mds aun, el Basissatz nos garantiza que el espacio A™(K) con
la topologia de Zariski es un espacio topoldgico noetheriano. Un espacio topolégico (X, Z) se
dice noetheriano si todo abierto es quasi-compacto, es decir, si dado un cubrimiento abierto
{A; : i € I} de un abierto A € 7, existe un subcubrimiento de A finito {A4; : j € J} C {4, :
1 €1}, con J C I finito. (cf. [AM, 1969], por ejemplo). Los espacios topolégicos noetherianos
poseen varias propiedades singulares que exploraremos mas adelante. Por ahora, diremos en
ocasiones cerrado Zariski en A™ en lugar de variedad algebraica afin. Hablaremos de conjuntos
localmente cerrados para referirnos a la interseccion de un abierto y un cerrado de la topologia
de Zariski. Llamaremos conjunto constructible a toda unién finita de localmente cerrados. No
todo constructible es localmente cerrado como, por ejemplo, el constructible

C={(a,y) € C?:ay £ 0} U{(x,y) € C? :a® +4° — 1 =0},

que no es localmente cerrado. Dado un subconjunto S C A™(K), llamaremos clausura Zariski
de S, y lo denotaremos por gz, a su clausura para la topologia de Zariski, que es, obviamente,
una variedad algebraica.

En ocasiones se anade el adjetivo K-definible a todos los términos precedentes. Una variedad
algebraica V' C A™ se dice K-definible si existe un ideal a de K[X71,..., X,,] generado por un
subconjunto S C K[Xy,..., X, tal que

V =Va(a) =Va((9)) = ﬂ Va(f)-
fes
La topologia de Zariski K-definible es la topologia cuyos cerrados son las variedades alge-
braicas K-definibles. Del mismo modo se habla de abiertos K-definibles, localmente cerra-
dos K-definibles o constructibles K-definibles. Ndétese que si b C K[Xq,..., X;,] es un ideal
y b¢ C K[X1,...,Xm] es su extension a K[Xq,...,X;,] (es decir, el ideal que genera en
K[X1,...,X.]), entonces Vi(b) = V4 (b°). Por tanto, las variedades algebraicas K-definibles
son las variedades algebraicas afines en la clase:

{Va(6°) : b CK[Xy,..., X es ideal},

y la topologia de Zariski K-definible en A™ es menos fina que la topologia de Zariski de A™(que
podria llamarse K-definible, aunque usualmente se omite el adjetivo).

Una terminologia clasica de la geometria algebraica del siglo XIX es el uso de la expresién
“genérico” con la topologia de Zariski.

Comencemos hablando de la topologia de Zariski en V', para un subconjunto V" C A™, como
la topologia inducida en V por la topologia de Zariski en A™. Asi, usaremos expresiones como
cerrado Zariski en V| abierto Zariski en V, etc. para referirnos a cerrados, abiertos, etc. en la
topologia de V inducida por la de A™.

Una propiedad ®(x), definida para elementos x € V' C A™ se dice que se satisface genéricamente
en V si existe un abierto Zariski en V: U C V tal que ®(x) se satisface para cada punto
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x € V. En cierto sentido, la idea de que una propiedad se satisface genéricamente en A™ es
una formalizacién més clasica de la expresién “ almost everywhere” (a.e.) o “salvo un conjunto
de medida nula ”, de uso habitual en Teoria de la Medida. Este concepto no sélo tendra interés
en A™, nocién que recordaremos méas adelante en esta misma Seccidn.

Hasta este momento nos hemos esforzado en introducir una sencilla terminologia que responde
a dos clases de objetos:

i) Objetos Semdnticos: Son los objetos geométricos. Los subconjuntos de A™(K) que
se encuentran en el entorno de la topologia de Zariski: cerrados, abiertos, localmente
cerrados, constructibles, etc.

ii) Objetos Sintdcticos: El objeto sintdctico por excelencia es el polinomio f € K[Xy, ..., X,,].
Consecuentemente son objetos sintdcticos los objetos asociados: el anillo K[ X7, ..., X,,],
sus ideales, etc.

Cada una de esas clases de objetos viene con su correspondiente conjunto de operaciones.
El propédsito subyacente esencial del Nullstellensatz consiste en resolver el problema siguiente:

PROBLEMA 1 (Problema Motivacional del Nullstellensatz). ;Cudl es la exacta naturaleza
de la interaccion entre los objetos semdnticos propios de la topologia de Zariski y los objetos
sintdcticos asociados a K[X1,...,Xn]?

La respuesta a esta interaccidon entre un universo semdantico y otro sintéctico se obtiene en
[Hi, 1893] y estd implicita en [Kr, 1882]. Si bien D. Hilbert, como era su costumbre, halla una
prueba axiomatico-deductiva, L. Kronecker trabaja de manera mas constructiva al presentar
las variedades algebraicas equi-dimensionales mediante isomorfismos birracionales con hiper-
superficies en espacios de dimensién apropiada. En todo caso, ambos conducen al siguiente
enunciado:

TEOREMA 0.0.1 (Nullstellensatz). Con las notaciones precedentes, dado a C K[X1,..., X]
un ideal, se verifica:
Va(a) = 0 si y solamente si 1 € a.

Notese que se trata de una generalizaciéon no trivial del hecho siguiente: Dado un polinomio
univariado f € K[X], entonces

Jz €K, f(z) =0 si y solamente si f ¢ K\ {0},

que no es otra cosa que la naturaleza misma de los cuerpos algebraicamente cerrados.
Obviamente, el Nullstellensatz no serfa cierto si K no fuera algebraicamente cerrado. Asi el
ideal a = (X2 +Y?2+1) C R[X,Y] es un ideal propio, 1 ¢ a, y, sin embargo, sus ceros en A%(R)
(espacio afin sobre R) son el conjunto vacio, i.e.

Va(@)NA?(R) =0y 1¢a.

Una sencilla demostracién con argumentos muy elementales del anterior Nullstellensatz puede
seguirse en [Pa,20a] donde se completa y precisan los sencillos argumentos de [Ar, 2006].
Como consecuencia del Basissatz, una version equivalente al anterior enunciado es la siguiente:

TEOREMA 0.0.2 (Nullstellensatz: Identidad de Bézout). Con las notaciones precedentes,
sean fi,..., fs € K[X1,...,Xm]. Son equivalentes:

Z) VA(flv' . '7f8) = mf:lvA(fz) = 0

it) =(Fz € A™(K), f1(z) = fa(z) =--- = fs(x) =0).
iii) Existen g1,...,9s € K[X1,...,X;] tales que
(0.0.1) L=gifi +g2fo+ -+ gsfs.

Las identidades de la forma 0.0.1 son las llamadas Identidad de Bézout. Obviamente, generalizan
al caso multi-variado la clésica Identidad de Bézout univariada que se estudia en cualquier curso
elemental de cualquier grado en Matemadticas. El estudio de estas identidades de Bézout serd
el objeto de estudio de los Nullstellensdtze Efectivos al que pertenece esta memoria.

La presentacion del Nullstellensatz bajo las dos formas precedentes no parece responder tan
claramente a la cuestién de emplear la identificacién entre objetos sintacticos y seménticos
reclamada en el Problema Motivacional precedente. Por eso, se suelen interpretar formulaciones,
equivalentes a cualquiera de las dos anteriores, que permitan ver mas de cerca como se produce
esa identificacién.
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Una de esas formulaciones es el Nullstellensatz débil que pasaremos a describir a continuacién
(v que es totalmente equivalente a las anteriores).

Para comenzar, consideramos z = (21, ..., z;m) € A™(K) y tendremos un morfismo suprayectivo
de anillos (de hecho, morfismo de K-algebras) dado por la evaluacidn en el punto z:

ev, : K[X1,..., Xpm] — K!
f—f(2).
El niicleo de ese morfismo de anillos ker(ev,) serd un ideal de K[X}, ..., X,,] que denotaremos
mediante:
m, = ker(ev,) = {f € K[Xq1,...,X,] : f(2) = 0},
Claramente, m, € Spm(K[X1,...,X,,]), es decir, es un ideal maximal en ese anillo porque el

anillo residual es un cuerpo:
K[Xl,...,Xm]/ ~ K
m, '

De hecho, se puede probar de manera sencilla que m, es el ideal generado por los polinomios
{Xl —2’17...,Xm — Zm}

m, = (Xl —Zl,...,Xm —Zm).
La forma débil del Nullstellensatz (que no es mas débil sino equivalente a las anteriores formu-
laciones) es la siguiente:

TEOREMA 0.0.3 (Nullstellensatz débil). Con las notaciones precedentes, el conjunto de los
ideales maximales de K[X, ..., X,,] es el siguiente

{m. € A™(K)} = Spm(K[X1,. .., Xpn])-

Este resultado propone una primera identifiacién entre objetos semdnticos (puntos) y objetos
sintdcticos (ideales maximales) que se plasma mediante la siguiente biyeccién:

A" — Spm(K[X1,...,Xmn])
Z—m,.

De otro lado, y pese a su obvia dificultad, el lector podré facilmente intuir que esta version del
Nullstellensatz es una generalizacién al caso multi-variado del clasico Teorema del Resto del
caso univariado (asignado erréneamente a Ruffini en buena parte de la matemaética espafiola de
secundaria y bachillerato).

Si bien el Nullstellensatz generaliza al Teorema del Resto, en su forma débil ha sido generalizado
a través del clésico Teorema de Banach-Stone-Cech-Gelfand-Kolmogorov, en ocasiones denomi-
nado simplemente Teorema de Stone-Cech (cf. [GJ, 1976] o [GIW, 2002], por ejemplo).
Sea X un espacio topoldgico y denotemos por € (X) al anillo de funciones continuas a valores
reales definidas en X.

TreOREMA 0.0.4 (Banach-Stone-Cech-Gelfand-Kolmogorov). Con las notaciones prece-
dentes, X es un espacio topologico compacto si y solamente si la siguiente es una biyeccion

X — Spm(€ (X))
zr—my, ={f €% (z): f(x) =0}

En particular, dos espacios topoldgicos compactos X eY son homeomorfos si y solamente si
los anillos €(X) y €(Y) son isomorfos como R-dlgebras.

Muchas otras variaciones de los Nullstellensitze anteriores en muy diversos contextos hacen e-
vidente el impacto que tales resultados han tenido alli donde se han conocido. Asi hay Nullstel-
lensatz para funciones analiticas complejas, Nullstellensétze reales para polinomios, funciones
de Nash o funciones analiticas reales, Nullstellensatz aritméticos, relacionados con la altura en
Geometria Diofantica, etc.

Pero es en Geometria Algebraica donde los Nullstellensétze anteriores han tenido un mayor
impacto, a través de la obra de la escuela francesa de A. Grothendieck y sus seguidores. Una
forma de entender ese impacto pasa por profundizar la respuesta al Problema Motivacional
original.

10Obsérvese la fuerte relacién de ev, con el nicleo K, en la teoria de Espacios de Hilbert con Nicleo
Reproductor.
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Lo haremos estableciendo un Diccionario Algebm—Geometm’a a través del sencillo truco de G.
Y. Rainich, quien firmaba su trabajo més popular como J. L. Rabinowitsch y que quedé en la
historia de la matematica como el truco de Rabinowitsch.

Dado un subconjunto S C A™(K), llamaremos ideal asociado a S al ideal de las funciones
polinomiales que se anulan idénticamente en S. Notacionalmente,

I(S) = {fGK[XlaaXm}f‘SEO}

Es claro que I(S) es un ideal en K[X1,...,X,;] v que si S = {z} es un sélo punto de A™(K),
entonces [({z}) = m,, donde m, es el ideal maximal descrito justo antes del Nullstellensatz en
forma débil. Una primera propiedad, sencilla de establecer, es la siguiente:

(0.0.2) Va(I(8)) =15,

donde S~ es la clausura de S en la topologfa de Zariski de A™(K). Mds atn, retomemos una
clésica propiedad de los espacios topoldgicos noetherianos. Un subconjunto cerrado V- C A™(K)
se dice irreducible si no admite una descomposiciéon de la forma siguiente:

(0.0.3) V=WiUWy0 CW,; CV,i=12,

donde W7 y Wy son cerrados para la topologia de Zariski de A™(K). Un cerrado se dice reducible
si admite una descomposicién como 0.0.3 con Wy y Wy cerrados. Los irreducibles poseen muy
buenas cualidades cuando se interpretan en un espacio topolégico noetheriano.

SiV C A™ es una variedad algebraica irreducible y U C V es un abierto no vacio en la topologia
de Zariski de V', entonces U es denso en V para la topologia de Zariski, i.e.

U =V

Esta propiedad se sigue inmediatamente de la definicién. Dado que U es abiertoen V, VAU C V
es un cerrado Zariski de A™ y tenemos la igualdad

V=U u(V\U)

Como V es irreducible, o bien V' \ U =V, con lo que U = ) (lo cual no es posible si U # ) o
bien U~ = V', con lo que tenemos 0.0.1.

Los irreducibles (las variedades algebraicas irreducibles) son los dtomos naturales de la topologia
de Zariski por ser un espacio topoldgico noetheriano: en todo espacio topoldgico noetheriano,
todo cerrado admite una tnica descomposicion minimal como unién finita de cerrados irre-
ducibles. A los cerrados irreducibles que aparecen en tal descomposicién se les denomina com-
ponentes irreducibles. El argumento que garantiza la existencia de componentes irreducibles es
el clasico argumento de Noether que se reencuentra en la existencia de descomposicién primaria
de ideales (también conocido como Teorema de Lasker-Noether).

Otro sencillo resultado de facil prueba es el siguiente:

PROPOSICION 0.0.5. Una variedad algebraica V- C A™ es irreducible si y solamente si I(V') es
un ideal primo en K[X1, ..., X,,].

Esta tultima propiedad junto con la identidad 0.0.3 nos lleva a pensar que debe haber una mayor
identificacion entre los elementos geométricos y los ideales, que relaciona irreducibles con primos
y que responde a las pautas del Nullstellensatz. Esto es lo que se logra a través del Truco de
Rabinowitsch.

En nuestra ayuda viene la nocién de radical de un ideal. Dado un ideal a de un anillo R
definiremos su radical como el conjunto de todos los elementos f € R tales que sus clases
residuales f + a son nilpotentes en R/ a. Esto es,

Va={f€eR:IneN,f"ca}.

El radical de un ideal es también un ideal y coincide con la interseccion de todos los ideales
primos que le contienen. Es decir, si a C R es un ideal,

Va=({p S R:pe Spec(R),p 2 a}.

Un ideal a se dice radical si coincide con su radical (i.e. si a = v/a).

e Los ideales primos y maximales son radicales.
e Si S C A™ es un subconjunto cualquiera I(S) es un ideal radical en K[X1, ..., X;].
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e SiV =V U---UVj es la descomposicién de V' en componentes irreducibles, entonces
I(V)=1(Vi)n---NI(Vy). En particular, I(V') es una interseccién de ideales primos:
los asociados a sus componentes irreducibles.

e Es claro que Vi (a) = Vi (y/a) para cualquier ideal a de K[X1, ..., X,].

En general, en anillos noetherianos cualesquiera, el radical de un ideal es siempre una inter-
seccién finita de ideales primos como consecuencia del Teorema de Lasker-Noether. La clave de
nuestras reflexiones es el siguiente resultado debido a G. Rainich:

TEOREMA 0.0.6 (Nullstellnsatz: Truco de Rabinowitsch). Dado un ideal a C K[X1,..., Xp],
entonces

I(Va(a)) = Va.

Poniendo juntos los resultados precedentes, podemos establecer la verdadera formulacion clasica
del Nullstellensatz de Hilbert-Kronecker en la forma siguiente. Definamos los conjuntos siguien-
tes:
i) Z(A™(K)) la clase formada por los cerrados en A™(K) para la topologia de Zariski.
ii) Rad(K[X7y,...,X,]) laclase formada por los ideales radicales del anillo K[ X1, ..., Xp,].

TEOREMA 0.0.7 (Nullstellensatz: Diccionario Conjuntista). Con las notaciones prece-
dentes, la siguiente aplicacion es una biyeccion:

I:Z(A™(K)) — Rad(K[X1,..., X))
Vi— I(V)
La aplicacion inversa I™1 es precisamente la aplicacion Vi siguiente:
Va 1 Rad(K[X1,...,Xm]) — Z(A™(K))

a+— Va(a).
Ademds:
i) La biyeccion I identifica los ideales primos en Spec(K[X71, ..., X)) con las variedades
algebraicas irreducibles.
i1) La biyeccion I identifica los ideales maximales en Spm(K[X1, ..., X)) con puntos de
Anl (K) i

Ademas de esta completa formulacién como Diccionario Algebro-Geométrico, podemos usar el
Nullstellensatz para establecer una equivalencia natural entre dos categorias, lo que nos servira
para hablar de morfismos entre variedades.
Dada V C A™(K) una variedad algebraica, una funcién polinomial sobre V (también llamado
funcién regular) es una funcién ® : V.— K tal que existe un polinomio f € K[X1,..., X,,] tal
que

O(z) = f(z),Vr e V.
Una clésica observacién nos muestra que el conjunto K[V] de funciones polinomiales sobre una
variedad algebriaca V' es una K-dlgebra y se puede identificar con el cociente:

K[v] = KiX1,... ,Xm]/](v)_

Supongamos V' C A™ una variedad algebraica irreducible. Una funcién racional sobre V' es un
par (f,g), donde f,g € K[V] y g no es idénticamente cero sobre V. El par (f,g) define una
funcién parcial
g :D(g)cV —K
iT)
9(x)

donde D(g) = {z € V : g(z) # 0} es el abierto distinguido en V' definido por g. De manera
natural, podemos definir una relaciéon de equivalencia entre dos cualesquiera de esos pares del
modo siguiente: dados (f,g), (p,q) dos de tales pares, diremos que son equivalentes si existe un
abierto Zariski U en V tal que

e U C D(g) N D(q).

fz) _ p(=)
* Ve el g = gy
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Como los abiertos Zariski U en V irreducible son densos Zariski en V', dos de tales funciones
parciales son equivalentes si y solamente si

(0.0.4) q(x)f(z) —p(x)g(x) =0Vz € V.

De una parte, se llama funcion racional en V a la clase de equivalencia de uno de los pares
(f,g) antes descrito. Ademds 0.0.4 nos indica que dos funciones (f,g) vy (¢, p) son equivalentes
si y solamente si se da la siguiente igualdad en K[V]:
q9 —pg =0
Como K][V] es un dominio de integridad (porque I(V) es un ideal primo) las funciones racionales,
como clases de equivalencia, estan identificados con los elementos del cuerpo de fracciones
K(V) := ¢f(K[V]) de K[V] que pasard a denominarse el cuerpo de funciones racionales sobre
V', nocién que utilizaremos a lo largo del texto. Ademds de las funciones regulares y las funciones
racionales, hay una manera natural de interrelacionar dos variedades algebraicas afines. Sean
V CA™ y W C A™ dos variedades algebraicas afines. Una aplicacion polinomial entre V- y W
es una aplicacién f : V — W tal que existen fi,..., f, € K[V] funciones polinomiales tales
que
Las aplicaciones polinomiales inducen de manera natural un morfismo de K-algebras del modo
siguiente: Dada f: V — W sea f* : K[W] — K[V] dada mediante
KW — K[V]
h— ho f.

Una aplicacién polinomial f : V' — W se dice dominante si la imagen f(V') es denso en W la
topologia de Zariski de W, es decir, si

VY =w.

Notese que f : V — W es dominante si y solamente si f* es un monomorfismo de K- dlgebras.
En particular, si V' C A™ es una variedad algebraica irreducible, f : V. — A™ una aplicacién
polinomial y W = mz es la clausura Zariski de la imagen, entonces podemos restringir el
rango de f y verla como f : V — W que serd dominante. Luego f* : K[W] — K[V]
serd un monomorfismo. como K[V] es un domino de integridad, también lo serd f*(K[W]) y

K[W]. Habremos probado asi que si V' C A™ es irreducible y f : V — A™ es una aplicacién

polinomial, entonces f (V)Z es una variedad algebraica irreducible.
De otro lado, consideremos un morfismo de K-dlgebras ® : K[W] — K[V]. Es decir, un
morfismo de anillos tal que ®(\) = A\, VA € K. Supongamos

K] = K¥i, .. Yn]/[(W),

K[V] = K[Xq,... 7Xm}/I(V)'

Consideremos los elementos {Y1+1(W),...,Y,+I(W)}. Y definamos las funciones polinomiales
fir=2Yi+I(W)),1<i<n.

Definamos la aplicacién polinomial
v, :V—W

T — (fl(x)vafn(x))v

Observamos que si f : V — W es una aplicacién polinomial se tendra

(f)e= 1.
Y si @ : K[W] — K[V] es un morfismo de K-dlgebras se tiene:
(%), = .

Esta idea se transmite, salvo isomorfismo, a través del Nullstellensatz a una equivalencia natural
de categorias. Un anillo R se dice reducido si no posee elementos nilpotentes no nulos o,
equivalentemente, si \/@ = (0) en R. Si a no es un ideal propio de un anillo R entonces
R /+/a es un anillo reducido y, en particular, si a es radical, el anillo cociente R / a es reducido.
En particular, todos los anillos de funciones polinomiales K[V] son anillos reducidos. Una
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K-dlgebra finitamente generada es un anillo R que contiene al cuerpo K y tal que existe un
morfismo suprayectivo de K-algebras

I:K[X1,...,Xm] — R.

Es decir, una K-algebra finitamente generada es un anillo isomorfo al anillo residual de un anillo
de polinomios por algun ideal a. En otras palabras, una K-algebra finitamente generada es un
anillo R isomorfo a una K-dlgebra de la forma siguiente:

R~ K[Xl,...7Xm}/a.

Una K-dlgebra finitamente generada reducida es una K-algebra finitamente generada que es
reducido como anillo. Nétese que, por el Nullstellensatz en la version Truco de Rabinowitsch,
una K-algebra finitamente generada reducida es cualquier K-algebra R isomorfa a un anillo de
la forma K[V], donde V es una variedad algebraica afin.
Esto nos da lugar a definir dos categorias:
e La categorfa 7/%: formada por los elementos siguientes:
- Los objetos de la categoria son las variedades algebraicas afines V' contenidas en
algin espacio afin de dimensién finta sobre K .
- Los morfismos entre dos objetos V' y W son las aplicaciones polinomiales f : V —
w.
e La categorfa K — Alg,.q: formada por los elementos siguientes:
- Los objetos de la categoria son las K-algebras finitamente generadas reducidas.
- Los morfismos entre dos de tales K-algebras R y R’ son los morfismos de anillos
®: R — R’ tales que
Dl = Idk.

Una tultima interpretacion del Nullstellensatz seria el enunciado siguiente:

TEOREMA 0.0.8 (Nullstellensatz: Equivalencia Natural). El functor contravariante si-
guiente define una equivalencia natural en V,* y K — Algrcqa: Fi es un functor dado mediante:

i) A cada variedad V- C A™(K), asocia su anillo de funciones polinomiales:
Fx (V) :=K][V].
i1) A cada aplicacion polinomial f : V — W, asocia el morfismo de K-dlgebras
Fx(f) =" :K[W] — K[V].

En particular, dos variedades algebraicas afines V. C A™ y W C A" son isomorfas (se dice
birregularemnte isomorfas) si y solamente si las K-dlgebras K[V] y K[WW] son isomorfas como
K-élgebras.

La combinacién de los diversos enunciados del Nullstellensatz expuestos resultardn esencial para
el diseno del concepto de esquema que serd la nocién clave para el fundamento de la Geometria
Algebraica de Grothendieck y Dieudonné (ver [Ha, 1977] para una ligera introduccién).

Sin embargo, no es la exploracion de este amplio cambio el objetivo de este Trabajo Fin de
Grado. No vamos hacia la abstraccion que se sigue del Nullstellensatz, sino que retomaremos
la formulacién original (especialmente bajo la forma de Identidad de Bézout) a través de los
llamados Nullstellensdtze Efectivos.

Nullstellensatze Efectivos: antecedentes

La larga pelea ideolégica entre Hilbert y Kronecker hizo que Hilbert no tuviera un excesivo
interés en disponer de un Nullstellensatz constructivo (o efectivo) hasta que se lo encarga a su
alumna G. Hermann quien publicard sus resultados en 1926.

Las cotas obtenidas por G. Hermann eran tan impracticables (como veremos mds adelante)
que hacian del Nullstellensatz “Efectivo” un herramienta inttil como instrumento algoritmico.
Sera con el resurgimiento de la Teoria de la Eliminacion, a través de la naciente Computacién
Simbdlica, que el tema retomard interés en los afio 80 del pasado siglo. Con el tiempo la
motivacion algoritmica se diluyé, convirtiéndose el estudio de los Nullstellensétze Efectivos en
una especie de “competicién de élite” en la que muchas participan no con un sentido cientifico
de fondo sino como simple “competiciéon olimpica” para intentar disponer de la cota més fina
posible. El resultado de Jelonek pertenece en esta segunda clase de “competicién olimpica”.
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Pero vamos a tratar de dar un contexto que explique los antecedentes de la perspectiva de la
buisqueda de algoritmos eficientes en Teoria de la Eliminacién.

Comencemos, por tanto, con las motivaciones de Hilbert para lograr algoritmos que eliminen
bloques de cuantificadores en férmulas de primer orden. Ya en su famosa conferencia del afio
1900 en Paris, Hilbert establece entre sus 23 problemas el siguiente:

PROBLEMA X DE HILBERT. Disenar un procedimiento algoritmico que realice la siguiente tarea:

Dada una lista de polinomios f1,...,fs € Z[X1,...,X,], decidir si es o no cierta la siguiente
formula:
(005) dz, € 2Z,...,3x, € Z,fl(Xl,...,Xn) = O,...,fs($1,...7$n) =0.

Este enunciado y su resolucién tendran un impacto decisivo en la sociedad moderna por razones
muy distintas a las pensadas originalmente por Hilbert. Asi, el trabajo de K. Gédel en su tesis
([G6, 1931]) demostrard que la Teorfa Elemental de Ntumeros es incompleta e indecidible.
La “incompletitud” exhibe las limitaciones del método deductivo en la decisién de verdad o
falsedad, lo que tendra una influencia en los fundamentos filoséficos de la Ciencia que afectara
a muchos otros contextos. La “indecidibilidad” sera la prueba que existen problemas que no
admiten algoritmos para su resolucién: muestra el limite de la algoritmica para alcanzar no ya
la verdad sino ni siquiera lo demostrable. Como la pregunta de Hilbert afecta a una parte de
la Teorfa Elemental de Nimeros (son férmulas con un bloque de cuantificadores existenciales),
muchos autores comienzan el camino de la respuesta negativa al Problema X de Hilbert. En
ese camino hay una busqueda fundamental: para probar que algo no es algoritmizalbe, primero
habrd que definir claramente que es un algoritmo.

En los anos 30 del pasado siglo, A. Church, A. Turing y S. C. Kline, entre otros muchos
autores, desarrollardn teorfas propias de la nocién de algoritmo (cf., por ejemplo [Ch, 1936],
[Tu, 1937], [KIl, 1936]) ¢ irdn demostrando que sus nociones son equivalentes a la nocién
de “funcién recursiva” de Goedel, mientras exhiben menos problemas indecidibles. Todas las
definiciones serdan probadas como equivalentes, lo que concluird a la definiciéon de algoritmo
conocida como Tesis de Church-Turning. Pero la definicién de A. Turing tendrd un mayor
impacto social: por primera vez en la historia de la ciencia, una nocién abstracta (la mdquina
de Turing) se transforma en un objeto fisico que no existia con anterioridad (el ordenador).
Es innegable la influencia de este sencillo paso en la revolucion digital que estamos viviendo.
Mientras la obra de Gdedel genera una tal influencia en varios planos de la sociedad, muchos
autores contintdan con el enunciado tal y como lo propuso Hilbert. Autores como E. L. Post,
D. Putnam, M. Davis contribuyen en una u otra medida al progreso de ese estudio. Pero seran
dos autores quienes, fundamentalmente, resuelven el Problema X de Hilbert: J. Robinson (en
realidad Julia Bowman, Robinson es su nombre de casada) en la serie de trabajos que publicard
a lo largo de los anos 50 del pasado siglo (y que ella resume en [Ro, 1966]) y J.V. Matijasévic
quien, usando los avances de Robisnon, culmina la respuesta al Problema X de Hilbert en su
trabajo [Mtj, 1970].

La respuesta de los autores citados al problema X de Hilbert es negativa. Entonces,
;,qué podria tener en mente Hilbert cuando establece su enunciado? En la respuesta
a esta pregunta subyace la motivacién del Nullstellensatz Efectivo.

Cambiemos la formulacién de la expresiéon 0.0.5 y descubriremos un mundo de preguntas que
afecta, entre otras cosas, al 33% de los problemas abiertos del Instituto Clay.

i) La expresién original es indecidible
1 €Z,...,3xp, €7, f1(x1,...,20) == fe(x1,...,2,) = 0.

ii) CONJETURA DE BIRCH Y SWINNERTON-DYER: Supongamos que Vi(f1,...,fs) C
A"™(C) satisface alguna propiedad adicional, por ejemplo, que sea una variedad abeliana
(i.e. que tenga estructura de grupo abeliano), jserd entonces posible hallar un algo-
ritmo que responda a la pregunta original de Hilbert?.

iii) PrRINCIPIO DE TARSKI: Cambiemos un poco la férmula, en especial los dominios a los
que afectan los cuantificadores, escribiendo:

(0.0.6) Jr, €R,..., 3z, €R, fi(z1,...,2,) =0,..., fs(z1,...,2,) = 0.

Entonces, existe un algoritmo que decide si 0.0.6 es cierta o falsa. El resultado fue
obtenido por A. Tarski en los afios 30 del pasado siglo.
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iv) Conjetura de Cook: modifiquemos la identidad 0.0.5 suponiendo que los polinomios
dados poseen coeficientes en un cuerpo finito. Y preguntemos por un algoritmo que
resuelva la siguiente pregunta: Dadas fi,..., fs € F[X1,...,X,], decidir

(0.0.7) dz1 €Fy,..., 3z, €Fy, fi(zr,...,2n) =0,..., fs(z1,...,2,) =0.

Obviamente existe un algoritmo que consiste en probar que los ¢" puntos de Fy. Pero
eso es un algoritmo de tipo exponencial en tiempo. La Conjetura de Cook pregunta
si este problema (que es NP-completo) admite un algoritmo en tiempo polinomial
(qn)o(l) cuando los grados de los polinomios f1,..., fs estén acotados, por ejemplo,
por 3.

v) Hilbert, en su cabeza modificaba todas las sustituciones por las siguientes: Tomemos
un cuerpo K (por ejemplo, los cuerpos primos) y su clausura algebraica K. Entonces,
existe un algoritmo que decide si es cierta o falsa la afirmacion siguiente:

(0.0.8) Jry € K,..., 3z, €K, fi(zy,...,2,) =0,..., fs(z1,...,2,) = 0.

La afirmacién de Hilbert sobre la existencia del algoritmo estd, en realidad, en la obra de L.
Kronecker [Kr, 1882]. Pero Hilbert quiere su propia aproximacién y esa es la razén de su
encargo a G. Hermann: el Nullstellensatz Efectivo.

Retomemos por un momento la cldsica Identidad de Bézout univariada. Para un entero d € N,
denotemos por K[X]4 el K-espacio vectorial de dimensién d+1 formado por todos los polinomios
de grado acotado por d. Consideremos la base monomial B formada por {1,X,..., X4} de
K[X]4. La formulacién habitual de la Identidad de Bézout deberfa darse con cotas de grado (y
no como se acostumbra). Este enunciado serfa el siguiente:

TEOREMA 0.0.9. Con las notaciones precedentes, sean f,g € K[X] dos polinomios de grados
respectivos m,n € N, ambos positivos. Son equivalentes:

i) El mdzimo comin divisor de f y g es 1 en K[V].
1) Existen hy € K[X],—1 y ho € K[X]m-1 tales que
1= hyf+ hag.
iii) No existe z € K tal que f(z) =0 y g(z) = 0.
Observemos que i) es un Nullstellensatz univariado y podemos usar ¢i) para definir la siguiente
aplicacion lineal:
D K[ X|po1 X K[X)m-1 — K[X]ntm-1
(h1,h2) = hif + hag.
Observemos que ® es aplicaciéon K-lineal entre dos espacios vectoriales de la misma dimensién.

Ademsds, se observa que 1 € I'm(®) si y solamente si ® es un epimorfismo de espacios vectoriales.
Por tanto, las afirmaciones ), i) y 4ii) anteriores son equivalentes a la siguiente:

iv) La aplicacidn lineal ® anterior es un isomorfismo de espacios vectoriales.

A mediados del siglo XIX, J. J. Sylvester toma en [Syl, 1853], las ideas de Bézout en [Bez, 1779],
que llegan a él a través de Sturm, y comprueba que esta afirmacién iv) tiene una facil cons-
truccion. Disena la matriz de ® en las respectivas bases monomiales, que acabara llaméndose
matriz de Sylvester de fg, y la resultante univariada:

Resx (f,g) = det(Sylv(f, ))-

Obtiene asf propiedades equivalentes a ), i), i), y {v) como son:

v) La matriz de Sylvester de f y g es una matriz de rango mdximo.

vi) La resultante Resx(f,g) # 0.
Las formulaciones v) y vi) son formulaciones mas eficientes en términos algoritmicos que el uso
del algoritmo de Euclides (lo que no podra hacerse en el caso Z) y da una versién algoritmica
(en Algebra Lineal elemental) que permite trabajar con la expresién

JzeK, f(z) =0,9(z) =0.

Hilbert se plantea una generalizacién de esa idea con las formulaciones de su identidad de
Bézout (ver Teorema 0.0.9 anterior). Para lo cual, encarga a G. Hermann una primera versién
histérica del Nullstellensatz Efectivo. La contribucién principal de G. Hermann es la siguiente:
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TEOREMA 0.0.10. Eziste una funcién D : N®> — R que satisface la siguiente propiedad:
Dada una familia fi,..., fs € K[X1,...,Xu,] de polinomios con coeficientes en un cuerpo K,
en univariables, de grado acotado por d. Son equivalentes:

i) 2(Fz € K™, f1(x) =0,..., fs(x) =0).
i1) Existen polinomios g1, ...,9s € K[X1,...,X,,] tales que

-l=gfi+-+gsfs -

Ademds, la funcion D puede elegirse de tal modo que
D(m,s,d) < (sd)*".

La mera existencia de la funcién D(n, s, d) permite algoritmizar el Nullstellensatz del modo en
que lo pensd Sylvester pero en el caso multivariado. Veamos cémo se interpreta la aplicacién
algoritmica de este resultado de G. Hermann.

Sea d € N un entero positivo. Con las notaciones precedentes, dado un cuerpo L cualquiera,
denotaremos por PdL (X1,...,Xm) al conjunto de los polinomios con coeficientes en L de grado
acotado por d en las variables {X1,..., X, }. Esto es,

Pl =PI X1,...,Xm) ={f € L[X1,..., X)) : deg(f) < d}.

Es sencillo verificar que PdL es un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo L. Es
sencillo, ademas, verificar que una base de PdL es la base monomial:

Bd,m = {X{LI o 'X#Lm M1 + -+ Hm S d}

Se tiene, ademads, la siguiente identidad:

. d+m
dimy, P¥ = #(Ba.m) = < . )

Supongamos ahora que tenemos una cota D := D(m, s, d) como la descrita por G. Hermann.
Supongamos que nos dan una lista de polinomios fi,..., fs € K[X1,...,X] y definimos la
siguiente aplicacion lineal:

o: [[(PEs) — PL
i=1
(gla"'ags) — glfl +--- +gsf87
donde d; = deg(f;) para cada i,1 < i < s. Entonces, son equivalentes:

i) Existe € Va(f1,..., fs) o, equivalentemente,
W € A™(K), fi(2) =0, .., fs(x) = 0.
i) 1¢ Im(®).

Maés ain, como ® es lineal, podremos construir la matriz de ® con respecto a las bases mo-
nomiales respectivas de los espacios producto [[;_; Pg_di y de PK. Llamaremos Mg a esa
matriz. Entonces, las propiedades i) y ii) anteriores son equivalentes a

iii) El vector 1 = (1,0,...,0) € PX en base monomial, no estd en la imagen de Mg.

La respuesta no es tan elegante como el caso univariado pero puede construirse un sistema de
ecuaciones lineales del modo siguiente. Para cada 7, 1 <7 < s, denotemos por Z, a la lista de
variables asociadas a las coordenadas en Pg_ 4

Z;= (2 peN" |yl =p1+ -+ pm <D —d).

K2

Denotemos por Z a la agrupacién de todas estas variables
Z=(2y,..,Zy)-

yseae=(1,0,...,0) € Pg la lista de coordenadas de 1 € Pg en la base monomial.
Entonces, serdn equivalentes:

i) dz € A™(K), f1(z) =0,..., fs(x) =0.

ii) El sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en K siguiente es incompatible

MQ-ZZG.
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Dado que decidir si un sistema de ecuaciones lineales es compatible o no se conoce desde
los tiempos de C. F. Gauss, el Nullstellensatz Efectivo se transforma en la siguiente lista de
conclusiones:

i) Es posible decidir algoritmicamente si dadas f1,..., fs € K[X1,..., X, poseen una
solucién comin en A™(K).
ii) El algoritmo que responde a la existencia de soluciones en K™ no requiere usar nunca
elementos de K: basta con hacer operaciones aritméticas sobre el cuerpo de base K.
iii) La complejidad en tiempo, entendida como la cantidad de operaciones aritméticas en
K que realiza el algoritmo, depende fuertemente de la cota D expresada en nuestro
Nullstellensatz Efectivo.

Es el apartado i) el que impulsé inicialmente los estudios de posibles mejoras de la cota
D(m, s,d) original de G. Hermann. Veamos un poco el significado de esa cota.
Descartemos la dificultad inicial de que, contrariamente al caso univariado, escribir las coorde-
nadas de la matriz Mg a partir de los coeficientes de f1,..., fs tiene un coste significativo no
trivial. Asumamos que la matriz Mg es obtenible sin coste adicional significativo.
Para escribir Mg y para decidir si un sistema cuya matriz de coeficientes es Mg es o no
compatible, la cantidad esencial a considerar es el maximo del nimero de filas y columnas de
Mg. Sea Ng ese méximo. Escribir Mg costarfa un tiempo del orden O(NZ) y decidir si el
sistema Mg Z = e es o no compatible requerird un niimero de operaciones aritméticas del orden
O(N¥) donde w es la constante del Algebra Lineal de la cual se conoce, donde los trabajos de
V. Strassen, que vale:

2 <w<log, 7.

Por tanto, la acotaciéon de Ng es la esencia del estudio del ntimero de operaciones aritméticas
por hacer en el algoritmo inspirado por un Nullstellensatz Efectivo. Ahora bien, tenemos

e Numero de columnas de Mg es dado por

> dmrf ) =3 (V7 EET),

i=1 i=1
e Numero de filas de Mg es dado por

e (P =

D+m
m )

Grosso modo, podemos acotar Ng mediante

D
Ng Ss( +m> ~ sD™.

m
En el caso de la cota D(m, s,d) de G. Hermann tendriamos:
(0.0.9) No < s(sd)?"™.

Nétese que no existe ningtin ordenador conocido (ni de los del Top 500) capaz de realizar un
nimero de operaciones aritméticas del orden descrito en 0.0.9 cuando m > 10, incluso con
m > 6. Esto es debido a que la cota de Hermann es doblemente exponencial en el niimero de
variables, lo cual lo hace impracticable.

Surge asi la necesidad de buscar mejoras de la cota D(m,s,d) de G. Hermann. Esta carrera,
que estuvo interrumpida durante casi 50 anos, se retoma en los anios 70 y se logran los primeros
avances significativos hacia finales de los anos 80.

e Los primeros en retomar las ideas de G. Hermann fueron D. W. Masser y G. Wiisholtz
en 1971 (c.f. [MaWii, 1971]). Su cota para D(m,d,s) serd muy similar a la de
[He, 1996]:

D(m,d,s) < sd®".

e A finales de los 80 del pasado siglo, de manera independiente todos ellos, llegan a una
acotacion fina de la funcién de G. Hermann. Son W. D. Brownawell (en [Br, 1987]),
L. Caniglia, A. Galligo y J. Hertz (en [CGH, 1989]) y J. Kollar (en [Kol, 1988]).
Su acotacién serd de la forma:

D(m,d,s) < (max{3,d})™.
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e Un famoso ejemplo, encontrado independientemente por varios autores, como T. Mora,
D. Lazard, G.W. Masser o P. Philippen, permitird concluir que

d™™ ' < D(m,s,d).

e El caso de sistemas de ecuaciones con grado d = 2 (para el cual la cota serfa 3™) fue
discutido en [Som, 1999], quien prueba:

D(m,s,d) < 2d™.

e En [KrPa, 1996] dos nuevas interpretaciones del Nullstellensatz Efectivo aparecen
para cambiar la perspectiva:

- Se pueden obtener y calcular los coeficientes de una identidad de Bézout sobre K
con un nimero total de operaciones del orden sd®™ y con grados finales D(m,d,s) <
dom.

- Lo que es mas importante: No es necesario usar el Nullstellensatz Efectivo para
decidir la veracidad de la férmula

(0.0.10) T € A™(K), fi(z) =0, ..., fs(z) = 0.

Para explicar este dltimo avance, noétese lo siguiente. supongamos la cota de Brownawell-
Canigla-Gallego-Heintz-Kollar D := D(m, s,d) = max{s,d}™. Supongamos d > s.
Retomamos la construccién de la aplicacién lineal

S
o: [[(P5 ) — PE
i=1
(9152 9s) ¥ g1fi + -+ gs s,
Entonces, decidir 0.0.10 se hara mediante un sistema de ecuaciones lineales

M@Z:P/

donde el maximo numero de filas y columnas de Mg es la cantidad

dm
No =~ S( +m) ~ sd™ .
m

Ademas, el Ejemplo de Mara-Lazard-Masser-Philippen garantiza que hay casos en los que no
se puede mejorar

En suma, la estrategia algoritmica basada en el Nullstellensatz Efectivo estd condenada a eje-
cutar algoritmos de Algebra Lineal con matrices de tamano Ng y no puede hacerse en menos
de

Sd2m2

operaciones. La contribucién de [KrPa, 1996] mostrard un algoritmo que no hace uso del
Nullstellensatz Efectivo y que permitird decidir una expresion como 0.0.10 con un nimero total
de operaciones aritméticas acotado por:

seWgom)

donde los exponentes O(+) esconden una constante independiente de todos los ingredientes que
intervienen. A partir de este punto, el estudio del Nullstellensatz Efectivo se separa de sus
aplicaciones algoritmicas: no sirve ya, como pensaba Hilbert, para tener algoritmos eficientes.
Pero, por otro lado, sigue siendo un lindo problema como “competicién olimpica”: se trata
de ver quién tiene la mejor cota que, en todo caso, no mejorard el d™~!. Para mostrar la
bifurcacién entre ambos campos, resumamos los siguientes:

o A mediados de los aflos 90, en la serie [Pa, 1995], [ GHMP, 1995], [GHMP, 1997a],
[GHHMMP, 1997b], [GHMMP, 1998], se desarrolla toda una nueva serie de al-
goritmos de naturaleza intrinseca para la resolucion de sistemas de ecuaciones poli-
nomiales y para la decision de féormulas como 0.0.10 cuya complejidad estara acotada
por un polinomio en

smddL,
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donde L es el coste de evaluar en un punto los polinomios f1,..., fs vy d :=0(f1,..., fs)
es una cantidad intrinseca (conocida como grado geométrico del sistema {f1,..., fs})
que satisface § < d™'. Esta linea serd ampliamente seguida por muchos autores
hasta la actualidad, pero se aleja del propésito de este TFG.

e La cantidad intrinseca ¢ serd utilizada en [HMPS, 2000] para dar un Nullstellensatz
Efectivo con cotas dependientes del grado intrinseco del sistema.

e En [KPS, 2001] se usard 6 y una nocién de altura intrinseca del sistema 7 :=
n(f1,..., fs) para acotar el grado y altura (talla de los coeficientes del sistema).

Sin embargo, esta linea se aleja ya del propdsito de esta TFG y nos quedaremos con las re-
flexiones propias de los Nullstellensatz Efectivos dentro de la “carrera olimpica por la mejor
cota”.

J.Kollar o M. Sombra seguiran en esa carrera a la que se unird Z. Jelonek en el ano 2005, que
es el objeto de esta memoria.

Resumen de los Principales contenidos de la Memoria

Como ya se ha senalado en esta larga Introduccion, el principal objetivo de este Trabajo Fin de
Grado consiste en exponer una prueba, tan autocontendio como sea posible, del Nullstellensatz
Efectivo de Z. Jelonek (presentado en [Je, 2005]). El trabajo de probar con todo detalle este
Teorema se ha estructurado en dos capitulos que pasamos a resumir a continuacién:

En el Capitulo 1 vamos a presentar las pruebas completas, tan autocontenidas como sea posible,
de dos resultados técnicos clave para el desarrollo del Nullstellensatz Efectivo de Jelonek, que
describiremos en el Capitulo siguiente:

e El Teorema de Perron (Generalizado) (cf. Teorema 1.2.3).
e El Nullstellensatz Efectivo en el caso sub-determinado (cf. Teorema 1.3.3).

Usaremos libremente las notaciones ya descritas en la Introduccién asi como algunos resultados
y nociones bésicas descritas en el Apéndice.

Como en la Introduccion, K serd un cuerpo y K serd su clausura algebraica.

El primer resultado del que nos ocupamos en este Capitulo es una generalizacién de un Teo-
rema clasico sobre proyecciones e imagenes de variedades algebraicas afines. En general, dada
cualquier aplicacién polinomial f : V' — A" la imagen f(V) no suele ser una variedad al-
gebraica. De hecho, un Teorema cldsico de Chevalley prueba que si V' C A™ es una variedad
algebraica affn y si f : A™ — A™ es una aplicacién polinomial, entonces f(V') es un conjunto
constructible (unién finita de localmente cerrados en A™). Es facil construir ejemplos en los
que la imagen de una variedad algebraica no es ni variedad algebraica ni localmente cerrado.
Por eso, el interés se suele focalizar en disponer de valores cuantitativos de Wz mas que
de f(V). El Teorema de Perron trata justamente de probar, bajo ciertas hipdtesis, que se

puede controlar el grado de una hiper-superficie que contiene a f (V)Z Aqui presentaremos una
generalizacion debida a Jelonek.

Sean V. C A™ W C A™ dos variedades algebraicas irreducibles f : V' — W se llama dominante
si TV)Z = W. Se dice que un morfismo f : V — A" es genéricamente finito si existe un
abierto Zariski no vacio U C Wz = W tal que para cada y € U, la fibra f~1({y}) es una
variedad cero-dimensional (i.e. un conjunto finito de puntos). El Teorema que probaremos en
la Seccién 1.2 es el siguiente:

TEOREMA 1 (Teorema de Perron Generalizado). Sean Q1,...,Qn+1 € K[X1,..., X,
polinomios no constantes con deg@; = d;. Sea V. C A™(K) wuna variedad algebraica equi-
dimensional afin de dimensién n y grado D. Si la aplicacion Q = (Q1,...,Qn+1) : V —
A"L(K) es genéricamente finita, entonces existe un polinomio no nulo W(Ty,...,Tyi1) €
K[T1,...,Tht1] tal que:

Z) W(Q17'-'3Qn+l) =0enV.
i) degW(T{", 752, ..., Tin i) < DITE dj.

j=1

En esta misma Secciéon daremos una variante del Lema de Normalizacion de Noether a través de
combinaciones lineales de coordenadas definidas por matrices triangulares superiores con unos
en la diagonal principal (ver Lema 1.2.4).
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Seguidamente, en la Seccién 1.3, pasaremos a enunciar y probar con detalle el Nullstellensatz
Efectivo de Jelonek en el caso sub-determinado. Aqui, el término sub-determinado hace ref-
erencia a que disponemos de, como mucho, tantas ecuaciones como la dimensién del espacio
en el que viven las soluciones. En el caso genérico, es decir, con los coeficientes en un abierto
Zariski, una sucesién fi, ..., fr de k < n polinomios definen una variedad de dimensién n — k
en A"(K). Esta intuicién se rompe en el caso afin para ciertas ecuaciones que viven en un
cerrado-Zariski del espacio de coeficientes. Se necesitard k = n 4+ 1 para que genéricamente en
los coeficientes, una sucesioén fi, ..., f,+1 de ecuaciones defina la variedad vacia. El siguiente
resultado hace referencia a la situacién “sub-determinada” a la que k < m ecuaciones carecen
de cero en comun.

TEOREMA 2 (Nullstellensatz Efectivo, caso sub-determinado). Sea V. C A™(K) una
variedad algebraica equi-dimensional afin de dimension n y de grado D. Sean fi,...,fr €
K[X1,..., X.] polinomios no nulos con k <m. Seadeg fi=d; ydy >--->d, 1 <i<k.

Si Va(f1,---, fk) NV =0, entonces existen polinomios gi,...,gr € K[X1,..., X;] tales que:

i) La siguiente identidad se verifica en K[V]:

k
1=>" fig:
i=1

it) Los grados de los productos g;f; verifican la siguiente desigualdad, para cada i €

(1. k)

k
deg(figi) S D H di.
i=1

Grosso modo, la contribucién de Jelonek consiste en lo siguiente: Introducimos un parametro
de deformacién, una nueva variable Z. Construimos un morfismo de la forma siguiente:

d:V xK— A™(K) x AF(K)
(x,2) — (z, fi(@)z, ..., fr(x)2)

Construimos una normalizacién de Noether de la imagen de ® dependiente de x y de los f; - Z.

Llamemos ¥q,...,¥, 1 a los elementos de esa normalizaciéon de Noether. Consideramos la
ecuacién de dependencia entera de Z sobre K[¥q,..., ¥, 1] y acotemos su grado a través del
Teorema de Perron Generalizado. Esa ecuacién de dependencia entera tendrd la forma:

5—1

Py(Uy,...\ Upy1, Z) = Z° + ZPi(\pl, U Z e I(V x K).

i=0

Reescribiendo esa ecuacién en K[ X1, ..., X,,, Z] tomara la forma:
Pr(Wy,.. W1, Z) = (1+ A5)Z° + ) AZ".

r#d

Ahora, la propiedad de que P(Wq,..., V¥, 11, Z) = 0 significa que los coeficientes de esta tltima
expresion estén en I(V'). Asf concluimos

L+ As e I(V).

Verificando que As = Y7, ¢; - fi ¥ que los grados de los g; - f; son los apropiados, Jelonek
prueba su resultado. Verificar que todos los detalles son correctos (algunos aparecen de modo
confuso, casi errado, en la prueba original) es la principal contribucién de este Capitulo.

En el Capitulo 2 culminaremos el objeto final de este Trabajo Fin de Grado, demostrando
el Nullstellensatz Efectivo de [Je, 2005]. La primera parte del Capitulo se centra en probar
un Teorema de Eliminacién con cotas de grado, presente en [Je, 2005]. Ese Teorema es el
siguiente:

TEOREMA 3. [Teorema de Eliminacién de [Je, 2005]] Sea V' C A™(K) una variedad al-
gebraica irreducible de dimension n y grado D. Sean k < n y f1,...,fr € K[X1,..., X
polinomios tales que la siguiente variedad es cero-dimensional:

A=VnValfis---, fr)
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Entonces, existe un abierto Zariski Uy C M, (K) formado por matrices requlares tales que para
cada B € Uy, el cambio de variables que determina:

Yy X
: =B :
Yo Xm
satisface las siguientes propiedades:

i) Y1 es un elemento separante sobre A y existe un polinomio univariado ®1(T) tal que
si ®1(z) =0, entonces Ja € A tal que

Z = Yl(a).

ii) Existen polinomios g1, ..., gk € K[X1,...,X;] tales que
k
oY1) = Y _gifi € I(V).
i=1

iii) deg(gifi) < D -TI5_, deg(f:), deg(®1(Y1)) < DL, deg(f;).

La prueba del enunciado es completamente original, aunque estd inspirada en [Pa,19]. Jelonek,
en [Je, 2005], hace uso de su caracterizacién de los puntos de “impropiedad” en la imagen de
morfismos dominantes y genéricamente finitos de su trabajo previo [Je, 2001].

Nosotros hemos desarrollado una prueba propia partiendo de la nocién de forma lineal separante
de una variedad cero-dimensional. Observamos que existe un abierto Zariski de matrices apro-
piadas (triangulares superiores con unos en la diagonal) que permiten poner las coordenadas
en posicién de Noether, de tal forma que cada una de las nuevas variables sea elemento sepa-
rante (ver Proposicién 2.2.2). Una vez probado ésto, usando la misma funcién @ del Capitulo
precedente

oV xK — A"(K) x A"(K)
(x,2) — (z, fr(@)z, ..., fo(2)2),

con el pardmetro de deformacién z, construimos un abierto distinguido D(g4) sobre una nor-
malizacién de Noether de ®(V x K)Z, de tal modo que g4 sea el polinomio minimo de una
forma lineal separante, de grado controlado, y de tal modo que tengamos una extensién entera
de anillos para las localizaciones:

K[Ty, ..., Toi1] = K[V x K],

Esto se describe en la Proposicién 2.2.6. Lo que se hace para una forma lineal separante
es extensible a todas (Corolario 2.2.7) las variables nuevas de una normalizacién de Noether.
Finalmente, usando una reflexién andloga a la hecha en el Capitulo precedente con el caso
sub-determinado, no soélo podemos acotar el grado de las ecuaciones minimales de las formas
lineales separantes sino también su presentacién en la forma de combinacién lineal de las clases
de {f1,..., fn} en K[V]. Este es el enunciado precedente destacado en esta introduccién al
Capitulo (el Teorema 2.2.8 del cuerpo del Capitulo).

Con estas herramientas estamos en condiciones de probar el enunciado Nullstellensatz Efectivo
que es el Teorema siguiente y que se describe y prueba como Teorema 2.3.5 en la Secciéon 2.3 a
continuacion:

TEOREMA 4. [Nullstellensatz Efectivo de [Je, 2005]] Sea V C A™(K) una variedad alge-
braica afin irreducible de dimensién n. Sean fi,..., fr € K[X1,..., X.] polinomios tales que
d; = deg(f;) vy se tiene

o dy>dy > > d.

L4 VﬂVA(flvafk) =0.

Entonces, existen polinomios g1, ...,gr € K[X1,..., Xpn] tales que

) 1=F gfi € I(V).
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1) deg(gifi;) <2DN(dy,...,dk;n) — 1, donde

Hledi sik<n,n>1
N(dy,...,di;n) =<1 di sin<k,n>1

dq sin=1.

El resultado ya se habia probado en el caso sub-determinado & < n. Por tanto, queda la prueba
del caso £k > n + 1. Usando un método clasico de combinaciones lineales que respetan los
grados, se reduce el problema al caso k = n+1 (véase Lema 2.3.3 y la Observacién 2.3.4). Asi,
nos encontramos, en el caso defectivo, con la situacién en que podemos construir sucesiones
{Fi,....,Fot1} v {G1,...,Gny1} de combinaciones lineales genéricas de {f1,..., fnt1} tales
que se verifique:
i) VNVy(Fy,...,F,) es una variedad cero-dimensional.

i) VNVa(Gy,...,Gy) es una variedad cero-dimensional.

111) VQVA(Fh...,Fn) meVA(Gl,...,Gn) :(Z)
Esta construccién, que hemos llamado construccion cruzada en la subseccion 2.3.1, permite
construir una forma lineal separante Y7 para la uniéon VNV(Fy, ..., F,)UV NV (Gy,...,Gy).
Aplicando el Teorema de Eliminacién a Y7 sobre cada uno de ellos, obtendremos

e Un polinomio univariado ®;(Y7) de grado apropiado y minimal tal que ®1(Y7) se

anula en VNV(Fy,...,F,) y satisface las condiciones del Teorema de Eliminacién
precedente.

e Un polinomio univariado ®2(Y;) de grado apropiado y minimal tal que ®5(Y7) se
anula en VNV(Gy,...,G,) vy satisface las condiciones del Teorema de Eliminacién
precedente.

Como Y] es separante para ambosy VNV (Fy, ..., F,)UVNV(Gy,...,G,) =0, no es posible
que ®1(T) y ®o(T) tengan ceros comunes. Por tanto, su mdximo comun divisor en K[T] es 1
y, aplicando la identidad de Bézout univariada tendremos:

1=Q1(Y1)®1(Y1) + Q2(Y1)P2(Y1),

con grados de @)1 y Q)2 acotados por los grados de ®; y ®5. El Teorema de Eliminacion
precedente nos dice, ademds, que ®; y ®5 se presentan como combinaciones de Fi,...,F, vy
Gi,...,G, respectivamente, de grados controlados, en el anillo K[V]

(Y1) =D hinF, (Y1) = > hiaGi.
i=1

i=1
Por tanto, obtenemos una expresién de la forma siguiente, vélida en K[V]:
L= Z(Ql(yl)hi,l)Fi + Z(QQ(Yl)hi,Q)Gh
i=1 i=1
donde todas las cotas de grado han sido controladas. Recordando ahora que tanto {Fi, ..., F,}
como {G1,...,Gy,} son combinaciones lineales de {f1,..., fr} se obtiene la expresién final:

k
1= Zgifi en K[V],

i=1

con las cotas de grado que se siguen de las cotas de @, ®o, h; ;, 1 y Q2 antes citadas.

Comparacién de las cotas obtenidas con resultados previos

Se va a realizar un repaso de las cotas que se obtuvieron en algunos de los resultados previos
al de Jelonek, y se va a comparar con los obtenidos por este, resultando en la mayoria de ellos
menores 0 con menos restricciones que en los casos anteriores.

e Para el caso de V = K", Kollar en [Kol, 1988] demostr6 que para el caso de que los
grados de los polinomios fuesen mayores o iguales a 3, es decir, d; > 3,1 < ¢ < k,
y que la variedad V' cumpliera deg(V) > 2 se alcanza la cota N(dy,...,dy;n). Por
tanto, el resultado de Jelonek mejora el caso k < n al exigir menos condiciones, pero
es mayor en el caso k > n.
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e Por otra parte, Sombra en [Som, 1999] para el caso de V' = K" con la tnica restriccién
de que la variedad V' cumpliera deg(V') > 2 obtuvo una cota de 2N (dy, . .., dx;n). Por
tanto el resultado de Jelonek es mejor, especialmente en el caso k < n.

e En el caso general de una variedad algebraica afin V' C K™ cualquiera, de dimensién
n y grado D, Kollar en [Kol, 1999] obtuvo la cota (m + 1)DN(dy,...,dk;n + 2),
inferior a la de Jelonek.

e Por otra parte, para el caso general, imponiendo que la clausura proyectiva de V' fuera
una variedad Cohen-Macaulay, Sombra en [Som, 1999] obtuvo la cota (n+1)2Dd"*!
siendo d = max{d;,1 <1i < k}, donde, de nuevo, la cota de Jelonek es mejor.

Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG

En algin caso precedente se ha discutido el estilo y la ortografia de las memorias presentadas
como Trabajo de Fin de Grado en Matemdticas. En evitacién de intervenciones innecesarias,
queremos clarificar algunos aspectos relativos al estilo elegido en este texto.

Se ha elegido el formato de libro (book) de la American Mathematical Society (AMS). Aunque el
idioma utilizado es el espanol, hemos tratado de seguir lo més fielmente posible las recomenda-
ciones del Libro de Estilo de esta asociacién?, juntamente con las reglas de estilo recomendadas
por D. E. Knuth y co-autores para la Mathematical Asociation of America (MAA)3.
Especificamente, hemos tratado de seguir atentamente las siguientes dos reglas:
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1.1. Introduccién.

En este primer Capitulo vamos a presentar las pruebas completas, tan autocontenidas como
sea posible, de dos resultados técnicos clave para el desarrollo del Nullstellensatz Efectivo de
Jelonek, que describiremos en el Capitulo siguiente:

e El Teorema de Perron (Generalizado) (cf. Teorema 1.2.3).
o El Nullstellensatz Efectivo en el caso sub-determinado (cf. Teorema 1.3.3).

Usaremos libremente las notaciones ya descritas en la Introduccién asi como algunos resultados
y nociones béasicas descritas en el Apéndice.

Como en la Introduccién, K sera un cuerpo y K sera su clausura algebraica.

El primer resultado del que nos ocupamos en este Capitulo es una generalizaciéon de un Teo-
rema cldsico sobre proyecciones e imagenes de variedades algebraicas afines. En general, dada
cualquier aplicacién polinomial f : V' — A™, la imagen f(V) no suele ser una variedad al-
gebraica. De hecho, un Teorema clasico de Chevalley prueba que si V' C A™ es una variedad
algebraica afin y si f: A™ — A™ es una aplicacién polinomial, entonces f(V') es un conjunto
constructivo (unién finita de localmente cerrados en A™). Es facil construir ejemplos en los que
la imagen de una variedad algebraica no es ni variedad algebraica ni localmente cerrado.

Por eso, el interés se suele localizar en disponer de valores cuantitativos de WZ mas que
de f(V). El Teorema de Perron trata justamente de probar, bajo ciertas hipdtesis, que se

puede controlar el grado de una hiper-superficie que contiene a f (V)z. Aqui presentaremos una
generalizacion debida a Jelonek.

Sean V. C A™ W C A™ dos variedades algebraicas irreducibles f : V' — W se llama dominante
si Wz = W. Se dice que un morfismo f : V. — A" es genéricamente finito si existe un
abierto Zariski no vacio C f(V)z = W tal que para cada y € U, la fibra f~1({y}) es una
variedad cero-dimensional (i.e. un conjunto finito de puntos). El Teorema que probaremos en
la Seccién 1.2 es el siguiente:

TEOREMA 5 (Teorema de Perron Generalizado). Sean Q1,...,Qni1 € K[X1,..., X )
polinomios no constantes con deg@; = d;. Sea X C A™(K) wuna variedad algebraica equi-
dimensional afin de dimensién n y grado D. Si la aplicacion Q@ = (Q1,...,Qn+1) : X —
A"TYH(K) es genéricamente finita, entonces existe un polinomio no nulo W (Ty,...,Thi1) €
K[Ty,...,Thi1] tal que:

i) W(Q1,...,Qns1) =0 en X. )

| dy dn+1 +

i) degW (T}, T3, ..., Tinit) < DIT}Z, d;.
En esta misma Secciéon daremos una variante del Lema de Normalizacion de Noether a través de
combinaciones lineales de coordenadas definidas por matrices triangulares superiores con unos
en la diagonal principal (ver Lema 1.2.4).
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Seguidamente, en la Seccién 1.3, pasaremos a enunciar y probar con detalle el Nullstellensatz
Efectivo de Jelonek en el caso sub-determinado. Aqui, el término sub-determinado hace ref-
erencia a que disponemos de, como mucho, tantas ecuaciones como la dimensién del espacio
en el que viven las soluciones. En el caso genérico, es decir, con los coeficientes en un abierto
Zariski, una sucesién fi, ..., fr de k < n polinomios definen una variedad de dimensién n — k
en A"(K). Esta intuicién se rompe en el caso afin para ciertas ecuaciones que viven en un
cerrado-Zariski del espacio de coeficientes. Se necesitard k = n + 1 para que genéricamente en
los coeficientes, una sucesién fi, ..., fn+1 de ecuaciones defina la variedad vacia. El siguiente
resultado hace referencia a la situacién “sub-determinada” en la que k < n ecuaciones carecen
de cero en comun.

TEOREMA 6 (Nullstellensatz Efectivo, caso sub-determinado). Sea V. C A™(K) una
variedad algebraica equi-dimensional afin de dimension n y de grado D. Sean fi,...,fr €
K[X1,...,X] polinomios no nulos con k <m. Seadegfi=d; ydi > --->d, 1 <i<k.

Si Va(f1,---, fk) NV =0, entonces existen polinomios gi,...,gr € K[X1,..., X\n] tales que:

i) La siguiente identidad se verifica en K[V]:

k
1= fig:
i=1

ii) Los grados de los productos g;f; verifican la siguiente desigualdad, para cada i €

1,...,k}:

k
deg(fi9:) < D[] .
i=1
Grosso modo, la contribucién de Jelonek consiste en lo siguiente. Introducimos un parametro
de deformacion, una nueva variable Z. Construimos un morfismo de la forma siguiente:

d:V xK— A™(K) x AF(K)
(l‘, Z) — (:L'a fl(x)zv R fk(x)z)

Construimos una normalizacion de Noether apropiada dependiente de x y de los f;-Z. Llamemos
Uy, ...,¥,11 a los elementos de esa normalizacién de Noether. Consideramos la ecuacién de
dependencia entera de Z sobre K[¥q,..., ¥, 1] y acotemos su grado a través del Teorema de
Perron Generalizado. Esa ecuacién de dependencia entera tendra la forma:

5—1

Pr(Uy,.. Uy, Z2) = Z2°+ > Pi(T1,..., V1) 2" € I(V x K).
i=0

Reescribiendo esa ecuacién en K[X71,..., X,,, Z] tomard la forma:

Pr(Uy, ..., U1, Z) = (1+ As)Z° + ZATZ“.
r#£§
Ahora, P(Uy,...,U,41,Z) = 0 supera que los coeficientes de esta tltima expresién estdn en
I(V). Asi concluimos
1+A;€I(V).

Verificando que As = Y;_; g; - f; ¥ que los grados de los g; - f; son los apropiados, Jelonek
prueba su resultado. Verificar que todos los detalles son correctos (algunos aparecen de modo
confuso, casi errado, en la prueba original) es la principal contribucién de este Capitulo.

1.2. El Teorema de Perron Generalizado.

En esta Seccién trataremos algunos resultados técnicos importantes para la prueba del Teorema
fundamental de esta Memoria. Asi, tras una sencilla caracterizaciéon de los polinomios multi-
variados libres de cuadrados y con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado (Lema
1.2.1), pasaremos a una generalizacién de un Teorema cldsico de Perron, que caracteriza el
grado de la imagen de una variedad irreducible por un morfismo finito (ver Teorema 1.2.3).
La Seccion incluye también una generalizacién y adaptacion de produccién propia del clésico
Lema de Normalizacién de Noether, (ver Lema 1.2.4 para su uso en la demostracién del principal
Teorema de esta Memoria).
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Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, notacién que usaremos a lo largo de toda la Seccion.
Por el cldsico Lema de Gauss, el anillo de polinomios K[X7, ..., X,,] es un dominio de facto-
rizacién tnica. Un elemento f € K[Xq,..., X;,] se dice libre de cuadrados (o reducido) si no
posee factores irreducibles en multiplicidad mayor que 1 o, equivalentemente, si admite una
factorizacién tnica:

f = fl e f7"7
donde cada f; € K[X1,...,X,,] es un polinomio irreducible y gcd(f;, f;) = 1 para cada ¢ # j.
De otro lado, dado f € K[X7, ..., X,,], podemos definir la aplicacién polinomial gradiente

Vf:A™K) — A™(K)

9] 9]
r—Vof = (8;;1(33)7’325;(36))

La condicién de ser libre de cuadrados se relaciona con el comportamiento de la aplicacion
polinomial gradiente del modo siguiente. Nétese que K es algebraicamente cerrado de cualquier
caracteristica. En otro caso si K no fuera algebraicamente cerrado (o, por lo menos, perfecto)
habria dificultades obvias por causa de la inseparabilidad en el caso de caracteristica positiva.

LEMA 1.2.1. Con las notaciones precedentes, el polinomio f es libre de cuadrados si y solo si
V[ no es idénticamente nulo en cada componente irreducible de Vi (f).

DEMOSTRACION. Supongamos que f es libre de cuadrados. Tendrd una expresién en irre-
ducibles:

f=h-fr
con f; irreducible Vi € {1,...,r}. La derivada de f con respecto a una variable X; sera:
of o of, af,
an_anfg...fr+ +f1...fs_1anfs+1...fr+ +f1...f,a_1an.
Las componentes irreducibles de Vi (f) son precisamente Vi (f;) Vi € {1,...,r}. Por tanto, el

gradiente en los puntos de una Vi (f;) cualquiera es:

ofi afi
i o

pero, por la Proposicién B.3.11, como los puntos lisos son densos y no vacios en las variedades
irreducibles, V f; no se puede anular en todo Vi (f;).

Por otra parte, si f no es libre de cuadrados, entonces se puede expresar como f = ¢g2h con g
irreducible, y por tanto Vf = g(2Vgh + gVh) se anula en la componente irreducible Vj(g) de
Va(f)- O

COROLLARIO 1.2.2. Sean my,...,my, € N enteros positivos. Supongamos que se da una de las
dos propiedades siguientes:

e O bien la caracteristica de K es distinta de 2.
e O bien la caracteristica de K es 2 pero m; > 2, para cada i, 1 <i < m.

Sea f € K[X1,...,Xmn] un polinomio libre de cuadrados. Supongamos que la hipersuperficie que
define Vy(f) € A™(K) no contiene a hiperplanos verticales de la forma {X; = a;} para algin
i€{l,...,m} y para algin a; € K.
Entonces, el polinomio F(T4,...,Ty) = f(T{" 4T, ..., T +T,,) € K[Th,...Ty] es también
libre de cuadrados.
DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente aplicacién polinomial:
7: A™(K) — A™(K)
(t1y b)) — (BT 4y, BT b)),

y el correspondiente morfismo de K-dlgebras.

" SK[Xl,...,Xm] — K[Th,Tm]

X, — T+ T;.
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Nétese que en el caso caract(K) = 2, como m; # 1 en este caso, T no es constante en ninguna
coordenada. Si caract(K) # 2, incluso tomando m; = 1, 2¢; no es constante porque 2 es unidad
en K.
Comencemos observando que, bajo nuestras hipotesis, la aplicacion polinomial 7 es suprayectiva.
Como K es algebraicamente cerrado, dado a € K un elemento cualquiera, el polinomio siguiente
siempre posee raices en K:

P(T):=T™ +T —a.
Sim; > 2 es claro que P,(T') es un polinomio no nulo que posee raices en K. Si la caracteristica
de K es distinta de 2, y si m; = 1 entonces:

P,(T)=T" +T—-a=T+T—-a=2T—a,

este polinomio también es el polinomio no nulo (2 es inversible en K) y también posee una
raiz en K. El caso m; = 1 y caract(K) = 2 ha sido excluido intencionadamente en nuestro
enunciado.
En particular, bajo las hipétesis del enunciado, dado a € K y dado uno cualquiera de los m;,
siempre existe z € K tal que:
Z™ 4+ z—a=0.

Del mismo modo, dado (aq,...,an) € A™(K) existirdn (z1, ..., zm) € A™(K) tales que:

2"+ 2z —a; =0,1<i<m.

En conclusién, 7 es suprayectiva y, por tanto, 7% es un monomorfismo de K-algebras. Ademads,

podemos identificar K[X1,...,X,;»] con un subanillo de K[T4,...,T,,]. Adicionalmente, 7*
permite definir una extensién entera de anillos. Claramente, dado T; € K[T1,...,Ty,] la
siguiente es una ecuacién de dependencia entera de T; sobre K[X,...,X,,] (identificado con

T(K[X1, ..., Xm])):

T+ T, — 7" (X;) = 0.
Es claro que si caract(K) # 2y m; € N, m; > 2, esta es una ecuacién de dependencia entera
de grado m;. Si caract(K) # 2y m; = 1, también es una ecuacién de dependencia entera,
porque 2 € K es no nulo en K y es unidad en K[Xy,...,X,,]. Si caract(K) =2y m; > 2,
también es una ecuacién de dependencia entera. Dado que {71,...,T,,} son elementos enteros
sobre K[X1,...,X,,], la K-dlgebra finitamente generada que engendran (i.e. K[Ty,...,T])
es también una extensién entera de K[X7,...,X,,] (identificado con 7*(K[X71,...,X,,])). Por
la Proposicién A.3.2, si R C B es una extensiéon de anillos, B = Ray,...,a,|, R-algebra
finitamente generada, y {ai,...,a,} enteros sobre R, entonces B es entero sobre R. Por
los Teoremas del Ascenso y Descenso de Krull-Cohen-Seidenberg (ver el Corolario A.3.9),
dado que 7 : K[Xy,...,X,,] — K[T1,...,T,;] es una extensién entera de anillos y ambos
son dominios de factorizaciéon unica, consideramos la propiedad siguiente: Para cada ideal
primo p € Spec(K[Ty,...,Tn]), sean p¢ = (7%)~1(p) € Spec(K[X1,...,X,,]) su contraccién a
K[X1,...,X,,]. Entonces, las alturas y coalturas satisfacen

ht(p) = ht(p°),
coht(p) = coht(p®).

Recordemos, ademds, que si V' C A"™(K) es una variedad irreducible, ¢ : A"(K) — A™(K)
una aplicacién polinomial, ¢* : K[Y3,...,Y,,] — K[X1,...,X,] el morfismo de K-élgebras

asociado y p = I(V) el ideal primo asociado a V, entonces, si W = ap(V)Z es la clausura Zariski
de la imagen de V por ¢ se tiene que:

(W) =p©.

Por tanto, consideremos V' C A™(K) una variedad irreducible, y sea W = T(V)Z la clausura
Zariski de la imagen por 7 de V. Se tiene:

dim(V) = dim(K[V]) = coht(p) = coht(p®) = dim(K[W]) = dim(W).

Es decir, para el morfismo 7 definido al comienzo de esta prueba y para cualquier variedad
algebraica irreducible V' C A™(K) se tiene que

z

dim(V) = dim(7(V)").
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Consideremos ahora el polinomio F(Ty,...,T,,) = f(I7" + T, ..., T;n™ + T,;,) del enunciado.
Observemos que:
F=7"(f)=(for)(Th,...,Tn).

Como f € K[X1,...,X,,] es no nulo y 7* es monomorfismo en nuestras condiciones, entonces
F # 0 es un polinomio no nulo. En particular, Vi (F)) C A™(K) es una hiper-superficie no trivial.
Por el Teorema del Ideal Principal de Krull (ver Teorema A.2.5), Vi (F') es de dimensién m — 1
y todas sus componentes irreducibles son de dimensién m — 1. En particular, por lo visto
anteriormente, si V' C V4 (F') es una componente irreducible de Vi (F), se tiene que:

m—1=dim(V) = dim(7(V)"),

ademads, por el Lema 1.2.1 anterior, T(V)Z es una variedad algebraica irreducible. Adicional-

mente, tenemos la siguiente igualdad

VA(F) = {(tla v atM) € Am(K) : T(tla s atm) € VA(f)} = T_l(VA(f))'
De otro lado, como 7 es suprayectivo, tenemos que

T(Va(F)) = Valf)-

En particular, consideremos que si V' C V3 (F) es una componente irreducible de Vi (F) C
A™(K), entonces (V)Z C Va(f) es una variedad algebraica irreducible. Ademds, de nuevo por
el Teorema del Ideal Principal de Krull, las componentes irreducibles de Vi (f) son todas de
dimensién m — 1. Esto significa que si V' C V3 (F) es una componente irreducible, entonces
T(V)Z C Va(f) es una componente irreducible de Vi(f). Tenemos asi una aplicacién bien
definida:
{V CVA(F) : Ves irreducible, dim(V) = m — 1} — {W C Vi (f) : W irreducible, dim(W) = m — 1}

Vi— T(V)z.
Consideremos ahora i € {1,...,m} y el polinomio:
oNT™ + T, .
M = miﬂm"_l +1€ K[Tl, Ce ,Tm}
oT;

El polinomio miTimF1 + 1 no se anula idénticamente en ninguna componente irreducible de
Va(F). Para probar esta afirmacién, procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que
existe V' C V3 (F) una componente irreducible de Vi (F') sobre la que se anula idénticamente
el polinomio miTim"—1 + 1. Por nuestra eleccion de myq,...,m.,, en cualquier caso éste es
un polinomio univariado no nulo con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado K.
Entonces, se descompone completamente en K, es decir, existen {z;1,...,%m,—1y € K no
necesariamente todos distintos tales que:

m;—1

ml'T;-Tni_l +1= m; - H (n - Zi,k)a

k=1

€como miTim'i_1 + 1 se anula idénticamente en V', entonces,

mi—l

V C VA(miTimlfl + 1) = U VA((TZ — Zi,k))-
k=1

Como V es irreducible, existirfa kg € {1,...,m; — 1} tal que
V C VAT — ziko))-
Entonces, sea a; = z:"ko + 2k, € Ky tendrfamos que
(V) S 7(Val(Ti — 2ik,))) = Val(Xi — aq)).

Por tanto, T(V)Z C Va((X; — a;)). Pero como mz es una componente irreducible de Vi (f),
habriamos llegado a contradiccién con una de las hipdtesis de nuestro enunciado.
Consideremos ahora la aplicacién polinomial VF : A™(K) — A™(K) y supongamos que existe
una componente irreducible V' C V4 (F') sobre la que este gradiente se anula completamente.
Escribamos 7 = (71, ...,7;) donde
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Observemos que

or; _{ sii£k 0

T, \ sii=k mpT™ '+ 1
Ademds, se tiene la siguiente igualdad para cada z € A™(K)
OF " of 0Ty,
ﬁ(z) = Z 87(7(2)) T (2).
% =1 k i
Luego
OF of or; of i—1
— . = - (m; T 1),
) = S ) FE ) = ) T 4 1)
donde z = (z1,...,2m). En forma matricial, tenemos Vz € A™(K):
mip—1
miz B + 1 O . O o
37{71 (Z) ! m2212ﬂz*1 +1 3){1 (T(Z))
(1.2.1) : = . _ : 7
OF . . of
3 (2) 0 ety 1)\ )
Hemos visto que existe un abierto Zariski i C V en el que Vz = (z1,...,2,) € U se tiene:
m; -2+ 1 #£0.
En particular, para cada z = (z1,. .., z;,) € U, la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones
lineales 1.2.1 es una matriz no singular. Como & C V' y VF se anula idénticamente en V, a
partir de 1.2.1 tendremos que Vz = (21, ..., 2, ) € U se verifica el siguiente sistema de ecuaciones
lineales homogéneo:
mi—1
mizy . +1 0 ce 0 af
0 st 11 2 (7(2))
(1.2.2) ] = :
0 ' ‘ of
0 mmz»rry?M71 +1 OXm (T(Z))

Como la matriz diagonal de coeficientes tiene rango n, concluiremos que para todo z € U:

Vi f = (;))‘é (T(2))s-- -, a(ym (T(z))) =(0,...,0).

Por tanto, habremos concluido que V f se anula completamente en 7(U), con U abierto Zariski

no vacio de V. Por tanto, Vf se anula completamente en la clausura Zariski T(U)Z de la
imagen 7(U). Como V es irreducible, U =v y como T es continua para la topologia de
Zariski, tendremos que (U ) € 7(U)  luego

- —_—z z -

V) =7U’) cTU) =rU).

En conclusion, V f se anula en (V)Z. Por lo probado anteriormente, T(V)z es una componente
irreducible de Vi (f). Habr{amos probado asi que V f se anule en alguna componente irreducible
de Vi (f). Usando el Lema 1.2.1, esto contradice la hip6tesis de que f es un polinomio libre de
cuadrados. En conclusién, VF' no se anula completamente en ninguna componente irreducible

de Vi (F) y, por tanto, F' es un polinomio libre de cuadrados.
O

TEOREMA 1.2.3 (Teorema de Perron Generalizado). Sean Q1,...,Qn+1 € K[X1,..., Xn]
polinomios no constantes con deg@; = d;. Sea V. C A™(K) una variedad algebraica equi-
dimensional afin de dimensién n y grado D. Si la aplicacion @ = (Q1,...,Qn+1) : V —
A"TYH(K) es genéricamente finita, entonces existe un polinomio no nulo W(Th,...,Thi1) €
K[Ty,...,Tni1] tal que:

Z) W(Qla e '7Qn+1) =0enV.
i) degW(Tjh, Tg2, ..., TH 1) < DI d.

Jj=1
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el cuerpo K es algebraica-
mente cerrado y que V es irreducible. Sea el morfismo Q : V. — A""(K). Sea Q(V) la
imagen de V' y Z = Wz su clausura Zariski. Una simple comprobacién muestra que como
V' es irreducible, Z es una variedad irreducible también. Por definicién de Z, Q : V — Z es
dominante. Ademads, por ser genéricamente finita existe un abierto Zariski U C Z tal que U es
denso Zariski en Z,U C Q(V) y para cada z € U la fibra Q! ({z}) es cero-dimensional (i.e. un
conjunto finito de puntos). Por el Teorema de la Dimensién de la Fibra (véase Teorema B.1.6),
existe U’ C Z otro abierto Zariski tal que Vz' € U’, se satisface la siguiente igualdad:

dim Q' ({#'}) = dim(V) — dim(Z2).
Como Z es irreducible, V =U NU' # ) y por tanto, Vz € V se tiene:
0 =dimQ *({z}) = dim(V) — dim(Z2),

y por tanto, Z es irreducible y de dimensién igual a la dimensién de V. Ademas, dim(V) = n,
luego, por el Teorema del Ideal Principal de Krull (véase Teorema A.2.5), Z es una hipersuper-
ficie irreducible en A" (K). Por tanto, I(Z) es un ideal principal generado por un polinomio

w € K[Zy,..., Znt1] que, necesariamente, es irreducible en K[Z1, ..., Z,41].
Por el Corolario 1.2.2 precedente el siguiente polinomio p es irreducible en K[T7, ..., Tyy1]:
p(Ty, .. Toir) = (TP + T, T 4 Togy) € KT, . T

Consideremos W C A"+1(K) la hipersuperficie de los ceros de p:
W = Va(p) = {w € A" (K) : p(w) = 0}.
De nuevo, W es una hipersuperficie (i.e. de dimensién n) en A" (K). Consideremos Z C
A"THK) x A"T1(K) la siguiente variedad algebraica:
Z={(z,w) e A" (K) x A" (K): z; =w® +w;,1 <i<n+1z€Z},
y consideremos la proyeccién candnica
7 A"THK) x AMT(K) — A"TH(K).
(z,w) — w.
Veamos que 7r1(Z~) = W. Claramente, si (z,w) = (21,...,2n+1, W1, .., Wpyt1) € Z. Tenemos
las siguientes ecuaciones:
w(z1, ..., 2n+1) =0,

zi:wfi—i—wi,Vlgign—i—l.

Por tanto w(wil1 + wi, ... 7“’23:11 + wpy1) = p(wy, ..., wyi1) = 0y habremos concluido que
1 (Z) Q W

Por otro lado, sea w = (wy,...,wy41) € W un punto cualquiera. Definimos los siguientes
puntos:

Z ::wfi—i—wieK,l <i<n+1.
Como p(wi,...,wyy1) = 0 entonces w(z1,...,2n41) =0y 2 = (21,...,2n+1) € Z, con lo que
concluimos que 3(z,w) € Z tal que 71(z,w) = w y habremos concluido 71 (Z) = W.
Definimos finalmente la variedad algebraica

V= {(u,w) € A™(K) x A""Y(K):u e V,(Qu),w) € Z)}.
Como @ : V — Z era dominante, entonces también es dominante
Q:V—Z
(u, w) — (Q(u), w).
Como m; es suprayectiva sobre W, tenemos un morfismo dominante:
=1 O é VW
(u, w) — w.

Adema&s 7 es una proyeccién lineal, por la Proposicién B.2.7 tendremos que

~ % ~

deg(W) = deg(m(V) ) < deg(V).
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Por la Desigualdad de Bézout (cf. Teorema B.2.9), tenemos que:

N n+1
deg(V) < deg(V) <H dz—) :
=1

Como W es una hipersuperficie, por la Proposicién B.2.4, su polinomio minimo (en este caso
el polinomio p) verifica que el grado geométrico de Y coincide con el de p, es decir,

deg(W) = deg(p).

En conclusién, se tiene la siguiente desigualdad:
. n+1
deg(p) = deg(Y) < deg(V) < D (H di) :
i=1

O

El siguiente resultado muestra una version con matriz triangular de la Normalizacion de Noether.

LEMA 1.2.4. Sea a un ideal no mezclado (i.e. todos sus primos asociados tienen la misma altura,
ver Definicion 11) en el anillo de polinomios K[X1,...,X,,]. Entonces, existe una matriz B
triangular superior de la forma siguiente:

1 b172 bl,g e bl,m
1
0 1 bmfl,m
1

tal que se verifican las siguientes propiedades:

i) Consideramos las formas lineales:

=X+ Y bixXr,
k=i+1

y las clases que definen modulo a:
i=li+ae®EuXul [ 4 < <m,

Si k = coht(a) = dim(K[X1,...,X;z] / a), entonces, las clases siguientes:
{Iy,..., 1k},

son algebraicamente independientes sobre K.
1) La siguiente es una extension entera de anillos:

K[, ..., 0] = K[Xlw--aXm]/a.

Mads ain, si V€ A™(K) es una variedad algebraica equi-dimensional afin, la proyeccidn si-
guiente es un morfismo finito y suprayectivo:

74V — AF(K)
(1, oy zm) — (@1, @m)y o (@1, )y

donde k = dim(V') es la dimension de Krull de V.

DEMOSTRACION. Como K[X7,..., X,,] es un anillo catenario y a es un anillo no mezclado,

entonces ht(a) + coht(a) = m (véase el Corolario A.4.9). Demostraremos el enunciado por
induccién en la altura de a.
Para el caso ht(a) = 1, como el Lema de Gauss afirma que K[X7,...,X,,] es un dominio de
factorizacién unica y, ademads, es noetheriano, se tiene que todo ideal primo de altura 1 es
principal (véase la Proposicién A.2.6). Como a es un ideal no mezclado de altura 1, tendrd una
descomposicién en ideales primarios como la siguiente:

a=a;MN---Nag,
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con cada a; ideal p;-primario cumpliendo que coht(p;) = coht(a) y por tanto, en este caso,
ht(p;) = 1. Como en todo domino noetheriano se cumple que todo ideal p-primario, con p
principal, es principal (véase Lema A.2.7), se cumple por tanto que todo a;,1 < i < s es
principal, y por ultimo, a serd principal y no nulo. Es decir, existe f € K[Xq, ..., X;»] no nulo
tal que a = (f). Consideremos la descomposicién en componentes homogéneas siguiente:

f:fd(Xlw'me)+fd71(X1a~"7Xm)+"'+fO(X1,'~';Xm)7

donde f; € K[X1,...,X] es un polinomio homogéneo de grado i y, ademds, podemos suponer
fa(Xq,..., X)) # 0. Consideremos la matriz siguiente:
10 ... 0 —a
1
A= : € My (K),
O 1 —Qm—1
1
que es triangular superior con unos en la diagonal principal. Consideremos un nuevo conjunto
de variables {Y7,...,Y,,} dadas por el cambio lineal de coordenadas que representa A:
Y1 X1
Cl=al
Yo Xm

En términos de ecuaciones, se estan considerando las variables:

Yl = X1 — ale
Y2 = X2 - ang
Y1 = Xoo1—0m—1Xp

Yo = Xm

y la inversa de la matriz A se obtiene despejando de las anteriores igualdades:

X, = Yi+a1Y,
Xy = Yy + a2y,
Xm—1 = Yo +ama1Ynm

Xm = Y'm

que, en términos de matrices, quiere decir que la matriz inversa de A es:

1 0 ... 0 a
1
Al = € My (K),
O 1 A —1
1

Consideramos el cambio de variables determinado por la matriz A. Por tratarse de una matriz
inversible, se trata de un isomorfismo de anillos y K-dlgebras:

¢ K[Xy,..., X — K[Y1,..., Y,
gr— go A™L.

Consideremos ahora las componentes homogéneas f;,0 < i < d del polinomio f. Supongamos
que tienen la siguiente forma:

(1.2.3) FilXe, o Xm) = > aDXp - X

[p|=1
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para cada 4,0 < i < d. Reemplazando las variables {X1,..., X,,} por las {Y7,...,Y,,,} segin
la transformacién que define A tendremos su imagen:

gi *= (I)(fz) = Z af})(}/l + (LIY;‘VL)M1 o (mel + amflym)umilyyﬁma
[pl=i

que, desarrollando y reordenando, se llega a la expresién:

gi = Z al(f)al . a#f;wi—llymuﬁr».ﬁrum +hi(Ya, ..., V),
|p]=i

donde h; € K[Y1,...,Yy] cample degy. h; <i—1 (donde degy. es el grado con respecto a la
variable Y,,,). Como |p| = 4, la identidad anterior queda:

gi = Z aldayt - abm |V + hi(Ya, . V).
|p]=i
Precisamente el coeficiente del término Y, en la anterior expresién es, sustituyendo en la Ex-
presién 1.2.3:

fi(al,...,am_l,l): Z (l)al Cll;nm__ll

Haciendo uso del isomorfismo &, se tiene:

y como se ha visto que se cumple degy (®(f;)) < i, se tiene:

(b(f) = fd(a/la sy Om—1, 1)}/77% +H(Y17 .. 7Ym)7
donde

H(Y1,...,Yy) =ha(Y1,...,Y) +Z<I>(fi),

es un polinomio de grado a lo sumo d — 1 con respecto a la variable Y,,. Es decir, podemos
escribir

d—1

O(f) = falar, . am-1, DY, A+ F(Yi,. . Y)Y

i=0
Se escoge un punto (as,...,am,_1) € A™ 1K) tal que fy(a1,...,am_1,1) # 0. Este punto
existe porque el espacio afin es denso como subespacio del espacio proyectivo con la topologia
de Zariski. Por tanto, sea la expresion siguiente del polinomio homogéneo fq(X1,...,Xpn):

d
fd(Xla-- 7Xm) = ij(Xlaamel)Xgn
j=0

donde deg(fj) =d — j. En caso de que f4(ai,...,am—1,1) = 0 para todo (a1,...,am-1) €
A™~1(K), se tendria la siguiente igualdad:

d
fd(Xla"' m— 17 Z Xl;-“a m,1)20
7=0

y como cada f](X 1,5 Xm—1) tiene grado distinto, la anterior igualdad implica la siguiente:
Fi(Xt, o Xpn1) =0V), 0<j <d

y por tanto el polinomio f4(Xi,...,X,,) serfa el polinomio nulo, contradiciendo la hipétesis.

Por tanto, sea (a1, ...,a,_1) € A™1(K) tal que f4(ai,...,am_1,1) # 0. El polinomio siguien-

te define una ecuacién de dependencia entera de Y, sobre K[Y7,...,Y,,_1]:

d—1

91, Y) = falar, .. am, DYE + Y F(YV1, . Yo 1) Y
i=0
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Nétese que la expresién anterior es ménica con respecto a la variable Yy, (fa(a1,...,am-1,1) €
K\ {0}). Equivalentemente, la siguiente extensién de anillos es entera:
K[Yh ey }/’rn—l] — KD/la cee 7Ym—1][Y7n] = K[Yh cee 7Ym]7
Por otra parte, como la siguiente extensiéon es entera:
K[V, V] o Bl [
(9)
y como g = ®(f) y ®(a) = (P(f)), entonces se tiene una extension entera de anillos:

K[Yi,...,Ym 1] = K[Yi, ..., Y] %K[Yl’-~~vym]/(g) gK[le'--va}/a.

Seal; =Y; = X; —a; X, 1, <i<m—1. Al ser {Xy,...,X,,} algebraicamente independientes
sobre K, también lo son {X; +a,...,X,,—1 + a} y por estar ante una extensién entera (y por
tanto algebraica) también {l; + a,...,l,,—1 + a}. Para el paso inductivo, sea a un ideal no
mezclado con ht(a) > 2. Como no es el ideal nulo, existe un polinomio f € a que no es ni nulo
ni unidad. Por un razonamiento anédlogo al caso anterior, existen unas variables {Y1,...,Y,,}
dadas por la matriz siguiente:

10 ... 0 -m
Y, X, 1 X,
(1.2.4) ]l =A[ | = : : S
Y., X O 1 —apm_1 Xm
1

tales que la siguiente es una extensién entera de anillos:
K[Yl,-..,Ymil];) )(1,...7 /f

Consideremos ahora el ideal b := a/(f) en K[X1,...,X,,]/(f). Como K[Xq,...,X,,] es

catenario, se cumple:
hi(o) = ht (*/ (1)) = ht(a) = BE((1)),
y por el Teorema del Ideal principal de Krull (ver Teorema A.2.5), se tiene:
ht(b) = ht(a) —

Sea la contraccién b¢ = b NK[Y7,...,Y;,—1]. Por los Teoremas Going-up y Going-Down de
Krull-Cohen-Seidenberg (ver Corolario A.3.9) se tiene:

ht(6°) = ht(b) = ht(a) —

Como b es no mezclado, b€ también lo es. Aplicando la hipétesis inductiva, existird una matriz
del tipo siguiente:

1 b2 b1z ...  brm-1
1
B= . : € My 1(K),
O 1 bm72,m71
1

tal que considerando las nuevas variables:
Z Y1
(1.2.5) ; =B :
Zm—1 Y1

se tiene una extension entera de anillos, siendo el primero un anillo de polinomios en las variables
{Z1,...,7Z,} algebraicamente independientes sobre K:

K[Zl,...,ZT] N K[Yl,..-;mel]/bC’
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donde r es la dimensién del anillo cociente K[Y7,...,Y,,—1] /b Ademds, por el segundo teo-
rema de Isomorfia se tiene:

K[Xy,... /f/ - K[Xq,..., m/ // ~ Xh.”?Xm}/a‘

Por propiedades de las extensiones enteras (Proposicién A.3.2), la siguiente extension es entera:
(1.2.6)

i K[Z1,..., 2] <_>K[Y17~-->Ym71]/hc%K[Xl"“’Xm]/(f)/bcgK[Xu--~7Xm}/

Como la composicién de extensiones enteras es entera, la extensién i : K[Zy,...,Z,] <
K[X1,...,X,,]/a es entera y como r = dimKJ[Y3,...,Y,,—1] /b y por las propiedades de
las extensiones enteras, se tiene la siguiente igualdad:

a

dimK[Yi,. .., Y 1] = dim KX1, -, X /f’

y por tanto, se tiene:

gim KIY1, - .,meﬂ/bc = dimK[Xl’ o ’Xm]/(f)/bc,

y por tanto, se concluye que r = coht(a) = dim (K[X7, ..., X,,] / a).
Por 1ltimo, combinando las matrices de las expresiones 1.2.4 y 1.2.5, la extension i se expresa
en forma matricial:

0 X, X4
B N
)= (ﬂﬁ) Al 2= = |
Zm X'"L Xm
B| O . . . . .
y como Ay 0 T7d ) Son matrices triangulares superiores con unos en la diagonal principal,

el producto C' también. De nuevo, escogiendo las formas lineales I; segiin esta matriz, se tienen
las propiedades i) y 7).
Para la ultima interpretacién geométrica, sean la matriz C":

1 Ci2 €13 ... Clm
1
C= . : ,
O 1 Cm—1,m
1

y las formas lineales [; := X; —|—Z;n:i+1 ¢i,; X; obtenidas de aplicar el teorema al ideal a := I(V),
que por ser V equi-dimensional, es no mezclado (Proposicién A.2.4). Definimos la proyeccién:

w:V — A"(K)
(1, zm) = (@1, )y e (1, ).

Es claro que la transformacién asociada entre las respectivas K-algebras:

L KIAK)] 2 K[Z1,. .., Z,] — K[V] = KIX1,. ., X /1
es precisamente la inclusién i de la expresion 1.2.6. Por tanto n#* = i define una extension
entera de anillos, o equivalentemente, 7 es un morfismo finito suprayectivo. O

1.3. El Nullstellensatz de Jelonek en el caso sub-determinado.

Siguiendo una tradicién terminolégica no siempre bien aceptada, trataremos en esta seccion de
probar el Nullstellensatz efectivo de Jelonek en el caso subdeterminado. El caso “subdetermi-
nado” hace referencia al caso en el que se discuten propiedades de una familia {f1,..., fr} de
funciones definidas en un espacio de dimension n con k < n. En este caso, la adaptacion es
imprecisa pero ilustrativa: dispondremos de un nitimero de ecuaciones k, con k menor que la
dimensién del espacio ambiente n, y que de modo no genérico, carecen de un cero en comun.
Lo usual (y genérico) es el caso k = n + 1 para, genéricamente, no tener ceros comunes.
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LEMA 1.3.1. Sea V C A™(K) una variedad algebraica equi-dimensional afin. Sea I(V') el ideal
asociado, y sea I(V x K) CK[X,... X, Z|, donde Z es una nueva variable, algebraicamente
independiente de {X1,...,X;n}. Dada la inclusion de anillos siguiente:

K[X1, ..., Xp] = K[X1, ..., X, Z],
sea I(V)¢ la extension a K[Xy,..., X, Z] del ideal I(V) C K[Xy,...,X,,]. Entonces, se tiene:
(V) =I(V x K).
Mds ain, con la identificacion K[ X1, ..., Xm, Z] = K[X1,..., Xm][Z] se tiene un isomorfismo
natural de K-dlgebras como el siguiente:
K[V x K] = K&, "X’"HZ]/[(V xK) K[V][Z],

5 5
S Pi(Xy,.. X)) Z + I(V xK) — Y (P +1(V))Z,
i=0 i=0
donde K[V] =K[X1,...,Xn]/I(V) es el anillo de funciones polinomiales definidas en V.

DEMOSTRACION. Sea P € K[X}, ..., X,,, Z] un polinomio cualquiera. Supongamos que su
expresién como polinomio en K[X1, ..., X,,][Z] es dada por la siguiente expresién:
é
(1.3.1) P=> Pi(X1,...,Xm)Z', Pi(X1,..., Xm) €K[X1,..., Xp].
i=0

Probemos que las afirmaciones siguientes son equivalentes:

i) P(X1,...,Xm, Z2) € I(V xK).

ii) Pi(X1,...,Xm) € I(V) para cada i € {0,...,d}.
Si f(Xi,...,Xm) € I(V) es un polinomio dependiente solamente de las variables { X1, ..., X, },
que se anula en V', entonces se cumple:

flar,.. . xm,2) = f(z1,...,2m) =0, V(z1,...,2,) € VVz e K.

Luego I(V) C I(V x K) y por definicién de la extensién de un ideal, se tiene que I(V)¢ C
I(V x K). En particular, si P € K[X},..., X, Z] es dado por la expresién:

)
P= ZB(XlaaXm)Z’L7
i=0

y si P, € I(V) para cada i € {1,...,d}, entonces, P; € I(V)¢y P/(X1,...,Xm)Z' € [(V)©
I(V x K) para todo i € {1,...,d}. Por tanto, la suma P = Zf:o P(X1,...,Xm)Z € I(V)©
I(V x K). Para la otra implicacién, se hace uso de que K es un cuerpo infinito. Supongamos
que el grado con respecto a la variable Z de P esta acotado por § debido a la expresién 1.3.1.
Sea ahora {z1,...,2s+1} C K una familia de 6 + 1 puntos distintos de K, que existen por tener
cardinal infinito. Sea x € V' un punto cualquiera y consideremos el polinomio:

N 1N

5
Pyi=P(xy,...,2m, 2) =Y _ Pi(z1,...,2m) 2" €K[Z].
=0

Noétese que P, es un polinomio univariado dependiente de Z, y con grado acotado por §. Por
construccién, los siguientes puntos son puntos de V' x K:

{(x,z1)y. ., (x,2641)} CV x K.

Como P € I(V x K), se tiene que P(x,z;) = 0, para cada ¢ € {1,...,6}. Entonces, P,(Z)
verifica:
Py(z)=P(z,z;)=0,Vie{l,...,d + 1}

Pero si un polinomio univariado de grado menor o igual que ¢ tiene § + 1 raices distintas,
debe ser el polinomio nulo, es decir, todos sus coeficientes son nulos. Como los coeficientes
son precisamente los valores P;(z1,...,2,) y por tanto se ha probado la otra implicacién. Por
tanto, si P = 320_ P;Z" € I(V xK), entonces P; € I(V'), con lo que P;Z € I(V)¢ y concluimos
que P € I(V)°. En conclusién, la equivalencia anterior significa I(V x K) C I(V)® y tenemos
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la igualdad del enunciado. Para el isomorfismo, comencemos considerando la identificacion
siguiente:

i:K[X1,...,Xn][Z] — K[X1,..., Xm, Z],
s 5
DY Pz )y PiXi,.. Xn)Z'
i=0 i=0
y consideramos la proyeccién canénica 7 sobre el anillo cociente siguiente:
7 K[X1, ..., Xm, Z] — K[V x K] gK[Xl’--me’Z]/I(V < K)

P— P+I(V xK).

Consideremos la composicién woi : K[X1,..., X,,][Z] — K[X1,..., Xm, Z]/ I(V x K).
Como 17 es isomorfismo, entonces moi sigue siendo suprayectiva. Por la equivalencia demostrada,

el nicleo son los polinomios P € K[X7,...,X,,][Z] de la forma:
6 .
P=> PZ P eK[X,...,Xn]
i=0

de tal modo que P € I(V x K). Por tanto, el nicleo de 7 o4 son los polinomios P de la forma
precedente tales que P; € I(V'). En conclusién, por el Teorema de Isomorfia se tiene:

K[V][Z] = (K[Xh...,Xm]/I(V)) 7] = K[Xh...,Xm,Z]/ker(ﬂ_oi) ~ K[V x K.

O
LEMA 1.3.2. Sean k,n,m € N tres enteros positivos verificando k < n < m. Sea p =
(1,-- s pins1) € N1 un ezponente monomial y sea N = |u| = pu1 + -+ + pns1 su grado
total.
Sean {X1,...,Xm,Z} un conjunto de m + 1 wvariables algebraicamente independientes sobre

K. Sean {f1,...,fx} C K[X1,...,X,s] polinomios que dependen solamente de las variables
{X1,...,X,}, tales que deg(f;) = d;, 1 <i <k, y se tiene:

di>dy>--->dp>1.

Supongamos, ademds, que se verifica la siguiente desigualdad:

k
N1d1+"'+,uzkdk+/lfk+1+"'+Mn+1SD'Hdia
i=1

donde D € N es otro entero positivo. Consideremos una matriz triangular superior con unos
en la diagonal principal de la forma siguiente:

1 a2 a13 ... Gin+1  Glnt2  --- Gl mtk
1 a2nt1 G2p42 oo Q2mik
€ M(nt1)x(m+k) (K).
0 1 apnt An n+2 cee Ap m+k
1 an4in+2 .- An41,m+k

Definamos la siguiente familia de polinomios:
i) Para cada i,1 <i <k, definamos:
~ m+k
l; = Z ai,ij_k S K[Xl, . ,Xm].
j=k+1
i) Para cada i,k+1<i<n+1:
m-+k

=Y ai;X;_; €K[Xy,...,Xp].
j=i+1
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iit) Para cada i,1 < i <k definamos
k
U, =2 fi + Z aijZ - fj+ 1l €KXy, .., Xpm, Z].
j=it1
i) Para cada i,k +1<i<mn+1, definamos:
U, =X+ 1; e K[X1, ..., Xn).

Consideremos el polinomio asociado a p y a las anteriores funciones dado por la siguiente

identidad:
n+1

Hy(X1, .., X, Z) = [ @2
i=1
Entonces, el polinomio H,, admite una representacion de la forma siguiente:

N k
Hy(X1,.. X, Z) = ) (Z HL{Eﬂ-) -2+ HY,
j=1 \i=1
donde N = |u| y se tiene:
i) HY) = HON (X1, ..., Xom) € K[X1, ..., Xo].
i) HY = HO (X1, ..., Xm) € K[X1,..., Xl
] k n+1 . .
), deg(HfL{Z)fi) <3 pidi + Zi:k—i-l wi,t €{1,...,k} yje{l,...,N}.
. 0
iv) deg(H,”) < |pl.
DEMOSTRACION. Haremos la demostracién por induccién en N = |pu).
En el caso N = 1, las condiciones se siguen de manera inmediata. Asi, si N = 1 podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que u3 =1y p; = 0, para2 < i < n-+1 o bien que pp41 =1
y #; = 0,1 <j <n. En el segundo caso, H, = ¥,,11 es una forma lineal en K[X1,...,X,,] ¥,
obviamente, se siguen las propiedades indicadas. En el primer caso, tendremos

k
H,=V,=27- f1+za1,j'fj + 1,
=2

y también se verifican las propiedades indicadas. Supongamos, entonces, que N > 2 y que
la propiedad se verifica para cualquier # € N+ tal que || < N — 1. Si g = (1, fns1)
tendremos dos casos:

i) Existe i, 1 <14 <k con p; > 1.

ii) Para cada i, 1 <i <k, u; =0.
El segundo caso se verifica de manera obvia, y sin necesidad de aplicar induccién, dado que:

n+1 n+1 n+1 B
H, = H U H = H (Xi + )™
=1 i=k+1 i=k+1

Como (X; + l;) es una forma lineal de grado 1, H, = H, ,SO) y la cota de grado del enunciado
se satisface trivialmente. Para probar el caso i), podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que p1 > 1. Asf pues, definiremos 0 = (01, ...,0,11) € N**! dado mediante:
0p=p —1,0; =p;, 1 <i<n+1.
Claramente |0] = |u| — 1 = N — 1. Por hip6tesis inductiva, tendremos:
nt1 N-1 &
(1.3.2) Hy= 1ol => O HY) )2+ 1),
i=1 j=1 i=1

donde Hé{i) e K[Xy,... ,Xm],H(go) € K[X1,...,Xm] y los grados verifican las desigualdades
siguientes:
degx(Héo)) S N — 17

k n+1
(1.3.3) degx (HY) - £:) <> i+ > 6;.
=1 i=k+1
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Tenemos que p =60+ (1,...,0), luego se tiene:

k
H, = (Z' (fr + Zm,ifi) + l~1> - Hy

=2

Efectuando el producto a partir de la identidad 1.3.2 obtendremos
(1.3.4)

N-1 k k k N-1 k
Hy, = Z ((fl + Zal,ifi) : (Z Hé?fi)) 27447 (fl + Zaufi) 'H§°)+Z li (Z Hé?ﬁﬁ) Zi+ L HY.
i=1 j

=1 i=2 i=2 i=1

Tomando cada uno de los términos separadamente, observamos que:

e El grado de los coeficientes de Z en los sumandos del primer término satisface que,
como deg(f1 + Zf=2 a1, fi) < di = max{ds,...,d}, tenemos:

K
degx ((fl +Y arifi) - Héf? : fi) <d;+ deg(H(()?i)fﬂ-

=2

Luego por la hipétesis inductiva 1.3.3, se tiene:

n+1 n+1
degx ( h +Za1 ifi H92f1> < di+(p—1 d1+ZMzd + > = Zﬂz i+ Y i < DHd.

=2 =2 i=k+1 i=k+1

e Los grados de los coeficientes de Z en el segundo término satisfacen:

k n+1 n—+1
deg(HY f) < 10]+ds < (1 — 1)+ > pit > pi+di < Zuld + Y < DHd
=2 1=k+1 i=k+1

e Los grados de los coeficientes de Z7 en el tercer término satisfacen:

n+1 k n+1

deg(l;Hy') £;) < 1+deg(HY) f;) < 14+(jn—1 dﬁz padit Y i <Y pdit > pi < DHd
1=2 i=k+1 =1 i=k+1 =1

e Por ultimo, el cuarto término de la suma precedente satisface:
deg(hHY) <1+ deg H” <1+10] = |u| < N.

Ahora, si expresamos H,, como polinomio en K[Xj,...,X,, Z], tendremos una pre-
sentacion de la forma:

H, Z (Z H;{in> 77+ HO.

= =1

Los polinomios H ;(LJ ) se obtienen agrupando coeficientes de Z7 que pueden aparecer en
alguna de las descripciones de los tres primeros términos de la expresién 1.3.4. Por
las cotas de grado que acabamos de explicar se tendré

n+1

deg(H,) ;) <Zuzd + 3 quDHdn

1=k+1
y se sigue el paso inductivo y el Lema.
O

TEOREMA 1.3.3. Sea V C A™(K) una variedad algebraica equi-dimensional afin de dimension n
y de grado D. Sean fi,..., fr € K[X1,...,Xm] polinomios no nulos con k < m. Sea deg f; = d;
ydi > >dg, 1 <1< k.

Si Va(fi,---, fx) NV =0, entonces existen polinomios gi,...,qx € K[X1,..., X,,] tales que:

i) La siguiente identidad se verifica en K[V]:

k
1= fig:
i=1



1.3. EL NULLSTELLENSATZ DE JELONEK EN EL CASO SUB-DETERMINADO. 17

1) Los grados de los productos g; f; verifican la siguiente igualdad para cadai € {1,...,k}:
k

deg(fig:) < D] ds-

=1

DEMOSTRACION. Consideremos I(V) C K[X1,..., X,,] el ideal de todos los polinomios que
seanulanen V., I(V)+(f1,..., fr) CK[Xy,..., X,,] el ideal suma de I(V') con el ideal generado
por {f1,..., fr}. Consideremos K[V] como el anillo de funciones polinomiales definidas sobre

V, esto es,
K[X4,...,X
K[v] = K[X1.- M]/I(V)'
Recordando que Vi (a + b) = Va(a) NV (b), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

) VVa(fi,..., fr) =0.
11) I(V) + (f17~~'5fk) - (1) en K[XlaaXm]
ili) El ideal generado por las clases {f1 + I(V),..., fr + I(V)} en el anillo cociente K[V]
es el ideal trivial, es decir,
(i +I(V), .o, o+ I(V)) = (1 + I(V)) en K[V].

iv) Existen polinomios Ay,..., A € K[Xq,..., X,,] tales que:

k
1= A fi € I(V).
i=1

Dividiremos la prueba en varias partes que se entrelazardn para dar la prueba completa de
nuestro enunciado.
Parte 1: Construccion de una deformacion a través de un isomorfismo birreqular de V x K
con una subvariedad W C A™T*(K).
Comencemos definiendo la siguiente aplicaciéon polinomial:
d:V xK— A™(K) x AF(K)
(2,2) — (2, f1(2)2, ..., fu(z)2)

Probemos la siguiente afirmacion:

AFIRMACION. El morfismo ® anterior es un isomorfismo birreqular con la clausura Zariski
de la imagen W = ®(V x K)z, En particular, ®(V x K) C A" *(K) es una variedad equi-
dimensional afin y ® es un embebimiento de V x K en A™T*(KK).

PRUEBA DE LA AFIRMACION. Observemos que se tienen las siguientes afirmaciones:
i) ®(V xK) CV x A¥K).
ii) Se definen los polinomios H; ; € K[X1,..., X, Y1,...Ys],4,5 € {1,...,k}, mediante
las identidades siguientes:
Hij(X1,o, X Vi, Ya) = fi(Xa oo X)) = f5(X0, o, X) - Vi
De forma sencilla se comprueba que estos polinomios se anulan en ®(V x K). Sea
(x,2) e VxKysea ®(x,2) = (z, f1(2)z,..., fr(z)z) su imagen:
Hi;(®(z,2)) = fi(x) - f3(x)z = f(x) - fi(z)z = 0.
iii) Dado que los polinomios H; ; se anulan en ®(V x K), entonces se anulan también en
su clausura Zariski W := ®(V x K)Z, por definicién de clausura Zariski. Por tanto,

Y(a,by,...,bp) €W = d(V xK) ,

se tiene:

e acV.

o fi(a)b; — b;fj(a) =0 para cada par 4,5 € {1,...,k}.

iv) Ademads, se tiene la igualdad siguiente:
W=V xK) =&V xK),
y ®(V x K) € A™*#(K) es una variedad algebraica afin y el morfismo
P:VxK—W,
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es suprayectivo.

Obviamente basta con que probemos que W C ®&(V x K). Asi, sea (a,by,...,by) € W.
Por i) sabemos que a € V y por #ii) sabemos que para cada par 4,j € {1,...,k} se
verifica

fi(a)b; — f;(a)b; = 0.

Definimos, entonces, el elemento u € K siguiente:

k
Z b € K.

Entonces se tiene:
b; :u-fi(a) Vi € {1,...,]@’}.
Para verlo, recordemos que como a € V, se tiene:

k

1= 4;(a)
j=1
Por tanto, se tiene:

Aia)- fil@) = 1= 4;(a)

J#

En conclusién,

k
u-fia) = [ D Aj(a) - b | fila) = Ai(a) - b; - fila) + Y Aj(a) - by - fila) =

Jj=1 VED

17214]‘((1)"]‘-]‘(1 b+ZA b fz )*

J#i J#i
=bi+ > Aja )b — fi(a) - b)) =
J#i
=bi+ > Aj(a)- Hij(a,by, ... .bm) = b;.
J#i

Por tanto, dado el punto (a,by,...,by,) € W, el punto (a,u) € V x K satisface

D(a,u) = (a, fr(a) - u,..., fm(a) - u) = (a,by,...,by),

y, por tanto, (a,by,...,by,) € ®(V x K) para cualquier (a,b,...,by,) € W. Tenemos
as{ probada la igualdad anunciada W = ®(V x K).
Ademas, podemos considerar la siguiente aplicacién polinomial:

U W=V xK)—VxK.

k
(a,bl,...,bk) — (a,ZAi(a) bz> .

Con los mismos argumentos descritos en iv), se comprueba que

Ademads, se cumple que

Uod = Idyxk.
Asi, sea (x,2) € V x Ky su imagen ®(z,2) = (z, fi(x)z,..., fr(z)z). Entonces
o1 (®(x,2)) = (a, Z L Ai(@) - fil®) - 2) = (2, 2) porque iy Ay(x) - fi(w) = 1.

Por tanto, ! = ¥, y ® es un isomorfismo birregular entre V x Ky W =
D(V x K) .
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En particular, y dado que ® es un isomorfismo birregular (o un embebimiento de V' x K en
A™*k(KK)), tenemos que se preservan también las respectivas dimensiones de Krull:

dim(W) = dim(V x K) =dim(V)+1=n+ 1.

Parte 2: Una Normalizacion de Noether apropiada a través del isomorfismo ®.

En esta segunda parte vamos a construir una normalizacién de Noether de V' x K, obtenida a
través del isomorfismo birregular ®.

Para ello, comencemos construyendo una normalizacién de Noether de W conforme al Lema
1.2.4. Como W C A™#(K) es la imagen de V x K por un embebimiento y al ser V equi-
dimensional, W también lo es, y por tanto existe una matriz triangular superior, con unos en
la diagonal principal A € 4,1, (K) tal que verifica lo siguiente:

i) Sean {Ty,...,Tu4x} las variables de A™**(K) dadas por la matriz A mediante:
Y Y
. 1 a1p a1z ... a1, m+k .
Tl X 1 .
. B Yi | Ys
=4 X | X1
Tm+k : O 1 Um+k—1,m+k :
. 1 .
Xm Xm
ii) Consideremos la submatriz A; de A formada por sus n+1 primeras filas y las variables
Y1
1 a o a :
T 11,2 1,m+k :
. . Y
. - Xl
Thi1 .
" O 1 Up4+1,n+2 .- Ap41,m+k .
Xm
Escribamos en forma de transformaciones lineales estas mismas variables:
k k+m
li(Yla"'aYkaXla"';Xm):}/i"_ Z ai,TYr+ Z ai,'r’erka
r=i+1 r=k+1

para cada 7,1 <7<k <n. Y paracada j con k+1 < j <n+1, se tendrd que [; €
K[X1,...,Xn] v no depende de las variables Y7, ...,Y,,, es decir, si k+1 < j <n+1,
tendremos

m
lj = Xj_k + Z aij,._k.
r=j+1
ili) La proyeccién siguiente es un morfismo finito y suprayectivo:
m: W C A™TH(K) — A"TH(K)
(.’,E, y) — (ll(iﬂ7y), cet ln"rl(xa y))

iv) Dado que ® : V x K — W es un isomorfismo birregular, también serd un morfismo
finito y suprayectivo el siguiente:

U=710®:V xK— A" (K).
En particular, tendremos la expresion siguiente para m o ®:
mo®(x,z) = (Vy(x,2),...,¥ui1(x, 2)),
donde
U(x,z) = li(z, zf1(x),...,2fx(x)), 1 <i<n+1

v) En particular, tenemos una extensién entera de anillos, que define la normalizacién de
Noether de V' x K buscada siguiente:

U* . K[Tl, e ,Tn+1] — K[V X K]
h(Th. .. ,Tn+1) — h(\l’l, .. .7\I/n+1) +I(V X K)
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Obsérvese, ademds, que los polinomios ¥; € K[X7,..., X,,, Z] que definen ¥ son de la forma
siguiente:

e Para 1 <i <k, recordando que k < n, se tiene:

k k+m
\Ili(Xh e 7Xm7Z) = Zfi(Xh e 7Xm) + Z ai,TZfT(Xlu CIR 7Xm) + Z ai,r : erk-
r=i+1 r=k+1
e Mientras que para cada j, k+1 < 7 <n+ 1 se tiene
m
Ui(X1, o X Z) = X+ Y - X
r=k+1
Dado que las ecuaciones f,..., fr han sido dadas con grados decrecientes, tendremos las si-
guientes estimaciones de los grados de ¥y, ..., ¥, 4:
i) Si degy(h) denota el grado en las variables {Xi,...,X,,}, sin tener en cuenta la

variable Z, de un polinomio h € K[X1,..., X, Z], se tiene:
o deg (¥;) = d;, para cada i, 1 <i < k.
o degy(V;)=1,paracadaj, k+1<j<n-+1

Las primeras igualdades se sigue porque:

degx (¥;) = max{degx (Z - f;),degx(Z - fit1),...,degx(Z - fr), 1}

Las segundas igualdades se siguen porque ¥; € K[X3,...,X,,] es lineal para cada
7, 1<j<n+1.
ii) Si deg,(h) denota el grado en la variable Z de un polinomio h € K[Xq,..., X, Z],
se tendrd que
deg,(U;)=1,1<i<n+1.

Parte 3: Una ecuacion de dependencia entera y ciertas cotas de grado.
Por construccién, tenemos que {¥q,..., ¥, 1} son algebraicamente independientes sobre K,
luego K[Wy, ..., U, 1] 2 K[Ty,...,Thi1] = K[A"H(K)]. Ademds, tenemos la extensién entera
de anillos siguiente:

K[TY, ..., Thy1] — K[V x K],
h(Tl, e ,Tn+1) — h(\Ifl, ey \IJ7L+1) + I(V X ]K)

Por el Lema 1.3.1, podemos identificar K[V x K] con el anillo de polinomios univariados con
coeficientes en K[V] siguiente:
K[V x K] 2 K[V][Z].
Como Z + I(V x K) € K[V x K] es un elemento del segundo anillo de la extensién entera
precedente, entonces existird un polinomio P € K[T1,...,T,+1][U], mdnico con respecto a la
variable U, es decir,
5—1
(1.3.5) Py(Ty, ..., Toy1,U) = U + ZPi(Tla ooy Ty)UY,
i=0
de tal modo que
5—1
Pr(Wy,... W1, Z) = Z°+ Y Pi(U,..., U 0)Z" € I(V x K).
i=0
De hecho, podremos tener una descripcién de Pz como elemento de K[X7,..., X,,, Z] con la
forma siguiente:
Pz(Wy,..., Wy, Z) = (14 A5)Z° + ZArZT,
r#d
con A4; € K[Xy,...,X,,]. Nuestro principal objetivo consiste en determinar ciertas propiedades
de estos polinomios A;.
Para comenzar, vamos a tratar de determinar una cota superior de los grados de los polinomios
Py(Ty,...,Tht1), para lo cual retomaremos el Teorema de Perron Generalizado (Teorema 1.2.3
anterior).
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Consideremos el cuerpo L = K(Z) = ¢f.(K[Z]) como cuerpo de fracciones del anillo de poli-
nomios K[Z] (véase la Subseccién A.1 un breve resumen de las propiedades esenciales). Con-

sideremos los polinomios ¥y,..., ¥, 1 € K(Z)[X1,...,X»] = L[X1,..., X como elementos
de ese anillo. Por el Teorema de Perron Generalizado (Teorema 1.2.3) existe un polinomio
W e L[Th,...,Thy1], verificando las siguientes propiedades:

1) W(\Ifl, “eey \IjnJrl) =0en K[V],

i) degy (W(T®, ..., T* Thyy,...,Tui1)) < DITE, di.
Los elementos de L. = K(Z) son cocientes de la forma %, con py qenK[Z]y ¢ #0. Del mismo
modo los coeficientes de W son elementos de LL y, por tanto, estdn definidos por un nimero
finito de elementos en K[Z]. Como K[Z] es DFU, podemos definir D(Z) € K[Z] como el minimo
comin multiplo de los denominadores de los coeficientes (no nulos) de W como elemento de
L[T1,...,Tm+1]. Nétese que D(Z) s6lo depende de la variable Z y que, multiplicando,

D(Z) -W e K[Z][Tl, . ,Tn+1] = K[Tl, . 7Tn+17 Z]

Ma4s atin, el grado con respecto a las variables {Ty,...,T,41} de D(Z) - W no cambia porque
s6lo multiplicamos por un polinomio en K[Z]. Asi, habremos probado lo siguiente:
Existe un polinomio W/(T1,...,Th41,Z) € K[T1,...,Tht1, Z] tal que se verifica lo siguiente:

) W/(Uy,..., U1, Z)=0en K[V x K],
i) degy W/(T™, ..., T Tis,...,Tus1,Z) < DI, di.

Ahora, recordamos que Py € K[T1,...,Tht1,Z] es la ecuacién minima de dependencia entera
de Z sobre K[T1,...,T,+1] de la extensién entera

K[Tl, e ,Tn+1] — K[V X K]

Por tanto, Py divide al polinomio W/(T4,...,Tyy1, Z). Es decir, existe h € K[T1,...,Tp41, Z]
tal que, por ser Pz monico con respecto a 7,

W/(Ty, ..., Tosr, Z) = W(Tr, ..., Tos1, Z) - Pz(Th, ... Tus1, Z).
Luego
W/(T1d17"'7T]gk7Tk+l7"'7T1’L+17Z) = h(T{h?"'7T];ik7Tk:+17"'7Tn+17Z)'PZ(T1dla"'aTgkaTk+la"'aT’rH—laZ)'

Finalmente
k
degr(Pz(T{", ..., T Tega, ..., Toga, 2)) < degp(W'(T{, .. T Tisr, -, Tu1, Z)) < D[] di-
1=1

Dados los polinomios Py(T4,...,Th+1) € K[T4,...,Tht1],0 < i < 4, de la expresién 1.3.5
anterior, supongamos Supp; := Supp(P;) su soporte (i.e. el conjunto Supp(P;) C N**1 de los
exponentes con coeficiente no nulo). Juntando todos los soportes, podemos suponer un conjunto
finito de exponentes monomiales

Supp := U)_; Supp; € N"*,
de tal modo que, anadiendo coeficientes nulos si fuera necesario, podemos expresar para cada
,0<i<6—1,P(T;...,Tht1) € K[Th,...,Thyt1] del modo siguiente:
Pi(Ty,....Topr) = Y aPT{ T
pnESupp

Sea N = max{|u| : u € Supp} y, por el Teorema de Perron Generalizado, sabemos que

k
dipin + -+ dppir + prs1 + -+ pingr < DHdi,V,u € Supp.
i=1
Mas aun, también tendremos N < D Hle d;. Consideremos ahora la especializaciéon P;(¥q,...,¥,11) €

K[Xy,...,X,][Z] v tendremos

R R S LT
HESupp
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Para cada i,0 < i < § — 1, y para cada u € Supp, aplicando el Lema 1.3.2, se verificara la
identidad siguiente:

] k
7 n 7 i, i 7,0
a/g)‘l'lfl W = aft) Z <Z Hz(hl])fl> 7 HA(L,O) ’

j=1 \I=1

donde Hﬁi}j) e K[Xy,...,Xn] y se verifica:

k
deg(H, fi) < D[] di,
i=1
. k
deg(H.')) < |u| < D] di-
i=1
A partir de estas identidades, obtendremos:

[l k
Pi(\:[ll, ey \I/n+1) = Z aEZ’) Z (Z Hf:f)fj) Z] + Hlal’bo)
nESupp j=1 \l=1

Reordenando los coeficientes, anadiendo ceros si fuera necesario, podemos reescribir esta tltima
identidad del modo siguiente:

N
(1.3.6) Py, W) = > ADZ" + AP,

r=1

donde A&i),A(()i) € K[X1,...,X,] v se tiene para r > 1,

k
i) . i (4,m)
AW = §j aly) <§ H fl>,
=1

HESupp
y parar =0
A¢ = 37l m).
HESupp
Escribamos, reordenando los sumandos
k
A9 =3 4%,
1=1
donde
(1.3.7) A= 3 oy
nESupp
Tendremos que
k
deg(AD f) < max{deg(H'" ) : p € Supp} < D] s,
i=1

mientras que deg(A(()i)) <N<D Hle d;. A partir de la identidad 1.3.6 obtendremos

6—1 N
P(Wy,.. Vi, 2) =20+ (Z AD zm 4 Ag“) Z.

=0 \r=1

Esto nos permite descomponer Py en tres trozos, sacando Z! como factor comin.

5—1
(1.3.8) Pr(Uy,.. W1, Z) = 1+ A)Z° + > 21y Ay + > APz,
1#68 iJlrQ;l i=1

donde, sacan
As= Y AV eK[Xy,...,Xn].

1+r=90
1<i
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Observamos lo siguiente:
e El polinomio As tiene la forma siguiente:

k k k
(1.3.9) As= D A=Y (Z Aif?ﬁ) =2 (> ADh= 404
i+r=348 i+r=4 \l=1 =1 i+r=4 =1
1<i 1<i 1<i
donde

_ k
deg(A((;l)fl) < Supp{deg(Asl)fl) i r=10,1<i} < DHdi.

i=1

e En As no aparece ningiin sumando de tipo Aéi) dado que A((f) multiplica a Z* con
0<i<éd—1.

Parte 4: La ultima observacion. Tomamos la expresion 1.3.8:

6—1
Pz(0y,.. . Wy, Z) = (1+ A5) 20+ 20 | S AD | +3 A7

1£6 itr=l i=1
1<

y supondremos
5
Pz (W1,...,¥pt1,2) = ZQi(le o X)) 2,
i=0

con Q; € K[Xy,...,X]. Por construccién, Pz(¥q,...,¥,11,7) € I(V x K) y por el Lema
1.3.1, concluiremos que

Qi(X1,..., X)) € I(V) paracadai,0 < i < 5.
Nos interesa especialmente el coeficiente Q5 que, por la identidad 1.3.8 satisface

Q(s(Xh...,Xm) =1+ As5¢€ I(V).

Finalmente, tomando la identidad 1.3.9 anterior y escribiendo g; = Agl) tendremos que

k
1+ g fi € I(V),

1=1
verificando A
deg(g f;) = deg(A fi) < D[] s,
i=1
lo que concluye la demostracién del Teorema.
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2.1. Introduccion.

En este segundo capitulo culminaremos el objeto final de este Trabajo Fin de Grado, de-
mostrando el Nullstellenstaz Efectivo de [Je, 2005].

La primera parte del Capitulo se centra en probar un Teorema de Eliminacién con cotas de
grado, presente en [Je, 2005]. Ese Teorema es el siguiente:

TEOREMA 7. Sea V. C A™(K) wuna variedad algebraica irreducible de dimensidn n y grado
D. Sean k < ny fi,...,fr € K[X1,...,Xm] polinomios tales que la siguiente variedad es
cero-dimensional:

A=VAValfi,-.., fr)

Entonces, existe un abierto Zariski Uy C M, (K) formado por matrices requlares tales que para
cada B € Uy, el cambio de variables que determina:

Yy Xy
=B8]
Yin Xm
satisface las siguientes propiedades:

i) Y1 es un elemento separante sobre A y existe un polinomio univariado ®1(T') tal que
st @1(z) =0, entonces Ja € A tal que

z =Yi(a).
ii) Existen polinomios g1, ...,gr € K[X1,...,X;n] tales que

k
®1(Y1) — Zgifi e I(V).

iii) deg(g;f;) < D -TIL_, deg(f;), deg(®1(Y1)) < DL, deg(f:).

La prueba del enunciado es completamente original, aunque estd inspirada en [Pa,19]. Jelonek
en [Je, 2005], hace uso de su caracterizacién de los puntos de “impropiedad” en la imagen de
morfismos dominantes y genéricamente finitos de su trabajo previo [Je, 2001].

Nosotros hemos desarrollado una prueba propia partiendo de la nocién de forma lineal separante
de una variedad cero-dimensional. Observamos que existe un abierto Zariski de matrices apro-
piadas (triangulares superiores con unos en la diagonal) que permiten poner las coordenadas
en posicién de Noether, de tal forma que cada una de las nuevas variables sea elemento sepa-
rante (ver Proposicién 2.2.2). Una vez probado ésto, usando la misma funcién @ del Capitulo

25
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precedente
PV xK— A™(K) x A"(K)
(x,2) — (z, fr(@)z, ..., fol2)2),

con el pardmetro de deformacién z, construimos un abierto distinguido D(g4) sobre una nor-
malizacién de Noether de ®(V x K)Z, de tal modo que ¢4 sea el polinomio minimo de una
forma lineal separante, de grado controlado, y de tal modo que tengamos una extensién entera
de anillos para las localizaciones:

K[Ty, ..., Toi1le, = K[V x K],

Esto se describe en la Proposicion 2.2.6. Lo que se hace para una forma lineal separante
es extensible a todas (Corolario 2.2.7) las variables nuevas de una normalizacién de Noether.
Finalmente, usando una reflexién andloga a la hecha en el Capitulo precedente con el caso
sub-determinado, no sélo podemos acotar el grado de las ecuaciones minimales de las formas
lineales separantes sino también su presentacién en la forma de combinacion lineal de las clases
de {f1,..., fn} en K[V]. Este es el enunciado precedente destacado en esta introduccién al
Capitulo (el Teorema 2.2.8 del cuerpo del Capitulo).

Con estas herramientas estamos en condiciones de probar el enunciado Nullstellensatz Efectivo
que es el Teorema siguiente y que se describe y prueba como Teorema 2.3.5 en la Seccion 2.3 a
continuacion:

TEOREMA 8. Sea V. C A™(K) una variedad algebraica afin irreducible de dimension n. Sean
fisooo, fr € K[Xq,..., X polinomios tales que d; = deg(f;) y se tiene

o dy>dy > > dy.

o VN Valfi,-.., fx)=0.

Entonces, existen polinomios g1,...,gr € K[X1,...,X;] tales que

it) deg(gifi;) < 2DN(dy,...,dg;n) — 1, donde

Hledi sik<n,n>1
N(dy,...,di;n) =< [l di sin<kn>1
dy sin=1.

El resultado ya se habia probado en el caso sub-determinado k& < n. Por tanto, queda la prueba
del caso k > n + 1. Usando un método cldsico de combinaciones lineales que respetan los
grados, se reduce el problema al caso k = n+1 (véase Lema 2.2.4 y la Observacién 2.3.4). Asi,
nos encontramos, en el caso defectivo, con la situacién en que podemos construir sucesiones
{F1,....,Fot1} vy {Gi1,...,Gny1} de combinaciones lineales genéricas de {fi,..., fnt1} tales
que se verifique:

i) VN Vy(Fy,...,F,) es una variedad cero-dimensional.

iil) VNVy(Gy,...,Gy) es una variedad cero-dimensional.
iii) VAVy(Fy,...,F) NV NVA(Gy,...,Gn) = 0.

Esta construccién, que hemos llamado construccion cruzada en la subseccién 2.3.1, permite
construir una forma lineal separante Y; para la unién VNV (Fy,...,F,)UV NV (Gy,...,Gp).
Aplicando el Teorema de Eliminacién a Y7 sobre cada uno de ellos, obtendremos

e Un polinomio univariado ®;(Y;) de grado apropiado y minimal tal que ®1(Y7) se

anula en VNV (F,..., F,) v satisface las condiciones del Teorema de Eliminacién
precedente.

e Un polinomio univariado ®5(Y7) de grado apropiado y minimal tal que ®o(Y7) se
anula en VN V(Gy,...,Gy) v satisface las condiciones del Teorema de Eliminacién
precedente.

Como Y; es separante para ambos y VNV (Fy,...,F,)UV NV (Gy,...,G,) =0, no es posible
que @1(T") y ®2(T) tengan ceros comunes. Por tanto, su mdximo comin divisor en K[7T] es 1
y, aplicando la identidad de Bézout univariada tendremos:

1=Q1(Y1)®1(Y1) + Q2(Y1)P2(Y1),
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con grados de )1 y Q)2 acotados por los grados de ®; y ®5. El Teorema de Eliminacion

precedente nos dice, ademés, que ®; y ®5 se presentan como combinaciones de Fi,...,F, y
G1,...,G, respectivamente, de grados controlados, en el anillo K[V]
n n
(Y1) =Y hinFy, @2(Y1) = Y hioGi.
i=1 i=1

Por tanto, obtenemos una expresién de la forma siguiente, vélida en K[V]:

n

1= (Qi(Y)hi))Fi+ Y (Qa(Y1)hi2)Gi,

i=1 i=1
donde todas las cotas de grado han sido controladas. Recordando ahora que tanto {Fi, ..., F,}
como {G1,...,Gy} son combinaciones lineales de {fi,..., fr} se obtiene la expresién final:

k
1= Zgifi en K[V],

i=1
con las cotas de grado que se siguen de las cotas de ®;, @2, h; ;, Q1 y Q2 antes citadas.

2.2. Un Teorema de Eliminacién en [Je, 2005]

2.2.1. Forma lineal separante o elemento primitivo. Sea A C A™(K) una variedad
algebraica afin cero-dimensional, es decir, un conjunto finito de puntos.
Una aplicacién lineal I : A™(K) — K se dice forma separante de A (o elemento primitivo de
K[A4]) si
Vae,y € A,z #y = l(x) # l(y).
Las formas lineales separantes de una variedad cero-dimensional son genéricamente densas. En
términos tedricos:

PROPOSICION 2.2.1. Sea A C A™(K) una variedad algebraica cero-dimensional. Entonces,

existe un abierto Zariski no vacio U C A™(K) tal que para cada 0 = (61,...,0m) € U, la
aplicacion lineal
(2.2.1) lo(X1,..., Xm) =01 X1+ + 0 X,

es una forma separante de A.

DEMOSTRACION. Vamos a construir I/ de forma sencilla. Supongamos

A= {ala"'7a5}a

y, para cada i,1 < i < §, supongamos
a; = (ai’l, e 7ai)m).

Definimos para cada par ¢,j € {1,...,40}, con i # j el polinomio

m

Fij(Ty,....Tm) =Y (aix — ajx) - Tk € KT, ..., Tp.

k=1
Observamos que Fj ; es lineal. Pero, ademads, F; ; es un polinomio no nulo. Como a; # a;,
entonces existe una coordenada k € {1,...,m} en la que difieren a; y a;. Es decir, existe k €
{1,...,m} tal que (a;r —a; ) # 0. Por tanto F;; es un polinomio en las variables {17, ..., T}, }

que tiene un coeficiente no nulo, es decir, Fj; # 0. Definimos el polinomio multivariado
Fy=[]Fi(Ty, ... T) €K[Th, ..., Tpl.
1#]
Como F4 es un polinomio no nulo, entonces el abierto distinguido que define

U = Dpmx)(Fa) == {0 € A™(K) : Fa(0) # 0}

es un abierto Zariski no vacio. Veamos que para cada 6 € U, la funcién lineal lg es separante
para los elementos de A. Para ello, sean a;,a; € A con ¢ # j. Tendremos que

lo(ai) —lp(a;) = > Okain — Y Okajr =Y Ok(air —ajk) = Fiy(0).
k=1 k=1 k=1
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Pero como Fa(0) # 0y Fa(0) = [[,,; Fi;(€), sabemos que F;;(8) # 0, con lo que
lo(ai) = lg(a;) # 0,

o, equivalentemente, lg(a;) # lo(a;)Vi,j,1 # j. Por tanto, ly es separante. O

No solamente podemos elegir genéricamente una forma lineal separante para una variedad 0-
dimensional sino que genéricamente todo cambio lineal de coordenadas en A™(K) puede elegirse
de tal modo que cada nueva coordenada sea separante. Técnicamente, esto se enuncia como
sigue:

PROPOSICION 2.2.2. Sea A C A™(K) una variedad algebraica cero-dimensional (i.e. un con-
junto finito). FEntonces, existe un abierto Zariski Ua C My, (K) en el espacio de matrices
cuadradas tal que

i) Para cada B € Ua,det(B) # 0 (i.e. la matriz B es reqular y define un cambio lineal
de coordenadas en A™(K) ).

ii) Para cada B € Uga, sean {Y1,...,Y} las nuevas coordenadas determinadas por B
como cambio de variables, esto es,
Y X1
=B8]
Yo Xm

Entonces, para cada i,1 <1 <m, Y; es una forma lineal con respecto a las variables
{X1,..., X}

m

Yi= Zbi,j - X5,
=1

entonces Y; es separante con respecto a A.

DEMOSTRACION. Es la misma que la precedente, construyendo un polinomio FX) con res-
pecto a la fila i-ésima de la matriz genérica My (K)

HF(Z) Zl)"'7Ti,m)7
r#Ss

siendo
Fr(fs(nﬂw-- Zark ask zlc
k=1
Entonces U4 serd el abierto Zariski dado por
Us ={B = (b;;)1<ij<m € A™ (K) : FO(bin, .. bim) #0,1<i <m}.
O

En otras palabras, dada una variedad algebraica cero-dimensional, podemos elegir genéricamente
un cambio de variables de tal modo que cada coordenada sea separante con respecto a esa va-
riedad.

2.2.2. Hacia el Teorema de Eliminiacién de [Je, 2005].

PROPOSICION 2.2.3. Sea V' C A™(K) una variedad algebraica irreducible de dimensiénn y grado
D. Sean fi,..., fn € K[X1,..., X;u] polinomios tales que la interseccion A =V NVa(f1,..., fn)
sea una variedad algebraica cero-dimensional. Sea ® : V x K — A™(K) x A"(K) el morfismo
dado mediante:

(X1, Xm, Z) = (X1, X, LX) Z, .., fa(X)Z).
Entonces, se tiene:

i) La clausura Zariski de la imagen W = ®(V x K)z es una variedad algebraica irre-
ducible de dimension n+1y ®: V x K — W es un morfismo dominante.
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i1) Existe un abierto Uy C M, (K) en el espacio de matrices cuadradas m x m sobre K

tal que para cada B € Uy, B define un cambio lineal de coordenadas (en particular
det(B) #0):
Y1 X3
=8
Y Xm

de tal modo que Y7 es un elemento separante sobre A.

i) Eziste un polinomio univariado qa(Y1) € K[Y1],deg(qa) < DI;, deg(f:) tal que el

siguiente es un isomorfismo de K-dlgebras

" : KWlgavi) — K[V x K]y, (v1)-

DEMOSTRACION. i) Es claro que como V x K es irreducible, W = ®(V x K)Z es

(2.2.2)

(2.2.3)

también irreducible y que ® : V x K — W es dominante. Nos queda por ver que
dim(W) = n + 1. Para ello, construyamos para cada i,1 < i < n, el siguiente abierto
Zariski en V', posiblemente vacio

Vi={z eV : fi(x) #0}.

Consideremos también el abierto Zariski V/ =V \ A C V. Observamos que V' es no
vacio (porque A es cero dimensional y V tiene dimensién n) y

Vi =Ul, V.

Es claro que si « € V; entonces, como f;(z) # 0,z ¢ Va(f1,...,fn) luegox ¢ A=V nN
Va(f1,-.., fn) porlo que € V'. De otro lado, si z € V' es porque x ¢ Vi(f1,..., fn),
luego ha de existir ¢ tal que f;(z) # 0 con lo que = € V;. La igualdad 2.2.2 anterior nos
dice que alguno de los V; ha de ser no vacio. Como V es irreducible, V; # @ implicaria
que V; es denso en V y, por tanto, si V; # 0

V,xK =V xK,

con lo que la dimensién de V; x K es dim(V) +1 = n+ 1. Considero ahora los abiertos
Zariski de W dados por la siguiente identidad

Wi ={(x,y1,...,Ym) EW :y; #0, fi(x) # 0}.
De nuevo W; es un abierto Zariski y si es no vacio, entonces es denso Zariski en W,
con lo que
W, # 0 = dim(W;) = dim(W).
Finalmente, considero la restriccién
d Vi x (K\{0}) * Vi x K\ {0} — W,

(T1ye ey Tmy 2) — (T1, ooy Ty f1(2) 2,0y fr(2)2).

Observamos que

(Vi x K\ {0}) =Wi.
Obviamente, si (z,z) € V; x K\ {0}, fi(x)z # 0 con lo que, por construccién, su
imagen estd contenida en W;. Pero, reciprocamente, podemos definir la siguiente
funcién racional:

d:W; — A™(K) x K
Yi
— ey Ty ),
(CC17 7Imay17 7yn) (1'1, » Tm fz(x))
que esté bien~deﬁnida en W; y se tiene que @(Wz) CV; x K\ {0}. Més atn, es facil
verificar que @ es una funcién racional que es la inversa de @[y, xx\{0}:
(i) od = Id%XK\{O}a
Do d = Idyy,.

Por tanto ®|y; « (k\ f0}) define un isomorfismo birracional entre V; x (K\ {0}) es también
un abierto de Zariski en W irreducible y W; # (. En ese caso, W, es denso en
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Wy dim(W;) = dim(W). Pero como, ademds, W; es birracionalmente isomorfo a
z

Vi x K\ {0}. Consideremos si V; # 0, dim(V; x K\ {0} ) = dim(W;") = dim(W).

ii) La propiedad se sigue de la Proposicién 2.2.2 precedente sobre los elementos sepa-

rantes.

iii) Sin pérdida de generalidad supongamos que X7 = Y7 es la primera coordenada y que es

un elemento separante de A. Por tanto, si suponemos A = VNVi(f1,..., fn), tenemos
que A es finito, #(A) = deg(A) y por la desigualdad de Bézout de [He, 1983],

6 = deg(A) < deg(V) ﬁ deg(f;) <D ﬁ d;.
=1 =1

Supongamos, ademds, A = {a1,...,as5}, donde a; = (a;1,...,0;,m) € A™(K), para
cada 4,1 <4 < m. Tendremos que a; 1 # a;,1Vi # j. Consideremos el polinomio

é
ga(M1) = [[(V1 = ain) €K[Xy, ..., X, 2.

i=1
Por la definicién de @, como Y7 € K[Xy,..., X;], entonces dada
o* : KW] — K[V x K]
h+—— ho®,

tendremos que ®*(g4) = g4 € K[W)]. Tiene sentido, pues, considerar las dos localiza-
ciones por q4(Y7) y extender ®* a las localizaciones
o KW],, — K[V xK],,
h D*(b)
P G
da da
Para simplificar la notacion, escribamos ¢ = g4 y probemos que ®* es un isomorfismo
de anillos.
Recordemos que si R es un dominio de integridad S C R es un sistema multiplica-
tivamente cerrado, los ideales maximales de la localizacién S™'R son las extensiones
de los ideales maximales de R. Ahora dado ¢ € K[X1,...,X,,] tendremos que

K[V x K]g = K[V],[Z]

es un anillo de polinomios en la variable Z con coeficientes en K[V],. Como K[V],
es una localizacién de una K-algebra finitamente generada, los ideales maximales de
K[V], son las localizaciones en ¢ de algunos primos p € Spec(K[V]) tales que ¢ ¢ p.
Ahora bien, si p € Spec(K[V]) es un ideal primo tal que ¢ ¢ p, entonces existe un
punto a € Vi (p) C V tal que ¢(a) # 0, como consecuencia del Nullstellenstaz. En ese
caso, p C m,, donde m, C K[V] es el ideal maximal dado por la siguiente identidad:

my = {f € K[V]: f(a) = 0}.

En suma, los ideales maximales de K[V], son las extensiones de aquellos primos p €
K[V] que son maximales entre los que no contienen a ¢. Pero, por el Nullstellensatz,
esos primos p € K[V] maximales entre los que no contienen a ¢ son precisamente los
maximales asociados a puntos « en el abierto distinguido D(q). Formalmente,

Spm(K[V]y) = {mg, : ¢(a) # 0},

donde m¢, es la extensién a K[V], de m, C K[V].

Consideramos ahora el ideal generado por {f1,..., fn} en K[V]; que denotaremos
por (fi,...,fn). Si (f1,...,fn) & K[V], (esto es, si fuera un ideal propio), existiria
a € V tal que ¢(a) = q(a1) # 0y (f1,..., fn) € m&. Es decir, si (f1,...,fn)
fuera un ideal propio tendria que estar contenido en algin ideal maximal de K[V].
Pero, entonces, si (f1,..., fn) € m¢ = fi(a) = 0 para cada i,1 < i < n. Con lo que

a e VNVa(fi,-.-, fn) = A. Recordando ahora que g4 = Hle(Yl —a;,1) concluirfamos
que 3i: a = a; (porque a € A) y ga(a) =0, con lo que ¢ = g4 € m, contradiciendo
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la hipétesis de que g4 ¢ m,. Por tanto, (f1,..., f,) no es un ideal propio en K[V],.
Por tanto, existen A4, ..., A, € K[V], tales que

1= ZAlfz € (fi,- -5 fn)
=1

Como A; = S—T para algiin € N comiin a todos ellos y algun b; € K[V], tendremos
también
¢ => bifien K[V].
i=1
La identidad 2.2.4 permite probar, de modo andlogo a la prueba de la Afirmacién de

la Parte 1 de la Demostracion del Teorema 1.3.3, que ® es una biyeccién entre los
abiertos distinguidos

Dyy«x(q) ={(z,2) e V xK: gq(z) # 0},
Dy(W) = {(z,y) € W:q(x) # 0},

y, ademds, que ® es un isomorfismo birregular entre ambos localmente cerrados. Dicho
de otra forma

" KW, — K[V x K],
es monomorfismo de anillos porque ya lo era ®* : KW — K[V] por ser ® dominante.
De otro lado, los polinomios

H, ;j(X1,...,.Xm, Y1,....Y,) = filXq,.. .. Xn)Y; — f;(Xq,...,. Xpn)Y, € IW)

por la propia definicién de I(W). Observemos que el morfismo ®* viene dado por la
forma siguiente donde - significa clase médulo I(W) o I(V x K) segtn el caso.
Tenemos que

O (fi( X1, ., X)) =5, 1< <n

porque ¢ deja invariantes las coordenadas Xi,...,Xm y fi(X1,...,Xm) estd en
K[Xq, ..., Xn].
De otro lado,
(Vi) = iZ
Y ademés, tenemos
1=> Aif;
=1

Veamos que

Z -2 () _A)Y;) =0enK[V],.
j=1

La prueba es andloga a la ya citada Parte 1 del Teorema 1.3.3, aunque simplificada:

@ ZAJYJ - Z¢*(Tj)¢*(?y) = ZAJfJZ
j=1 j=1 j=1
Luego
(S AT = Z(S A Ty) = Z en K[V x K],.
j=1 j=1
Como X; = ®*(X;),1 < i < m y por 225, Z = ®*(3_; A;jY;), tendremos que
{X1,...,Xm,Z} C ®*(K[W),). Finalmente, todo elemento de K[V x K], tiene la
forma

PX:.....Xm. Z
qt
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En la linea del Lema 1.2.4, sean dados m # n € N dos enteros positivos. Consideremos el
conjunto de matrices con (n+1) filas y (m+4n) columnas .#(;,1)x (m+n)(K). Y consideremos el
subconjunto formado por las matrices que tienen la estructura siguiente:

1 a2 ... a1n Gipy1 | Glnt2 oo Glpgm
1
Tin+1)x (mtn) (K) = : tai; €K
O 1 Qp n+1
1 Ap4+1n+2 .- Up+41,m+n

Podemos identificar T{;,41)x (m+n)(K) con el espacio afin A*(K) donde

nn+1)
2

t= +(n+1)(m-1).

Es decir, ¢ es el nimero de constantes libres en las matrices de la forma dada por T{;, 41 x (m+n) (K).
De hecho, al ser como un espacio afin, podemos hablar de los abiertos Zariski en T, 41)x (m+n) (K
y referirnos a abiertos Zariski en A*(K) que definen las matrices en T{,41)x (m-n) (K).

LEMA 2.2.4. Sea W C A™(K) x A"(K) una variedad algebraica irreducible de dimensién n+1.
Entonces, existe un abierto Zariski no vacio U’ C Tpi1 m4n(K) tal que para cada matriz M € U,
las formas lineales

Y,
7 Y
= M- XT; :
Tosa :
X,
verifican que {T,...,Tny1} son algebraicamente independientes sobre K y la siguiente es una

extension entera de anillos
K[T1,..., Tos1] = KW].

DEMOSTRACION. Por el Lema de Normalizacién de Noether (ver el Teorema A.4.8), existe
un abierto U C A 11)x (n+m)(K) tal que para cada matriz M € U las variables

Y,

T Y
-

Tht1 :
X,

estan en posicion de Noether con respecto a W. De otro lado, el Lema 1.2.4 nos dice que hay
matrices en U con la forma de matriz en T(,41)x (m+n)(K) que definen una normalizacién de
Noether de W. En particular, tendremos que

Un T(n+1)><(m+n)(K) # 0.

Claramente U NT(n41)x (m+n) (K) es un abierto Zariski no vacio y satisface la tesis del Lema. [

Obsérvese que T),+1 es una forma lineal que sélo depende de las variables { X1, ..., X, }. Esto
implica el siguiente:

COROLLARIO 2.2.5. Sea W C A™(K) x A™(K) una variedad algebraica irreducible de dimension
n+1. Sea A C A™(K) una variedad algebraica cero dimensional (i.e. un conjunto finito de
puntos) tal que A x {0} CW.
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Entonces, existe un abierto Zariski U C T(ni1)x(n+m) tal que para cada B € U se verifica lo

siguiente: Sean {T1,...,Tht1} las formas lineales dadas por
Y1
A :
. _ Yn
: =B X,
Tn+1 .
Xm

de tal manera que:

i) {T1,...,Tni1} son algebraicamente independientes sobre K.
it) Tpe1 = X1+ bpr12Xo + - + bpg1.mXm € K[Xq,...,Xn] es una forma lineal en
K[X1,...,X.] que separa los puntos de A.
iit) La siguiente es una extension entera de anillos

K[Ty,..., Thta] = KW].

DEMOSTRACION. Basta con combinar el Lema 2.2.4 precedente con una condicién abierta
en los elementos de la dltima fila: (0,...,0,1,bp41.2,...,bn41,m). Para ello consideramos

A={ay,... a5},

de tal modo que para cada 4,1 < i < d,a; = (a;1,...,01,m). Consideremos los polinomios no
nulos en variables {ug, ..., u,} algebraicamente independientes sobre K:
Gij (u2, .. ,um) = (am — aj71) + (0@72 — aj72)U2 + -+ (ai,m — aj,m)um.

Es no nulo porque no todos sus coeficientes (en us,...,u;, o0 en 1) son idénticamente nulos.
Definamos

GA(UQ, N Um) = HGij(“% . 7’U,m).
i#£]
Ahora, dado U" C T(y,41)x (n+m)(K) el abierto Zariski del Lema 2.2.4 precedente y definimos
Uu:=U'n {B S T(n+1)><(n+m) (K) : GA(bn-i-l,Q; ey b7L+1,m) 7é 0}
Si Ga(bs,...,0m) # 0 la forma lineal
lg=X1 40X+ - +0,X,

separa los puntos de A con lo que toda matriz B € U satisface las propiedades indicadas en el
enunciado. O

PROPOSICION 2.2.6. Sea V' C A™(K) una variedad algebraica irreducible de dimensidnn y grado
D. Sean fi,..., fr € K[X1,...,Xm] polinomios con k < n tales que A=V NVy(f1,...,fx) es
una variedad algebraica cero-dimensional. Entonces, se tiene:

i) k=n.

it) Sea @ : V x K — A™(K) x A™(K) el morfismo dado mediante:

(21, Ty 2) = (1, -+, T, f1(2) 2, oo, fr(X)2).

La clausura Zariski de la imagen W = ®(V x K)Z es una variedad algebraica irre-
ducible de dimensionn+1y ®:V x K — W es un morfismo dominante.

i) Eziste un abierto Zariski Uz C T(nq1)x (n+m)(K) tal que para cada matriz M € Us, el
cambio de variables

Y,
T Y
=M Xi
Th1 )
X,

verifica
ii)-1 {T1,...,Tht1} son algebraicamente independientes sobre K, con T, 11 € K[ X7, ...
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i11)-2 La siguiente es una extension entera de anillos
I - K[Tl, R 7Tn+1] — K[W]

i11)-8 La forma lineal Ty, 41 € K[X1,...,X,u] es una forma separante sobre A.
iv) Eziste un polinomio univariado g4 € K[T] tal que deg(ga) < D Hle deg(fi), qa(Th+1) ¢
I(V) y la siguiente es una extension entera de anillos:

* o II* : K[TY,. .., Tni1]gn — K[V x K],

DEMOSTRACION. Probemos, en primer lugar, que k = n.
En primer lugar, como A N Vp(f1,-..,fx) # 0, por el Teorema del Ideal Principal de Krull
(ver Teorema A.2.5), tendremos que Vp(f1,...,fx) # 0y dimVy(f1,...,fx) > m — k. De
otro lado, dim(V) =ny A =V N Va(fi1,...,fx) # 0, luego por el Teorema de la Dimensién
de la Interseccién (ver Teorema B.1.5) tendremos que toda componente irreducible C de A =
VN Valfi,--., frx) # 0 satisface

dim(C) > dim(V) + dim(Va(f1,..., fx)) —m>2n+(m—k)—m =n — k.

Como A es un conjunto finito de puntos (y cero-dimensional) toda componente irreducible de A
tiene dimensién cero, con lo que habremos probado que 0 > n — k o, equivalentemente, n < k.
Como, por hipdtesis, k < n, tendremos k = n y habremos probado ).

Para la Propiedad ii), ésta se sigue de la Proposicién 2.2.3 probada en pédginas precedentes,
dado que k =n.

La Propiedad i) se sigue, en sus tres aspectos, del Corolario 2.2.5, probado en pdginas ante-
riores.

La propiedad iv) es la que buscamos. Para empezar, obsérvese que T),1+1 es una forma lineal
que s6lo depende de las variables {X71,..., X,,} v que estd en K[X,..., X,,]. Adema4s,

Top1 =UX1,..., X)) = X1+ bpp11Xo + -+ bpg1,mXom,

satisface que l(a) # l(a')Va,a’ € A=V N Va(f1,..., fn), con a # a’. Considero el polinomio
5

gah) = [ @ —1(ax)),
i=1
donde A = {ay,...,as} con 6 < deg(A) < DT, deg(f;). Tenemos que ga(Th41) € K[V]
¥, por tanto, en K[V x K]. Ademds, qa(Tn+1) ¢ I(V). En otro caso, qa(Thy1) € I(V x K),
D*(qa) = qa (porque g4 € K[X1,...,X;n]) v tendriamos que g4 € I(W). Pero si g4 € I(W),
entonces ITI(W) C {(t1,...,tnt1) € A" K) : qa(tpy1) = 0} = S. Pero qa € K[T1, ..., Thi1]
es un polinomio no nulo, luego, por la Proposicién B.2.10 , II(W) estaria contenido en una
hipersuperficie de A"*!(K) de dimensién (n + 1) — 1 = n, lo que contradice el hecho de que
(W) = A""1(K). En particular, g4 (T},+1) verifica que:

e Su clase médulo I(V x K) en K[V x K] es no nulo y, por tanto, no es divisor de cero
ni nilpotente porque K[V x K] es un dominio de integridad.

o O*(qa) = qa(Th+1) € KW)] es no nulo y no es divisor de cero ni nilpotente en K[W].

o I1*(qa) = qa(Th+1) € K[T1, ..., Tyt1] es no divisor de cero ni es nilpotente.

Tienen sentido considerar las localizaciones
K[Tla o 7Tn+1]QA7K[W](IA’K[V X K]QA'

Tenemos que
" : KW]g, — K[V xK]g,,

es una biyeccién por la Proposicién 2.2.3. Como IT* : K[T7, ..., Tj4+1] = K[V es una extensién
entera de anillos, localizando por {¢} : n € N}, la siguiente es una extensién entera de anillos

I : K[Tl, - 7Tn+1}qA — K[W]qA.
Definiendo ¥ =710 ® : V x K — A""(K), tendremos que
U* . K[Tl, . aTn+1]qA — K[V X K](IA

es una extensién entera de anillos. O
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COROLLARIO 2.2.7. Con las notaciones de la Proposicion precedente, sea B € Us una matriz en
el abierto Zariski Uy C T(p11)x(n+m)(K), satisfaciendo las propiedades indicadas en iii). Sea
qa(Ty11) el polinomio de la propiedad iv) y sea [[ : W — A" Y(K) la aplicacion suparayectiva
definida por B. Sea
U:V xK— A""H(K)
(z,2) — I(P(z, 2)).
Entonces,
i) ¥ es un morfismo dominante.

i1) La extension de cuerpos K(Th,...,Thy1) CK(V x K) es algebraica.

iii) Para cada H € K[V x K], sea Py € K(T1,...,Th41)[U] su polinomio minimo (irre-
ducible) sobre K(Th,...,Tn41). Sea Py € K[T1,...,Th41][U] el polinomio primitivo
irreducible asociado a Py por el Lema de Gauss. Entonces

D—1
Py(Ty, ..., Toy1,U) = Pp(Thi1)UP + Z P(Ty,..., T )U"
i=0
Es decir, el coeficiente director de Py es un polinomio univariado dependiendo sola-
mente de la variable Ty 1.
iv) Ademds
{teK:Pp(t)=0} C{teK:qga(t)=0}.
DEMOSTRACION. i) Como ¥ es la composicién de un morfismo dominante con una

aplicacién suprayectiva, se tiene que sigue siendo un morfismo dominante.
ii) Por la Proposicién 2.2.6 precedente tenemos una extensién entera de anillos

o . K[Tl, c. 7Tn+1}qA(Tn+1) — K[V X K]QA(Tn+1)'
Pasando a cuerpos de fracciones, como

af (KT, ..., Tagilga(rnin)) = KT, .o, Thg)
Qf(K[V X K}QA(TnJA)) = K(V X K))
tendremos una extensién algebraica de cuerpos, que seré finita en grado.

iii) Ahora, dado H € K[V xK], como ¥* define una extensién entera, existird un polinomio
moénico con coeficientes en K([T7, ..., Th4+1]q, de la forma siguiente:

D—1
grU) =U"+>" QU
i=0
tal que ¢y (H) = 0 en K[V x K],,. El polinomio minimo ménico de la forma gg tiene
que ser un polinomio irreducible y, por tanto, gz ha de ser asociado a Py. Pero como
ambos son ménicos, la extensién es entera y ambos son irreducibles, tendremos que

qH = pH-
Ahora observemos que existen polinomios ¢;(T1,...,Th+1) € K[T1,...,Tyhy1] v existe
r € N tales que
4di
Qi = E.
Definamos ¢y al polinomio
D-1
g =quU” + > U’ = gaqn €K[Th, ..., Toa U]
i=0

Por el Lema de Gauss, existe el maximo comun divisor de los coeficientes de ¢y y
dejemos su parte principal. Sea
D—1
Py =pp(Gu) = Polt” + Y PU’,
i=0
¢ = cont(Guy),

de tal modo que ¢y = cPy. Entonces
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o ¢ € K[T},+1] por ser un divisor de ¢ (Th41)-
e Py € K[T,,4+1] por ser un divisor de ¢’ (T+1)-
o Py € K[Ty,...,Thi1]U] es irreducible (por ser asociado a Py y ser primitivo,
aplicando el Lema de Gauss).
iv) Como Pyl|q’y (Ty+1), entonces

{t e K:po(t) =0} C{t € K:qa(t) =0}

O
TEOREMA 2.2.8. Sea V C A™(K) una variedad algebraica irreducible de dimensidn n y grado
D. Sean k < n y fi,...,fr € K[X1,...,Xm] polinomios tales que la siguiente variedad es

cero-dimensional:

A=VAVi(fi,..., fr).

Entonces, existe un abierto Zariski Uy C M, (K) formado por matrices regulares tales que para
cada B € Uy, el cambio de variables que determina:

Y1 X3
=B :
Y Xm
satisface las siguientes propiedades:

i) Y1 es un elemento separante sobre A y existe un polinomio univariado ®1(T') tal que
st ®1(z) =0, entonces Ja € A tal que

z =Y1(a).
1) Existen polinomios g1, ...,k € K[X1,..., X tales que

k
¢y (Y1) — Zgifi e I(V).

iii) deg(gifi) < D -TIl_, deg(f:), deg(®1(Y1)) < DI, deg(f:).

DEMOSTRACION. Usaremos los resultados precedentes y sabemos que, bajo nuestras hipétesis,
k = n. Ademds, hay un abierto Zariski de normalizacién de Noether de ®(V x K) tales

que T, 11 = Y7 es un elemento separante de A. Ademds, tomamos el polinomio univariado
qa(U) = K[U] tal que

qa(Tr1) = aa(V1) = [[ (V1 = vi(a)),

acA
donde Y7 (a) es el resultado de aplicar la forma lineal Y7 al punto a, es decir
Yi(a) a1
=B-| ! |Va=(a1,...,am) € A" (K).
Yo (a) am,

Luego q4(Y1(a)) = 0,Va € A. Ademds, la siguiente es una extensién entera de anillos
o* . K[Tl, . 7T"+1]QA(Tn+1) — K[V X K]qA(Yl),

Si consideramos Pz € K[T7, ..., T,4+1][U] el polinomio minimo primitivo de Z sobre K[T7, ..., T,41]
que, por el Corolario 2.2.7 precedente, tiene la forma
N—1
Pz(Th, ..., Tpsr,U) = Py(To)UN + Y PiTh, .. Ty U,
i=0
donde Py es un polinomio univariado, dependiendo solamente de la variable T,,11 y tal que Py
es un divisor de (ga(Tn+1))" para algin r € N. Obviamente, si z € K es tal que Py(z) =0 =
ga(z) = 0, luego, por construccién de ga(z) tendremos que Ja € A con z = Yi(a).

Elijjamos ®; := Py (Y1). A partir de aqui procederemos como en la Demostracién del Teorema
1.3.3. Consideremos el polinomio:

q X1, ..., Xm, Z2) = Pz(Vy,..., V41, 7) €e K[Xy,..., X][Z],
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donde
U = (\1117...,\I/n+1) :1_.[0(197

para una normalizaciéon de Noether II de W = &(V x ]K)Z tal que II = (T3,...,T41) con
Tn+1 = Y1. Entonces, podremos escribir

0(X1,. o X, Z) = (Py (1) + AN)ZN + ) A, Z7,
r#N
y q(X1,...,Xm, Z) € I(V x K) o, equivalentemente,
o (Ph(1)+ An) € I(V).
e A.€I(V),Vr#N.
Siguiendo exactamente los mismos argumentos que en el Nullstellensatz Efectivo subdetermi-

nado (Teorema 1.3.3 precedente) concluiremos que existen ¢1,...,9x € K[X7,...,X,,] tales
que

k
An = Zgifia
i—1

con deg(g; fi) < DH?=1 deg(f;). Con lo cual habrfamos probado las propiedades 2 y 3 del
enunicado para ®1(Y;) = Py (Y1). Queda por ver que degy, (1) < D[], deg(f;). Procedemos
como en el Teorema 1.3.3. Consideremos el cuerpo L = K(Z) y los polinomios ¥y,..., ¥, 41 €
L[Xi,...,X.]. Por el Teorema de Perron Generalizado, aplicado como en la demostracién del
Teorema 1.3.3, existe un polinomio W'(T4,...,Th41,U) € K[T4, ..., Th+1,U] tal que se verifica
lo siguiente:

i) W/ (¥y,...,9,41,Z) =0en K[V x K].

11) degT(W/(Tldlv cee 7Tgn7Tn+1au)) S D H?:l d1
Ahora como Pz(Ty,...,Tht+1,U) es el polinomio ménico primitivo de Z sobre K[T7, ..., Tp41],
tendremos que Pz|W’ y, por tanto,

degp(Pz(T{", ... . T Top1,U)) < degqp(W/(T{H, ... T Ty, U)) < D[] di.
i=1

En particular, como

N-1

Py = PN(Tps)U™ + Z Pi(Tv, ..., Toi1 U,
i=0

tendremos que
degy, (®1) = dengH(PN) < degT(PZ(Tldl,...,T,‘f",TnJth{)) <D Hdi'
i=1

O

COROLLARIO 2.2.9 (Teorema de Eliminacién de [Je, 2005]). Sea V C A™(K) una variedad
algebraica irreducible de dimension n y grado D. Sean fi,..., f € K[X1,...,Xnmn] polinomios
de grados respectivos di = deg(f1),...,dr = deg(fr) con k < n. Supongamos que la siguiente
interseccion

A=VAValf,. .. fr) S A™(K),

es una variedad algebraica cero dimensional (i.e. un conjunto finito de puntos).
Entonces, existe un abierto Zariski de matrices requlares U C M, (K) tal que para cada B € U

se verifica las siguientes propiedades: Sean {Y1,...,Y,} las variables determinadas por B y las
variables originales {X1, ..., X} mediante:
Y1 X1
S
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Cada Y1,...,Y, es una forma lineal en las coordenadas originales de los puntos y para cada
punto x = (x1,...,2Tm) € A™(K) denotamos
Y1 (&) T
=B
Yin(z) T,

Entonces se verifica:

i) Para cada i,1 <i<m,Y; es una forma separante de la variedad cero-dimensional A.
it) Para cada i,1 < i < m, existe un polinomio univariado ®; € K[T], deg(®;) <
Dl_[f:1 deg(f;), tal que Vz € K, si ®(z) = 0, entonces da € A tal que z = ®;(Y;(a)).

ii) Para cada i,1 < i <'m, existen polinomios {g;1,...,9ix} C K[X1,...,X;n] tales que

e &(Y;) - 25:1 Gikfr € I(V).
o deg(gif;) < DIl dr.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de modo casi inmediato del Teorema precedente.
Cambiando el subindice 1 por cualquier otro indice i € {1,...,m}, repitiendo la demostracién
para Y;, concluirfamos que existe un abierto U; C #,,(K) un abierto Zariski no vacio de
matrices m x m regulares tal que para cada B € U; el cambio de variables

Yi(z) X1
C =B
Yo () Xom
verifica:

i) La nueva variable Y; es un elemento separante de A y existe un polinomio univariado
®, € K[T] tal que para cada z € K si ®;(z) = 0, existe a € A tal que z = Yj(a).
Ademds, deg(®;) < D[_, deg(f:).

ii) Existen polinomios ¢;1 ..., ¢k € K[X1,..., X,,] tales que

o oY) = SF ginfr € I(V).

o deg(girfr) < DI, d;.
Como A, (K) = A™ (K) es irreducible, todos los abiertos Zariski son densos y todo
interseccién de dos abiertos Zariski es no vacia. Por tanto, el conjunto

U .= ﬁ?ilui Q %m(K)

es un abierto Zariski no vacio. Obviamente, cada matriz B € U es una matriz no
singular y la coleccién {®1(Y7),...,®,,(Y,,)} satisface la tesis del enunciado.

O

2.3. El Nullstellensatz Efectivo de [Je, 2005]

Comencemos probando algunos resultados preliminares.

LEMA 2.3.1. Sean fi,..., fr € K[X1,...,X,] polinomios no nulos y no constantes tales que
e Para cada i,1 <i <k, se tiene d; = deg(f;) y, ademds,
dy >do > -+ >dp.
hd VA(flv'-wfk‘) = @

Stk > n+ 1, existe una matriz con n+ 1 filas y k columnas triangular superior de la forma
stguiente:

1 bio ... bix  bint1 binye ... bk
bao ... bop  bapt1 bonta ... bo.

B— . . 7
0 bn,n bn,n+1 bn,n+2 cee bn,k

bn+1,n+1 bn+1,n+2 cee bn+1,k
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tal que H?:zl bii #0 (i.e. la matriz tiene rango n + 1 y los elementos de la diagonal principal
son no nulos) y si consideramos la familia de polinomios

g1 h
=8|
In+1 fr
verifican:
i) deg(g;) =d;, 1 <i<n+1.
i) Va(g1,-- ., gns1) = 0.

DEMOSTRACION. Construyamos la matriz B inductivamente, fila por fila, del modo siguien-
te: Para la primera fila, como f; es un polinomio no nulo y no constate, por la Proposicién
B.2.10 cada componente irreducible de la hipersuperfice Vi (f1) tiene dimensién n — 1. Como
Va(fi,-.., fx) =0, si C es una componente irreducible de Vi (f1), entonces existe i,2 < i < k,
tal que f; no se anula idénticamente en C. En caso contrario, si f;|c = 0 para cada i,2 < i < k,
tendriamos que C = Vi(fa,..., fx) N Va(f1) # 0.

Supongamos entonces x¢ € C tal que z¢ ¢ Va(fa,..., fr) y definamos C el conjunto (finito)

de todas las componentes irreducibles de Vi(f1). Definamos el polinomio en las variables
{Us, ... U} dado mediante

Py, ..., Uy) = [[ Uetolzc), ..., +Us fr(zc)).
ceC
Nétese que como, para cada C € C,3i : f;(x¢) # 0, la forma lineal

ug fo(xc) + - +upfr(xze) # 0.

Luego F es un polinomio no nulo. Sean by, ..., b; € K valores tales que Fy (b, ..., b;) # 0, con
be # 0. Existen porque {F; # 0,us # 0} es un abierto Zariski no vacio en A"~1(K).

g1 = f1,
ga = bafo + - + by fr,
1 0 0 ... 0
B2_(o by by ... bk>'

Se tiene que
i)
fi
g1 .
-5, .| :
(92) o
Tk
i) Va(g1,92, f3s--+5 fx) = Va(f1, f2, f3,- -5 fx) = 0. Como by # 0, tendremos que

k
fa=by'g2— Zbglbifi € (92, f2, -+ fu)-

=2
Luego f2 S (91,927f37~-~7fk) = (f15927f37"'7fk)' Con lo que
(f17f27f37"'7fk> g (gl792?f37"'7fk?)'

Como, por definicién, (g1, g2, f3,- -, fx) C (f1, f2, f3,. .., fx) concluiremos que ambos
ideales son iguales, luego

<917927f37"'7fk) = (f17f27f37"'afk) = VA(g17g27f3a"'7fk?) = VA(f17f2af37"',fk>'

iii) Va(g1,92) es o bien vacio o su dimensién de Krull es n — 2.
Supongamos que Vji(g1,92) # 0, entonces g» no es divisor de cero en el anillo

cociente
K[Xl,...,Xn]/(g ) :K[Xl,...,Xn]/f _
1 1

Si g fuera divisor de cero, existirfa un ideal primo minimal p sobre (f1) tal que g2 € p.
Pero si p es minimal sobre (f1), entonces C = Vi (p) es una componente irreducible de
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V(f1). Por tanto si g2 € p, tendremos go(z) = 0,Vz € C y en particular go(z¢) = 0.

Pero
Fy(bs, ... .bm) = ga(zc) [] g2lzer) #0,
c'eC
C'#£C
lo que nos lleva a contradiccién. Como gs no es divisor de cero en K[X1, ..., Xp]/ (g1)

por el Teorema del Ideal Principal de Krull (ver Teorema A.2.5), la altura de cualquier
primo minimal sobre (g1,92) es 2, luego para cada primo minimal p sobre (g1, g2) se
tendra

dim Vi (p) =n — ht(p) =n — 2.

iv) Finalmente como d; > dg > -+ > dy,

deg(go) = deg(f2) = da.

Supongamos, por hipdtesis inductiva, que hemos constuido una matriz

1 bl,g . b17r - b17k
b272 e bgﬂ» e b27k
B = . . S %rxk(K);
0 U
tal que la secuencia de polinomios
g1 1
=B
gr fr
verifica:
i) Valgr, -39 frons- oo fr) = 0.
ii) deg(g;) = d;.
iii) Va(g1,--.,9r) es o bien vacio o bien tiene dimensién n —r > 0.
Si Va(gi,---,9r) =0y r <n—+1, completando, si fuera necesario con fri1,..., fni1-

gi = fiparar +1,...,n+1,

obtendr{amos la familia (g1,...,gn+1) con las propiedades pretendidas. Si, por el contrario,
Val(g1,--.,gr) tiene dimensién n — r, por el Teorema de la Pureza de Macaulay (ver Teorema
B.2.11), todos los primos minimales sobre (g1, ..., g,) tienen altura r y todas las componentes
irreducibles C' de Vi(g1,...,¢,) tienen dimensién n — r. De nuevo sea C el conjunto de las
componentes irreducibles de Vi (g1,...,9-) vy para cada C € C existe zc ¢ Va(fr+1,---s fr)-
Por las mismas razones del caso 1, consideremos el polinomio

Fr(Upi, . Up) o= [ [ Ursr fra(ze) + -+ + Un fr(zc)).

cec
Serd un polinomo no nulo y para (t,11,...,t;) € KF=" tal que t,11 #0y Fr(tri1,...,tx) #0,
tendremos que el polinomio

gr1 = b1 fror + -+t fr,

verifica que g,11(x¢) # 0VC € C, luego g,+1 no es divisor de cero médulo K[ X, ..., X,] /(91,---,9r)
por argumentos similares a los anteriores.
Ademds, como t,41 # 0, deg(gr41) =dry1 y

(G153 Gy Grits frazs oo i) = (Froe ooy [y frans oo i),
con lo cual
o Va(g1,- s Grt1s fraas oo fr) = 0.
o dimVy(g1,.--,9r11)=n—(r+1) 0o Va(g1,---,9r11) = 0.
por los mismos argumentos usando el Teorema de Ideal Principal de Krull (Teorema A.2.5).

Nétese que si n —r = 0, entonces no puede darse Vy(g1,...,9r+1) # 0, de dimensién —1 =
n— (n+ 1) con lo que, en ese caso, Va(g1,- .-, gnt+1) = 0. O
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OBSERVACION 2.3.2. En el anterior resultado ajustando los elementos de la diagonal principal
1,b2.2,...,bpt1,nt1 se pueden adaptar al caso

dy >dy > - >dy
de tal modo que deg(g;) = d; y se satisfagan el resto de condiciones.

Igualmente, reemplazando A™(K) por una variedad algebraica irreducible V' C A™(K) de di-
mension n se obtiene el siguiente resultado:

LEMA 2.3.3. Sea V C A™(K) una variedad algebraica afin irreducible de dimension n. Sean
fis-o o fx € K[ Xy, ..., Xp] polinomios de grado deg(f;) = d; tales que

di >dy > --- > d.

Supongamos que VN Va(f1,...,fr) =0. Si k> n—+1, existe una matriz triangular superior
1 6172 . bl,r . bl,,k
bao ... ba.r e ba
B = . c »//n+1><k(K)

0 boiimsr - busin
tal que b; ; # 0Vi,1 <i <n+1 y los polinomios g1, ..., gn+1 € K[X1,...,X,] dados mediante:
g1 1
c =B || eKXy,... X"
In+1 fr
satisfacen:
i) deg(gi) =d;,1 <i<n+1.
i) Va(gi,- -, gne1) NV = 0.
OBSERVACION 2.3.4. Noétese que el procedimiento descrito en los dos Lemas precedentes per-
mite también hacer una construccién como la siguiente: Supongamos V' C A™(K) una va-

riedad algebraica afin irreducible. Sean f1,..., fot1 € K[Xy,...,X,,] polinomios de grado
d; = deg(fi),1 <i<n+1, tales que

dy >dy >+ > dpyr.

Supongamos V N Vy(f1,..., far1) = 0. Entonces, considero la matriz B triangular inferior y
los nuevos polinomios
g1 h
=B
In+1 fr+1

Entonces, para cada r,1 < r < n, cada

VA(gla s agr)
es o bien vacio o una variedad de dimensién n — r. En particular, o existe & < n tal que
Valg1,---,gx) = 0 o bien Vi(g1,...,gn) es una variedad de dimensién 0 (i.e. un conjunto finito

de puntos).

2.3.1. Una construccién cruzada. Sea V' € A™(K) una variedad algebraica irreducible
de dimensién n. Sean dados fi, ..., fnt1 € K[X,..., X,,] polinomios de grado d; = deg(f;),1 <
i <n+ 1 tales que:

o dy>dy > > dpy1-
e VNVa(fiy. o) frr1) = 0.

Supongamos que no existe una matriz triangular superior

big b1 ... b1,n+1

b2,2 b2,n+1
B = .. : E%n_t,_l(K), Conbiyi7é0,1§i§n+1,

O bn+1,n+1
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tal que 3k, con k < n, tal que si definimos

g1 fi
. —B. : 7
In+1 Jnt1
se tiene que Vp(g1,...,9x) NV = (. En otras palabras, supongamos que no existe una matriz B
(como las precedentes) de tal modo que VNV, (g1, ..., gr) = 0 es vacio antes de llegar al caso k =
n+ 1. Equivalentemente, si no es posible recuperar en caso subdeterminado del Nullstellensatz
usando combinaciones lineales de los polinomios en {f,..., fn+1}. En este caso, las variedades
intermedias Vi (g1,...,gx) tendrian siempre dimensién n — k para 1 < k < n. Supongamos,

pues, que este es nuestro caso. Entonces, existen dos matrices triangulares superiores

b1 e b1,nt1
bao ... b2, 41
B= . : € %nJrl(K)a
O bn+1,n+1
y
/1,1 te bll,n-‘rl
/ bl
, 2,2 .- 2,n+1
B = . S %n+1(K)7
0 /
n+1,n+1

tales que si definimos los polinomios

G f
Col=Bel ]
G(n+1 fn+1
Gl h
. _ B/ . .
;z+1 fn+1

se tenga que VNV (G1,...,G,) y VNVa(GY, ..., G)) son variedades algebraicas cero-dimensionales
y, ademas,

VNVa(Gy,...,G)NVA(GY,...,G)) = 0.

La construccidén seria, por ejemplo, la siguiente. Supongamos que hemos construido g1, ..., gn—1
de la forma

bii b2 ... binp—1 bin bin+1 !
g bao ... ban_1 ba.n b2, nt1 !
: = . : : ’ : ’
gn—1 ’ ’ fn+1
O bn—l,n—l bn—l,n bn—l,n—i—l
tales que VN Va(g1,...,9n—1) es, bien vacio o tiene dimensién 1. Como no puede ser vacio por

hipotesis,
dim(V N Valgr,- -\ gn-1)) = 1,

y si C es el conjunto de todas las componentes irreducibles de Vi (g1,...,9n—1) NV entonces
dim(C) = 1 para cada C € C. Construyamos ahora un polinomio

gn = onfn + 071+1fn+1a

tal que VN Vy(g1,-..,9n) es una variedad cero dimensional con el mismo procedimiento que en
Lemas precedentes. Ahora, observamos que si C' € C es una componente de Vi (g1, ..., gn—1)NV
existe z¢ € C tal que xc € V N Vy(fn, far1). De otro lado, como V N Vy(g1,...,9,) # 0 (por
nuestra hipétesis), entonces es cero dimensional (i.e. finito) y supongamos:

VﬂVA(g:l?"'?gn) = {y17"'7y6}7
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tendremos que y; ¢ VN Va(fn, fn+1) Puesto que, con la construccién de los Lemas precedentes,

VOO Valgr,- s gns frs for1) = VN Va(g1,-- s Gntts fr, far1) = 0. Definamos el polinomio
bivariado siguiente

5
H(To, Toy1) = [[ Totfal@e) + Tusrfair(@o) [[(Tofo @) + Toga frsr (03)-
ceC i=1

Este polinomio es un producto de formas lineales, ninguna de las cuales es idénticamente cero.
Luego H es un polinomio no nulo. Sean (b, b, 1) € K2 tales que H(b,,b,11) # 0 y definamos

In (X1, 0, X)) = bnfr + bugr farr € KX, o0, X
Nétese que
e Para cada C € C, g, (z¢) verifica.

)

gn@e) I gn@e) [[9nw:) = Hbn,busr), # 0,
C’ec =1
C'#£C

luego g, (zc) # 0.
e Para cada i,1 < i < ¢, por el mismo argumento,

&
yl H gn Trc H (yj) = H(b7L7b'fL+1) 7é 0.

cec
j#i
Definamos
Gi=g9,1<i<nm,
Gi=gi,1<i<n-1,
Gl = G-
Como g), no se anula en ningiin z¢, entonces g;, no es divisor de cero médulo K[V'] / (g1, ..., gn—1)-

Como, por hipédtesis, VN Va(g1,.-.,9n-1,9,) # 0 (no es reducible al caso subdeterminado) en-
tonces

VNVa(GL, ... ,G) =V Va(gr, s Gn-1,90),

es cero-dimensional. Como ¢/, (y) # 0,YVy € VN Va(g1,-..,gn) tendremos, obviamente, que G,
no se anula en ningtin punto de VN V4 (Gy,...,Gy) con lo que

(VNVa(GY,...,G)) N (VN Vi(G,...,Gp)) =0,
y tenemos la construccién buscada.

TEOREMA 2.3.5 (cf. [Je, 2005]). Sea V' C A™(K) una variedad algebraica afin irreducible de
dimension n y grado D. Sean f1,..., fr € K[X1,...,Xm] polinomios tales que d; = deg(f;) v
se tiene
o dy>dy > > d.
o VN Valfi,..., fx)=0.
Entonces, existen polinomios g1, ...,gr € K[X1,..., X;] tales que
Z) 1-— Z?:l gifi S I(V)
ii) deg(gifi) <2DN(dy,...,dg;n) — 1, donde
Hledi sik<n,n>1
N(dy,...,di;n) =< [, di sin<kn>1
dy sin=1.

DEMOSTRACION. Siguiendo los argumentos de las construcciones de los Lemas precedentes,
comencemos suponiendo que k = n+ 1. En caso contrario, eligiendo una combinacién lineal de
los polinomios {f1, ..., fr} conforme al Lema 2.3.3 precedente, podemos elegir una combinacién
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lineal {g1,...,gn+1} tal que VN Vi(g1,...,gn+1) y seguir desde este punto. Supongamos pues
que k =n + 1 y consideremos el conjunto de matrices

b171 . bl,n+l il
Tin+1)(K) = : € Mrn+1(K). H bii # 0
i=1

O bn+1,n+1

Se trata de matrices triangulares no singulares. Consideremos dos casos:

i) Existe B € T),+1(K) tal que definiendo los polinomios

g1 fi
. = B . . 5
In+1 fr+1
existe k < n tal que VN Vy(g1,...,9x) = 0. En este caso, el resultado se sigue de

manera inmediata por el Teorema 1.3.3 del caso sub-determinado desarrollado en la
Seccién 1.3.
ii) En el otro caso, supongamos que para toda B € T,,11(K), si definimos los polinomios

g1 fi
: =B- N
In+1 St

para cada k < n,V N Va(g1,...,9x) # 0. Aplicamos la construccion descrita en la
Subseccién 2.3.1. Existirdn dos matrices B, B’ € T,,41(K) tales que definiendo

F1 fl Gl fl
: =B. : , =-B. :
Fn+1 fn+1 Gn+1 fn+1

se verifiquen las propiedades siguientes:

(a) VN Vo(Fy,..., F,) es una variedad cero-dimensional.

(b) VNVi(Gy,...,G,) es una variedad cero-dimensional.

() VNVA(F1,...,E) NV NVA(Gy,...,Gy) =0.
Aplicamos ahora el Teorema de Eliminacién (i.e. Teorema 2.2.8 precedente) a los
casos de las variedades cero-dimensionales

VAVa(EL,...,F)yVAVa(Gy,...,Gy).

Para empezar, nétese que el Teorema de Eliminacién 2.2.8 concluye la existencia
de un abierto Zariski no vacio Uy C #,,(K) cuyas matrices satisfacen una serie de
propiedades con respecto a la variedad cero-dimensional V N V4 (F1,..., F,). De otro
lado, existird otro abierto Zariski Us C #,,(K) de matrices que satisfacen similares
propiedades pero en relacién a los datos V N Vi (G, ...,G,). Adicionalmente, como
consecuencia de la Proposicién 2.2.6 de la existencia de forma lineal separante, como
A=VnVy(F,..., F)UVNVy(Gy,...,G,) es también una variedad algebraica cero-
dimensional, podemos suponer que existe un abierto Zariski no vacio Us C 4, (K)
tal que considerando el cambio lineal de coordenadas con B” € Us

Y X1
=B".| :
Yo X,
la forma lineal Y7 = 11X + - -+ + by X, es una forma lineal separante de A. Es
decir, dados a,b € A, si Yi(a) = Y1(b), entonces a = b. Como #,,(K) es una
variedad algebraica afin irreducible, la interseccion de cualquiera tres abiertos no vacios

en la topologia de Zariski de .#,,(K) es también no vacfo. Definamos, finalmente,
U=U NU; NU3 y sea B € U una matriz regular en esa intersecciéon. Definamos el
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cambio de variable

Y X1
: =B- : ,
Yoo X,
y para cada z = (1, ...,%m) € A™(K) denotemos:
Yi(z) T
=B
Yo (z) Tn

Tendremos las siguientes propiedades:

(a)
(b)

Como B € Us, la forma lineal Y7 es una forma separante de A = VNV, (F1,. .., F,)U
VNVA(Gy,...,Gy), es decir Va,b € A si Yy(a) =Y (b), entonces a = b.
Como B € U se tiene:

(b)-1 La forma lineal Y7 es separante para V N Vy(Fi, ..., Fy,).

(b)-2 Existe un polinomio univariado ®; € K[T] tal que

Vz e Kysi®1(2) =0,3a € VNVy(Fy,...,F,):z2=Y1(a)

(b)-3 Existen polinomios g1, ..., g, € K[X71,...,X,] tales que
o (V1) =32, giFy € I(V).
o deg(g:Fy) < DI[, deg(F;) < DI, deg(fi),
siendo la ultima desigualdad cierta por la construccion hecha de la sucesién
{Fi1,...,F,} en la subseccién 2.3.1 anterior.
Como B € U, se tiene:
(c¢)-1 La forma lineal Y es separante para V N V4 (Gy,...,Gy).
(c)-2 Existe un polinomio univariado ®} € K[T] tal que

Vz e K,si ®)(2) =0,3b € VNViy(Gy,...,Gyp) : 2 =Y1(D).

(c)-3 Existen polinomios hy,...,h, € K[X1,...,X,] tales que
o BU(Y) — Y0, hGi € I(V).
o deg(hiG;) < DI[i_, deg(G;) < DII;_, deg(f:)
siendo, de nuevo, la ultima desigualad cierta por la construccién hecha de
la sucesién {Gy,...,Gp} en la Subseccién 2.3.1 anterior.
Veamos que ®; y &} no pueden poseer raices comunes en K. Pues si existiera
z € K tal que ®1(2) =0y ®{(2) = 0, entonces, por el Teorema de Eliminacién
2.2.8 tendriamos
Ja e VNVy(Fy,...,F,): z2=Y1(a),
e VNVa(Gy,...,Gy) : 2 =Y1(b).

Pero como Y7 es separante en A = VNV (F,..., F,) UV NVA(Gy,...,Gn),
entonces dado que z = Yi(a) = Y1(b) concluirfamos

a=be (VNVy(F,....,E)N(VNVA(Gy,...,Gp)) = 0.

Con lo que llegariamos a contradiccién. Si dos polinomios univariados carecen de
ceros comunes un un cuerpo algebraicamente cerrado es porque su maximo comuin
divisor es 1. Por tanto, aplicando la Identidad de Bézout con cotas para el caso
univariado (cf. [Pa,20a]), existirdn P, Q € K[T] tales que deg(P) < deg(®;) — 1
y deg(Q) < deg(®}) — 1 y se verifica

1= P(Y1)®1(Y1) + Q(Y1) P (Y1)

Ahora bien, por las sucesivas iteraciones de los Teoremas de Eliminacién de la
Seccién precedente, hemos visto que

degy, (®1) < D[] deg(f:),

i=1

degy, (®7) < D [ [ deg(f2)-

i=1
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En conclusién, tenemos
(2.3.1) 1= P(Y1)®(Y1) + Q(Y1)®} (Y1),

donde degy, (P) y degy, (Q) estan acotados por D[], d; — 1. Desarrollando la
identidad 2.3.1 tendremos que

1-— P(Yl) <iglFl> — q(}/l) (i hlGl> € I(V),

donde los polinomios Fi,...,F, y G1,...,G, son combinaciones lineales con
coeficientes en K de {f1,..., fnt+1}
Quedara entonces:

n+1
1= Hifi e I(V),
i=1
donde H; = P(Y1) 327, bjag; + Q(Y1) 325 b ;b

Luego
deg(H, f;) < max{degy, P(Y1),degy, Q(Y1)} + max{deg(g; fi), deg(h; fi)} <

gDﬁdi—kDﬁdi—l.
i=1 i=1

Y el teorema queda demostrado.
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En este Apéndice vamos a tratar de resumir algunos resultados de Algebra Conmutativa ele-
mental que se usan en el cuerpo del Trabajo Fin de Grado. En algin caso, daremos la pronta
interpretacién geométricoa de los mismos, en otros casos dejaremos para el Apéndice B la
interpretacién mas pormenorizada de algunos de estos resultados.

A.1. Localizaciéon de anillos y médulos

Como la clasica construccién del cuerpo de los racionales Q desde el anillo de los enteros 7Z,
una construccién similar se hace para el estudio de anillos de propiedades locales: localizacion
de anillos.

DEFINICION 1 (Sistema multiplicativamente cerrado). Sea R un anillo y S C R un subconjunto.
Se dice que S es un sistema multiplicativamente cerrado de R si es un submonoide de (R,-)
que no contiene a 0 € R. En otras palabras, S es sistema multiplicativamente cerrado en R si
verifica:

e1€50¢S5.

e VrseS r-sesb.

Si R es un dominio de integridad el conjunto S = R\ {0} es un sistema multiplicativamente
cerrado en R. De hecho, es ficil observar que la condicién clave para que R\ {0} sea sistema
multiplicativamente cerrado en R es que (0) = {0} sea un ideal primo de R. De ahi que
concluyamos que si R es un anillo cualquiera y p € Spec(R) es un ideal primo de R, entonces
R\ p es un sistema multiplicativamente cerrado.

Sea, pues, R un anillo cualquiera y S C R un sistema multiplicativamente cerrado en R.
Definimos la siguiente relacién entre los elementos de R x S:

(a,s) ~ (a',s') & Fu e S,u(as’,a’s) = 0.
Es fécil verificar que ésta es una relacion de equivalencia en R x S. Nétese que si R es un

dominio de integridad y S C R es un sistema multiplicativamente cerrado, esta relacion de
equivalencia se convierte en la siguiente:

(a,s) ~ (a',s') <= Ju e S,u(as’ —a's) =0 as’ —a's =0,
y el papel del elemento u € S desaparece.

Denotemos por S™!R al conjunto cociente para R anillo cualquiera y S C R sistema multi-
plicativamente cerrado en R:
S*lR — R x S/

Las clases de equivalencia del conjunto cociente S~!R se representan como fracciones:
r
— = (r,9)]~.
S
Aunque debemos ser cuidadosos, especialmente en el caso en que R no es dominio de integridad,

porque, en general, no son propiamente fracciones en el sentido usual.

47
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A partir de esta notacién y del conjunto S~'R podemos definir las correspondencias siguientes:

+:S'Rx S'R— SR, :ST'Rx ST'R— S7'R

a a a-s+a-s a a a-a
PRl i dr vl R dit
s’ s 5.8 s’ s 5.8

PROPOSICION A.1.1. Las anteriores correspondencias son aplicaciones y definen una estructura
que hace que (STIR,+,-) sea un anillo conmutativo con unidad, usualmente denominado la
localizacion de R en el sistema multiplicativamente cerrado S.

Por comodidad, usualmente se escribe S~ R para resumir toda la construccién anterior.

EJEMPLO A.1.2. i) El ejemplo mds usual es la localizacion en un primo. Asi, si R es un
anillo cualquiera yp € Spec(R), entonces Sy, = R\p es un sistema multiplicativamente
cerrado y la localizacion Sp_lR se suele denotar R, y se denomina localizacién de R
en el primo p.
it) Si R es un anillo cualquiera y f € R es un elemento no nilpotente (i.e. f™ # 0,Vn €
N), el siguiente es un sistema multiplicativamente cerrado en R:

Sp={f":neN={1,f,f%...}
A la localizacion S;IR se la suele denotar mediante Ry y se denomina localizacion
de R en el elemento f € R.
i11) Un caso particular de i) es el caso de los cuerpos de fracciones de los dominios de
integridad. Un anillo R es dominio de integridad si y solo si el ideal (0) es un ideal

primo de R. Entonces, la localizacion Ry es especial: se trata de un cuerpo conocido
como el cuerpo de fracciones de R y que se denota mediante qf(R)

El anillo Ry, donde p € Spec(R), es un anillo especial. Para ello, recordemos la nocién de anillo
local.

DEFINICION 2 (Anillo local). Un anillo R se dice local si posee un tnico ideal mazimal.

Normalmente, escribiremos “sea (R, m) un anillo local”, destacando que el espectro maximal
Spm(R) satisface Spm(R) = {m}.

PROPOSICION A.1.3. Si R es un anillo cualquiera y p € Spec(R), entonces Ry es un anillo local
cuyo unico ideal mazximal es dado por la siguiente igualdad:

pRp:{Z:rep,SES}.

De hecho, la relacién entre Ry S~!R es més intensa, como se prueba en la siguiente proposicién.

PROPOSICION A.1.4. Sea R un anillo, S C R un sistema multiplicativamente cerrado. En-
tonces, el siguiente es un morfismo de anillos, no necesariamente inyectivo:
cs: R— ST'R.

a
ar— —.
1

Este morfismo permite identificar el espectro primo de S~'R con las extensiones a S~!R de los
primos de R que no intersecan a S. Es decir, la siguiente es una biyeccién:

{p € Spec(R) :pN S =0} — Spec(S™'R)
pHpe:S‘lp:{Z:rep,seS}.

Asi, por ejemplo, si p es un primo en un anillo R, existe una biyeccién entre Spec(R,) y los
primos de R que tienen interseccién vacia con R\ p. Es decir, entre los primos de R, y los
primos de R contenidos en p:

{q € Spec(R) : q C p} — Spec(R,)

”
q»—>q-Rp:{S:req,3§ép}.
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Del mismo modo, si f € R es un elemento no nilpotente, entonces existe una biyeccién entre
los ideales primos de Ry y los ideales primos de R que no contienen a f:

{p € Spec(R) : f ¢ p} — Spec(Ry)
pHpRJc:{ffn:rep,meN}.
Un cuerpo de fracciones clasico, ademés de Q con respecto a Z, es el de las funciones racionales.
Asi, consideremos el dominio de integridad K[Xq,...,X,] de polinomios sobre un cuerpo. Al

cuerpo de fracciones qf(K[X1, ..., X,]) se le denota usualmente mediante K (X7, ..., X,,) y sus
elementos toman la forma siguiente:

K(Xla"'aXn): {5 :p7q€K[Xl7"'aXn]aq7é0}'

COROLLARIO A.1.5. Los ideales primos de R, estdn en biyeccion con los ideales primos de R
contenidos en p y por tanto, para cada ideal p € Spec(R), el anillo R, es un anillo local, cuyo
unico ideal mazimal es el ideal generado por p en R, y que denotaremos:

R, ::{ZeRp:rep,seR\p}.

A.2. Dimensiéon de Krull de anillos y espacios topolégicos

DEFINICION 3 (Dimensién de Krull de un espacio topolégico). Sea X un espacio topoldgico
noetheriano. Llamaremos dimension de X al valor dim X € NU {oo} mdzimo de las longitudes
de cadenas de irreducibles de X, es decir, mdximo de los n que cumplen:

D#FVo Vi GGV CX,
donde V; es un conjunto cerrado e irreducible Vi € {1,...,n}.
DEFINICION 4 (Variedad equi-dimensional). Sea V' C A™(K) una variedad algebraica afin.
Diremos que V' es una variedad equi-dimensional si tiene una descomposicion de la forma:
V=Wvu-.-UVs,
donde V; es un variedad algebraica afin irreducible, y se cumple que dimV; = m Vi € {1,...,s}.

La dimension de Krull es un invariante de las variedades algebraicas y se cumple:

PROPOSICION A.2.1. Sea f : V — W una aplicacién polinomial entre variedades algebraicas

y sea Z = f(V). Entonces dimg .y Z < dimppqn V.

DEFINICION 5 (Dimensién de Krull de un anillo). Sea A un anillo. Llamaremos dimension de
Krull de A a la dimension de Krull de Spec(A) dotado con la topologia de Zariski.

DEFINICION 6 (Altura y coaltura de ideales primos). Sea R un anillo, p un ideal primo de R

i) Llamaremos altura de p al mdzimo de las longitudes de cadenas de ideales primos de R
contenidos en p y se denotard por ht(p), es decir, al mdzimo de los nimeros naturales
n € N tales que existe:

Po &P & &P &b,

donde pg, . ..,pn son ideales primos de R.

1) Llamaremos coaltura de p al mdximo de las longitudes de cadenas de ideales primos
de R que contienen a p y se denotard por coht(p), es decir, al mdzimo de los nimeros
naturales n € N tales que eziste:

PGPoG - Gpn &R,

donde pg, . ..,pn son ideales primos de R.

DEFINICION 7 (Altura y coaltura de ideales arbitrarios). Sea un anillo A y a un ideal.

i) Llamaremos altura de a al infimo de las alturas de los ideales primos que contienen a
a y se denotard por hit(a).

i) Llamaremos coaltura de a al mdximo de las alturas de los ideales primos que contienen
a a. Lo denotaremos por coht(a).



50 A. ALGUNOS RESULTADOS ELEMENTALES DE ALGEBRA CONMUTATIVA

DEFINICION 8 (Codimensién de un cerrado irreducible). Sea X un espacio topoldgico, Y C X
un conjunto cerrado e irreducible. Llamaremos codimension de Y en X al valor codimxY €
N U {oco} supremo de todos los n € N que cumplen:

YCYyeYV1 G- CQY,CX,
donde Y; es un congunto cerrado e irreducible Vi € {1,...,n}.
Se introducen los términos necesarios para entender la definicién de ideal no mezclado.

DEFINICION 9. Sea M un R-mddulo.

e Para cada elemento a € R, se denota por g n : M — M a la homotecia de razén a
sobre M, es decir, al endomorfismo dado mediante n,(m) := am, Vm € M.

e Un endomorfismo de R-mddulos, ¢ : M — M, se denomina nilpotente si existe
neN, n>1 tal que ¢" = 0.

o Un submddulo N de M se demomina primario si N # M y para cada a € R, la
homotecia ng )N €s o bien inyectiva o bien nilpotente.

e Un ideal q de R se dice primario si es primario como submddulo (del mddulo R).

PROPOSICION A.2.2. Si N es un submddulo primario de un R-mddulo M, entonces el conjunto:
p:={a € R:ng /N Do es inyectiva},
es un ideal primo de R. Diremos que el submddulo N es p-primario.

DEFINICION 10 (Ideales asociados a un médulo). Sea M un R-mddulo. Un ideal primo p €
Spec(R) se denomina asociado a M si existe x € M tal que v #0 y

p=Ann({z}) :={a € R:ax = 0}.
Denotaremos por Ass(M) al conjunto de todos los ideales primos asociados a M.

DEFINICION 11 (Ideal no mezclado). Un ideal a de un anillo noetheriano R se dice no mezclado
si admite una descomposicion en ideales primarios

a=a;MN---Nag,

donde cada a; es p;-primario, p; € Spec(R) es primo, los asociados del ideal a son Ass(a) =
{p1,...,ps} y todos tienen la misma coaltura, es decir,

coht(py) = --- = coht(ps) = dim (R/a) .

PRrOPOSICION A.2.3. Sea a C R un ideal no mezclado de un anillo noetheriano R. Sea b C R
otro ideal y R’ C R una extension de anillos. Entonces se verifican las propiedades siguientes:

i) Elideal a /b es no mezclado.
i) La contraccion a® = aN R’ es no mezclada.

PROPOSICION A.2.4. Sea V C A™(K) una variedad algebraica equi-dimensional afin. Entonces,
su ideal I(V) CK[X7y,... Xn] es un ideal no mezclado.

El siguiente es un resultado clésico debido a W. Krull:

TEOREMA A.2.5 (Teorema del Ideal Principal de Krull). Sea R un anillo noetheriano,
a € R no es divisor de cero, p un ideal primo minimo sobre (a), entonces hit(p)=1

El siguiente resultado se puede encontrar en [Ma, 1980].

PROPOSICION A.2.6. Sea A un dominio de integridad noetheriano. A es un dominio de facto-
rizacion unica st y solo si todo ideal primo de altura 1 es principal.

LEMA A.2.7. Si A es un dominio noetheriano y q es un ideal p-primario, donde p es un ideal
principal, entonces existe n € N tal que p™ = q y q es un ideal principal.
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A.3. Extensiones enteras de anillos: propiedades de ascenso y descenso

Se van a enunciar una serie de definiciones y resultados para poder entender el lema de nor-
malizacién de Noether.

DEFINICION 12 (Extensién de anillos). Sea R un anillo conmutativo. Una extension de R es
otro anillo R’ que tiene a R como subanillo.

DEFINICION 13 (Extensién entera de anillos). Dada una extension de anillos R C R, un
elemento © € R se dice entero sobre R si existe un polinomio mdnico p € R[T] tal que p(z) = 0.
Una extension R C R’ se dice entera si todos los elementos de R’ son enteros sobre R.

OBSERVACION A.3.1. En general en teoria de anillos se denomina extensién de un anillo A a
todo morfismo de anillos con unidad ¢ : A — B. La imagen de A mediante ¢ es un subanillo
de B. En esta situacién diremos que un elemento de B es entero sobre A, si es entero sobre el
subanillo imagen ¢(A).

DEFINICION 14 (Extensién de ideales). Sea f : A — B un morfismo de anillos y a C A un
ideal de A. Llamaremos extension del ideal a al anillo B al ideal generado por f(a) en B:
a® = (f(a)).
DEFINICION 15 (Contraccién de ideales). Sea una extension de anillos R C R yq C R’ un
ideal. Se denominard contraccion de q al ideal 4° = qN R del anillo R.
PROPOSICION A.3.2. Sean una extension de anillos R C R'. Se tienen las siguientes propiedades:
i) Si la extension es entera y b es un ideal de R', entonces R'/b es una extension entera
de R/bC.
it) Si R’ = Rlag,...,am] es un R-dlgebra finitamente generada y {a1,...,an} son en-
teros sobre R, entonces R’ es entero sobre R.
DEFINICION 16 (Clausura entera). Sea una extension de anillos R C R'. Los elementos de R
que son enteros sobre R forman un subanillo R de R’ llamado clausura entera de R en R’.

DEFINICION 17 (Dominio normal). Sea un dominio de integridad R. Se dice que es normal si
la clausura entera R en su cuerpo de fracciones es R = R.

PROPOSICION A.3.3. Todo dominio de factorizacion tnica es un dominio normal.
Ahora enuncio los teoremas Krull-Cohen-Seidenberg going-up y going-down

PROPOSICION A.3.4. Sea R C R’ una extensién entera de dominios de integridad. Entonces
R’ es un cuerpo si y solamente si R es un cuerpo. En particular, sea q es un ideal primo de
R, su contraccion p := q° es mazximal en R si y solamente si q es mazimal en R’.

COROLLARIO A.3.5. Sea R C R’ una extension entera de anillos y ¢ : Spec(R') — Spec(R)
la aplicacion continua dada por la contraccion de ideales. Entonces:

i) @ es suprayectiva.

i) p(Spm(R')) C Spm(R) y a siguiente aplicacidn estd bien definida y es suprayectiva:

Cspm(r) - Spm(R') — Spm(R).

COROLLARIO A.3.6. Sea ¢ : V — W un morfismo dominante de variedades algebraicas afines.
Se tiene que si la extension K[W] C K[V] es entera, ¢ es suprayectiva.
TEOREMA A.3.7 (Going-Up). Sea R C R’ una extension entera de anillos. Si tengo dos cadenas
ascendentes de ideales primos:

e Una cadena ascendente de ideales primos de R:

P Cpa © - Chy,

e Una cadena ascendente de ideales primos de R’ :

g1 €2 C - C Qs
tal que n > m y qf = p; Vi € {1,...m}. Entonces existe una cadena ascendente de ideales
primos de R’ :
dm € Gm4+1 € -+ € dn,
tales que qf =p; Vi€ {m+1,...,n}.
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Existe un teorema similar pero con las inclusiones en sentido inverso para dominios de integri-
dad:

TEOREMA A.3.8 (Going-Down). Sea R C R’ una extension entera de dominios de integridad y
R es un dominio normal. Si tengo dos cadenas descendentes de ideales primos:

e Una cadena descendente de ideales primos de R:

pr2p2 2 2P,

e Una cadena descendente de ideales primos de R’ :

g1 292 2 -+ 2 qm,
tal que n > m y qf = p; Vi € {1,...m}. Entonces existe una cadena descendente de ideales
primos de R’ :
qm :_)qm+1 2 :_)qru
tales que qf =p; Vi€ {m+1,...,n}.
Gracias a los teoremas de ascenso y descenso se deduce el siguiente resultado:
COROLLARIO A.3.9. Sea R C R’ una extension entera de dominios de integridad y R es domino
de factorizacion dnica. Entonces, se tiene:
Z) dimK'rull<R) = dimKTu”(RI)
i) Siq C R es primo yp =q° es una contraccidn a R, se tiene que:
hi(p) = hi(q),
coht(p) = coht(q).

A.4. Lema de Normalizacion de Noether y variaciones

DEFINICION 18 (A-dlgebra de tipo finito o finitamente generada y morfismo de tipo finito de
anillos). Sean A y B dos anillos y f : A — B un morfismo. Se dice que B es una A-dlgebra
de tipo finito o finitamente generada y que f es un morfismo de tipo finito si existe un anillo
de polinomios A[X1,...,X,] sobre A y un epimorfismo de anillos:

p: A[Xy,...,X,] — B,
tal que pla = f.

PROPOSICION A.4.1. En el caso particular de que A C B, B serd un A-dlgebra de tipo finito si
y solo si existe un ideal a de un anillo de polinomios A[X1,...,X,] tal que

B gA[Xl,...,Xn]/a.

DEFINICION 19 (Morfismo finito de anillos y A-dlgebra finita). Si f: A — B es un morfismo
de anillos, entonces tenemos inducida en B una estructura natural de A-mddulo de modo obvio
stquiente:
4:Ax B — B.
(a,b) — f(a) - b.

Se dice que f es un morfismo finito si B es un A-mddulo (con la operacion -4) finitamente
generado, en cuyo caso B se dice que es un A-dlgebra finita.

PROPOSICION A.4.2. Sea A C B una extension de anillos y sea x € B. Se tiene que x es entero
sobre A si y solo si existe una A-dlgebra finita C tal que ACC C B yzeC.

PROPOSICION A.4.3. Sea A C B una extension de anillos y B es un A-dlgebra de tipo finito.
Son equivalentes:

i) B es un A-dlgebra finita.

i1) A C B es una extension entera de anillos.

Se van a introducir los conceptos necesarios para entender el lema de normalizacién de Noether
y asi, como caso particular, llegar al Corolario A.4.9.
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DEFINICION 20 (Aplicacién finita de variedades). Sean X eY dos variedades algebraicas afines
y sea f: X — Y wuna aplicacion polinomial (o morfismo regular). Sea la aplicacién entre los
anillos de funciones polinomiales:

f* K[Y] — K[X].
p—rpolf.
Se dice que f es de tipo finito si f* lo es como morfismo de anillos y que f es finito si f* lo es.
Los siguientes resultados se encuentran en [Sha, 1974]:
PROPOSICION A.4.4. Sea f : X — Y una aplicacion finita entre variedades algebraicas afines.
Se tiene:
i) Seay €Y, su fibra f~1(y) es un nimero finito de elementos.
it) f es sobreyectiva.
iit) f es cerrada.
PROPOSICION A.4.5. Sean X e Y dos variedades algebraicas afines y sea f : X — Y una
aplicacion polinomial dominante. Entonces f* es inyectiva y un monomorfismo de anillos. Por
eso se suele denotar f*(K[Y]) por simplemente K[Y].
PROPOSICION A.4.6. Sean X eY dos variedades algebraicas afines K -definibles y sea f : X —
Y un morfismo. f serd un isomorfismo si y solo si f* : K[Y] — K[X] es un isomorfismo de
anillos.
PROPOSICION A.4.7. Sea f: X — Y una aplicacion finita entre variedades algebraicas afines.
Son equivalentes:
i) K[X] es una K[Y]-dlgebra finita.
it) K[Y] C K[X] es una extension entera de anillos.

Si ademds X es irreducible, entonces Y es irreducible y se tiene que
[K(V): K(W)] < 400,
donde K(V) y K(W) son los cuerpos de fracciones de K[V] y K[W].
La versién algebraica del Lema de Normalizacién de Noether es la siguiente:

TEOREMA A.4.8 (Lema de Normalizaciéon de Noether). Sea K un cuerpo de cardinal infinito vy,
como en Capitulos precedentes, sea K su clausura algebraica. Sea A una K-dlgebra finitamente

generada. Supongamos que
A:K[Xl,...,Xn}/
a’

donde a es un ideal propio de K[X1,...,X,]. Entonces, existe un abierto U en la topologia de
Zariski del espacio de matricesUU C M, (K) = A (K), tal que se verifica la siguiente propiedad:
Para cada matriz B € U, B es no singular (i.e. det(B) # 0) y determina un cambio lineal de
coordenadas en A™(K) dado por la identidad siguiente:

Y X1
=B
Y, X,
de tal modo que las formas lineales {Y1,...,Y,} verifican las siguientes propiedades:
i) Sid=dim(A) es la dimension de Krull de la K-dlgebra A, entonces {Y1,...,Yq} son
algebraicamente independientes sobre K. En particular, K[Y1,...,Yy] es un anillo de

polinomios en d variables.
i) Si B € M, (K)NU, la K-dlgebra A es un K[Y1,...,Yy]-mddulo finitamente generado
o0, equivalentemente, la siguiente es una extension entera de anillos:
KYy,..., Y] — A

iii) Si A = K[V] es el anillo de funciones polinomiales sobre una variedad algebraica
afin equi-dimensional V. C A™(K), entonces la siguiente aplicacion es un morfismo
suprayectivo:

Im:V — AYK),
z=(21,...,2n) — (Y1(2),...,Ya()).
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COROLLARIO A.4.9. Para cualquier ideal no mezclado a de K[X,...,X,] se tiene:
hit(a) + coht(a) = n.

El resultado es, en particular, cierto para ideales radicales, interseccion de un niumero finito de
primos todos de la misma altura.

La siguiente generalizacion del Teorema del Ideal Principal de Krull se puede encontrar en
[Ku, 1885]

TEOREMA A.4.10 (Generalizacién del Teorema del Ideal Principal de Krull). Sea R un anillo
noetheriano, a C R un ideal propio y {f1,..., fr} C R tales que a = (f1,..., fr). Entonces,
para cualquier ideal primo p minimal entre los que contienen al ideal a se verifica ht(p) < k.
Si, ademds, fi1,..., fr es una sucesion regular sobre R, esto es, si se verifica:

i) f1 no es diwisor de cero en R.

i) Para cada i,2 <1i <k, f; no es divisor de cero en el anillo cociente

R/(flwu»fiq)'

iit) a= (f1,..., fx) # (1) es un ideal propio.
Entonces todo ideal primo minimal sobre a tiene altura k.
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En este Apéndice revisaremos algunos de los resultados elementales en Geometria Algebraica
afin que se usan a lo largo del Capitulo. Algunos son consecuencia de resultados estdndar de
Algebra Conmutativa, otros recibirdn un tratamiento mas geométrico, aunque, en el fondo, casi
todos ellos provienen directamente de estructuras algebraicas.

En ocasiones citaremos fuentes bibliograficas y en otras daremos alguna demostracién maés
detallada.

B.1. Dimensiéon en variedades algebraicas: algunos resultados clasicos

Como ya se indicaba desde la Introduccién, si V. C A™(K) es una variedad algebraica irreducible,
el anillo K[V] es un dominio de integridad y K(V) = ¢f(K[V]) es su cuerpo de funciones
racionales. Por ser K[V] una K-&lgebra finitamente generada, entonces el grado de trascendencia
sobre K de K(V) es finito. Esto conduce a la definicién clésica de dimensién siguiente:

DEFINICION 21. Sea V' C A™(K) una variedad algebraica afin.

i) Si 'V is irreducible, llamaremos dimension de V al grado de trascendencia de K(V')
sobre K:

dim(V) := grtrg (K(V)).
1) Si'V es reducible y admite una descomposicion en componentes irreducibles de la forma
stguiente:
V=Vu-.-UVs,

llamaremos dimension de V' al mdzimo de las dimensiones de sus componentes irre-
ducibles, es decir,

dim(V) := max{dim(V1),...,dim(V})}.

El Lema de Normalizacion de Noether permite igualar esta nocién clasica con las nociones de
dimensién de Krull descritas en el Capitulo precedente (como se hace en el texto [Ku, 1885]).

PROPOSICION B.1.1. Sea V C A™(K) una variedad algebraica afin. Las siguientes expresiones
definen la misma cantidad que llamaremos simplemente dimension de V y denotaremos por
dim(V):
i) La dimension de V', basada en el grado de trascendencia, como en la Definicidn 21.
1) La dimension de Krull de V' como espacio topoldgico noetheriano con la topologia de
Zariski inducida por la de A™(K).
iii) La dimensidn de Krull del anillo K[V].
iv) La co-altura del ideal I(V') en K[X1,...,Xpn].

Por tanto, todos los resultados ya descritos en el Apéndice A se aplican apropiadamente a la
dimensién de variedades algebraicas afines, con la apropiada transformaciéon. Obviamente se
tiene:

ot
ot
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PROPOSICION B.1.2. Con las notaciones precedentes, sea V.C A™(K) una variedad algebraica
afin. Son equivalentes:
i) dim(V) = m—1 y todos sus componentes irreducibles tienen la misma dimensidn (i.e.

V es equi-dimensional).
it) Exziste [ € K[X1,...,Xm] \ K (un polinomio no nulo y no constante) tal que V =

Va(f)-
DEMOSTRACION. Para la primera implicacién, supongamos que dim(V) = m—1 y que todas
sus componentes irreducibles tienen la misma dimensiéon . Sean Vi,...,V, esas componentes

irreducibles. Como dim(V;) = m — 1, entonces, I(V;) es un ideal primo de coaltura m — 1 en
K[X1,...,X,]. Como K[X7,...,X,,] es catenario, ht(I(V)) = 1 para cada i,1 < i < r. Como
K[X1,...,X,,] es dominio de factorizacién tnica, todo ideal primo de altura 1 es principal. Por
tanto, para cada i,1 < i < r, existe f; € K[Xy,...,X,,] tal que I(V;) = (f;) vy, obviamente,
Vi = Va(I(V;)) = Va(f;). Como V; tiene dimensién 1y I(V;) es ideal primo, no es posible que
fi € K. Finalmente, consideremos

f=1]#eKX,. ... Xnl.
i=1
Como ningiin f; € K, tampoco es posible que f € K por lo que f € K[Xy,...,X,,] \ K.
Finalmente, como f =[] f; tenemos
T T
Vi) = =Jvn="w
i=1 i=1
Por otro lado, para la implicacién inversa, consideremos el ideal a = (f). Por el Teorema del
Ideal Principal de Krull A.2.5, como K[X7, ..., X,,] es un domino de integridad y f ¢ K, el ideal
a estd generado por un elemento que no es divisor de cero en K[X7, ..., X,,]|. Por tanto, todos
los ideales primos minimales sobre a tienen altura 1. Por el Teorema de Lasker-Noether, el
ntimero de tales primos minimales es finito. Sean {py,...,p,} esos primos minimales. Entonces
Vva={\._; pi, con lo que Vj(p;) es una variedad algebraica irreducible de dimensién m — ht(p;)
(porque K[X71,...,X;»] es catenario). En consecuencia:
e dimVy(p;) =m — 1 para cada i,1 <i <.
o dimVy(a) =m — 1.
O

Una observacién clésica que puede encontrarse en cualquier texto bésico del Algebra Conmu-
tativa o Geometria Algebraica de los citados en la Bibliografia es la siguiente proposicién:

PROPOSICION B.1.3. Sean V C A™ e W C A™ dos variedades algebraicas afines. Sea V x W C
A" x A™ su producto. Entonces se cumple:

dimell(V X W) = dimKrull(V) + dime”(W).

Por lo que respecta a uniones e intersecciones de variedades algebraicas, el comportamiento es
dispar y tenemos los resultados siguientes:

PROPOSICION B.1.4. Dada V =W, U---UW, una unién cualquiera de variedades algebraicas
afines (no necesariamente irreducibles), se tiene:

dim (V) = max{dim(W),...,dim(W;)}.
En lo que concierne a la interseccién, mas erratica con variedades algebracias, el siguiente

resultado se encuentra en cualquier texto bésico como [Ha, 1977] o [Sha, 1974]:

TEOREMA B.1.5 (Teorema de la dimensién de la interseccién). Sean V, W variedades de
dimensiones r,s en A}, con K cuerpo. Entonces cada componente irreducible Z de la variedad
VNW cumple:

dmZ >r+s—n.

El siguiente resultado se encuentra en [Sha, 1974]:

TEOREMA B.1.6 (Dimensién de las Fibras). Sean V C A™(K) y W C A™(K) dos variedades
algebraicas irreducibles. Sea f:V — W un morfismo dominante. Se tiene:
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i) Siy e f(V), entonces la fibra f~*({y}) verifica:
dim f~'({y}) > dim(V) — dim(W).
ii) Existe un abierto Zariski U C W tal que para cada y € W la fibra f~*({y}) es no
vacia y verifica:
dim f~*({y}) = dim(V) — dim(W).

B.2. Interseccién de variedades algebraicas: desigualdad de Bézout afin

En esta seccién del Apéndice haremos una breve descripcion de la teoria del grado de locamente
cerrados afines (es decir, interseccién de un abierto y un cerrado) en la topologia de Zariski de
A™(K). El origen de estos resultados es el cldsico [He, 1983]. Una fuente mds reciente ha sido
[GMLMPS, 2020] y también [Pa,20a].

Sea V. C A™(K) un conjunto localmente cerrado irreducible de dimensién de Krull r. Sea
A" = A"(K) = Myrxn el espacio de las matrices r X n con coordenadas en K. Sea la
siguiente aplicacién polinomial:

DA xV — A" x A",
(M, x) — (M, Mxz).
PRrROPOSICION B.2.1. Con las notaciones anteriores:

i) El morfismo ® es un morfismo dominante y la siguiente es una extension de cuerpo
finita y separable:

O K(A™ x AT) < K(A™ x V).
ii) Para cada punto (M,b) € A™ x A", si la fibra @~ 1({(M,n)}) es finita, se tiene:
B(OT({(M,b)})) < [K(A™ x V) : K(A™ x A")].
iii) Existe un abierto Zariski U C A™ x A" tal que para cada (M,b) € U la fibra
O~L({(M,n)}) es finita y satisface:
BT ({(M,0)}) = [K(A™ x V) : K(A™ x AT)].
Gracias al Lema de Normalizacién de Noether A.4.8 y el resultado B.2.1 se tiene el siguiente

corolario, que es una versién geométrica del Lema de Normalizacion de Noether:

COROLLARIO B.2.2. Sea K un cuerpo de cardinal infinito y sea V. C A™(K) una variedad
algebraica K-definible. Sea GL(n,K) C K" el abierto Zariski de las matrices n x n con
coeficientes en K.

Si'V es irreducible (o equi-dimensional) existe un abierto Zariski U C GL(n, K) en el que toda
matriz A € U verifica:

i) Sea la aplicacion lineal de cambio de coordenadas siguiente:
A: A"(K) — A™(K).
X1 X1 Y
| —a =
X, X, Y,
Se tiene que A(V) = A™(K) x {0}"~™, siendo m = dim(V).
1) La restriccion

Aly 1 V — A™(K),

(1, yn) — (L1, n)y ey (@1, T0)),s

es suprayectiva.
iii) La extension de anillos

K[Yi,... Y, — K[V],

es una extension entera.
i) Para cada b= (by,...,by) € A™(K) el nimero de puntos en la fibra (Ay)~1({b}) es
finito.
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Sean r,n € N dos enteros positivos, r < n. Sea G(n,r) el “Grasmaniano” de variedades afines
lineales de codimensién como méximo r del espacio afin A”(K). Sea la proyeccién natural:

&G A" x A" — G(n, 1),
(M,b) — G(M,b) := {z € A"(K) : Mz' — b =0},

donde z' es la transpuesta de z = (x1,...,2,). Sea V C A™(K) un conjunto irreducible

localmente cerrado de dimensién r y sea la clase:
G(V):={L €G(n,r) : (VN L) < oo},
PRropPoOSICION B.2.3. Con las condiciones anteriores:
i) La clase G(V') es no vacia y contiene un abierto Zariski de G(n,r)
it) El mazimo max{§(LNV): L € G(V)} es finito.
iit) Existe un abierto Zariski U C G(n,r) tal que para todo L € U se tiene
fLNV)=max{§(TNV): T € G(V)}.
DEFINICION 22 (Grado de un subconjunto localmente cerrado). Sea V' C A™(K) un subconjunto
irreducible localmente cerrado de dimension de Krull r. Se define el grado de V' como:

deg(V) :=max{§(LNV): L e G(n,r),i(LNV) < co}.

Sea W € A™(K) un subconjunto localmente cerrado y sea Cy,...,Cs sus componentes irre-
ducibles localmente cerradas. El grado de W se define como:

deg(W) := Z deg(C;).

Se resumen unas propiedades inmediatas:

TEOREMA B.2.4. Con las condiciones anteriores, se cumple:

i) Para cada subconjunto localmente cerrado V- C A™(K) se cumple:

deg(V) = deg(V").
it) El grado de un conjunto finito de puntos C C A™(K) es igual a su cardinal:
deg(C) = #(C).
i11) El nimero de componentes irreducibles de un conjunto localmente cerrado estd acotado
por su grado.
i) El grado de cualquier variedad afin lineal es 1.
v) El grado de conjuntos localmente cerrados es invariante por isomorfismos lineales o
afines.
vi) Para cada polinomio no constante f € K[X1,...,X,] el grado de la hipersuperficie

Vanx)(f) es como mucho el grado del polinomio deg f y Vinx)(f) = deg(f) si y solo
si f es libre de cuadrados.

LEMA B.2.5. Sea V C A™(K) un subconjunto localmente cerrado y L C A™(K) una variedad
afin lineal. Se cumple que:

deg(V N L) < deg(V).

PROPOSICION B.2.6. Sea V' C A™(K) un conjunto equidimensional localmente cerrado de di-
mension r. Se tiene:

deg(V) =max{#§(LNV): L € G(n,r),4(LNV) < co}.
De hecho, existe un abierto Zariski U C A" tal que para todo (M,b) € U, se tiene:
HG(M,b) N V) = deg(V),
donde, como antes, G(M,b) := {z € A"(K) : Mx! = b}.

PROPOSICION B.2.7. Sea .Z : A"(K) — A™(K) una aplicacidn lineal y V. C A"™(K) un
conjunto localmente cerrado. Entonces, se tiene:

deg(Z(V)") < deg(V).
De hecho, si £(V) es localmente cerrado, se tiene:
deg(Z(V)) < deg(V).
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PROPOSICION B.2.8. Sean V' C A™(K) y W C A™ dos conjuntos localmente cerrados. Sea
V x W C A™™ sy producto cartesiano, que también es localmente cerrado. Entonces se tiene:

deg(V x W) = deg(V') deg(W).
El siguiente resultado se puede encontrar en [He, 1983](ver también [To, 2020]):

TEOREMA B.2.9 (Desigualdad de Bézout para conjuntos localmente cerrados). Sean
V,W C A™(K) dos conjuntos localmente cerrados. Entonces se tiene:

deg(V NW) < deg(V) deg(W).
FEl siguiente resultado se encuentra en el [Ha, 1977]:

PROPOSICION B.2.10. Sea X C A™(K) una variedad algebraica afin irreducible. dim X =n —1
si y solo si existe f € K[X1,...,X,] polinomio irreducible tal que X = Vyn(x)(f)

TEOREMA B.2.11. El anillo de polinomios K[ X1, ..., X,] es un anillo de Cohen-Macaulay. En
particular, dada una sucesion de polinomios fi,..., fr € K[X1,...,X,,] tales que la variedad
que definen Vk(f1,..., fr) tiene dimensidn n — k, entonces todas sus componentes irreducibles
tienen dimension n — k y es por tanto una variedad equi-dimensional.

B.3. Espacio tangente de variedades algebraicas afines: Criterio del Jacobiano

DEFINICION 23 (Multiplicidad de interseccién). Sea V' C A"™(K) una variedad algebraica afin
ya €V un punto. Sea v € A"(K) un vector y L = {a+tv:t € K} la recta que pasa por a
y tiene direccion v. Sea {f1,..., fs} un conjunto generador finito de I (V') (que existe por el
Hilbert Bassisatz). Definiremos la multiplicidad de interseccion de la reta L con la variedad V
en el punto a € V a la cantidad siguiente:

m(V, L, a) := ordo(gcdgr)(fi(a +Tv),..., fs(a+Tv))),

donde ordy : K[[T]] — Ny es la funcidn orden sobre el anillo de series de potencias formales
en una variable y gedgr) es el mdzimo comiin divisor en K[T|] de los polinomios univariados

fila+Tw),..., fla+Tv) € K[T].

PROPOSICION B.3.1. La multiplicidad de la interseccion no depende del sistema generador es-
cogido.

DEMOSTRACION. Sea V la variedad, @ € V un punto y v € A"(K) un vector cualquiera.
Sean dos sistemas generadores distintos de Ix(V), F = {f1,..., fs} vy G ={91,...,9-} y sean
mx y mg las multiplicidades calculadas mediante ambos sistemas respectivamente. Se va a
demostrar que gedgry(fi(a +Tv),. .., fs(a+Tv)) = gedgr)(9i(a+Tv), ..., gr(a + Tv)).
Como Ix (V) = (f1,---, fs) = (g1, .-, gr) se tienen, para dos matrices A € Msxr(K[X1,...,X5])
B € myys(K[X1,...,Xn]), las siguientes igualdades en K[X1,..., X

f1 air ... Qir g1 g1 bir ... bls )

fs as1 ... Qsr 9r 9r brl TS
y por lo tanto, reemplazando las variables X1, ..., X, por las coordenadas de a + T'v se tienen
las siguientes igualdades en K[T1:

fila+Tv) ann(a+Tv) ... ap(a+Tv) 1(a+Tv)

fs(a+Tv) as1(a+Tv) ... asg(a+Tv) a—l—Tv)
g1(a + Tv) bit(a+Tv) ... bis(a+Tv) a—l—Tv)

gr(a+Tv) bri(a+Tv) ... bes(a+Tv) a+Tv
y por lo tanto se tiene la siguiente igualdad de ideales en K[T1:
(fila+Tv),..., fs(a+Tv)) = (g1(a+Tv),...,g-(a+Tv)).

Como KT es dominio de ideales principales, los MCD coinciden y por tanto se tiene:

mr = gedgr)(fila+Tv), ..., fs(a+Tv)) = gedgir)(91(a+Tv), ..., g-(a +Tv)) = mg.
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O

DEFINICION 24 (Recta y vector tangentes). Una recta L es tangente a una variedad algebraica
V en un punto a € V si la multiplicidad de la interseccion es igual o mayor que 2 en a
(i.e. sim(V,L,a) > 2). Un vector v € A™(K) se dice que es tangente en a € V si la recta
L, :={a+tv:te K} es tangente en a.

TEOREMA B.3.2. Eziste una inmersion natural (monomorfismo de K-dlgebras) de KXy, ..., X,]
en K[[X1 —a1,...,Xn — ay]]. A la representacion de un elemento f € K[X1,...,X,] como
serie de potencias formales se la denomina serie de Taylor de f en a y se denota mediante:

Tof =Y (Tuf)" (X1 —ar)" ... (Xp — an)"".
|nl<d
donde d = deg(f). Mds ain, sip = caract(K) es la caracteristica del cuerpo y = (1, ..., tn) €
N"™ es un exponente tal que p1 p;!,1 <i <n, entonces
1 olml f

T, fWY) = )
(Taf™) prle .yl Ozt L Oxhn

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente conjunto de polinomios multivariados:
S ={feK[Xi,....X,]:IdeNAT{c, : |p| <d}C K : f= Z cu(xr—ar)!t - (xp—an)'}.
|ul<d

Probemos que %, = K[X1,...,X,]. Dado que la inclusién C es obvia, se demuestra 2 por
induccién en n.

Si n = 1, hay que demostrar que K[X;] C .#1. Se hace por induccién en el grado de los poli-
nomios. Sea f € K[X1]: deg(f) =0, es obvio que f € .. Sea f € K[X1] : deg(f) =d > 1.
Por la divisién euclidea, f = (X7 — a1) +r con ¢ € K[X;],7 = f(a1) y como ¢ tiene grado
menor que d, por hipétesis de induccién se tiene que ¢ = >, -, ; cx(X1 — a1)®. Por tanto

f= (Zkgdl cr(xy — al)k) (x1—a1)+ f(a1) y por tanto f € .#1. Asi pues, se tiene K[X;] C .#].

Sea ahora n > 2. Como todo f € K[Xi,...,X,] es suma de productos monomios por con-
stantes, si se demuestra que todo monomio de K[Xj,...,X,] pertenece a .7, se tiene que
todo polinomio también lo cumple. Sea un monomio X} ... X/»  se tiene, por lo ya de-

n

mostrado, que X|"* = Zk<m cx(X1 — a1)¥, y por hipétesis de induccién, que X52 ... XF» =
22101 < ua oo G0 (X2 — a2)% ... (X, — a,)?". Por tanto:

X{Ll e X = Z cr(Xa —al)k Z do(X2 _a2)62~-~(Xn_an)9n
k<m 10]<p1+--+pn
Por lo tanto, multiplicando y agrupando la anterior expresion, se llega a que todo X4 -+« X#» €
7, v por tanto todo polinomio, y asi se tiene .7, = K[X1,...,X,].
Por otro lado, en realidad se tiene que ., = K[X1,..., X, ]NK[[X1 —a1,..., X, —a,]] y que
es un K-espacio vectorial de dimension finita. Por lo tanto, la inclusién serd un monomorfismo
de K-espacios vectoriales:

o7 — K[Xy,...,X,)].
f—1r

Por lo visto anteriormente, es suprayectivo y, por tanto, tiene inversa

o1 K[Xy,..., X, — S CK[[X1—a1,..., X, — a,]].

f—@7(f) =Taf.

Para la segunda afirmacién, se definen las derivaciones formales con respecto a cada variable
como las K-aplicaciones lineales definidas segun:

0

0X;

D K[X1,. .. X, — K[X1, ..., X,).

M1 n %51 Hi—1 ypbi—1 y it L
(X7 X0) — Xy X XX X
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Obsérvese que verifica la regla de Leibniz, que para todo par f,g € K[X;,...X,], %(f -g) =
of '

frax ety X,

Los operadores siguientes se definen de forma recursiva:

[l. ..,
e Para cada ¢ y para cada p € N, BX“ = 8?{ o-“-0 % es la composicién de p veces la

_9_
derivacion 75

[l 151 or1
e Para cada pu = (u;, ..., n) € N” se define 6X,Lf’ ST = a@c“l 0-+-0 XM . Debido a
T oXE 7

la definicion de la aplicacion lineal, el orden de las derivadas no influye.
Sea f € K[X4,...,X,],a € A*(K), y su desarrollo de Taylor en a es T, f = Zle‘gd(cg)(Xl -

a))? ... (X — an)?. Sea p = (u1,. .., pun) € N*. Se demuestra que:

olml f
axToxp (W =l
o 0X)
Se demuestra para los monomios My = (X1 —a1)% --- (X, —a,) € K[[X1 —a1,..., X, —a,]]
y por linealidad se tiene el resultado para un polinomio f cualquiera. Existen distintos casos:
i) 35 :6; < u; — 1, entonces % =0en K[Xy,...,X,]

i) 30; > pu;V5,1 < j <mn,3i:0; > u,, entonces se tiene

8|/L‘M9 no i 0, — g
oxt o~ L1110 =k=n 1=

. L Ll
por lo que si 3i : 6; > p; implica que (X; — a;) % en K[Xy,...X,], y por
ol g
ax{‘l.“ag(,‘:"( )=0

iii) Por tltimo si @ = p, se tiene precisamente
Ml My
10D, SN D, €5

Se tiene que esta expresién se anula solamente si ¢, = 0 o si la caracteristica del cuerpo
divide a algin p;!.

tanto

=1l ! e

O

COROLLARIO B.3.3. Sea f € K[X1,...,X,] y sea su desarrollo de Taylor f = Z|M|Sd cu(Xq —
ay)t - (X,, — ap)*~ Entonces se tiene:
Z) ¢o,...,0) = f(ah cee ,an)
ii) Para cada i, sea ¢, el coeficiente del sumando (X; — a;) en la expansion de Taylor.
Entonces
of

e
En particular, dado v € A™(K) y dada la recta L = {a+tv : v € K}. Entonces son equivalentes:
i) ordy(f(a+Tv)) > 2

”) f(al,---7an)=0y<vafvv>ZZ?1%38;{( )_07 donde Vo f = (aXl( )’”.783an(a))
es el gradiente de f en a.

a (a1,-..,an)-

PROPOSICION B.3.4 (Definicién del espacio tangente a una variedad algebraica afin). Sea V C
A™(K) una variedad algebraica afin, a € V un punto, {f1,..., fs} un sistema generador del
ideal I (V) y v € A"(K) un vector. Sea L = {a+tv:t € K} la recta definida por v pasando
por a. Son equivalentes

i) L es tangente a V en a.

1) La multiplicidad de interseccion satisface m(V,L,a) > 2

iii) FEl vector v es tangente a 'V en a.

iv) Se tiene la propiedad

(% 0
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donde v = (v1,...,v,), f ={f1,.-., fs} y Df(a) es la matriz con s filas y n columnas

cuyas filas son los gradientes de los polinomios en la familia {f1,..., fs}, es decir
VA (H@ . 2
pf@| |- : s
Vafs He(a) .. F(a)

Se define el espacio tangente a V en a como el subespacio vectorial T,V C K™ formado
por los vectores tangentes a V en a y que viene dado por la igualdad siguiente:

U1
T,V={veK":Df(a)| : | =0} ={ve K":V,fiv=0,1<1i<s},
Up,
igualdad independiente del conjunto de generadores de I (V') escogido.

DEFINICION 25. Sea V' C A™(K) una variedad algebraica afin y a € V un punto.
i) Decimos que a € V' es un punto reqular (o liso) si la dimensidn del espacio tangente
T,V coincide con la dimension de Krull de V.
i1) Decimos que a € V' es un punto singular si dim(T, V) > dimg;u(V).

EJeEmpLO B.3.5. En la Figura 1 se representan tres variedades con todos los puntos regulares
salvo el origen.
(A) f=y*>—a*—2® Df(x,y) = (—22 — 32%,2y), y en caso de ser & # 0, T(z,)V =
{A (32) : A € C}, un espacio de dimension 1, y por tanto (z,y) es un punto liso. Sin
embargo, en el caso del (0,0), Df(0,0) = (0,0), y por tanto T(, )V = C? y entonces
es un punto singular.
(B) f=19y?>—2a3, Df(x,y) = (—322,2y) y un razonamiento similar al apartado anterior
deduce que (0,0) es el inico punto singular.
(C) f=a2+y?—22% Df(z,y) = (2z,2y,—2z) y en este caso (0,0,0) es el unico punto

singular.
YA YA
% X
(a) Va(y? —2* —2z?) (B) Va(y® —a?) () Va(z? +y* —2?)

FIGURE 1. Proyeccion real de las variedades cuyo origen es un punto singular.

Con las notaciones precedentes, sea V' C A™(K) una variedad algebraica afin irreducible, a € V
un punto, y K[V] el anillo de funciones polinomiales definidasen V. Sean, = (X;—a1,..., X,,—
an) = {f € K[X1,...,X,] : f(a) = 0} el ideal maximal de los polinomios en K[X1,...,X,]
que se anulan en el punto a. Tendremos que Ik (V') estd contenido en n, y consideremos la

localizacién en a de K[X, ..., X,], es decir, el anillo siguiente:
K[A"(K)]q := K[X1,..., Xu]n, -
Los ideales primos de K[A™(K)], estdn en biyeccién con los ideales primos de K[X7,...,X,]

contenidos en n, segin la Proposicién A.1.5. En particular, Ix (V) se relaciona con el ideal
primo

Tx(Vn, :={f/9: f € Ix(V),g ¢ na} € Spec(K[A"(K)]a).
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Sea ahora el anillo cociente siguiente:
K[V]a := K[A"(K)]a/Ik (V)n,

Por otro lado, el ideal n,/Ix (V) es maximal en K[V] porque, por el Segundo Teorema de
Isomorfia, se tiene que el anillo cociente cumple:

K[X1,..., X,
V]/(”“/IK(V)) = ( /IK(V))/<na/IK ) ~ KXl,...,Xn]/na - K,

y por tanto es cuerpo.
Denotemos por m, = n,/Ig(V) € Spm(K[V]) y podemos localizar K[V] por m,. Las
propiedades de exactitud de la localizacién implican el siguiente isomorfismo:

K[V]e = K[V]m,
Denotemos también por m, a m,K[V]n, vy sea m2 su cuadrado.

DEFINICION 26. Al siguiente espacio vectorial se le denomina K -espacio vectorial de los dife-
renciales en a asociados a V.

me Sz ="K Ve [oa )

Para entender la definicién, se define la funcién de los diferenciales de un polinomio f en un
punto a € A"(K):

n

a;) € K[X1,... X,

Este polinomio de grado 1 se puede identificar con la funcién local definida sobre K™ por el
gradiente:
dof : K" — K.

of
=1 aXi (a) U

v— Vof - v=
Consideremos la aplicacién siguiente:

do : K[X1,..., X,] — ng.
f—d.f.

PROPOSICION B.3.6. La aplicacion d, es un morfismo de K-espacios vectoriales que verifica,
ademdas, la regla de Leibniz:

(B.3.1) da(fg) = f(a)dag + g(a)deg € n,.
Ademds, el nicleo de d, estd identificado por
(B.3.2) n, Nker(d,) =n2 = {f: f(a) =0,Vaf =(0,...,0)}.

DEMOSTRACION. Se Cumple que do(0) =0y que do(f+9) =D, %(a)()(i —a;) =

Dy aa;; (a)(Xi—a;)+> 8X 9 (a)(X;—a;) = do(f)+da(g), ast que es un morfismo de grupos,
y evidentemente se cumple que dg(A - f) = A - da(f), por tanto se tiene que es un morfismo de
K-espacios vectoriales.

Por otra parte, la igualdad B.3.1 se comprueba como un mero ejercicio de reescritura a partir
de la definicién.

Por dltimo, la igualdad B.3.2 se demuestra por doble contenido. Por una parte se tiene que
n2 C n, y por otra, n2 estd generado por los productos de los generadores de n,, por tanto,
sus elementos seran combinacién y producto de elementos tipo (X; — al)(Xz a;) con i,j €
{1,...,n}. Simplemente, a partir de B.3.1 se comprueba que d,((X; —a;)(X; —a;)) =0, y por
tanto se concluye que n? C ker(d,) y por tanto, se tiene el primer contenido.

Para el segundo, sea f € K[X1,...,X,] tal que f € n,. Por el desarrollo de Taylor de f en a:

"0
)+ S (@)X~ a) +h
i=1 ¢
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con h € n? dado que es combinacién de elementos tipo (X; — aq)** - -- (X, — a, )" con uy +
-+« 4+ fiy, > 2. Por tanto, d,f =0 siy solo si V,f =0.
O

COROLLARIO B.3.7. Sea (K™)* = Homg (K™, K) el espacio dual de K™. Tenemos el isomor-
fismo siguiente de K -espacios vectoriales:

D, : na/nQ — (K™)*.
f+n2 —d.f

DEMOSTRACION. Basta con ver que los duales de la base candénica de K™ estén en la imagen
de este morfismo de K-espacios vectoriales. De hecho, para i = 1, X; +n2 € n, /n2, D, (X1 +

n2) = d,(X1) es la aplicacién cuya imagen por (1,0,...,0) € K™ es 1, pero para cualquier
elemento (0,...,1,...) € K™ su imagen es 0, es decir, es el dual del elemento (1,0,...,0) de la
base canénica de K. El razonamiento es andlogo para todo i € {1,...,n}. g

Sea ahora V' C A"(K) variedad algebraica afin irreducible y el ideal maximal m,K[V]y, citado
anteriormente.

PROPOSICION B.3.8. El siguiente es un isomorfismo de K -espacios vectoriales:

Dalr,v ma/mz = maK[V]m“/m2K[V]ma — (TLV)".

a

f+m2—d.flrv.

DEMOSTRACION. En primer lugar, veamos que es un morfismo, esto es, que estd bien
definido. Primero, por la definicién del espacio tangente T,V en B.3.4, se tiene que Vv €
T, VNf € Ig(V),Vof -v=0. Por tanto se tiene que n2 + I (V) C ker(Dg|r,v ).

Segundo, nétese la siguiente igualdad:

Mo /e = nu/fK(V)/(“i WD oS " /a2 4 (V)

Sean dos elementos x,y € m, /m2, seran de la forma z = g+m2,y = h+m?2 con g,h € m,. A su
vez, estos elementos x, y tendran, independientemente de sus representantes g y h, asociados dos
elementos z',y’ € n, / (n2+1x(V)) dela forma 2’ = ¢'+(n2+1x(V)),y' = K+ 02+ (V)) con
g',h' € n,. Se comprueba que la aplicacién D,|r, v es independiente del representante de estos
tltimos, y asf queda bien definida. Sea entonces ' = ¢’ + (n2 + I (V)) = ¢” + (n2 + Ix(V)),
lo que implica que ¢’ — ¢g"” € n2 + Ix (V). La imagen de 2’ serd, por una parte D,|r,v(z') =
dog'|T, v, pero por otra Dg|r,v(z') = dog”|T,v, v solo seréd cierto si dog'|1,v — dog” |1, v =
da(g' = g")|7,v =0, lo cual es cierto porque ¢’ — g” € n2 + I (V) C ker(Dy|7,v ).

Para ver que es epimorfismo, observemos que todo elemento de (7,V)* = homg (7, V, K) es la
restriccién a T,V de un elemento de K™, por eso, por el Corolario B.3.7, si L € (T,V)*,3f €
n,/n2 : L = d.f|r,v y por tanto D, : n,/n? — (T,V)* es un epimorfismo de espacios
vectoriales, y segun las explicaciones anteriores, también lo es D,|r,v.

Veamos que es monomorfismo. Asi, sea x = f'+m2 € m,/m2,2 = f+ (n2 + Ix(V)) €
ng /n2 + Ix (V) tal que Dy|r,v(z) = dof|r,v = 0. Veamos que z = 0. Recordemos que
T.V={v:V.fi-v=0,1<i<s}donde Ix(V) = (f1,...,fs). Entonces T,V es el subespacio
dado mediante

T,V = () ker(dafi).
i=1
En particular, si L es una funcién lineal, L € (K™)* tal que L|r,v = 0, se tiene que L es una

combinacién lineal de las funciones lineales {d, f1,...,d.fs}. Es decir, existen A1,...,As € K
tales que
(B33) L= >\1daf1 + -+ )\sdafs~

Como identidad en (K™)*.
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Sea L =d, f y, por la Identidad B.3.3, existiran Aq,..., s € K tales que
daf = )\ldafl +- 4+ )\sdafs;

y ésta es una igualdad en (K™)*. Consideramos el polinomio g = f — Aif1 + -+ + A5 fs.

Observamos que, por linealidad, d,g = dof — Adaf1--+ — Asdofs = 0 en (K™)*. Por tanto,

g € ker(d,). Como, ademds, g(a) = f(a) — A\ fi(a) -+ — Asfs(a) = 0, tendremos que g €

n, Nker(d,). Por la proposicién precedente, concluimos que g € n2 y por tanto
F=g+Mfi+- 4 NS en) +1Ix(V),

con lo que z = 0 y es un monomorfismo. O

DEFINICION 27 (Anillo catenario). Un anillo R se denomina catenario si para cualquier par de
ideales primos tales que p Cp’ de R se verifica que:

ht (P’ /) = ht(a') — t(p).

COROLLARIO B.3.9. (Criterio del Jacobiano) Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, V. C
A™(K) una variedad algebraica irreducible, a € V. Con las notaciones precedentes, son equiva-
lentes:

i) a €V esliso (i.e. dimT,V = dimg,u(V)).

i1) Las siguientes dimensiones coinciden:

dim g (ma/ma) = dimKrull(V) = dimgrun (K[V]a)

iii) El anillo K[V, es un anillo local regular.

iv) El anillo graduado siguiente es un anillo de polinomios en d variables con coeficientes
en K

GmaK[V]a (K[V]a)’
siendo d = dim g, (V)

v) Para cualquier sistema generador {f1,..., fs} del ideal Ix(V'), el rango de la matriz
jacobiana
ofi
Dlfis £l = (@) .
1<j<n

tiene rango n — d, con d = dim g1 (V).

DEMOSTRACION. La equivalencia entre i) y i) se sigue porque m, /m2 = (T,V)* y por
tanto, por ser duales, ambos tienen la misma dimensién.

La equivalencia entre 1), iii) y iv) se recoge en [Ei, 1995], y se sigue de las propiedades que ca-
racterizan los anillo locales regulares, observando que, por ser K[X1, ..., X,,] un anillo catenario
se tiene:

d = dim K[V], = dim (K[le E 7XTL]“/IK(V)K[A”(K)}Q) = coht(Ix (V)K[A"(K)],) =
ht(ng) — ht(Ig(V)) =n — (n — coht(Ix(V))) =n —n + coht(Ix(V)) =
coht(Ix(V)) — dimgpunu (K[V]) = dim g (V).

La equivalencia de i) con v) se obtiene a partir de la definicién de espacio tangente B.3.4

como nicleo de la aplicacién definida mediante la matriz jacobiana D(f1,..., fs). Por tanto,
dim(7,V) = dim(ker(D(f1, ..., fs)(a))) = n —rank(D(f1,..., fs)(a)). O

LEMA B.3.10. EI conjunto de puntos lisos de una variedad irreducible no es vacio.

DEMOSTRACION. Sea V la variedad irreducible, y sea Ix (V) = (f1,... fx) € K[X1,...X,]
su ideal asociado, que como es primo, cumple /Ix (V) = Ix (V). Ademds, supongo que k es
el menor entero que cumple lo anterior, y que MCD(f;, f;) =1Vi,j € {1,...,k}, es decir, que
es una sucesion regular. Entonces, precisamente, se tiene que dim(V) =n — k.

Sea Dy, ..., el determinante del menor (iy,...,i) de la matriz jacobiana. Sea f(;, . ;) un
factor irreducible de Dy;, .. ;.), que por ser irreducible, el ideal (f(;, .. ;.)) es un ideal primo de
altura 1.
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Supongo que no existen puntos lisos, entonces, por B.3.9, Va € V', la matriz D(f1,..., fr)(a)
tiene rango menor que n — dim (V') = k, por tanto, todos los menores k X k se anulardn en todo
a 'y por tanto, a € VAn(]K) (D(l-1 ir)), v por el Nullstellenstz se tiene:

.....

— /IxV) C U m U (flir,in)):

Si un ideal primo estd contenido en la unién de ideales primos, debe estar contenido en al
menos en uno de ellos, por tanto, I (V) C (f(io.....ino)) PaTa algin fe . 4.0)- Si k> 1, como
la altura de I (V') es precisamente k, se tendria un ideal de altura k contenido en otro de altura
1, absurdo.

Sl k =1, puedo asumir que f; es irreducible, y entonces se tiene que f1 y 3
si, asi que no puede ocurrir que (f1) C (f;) para ningin i.

f son primos entre

O

PROPOSICION B.3.11. Sea V' C A™(K) una variedad algebraica irreducible. El conjunto de
puntos lisos es denso en V.

DEMOSTRACION. En primer lugar, el conjunto de los puntos lisos no es vacio por B.3.10.
Sea Ik (V) = (f1,..., fs), sea la matriz Jacobiana D(f; ..., fs)(z) = (é‘?;; (x)) 1<ics- Como

1<j<n
el conjunto de puntos lisos no es vacio, Ja : rank D(f1..., fs)(a) = n — dimg V = r. Sea
M(X1,...,X,) un menor r x r de D(f1..., fs)(x) con determinante det M(a) # 0 y sean los

conjuntos siguientes:
A={M(Xy,...,Xp): M esmenor de D(f)(X1,...,Xs),s x 8,7 = s},
B={N(X1,...,Xp): Nesmenorde D(f)(Xy,...,Xs),s X 8,7 < s},
A={det M : M e A} C K[Xy,..., X,
B={detN:N e B} C K[Xy,...,X,],

Se tiene que Vf € Eﬁ’a € V, f(a) = 0 porque si el punto a es liso, la matriz jacobiana tiene
rango r < 8, y por tanto, los menores de tamano sx s se anulan en a, y si el punto a es singular, la
dimension del espacio tangente serd mayor que la dimension de V', y por la definicién de espacio
tangente, implica que la matriz jacobiana en a tendra rango menor que en el caso anterior, es
decir, menor que r. Por tanto, BC I (V). Ademds, debe existir p € A: q ¢ Ix(V), es decir,
dp e g, Ja € V : p(a) # 0 porque el conjunto de puntos lisos no es vacio. Asi pues, se tienen
las siguientes implicaciones:

a € V es singular < ¢(a) =0Vq € E/\p(a) =0Vpe A,
que implica que Sing(V) € V N {a : p(a) = 0 Vp € A}. Por tanto, se tiene que Sing(V) C
Van@)(Ix (V) + (p)). Veamos que dim Vi x)(Ix (V) + (p)) < dim V' y habremos acabado.
Por el teorema del ideal principal de Krull A.2.5, se tiene que, si p € Z,p ¢ Ik (V), entonces se

cumple que
dim( [Xi,.0 X /IK ):dimK[V}—

y por tanto Sing(V') C dim Vyn ) (Ix (V) + (p)) § d1m V,y como Vinw)(Ix (V) + (p)) es un
cerrado de Zariski, entonces Sing(V) € Vynk)(Ix(V) + (p)), y por tanto, dim(Sing(V)) <

=

dim(V). Como los abiertos son densos, V' \ Sing(V) = V, y por tanto, los puntos lisos son

densos.
O
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