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Resumen

En este trabajo se estudia el concepto de matroide y sus distintas definiciones, deduciendo ideas
utiles, asi como la rigidez de grafos, comprobando resultados equivalentes a la independencia y
rigidez, tanto genérica como en una posicion dada, y sus propiedades de invariancia. Después
se definen las matroides de rigidez, con las que se puede resolver el problema de la rigidez en 1
y 2 dimensiones, y se encuentran caracterizaciones equivalentes a esa rigidez y algoritmos para
decidirla. Finalmente, se estudia de forma anéloga la rigidez de grafos con sélidos rigidos en vez
de puntos en los vértices.

Abstract

In this project the concept of a matroid and its different definitions are studied, deducing useful
ideas, as well as rigidity of graphs, proving results equivalent to independence and rigidity, both
generic and in a given position, and invariance properties. Then rigidity matroids are defined,
with which the rigidity problem in 1 and 2 dimensions can be solved, and we find equivalent
characterizations to this rigidity and algorithms to decide it. Finally, I study in a similar way
the rigidity of graphs with rigid bodies instead of points in the vertices.
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Introduccion

Es un resultado conocido que un tridangulo no se puede deformar sin cambiar las longitudes
de sus lados. Sin embargo, un cuadrado se puede deformar, dando un paralelogramo. Si a un
cuadrado se le aniade una diagonal, deja de poder deformarse: ahora es la unién de dos tridngulos.
Un armazén formado por cuadrados, de la forma

claramente no es rigido, ya que los cuadrados de una fila o columna se pueden deformar en
paralelogramos iguales entre si. Una forma de hacerlo rigido es anadir aristas en las diagonales
de los cuadrados. Pero no es necesario anadir aristas en todas las diagonales: basta con hacerlo
en las de una fila y las de una columna.

De modo que un grafo, dibujado en el plano, que es unién de tridngulos es rigido, pero un grafo
no tiene que estar formado solo por tridngulos para ser rigido. ;Existe algin criterio que permita
determinar si un grafo es rigido o no? La pregunta estd completamente respondida para 1y 2
dimensiones, cuando las posiciones de los vértices son suficientemente genéricas, y la respuesta
resulta estar relacionada con algo llamado matroides.

Una matroide es un tipo de estructura combinatoria que permite abstraer propiedades de
dependencia e independencia. Consideremos por ejemplo un conjunto de vectores: pueden ser
dependientes o independientes, se puede hablar de bases (conjuntos independientes maximos), y
un conjunto puede ser generador de otro o del total.

En un grafo, se dan ideas andlogas: podemos entender que una arista “depende” de otras si
es posible ir de un extremo a otro de la arista recorriendo las otras. Entonces, un conjunto de
aristas es independiente si y solo si no contiene ciclos (en un ciclo, se puede quitar una arista sin
desconectarlo). También se puede hablar de conjuntos generadores, que son los que unen todos los
vértices del grafo, y conjuntos generadores minimos: los arboles generadores. Una matroide es un
concepto matematico que permite definir dependencia entre sus elementos, generalizando estos
casos y algunos otros, como la dependencia algebraica de elementos en extensiones de cuerpos.

Pues bien, si una arista no cambia de longitud al deformar el grafo formado por las otras,
manteniendo sus longitudes, podemos considerar que “depende” de ellas (en una forma distinta
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a la dependencia antes mencionada), y eso nos va a definir otra matroide con la que podemos dar
solucién al problema de la rigidez.

En el capitulo 1 se introducen las multiples definiciones de matroide, por conjuntos indepen-
dientes, circuitos, rangos y bases. Se dan también algunos ejemplos, y el algoritmo llamado greedy,
para extraer conjuntos independientes 6ptimos.

En el capitulo 2 se trata el tema de la rigidez de segmentos y puntos, dando las definiciones de
rigidez, rigidez infinitesimal y rigidez genérica. Se deduce la forma de la matriz de rigidez, cuyo
rango estd relacionado con la rigidez infinitesimal de un grafo. Asi, si (V, E,p) es un grafo junto
con unas posiciones p : V' — R™ asignadas a sus vértices, Ag(p) es la matriz de rigidez del grafo
y A(p) la matriz de rigidez del grafo completo con las mismas posiciones para los vértices, se
cumple la siguiente proposicién:

Proposicién 2.3.1. Una realizacion (V, E, p) es infinitesimalmente rigida si y solo sirg Ag(p) =
rg A(p).

También se obtienen resultados particulares para ciertos grafos, cuya rigidez depende de la
posicién de los vértices, y se estudia la invariancia de la rigidez bajo transformaciones proyectivas.

En el capitulo 3 se definen las matroides de rigidez, con las que se puede resolver el problema
de la rigidez, tanto genérica como en una posicion dada. También se definen las extensiones de
un grafo, y finalmente se procede a obtener las caracterizaciones de Henneberg, Laman y Crapo,
que permiten determinar si un grafo es rigido en dimension 2:

Teorema 3.4.1 (Caracterizacién de Henneberg). Un grafo es genéricamente isostdtico (inde-
pendiente y rigido) si y solo si se obtiene a partir de una arista por una secuencia de Henneberg.

Teorema 3.4.2 (Caracterizacién de Laman). Un grafo (V, E) es independiente en la matroide
de mgidez genérica en dimension 2 si y solo si para cualquier U C V', el nimero de aristas entre
los vértices de U es como mucho 2|U| — 3.

Teorema 3.4.3 (Caracterizacién de Crapo). Un grafo es isostdtico en la matroide de rigidez
genérica si y solo si es la unidon disjunta de tres drboles tales que cada vértice estd contenido en
exactamente dos de ellos y no existe ningiun subconjunto U de V' tal que dos de los tres drboles,
restringidos a U, siguen siendo drboles y usan todos los vértices de U.

También se da un algoritmo, debido a Edmonds, para determinar dependencia o independencia
genérica de un grafo en dimensién 2, del que después se definen variantes para determinar la
rigidez. Al final del capitulo estudiamos qué ocurre en dimensién tres, en donde no se conoce
ningun algoritmo polinémico para decidir la rigidez genérica de un grafo.

En el capitulo 4 se trata otra forma distinta de rigidez, en la que se colocan cuerpos no
puntuales en los vértices en vez de simples articulaciones, y las aristas se interpretan como
barras entre ellos. Sorprendentemente, aunque este modelo de rigidez parece mas complicado, las
tres caracterizaciones que vimos para dimensién dos en el modelo de barras y puntos (Laman,
Henneberg, y Crapo), asi como el algoritmo de Edmonds, funcionan ahora en cualquier dimension.
Por ejemplo, la de Laman es como sigue:

Teorema 4.1.9 (Caracterizacién tipo Laman). Un multigrafo (V, E, ¢) es isostdtico en la matroi-
de de rigidez genérica de cuerpos y barras si y solo si tiene m(n — 1) aristas y entre cualesquiera
k cuerpos hay como mucho m(k — 1) aristas.



1 Matroides

En este capitulo, las ideas fundamentalmente estén tomadas de [2] y alguna del capitulo 3
de [3]. Para empezar, veamos que hay varias formas de definir una matroide: por conjuntos
independientes, circuitos, rangos y bases.

1.1. Definiciones

Definicién 1.1.1. Una matroide M es un par (E(M),I(M)), donde E(M) es un conjunto finito
e I(M) es una familia de subconjuntos de E(M) que cumple las siguientes condiciones:

0el(M) (I1)
XelIM),YCcX=YelIM) (12)
X eI(M),Y e I(M),[Y]|>|X|=3yeY\X:XU{y}cI(M) (13)

Los conjuntos de I(M) se llaman independientes, y los subconjuntos de E que no estdn en
I(M) se llaman dependientes. 13 se llama azioma de intercambio.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos el grafo completo con 4 vértices (1, 2, 3 y 4) al que le falta una

arista:
1 «::::I::::» 4

3

En este grafo, entendiendo por independientes los conjuntos de aristas que no tienen ciclos,
tenemos: E = {12,13,23,24,34},

I={0,{12}, {13}, {23}, {24}, {34}, {12, 13}, {12,23}, {12, 24}, {12, 34}, {13, 23},
{13,24}, {13, 34}, {23,24}, {23, 34}, {24, 34}, {12,13,24}, {12, 13, 34}, {12, 23, 24},
{12,23,34}, {12, 24, 34}, {13,23, 24}, {13,23, 34}, {13, 24, 34}}

Definicién 1.1.3. Dada una matroide M, se llama circuito a cualquier subconjunto de E(M)
que sea dependiente minimal, es decir, que no estd en I(M) pero todos sus subconjuntos propios
st. El conjunto de los circuitos de M es por lo tanto

C(M):={X CEM):X ¢I(M),X\{z}€I(M) VzeX}

Continuando el ejemplo 1.1.2, tenemos que en esta matroide los conjuntos dependientes mini-
males son {12,13,23}, {23,24,34} y {12,13,24,34}: coincide con la idea de ciclo en un grafo.

Lema 1.1.4. Un conjunto X C E(M) es independiente si y solo si no contiene ningin circuito.
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Demostracion. Si X € I(M), no contiene ningun circuito porque todos sus subconjuntos son
independientes.

Si X ¢ I(M), sea Y su subconjunto dependiente de cardinal minimo. Todos los subconjuntos
propios de Y son independientes porque tienen menor cardinal, asi que Y es un circuito. ]

Teorema 1.1.5. Los circuitos de una matroide M cumplen las siguientes propiedades:

D¢ C(M) (C1)
XeCM),YeECM),XCY=X=Y (C2)
XeCOM),YeCM),X#Y,ec XNY =3Ze XUY \{e}: ZeC(M) (C3)

Aqui, C3 se llama axioma de eliminacion.
Demostracion. C1 Obvio por ser independiente.

C2 Si X fuera un subconjunto estricto de Y, como Y es un circuito X seria independiente,
contradiccion.

C3 Supongamos, por reduccién al absurdo, que A = X UY \ {e} no contiene ningin circuito.
Por el lema 1.1.4 A € I(M).

Como X e Y son distintos, por la propiedad C2, Y no puede estar contenido en X. Sea
f €Y\ X. Porser Y un circuito, B=Y \ {f} € I(M).

Sea ahora D el subconjunto independiente de mayor cardinal de X UY que contiene a B.
D no puede contener a f, porque entonces contendria todo Y e Y es un circuito. Tampoco
puede contener todo X. Por lo tanto, |D| < | X UY|—2 = |A| — 1. Aplicando la propiedad
I3 a D y A obtenemos que existe un elemento g € A\ D tal que D U {g} es independiente.
Pero este conjunto tiene un elemento mas que D, contradiccién con la eleccién de D. [

Por definicién, a partir de los conjuntos independientes de una matroide se pueden deducir
sus circuitos. Pero a partir de los circuitos también es posible definir la matroide y con ella sus
conjuntos independientes:

Teorema 1.1.6. Dado un conjunto E y una familia C' de subconjuntos de E que cumple C1, C2
y C3, existe una unica matroide M tal que E(M)=FE yC(M)=C.

Necesitamos este lema previo:

Lema 1.1.7. Sea un conjunto A C E, con |A| =n, C1,Cs,...,Cphiq € C. Supongamos que para
cada i existe un ¢; € C; tal que ¢; ¢ C; para todo j # i. Entonces existe un elemento de C
contenido en (C1UCyU...UCpi1) \ A.

Demostracién. Hago induccién sobre n. El caso n = 1 es la propiedad C3. Ahora lo supongo
cierto para n y lo demuestro para n + 1.

Si C; es disjunto con A, hemos terminado. Si no, sea a € C1. Si a € C;, aplicando la propiedad
C3 a () y C, existe un C € C tal que C! C C; UC; \ {a}. Si no, tomo C! = C;. Entonces, se
tiene que:

» ¢; € C!, porque estd en C; y no en Cj.
N C]’», porque no estd en Cq ni en Cj.

» a ¢ C/, tanto si estaba en C; como si no.
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Aplicando la hipétesis inductiva a C5,C5,...,C) 1 vy A\ {a}, se obtiene el elemento de C' que
buscamos. O

Demostracion del teorema. Si queremos que C(M) = C, por el lema 1.1.4 I(M) debe ser la
familia de los subconjuntos de F que no contienen como subconjunto ningin elemento de C.
Falta ver que la M definida de esa forma es realmente una matroide, es decir, que I(M) cumple
11, 12 e I3.

I1 Por C1, el vacio no es un circuito, por lo tanto es independiente.
12 Como X es independiente no contiene ningin circuito, asi que Y tampoco.

I3 Sea X, Y € I(M),|X| < |Y]. Entonces, |Y \ X| > n =|X \ Y|. Supongamos ahora que la
condicién no se cumple, de forma que para cada e € Y \ X existe un C, € C contenido en
X U{e}. Aplicando el lema a n+ 1 de los conjuntos C, y al conjunto A = X \ 'Y se obtiene
un elemento C* de C' que estd contenido en su unién, y por lo tanto en [ Joey\ x (X U{e}) =
X UY, pero no contiene ningiin elemento de X \ Y, por lo tanto, estd contenido en Y,
contradiccién con que Y es independiente. O

Con esto, tenemos que conjuntos independientes y circuitos son dos caras de la misma moneda,
pudiendo definir cualquiera de ellos a partir del otro. Pero no son las tinicas descripciones posibles
de las matroides. Otra descripcién es a través del rango de los conjuntos. El rango de un conjunto
para una matroide es el tamano del mayor conjunto independiente contenido en él.

Definicién 1.1.8. Dado un conjunto E, una funcion r : P(E) — N es una funcién de rango si
cumple las tres propiedades siguientes:

VX C E,0 < r(X) < |X]| (R1)
XCY=rX)<rY) (R2)
VX,Y C E,r(XUY) +r(XNY) < r(X) +r(Y) (R3)

La propiedad R3 significa que una funcién de rango es submodular.

Teorema 1.1.9. Dada una matroide M, la funcion rys : P(E) — N definida por
rar(X) = méx{|Y]: Y € I(M),Y C X}
es una funcion de rango.

Demostracion. Las dos primeras se cumplen por definicién. Para R3, sea I un subconjunto in-
dependiente maximo de X NY. Lo extiendo a un subconjunto independiente maximo de X, J.
(Puede ser que el subconjunto en cuestién no contenga a I, pero en ese caso, por la propiedad
13, puedo anadir elementos a I hasta igualarlo, de modo que obtendria otro subconjunto méximo
que si lo contiene.)

De la misma forma, extiendo J a un subconjunto méximo K de X UY. Entonces, K\ (J\ ) es
subconjunto de K, por lo tanto independiente, y por construccion estd contenido en Y, asi que

KN\ <ru(Y)y
TM(XUY)—FTM(XHY):‘K’-F‘I‘
= K\ (J\D]+ [T\ I|+[1]
<7 u(Y)+[J]
=ry(X) +ru(Y). O
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Continuando con el ejemplo 1.1.2; aqui el rango de los conjuntos con 1 y 2 vértices son,
respectivamente, 1 y 2, el de los conjuntos con 3 vértices es 3 excepto los dos tridngulos, que
tienen 2 porque son dependientes. Los de 4 vértices tienen rango 3 y el total rango 3.

Llamamos base de una matroide a un conjunto independiente maximal. Por el axioma I3, todas
las bases deben tener el mismo cardinal. Por lo tanto, también tienen el mismo rango, que es el
maximo rango posible: se la llama rango de la matroide. Veamos ahora que también se puede
hacer al revés: a una funcién de rango se le puede asociar una matroide.

Lema 1.1.10. Dada una funcion de rango r en un conjunto E, si X, Y C E son tales que
r(X U{e}) =r(X) para cualquier e € Y, entonces r(X UY) = r(X).

Demostracion. Uso induccién en k = |Y \ X|. Para k = 1 obviamente se cumple. Si se cumple
para k, lo demuestro para k + 1:

Sea e € Y \ X. Entonces r(X U {e}) = r(X). Aplicando la hipétesis inductiva, tenemos
r(X U (Y \ X \{e})) =r(X). Por la propiedad R3,

r(XUY)+r(X) <r(XU{e})+r(XUY \X\{e})) =2r(X)
por lo tanto (X UY') < r(X), y deben ser iguales por R2. O

Teorema 1.1.11. Dado un conjunto E y una funcién de rango r, existe una matroide M tal que
EM)=Eyry=r.

Demostracion. Tomamos

(M) = {Y € E(M): Y| = r(¥)}
Veamos que M es una matroide.
I1 Por R1, r(0) = 0 asi que ) € I(M).
12 SeaY € I(M),y X CY. Aplico R3a X yaY \ X, obteniendo
r(X)+r(Y\X)>rY)+r0) =1|Y|

esto es

(X[ 2 r(X) 2 Y] =r(Y\X) 2 [Y] = [V \ X[ = |X]
y r(X) = |X|, por lo tanto X € I(M).

I3 Sean X,Y € I(M) con |X| < |Y|. Supongamos que I3 no se cumple. Entonces, para cada
ec Y\ X, r(XU({e}) <|X|+ 1. Pero ese rango debe ser como minimo r(X) = |X|, asi
que debe valer exactamente eso. Por el lema anterior,

r(XUY)=rX)=|X|<|Y]|=7r)
que contradice R2.

Falta ver que rp; = r. Sea X un subconjunto independiente méximo de Y. Por la definicién de
rar, T (Y) = | X|. Por ser X méximo r(X U{e}) = r(X) para todo e € Y, y por el lema anterior
r(XUY) =r(X), es decir, 7(Y) = r(X) = |X| =rm(Y). O

Las bases, de hecho, también forman una posible descripcién de una matroide.
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Definicion 1.1.12. Un conjunto B de subconjuntos de E es un sistema de bases si se cumplen
las tres condiciones siguientes:

B4 (B1)
\V/Bl,BQ € B, |Bl| = |B2| (B2)
VB1,Bs € B,e; € By \ Bg,des € By \ Bi: B \ {61} U {62} € B (B3)

Teorema 1.1.13. Las bases de una matroide forman un sistema de bases. De hecho, para cual-
quier sistema de bases existe una matroide que las tiene como bases.

Demostracion. Las dos primeras condiciones ya sabemos que se cumplen. Si B; es una base,
By \ {e1} es independiente y Bs es un conjunto independiente de cardinal mayor, asi que por I3
puedo anadir un elemento, que es es.

Supongamos ahora que B es un sistema de bases. Si tomamos como I el conjunto de subcon-
juntos de todas las bases, se cumplen I1 e I2. Ahora sean X e Y elementos de [ con |X| < |Y].
Existen By y By que contienen a X e Y, respectivamente, y los elegimos de forma que su inter-
seccién sea maxima. Necesariamente |By| = |Ba| > |Y| > |X|, as{ que debe haber un e en B; \ X.
Si este e no estd en Bo, aplicando la definicién de sistema de bases, puedo elegir un elemento de
Bs, f, tal que By \ {e} U{f} es una base. Pero esta nueva base y B, tienen més interseccién que
B1 y Bs, contradiccion. Luego e esta en Bs.

De esta forma, tenemos que By \ X C Ba, y |B1 N Ba| > |By| — | X| = |Bz| — |X|. Luego
Y| > |X| > |B2| — |B1 N Ba| = |B2 \ By, asi que algin elemento de Y debe estar en B;. Este
elemento, junto con X, dan un conjunto que es independiente porque esta contenido en B;. U

En el ejemplo 1.1.2, las bases son los ocho conjuntos independientes de cardinal 3. De hecho se
trata de los arboles generadores: esto no es casualidad.
Vamos a ver otra descripciéon que nos sera tutil mas adelante: el operador de clausura.

Definicién 1.1.14. Dado un conjunto E, un operador () : P(E) — P(E) es de clausura matroi-
dal si se cumple

z,y ¢ (X),x e (XU{y}

Teorema 1.1.15. Dada una matroide M, cuya funcion de rango es r, tomando como (X) el
mayor conjunto que contiene a X y tal que r((X)) = r(X), ese () es una clausura matroidal.

De la misma manera, si () es una clausura matroidal, existe una funcion de rango que la tiene
como clausura asociada.

Demostracion. Sea r una funcién de rango. En primer lugar veamos que el conjunto (X) estd
bien definido. Si hubiera dos conjuntos Y, Z con esa propiedad se tendria

r(X)<rYUZ)<r(Y)+r(Z)—r(YNZ)=r(X)+7r(X)—rX)=rX)

¥y ya no serian maximos.
Las propiedades Cl1 y Cl13 se cumplen por la definiciéon. Veamos CI2. Si X C Y,

r(Y) <r(YU (X)) <r(Y) +r((X)) —r(Y N (X)) =r(Y) +r(X) —r(Y N (X)) <r(Y)
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ya que X C Y N (X), asi que (Y) debe contener a Y U (X) y por lo tanto a (X).

Sea ahora x,y ¢ (X) tales que z € (X U {y}). (X U{y}) no puede coincidir con r(X) (si lo
hiciera, y estarfa en (X)), as{ que es r(X) + 1 y lo mismo pasa con (X U {z}). Por lo tanto,
(X U {x,y}) debe ser también r(X) + 1 (al estar contenido en (X U {y})), y y debe estar en
(X U{z}).

Ahora sea () una clausura matroidal y defino un rango:
r(X) =min{|Y|: (Y) D X}

R1 se cumple porque la clausura del propio X contiene a X. Para R2, si X C Y, existe un Z con
(Z) DY DXy l|Z]|=r(Y), ast que r(X) < r(Y).

Veamos ahora R3. Dados X e Y, sean X', Y' y Z tales que |X'| = r(X), |Y'| = r(Y),
1Zl=r(XNY), (X)X, Y)YDYy(Z)DXNY.

Voy a quitar algunos elementos de X’ para sustituirlos por los de Z. Para ello, sea z € Z.
Sea X" el mayor subconjunto de X’ cuya clausura no contenga a z y tomo un xz € X'\ X”.
Entonces z € (X" U{x} y por la propiedad Cl4, tanto si x € (X”) como si no, z € (X" U{z}), y
(X' \ {z} U{z}) contiene a todo X’ y por lo tanto a (X') D X.

Repitiendo el proceso, obtengo al final un conjunto X, que contiene a Z, y cuya clausura
contiene también a X. De la misma forma obtengo Y. Entonces (X UY) D (X) D X y (X U
Y) D (Y) DY, asi que también contiene a la unién, y 7(X UY) < |X UY]|. Por otra parte,
r(XNY)=|Z<|XNY]|y

FXUY)+r(XNY)<|XUY|+|XNY|=|X|+]|Y]=rX)+r(Y) 0

En resumen, hay varias estructuras sobre un conjunto E que son equivalentes entre si, y todas
ellas definen la misma matroide:

= Un conjunto I de conjuntos independientes, que cumple I1, 12 e I3.

Un conjunto C' de circuitos, que cumple C1, C2 y C3.

Una funcién de rango r, que cumple R1, R2 y R3.

Un conjunto B de bases, que cumple B1, B2 y B3.

Un operador () de clausura, que cumple Cl1 a Cl4.

1.2. Algunas matroides

Recordemos que un grafo (no dirigido) es un par (V, E) donde V es un conjunto de vértices
y E es un conjunto de pares de elementos de V llamados aristas. Un camino es una sucesién
de vértices, todos ellos distintos salvo quizés el primero y el ultimo, tales que entre cada dos
consecutivos hay una arista, y se llama ciclo si empieza y acaba en el mismo vértice. Dos vértices
estan en la misma componente conezxa si hay un camino que los une. Més informacién sobre grafos
se puede encontrar en la parte III de [1].

Lema 1.2.1. En un grafo sin ciclos, el numero de componentes conexas es el niumero de vértices
menos el de aristas.



1.2 Algunas matroides

Demostracion. Se demuestra por induccién sobre el nimero de aristas. Si es 0, cada componente
conexa tiene un vértice y el resultado es inmediato. Lo supongo cierto para n aristas, y sea G un
grafo sin ciclos con n + 1 aristas y G’ el mismo grafo sin la arista e. Los extremos de e no pueden
estar conectados por un camino en G’ porque con esa arista se formarfa un ciclo en G, asi que
deben estar en componentes conexas distintas de G’, luego G tiene una componente menos que

G O

Proposicién 1.2.2. Si E(M) es el conjunto de las aristas del grafo y I(M) es el conjunto de
los subconjuntos de E(M) que no forman ciclos (también llamados bosques), I(M) forma una
matroide. Se llama matroide grdfica del grafo.

Demostracion. Esta claro que este conjunto cumple 11 e 12. Para ver 13, sean X e Y conjuntos
de aristas independientes con |X| < |Y|. Entonces, como el nimero de vértices es el mismo y
ninguno de los dos tiene ciclos, Y debe tener menos componentes conexas que X. Por lo tanto,
alguna arista de Y debe unir dos componentes distintas de X, y X con esa arista sigue siendo
independiente. O

Un ejemplo de matroide gréfica es el que vengo usando desde el principio, y en esa matroide, tal
y como he deducido, los circuitos son los ciclos, el rango de un conjunto de aristas es el niimero de
aristas de un bosque que genera ese conjunto, las bases son los arboles generadores y la clausura
de un grafo es la unién de los subgrafos inducidos por sus componentes conexas. Esto se cumple,
por definicién, en cualquier matroide grafica. El axioma de eliminaciéon aqui se traduce en que,
dados dos ciclos con una arista en comun, es posible cancelarla y obtener un ciclo que no la tiene.

Aunque la matroide contiene caracteristicas del grafo, a partir de ella no se pueden deducir
algunas caracteristicas del grafo: por ejemplo, si el grafo no es conexo, uniendo sus componentes
conexas por un vértice no cambia la matroide.

Otra manera de definir una matroide, que es por lo que se llaman matroides, es a partir de
una matriz. En realidad, solo nos interesa el conjunto de columnas de la matriz como vectores,
pero usando una matriz en vez de un conjunto se puede elegir un orden en los vectores y permitir
vectores repetidos.

Proposicién 1.2.3. Dada una matriz A, tomando como E(M) el conjunto de columnas de A
y llamando independientes a los subconjuntos de E(M) linealmente independientes, se obtienen
los conjuntos independientes de una matroide. Se llama matroide lineal de la matriz A.

Demostracion. 11 e 12 claramente se cumplen. Veamos 3. Sean X e Y como antes. El espacio
vectorial generado por Y tiene dimensiéon mayor que el generado por X, asi que algin elemento
de Y no estd en ese espacio. Al anadirlo a X, queda un conjunto independiente. O

Aqui, los circuitos son los conjuntos de columnas que son linealmente dependientes con co-
eficientes tnicos salvo producto por una constante (es decir, minimamente dependientes), y el
rango de un conjunto de columnas coincide con el rango de la submatriz que forman. La clausura
de un conjunto dado son las columnas que son combinacién lineal de ese conjunto y las bases
coinciden con el concepto de bases de un espacio vectorial (el generado por las columnas). Aqui,
el axioma de eliminacién dice que, si tengo dos combinaciones lineales igualadas a 0 con una
columna en comun, puedo cancelar esa columna entre las dos, y tener una combinacién lineal que
no la incluye. También se puede hacer una matroide con las filas en vez de las columnas.

Una matroide que se puede poner como lineal sobre un cuerpo K se llama representable sobre

K.

Proposicion 1.2.4. Las matroides grdficas son representables sobre cualquier cuerpo.



1 Matroides

1 1 12
4 5 4 5 13
14
2 5 3 2 5 3 23 21 34

Figura 1.1: Representacion de las matroides de Fano, no-Fano y K4 usando lineas en el plano
para cada circuito de tres puntos

Demostracion. Dado un grafo (V) E), considero una matriz donde cada fila corresponde a un
vértice y cada columna a una arista, y contiene en las dos posiciones que corresponden a los
vértices de cada arista, un 1 en una de las dos y -1 en la otra, y 0 en el resto. Sea M la matroide
grafica de (V, E) y M’ la lineal de la matriz.

» C(M)c C(M'):Si{vg,v1,...,95-1,v0} es un ciclo, es un circuito en M’ ya que la submatriz
correspondiente es de la forma

1 0 0 0 -1
-1 1 0 0 O
0 -1 1 0 O
0 0 -1 1 O
0 0 0 -1 1

cuyas columnas son linealmente dependientes, con coeficientes 1.

» C(M') C C(M): Sea C un circuito de M’ y supongamos que no es un circuito de M. Si
fuera dependiente, debe contener un circuito C’. Por la contencién que acabo de demostrar,
C’ es un circuito de M’, y C contiene estrictamente a C’, lo cual es absurdo. Luego C' es
independiente en M, es decir, es un bosque. Sea v un vértice de grado 1 en C. La fila v
de la matriz contiene un tinico elemento distinto de 0, asi que la columna en cuestién tiene
coeficiente 0 en la combinacién lineal, contradiccion con que C es un circuito. U

Ejemplo 1.2.5. La matroide de Fano es la matroide lineal dada por la matriz
1001101
01 01011
0010111

en Fy. Sus bases son los subconjuntos de tres elementos menos {1, 2,4}, {1, 3,5}, {2, 3,6}, {1,6,7},
{2,5,7}, {3,4,7} y {4,5,6}. Esta matroide solo es representable en cuerpos de caracteristica 2.
La matroide de no-Fano es la matroide dada por la misma matriz, en un cuerpo que no es de
caracteristica 2: tiene las mismas bases ademas de {4,5,6}. Una consecuencia inmediata de esto
es que estas matroides no pueden ser graficas, para ningun grafo.

De la misma forma que se ha definido una matroide mediante dependencia lineal, también se
puede hacer con la dependencia afin o proyectiva. De hecho, la matroide de Fano es la proyectiva
formada por los siete puntos de ]P’IQFQ.
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1.3 Algoritmo greedy (voraz)

Esta vision afin de las matroides permite representar en el plano una matroide de rango 3,
uniendo con una linea las ternas de puntos que son dependientes. Por ejemplo, para K4 menos
una arista se obtienen dos lineas rectas con un punto en comun y otros dos puntos en cada una.
Si la matroide es representable sobre R, como la de no-Fano y la de K4 en la Figura 1.1, es posible
hacer esa representacién con lineas rectas (la de K4 es lo que se conoce en geometria proyectiva
como un cuarto armonico); si no, también se puede hacer pero alguna linea debe ser curva.

Proposicién 1.2.6. Dado un conjunto E y un entero k, hay una matroide con E(M) = E y
I(M) ={X C E:|X| <k}. Se llama matroide uniforme.

Demostracion. 11 e 12 se cumplen obviamente e I3 también porque el cardinal de Y es menor o
igual que k. O

Los circuitos son los subconjuntos de E de tamafno k + 1, el rango de X es min{|X]|, k}, las
bases son los conjuntos de tamano k y la clausura de un conjunto es el mismo si tiene menos de
k elementos y todo F si tiene k o més. El axioma de eliminacién se cumple inmediatamente: la
unién de dos conjuntos distintos con k£ + 1 elementos al menos tiene k + 2, asi que se puede quitar
uno cualquiera.

1.3. Algoritmo greedy (voraz)

Si queremos encontrar una base de una matroide, podemos empezar por el conjunto vacio,
anadir un elemento para obtener uno independiente, anadir otro elemento y que siga siendo inde-
pendiente, y asi sucesivamente hasta que no sea posible anadir més. En este momento, tenemos
una base: si existiera un conjunto independiente de cardinal mayor, por la propiedad I3 podriamos
anadir un elemento de ese conjunto.

Pero las matroides permiten hacer algo mas que eso. Supongamos que cada elemento e de
E(M) tiene un valor (peso) c(e), y estamos interesados en encontrar no una base cualquiera, sino
una base que tenga peso méximo (que es lo mismo que buscar un conjunto independiente de peso
maximo). Entonces, nos sirve la misma idea.

Algoritmo 1.3.1 (Algoritmo greedy). Input: una matroide M, una funcién de peso E(M) — R.
Output: I para cada k

1. Iy:=0,U :=EM),k:=0

2. mientras U # ()
a) tomo e € U de peso maximo.
b) U:=U\{e}
c) silyU{ey € I(M), Iy41:=IryU{e}, k:=k+1

De acuerdo con lo dicho antes, después de anadir el elemento k, I}, es un conjunto independiente
con k elementos. Resulta que, de los que tienen este niimero de elementos, es el de mayor peso.

Teorema 1.3.2. El algoritmo anterior encuentra el conjunto independiente de tamano k con
peso mdzrimo, para todo k.

Demostracion. Sea iy el k-ésimo elemento anadido a Ij. Entonces Iy, = {i1,i2,... it} v c(i1) >
c(iz) > ... > c(ix). Supongamos que este conjunto no tiene peso maximo. Entonces, existe otro
conjunto J = {j1,j2,...,jk}, con ¢(j1) > c(j2) > ... > ¢(Ji), tal que la suma de los pesos es

11



1 Matroides

mayor. Por lo tanto, ¢(j;) > ¢(i;) para algin [. Aplicando 13 a I' = I;_1 = {i1,i2,...,4_1} ¥ a
J" ={j,72,---,J}, tenemos que existe un elemento de J'\ I’ que anadido a I’ da un conjunto
independiente. Ahora bien, este elemento tiene peso mayor que i;, porque c(ji) > ¢(j2) > ... >
c(g1) > c(iy), asi que tendria que haberse elegido en lugar de i, lo cual es una contradiccién. O

Respecto a la complejidad de este algoritmo, depende de cuanto se tarda en hacer el paso 2¢:
este paso se ejecuta una cantidad lineal de veces, asi que el tiempo es |E(M)| veces el que se
necesita para determinar la independencia de un conjunto.

Este algoritmo tiene aplicaciones interesantes. Consideremos el caso de las matroides gréficas.
Si tenemos un grafo con un peso asignado a cada arista, este algoritmo permite encontrar una
base de la matroide, es decir, un arbol generador de peso méaximo (o de peso minimo, ya que el
algoritmo funciona también si se coge un elemento de peso minimo). En cada paso, se toma la
arista de peso maximo que no se haya considerado ya, y se anade al conjunto si no forma ciclos.
Este algoritmo se llama algoritmo de Kruskal.

Otra posible aplicacion es la asignacién de tareas. Sea E(M) un conjunto de tareas a realizar,
cada una con un beneficio y un tiempo limite, y supongamos que todas requieren el mismo tiempo.

Proposicion 1.3.3. Los subconjuntos de tareas que da tiempo a realizar son los conjuntos inde-
pendientes de una matroide.

Demostracion. Esta claro que da tiempo a no hacer nada y que si da tiempo a hacer un conjunto
también se puede hacer cualquier subconjunto. Para comprobar la propiedad I3, tenemos que ver
que si da tiempo a hacer n tareas y otras n — 1, también se pueden hacer las n — 1 y alguna de las
n. Tomando entonces como funciéon de peso el beneficio, el algoritmo greedy permite encontrar
la combinacién que da el beneficio maximo.

Voy a demostrar I3 por induccién sobre n. Para n = 1 es trivial. Lo supongo cierto para k < n
y lo demostraré para n. Sean {t1,ta,...,t,} y {t},t5,...,t,_1} los dos conjuntos, ordenados por
su tiempo limite, y sea [; el tiempo limite de ¢;. Defino k = méx{i : l; < I, }, ¥ = max{i : I} <, }.
Si k' > k, en el primer conjunto hay m4s tareas cuyo tiempo limite es exactamente [, que en
el segundo, con lo cual una del primero no estd en el segundo. Se puede anadir esta tarea al
segundo conjunto porque su tiempo limite es I, > n. Si k¥’ < k, aplicando la hipdtesis inductiva a
{ti,t2, ..., tx} y {t],t5, ..., 1)} obtenemos que {t|,t5,...,t;_,,t;} es correcto para algun i. t;
no esté en el segundo conjunto porque no es ¢ si j <k, ysij>k >k, l; <l <l =10 <y
t; # t;. Luego,

{0t ot tis g -ty )

es un conjunto correcto (el tiempo limite de ¢ es I,), y ¢; es el que estamos buscando. ]

De esta forma, aplicando el algoritmo greedy se puede deducir qué conjuntos de tareas te da
tiempo a hacer, para lo cual hay que ordenarlas por su beneficio. Sin embargo, una vez encontrado
el conjunto, luego hay que ordenarlas por su tiempo limite, para que dé tiempo a hacerlas todas.
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2 Rigidez de grafos

Sea (V, E) un grafo. Podemos considerar que los vértices estan colocados en una cierta posicién
en R™ y preguntarnos si es posible deformar el grafo sin cambiar la longitud de las aristas ni
doblarlas. Esta pregunta es la base del concepto de rigidez.

A lo largo de todo el capitulo, principalmente sigo la notacién de [3]; en algunos libros se llama
rigido a lo que aqui es globalmente rigido.

2.1. Rigidez

Definicién 2.1.1. Sea (V, E) un grafo y p: V. — R™ una funcion que coloque cada punto en
una posicion en R™. Decimos que (V, E,p) es una realizacion del grafo, a veces también llamada
armazon (framework en inglés).

Para que el grafo se pueda deformar, necesitamos que haya otra realizacién que dé las mismas
longitudes de las aristas, pero que haya dos vértices (sin arista entre ellos) que tengan distinta
distancia. Si no la hay, el grafo se dice globalmente rigido. El problema es que un grafo puede ser
localmente rigido sin ser globalmente rigido: para m = 2, las dos realizaciones de la Figura 2.1
tienen distintas distancias entre dos vértices y la misma longitud de las aristas, pero no es posible
deformar una de forma continua para obtener la otra. Por lo tanto, necesitamos considerar la
propia deformacion.

Definicién 2.1.2. Sea (V, E,p) una realizacion de un grafo y f:V x [0,1] — R™.

» [ es un movimiento de (V, E,p) si f(v,0) = p(v) para todo v € V y
‘f(u7t) —f(’l),t)‘ - ’p(’d)—p(’l})’ V(U,,U) S
» f es un movimiento rigido de (V, E,p) si es un movimiento y ademds

[f(u,t) = f(v,8)] = [p(u) = p(v)] Vu,veV

s f es una deformacion si es un movimiento y no es rigido.

» (V,E,p) es una realizacion rigida si todos sus movimientos son rigidos, es decir, si no tiene

deformaciones.

Figura 2.1: Dos realizaciones de un grafo tales que no es posible convertir una en otra de forma
continua
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2 Rigidez de grafos

Dada una realizacién (V, E,p) y un movimiento f, para cada t, (V, E, q) es otra realizacién de
(V,E), donde ¢q(v) = f(v,t). Entonces, ¢ debe cumplir las ecuaciones:

¢ (u) = @ (v)[* = [p(w) = p(v)]* V(u,v) € B (2.1)

Si vemos ¢; v p como vectores en R™", este es un sistema de ecuaciones cuadraticas, del que ¢
debe ser solucién para cada t.
Si el movimiento es rigido, el sistema de ecuaciones es mas restrictivo:

lg(u) — qt(v)\2 = |p(u) —p(v)]2 Yu,v eV (2.2)

Si llamamos M al conjunto de soluciones de (2.1) y R a las de (2.2), tenemos que un movimiento
de (V,E,p) es un camino en M empezando por p y un movimiento rigido es lo mismo en R.
Obviamente R C M, y una realizacion es rigida si todos sus movimientos son rigidos, es decir,
si M =R en un entorno de p.

Con esto, hemos reducido el problema de la rigidez de grafos a la resoluciéon de un sistema de
ecuaciones cuadraticas. Pero la rigidez también puede tratarse con ecuaciones lineales. El truco
es considerar velocidades iniciales en vez de posiciones, considerando irrelevantes los términos de
mayor orden: esto es lo que se conoce como linealizar un problema.

2.2. Rigidez infinitesimal

Consideremos la ecuacién de los movimientos:
f(u,t) = f(0,0) = |p(w) —p()]* Y(u,v) € E
Voy a suponer que el movimiento f es diferenciable. Derivando respecto de t,
2(f(u,t) = f(v,1) - (f'(w,t) = f'(v,1)) = 0
donde f’ denota derivada respecto del tiempo. Sustituyendo ¢t = 0,
(p(u) = p(v)) - (r(u) —r(v)) =0

donde r(u) = f’(u,0) es la velocidad inicial de cada punto. Esta es la condicién que deben cumplir
las velocidades para poder ser las iniciales de un movimiento.

Definicién 2.2.1. Sea (V, E,p) una realizacion y r: V. — R™ una asignacion de velocidades a
cada vértice.

» 7 es un movimiento infinitesimal de (V, E,p) si

(p(u) = p(v)) - (r(u) —=r(v)) =0 Y(u,v) € E (2.3)

r es un movimiento rigido infinitesimal de (V, E,p) si

(p(u) = p(v)) - (r(u) —=r(v)) =0 Vu,veV (2.4)

r es una deformacion infinitesimal si es un movimiento y no es rigido.

(V,E,p) es una realizacion infinitesimalmente rigida si todos sus movimientos infinitesi-
males son rigidos, es decir, si no tiene deformaciones infinitesimales.
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2.3 Matrices de rigidez y rigidez genérica

De acuerdo con lo dicho antes, las velocidades iniciales de un movimiento son un movimiento
infinitesimal y las de un movimiento rigido son un movimiento rigido infinitesimal. Por lo tanto,
si M C R™ es el conjunto de soluciones de (2.3) y R C R™" es el de (2.4), M y R contienen
(aunque quizé no sean iguales) a los espacios tangentes en p a M y R, respectivamente. Siempre
sera R C M vy si la realizacién es infinitesimalmente rigida, R = M.

Podriamos preguntarnos si los conceptos de rigidez y rigidez infinitesimal son equivalentes, en
otras palabras, si existe una realizacién infinitesimalmente rigida que no sea rigida, o lo contrario.
Un ejemplo de realizacion infinitesimalmente rigida que es flexible se obtiene colocando los vértices
de un camino en linea recta, de forma que no es rigido pero cualquier movimiento infinitesimal es
rigido (ya que sus velocidades son perpendiculares al camino). Como demostraré en el Corolario
2.3.8, esta situacion solo se da si los puntos no generan afinmente R™.

Si una realizacion fuera rigida e infinitesimalmente flexible tendriamos R = M en un entorno
de p, por lo tanto T,R = T, M, y sin embargo R C M. Esto significa que hay algin movimien-
to infinitesimal que no es la velocidad inicial de ningin movimiento. La clave esta en que la
realizacién sea rigida gracias a una tensién:

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el siguiente grafo:

X

Aqui, asignando la velocidad (0, 1) al vértice X y 0 a los demés, obtenemos una deformacién
infinitesimal, pero no se puede mover ese vértice hacia arriba, de modo que la realizacién es rigida
(notar que al moverlo dos aristas cambian de longitud, pero solo a segundo orden).

Ejemplo 2.2.3. Otro ejemplo se puede conseguir con el grafo del prisma triangular. Si colocamos
el grafo en casi cualquier posicion, es infinitesimalmente rigido. Sin embargo, si los triangulos que
corresponden a las bases son congruentes y paralelos, un triangulo se puede girar alrededor del
otro y la realizacion ni siquiera es rigida. Si las lineas que unen los vértices de los triangulos son
paralelas, pero los tridngulos no son congruentes, es rigida pero no infinitesimalmente rigida (ver
figura 2.2).

2.3. Matrices de rigidez y rigidez genérica

Volviendo a la rigidez infinitesimal, considero ahora el sistema de ecuaciones (2.4). Tomando
V ={1,2,...,n}, 7(1) = (11,732, ..., Tim), las incognitas son r;; paral <i<nyl<j<my
la matriz de coeficientes es

P1— P2 P2 — D1 0 0 0
P1— P3 0 pP3—pP1 ... 0 0
Ap)=|pi—p. 0 0o ... 0 Pn — D1 (2.5)
0 P2—DP3 P3—DP2 .- 0 0
0 0 0 cev Pn—1—"DPn DPn — DPn-1
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2 Rigidez de grafos

5 Infinitesimalmente 6 Rigido pero Flexible
rigido infinitesimalmente

flexible

Figura 2.2: Tres posiciones del grafo del prisma triangular con distintas propiedades de rigidez.
Las flechas indican las deformaciones (en el de en medio, solo la velocidad inicial).

donde cada elemento de la matriz es realmente un vector fila de m componentes.

La matriz del sistema (2.3) es una submatriz por filas de A(p), que contiene solo las filas
correspondientes a E: la llamaré Ag(p). De esta forma, A(p) = Ak, (p) es la matriz del grafo
completo. Por definicién, R = ker A(p) y M = ker Ag(p), por lo tanto dim R = mn —rg A(p) y
dim M = mn —rg Ag(p).

Proposicién 2.3.1. Una realizacion (V, E,p) es infinitesimalmente rigida si y solo sirg Ag(p) =
rg A(p).-

Definicién 2.3.2. Una realizacion (V, E,p) es independiente si rg Ap(p) = |E|, es decir, si las
filas son independientes.

Esta ultima definicién quiere decir que no es posible asignar valores s;; a las aristas de forma

que
> sijlpi—py) =0
(i) EE

para todo i. Estos valores, si existen, pueden entenderse como unas tensiones (si s;; < 0) o
compresiones (si s;; > 0) de las aristas de forma que la fuerza que hacen en el vértice se compensa.
Una realizacion es independiente si no admite tensiones o compresiones de este tipo.

Continuando con el Ejemplo 2.2.3, el primer grafo de la Figura 2.2 es infinitesimalmente inde-
pendiente. Si fuera dependiente habria una asignacion de “tensiones” a las aristas que se cancelen
en cada vértice. Pero entonces las tensiones en 13 y 46 deben ser 0 para no sacar los vértices 3
y 4 de la diagonal. Como las aristas 12 y 15 son perpendiculares, la inica forma de cancelar sus
tensiones en 1 es que sean 0. Lo mismo 26 y 56. Para no mover 2 y 5, las tensiones de 23 y 45
deben ser 0 y por lo tanto 34 también. Luego ese grafo es independiente.

Pero la dependencia lineal de una fila de A(p) respecto de otras tiene, ademds, otro significado:

Proposicién 2.3.3. Una fila de la matriz A(p), correspondiente a (i,j), depende linealmente de
un conjunto E de filas/aristas si y solo si cualquier movimiento infinitesimal de E deja invariante
la longitud de (1, 7).

Demostracion. (i,j) depende linealmente de E
=18 Ap(p) = rg Ap (p), donde E' = EU{(i,j)}
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2.3 Matrices de rigidez y rigidez genérica

<= dim Mg = mn —rg Ag(p) = mn —rg Ap/(p) = dim Mg/
<—> todos los movimientos de Mg lo son de Mg
<= todos los movimientos de Mg dejan invariante la longitud de (i, 7). O

Aparentemente, la matriz A depende de la realizacién p. Sin embargo, en su expresién los p;;
pueden entenderse como variables, y considerar A como una matriz de polinomios en R[p;;]. En
adelante llamaré A a la matriz de polinomios, y A(p) a la matriz con valores sustituidos (notar
que en cualquier caso A depende de m).

Lema 2.3.4. Para cualquier matriz de polinomios B (por ejemplo Ag) y cualquier p, rg B >
rg B(p), y se alcanza la igualdad para casi todos los valores de p.

Demostracion. Si el rango de B(p) es r, existen r columnas linealmente independientes en B(p).
Estas columnas no pueden ser dependientes en B, porque cualquier dependencia entre ellas se
seguirfa cumpliendo al dar valores a p y lo serfan en B(p). Por lo tanto, en B también hay r
columnas linealmente independientes y rg B > r.

Por otra parte, sea p tal que s = rg B > rg B(p). Entonces existe un menor de tamano s de
B que es distinto de 0: det C' # 0. En B(p) debe ser det C(p) = 0, o sea, p es una solucién de
la ecuacién polindémica det C = 0. Como el miembro izquierdo no es 0, el conjunto de posibles
valores de p tiene medida nula (de hecho, es una unién de hipersuperficies algebraicas, y lo mismo
pasa con los p tales que rg B > rg B(p), que son la unién de esas hipersuperficies). [l

Este tratamiento simbdlico permite definir la rigidez genérica.

Definicién 2.3.5. Un grafo (V, E) es genéricamente m-rigido (rigido en dimension m) sirg Ag =
rg A y genéricamente m-independiente si rg Ap = |E|.

Pero, jcuanto vale rg A? Para calcularlo, voy a definir algunos movimientos infinitesimales
rigidos: la traslacién infinitesimal ¢; dada por

ti(x1, e, ..., xy) = €
y la rotacién infinitesimal dada por
rij(T1, T2, ..., Tn) = Tiej — Tj€4
Esté claro que el primero es rigido. Veamos el segundo:
(rij(x) —rij (W) - (# —y) = ((wi —wi)ej — (x5 —yjles) - (x —y) =
= (zi —yi) (25 — y;) — (5 — yj) (@i — yi) = 0

Teorema 2.3.6.

(g) sin<m+1

A=
'8 {mn—(m;ﬂ) sin>m-+1

Ademds, si los puntos de p generan afinmente R™, es decir, no estdn todos en el mismo hiper-
plano, rg A(p) = rg A.

Demostracion. Considero primero el caso n < m + 1. Veamos que en este caso la matriz tie-
ne rango maximo (que es (g), el nimero de filas). Tomo una colocacién p de los vértices que
genera afinmente R™. Entonces, si existiera una combinacién lineal de las filas con coeficientes
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2 Rigidez de grafos

Sii)1<i<i<n, con algin s;; # 0, se tendria, sumando las m columnas correspondientes al vector
§)1<i<j< g J p
i,

si1(pi — 1) + si2(pi —p2) + ... + Sin(Pi —pPn) =0

lo cual es una contradiccién, porque esos vectores son linealmente independientes (ya que generan
R™). Por lo tanto A(p) tiene rango maximo y por el lema 2.3.4 A también debe tener rango
maximo.

Sea ahora n > m + 1. El caso n = m + 1 ya lo hemos resuelto, y el rango resulta ser (mgl),
por lo tanto dim R = m(m + 1) — (mgl) = (mg'l) Dado (V, E,p), con p en posicién general y
V| > m+1, tomo U C V con |[U| = m + 1. Los puntos de p(U) forman una referencia afin
de R™. Si R’ es el espacio de movimientos rigidos de U, est4 claro que un movimiento rigido de
V restringido a U es un movimiento rigido de U. Ahora veamos que cada movimiento de U se
extiende de forma tinica a un movimiento de V.

Sea L : R — R’ la restriccién. Veamos que L es inyectiva. Supongamos L(r) = L(r’), es decir,
ry r’ coinciden en U. Sea U = {1,2,...,m} y j € V\U tal que p; que no quede en el hiperplano
de p1,p2,...pm. Entonces, para ¢ € U,

(pj —pi) - (rj —ri) =0

(p pl) (T - ) (p pz) (T - Tz) =0

por lo tanto
(pj —pi) - (rj—1;) =0

Esto es, 7“9 — r; es perpendicular a p; — p; para todo i € U, es decir, a todos los vectores de una
base, por lo tanto es 0 y r} = r;. Si p; estd en el hiperplano, podemos hacer el mismo argumento
usando otro vértice que no quede en el hiperplano (para el que ya sabemos que r = 7). Por lo
tanto, debe ser 7 = r’ en todos los puntos y L es inyectiva.

De aqui se deduce que dim R < dim R’ = (m; 1) Veamos ahora que en R hay (
tos linealmente independientes. Voy a tomar para ello los movimientos ¢; y 7;; que he definido

antes. Supongamos que tenemos una dependencia lineal entre estos movimientos. Entonces

Zalt + Z bijrij =0

1<i<j<m

1 ..
m+ ) movimien-

Evaluando en el 0, tenemos
m
Z a;e; = 0
i1

luego a; = 0 para todo ¢. Evaluando en e;,

Z bijej =0

J#

(donde he tomado bj; = —b;;), luego b;; = 0.
Por lo tanto, dim R = dim R’ = (mH) yrgA=mn — (m;rl) O

En el primer caso, este teorema nos dice algo notorio: si los vértices son m + 1 o menos, el
grafo siempre es independiente y no puede ser rigido a no ser que sea completo. Es fécil ver en 3
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2.3 Matrices de rigidez y rigidez genérica

dimensiones: K4 menos una arista son dos tridngulos unidos por una arista, que se pueden doblar
por ella.

En el segundo caso, la conclusién es que, si los puntos no estan en el mismo hiperplano, los
movimientos rigidos infinitesimales ¢; y r;;, y sus combinaciones lineales, son los tinicos posibles.
Sin embargo, si los puntos estan en un mismo hiperplano, hay algunos movimientos rigidos
infinitesimales que no son rotaciones ni traslaciones: de hecho, estos son los inicos movimientos
rigidos infinitesimales que pueden ser deformaciones.

Corolario 2.3.7. Si una realizacion es infinitesimalmente rigida (resp. independiente) y los
puntos generan afinmente R™, entonces su grafo subyacente es genéricamente rigido (resp. inde-
pendiente).

Demostracion. Si es infinitesimalmente rigida,
rg Ap(p) =rg A(p) =rg A >rg Ap > rg Ap(p)

asi que deben ser iguales y el grafo es genéricamente rigido.
Si es independiente,
rg Ap(p) = |E| > rg Ap > rg Ap(p)

y es genéricamente independiente. O

Corolario 2.3.8. Si una realizacion es infinitesimalmente rigida y los puntos generan afinmente
R™  entonces es rigida.

Demostracion. Si hubiera una deformacién, por ser la realizacién infinitesimalmente rigida, sus
velocidades iniciales deben ser un movimiento rigido infinitesimal, por lo tanto, una rotacién o
traslacion. Pero eso es contradictorio, porque la distancia entre los vértices debe cambiar al hacer
la deformacion. O

El Teorema 2.3.6 nos permite deducir que el grafo del prisma triangular es rigido: ya vimos
que es independiente, y tiene 9 aristas, luego rg Ag(p) = |E| = 9 = rg A.

Definicion 2.3.9. Diremos que p € R™ estd en posicion genérica si, para cualquier conjunto de
aristas E, rg Ap(p) =rg Ap.

Se sigue de esta definicién, la 2.3.5 y la Proposicién 2.3.1 que si un conjunto de puntos estd en
posicion genérica, es genéricamente rigido si y solo si es infinitesimalmente rigido. Sin embargo,
si el conjunto no estd en posicién genérica, podriamos tener

rg Ap(p) <rgAp =rg A =1rg A(p)

y el grafo serfa genéricamente rigido, pero la realizacién no seria infinitesimalmente rigida.

Por el Teorema 2.3.4, las posiciones no genéricas forman un conjunto de medida nula, asi que si
un grafo es rigido casi cualquier colocacién de los vértices va a dar una realizacién rigida, aunque
quizd no todas. Pero si el grafo es flexible ninguna colocacién serd rigida. En otras palabras,
una grafo genéricamente flexible no puede tener una realizacion rigida gracias a una colocacion
especial, pero uno rigido si puede dar una realizaciéon flexible. Todo lo dicho también es cierto si
se cambia rigido por independiente.

Un ejemplo se puede encontrar en el grafo ya comentado antes del prisma triangular. La segunda
situacién y la tercera de la figura 2.2 son un casos particulares de lo que se llama posicién de
Desargues: si los tridngulos son ABC y A’B'C’, se dice que estan en posicién de Desargues si las
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2 Rigidez de grafos

lineas AA’, BB’ y CC’ concurren en un punto o son paralelas. Por el teorema de Desargues, esto
es equivalente a que los puntos de intersecciéon de AB y A’B’, BC' y B'C’, y AC y A'C’ estan
alineados. Un caso concreto es cuando estos pares de lineas son paralelas, es decir, concurren en
la recta del infinito.

Teorema 2.3.10. Si (V, E) es el prisma triangular, y p es tal que los triangulos estdn en posicion
de Desargues, (V, E,p) es infinitesimalmente flexible.

Demostracién. Si los tridngulos estdn en posiciéon de Desargues, las rectas AA’, BB y CC’ son
paralelas o concurrentes. Si son paralelas, el movimiento que vale 0 en un tridangulo y un mismo
valor, distinto de 0 y perpendicular a esas lineas, en el otro, es una deformacién.

Si son concurrentes, haciendo una traslacién puedo poner el origen en el punto de interseccion.
Si p1, p2, p3, Py, Py y ps son las posiciones de los vértices, p, = k;p; para algin k;.

Considero entonces el movimiento dado por r; = (—y;, z;), v} = (0,0).

(ri —75) - (pi —p}) =0
(ri —ri) - (pi = p}) =i - (1= ki)pi = (1 = ki)ry - pi = 0
(ri — 1) (i — pj) = (yj —yir @i —x5) - (i — x4,y —y;) =0

(ri = 75) - (pi = P}) =1 - (pi — kipj) = —kiri - pj # 0

La ultima solo puede ser 0 si p; es proporcional a p;, pero entonces p;, p}, p; ¥ p;» estarian
alineados, y solo son todos 0 si los seis puntos estan alineados. Luego este movimiento es una
deformacion. O

Otro grafo con esta caracteristica es K33: voy a demostrar que es genéricamente rigido, pero
dependiendo de la realizacién puede ser flexible. Este grafo es el que se obtiene a partir de dos
conjuntos de tres vértices uniendo cada uno a los tres del otro conjunto. Dos realizaciones de este
grafo se muestran en la Figura 2.3.

Ejemplo 2.3.11. El hexdgono regular es infinitesimalmente flexible: el movimiento infinitesimal
indicado por las flechas en la primera realizaciéon de la Figura 2.3 es una deformacién. En esa
realizacién tenemos

p1=(—1,0),p2 = G?) p3 = (%—?) Py = <—%?> ,

1 V3 .
py = (1,0),p5 = (—5,—7> T = —piTi =phi=1,2,3

Ejemplo 2.3.12. En otras posiciones, K33 es infinitesimalmente rigido, por lo tanto es genéri-
camente rigido: lo podemos ver en el segundo grafo de la figura 2.3. En ese grafo 14 no puede
tener tensién pues sacaria el 4 de la linea horizontal, luego 12 y 16 tampoco para no mover el 1,
23 y 25 para no mover el 2, 36 y 56 para no mover el 6, y finalmente 34 y 45, de modo que es
independiente también.

Como el grafo es genéricamente rigido, si se colocan los vértices al azar la realizacion serd
infinitesimalmente rigida. Ahora bien:
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2.3 Matrices de rigidez y rigidez genérica

Figura 2.3: Dos realizaciones de K3 3, la primera es infinitesimalmente flexible y la segunda rigida.

Teorema 2.3.13. Si (V, E) = K33, yp es tal que los seis puntos quedan en una circunferencia,
(V,E,p) es infinitesimalmente flexible.

Demostracion. Sea (cosb;,siné;), para ¢ = 1,2,3, la posicién de los vértices de una parte y
(cos @,sinf)) la posicién de los otros vértices. Veamos que la realizacién es dependiente. Para
ello, sea

/ !
9i+1;9¢+2 sin 05410512

S1n )

S11 3

donde los indices se toman médulo 3. Tenemos que comprobar que la combinacién lineal en cada
vértice da 0. Tomo un vértice de la primera parte y la segunda es anédloga:

3 3
Zsij(Pi —pj) = Z sij(cos 0 — cos 0, sin 0; — sin ) =
j=1 J=1

0, +6. 0,0 0, +6. 0,0
:;szj<—28in Z2 I sin 22 2 cos Z2 I sin 22 ]>:

3 / ! ! !
001 — 0 =0 0;+0, 6, +0
= 2Zsin it 5 2 i 5 Jt2 <—sin ‘ 5 I cos ‘ 5 j>

j=1
3 / / / /
0. 1 — 0. =0 0; + 0 0; + 0
:2sin%2sin¥<—sin 22 ! cos 22 j)

j=1

Defino ahora 6;; = (6; + 9;) /2 y la suma anterior queda

sin(ﬂmﬂ — 9i,j+2) (— sin 91']', COS 91]) ==

3
=1

J

3
= Z(sin 92‘7j+1 COs 91‘7]‘4-2 — COS 92‘7j+1 sin 92‘7j+2) (— sin Hz‘j, CcoSs 92]) =

J=1

3
= E (— sin Hi,jJrl COS 9i,j+2 sin eij —+ cos 9i,j+1 sin 9i,j+2 sin 91']'),
j=1
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2 Rigidez de grafos

(sin 61'7]‘4_1 COS 9i7j+2 COS Hij — COS (92‘7j+1 sin 61'7]‘4_2 COS 92]) =0
1

3
J:
(en cada componente del vector, hay tres términos con un signo y los mismos tres con el opuesto).

Por lo tanto, la realizacién es dependiente y rg Ap(p) < |E| = 9. En este casorg A = 2:6—3 = 9,

asi que rg Ap(p) < rg A(p) y la realizaciéon es flexible. O

2.4. Invarianza bajo transformaciones

Asi las cosas, nos gustaria saber qué transformaciones del espacio afin m-dimensional conservan
la rigidez o flexibilidad de las realizaciones, en concreto, si las transformaciones afines o las
proyectivas la conservan.

Teorema 2.4.1. 1. Si una realizacion es rigida, lo sigue siendo al aplicar una transformacion
afin biyectiva (movimiento) de R™.

2. Si una realizacion es rigida, lo sigue siendo al aplicar una transformacion proyectiva biyec-
tiva (homografia) del espacio proyectivo PR, restringida a R™, que no mueva ningin p; a
un punto del infinito.

Demostracion. 1. Sea A; la submatriz de A formada por las m columnas correspondientes al
vértice p; y f una aplicacién afin. Tenemos que p;, = f(p;) = Bp; + by para B una matriz
m xmy by € R™. Siuna fila de A;(p) es 0, la misma fila de A;(p’) también es 0. Si no,
esa fila es (p})T — (p;»)T = (pl - pf)BT para algin j. Juntando todas las filas, resulta que
A;(p) = Ai(p) BT y A(p') = A(p)C, donde C es la matriz formada por n copias de BT en
diagonal. Como B es invertible, C' también y rg A(p’) = rg A(p). Se puede decir lo mismo
de Ap(p), ya que también Ag(p') = Ap(p)C y hemos terminado.

2. Sea ahora f una aplicaciéon proyectiva y B su matriz.

f(ﬂfl,ﬁﬂz,---,cvn):f[l:xl:x2:...:xn]:

m 1 m
bro + > b = - bro + > b
k0 Z klﬂ?l] o boo + S, bort < k0 Z kl$l> o

=1 =1

La fila que es p; — p; en A;(p) pasa a ser p} — p;» en A;(p'). Una coordenada de este vector

[N
ol = bro + D brpir bk + D010 brpji
TR oo + 30 bapa boo + D01 boupi

Sea d;; el producto de los dos denominadores de esa expresion.

dij (Pl — Plr) = (boo + Z bozpjl> (bko + Z bklPil) -

=1 =1

- (boo +) bozmz) (bko +) bklel) =
=1 =1

m m m m
= boo Y bra(Pir — pj1) + bro D bor(pjt — par) + D biabor (pupjr — piipir)
=1 =1 =1 =1
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Voy a manipular el dltimo término de esa suma:

m m m m
Z Z bribor (pilpjr - pjlplT‘ = Z Z bklbOT pzl - p]l)plT‘ + pir (p]r pzr)] =
I=1r=1 =1 r=1
m
= Z Z bklbOr le pjl Dir + Z Z bkrb0lpzr (pjl pzl)
=1 r=1 r=1[=1

=> (a—pjt) >_ pir(bribor — brrbor)
=1 r=1

Entonces

m
dij (Pl — i) = > _(pir — pjt) |boobr — brobor + szr bribor — birbor)
=1 r=1

dij(p} — p;) = Cilps — pj)
donde C; es una matriz m x m.

Sea D la matriz (g) X (g) que tiene en la diagonal los d;;, por el orden de las aristas (i, j).
Junto todas las filas (incluyendo también las que son 0) y queda

DA(p) = Ailp)CT
y juntando ahora los A;,
DA(pl) =A(p)C = A(p’) = D_lA(p)C

C es la matriz formada por los CiT en diagonal. D es invertible porque si tuviera un 0 en
la diagonal, algiin punto se irfa al infinito. Como f es homografia, puedo hacer el mismo
argumento con f~! llegando a

A(p) = D™PA(p)C = D™'DM A(p)CC

Por lo tanto, C' es invertible y rg A(p) = rg A(p'). También rg Ap(p) = rg Ar(p’) y hemos
terminado. O

Una interpretacion de este teorema, viendo p como un punto en R™", y dado que los valores de p
para los que el grafo es infinitesimalmente flexible forman una variedad algebraica (teorema 2.3.4),
es que esa variedad es invariante por ciertas transformaciones proyectivas: las que corresponden
a una transformacién proyectiva de R en cada uno de los n grupos de coordenadas.

Corolario 2.4.2. Si (V,E) = K33, y p es tal que los seis puntos quedan en una conica, (V, E,p)
es infinitesimalmente flexible.

Demostracion. Aplicando una transformacién proyectiva que convierta esa cénica en una circun-
ferencia, se obtiene p’ tal que los puntos quedan en una circunferencia (V, E,p’) es infinitesimal-
mente flexible por el teorema 2.3.13, asi que (V, E,p) también lo es. O

Es decir, aunque el grafo es genéricamente rigido, hemos encontrado una familia de posiciones
proyectivamente invariante en las que es flexible: aquellas en las que los puntos estdn en una
cénica.

En cuanto al prisma, la condicién para que sea flexible es que tres rectas sean paralelas o
concurrentes (lo que habfamos llamado posicién de Desargues), que es también un invariante
proyectivo.
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3 Matroides de rigidez

3.1. Definicion

Sea V un conjunto cualquiera y K el conjunto de pares de elementos de V. A partir de ahora,
este serd el conjunto sobre el que definiré las matroides (a diferencia del capitulo 1, donde la
matroide gréfica se tomaba sobre un subconjunto de K). Si E C K, llamaré V(FE) al conjunto de
elementos de V' que estdn en algin elemento de E. Si U C V, llamo K (U) al conjunto de pares
de elementos de U. En este capitulo, muchas ideas estdn tomadas de [3].

Definicién 3.1.1. Una matroide de rigidez en dimension m es una matroide M = (K,I) que
cumple:

1. Si|V(E)NV(F)| <m, (EUF) c K(V(E))UK(V(F))
2. Si (B) = K(V(E)), (F) = K(V(F)) y |V(E) N\ V(F)| >m, (EUF) = K(V(EUF))

Si (F) = K(V(FE)), decimos que E es rigido, y si es rigido e independiente diremos que es
isostdtico.

Viendo (V, E) como un grafo, esta matroide de rigidez va a estar relacionada con la rigidez del
grafo.

Teorema 3.1.2. Para cualquier p en posicion general, la matroide lineal asociada a las filas de
la matriz A(p) es una matroide de rigidez cuyos conjuntos rigidos son precisamente los conjuntos
infinitesimalmente rigidos de aristas y lo mismo los independientes.

La condicién de estar en posicién general es necesaria: si V = {1,2,3} y p deja los tres puntos
en linea recta, £ = {(1,2)}, F' = {(2, 3)} viola la condicién 1, ya que la clausura de las dos aristas
es el conjunto de las tres (que son dependientes en A(p)).

Demostracion. Ya sabemos que es una matroide. Falta ver que es una matroide de rigidez. En
primer lugar, la clausura de un conjunto F de aristas son aquellas cuya fila es combinacion lineal
de las filas correspondientes F, que, por la proposicion 2.3.3, son justamente las que no cambian
de longitud al mover E (en adelante, las llamaré aristas implicadas por E).

Supongamos primero |V(E) N V(F)| < m. Sea (i,j) € (EUF). Sii o j no estd en V(E) ni
en V(F'), podemos mover el otro extremo de cualquier manera y cambiaria la longitud, lo cual
es contradictorio. Si ¢ y j estdn los dos en V(E) o en V(F), (i,5) estd en K(V(E)) U K(V(F))
como queremos demostrar. Solo queda el caso de que i estd en V(E) y j en V(F) (o al revés).

Como |[V(E)NV(F)| < m — 1, existe una variedad afin L de dimensién m — 2 que contiene
a la imagen de esos puntos por p. Sea r la rotacion infinitesimal de eje L, y u un movimiento
infinitesimal definido por
() = {0 si ke V(E)

r(k) sikeV(F)

Esto estd bien definido ya que r(k) es 0 en los puntos de L y es un movimiento de £ U F' por
serlo 0 y r. La arista (¢, j) no debe cambiar su longitud, y u(i) = 0, por lo tanto u(j) = r(j) es
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perpendicular a p; — p;. Pero r(j) también es perpendicular al hiperplano H que contiene a L
y pj, asi que p; — p; estd en la direccién de H y p; estd en H, contradiccion con que p estd en
posicién general (habria m + 1 puntos en un hiperplano).

Suponemos ahora que E y F son rigidos y |V(E) N V(F)| > m. Tenemos que demostrar que
E U F es rigido. Sea v un movimiento de £ U F. Entonces u|g es un movimiento de E y como
E es rigido, es un movimiento rigido, y de la misma forma u|p es un movimiento rigido de F'.
Ahora bien, por el teorema 2.3.6, u|rp es una combinacién lineal de traslaciones y rotaciones
infinitesimales y lo mismo u|r. Como estos dos movimientos coinciden en al menos m puntos,
deben coincidir en todos (la restriccién de R a R’ era inyectiva en la demostracién de 2.3.6), y u
es un movimiento rigido como queriamos demostrar. O

Esta matroide permite tratar la rigidez desde un punto de vista combinatorio, sin preocuparnos
por las posiciones de los vértices. Dada una funcién p : V.— R™ llamo G(p) a la matroide lineal
de las filas de A(p) y Gyn(n) a la matroide lineal de las filas de A (que coincide con las de A(p)
para p genérica).

Proposicién 3.1.3. Cualquier conjunto independiente en G(p) es independiente en G, (n).

Demostracion. Si hubiera una dependencia entre las filas de G,,(n), se seguiria cumpliendo en

G(p). ]

3.2. Extensiones

Definicién 3.2.1. Sea (V,E) un grafo, U C V con |[U| = m+k, y F C E un conjunto de k
aristas entre los vértices de U. Entonces decimos que el grafo dado por (V' E') es una k-extension
de E en dimension m, donde V' =V U{a} y ' = E\ FU{(x,u) :u e U}.

Asi, una 0-extensién consiste en anadir un vértice al grafo unido a otros m, una 1-extensién es
unir un vértice a m + 1 vértices del grafo y quitar una arista entre ellos, y asi sucesivamente.

Lema 3.2.2. Si E' = EU{(z,w), (z,u2),...,(z,ur)} con k <m, r(E") = r(E)+ k, donde la
funcion de rango corresponde a una matroide de rigidez m-dimensional.
En concreto, si E' es una 0-extension de E, r(E') = r(E) +m.

Demostracion. Sea
Ex 1 =FEU{(x,u1),(z,u2),...,(x,ur_1)}
Para cualquier £ < m, aplicando la propiedad 1, tenemos
<E]€—1> - K(V(E)) U K({x’ Uy .- ’uk—l})
Este conjunto no contiene a (z,ug), por lo tanto r(Ey) > r(Ex_1) vy
r(E"Y=r(Ey) >r(Ey)) +k=r(E)+k>r(E)+r(E'\E)>r(E") O

En los siguientes resultados consideramos una matroide de rigidez M = (K, I). Veamos que en
estas matroides se cumple un teorema equivalente a 2.3.6.

Teorema 3.2.3.
(5) sin<m+1

r(K,) =
(Kn) {mn—(m;ﬂ) sin>m-+1

Por lo tanto, ese es el rango que tiene que tener un grafo con n vértices para ser rigido.
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Figura 3.1: Obtencién de K3 3 a partir de una arista. En el dltimo paso el grafo deja de ser rigido
e independiente, pero genéricamente lo sigue siendo.

Demostracion. La primera parte resulta de una aplicacién repetida del lema anterior, ya que K,
se obtiene anadiendo a K,,_1 un vértice con n — 1 aristas.
Para la segunda parte, sea

E; =K, U{(u,v) :u<mm+1<v<m+j}

Sabemos que Ej es independiente por la primera parte (tiene (g) aristas), y cada Ej es una
0-extensién del anterior, asi que 7(Ey) = r(Ey) + km = |Ep| + km = |Ey| y E}) es independiente.
También Fjy es rigido (por ser completo), y aplicando sucesivamente la propiedad 2, F; es rigido
(es la unién de dos conjuntos rigidos con m vértices en comin: E;_1 y K({1,...,m,m+ j})).
Con esto tenemos que Ej es isostdtico, y su ntimero de aristas coincide con su rango, que es el
rango de K. O

Corolario 3.2.4. 1. En todo grafo independiente, hay algin vértice de grado menor que 2m.

2. En todo grafo rigido, todos los vértices tienen grado mayor o igual que m.

., . . . . 1 . ,
Demostracion. Si el grafo es independiente, como mucho tiene mn — (m; ) aristas, as{ que la

suma de grados de los vértices es menor que 2mn y la primera parte se sigue.

Si el grafo tiene un vértice de grado menor que m, aplicando la propiedad 1 a las aristas de ese
vértice, por un lado, y al resto de aristas por otro, obtenemos que la clausura del grafo no puede
ser el grafo completo, asi que no es rigido. [l

Teorema 3.2.5. Un grafo es independiente (resp. rigido, isostdtico) en una matroide de rigidez
st y solo si cualquier 0-extension del grafo es independiente (resp. rigida, isostdtica).

Demostracion. La extensién es independiente si y solo si su rango coincide con el niimero de
aristas, lo que es equivalente a que coincidan en el grafo original ya que los dos cambian en m
(por el lema 3.2.2, el rango del grafo aumenta en m al hacer una 0-extensién). Como al menos
hay m vértices, el rango necesario para ser rigido también aumenta en m, asi que la rigidez del
grafo antes y después de la extensién es equivalente. Lo mismo si es isostatico, ya que eso quiere
decir independiente y rigido. O

En general, una l-extensién de un grafo independiente no tiene por qué ser independiente: si
fuera asi, K33, que se obtiene por tres 0-extensiones de una arista seguidas por una l-extensién
(figura 3.1), seria independiente en cualquier colocacién de los puntos, y no lo es. Sin embargo,
si que es cierto para la matroide genérica.

Teorema 3.2.6. Si un grafo es independiente (resp. rigido, isostdtico) en G, (n), cualquier 1-
extension del grafo es independiente (resp. rigida, isostdtica,).
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3 Matroides de rigidez

Demostracion. Sea U = {1,2,...,m + 1} y 0 el nuevo vértice. Supongamos que E U (1,2),
antes de anadir el 0 y quitar la arista (1,2), es independiente, y veamos que el grafo final,
EU{(0,1),...,(0,m)} es independiente también. Sea p una colocacién genérica con p; = 0y
pi = ei_1, para 2 < m < m+ 1, y 4 un movimiento infinitesimal de E que cambia la distancia
entre 1 y 2. Entonces le podemos dar un valor a ug que cumple

(uo — ui) - (po — pi) = (uo — wi) - (po — €i—1) =0
para todos los ¢ a partir de 2, con lo que obtenemos un movimiento infinitesimal de E U
{(0,2),...,(0,m)} (que es de hecho una 0-extensién de F, por lo tanto independiente).

Ahora sea x; = (u; — uy1) - p;, y veamos que o no es siempre cero (es decir, la arista (0,1) no
estd implicada por el resto, y el grafo es independiente, como queremos demostrar). Tenemos que

0= (uo —u;) - (o — €i—1) = (uo — us) - po — (w0 — u;) - €i—1
= xo + (u1 — w;) - po +x; — (ug —u1) - €i—1
Escrito como una ecuacién matricial,
(20 + T2, ..., T0 + Tyr1)” + Qpo — (uo — ug) =0

donde @ tiene como filas los u; — u;, y

zo = (ug — UI)TPO = ((xo + x2,..., 20 + $m+1)T + QPO)TPO =
=20(1,1,..., 1) po + (z2, ..., 2mr1) o + pd QT po

y
(22, s Zms1) Do + Pt QT po

es un polinomio cuadrético en pg que debe ser distinto de 0 porque xo # 0. Como p es una posicion
genérica, podemos suponer que aqui no vale 0, y entonces xg # 0, como queriamos demostrar.
Si el grafo original es rigido y el extendido no lo es, este tltimo admite una deformacién, que
no es una deformacién del original: la tnica posibilidad es que la arista (1,2) cambie de longitud,
luego tenemos un movimiento infinitesimal en la misma situacién del u anterior y se sigue que la
arista (0,1) también cambia de longitud, lo cual es absurdo. O

Sin embargo, la otra direccién, que implica que una k-extensién se puede deshacer, se cumple
en general, para cualquier k£ (no solo 0 o 1) y cualquier matroide de rigidez (no solo la genérica).

Teorema 3.2.7. Sea (V, E) un grafo independiente en una matroide de rigidez, u un vértice de
grado m + k, para cualquier k > 0, y F el conjunto de las aristas que salen de u y S el conjunto
de vecinos de u. Entonces, existe un conjunto G C K(S)\ E, con |G| =k, tal que E\ FUG es
independiente.

Demostracion. Lo demostraré por induccién sobre k. Para k = 0 ya lo tenemos. Supongamos que
es cierto para k y veamos k + 1. Para ello, sea v un vecino de u, E' = E\ {(u,v)} y S’ = S\ {v}.
Las aristas entre los vecinos de u no pueden estar todas implicadas por E’, ya que entonces
tendriamos que K(S) C (E') y K(S"U{u}) C (E’), y siendo dos conjuntos de vértices con m o
més puntos en comun, K (S U {u}) C (E’) y en concreto la arista (u,v) estarfa implicada por el
resto, contradicciéon con que FE es independiente.

Por lo tanto, debe haber una arista en K (S) que no estd en la clausura de E’, llamémosla (i, 7).
Sea ahora E” = E' U{(4,)}. Por lo que sabemos E” es independiente, y u tiene grado m + k en
E”, asi que le podemos aplicar la hipétesis inductiva a E” y obtenemos un conjunto G’ tal que
E"\ FUG' es independiente, y entonces E'\ F'UG es independiente, donde G = G'U{(z,5)}. O
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3.3 Dimension 1

Una consecuencia de esto es la existencia de las llamadas secuencias de Henneberg.

Definicion 3.2.8. Una secuencia de Henneberg es una secuencia de grafos en m dimensiones
tales que el grafo inicial es el completo en m vértices y cada grafo se obtiene del anterior por una
k-extension para k < m.

Corolario 3.2.9. Cualquier grafo isostdtico en m o mds vértices, en cualquier matroide de
rigidez, se puede obtener a partir del grafo completo en m wvértices mediante una secuencia de
Henneberg.

Demostracion. Veamoslo por induccién sobre el nimero de vértices. Si hay m, el grafo debe ser
completo y hemos terminado. Si hay més de m, por el teorema 3.2.4 hay algun vértice con grado
entre m y 2m — 1. Por el teorema anterior es posible deshacer una extension en ese vértice,
obteniendo un grafo con un vértice menos. Este grafo es independiente y el nimero de aristas ha
bajado exactamente en m, luego es isostatico, le podemos aplicar la hipétesis inductiva y sacar
asi una secuencia de extensiones. Rehaciendo la extension deshecha, tenemos la secuencia que
buscamos. O

3.3. Dimensién 1

Resulta que en dimensién 1 solo hay una matroide de rigidez infinitesimal para n vértices y
coincide con una que ya hemos visto: la matroide del grafo completo con n vértices.

Teorema 3.3.1. Si M es una matroide de rigidez en dimension 1, un subconjunto de K es
independiente st y solo si es un bosque.

Demostracion. La demostracién va por induccién sobre el niimero de vértices. Para 1 vértice es
obvio (E es vacio). Lo supongo cierto para n vértices y lo demuestro para n + 1.

Sea (V, E) un bosque. Si F es vacio, hemos terminado. Si no, sea v un vértice de grado 1 (en
un bosque siempre los hay) y e la arista de v. (V \ {v}, E \ {e}) es un bosque y por hipdtesis
inductiva es independiente. Entonces (V, E') es una 0-extensién de un grafo independiente, por lo
tanto independiente.

Si (V, E) es independiente y no vacio, por el corolario 3.2.4 hay un vértice v de grado 1. (V, E)
es una O-extensién de (V' \ {v}, E \ {e}), por lo tanto este ultimo grafo es independiente, por
hipétesis inductiva es un bosque y entonces (V, E') también es un bosque. [l

Segun esto, en dimension 1 la Unica matroide de rigidez es la grafica del grafo completo, y la
clausura de un grafo en esa matroide es el grafo completo si y solo si el grafo es conexo. Por lo
tanto, aqui rigido equivale a conexo e isostatico a arbol.

3.4. Dimension 2

En dimensién 2 la cosa esta mas interesante. Empezaré por los casos con pocos vértices.

Para n < 3, el grafo debe ser completo para ser rigido (un punto, una linea y un tridngulo) y
siempre es independiente.

Para n =4, r(Ky) =2-4—3 =5, luego K, es dependiente y K4 menos cualquier arista son
dos triangulos unidos por una arista, que es una O-extensién del tridngulo, luego es isostatico.

Paran =5, r(K5) = 7. Silas 7 aristas incluyen un Ky, son dependientes. Si no, como 3-5 > 2.7,
hay algun vértice de grado exactamente 2, y tenemos una 2-extensién de algo que no es K4, luego
es independiente y el grafo original también lo es.
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3 Matroides de rigidez

Hasta aqui, tenemos que hay una sola matroide de rigidez hasta 5 vértices. Pero sabemos que
no es asi para 6 vértices: K33 es independiente en G2(6) pero dependiente en G(p) si los puntos
de p estan en una cdnica.

Centrandonos en G2(n), nos gustaria saber cudndo un grafo es independiente en ella y cudndo
no. Vamos a ver varias posibles caracterizaciones de los grafos independientes de Ga(n).

En primer lugar, las secuencias de Henneberg para dimensién 2 solo permiten 0 y 1-extensiones.

Teorema 3.4.1 (Caracterizacion de Henneberg). Un grafo es isostdtico si y solo si se obtiene a
partir de una arista por una secuencia de Henneberyg.

Demostracion. Si el grafo es isostatico, ya sabemos que siempre se obtiene por una secuencia.
Si el grafo se puede obtener de esta forma, por los teoremas 3.2.5 y 3.2.6 tenemos que es
independiente. En cada extensién ganamos un vértice y dos aristas, por lo tanto 2n — |F| no
cambia. Inicialmente vale 3 asi que siempre va a valer 3, y r(F) = |E| = 2n — 3 como querfamos
demostrar. O

Teorema 3.4.2 (Caracterizaciéon de Laman). Un grafo (V, E) es independiente si y solo si para
cualquier U C V', el numero de aristas entre los vértices de U es como mucho 2|U| — 3.

Demostracion. Si el grafo es independiente, cualquier subgrafo suyo también, asi que como mucho
tiene r(G2(|U])) = 2|U| — 3 aristas.

Supongamos ahora que la condicién se cumple. Voy a hacer induccién sobre n. Para n = 2 hay
1 arista asi que no hay nada que demostrar. Supongo que es cierto para n vértices y lo demuestro
para n + 1.

Si hay algin vértice u de grado menor o igual que 2, aplicando la hipétesis inductiva a V'\ {u},
tengo que es independiente. Entonces (V, E) esta contenido en una 0-extensién suya que debe ser
independiente.

Si no lo hay, todos los vértices tienen grado al menos 3 y debe haber alguno de grado exac-
tamente 3 (si no el nimero total de aristas seria al menos 2(n + 1)). Sea u este vértice e i, j, k
sus vecinos. Si el grafo (V/,E’) con V! =V \ {u}, E' = E\ {(u,1), (u,7), (u, k)} U{(,7)}, es
independiente, (V| E) es una l-extensién suya que es independiente. Lo mismo pasa si en vez de
(7,7) pongo (i,k) y (j, k). Voy a suponer entonces que son los tres dependientes.

Aplicando a los tres la hipétesis inductiva, obtenemos que existen Eq, Ey y E3 contenidos
en EU{(i,7)}, EU{(i,k)} y EU{(j,k)} respectivamente que tienen mds aristas de la cuenta.
Necesariamente las propias aristas (7,j), (i,k) y (j, k) estdn en Ey, Es y Ej3, si no se violaria la
condicion para E. Sea n; el nimero de vértices de E;. Su nimero de aristas debe ser, entonces,
2n; — 2. Si F; es E; menos la arista anadida, |F;| = 2n; — 3. Como estos F; estdn contenidos en el
grafo original sin el vértice u, son independientes (por hipétesis inductiva), y por el nimero de
aristas también son rigidos.

Ahora bien, F y T, el tridngulo de vértices ijk, tienen dos vértices en comun, asi que su unién
Fy UT es rigida. Repitiendo este paso, tenemos que Fy U Fy UT y después Fy U Fy U F53 U T son
rigidos. En este tltimo, las aristas de T son implicadas por las de cada F; (debido a que estos
son rigidos), luego Fy U Fy U F3 es rigido ya de por si, y |F} U Fo U F3| > 2t — 3 (¢ es su ndmero
de vértices). Pero esto implica

’Fl UFyUF3U {(u,i), (u,j), (u, k)}‘ > 2(t + 1) -2

y hemos llegado a una contradiccion. U
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Teorema 3.4.3 (Caracterizaciéon de Crapo). Un grafo es isostdtico en Ga(n) si y solo si es la
union disjunta de tres drboles tales que cada vértice estd contenido en exactamente dos de ellos
y no existe ningun subconjunto U de V tal que dos de los tres drboles, restringidos a U, siguen
stendo drboles y usan todos los vértices de U.

Demostracion. Si la condicién se cumple y el nimero de vértices de cada arbol es a, b y ¢, el
nimero de aristas esa —1+b—14+c—1=a+b+c—3 = 2n — 3. En cada subconjunto
de vértices U cada drbol tiene como mucho |U| — 1 aristas. Si @/, ¥ y ¢ son los niimeros de
vértices de los arboles restringidos a U, y estos nimeros son al menos 1, como mucho tenemos
a +b + —3=2|U| — 3 aristas. Si uno de ellos es 0, los otros dos no pueden ser |U| — 1 pues
se violaria la condicién, asi que como mucho tienen 2|U| — 3 aristas. Por el teorema 3.4.2, E es
isostatico.

Supongamos ahora que E es isostatico y veamos que se cumple la condicién. Como ya sabemos
(teorema 3.4.1), E puede obtenerse a partir de una arista por una secuencia de 0- y 1-extensiones.
En la arista, la condicién se cumple tomando como arboles la propia arista y otros dos con 1
vértice (y 0 aristas). Ahora veamos cémo hacer crecer los drboles. En una 0-extensién, se anade
un vértice v unido a v y w, elijo un arbol que pasa por v y otro por w y los extiendo a u. La
condicion se sigue cumpliendo: si tuviera un conjunto U que la violara, U tendria que incluir a wu,
y por lo tanto a los dos vértices v y w, ya que los dos arboles que pasan por u van a ellos, pero
entonces U \ {u} viola ya la condicién.

Veamos ahora el otro caso. Se anade un vértice ¢ unido a otros tres, u, v y w, suprimiendo
la arista (u,v). Entonces anado (u,t) y (¢,v) al drbol que tenia (u,v) para que siga siendo un
arbol, y cojo un arbol que no sea ese y que pase por w y le extiendo a ¢. Si ahora un conjunto U
viola la condicién, debe tener a ¢, por lo tanto también a w y a uno de u o v. Si estd u y no v,
U\ {t} viola la condicién. Lo mismo si estd v y no u. Si estan los dos, también la viola gracias a
la reaparicién de la arista (u,v). O

A continuacién voy a dar un algoritmo para determinar la dependencia o independencia de un
grafo (se trata de una modificacién del algoritmo de Edmonds [4], usada en [3]).

Algoritmo 3.4.4. Input: grafo (V, E = {e1,...,en})
Output: genéricamente dependiente o independiente en el plano
En lo que sigue, () es la clausura en la matroide grafica de E.

1. FO = @,Fl ::®

2. Mientras Fyp U Fy # E:
a) i:=min({1,...,N}\ (Fp U F1))
b) Repetir los siguientes pasos hasta SALIR
1) Sie; ¢ (Fy), Fo:= FyU{e;} y SALIR de 2b
1) Sie; ¢ (F1), F1 := Fy U{e;} y SALIR de 2b
ur) Cy = (Fy), C1:= (F1), k:=1
1v) Mientras |Cg| > 0:
ad k:=k+1
b Cr = (Cr—1N Fiméd 2)
¢ Si Cy = Cj_1, resultado DEPENDIENTE
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V) l:=min{k :e; ¢ Cy}

VvI) se elige un camino P en Fj 44 2 que conecte los extremos de e;
vil) r:=min{k : P ¢ Cy}
Vi) se elige j tal que ej € P,ej ¢ C,

1X) Fimed2 = Fimed2 \ {e;} U{ei}

X

)
)
)
)
)
)

1:=17
3. CO = <F0>, Cl = <F1>, k=1

4. Mientras |C| > 0:
a) k:=k+1
b) Ck:= (Ci—1 N Frméd 2)
¢) Si Cy = Ck_1, resultado DEPENDIENTE

5. Resultado INDEPENDIENTE

Teorema 3.4.5. El algoritmo anterior determina correctamente la dependencia o independencia
de un grafo.

Demostracion. A lo largo de toda la demostracién, llamaré Fy, a Ci_1 N F) med 2, cuya clausura
es C}.

En primer lugar, por construccién, Fj y F1 son bosques: solo se anade una arista si, o bien no
estd en la clausura, o bien se ha eliminado otra que estaba en un camino entre sus extremos.

Veamos que el algoritmo siempre termina. Cada vez que se coge una nueva arista en 2a, esta
arista se acabard anadiendo a Fy o Fp, quizd a costa de quitar otra, pero en ese caso esa sera
anadida después. Por lo tanto, el paso 2a no se puede ejecutar mas de m veces. Falta ver, por lo
tanto, que entre una “nueva arista” y la siguiente hay un nimero finito de “cambios de aristas”.

En efecto, después de un cambio de aristas Cy y C7 no cambian, y los bosques Fy y F1 han
perdido la arista e;, pero a cambio han ganado e;, que puede conseguir lo mismo (si e; estaba en
un camino entre los vértices de e;, ahora e; estd en un camino entre los vértices de e;), y se sigue
por induccién que Cj no cambia para k < r. Por lo tanto el nuevo valor de [ := min{k : e; ¢ C}}
es precisamente 7, que por definicion es menor que [. Es decir, el valor de [ va bajando de un
cambio de aristas al siguiente, lo cual implica que su nimero debe ser finito.

Supongamos ahora que el algoritmo da resultado DEPENDIENTE. En este punto, C, = Ci1
para un k. Por lo tanto, cualquier arista de Fj1 une dos vértices de la misma componente conexa
de F}, y viceversa. Tomo una de estas componentes conexas, pongamos que tiene ny vértices, y
entonces debe tener al menos las n; — 1 aristas de Fj, y las n; — 1 de Fy11, en total 2n; — 2, luego
E es dependiente (notemos que Fy y Fji1 son disjuntos por estar contenidos en Fy y Fy que lo
son).

Supongamos, para terminar, que da INDEPENDIENTE, pero E es dependiente. Entonces,
existe U C V que tiene 2|U| — 2 o mas aristas. Al final del algoritmo, Fy U F} = E y cada uno no
puede tener mas de |U| — 1 aristas entre los vértices de U, luego tienen exactamente |U|—1y sus
restricciones a U (llamémoslas Ty y T1) son drboles. Ty C Fy y Ty C Fy, luego (Ty) = (T1), por
construccién, va a estar en todos los Cj y tendremos siempre |Cy| > 0, lo cual contradice que se
ha abandonado el bucle del paso 4. ]
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Encontrar la clausura de un grafo se puede hacer en tiempo lineal mediante los algoritmos de
busqueda en anchura y en profundidad, que consisten en encontrar, para cada vértice, los que se
unen con él. El nimero de cambios de aristas que se hacen entre dos vueltas al paso 2a es menor
que N y a él se vuelve N veces, asf que el tiempo de ejecucién estd acotado por O(N3).

Teniendo en cuenta que los conjuntos de aristas independientes forman una matroide, el proble-
ma de determinar la rigidez de un grafo se podria resolver asi: tomamos el conjunto de aristas y le
aplicamos el algoritmo greedy (véase seccién 1.3), usando en cada paso el algoritmo de Edmonds
para decidir si al anadir una arista se obtiene un grafo independiente o no, y al terminar tenemos
un conjunto independiente maximo, cuyo tamano nos dard el rango del grafo y si ese rango es
2n—3 hemos terminado. Pero esto significa aplicar un niimero lineal de veces el algoritmo anterior
(requiriendo un tiempo O(N%)), y lo podemos hacer mejor.

Una posibilidad es usar el algoritmo greedy, pero en cada paso se puede partir de los bosques
Fy y Fy resultantes del paso anterior. Como una repeticién del paso 2 solo lleva un tiempo O(N?),
el tiempo total vuelve a ser O(N?).

Otra posibilidad, especialmente si el grafo tiene pocas aristas de més, es hacerlo al revés: parto
de todo el conjunto de aristas y le aplico el algoritmo. Voy a suponer que al menos hay 2n — 3
aristas, si no no puede ser rigido. Entonces, si sale independiente, ya sé que es rigido. Si no, no sé
qué rango tiene pero hay alguna arista que sobra (estd implicada). Como acabo de demostrar, si
el algoritmo da resultado DEPENDIENTE tengo dos subconjuntos de aristas, Fj, y Fyy1, cada
uno con una componente conexa en un subconjunto de n; vértices, que debe tener al menos
n1 — 1 aristas, luego en total tienen 2n; — 2 y viola la condicién de Laman. Como ese conjunto
es forzosamente dependiente contiene un circuito. Si ahora encuentro una arista del circuito y
la quito, el rango no baja, que es lo que estoy buscando. Por lo tanto, el problema se reduce a
encontrar un circuito. Para ello, este lema nos sera ttil.

Lema 3.4.6. Si un grafo es union disjunta de dos drboles generadores y no es circuito, existe un
circuito C' y un vértice v ¢ C' que tiene grado 1 en uno de los dos drboles.

Demostracion. Sean Ty y Ty los dos arboles. Si hay n vértices, cada arbol tiene n — 1 aristas
asi que el grafo es dependiente. Sea C' un circuito contenido en el grafo, y sea n; el nimero de
vértices de C. Ninguno de los dos arboles tiene mas de n; — 1 aristas entre los vértices de C,
pero C' debe tener al menos 2n; — 2 aristas asi que los arboles también son generadores de C.
Entonces, si C tiene todos los vértices de grado 1 de Tp, tendria todos los demés vértices y C
seria todo el grafo, contradiccién con que no es un circuito. O

Supongamos ahora que tengo mis Ty C Fy y 11 C Fj11, que tienen los mismos vértices. Ahora
quito un vértice que tenga grado 1 en Tp, u, y aplico el algoritmo a Tp U Tp \ {u}. Si esto es
independiente, pruebo otro vértice (puede ser que u esté en el circuito), y si es dependiente repito
la jugada con los nuevos Ty v T7.

Aun lo puedo hacer mejor. Dado que Ty y 1 son arboles generadores cuya uniéon es To U 17,
puedo tomarlos como los Fy v Fy del algoritmo y saltar directamente al paso 4.

Algoritmo 3.4.7. Input: grafo (V, E)
Output: circuito contenido en el grafo, si lo hay

1. Aplicar el algoritmo 3.4.4 a (V, E); si es independiente, alto.
2. Sean Ty y T componentes conexas de Fj, y Fy11 con los mismos vértices.

3. Para cada hoja u de Tp:
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3 Matroides de rigidez

a) Fo:=To\{u}, F1 :=T1 \ {u}
b) Aplicar el paso 4 del algoritmo a To U Ty \ {u}

¢) Si es dependiente, actualizar Fj, y Fj41, romper el bucle y volver al paso 2
4. Resultado: Ty U T}

Vuelvo al problema de determinar la rigidez. Como solo me interesa encontrar una arista que
estd en un circuito y no todo el circuito, solo necesito aplicar el paso 3 para una hoja: si sale
independiente al quitarla, la hoja esté en el circuito, y como Ty genera el circuito la arista de esa
hoja debe estar en él. Recapitulando, este es un algoritmo para determinar el rango de un grafo
y con €l la rigidez:

Algoritmo 3.4.8. Input: grafo (V, E)
Output: subconjunto independiente maximo del grafo en Ga(n)

1. Aplicar el algoritmo 3.4.4 a (V, E); si es independiente, retornar E

2. Sean Ty y 171 componentes conexas de Fj, y Fiy1 con los mismos vértices y u una hoja de
To.

3. F(] = T() \ {u}, F1 = T1 \ {u}
4. Aplicar el paso 4 del algoritmo a To U T \ {u}

5. Si es dependiente, actualizar Fy y Fi11 v volver al paso 2; si no, sea e la arista de Ty que
sale de u.

6. E:= E\ {e}, volver al paso 1

De hecho, cada vez que se vuelve al paso 1, no hay que aplicar el algoritmo desde cero sino que
se puede partir de los Fjy y F] que ya se tienen quitando la arista e. Por lo tanto, el tiempo de
ejecucion sigue siendo O(N3).

Veamos un ejemplo con un grafo de 7 vértices con 12 aristas. Obviamente no puede ser inde-
pendiente: 2 -7 — 3 = 11. Voy a permitirme un abuso de notacién y llamar ¢ a la arista e;.

ni=1,1¢ (R, Fy:=FRU{l}={1}

" i=22¢ (R, Fy:=FU{2}={1,2}

s i=3,3¢ (F), Fy:=FU{3}={1,2,3}
ni=4,4¢ (), Fy:=FuU{4} ={1,2,3,4}

(Fo)

(Fo)

(Fo)

(Fo)

wi=55¢(F),5¢(R), Fi=FU{5 = {5}

n i =6,6¢ (Fy), Fo:=FyU{6} ={1,2,3,4,6}

n i =7,7¢ (Fy), Fy:=Fy U {7} ={1,2,3,4,6,7}

ni=8,8¢ (F), 8¢ (F), F = FU{8) = {58
(Fo),

xi=9,9€(F),9¢ (F), F = F U{9}={5,8,9}

s i =10, 10 € (Fy), 10 ¢ (F), Fy := Fy U {10} = {5,8,9,10}
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3.4 Dimension 2

n =11, 11 € (Fy), 11 ¢ (Fy), Fy := F, U {11} = {5,8,9,10,11}

w =12, 12 € (F > 12 € (F}), iniciamos el bucle
o Cp=(Fp) =
o« C1 = (F) = {4 ,6,7,8,9,10,11, 12}
o Ch=(FynCy) = ({4,6,7}) = {4,6,7,11,12}
o U3 =(F1NCy) = ({11}) = {11}
o Cy=(FoNC3) =(0)=10
I =3, C es un camino en F entre los extremos de la arista 12, que es {9,10}, como ambas
desaparecen en Co, r =2y j=9. Fy := I\ {9} U {12} = {5,8,10,11,12}
» 1=9,9€ (F),9 <F1> iniciamos el bucle
o Co= (k) =
o O = <F1>—{45678910 11,12}
o Ch=(FynCy) = ({4,6,7}) = {4,6,7,11,12}
o 5= (F1NCy) = ({11,12}) = {11,12}
e Cy=(FpNC3) =) =0

Il =2, C es un camino en Fj entre los extremos de 9: {2,3,4,7}. Ahora tenemos r = 1,

j=2v Fy:=F\ {2} U{9} = {1,3,4,6,7,9}

s i=22¢€ (R, 2¢ (F), F:=FU{2} ={2,5,8,10,11,12}
= Iniciamos el bucle final: Cy = C; = F, luego Cy = E también y se termina el algoritmo
3.4.4.
En este caso Ty = Fy, 71 = F; y su unién es todo el grafo. Ahora, tomamos una hoja de

Fy, por ejemplo el vértice superior de la arista 1, y lo quitamos. Queda Fy = {3,4,6,7,9},
Fy ={2,10,11, 12}: repetimos el bucle con estos dos.

» Cp = (Fy) ={2,3,4,6,7,9,10,11, 12}

» Oy = (F)) ={2,3,9,10,11, 12}

[ ] 03:@

El grafo reducido resulta ser independiente, por lo tanto el vértice en cuestién esta en un circuito
y la arista 1 en él. Volvemos al grafo original y quitamos la arista 1, resultando Fy = {3,4,6,7,9},
F ={2,5,8,10,11,12} y repetimos el bucle.

= Cop=(Fy) = {2,3,4,6,7,9,10,11,12}

= C1 = (F)) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
= G = (Fo) =

= Oy = ({2,10,11,12}) = {2,3,9,10, 11,12}
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3 Matroides de rigidez

n Oy = <{3’9}> = {3’9}
 C5=0

Por lo tanto, el grafo sin la arista 1 es un subconjunto independiente méximo de E. (De hecho,
aunque no lo estemos probando aqui, el grafo original es un circuito, asi que podriamos quitar
cualquier arista.)

3.5. Dimension 3 y superiores

En cualquier dimensién, la condicién de Laman es necesaria: si un grafo es independiente,
cualquier subgrafo suyo lo es, luego cada conjunto de nq vértices tiene como mucho mnq — (m;r 1)
aristas. Si es isostatico, su nimero de aristas coincide con su rango, que a su vez es el rango del
grafo completo, o sea, en total hay exactamente mn — (m;r 1) aristas.

Sin embargo, esta condicién no es suficiente a partir de 3 dimensiones.

Ejemplo 3.5.1. El grafo siguiente, llamado “doble banana”, cumple la condicién de Laman en
3 dimensiones, pero no es rigido: sus dos partes pueden girar alrededor del eje central.

En efecto, en total hay 18 (= 3-8 — 6) aristas. Para los subconjuntos de 3 y 4 vértices, no hay
problema porque como méaximo pueden tener 3 y 6 aristas, respectivamente, que son justo las
cotas de Laman. Para los de 5 vértices, la cota de Laman es 9, y nunca tienen méas de 9 porque
serfa un subgrafo completo y no los hay. Para 6 vértices, la cota esta en 12: si hubiera 13 aristas
o més entre 6 vértices, los otros dos tendrian 5 o menos y eso no ocurre nunca (como minimo
tienen 7). Finalmente, un subconjunto de 7 vértices tiene todas las aristas menos las que salen
del octavo vértice, que como minimo son 4, luego nunca tienen més de 14 (la cota estd en 15).

En cualquier dimensién hay andlogos parciales al teorema 3.4.1:

Proposicion 3.5.2. Si un grafo se obtiene a partir del grafo completo en m vértices mediante
una secuencia de Henneberg formada solo por 0-extensiones y 1-extensiones, es genéricamente
1sostdtico.

Demostracion. Como ya se ha dicho (Teoremas 3.2.5 y 3.2.6), en la matroide de rigidez genérica
en cualquier dimensién, las O-extensiones y 1-extensiones mantienen la independencia y la rigidez.

O
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3.5 Dimensién 3 y superiores

Por otra parte, el Corolario 3.2.9 nos dice que todo grafo isostatico en cualquier dimensién se
obtiene por una secuencia de Henneberg. Esto no es del todo un reciproco de esta proposicién,
ya que la secuencia de Henneberg puede incluir k-extensiones para cualquier £ < m. En 4 o mas
dimensiones, en general es falso que una k-extension, para k < m, conserve la independencia o
la rigidez. Este ejemplo estd tomado de [3].

Ejemplo 3.5.3. Para todo m > 3 y k > 3, existe un grafo con m + k + 2 vértices que se
obtiene desde el grafo completo en m vértices mediante tres O-extensiones, k — 2 1-extensiones y
1 k-extension, y es m-flexible.

Veamos primero el caso m = 3.

{(172)7(173)7(273)} +{ ? 7(27 7(374
+{(1,5),(2,5), (3,5
+1{(1,6), (2,6), (5,6

—{GE+3)}+{(L,E+4),2,k+4),(5,k+4),(k+3,k+4)}
—{(3,5),(2,6),(2,7),..., 2,k +4)} +{(2,k+5),...,(k+4,k+5)}

El resultado es una especie de doble banana, pero en una de las bananas hay un poligono de k
lados en vez de un tridngulo (los vértices extremos son 1 y k + 5, a un lado estédn 2, 3 y 4, y al
otro lado 5,6,...,k + 4). Obviamente no es isostatico. Ahora bien, todas las extensiones son 0
y l-extensiones excepto la ultima, que es una k-extensién. Antes de esa k-extension, el grafo es
isostatico, luego una k-extension de un grafo isostatico puede no ser isostatica.

Para m > 3, el grafo se obtiene partiendo del grafo completo en m vértices y haciendo las
mismas extensiones que antes a tres de los vértices, pero uniendo todos los nuevos vértices a los
m — 3 restantes. Al hacer esto, una k-extensién en 3 dimensiones se convierte en una k-extension
en m dimensiones para el mismo k.

Con esto tenemos que la caracterizacién de Henneberg no funciona en 4 o mas dimensiones.
De hecho, se puede demostrar que, para esas dimensiones, ni siquiera la 2-extensién conserva
la independencia: partiendo del grafo completo en m vértices y haciendo dos 0-extensiones, se
obtiene un grafo completo en m + 2 vértices menos una arista. Mediante m + 2 2-extensiones se
eliminan m+2 aristas de este grafo y se construye un grafo con los m+2 vértices originales y m—+2
vértices nuevos conectados a todos ellos. Este grafo contiene, como subgrafo, al grafo bipartito
completo K42 m+2, que se sabe que es dependiente (en [3], teorema 5.2.1, estd la demostracién
completa).

En 3 dimensiones, sin embargo, las 0 y 1-extensiones conservan la independencia, de modo que
para completar la caracterizacion de Henneberg solo habria que verificar que las 2-extensiones la
conservan. En estos momentos no se sabe si las 2-extensiones conservan siempre la independencia.
Si se sabe que la conservan si los cinco vértices estan en un pentagono:

Teorema 3.5.4. Sea (V, E) un grafo 3-independiente y (v, v1,v2,v3,v4,09) un 5-ciclo. Si (V', E')
es el grafo obtenido uniendo un nuevo vértice a los de ese ciclo y eliminando dos diagonales del
pentdgono, este grafo también es 3-independiente.
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3 Matroides de rigidez

Demostracion. (siguiendo més o menos [3], teorema 5.5.1)

Sea (0,1,2,3,4,0) el ciclo, n un nuevo vértice y (0,2) y (0,3) las dos diagonales a suprimir.
Sea r un movimiento infinitesimal de E \ {(0,3)} U {(0,n),(2,n),(3,n)} que cambia la longitud
de (0,3), y " uno de E\ {(0,2)} U{(0,n),(2,n),(3,n)} que cambia la longitud de (0,2) (estos
existen porque F'U{(0,n),(2,n),(3,n)} es una 0-extensién de un conjunto independiente, por lo
tanto independiente).

Voy a llamar r;; = (r; — ;) - (pi — p;) y lo mismo r7;. Por ser r y 7' movimientos, cumplen la
ecuacién A(p)r = A’'(p)r’ =0, donde A y A’ son las matrices de rigidez correspondientes, y p es
una posicién genérica. Tomamos, sin pérdida de generalidad,

pP1 = (0’0’0)’1)0 = (1’0a0)ap2 = (0, 1,0),1)3 = (0,0,1)

Despejando 7y, y r), de estas ecuaciones y sustituyendo en 71, 71,,, T4n ¥ T, S¢ obtiene:

frin = —x2r03 + 2fr13 (3.1)
frin = —wyrog + 2fris (3.2)
ffaran = (v fa — 24 f) (Y fa — yaf)ros + (yfa — yaf)froa (3.3)
[farty = (@ fs — 24 f)(yfa — yaf)rog + (Yfa — yaf) friy (3.4)

donde p, = (2,9,2), pa = (24,4, 24), f =0 +y+2—1, fa=x4+ys+ 24 — 1.
Ahora sea u = r1,7" — 7. Esta u es un movimiento de

E \ {(0? 2)? (07 3)} U {(0? n)? (17 n)? (27 n)? (37 n)}
Si (V', E') fuera dependiente, la arista (4,n) estarfa implicada y serfa
0 = Ugn, = T1nTy — TinTin

Sustituyendo (3.1)-(3.4), igualando a 0 el coeficiente en zy y en x?y y despejando, resulta
ro3 = 0, contradiccion. 0

Corolario 3.5.5. Si un grafo es aplanable, es independiente en 8 dimensiones, y es isostdtico si
y solo si es una triangulacion.

Demostracion. En realidad basta con demostrar que las triangulaciones son isostaticas, ya que
cualquier grafo plano se puede convertir en una triangulacién anadiendo aristas. La demostracion
es por induccién sobre el ntimero de vértices.

Cuando son 3 vértices esta claro porque es un triangulo. Lo supongo cierto para n — 1 vértices
y lo demuestro para n. Por el teorema de Euler, n — a + ¢ = 2, donde ¢ y a son los nimeros de
caras y aristas. 3¢ = 2a por ser una triangulacion. Luego 3n —3a+3c=3n—a =6y a = 3n — 6,
asi que debe haber algin vértice de grado menor que 6.

Si su grado es 3, al eliminarlo se obtiene una triangulacién con un vértice menos, que es
isostatica por hipotesis inductiva, y haciendo una 0-extensién se recupera el vértice eliminado. Si
el grado es 4, al eliminarlo y anadir una arista se obtiene una triangulacién con un vértice menos,
y con una l-extension se vuelve a la original. Si el grado es 5, al quitarlo y anadir dos aristas se
obtiene una triangulacién con un vértice menos, y para volver a la original hay que hacer una
2-extensién en las condiciones del Teorema 3.5.4, que sabemos que conserva la independencia.

En cualquier caso, obtenemos que la triangulacién inicial es independiente por ser una extension
de un grafo independiente con un vértice menos, y debe ser isostatica porque tiene 3n — 6 aristas,
que es el rango del grafo completo. U
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3.5 Dimensién 3 y superiores

Para 3 o méas dimensiones, no se conocen algoritmos en tiempo polinémico que determinen la
independencia o la rigidez genérica de un grafo. Si es posible encontrar un algoritmo probabilista:
dado un grafo, dar coordenadas a los vértices y calcular el rango de la matriz de rigidez resultante.
Si el rango es igual al nimero de filas o al rango del grafo completo, el grafo es independiente
o rigido, respectivamente, en esa posicién; luego, con total seguridad, lo es genéricamente. Si
no lo es, esa realizacién no es independiente o rigida, y hay una probabilidad muy alta de que
no lo sea genéricamente (recordemos que las posiciones donde un grafo genéricamente rigido es
flexible forman un conjunto de medida nula). Si se repite el algoritmo varias veces y sigue dando
dependiente, la probabilidad tiende a 1.

También se puede calcular el rango de la matriz de polinomios, pero eso requiere un tiempo
exponencial, ya que los menores que hay que calcular son polinomios de grado r en mn variables,
donde 7 es el rango que queremos calcular.
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4 Otros conceptos de rigidez

4.1. Rigidez de cuerpos y barras

Hasta ahora, la idea que teniamos de realizacién de un grafo era un conjunto de barras unidi-
mensionales unidas entre si por sus extremos. Pero las barras no solo pueden unirse unas a otras.
También es posible que en los vértices haya cuerpos no puntuales, de forma que la distancia que
hay que mantener es la que separa un punto determinado de un cuerpo de un punto de otro
cuerpo, como si hubiera una barra entre los dos cuerpos. Entonces, esto nos da una nocién dis-
tinta de rigidez, ya que un grafo rigido segin la definicién anterior puede no ser rigido ahora. Por
ejemplo, dados dos cuerpos en el plano, hace falta unirlos con tres barras, no una, para conseguir
un sistema rigido.

Para modelizar que entre dos cuerpos puede haber varias barras, en vez de un grafo simple
tenemos un multigrafo (cada arista puede aparecer varias veces). Ademads, hay que dar las coor-
denadas de los extremos de las barras, no las de los vértices. También se necesita cambiar la
manera de expresar los movimientos de los cuerpos: ya no basta con un vector de velocidad, sino
que hay que dar todas las componentes del movimiento (traslacién y rotacién), de modo que cada
movimiento tiene (d;rl) componentes en vez de d para cuerpos en R,

En esta seccién analizaremos cémo estudiar esta nocién de rigidez, problema que estd resuelto
en [5].

Definicién 4.1.1. Un multigrafo es (V, E,¢) donde V y E son conjuntos finitos y ¢ es una
aplicacion E — V x V. Una m-realizacion por aristas de un multigrafo (V, E,¢) es (V, E, ¢,p)
donde p: E — R™ es una aplicacion.

En este capitulo tenemos que dar las coordenadas a las aristas en vez de a los vértices, porque
los vértices ya no representan puntos. Toda realizacién por vértices py induce una realizacién
por aristas pg, de la forma pg(i,j) = py (i) — pv(j). El reciproco solo es cierto en parte: a una
pE solo le corresponde una py si la suma de las coordenadas de las aristas a lo largo de cualquier
ciclo es 0.

En la aplicacién a la rigidez de cuerpos y barras, m es la misma dimensién que la del espacio
de movimientos: para d dimensiones tenemos m = (d;rl). Esto puede resultar extrano a primera
vista, ya que una barra se podria dar con 2d coordenadas (las de sus extremos), pero se hace asf
para simplificar las férmulas, como vemos a continuacién.

El grupo de los movimientos de un cuerpo rigido en R? es el producto semidirecto de las tras-
laciones (RY) por las rotaciones (el grupo ortogonal SO(d)). Para movimientos infinitesimales,
tenemos la misma descomposicion, solo que ahora una rotacién infinitesimal es una transforma-
cién lineal tal que la distancia de cada punto al origen se mantiene. Es decir, un movimiento
infinitesimal se puede representar por una matriz de la forma

)

(t es la traslacién y R es la rotacién) y el requisito de que se mantenga a primer orden la distancia
de cada punto al origen se traduce en que p” Rp = 0, luego R debe ser antisimétrica (los elementos
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de la diagonal son todos 0, y 75 = —rj;). Una matriz M de esta forma se puede ver como un
vector de d + (g) = (dgl) = m componentes.

Ahora, sean a y b dos puntos de R% en cuerpos distintos, que estan unidos por una barra. Si
las matrices de los movimientos infinitesimales de esos dos cuerpos son My y Mo, la condicién
que se tiene que cumplir para que la longitud de la barra se conserve es que

[BROINEBRA6IR

(b — CL)T(RQb +ty — Ria — tl) =0.

O sea

Teniendo en cuenta que 2! R;z = 0 para todo z, esta ecuacién se convierte en
—~(0"Ria+a"Rob+ (b — a)' (tg — t1) = 0
Y como a’ Rob = —b" Rea (por ser Ry antisimétrica) llegamos a la ecuacién
b (Ry — R1)a+ (b—a)T (ta — ;) = 0.

Obsérvese que, una vez fijados a y b, esto es una ecuacion lineal en los m coeficientes de

Moy — My, o sea los (g) coeficientes de Ry — Ry y los d coeficientes de t5 —t1. En cuanto a la parte
dependiente de a y b, los m = (dgl) coeficientes de esta ecuacién lineal son:

= a;b; — a;b;, que multiplica al coeficiente (i, j)-ésimo de Ry — Ry.
= b; — a;, que multiplica al coeficiente i-ésimo de to — t1.

Dicho de otro modo, si llamamos vector de Plicker del segmento ab al vector de todos los

11
menores 2 X 2 de la matriz (a b> tenemos que:

Proposicion 4.1.2. La longitud de la barra ab que une a los cuerpos rigidos By y Bs se mantiene
por el movimiento infinitesimal consistente en hacer My en By y Ms en By si, y solo si, como

d+1
vectores de R( 3 ), el movimiento Mo — M7 es ortogonal al vector de Plicker de ab.

Esto justifica usar el vector de Pliicker, de m = (d;l) coordenadas, para dar las coordenadas

de una barra nos lleva a la siguiente definicién:

Definicién 4.1.3. Sea (V. E, ¢,p) una realizacion por aristas de un multigrafo y r : V. — R™
una asignacion de movimientos a cada vértice.

» 7 es un movimiento infinitesimal de (V, E, ¢,p) si
pe) - (r(z) =r(j)) =0 Ve€ E,(i,j) = ¢(e) (4.1)

» 7 es un movimiento rigido infinitesimal de (V, E, ¢,p) si es constante.

r es una deformacion infinitesimal si es un movimiento y no es constante.

(V,E,¢,p) es una realizacion infinitesimalmente rigida si todos sus movimientos infinite-
simales son rigidos, es decir, si no tiene deformaciones infinitesimales.
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Ahora la matriz del sistema Ag(p) para un conjunto de aristas tiene mn columnas, y en cada
fila vienen las coordenadas de p(e) en la posicién de un extremo de e y las de —p(e) en el otro
extremo. El nicleo de esta aplicacién tiene dimensién mn — rg Ag(p), donde n = |V, luego esa
es la dimensién del espacio de movimientos infinitesimales del sistema. Los movimientos rigidos
tienen, por definicién, dimensién m, asi que el rango de Ag(p) necesario para que la realizacién
sea rigida es m(n — 1).

Obsérvese que al fin y al cabo, esta definicién es una generalizacién de la Definicién 2.2.1: si
py es una asignacion de posiciones a los vértices como se venia haciendo en el capitulo 2, una
asignacién de este tipo puede conseguirse como p(e) = py (i) —py (j). Lo que cambia es que en este

.. , . . . . . ., d+1 .
caso los movimientos rigidos infinitesimales tienen dimensién m (que es ( JQF )), mientras que antes

tenian (m; 1). Esto se debe a que en ambos casos llamamos movimientos rigidos infinitesimales a
los que estan en el nicleo de la matriz de posiciones para cualquier p, pero ahora sirven todos los
p, y antes solo los de la forma py (i) — py(j), que son solo un subespacio lineal, de forma que el
rango maximo es menor (de hecho, los py genéricos del capitulo 2 darfan posiciones no genéricas

con la definicién actual).

Definicién 4.1.4. Un multigrafo (V, E, ) es genéricamente rigido si su matriz de rigidez Ag,
entendida como matriz de polinomios en las componentes de p, tiene el mdximo rango posible,
que es m(n — 1), y genéricamente flexible si no.

Un multigrafo es genéricamente independiente si las filas de la matriz Ag son independientes,
y genéricamente isostdtico si es rigido e independiente.

Proposicion 4.1.5. Si un multigrafo es genéricamente rigido, el sistema de cuerpos y barras
que representa es rigido en cualquier posicion de los extremos de las barras salvo en un conjunto
de medida nula. Si es genéricamente flexible, es flexible en todas las posiciones.

Demostracion. La segunda parte estd clara: si es genéricamente flexible la matriz no tiene rango
suficiente y no lo tendra al tomar los valores de p de una realizacién concreta. Para demostrar
la primera, hay que comprobar que el rango méximo sigue siendo m(n — 1) en las realizaciones
que proceden de sistemas de cuerpos y barras, que son aquellas que satisfacen las “ecuaciones
de Pliicker” (recordemos que las aristas solo tienen 2d coordenadas independientes, no m). Para
demostrar esto, basta con dar una realizacién como cuerpos y barras de un multigrafo concreto
en la que el rango es m(n — 1), de manera que el rango méximo debe ser exactamente ese valor.
Una posibilidad es tomar un arbol en el que se ponen m copias de cada arista con una realizacién
arbitraria. Estas aristas son independientes, dado que si se quita una el sistema puede girar, luego
esta realizacion es independiente y tiene exactamente m(n — 1) aristas, luego ese es el rango. [

Igual que con el concepto de rigidez de los capitulos anteriores, las filas de la matriz Ag definen
una matroide. Podemos plantearnos los problemas de independencia y rigidez también para esta
matroide. A diferencia de la rigidez de barras que estudiamos en los capitulos anteriores, este
problema estd resuelto para cualquier m, incluso aquellos que no se corresponden a ninguna
dimensién fisica (por ejemplo, m = 7).

El conjunto K de elementos de la matroide ya no es el grafo completo porque cada arista puede
aparecer varias veces. Una posibilidad es tomar K = (‘2/) x N, es decir, infinitas veces cada arista,
aunque en realidad nunca necesitaremos mas de m, porque m -1 copias de una arista son siempre
dependientes.

Veamos las caracterizaciones equivalentes a Henneberg, Laman y Crapo en este modelo de
rigidez.
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Lema 4.1.6. Sea (V, E, ¢) un multigrafo con E independiente, y e € E e’ ¢ (E) dos aristas con
los mismos extremos. Supongamos que una arista implicada por E, f (es decir, f € (E)), no estd
implicada por E\ {e}. Entonces existe una arista f’ no implicada por E pero si por EU{e'} con
los mismos extremos que f.

Demostracion. Como f estd implicada por E, hay un circuito C; C EU{f}, que ademés debe
contener a e, ya que al quitarla f deja de estar implicada. Sea f’ una arista con ¢(f’) = ¢(f),
[’ ¢ E. Cambiar e por € y f por f’ en la matroide de rigidez genérica es un simple cambio de
nombre de las variables, luego también hay un circuito Co C E'\ {e} U{€, f'} que contiene a €’ y
f’. Obviamente f' € (EU{e'}) y f' ¢ (E'\ {e}). Supongamos que s estd en (F). Entonces existe
otro circuito C5 C E U {f'} que contiene a f’. Por el axioma de eliminacién aplicado a Cy y Cj
cancelando f’, existe otro circuito Cy C E U {€¢’}. Como E es independiente, Cy contiene a €,
contradiccién con que €’ no estd implicada. O

Para el siguiente resultado necesitamos estos conceptos: dado un multigrafo E y un grafo simple
G, en el mismo conjunto de vértices, llamamos “FE restringido a G” alos {e € E : ¢(e) € G}. Lo
denotamos E|g.

Decimos que “G estd totalmente implicado por E” si toda arista e con ¢(e) € G estd implicada
por E.

Lema 4.1.7. Si un grafo simple G esta totalmente implicado por E pero no por E|q, entonces
existe un grafo G' que contiene estrictamente a G y que también estd totalmente implicado por

E.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongo que E es independiente. Sea f una arista
con ¢(f) € Gy queestden (E)\(E|g). Sea C C EU{f} un circuito que contiene a f, y sea e una
arista en C. Supongamos que existe una arista €’ con los mismos extremos que e no implicada
por E. Al quitar e, f deja de estar implicada por E, porque E es independiente y e estd en el
circuito C, luego por el lema anterior, existe f’ ¢ (F) con los mismos extremos que f, lo cual
es contradictorio. Luego todas las copias de aristas de C' estdn implicadas por E'y C UG es
el grafo G’ que buscamos (nétese que C' no estd contenido en G, porque entonces tendriamos
C\{f} CE|cy f € (F|g), que no es posible). O

Lema 4.1.8. Si G es conexo y estd totalmente implicado por E, entonces existe un submultigrafo
rigido de E que contiene a todos los vértices de G.

Demostracion. Sea G’ un grafo maximal entre los que contienen a G y estdn totalmente implicados
por E. Por el Lema anterior, G’ estd totalmente implicado por FE|q, lo cual implica que cada
componente conexa de E|g es rigida. Como G es conexo, una de las componentes conexas de G’
contiene a G. O

Teorema 4.1.9 (Caracterizacién tipo Laman). Un multigrafo (V, E, ¢) es isostdtico en la matroi-
de de rigidez genérica de la definicion 4.1.8 si y solo si tiene m(n—1) aristas y entre cualesquiera
k cuerpos hay como mucho m(k — 1) aristas.

Demostracion. Si es isostdtico, su nimero de aristas es su rango que es el maximo, m(n — 1), y
entre k cuerpos hay como mucho m(k — 1) aristas por ser independientes.

Supongamos ahora que la condicién se cumple, y veamos que es isostatico. La demostracion
va por induccién sobre n. Para n = 2 tenemos m aristas entre dos vértices, luego es isostatico.
Lo supongo cierto para n y lo demuestro para n + 1.
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4.1 Rigidez de cuerpos y barras

Por hipétesis inductiva, el subgrafo (V) Ey, ¢) inducido por los n primeros vértices es inde-
pendiente. Sea r el grado del vértice n + 1, {e1,e2,...,e,} sus aristas y ¢(e;) = (n + 1,v;).
Sea

E; :EOU{el,BQ,...,ei}

Supongamos ahora que FE, es dependiente. Entonces existe un ¢ tal que F; es dependiente y
FE;_1 no. Eso significa que e; estd implicada por F;_1, luego todas las aristas entre n + 1 y v; lo
estan. Por el lema anterior, existe un subgrafo rigido (U, F') de E;_1 que contiene an+ 1y a
v;. Sea k = |U|. Por ser rigido |F| > m(k — 1), luego el subgrafo inducido por U tiene al menos
m(k — 1) + 1 aristas (contando e;), lo que contradice la hipédtesis. O

Teorema 4.1.10 (Caracterizacién tipo Crapo). Un multigrafo es genéricamente isostdtico si y
solo si es la union disjunta en aristas de m drboles.

Demostracion. Se trata de un resultado més general, que de hecho estd demostrado en [6]: un
grafo es la unién de m &arboles si y solo si cada subconjunto de k vértices tiene como mucho
m(k — 1) aristas. Una direccién es obvia: si es la unién de m drboles, las aristas en k vértices
son como mucho ese nimero. Para la otra direccién, el Algoritmo de Edmonds, que se incluye
a continuacion, encuentra siempre esa descomposicién. De hecho, esto es un caso particular del
teorema de Edmonds [4]: un conjunto en una matroide es la unién de m conjuntos independientes
disjuntos si y solo si, para cualquier subconjunto suyo B, se tiene |B| < mr(B). O

Algoritmo 4.1.11 (Algoritmo de Edmonds). Input: conjunto A en una matroide
Output: m conjuntos independientes disjuntos Aj, Ao, ..., A, cuya unién es A, si existen, o
un subconjunto B tal que |B| > mr(B)

1. A1 :=0,A2:=0,...,A,:=0

2. mientras A UAsU...UA,, # A:

a) seeligex € A\ (A1 UAU...UA,,)

b) j:=0,50:=A

c) mientras x € Sj:
1) ji=j+1
2) si|Sj_1| > mr(S;j—1), RETORNAR S;_;
3) se elige A;; que tenga como mucho r(S5;_1) elementos de S; 4
4) Sj = (Sj-1NA;)

d) mientras A;; U no sea independiente:

1) se elige un circuito C, que esté en A;, Uz

2) se elige y en C, distinto de x, que no estd en S;_4
3) Aij = A \yUuz
4) k:=min{t :y ¢ S;_1}
5) x:=y,j:=k
e) A, =AUz

3. RETORNAR Aj, A, ..., A
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4 Otros conceptos de rigidez

El algoritmo 3.4.4 es un caso particular de este con m = 2. La diferencia es que, en ese
caso, cuando se elige un conjunto independiente de los dos que hay activos, siempre se eligen
alternativamente, de ahf que 7; = j méd 2. En este caso funciona para cualquier dimensién, de
forma que el problema de la caracterizacién se puede resolver en tiempo polinémico. Esto no es
cierto para la rigidez de barras y puntos.

En esta otra nocién de rigidez, las k-extensiones, y por lo tanto la caracterizacién de Henneberg,
siempre funcionan:

Teorema 4.1.12. Un multigrafo es isostdtico si y solo si se obtiene mediante una k-extension
en m dimensiones, para k < m, a partir de un multigrafo isostdtico.

Demostracion. En primer lugar, veamos que una k-extension de un multigrafo isostatico es
isostédtico. Sea (V, E, ¢) el multigrafo inicial, (V' E', ¢') después de la extensién. Entonces V' =
Vu{0}, F'=FE\FU{(0,1),(0,2),...,(0,m+ k)}, para algtin conjunto F de k aristas entre los
vértices 1,2,...,m+ k.

SeaU C V', con t = |U|, y veamos que cumple la condicién de Laman. Si no contiene al vértice
0, ya sabemos que la cumple. Si lo contiene, sea [ el nimero de aristas de F' entre los vecinos del
vértice 0 en U. Por hipétesis el subgrafo inducido por U \ {0} en E tiene como mucho m(t — 2)
aristas. Los vecinos del vértice 0 en U son como mucho 2! +m — k, luego las aristas entre vértices
de U son como mucho

mit—2)—1l+2l+4m—-k=mt—-1)+1—k<m(t—1)

como queriamos demostrar.

Supongamos ahora que el grafo es isostatico. Entonces el nimero de aristas es m(n — 1). Si
todos los vértices tuvieran grado al menos 2m las aristas al menos serian mn, asi que hay algin
vértice v de grado menor. Si su grado fuera menor que m, el resto de vértices tendrian mas de
m(n — 2) aristas, violando la condicién de Laman.

Sea m+ k el grado de v y e una arista que sale de v. Por el parrafo anterior, 0 < k < m. Si hay
una arista ¢’ ¢ E entre dos vecinos de v tal que E'\ {e} U{e'} sea independiente, sustituyo e por ¢/
y hago esto k veces, hasta que el vértice tenga solo grado m, y en ese momento lo quito, dejando
un grafo independiente. Como el nimero de aristas ha disminuido en m el grafo es isostatico.

Falta ver que, efectivamente, siempre existe €’ en esas condiciones. Supongamos que no exista.
Entonces todas las aristas entre los vecinos de v estan implicadas, y por el Lema 4.1.8 estos
vértices estan contenidos en un subgrafo rigido de E'\ {e}. Al anadir v y las aristas que salen de
él incluyendo a e, se obtiene un subgrafo dependiente, contradiccién con que F es isostatico. [J

Corolario 4.1.13 (Caracterizacion tipo Henneberg). Un multigrafo es isostdtico si y solo si se
obtiene por una secuencia de k-extensiones con k < m a partir de un solo cuerpo.

La condicién de Laman para la independencia es que cada conjunto de k vértices tenga como
mucho m(k —1) aristas. Esta condicién es andloga a la de Laman en la independencia de barras y
puntos: que cada conjunto de k vértices tenga como mucho 2k — 3 aristas. En general, se dice que
un grafo de n vértices es (a,b)-disperso si cada conjunto de k vértices tiene como mucho ak — b
aristas, y (a, b)-justo si es (a,b)-disperso y tiene an — b aristas. El problema de decidir si un grafo
es (a,b)-disperso o no estd resuelto mediante un algoritmo polinémico por Lee y Streinu en [7],
y una versién con hipergrafos esta resuelta en [8].

Terminamos esta seccién viendo algunos ejemplos de la rigidez de cuerpos y barras:
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4.2 Rigidez de cuerpos y bisagras

» Lo de que para fijar la posicién relativa de dos cuerpos en R3 hacen falta seis barras esta
en la base de la llamada “plataforma de Stewart” o “de Stewart-Gough” que se usa mucho
en robotica, por ejemplo, en simuladores de vuelo.

» Si E es un multigrafo con m(n— 1) aristas y como grafo es un n-ciclo, la condicién necesaria
y suficiente para que sea isostatico es que ninguna arista esté repetida mas de m veces: la
necesidad es obvia, y si se cumple la condicién, entre cada k vértices hay como mucho
m(k — 1) aristas, por lo tanto es isostatico.

4.2. Rigidez de cuerpos y bisagras

La rigidez de cuerpos y bisagras es otra forma de rigidez, donde en este caso la estructura
estd formada por n cuerpos unidos en “bisagras”, que se modelizan como subespacios afines
de dimensién d — 2. De los grafos genéricamente rigidos en este sentido también se conoce una
caracterizacion: el problema estd resuelto, independientemente, por Tay [9] y Whiteley [10]. Ahora
podemos volver a considerar grafos simples, en vez de multigrafos, ya que poner una bisagra
elimina todos los grados de libertad menos uno, y poner dos convertiria los dos cuerpos rigidos
en uno solo.

Definicién 4.2.1. Sea (V, E,p) una realizacion por aristas de un grafo, y r : V.— R™ wuna
astgnacion de velocidades a cada vértice.

» 7 es un movimiento infinitesimal de (V, E,p), como estructura de cuerpos y bisagras, si
r(1) —r(j) € (p(i,5)) V(ij)€E (4.2)

» 7 es un movimiento rigido infinitesimal de (V, E,p) si es constante.
m 7 es una deformacion infinitesimal si es un movimiento y no es constante.

» (V,E,p) es una realizacion infinitesimalmente rigida si todos sus movimientos infinitesi-
males son rigidos, es decir, si no tiene deformaciones infinitesimales.

Veamos por qué estas ecuaciones permiten modelar la rigidez de cuerpos y bisagras. Como ya
hemos dicho, una bisagra es un subespacio de dimensién d — 2, luego su matriz de generadores
afines tiene tamano (d — 1) x (d + 1) y sus menores son en total (ZJ_FD = (d;rl). Por tanto, al
igual que en el caso de una barra unidimensional, modelizamos una bisagra de codimensién dos
mediante su vector de Pliicker, cuya longitud vuelve a ser (d;rl).

En la ecuacién 4.2, el espacio de movimientos infinitesimales de un cuerpo y el de menores de
la matriz se relacionan por complemento: una coordenada (traslacién o rotacién) de la diferencia
de movimientos My — M, asociada a 2 de las d + 1 coordenadas, estd identificada con el menor
asociado a las d — 1 coordenadas restantes.

Para justificar que la ecuacién 4.2 es en verdad la condicién que nos dice si un movimiento
infinitesimal es compatible con una bisagra concreta, podemos suponer mediante un cambio afin
de coordenadas que la bisagra es ortogonal a las dos ultimas coordenadas. Entonces, su tnica
coordenada de Pliicker no nula es la que corresponde al resto de coordenadas, y los movimientos
permitidos son la rotacién en esas dos coordenadas como dice la ecuacion 4.2.

Intuitivamente, una bisagra es equivalente a m — 1 barras entre una pareja de cuerpos, ya que
elimina todos los grados de libertad de uno con respecto al otro menos uno. Tay y Whiteley han
demostrado que eso se traduce en la siguiente caracterizacion, que damos sin demostracién:
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4 Otros conceptos de rigidez

Teorema 4.2.2. Un grafo (V,E) es genéricamente independiente en la matroide de cuerpos y
bisagras si y solo si el multigrafo resultante de poner m—1 copias de cada arista es independiente
en la matroide de cuerpos y barras.

Esto quiere decir, por la caracterizacién de Laman, que cada subconjunto de k vértices tiene
como mucho m(k — 1)/(m — 1) aristas. También se puede caracterizar en términos de &rboles:
existen m arboles que, juntos, usan cada arista m — 1 veces. Una consecuencia es que un ciclo de
longitud m es isostatico en el sentido de cuerpos y bisagras. Por ejemplo, en dimensién tres, seis
cuerpos unidos por bisagras formando un ciclo forman un sistema rigido, pero si son més de seis,
el ciclo ya no es rigido.
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