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Resumen

El analisis topoldgico de datos es una disciplina formada por el conjunto de técnicas topoldgicas
que se pueden utilizar para abstraer o extraer informaciéon de un conjunto grande de datos. El
método que se expone en este trabajo es el de la homologia persistente, método que estudia cémo
evolucionan los grupos de homologia de una filtraciéon. Los fundamentos tedricos de esta disciplina
estan basados principalmente en la homologia, por lo que ésta serda nuestro principal objeto de
estudio en este trabajo. Vamos a hablar de tres tipos de homologia: simplicial, singular y celular; y
probaremos diversas propiedades de cada tipo para ver que, en los casos en que las tres se pueden
aplicar, las tres teorias de homologia son en realidad la misma. También hablaremos de teoria de
Morse, ya que es el nexo que une, en cierto contexto, la homologia con la homologia persistente.
Para terminar, se formalizardn los conceptos bésicos de homologia persitente y se dard una intui-
cion de como se trabaja con esos conceptos en casos mas generales.

Palabras clave: homologia simplicial, homologia singular, homologia celular, teoria de Morse,
homologia persistente.

Abstract

Topological data analysis is a subject consisting of the set of topological procedures that can be
used to infer topological features from a big data set. The procedure showed in this bachelor thesis
is persistent homology. This method studies the evolution of the homology groups of a filtration.
The theorical foundations of this subject come mainly from homology theory, and for this reason
homology theory will be our main focus throughout this bachelor thesis. We will study three kinds
of homology: simplicial, singular and cellular; and we will proof diverse properties of each type,
such us the isomorphism among those three for spaces where the three can be defined. We will also
study some Morse theory because it serves as a nexus between homology and persistent homology,
in a certain context. Last but not least, we will formalise the basic concepts of persistent homology
and we will give a general idea of how these concepts work in some contexts.

Key words: simplicial homology, singular homology, cellular homology, Morse theory, persistent
homology.
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Introduccion

J. H. Poincaré introdujo originalmente los primeros conceptos de homologia en 1895. Usando las
nociones de complejo simplicial y nimero de incidencia, definié los nimeros de Betti y los nimeros
de torsién. Esto supuso el origen de la topologia algebraica, disciplina que estudia formas de asignar
a cada espacio topoldgico una estructura algebraica que refleje propiedades intrinsecas de este. Sin
embargo, no fue hasta los anos 1925-1935 que, por la influencia de E. Noether, se pasé a estudiar
los grupos de homologia, en vez de los invariantes numeéricos que los caracterizan. La formalizacién
de la homologfa tal y como se la conoce hoy en dia se atribuye a S. Eilenberg y N. Steenrod en 1952.

Por otra parte, el analisis topoldgico de datos es una disciplina relativamente reciente, en compa-
racién con la homologia. Sus aplicaciones en la denominada ’Era de la Informacion’ son amplias,
desde andlisis de imégenes a estudiar la estructura de secuencias de ADN. La homologia persis-
tente, uno de los focos de este trabajo de fin de grado, es considerada por algunos como el buque
insignia del andlisis topolégico de datos.

El objetivo de este trabajo es establecer un camino elemental y directo desde los fundamentos
de la homologia, que se basan en conceptos de topologia general y de teoria de grupos, hasta la
homologia persistente.

En el Capitulo 1 hablaremos de complejos simpliciales y homologia simplicial. Por su utilidad en la
homologia persistente, contaremos algunos métodos para construir complejos simpliciales a partir
de nubes de puntos.

Es en el Capitulo 2 donde desarrollaremos mas artillerfa tedrica; aqui vamos a profundizar en la
homologia singular. También hablaremos de homologia con coeficientes en grupos arbitrarios, ya
que en la practica se usa homologia con coeficientes en Fo, por sus especiales propiedades al ser
cuerpo. Para este proposito se estudiaran conceptos puramente algebraicos: las sucesiones exactas
y el producto tensorial. Los resultados principales que se probaran son: la homologia singular es un
invariante homotépico, la existencia de un isomorfismo entre la homologia singular y la simplicial
y el Teorema de Excisién.

Haremos una parada en el Capitulo 3 para estudiar la homologia celular. Se probara el isomorfismo
candnico entre la homologia celular y la singular; ademas estudiaremos algo de teoria del grado
para calcular grupos de homologia celular. Con esto podremos calcular, sin demasiado esfuerzo,
los grupos de homologia de varios espacios topoldgicos interesantes.

El Capitulo 4 se sale algo de la ténica previa del trabajo, ya que versa sobre teoria de Morse. La
eleccién de este tema para este trabajo se debe a que no es complicado probar que la homologia
persistente funciona bien en el contexto de la teoria de Morse. Probaremos dos resultados clédsicos
que se complementan: el tipo de homotopia de las hipersuperficies de nivel de una funcién de Morse
no cambia si no se pasa por un punto critico y si cambia al pasar por uno.

Para terminar, en el Capitulo 5 se formalizaran los conceptos basicos de persistencia; asi como se
probaran resultados bésicos de la estabilidad del diagrama de persistencia. Ademads se dard alguna
idea de como ha ido evolucionando este método desde su aparicién a principios del siglo XXI.






Capitulo 1

Homologia simplicial

La idea tras la homologia es buscar una forma de ” contar agujeros de distintas dimensiones”, de tal
suerte que un agujero de dimensién 1 sea un espacio ”encerrado” por una curva, por ejemplo una
circunferencia; un agujero de dimensién 2 un espacio ”encerrado” por una superficie, por ejemplo
una esfera; siendo este procedimiento ficilmente generalizable a una dimensién arbitraria. La ho-
mologia simplicial trata de hacerlo aproximando el espacio a estudiar por espacios mas sencillos: los
complejos simpliciales. Es por esto que empezamos estudidndolos. Los contenidos de este capitulo,
salvo que se indique lo contrario, se han sacado del Capitulo 1 de [15], pdg. 2-70.

1.1. Complejos simpliciales

Una idea muy antigua en la geometria es la de descomponer un poligono en tridangulos. Un complejo
simplicial es una construccién que busca generalizar esa idea a politopos de dimensién arbitraria.
Esto se puede hacer cuando no hay ningun subespacio de codimensién 1 que contenga a todos
sus vértices. Volviendo al caso de poligonos en el plano, seria como intentar dividir en tridngu-
los un poligono tal que todos sus vértices estuvieran en una recta; claramente esto no tendria
ningtn sentido. De ahi la relevancia del siguiente concepto, pediremos que nuestros puntos sean
afinmente independientes.

Definicién 1.1.1. Sea {ag,ai,...,a,} un conjunto de puntos en R¥ | se dice que es un conjunto
de puntos afinmente independientes si se cumple que

n n
=0 =0

implica tg = t; = ... = t, = 0, donde t; son escalares en R.

Es facil ver que esto es equivalente a que los vectores de la forma a1 —ay, ..., a, —ag sean linealmente
independientes.

Proposicién 1.1.2. Una familia de puntos {ag, ...,an} es afinmente independiente si y sdlo si los
vectores ay — ag, ..., 4y, — Gg Son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que los puntos son afinmente independientes. Supongamos que existen
t; tales que ) . t;(a; —ag) = 0, veamos que t; = 0 para todo . Si tomamos tg = ), —t;, tenemos que
St ot =0y Y1 o tia; =0, por lo que t; = 0 para todo i. Para ver la otra implicacién, supongamos
que existen ¢; tales que Y., t; = 0y > t;a; = 0. Tenemos que tg = > ., —t;, sustituyendo en la
otra ecuacion nos da que Z?:l —tiag9 + Zi:l t;a; = Zl ti(ai - ao) = 0, como estamos suponiendo
que los vectores son linealmente independientes tenemos que t; = 0 para todo ¢ > 1 y por ser
to = Y i, t;, tenemos lo que querfamos. O

Ahora que sabemos generalizar la idea de que los vértices del politopo no estén alineados, vamos
a generalizar la idea de que un politopo convexo queda determinado por sus vértices; de la mis-
ma manera que un poligono convexo queda determinado por sus vértices. Lo que haremos sera
considerar la envolvente convexa de esos puntos y la llamaremos n-simplice.

Definicién 1.1.3. Sea {ag,a,...,a,} un conjunto de puntos afinmente independientes en RY.
Llamamos n-simplice geométrico generado por ag, a1, ..., a, a los puntos de RV que se pueden
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escribir como
n
xr = E tiai
i=0

siendo t; > 0 para todo ¢ y Z?:o t; = 1. Para cada x perteneciente al n-simplice, llamamos
coordenadas baricéntricas a los valores t; asociados a x. Cada simplice generado por un subconjunto
de {ag,a1,...,a,} se llama cara, a una cara de dimensién 0 se dice vértice. Se considera que el
conjunto vacio es una cara del simplice, de dimensién -1.

Es claro que de existir unos ciertos t; tales que z = > ; tiay, si existen otros p; tales que x = > i Pil;
tendriamos que 0 = x —x = >, (t; —pi)a; y Y _;ti —» ,pi = 1 —1 =0, por lo que usando que
{ag, ..., a,} son affnmente independientes tenemos que ¢; = p; para todo i. Es decir, para cada
punto perteneciente a un simplice sus coordenadas baricéntricas son tinicas. Notese que un punto
pertenece a una cara propia si y sélo si pertenece a la frontera relativa del simplice.

Recordemos que todo esto lo estamos contando para poder descomponer un politopo en partes
mas sencillas, de la misma manera que se descompone un poligono en tridngulos. La construccion
que consideramos para hacer eso es la conocida como complejo simplicial.

Definiciéon 1.1.4. Un complejo simplicial geométrico en R" es una familia K de simplices
tales que:

1. Toda cara de un simplice de K estd en K.

2. La interseccion de dos simplices de K es una cara de ambos.

Definimos la dimensién de K como la mayor dimensién de sus simplices. Sea | K| el espacio to-
polégico formado por la unién de los simplices en K. Se llama a | K| el subespacio subyacente
(o politopo) de K. Diremos que un espacio topdlogico X es triangulable cuando existe un com-
plejo simplicial finito K tal que su politopo |K| es homeomorfo a X. Se define el n-esqueleto de
K, denotado por K™, como el complejo simplicial formado por los simplices de K con dimensién
menor o igual que n.

La primera condicién es razonable ya que cuando tratemos con un simplice de nuestro complejo
querremos poder hacer referencia a las partes que lo generan, es decir, a sus caras. Por lo que es
una manera de poder hablar de esas caras de forma propia. Respecto a la segunda condicién, quiza
no es tan obvio el porqué es necesaria. Es para evitar casos degenerados en los que, por ejemplo,
dos tridngulos compartan sélo media arista o una parte de su area; como si se estuvieran ”mal
pegados”. De ahora en adelante se considerard de forma implicita que los complejos simpliciales
son localmente finitos, es decir, que para todo punto en R™ existe un entorno del punto que tiene
interseccién no vacia con una cantidad finita de simplices del complejo. Se puede probar que la
topologia de |K| con esta condicién se caracteriza de la siguiente forma: un conjunto A es abierto
en |K| siy sélo si AN o es abierto, para todo simplice o € K.

Hasta ahora hemos contado de forma geométrica como se construye un complejo simplicial. sin
embargo, hay otra forma natural de describir estos complejos simpliciales; consiste en describirlos
como familias de conjuntos.

Definicién 1.1.5. Llamamos complejo simplicial abstracto a una familia de conjuntos finitos
S de un conjunto V de vértices tales que cualquier subconjunto de un conjunto en S estd en S.

Si nos paramos a pensar un momento, la condicién de que cualquier subconjunto no vacio de un
conjunto en S recuerda a que cualquier cara de un simplice esté en el complejo simplicial. Ademaés,
aqui no tenemos que preocuparnos de que los simplices se intersequen de formas degeneradas, ya
que la interseccién de dos conjuntos cualesquiera siempre es un subconjunto de ambos y, por ello,
ya sabemos que estd en S.

Por tanto, es trivial por las definiciones que cualquier complejo simplicial geométrico se puede
considerar como un complejo simplicial abstracto; basta tomar como conjunto V el conjunto de
vértices (0-simplices) de K, y como S los subconjuntos de vértices correspondientes a cada simplice
de K. El reciproco no es tan trivial, aunque no es complicado ver que si el complejo es finito entonces
podemos representarlo como un complejo simplicial en R™, para un cierto n.
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Otra forma natural de ver un complejo simplicial es como un conjunto de varios simplices ”pe-
gados” o, dicho mé&s formalmente, como un espacio cociente. Para verlo, introducimos el simplice
geométrico estdndar A™, sacado del Capitulo 2 de [12], pdg. 102-104.

Se definen como
A" = {(to, . tn) ER™ D "ty =1y t; >0, Vi}

Denotamos por A™ al borde de A", es decir, a la unién de las caras propias de A™. Al interior
de A™ se le denota por A", claramente A™ = A™\ A™.

Es sencillo ver que todo n-simplice es homeomorfo a A™. Basta tomar como homeomorfismo la apli-
cacién (afin) que manda a cada punto del simplice a sus coordenadas baricéntricas. Esta aplicacién
es candnica, una vez que se ha elegido un orden para los vértices del n-simplice en cuestién.

Ahora veamos formalmente aquello de que los complejos simpliciales son simplices ”pegados”. Sea
T un complejo simplicial geométrico, denotaremos por T, a cada simplice de T. Para cada «,
o, : A" — T, serd el homeomorfismo (afin) naturalmente definido entre cada n-simplice Ty,
y A™. A esta aplicacion se le suele llamar aplicaciéon caracteristica de T,. Consideramos el
espacio A = U, A" donde U denota la unién disjunta. Definimos ® : A — |T'| como ®,, en cada
componente. Esta aplicaciéon es continua, por serlo en cada componente. También es claro que ¢
es sobreyectiva, por construcciéon. Ademads, si A es un abierto en A, entonces A N A™ es abierto
para todo «. Por ello, ®,(ANA™) es abierto en T, para todo «. Por la topologia con la que hemos
dotado a |T|, esto nos dice que ®(A) es abierto. Tenemos que ® es continua, abierta y sobreyectiva,
por lo que es una aplicacién cociente. Esto nos dice que |T'| es homeomorfo a A/ ~, donde ~ es la
relacién inducida por ®. Por tanto, cuando nos resulte conveniente, consideraremos un complejo
simplicial como una unién disjunta de simplices en la que se hace una cierta identificacién.

Antes de terminar esta seccidon y empezar a hablar de homologia, vamos a dar herramientas para
construir complejos simpliciales a partir de una nube de puntos. En concreto, vamos a hablar de
los complejos de Cech y de Rips, asi como de la relacion entre ellos.

Definicién 1.1.6. [9] Dada una familia de conjuntos ¢« = U,, el complejo Cech de U, denotado
por C(U), es el complejo simplicial abstracto formado por los k-simplices que se corresponden con
cada interseccién no vacia de k + 1 elementos distintos de U.

En nuestro caso, la forma de construir un complejo de Cech a partir de una nube de puntos serd la
siguiente. Sea X = {24} un conjunto de puntos en R", sea ¢ > 0; tomamos U, = B(z,, §), donde
B(zq, 5) denota la bola abierta de centro z, y de radio §. Al complejo de Cech de estos U, lo
denotaremos por C.(X). La condicién de que cada k-simplice se corresponde con cada interseccién
no vacia de k + 1 distintos U, podemos traducirla de la siguiente manera: si hay dos bolas U,
con interseccién no vacia, consideramos el segmento que une sus centros; si hay tres bolas de
interseccién no vacia, consideramos el tridngulo que tiene sus centros como vértices; etc. Esto nos
puede dar una idea que, pese a que no es cierto en general que este complejo simplicial abstracto
tenga realizacién en R”, permite visualizar un resultado importante sobre los complejos de Cech: el
Teorema de Cech, también conocido con el nombre de ’Nerve Theorem’. No daremos demostracién
de este Teorema, tan sélo lo enunciaremos. El resultado se atribuye a [3], aunque lo hemos sacado
del Capitulo 4G de [12].

Teorema 1.1.7. Sea U un recubrimiento abierto de un espacio paracompacto X, con la propiedad
de que toda interseccion no vacia de una cantidad finita de conjuntos en U sea contrdctil. Entonces,
X tiene el mismo tipo de homotopia que el complejo de Cech de U.

Es conocido que RY es paracompacto v es claro que la interseccién finita de bolas es contractil,
por lo que estamos en condiciones de aplicar el Teorema [1.1.

Es por este resultado que nos interesa hablar de los complejos de Cech, porque de alguna forma
capturan la disposicién de esa nube de puntos inicial {z,, }. Desgraciadamente, en la prictica resulta
complicado calcular el complejo de Cech de un conjunto de puntos, por lo que es comin que se
usen en su lugar los complejos de Rips.

Definicién 1.1.8. [9] Sea X = {z,} un conjunto de puntos en R", sea ¢ > 0. El complejo de
Rips de X para la distancia € > 0, denotado por R.(X), es el complejo simplicial abstracto cuyos
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k-simplices se corresponden con una (k+ 1)-tupla de puntos de X que estén, dos a dos, a distancia
menor que e.

Es claro que un complejo de Rips es una aproximacién mucho menos fina que un complejo de Cech
para estudiar la disposiciéon de X, lo cual se refleja en que no haya un andlogo al Teorema [I.1.
para el complejo de Rips. Sin embargo, el siguiente resultado nos dice que considerando varios
complejos de Rips, para distintos e, podemos aproximar un complejo de Cech [A.

Teorema 1.1.9. Sea X = {x,} una coleccion de puntos en R™. Se cumple que
RE(X) - CE/(X) C RCI(X)

N 4 7z e 7’ ~ . .
siempre que < > f—fl Ademds, esta es la proporcion mds pequenia para la que estas inclusiones

se cumplen en general.

e . ., . . . ’
Demostracion. La segunda inclusién es trivial ya que si hay &k + 1 bolas de la forma B(z,, §) de
interseccién no vacia, tenemos que las intersecciones dos a dos tampoco son vacias y, por ello, los
distintos x, estan, dos a dos, a distancia menor que €.

Probar la primera inclusion es equivalente a lo siguiente: si tenemos una coleccién de puntos en R™
tal que cada par de puntos esta a distancia a lo sumo €, entonces las bolas centradas en los puntos
de radio €'/2 tienen al menos un punto en comiin. Probar esto para un conjunto de k 4+ 1 puntos
implica que cada k-simplice de R.(X) estd en C.(X).

Empezamos probando el caso con n’ + 1 puntos, con n’ < n. Consideramos la funcién f: R® — R
definida como f(y) = maxo<i<n/||z; — y||- Esta funcién es continua por ser el maximo de funciones
continuas y es claramente coerciva, es decir, f(y) tiende a 400 siempre que ||y|| tiende a +o00. Por
tanto, f tiene un minimo global f(yo). Decimos que un punto z; es critico si ||x; — yo|| = f(vo).

Notese que yg debe estar en la envolvente convexa de los puntos criticos. Si no fuera el caso, existiria
un vector v tal que v*(x; — yo) > 0, para todo z; punto critico. Tendriamos que

|2 — y0||2 = |[z; — (yo + )\U)HQ + 2)\Ut($i —yo) > l|lzi — (yo + )\v)||2

para todo A > 0, por lo que si tomamos 0 < A < 1 tenemos que f(yo + Av) < f(yo), lo que
contradice el que yo sea minimo global.

Para simplificar la notaciéon, hacemos la traslacién u; = x; — yo. Nos quedamos con los vértices
que son criticos y los denotamos por u;, donde 0 < j < n” < n'. Hemos llegado a que el punto 0
pertenece al simplice generado por los puntos u;, por lo que existen ag, ..., a, tales que Zj aju; =

"

0, con a; > 0y ag > a;. Entonces —ug = Y__, a;u; y, multiplicando por uf llegamos a que

n
1=
1"

n

2 @i ¢
—f(yo) = —|luol|® = Z a*“ouj
i=1 0
Es claro que debe existir al menos un ig tal que aa(? ubu;,, < —f(yo)/n" y, como n” < ny %’,
esto implica que f(yo)/d < —ufu;,. Si no existiera tal ig, no podria darse la igualdad previa.

Recordemos que f(yo)? = ||uo||? = ||ui, ||*. Llegamos a que

Flyo)*(1+(2/n) + 1) < [uoll® = 2ugus, + lluio|[* = lluo — uip||* = |20 — 23, ]|* < €

Por esto f(yo) < 5 nQ—fl < %/ Hemos llegado a que las bolas de radio €/2 centradas en esos n’ + 1

puntos deben tener todas a yy en comun.

Para el caso con n + 2 puntos, o mas, basta usar el teorema de Helly. Este resultado cldsico nos
dice que si tenemos una coleccién X, ..., X,, finita de subconjuntos convexos de R™, con n > m,
tal que la interseccién de n + 1 subconjuntos es no vacia entonces ﬂ;n:l X; # 0. En nuestro caso
los conjuntos X; son las bolas centradas en cada punto, por lo que es claro que son subconjuntos
convexos. Ademas, la condicién de que la interseccién de n + 1 subconjuntos sea no vacia es lo que
hemos probado ya.



1.2. HOMOLOGIA SIMPLICIAL 7

Veamos que esta cota es la menor posible, ya que se alcanza en algunos casos. Basta considerar el
simplice A™. Es claro que el punto ¥y de la demostracién previa se corresponde con el baricentro de
A™ esto es, el punto cuyas coordenadas baricéntricas son t; = 1/(n + 1), para todo . Denotemos
a este punto por b. Si calculamos la distancia del baricentro a un vértice ¢; cualquiera, obtenemos

1 2 1 2 nZ+n n
2
d(e,b) ( (n+1)) +n(n+1) (n+1)2 n+1

Con esto acabamos de ver que, para obtener A™ a través de un complejo de Cech cuyos vértices se

_n_

27 Nétese que A™ es un simplice geométrico

corresponden con los de A™, podemos tomar ¢’ = 2

que se corresponde de manera natural con el complejo de Rips con € = /2 y vértices los mismos

que A™. Por tanto, % = 1/5—_{_‘1. O

1.2. Homologia simplicial

La forma que tiene la homologia de formalizar la ”deteccion de agujeros de distintas dimensiones”
es con la nocién de grupos de homologia de un complejo de cadenas. En el caso de la homo-
logia simplicial, ese complejo de cadenas (simplicial) viene dado por la estructura de un complejo
simplicial.

Primero, debemos dar una orientacién a cada simplice. Diremos que dos ordenaciones de sus
vértices son equivalentes si uno se obtiene del otro mediante una permutacién par. Notar que, bajo
esta definicién, si la dimension del simplice es mayor que 0 tenemos dos clases de equivalencia de
ordenaciones, a las cuales llamamos orientacién. Denotamos [ag, a1, ..., ay] al n-simplice generado
por ag,ai,...,a, con la ordenaciéon dada por ag < a1 < ... < an, 0 con cualquier reordenaciéon
par del mismo. Denotaremos por —lag, ay, ..., a,] al mismo simplice con una reordenacién impar.
Una orientacién de un complejo simplicial consiste en elegir una orientacion para cada simplice.
Recordemos que un grupo abeliano libre generado por S es el conjunto de combinaciones lineales
formales de elementos de S con coeficientes en Z, considerado como grupo con la suma.

Definicién 1.2.1. Sea K un complejo simplicial orientado. Llamamos grupo de cadenas sim-
pliciales de dimensién n al grupo abeliano libre generado por los simplices de dimensién n en K,
el cual se denota por C,(K). Sea 9, : C,(K) — C,_1(k) el operador borde que estd dado
por dylag, at,...,an] = > o(—1)"ao, a1, ..., di, ..., a,), donde |ag,ay, ..., @, ...,a,] denota el (n-1)-
simplice generado por [ag, a1, ..., @i—1, @41, ---, Gn), €s decir, se omite el vértice i-ésimo. Cuando se
sobreentienda en qué dimension se estd trabajando se omitird el subindice de 0,,.

Para comprobar que el operador borde esté bien definido hay que comprobar que la imagen de un
simplice no depende de la ordenacién elegida, lo que equivale a comprobar que d(—c) = —9(0).
Para probar esto basta con comprobar que cambia el signo al permutar dos vértices adyacentes.
Consideramos Oy, [ag, @1, ..., Gj, Qj41, -, Gn] ¥ Onlao, a1, ..., Gj4+1, a5, ..., ap]. Aplicando la definicién,
es claro que los términos i-ésimos (con ¢ # j,j + 1) son iguales dos a dos con un signo cambiado.
Para i =jy i=7j+ 1 tenemos en la primera expresiéon

(71)] [0’07 () a’j—laajv aj+1, an] + (71)j+1[

Qg -+ Aj, Aj+1, Aj+2, "'7an]
Y en la segunda
j+1[

(—1)j[a0, ceey aj,l,aj+1, aj, an] + (—1) AQy --ey aj+1,aj,aj+2, ...7an]

Con lo que se ve que ambas expresiones tan sélo se diferencian en un signo y, por ello, esta bien
definido el operador borde.

Lema 1.2.2. Se cumple que 0,1 0 0,, es el homomorfismo nulo.

Demostracion. Sea [ag,aq, ..., a,] un n-simplice orientado. Por definicién,

n

On—1 0 Onlag, ay, ..., an] = 6n_1(Z(—1)i[ao,a1, ey @iy oy A ]) =
=0
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=N (1 (1) (00, Q1 ooy @y ooy iy @] Y Y (1) (1) (a0, 1, @iy oy Gy 0] = 0

i=0 j<i i=0 j>i
donde tenemos que los términos de los sumatorios son iguales dos a dos pero con distinto signo. [

Con esta nocién tan algebraica parece que perdemos la conexién con la geometria de nuestro
complejo, pero en realidad no tanto. Si tomamos una cadena (una combinacién lineal de simplices)
y su borde resulta ser 0, lo mas natural es pensar que eso quiere decir que ”"no tiene borde”, que
es un “ciclo”. Esta es la manera en la que la homologia ”detecta agujeros”. Sin embargo, como ya
se ha visto, el borde de un borde es también 0; pero en este caso estamos ”detectando” un ”falso
positivo”, en el sentido de que ese ciclo no rodea ningtin agujero. Esta idea de distinguir entre
ciclos (relevantes) y bordes (falsos positivos) se formaliza de la siguiente manera.

Definicién 1.2.3. El nicleo de 9,, se llama grupo de n-ciclos y se denota por Z,(K), mientras
que su imagen se llama grupo de (n-1)-bordes y se denota por B,_;(K). Por el Lema [1.2.2 y
por ser Cp,(K) abeliano, tenemos que By, (K) es un subgrupo normal de Z,,(K). Por esto podemos
definir el grupo de homologia n-ésimo como el cociente H, (K) = Z,(K)/B,(K). Se define el
numero de Betti n-ésimo como el rango de este grupo, es decir, 8, (K) = rank(H,(K)).

Cabria preguntarse hasta que punto se pueden calcular los grupos de homologia sin desarrollar
mucha artilleria tedrica. La respuesta es afirmativa para el caso de complejos simpliciales finitos,
en cuyo caso todos los grupos que aparecen son finitamente generados y la aplicacién 0,, se puede
pensar simplemente como una matriz sobre los enteros. El algoritmo que existe se le conoce como
el algoritmo de reduccién, el cuél se basa en calcular la forma normal del homomorfismo 9,,. De
esta forma, los factores invariantes de 0,, caracterizan a los grupos de homologfa. Sin embargo, no
es necesario este algoritmo para calcular los grupos de homlogia de un complejo, ya que es posible
hacerlo con la definicién.

Ejemplo 1.2.4. Enla Figurase muestra la construccién de un complejo de Cech de un conjunto
de puntos X = {A,B,C,D, E, F,G}, para un cierto e. Nitese que, en este caso, el complejo de
Rips con el mismo € seria idéntico. A partir de la figura es claro que

C(X)={0,A,B,C,D,E,F,G,AB,BC,CD,BD,CE, DE, DF, FG,GA, BCD,CDE}

Tomamos como orientacién de C(X) la que viene ya dada, es decir, para el simplice AB tomamos
[A, B] y hacemos lo mismo para el resto. De esta forma, Cy es el grupo libre y abeliano genera-
do por {[A], [BL,[C], (D], [E), [F], [G]}, C1 estd generado por {|4, B, [B,C],(C, D],[B, D}, C, E,
[D,El, D, Fl,|F,G],|G,A]} y Cy por {[B,C,D],|C,D, E]}. Como C,, = {0} si n > 3, es obvio
que H, = {0} para n > 3. Empecemos calculando im(9;). Por definicién, es el subgrupo de Cj
generado por

{[B] - [A], [C] = [B], [D] - [C], [D] - [B], [E] - [C], [E] = [D], [F] = [D], [G] = [F], [A] = [G]}
Al hacer el cociente Cy/im(0;) tenemos que
[All = [[B]] = [[C]] = [[D]] = [[E]] = [[F]] = [[G]

Por lo que Hy 2 Z. Para calcular H;, empezamos por determinar ker(9;). Sean aq,...,a9 € Z,
tenemos

ar([B] = [A]) + a([C] = [B]) + a3([D] = [C]) + aa([D] = [B]) + as([E] = [C]) + as([E] = [D])+

+ar([F] = [D]) + as([G] = [F]) + ay([A] = [G]) = 0

Lo que nos da el siguiente sistema de ecuaciones

—a1+a9g =0 oy —ag—as =0 as+ag =0 ag—ag=0
ap—as—ay4 =0 agt+ag—ag—ar=0 ar—ag=0

De donde se obtiene que
] =Q7=Qg =09 Q5= —Qg Qy=0Q3+a; Q4 =Q] —Q3— Qs
Por lo que ker(9;) es el subgrupo generado por

{[AB] + [GA] + [FG| + [DF] + [BD], [BC]|+[CD]-[BD], [BC]+[CE]- [DE]-[BD]}
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Figura 1.1: Contruccién de un complejo de Cech a partir de una nube de puntos.

Ahora calculamos im(0z). Por definicién, es el subgrupo generado por {[BC|+[CD]|—[BD],[DE]—
[CE]+ [CD]}, como [BC)+ [CE]| — [DE] — [BD] = [BC]+ [CD] — [BD] — (|[DE] — [CE] + [CD])
podemos tomar como generadores {[BC]+ [CE]— [DE]—[BD], [BC]+ [CD]— [BD]}. Con esto es
claro que Hy 2 Z. Ahora tan s6lo nos queda averiguar ker(02) para calcular Hy. Sean oy, ay € Z,
por definicién tenemos que oy ([BC] + [CD] — [BD)]) 4+ az([DE] — [CE] + [CD]) = 0, lo que implica
que a1 = 0 = ag, por lo que Hy = {0}.

Si interpretamos estos resultados con el dibujo, lo que acabamos de demostrar es que el poligono
de vértices A, B, D, F, G encierra al uinico ”agujero” de dimensién 1 y que los otros dos posibles
generadores de ciclos, los tridngulos de vértices B,C, D y C, D, E, en realidad no encierran ningin
ciclo, por ser cada uno borde de un triangulo.

Otra pregunta razonable que podriamos hacernos es: jqué ocurre con los grupos de homologia de dos
complejos simpliciales cuyos politopos son homeomorfos entre si? O, més en general, ;qué ocurre
cuando tenemos un morfismo entre complejos simpliciales? La respuesta a la segunda pregunta
es sencilla y la daremos a continuacién. La respuesta a la primera pregunta es que los grupos de
homologia son, en ese caso, isomorfos. La prueba directa y cldsica de este hecho es a través de
un proceso llamado subdivisién baricéntrica; sin embargo, la forma en la que demostraremos este
hecho en este trabajo pasard por la homologia singular (ver los Teoremas y .

Definicién 1.2.5. Sean K y L dos complejos simpliciales abstractos, con conjuntos de vértices V'
y W. Una aplicaciéon simplicial de K a L es una aplicacién f : V — W con la propiedad de que
la imagen de todo simplice de K es un simplice de L. Esta propiedad hace que podamos escribir
f:K— L.

Como es previsible, si tenemos una aplicacién simplicial ello nos induce un homomorfismo entre
los grupos de cadenas correspondientes a cada complejo.

Definicién 1.2.6. Sea f : K — L una aplicacién simplicial. Definimos f; : C,,(K) — Cp(L) como

Fo([00, 01, s 0y]) = { ([)f(vo), f(v1),..., f(vp)] Zinfo(tvr(;),cj;g?), ..., f(vp) son distintos dos a dos

Para ver que estd bien definido necesitamos ver, como en el caso del operador borde, que f;(—o) =
—f4(0), pero es obvio por la definicién que si permutamos dos vértices adyacentes de o su imagen
es la misma pero con dos vértices adyacentes permutados.

Lema 1.2.7. Sea f : K — L una aplicacion simplicial.

1. El homomorfismo fy conmuta con el operador borde.

2. Toda sucesidn de homomorfismos f, : Cp(K) — Cp(L) que conmuta con el operador borde
induce un homomorfismo f, : H,(K) — Hy(L).
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Demostracion. Queremos ver que 0(f3([vo, v1, ..., vp])) = f3(0([vo, v1, ..., vp])). Llamemos o al simpli-
ce generado por [f(vo), f(v1),....,f(vp)] v distingamos los siguientes casos. Caso I. dim(o) =
p. En este caso todos los vértices son distintos y la igualdad viene de la definicién de fy y
0. Caso 2. dim(o) < p — 2. En este caso f;([vo,v1,...,0p]) = 0 porque hay al menos dos i, j
con i # j tales que f(v;) = f(v;), por lo que el lado izquierdo de la igualdad es 0. El de-
recho también se hace cero porque, para todo i, hay al menos un par de puntos repetidos en
f(vo), f(v1), ..., f(Wiz1), f(Vig1), ..., f(vp). Caso 3. dim(os) = p — 1. En este caso asumimos, sin
pérdida de generalidad, que f(vg) = f(v1) y que el resto de imégenes son distintas dos a dos.
De la misma forma que en el caso previo, tenemos que el lado izquierdo de la igualdad es 0. En
el lado derecho todos los sumandos son 0 salvo cuando ¢ = 0,1 por lo que resulta que es igual

a [f(v1), f(va2), s f(vp)] = [f(v0), f(v2), ..., f(vp)] ¥ como f(v1) = f(vo) tenemos que se cancelan
entre si.

Ahora veamos la segunda parte. Necesitamos ver que si [v] = [w] en Hy,(K) entonces [f,(v)] =
[fp(w)]. Para ello, basta comprobar que [f,(v — w)] = [0]. Sabemos que existe un d € Cpq1(K)
tal que dd = v — w, por ser [v] = [w]. Es claro que fy(v —w) = f,(0d) = Ofp+1(d) por lo que
[fp(v —w)] es un p-borde en L. O

Es claro por cémo se define f; que si f es la identidad f; y f. también lo son. Ademads, también se
cumple por la definicién que si f : K — Ly g : L — M son aplicaciones simpliciales, entonces (g o
)« = g«of«. Con esto, la homologia simplicial es un functor covariante de la categoria de complejos
simpliciales geométricos y aplicaciones simpliciales a la categoria de grupos y homomorfismos.

Teorema 1.2.8. Sea K un complejo simplicial. Entonces el grupo Ho(K) es un grupo libre y
abeliano. Si {vy} es un conjunto de vértices de K tal que hay un vértice de cada componente
conezxa por caminos de |K|, entonces {[v,]} es una base de Hy(K).

Demostracion. Paso 1. Primero definiremos una relaciéon de equivalencia entre los vértices de K,
en el siguiente paso ya se probara el teorema como tal. Sean v y w vértices de K, definimos v ~ w
si existe una sucesiéon ag, ..., a, de vértices en K tal que v = ag, w = a,, y a;a;41 es un l-simplice
de K, para cada i. Es claro que esto es equivalente a decir u ~ w si y sélo si u y w estan en la
misma componente conexa por caminos de |K|. Definimos C, = {o € K : Jw € o,v ~ w}, que se
corresponde con la componente conexa por caminos de | K| que contiene a v. Por hipdtesis tenemos
que {C,_} es el conjunto formado por todas las componentes conexas por caminos de |K]|.

Paso 2. Ahora probamos el teorema. Sea w un vértice de K, tenemos que w pertenece a un tnico
Cy,,- Por hipétesis, w ~ v,. Esto nos dice que existe una 1-cadena simplicial de la forma

Ow = [CL(),(ll] + ...+ [an—h an]

Si calculamos (o) = an — ap = W — vy, por lo que [w] = [v,] en Hy(K). Esto nos dice que
{[va]} es sistema generador de Hy(K'). Ahora veremos que Hy(K) es libre y habremos terminado.
Supongamos que existe una cadena ¢ = ) | 14V, tal que ¢ = 0d, para alguna 1-cadena d € C(K).
Como cada 1-simplice estd en una tnica componente conexa de |K|, podemos escribir d = )" da,
donde d, € C,,. Como 9d = )" 0d,, tenemos que ddy = navs. Veamos que n, = 0. Definimos
€ : Co(K) — Z como el homomorfismo que lleva ) nqava en Y. nq. Es claro que €(9[v,w]) =
e(w —v) =1—1=0 para cualquier 1-cadena [v,w]. Por tanto, n, = €(dd,) = 0. O

Definicién 1.2.9. Sea Kj un subcomplejo simplicial de K. Definimos el grupo de cadenas
relativas a K modulo K como C,(K)/C,(Ky) y lo denotamos C, (K, Ko).

Si orientamos los p-simplices en K obtenemos una base de C,(K) y aquellos p-simplices contenidos
en Ky son, por definicién, base de C,(Ky). Entonces el cociente Cp(K)/Cp(Kp) es libre ya que
tiene como base los elementos de la forma [o;] = 0; + Cp(Ky), donde o; es un p-simplice que no
estd en K. Né6tese que el operador borde 0, : Cp(Ko) — Cp—1(Kp) tan sélo es la restriccién del
operador borde de C,,(K) a Cp(Ky), dado que Ky tiene estructura de complejo simplicial y por
ello estd bien definido. Este homomorfismo induce 9, : C, (K, Ko) — Cp—1(K, Kp), ya que tan sélo
estamos tomando un cociente y hemos visto que 9,(Cp(Kp)) C Cp—1(Kp).



Capitulo 2

Homologia singular

Ahora vamos a presentar otra teoria de homologia, la homologia singular. La idea es bastante
mas abstracta y dificil de visualizar que en el caso simplicial, ademéas de que calcular los grupos de
homologia singulares partiendo de la definicién resulta, en general, imposible. Si es menos intuitivo,
mas dificil de entender y mas dificil de usar en la préactica, jqué aporta el estudio de la homologia
singular? Pues que resulta ma&s sencilla para probar resultados tedricos como, por ejemplo, la
invarianza homotdpica. Ademads todos los resultados que probemos para la homologia singular se
traducirdn en resultados de homologia simplicial ya que, como se probara mas adelante, los grupos
de homologia simplicial y los singular de complejos simpliciales son isomorfos. También hablaremos
en este capitulo de homologia con coeficientes, ya que en el analisis topoldgico de datos se suele
hacer homologia con coeficientes en Fs.

2.1. Definicion y primeras propiedades

Recordemos que en la Seccién 1.1 se definieron los simplices A™. Es a partir de estos A™ que
podemos definir los n-simplices singulares. Los contenidos de esta seccién, mientras no se diga lo
contrario, se han sacado del Capitulo 4 de [15], pig. 162-164.

Definiciéon 2.1.1. Sea X un espacio topoldgico, llamamos n-simplice singular de X a una
aplicacién continua f: A" — X.

El que estos simplices reciben el apellido ’singular’ viene de que una aplicacién de A™ en X puede
presentar casos algo extremos. Por ejemplo, la curva de Peano es un 1-simplice singular cuya imagen
es [0,1] x [0,1]; lo cual contradice nuestra intuicién de dimensién.

La forma de definir los grupos de cadenas singulares es totalmente andloga al caso simplicial.

Definicién 2.1.2. El grupo abeliano generado por los n-simplices singulares de X se denota por
Sp(X) y se llama grupo de cadenas singular de X en dimensién n. De la misma forma que
en el caso simplicial, los elementos de S, (K) se escriben como combinaciones lineales formales de
n-simplices, tomando coeficientes en Z.

Para seguir con el mismo esquema que con el caso simplicial, ahora queremos definir lo que es el
operador borde. Pero ello entrana una dificultad extra y es que en el caso simplicial ya teniamos
una intuicién de lo que es el borde de un simplice geométrico. Sin embargo, en este caso tenemos
que nuestros simplices son funciones continuas de A™ en X. Pues consideraremos el borde de cada
simplice como la suma formal (alternando los signos) de la funcién restringida a cada cara de A™.

Ahora hacemos el desarrollo formal de esta idea, sean aq, ..., a,, puntos en RY, definimos [ : A" —
RN como I(z) = ag + Yoiixi(a; — ag). Esta aplicacién lleva cada vértice ¢; de A™ a a; y la
denotamos por I(aqg, ..., ay). A esta aplicacién se le conoce como simplice lineal singular. Es claro que
l(€o, ..., €n) es la identidad de A™ en A™. Manteniendo la notacién previamente usada, denotamos
por I(€g, ..., €, ..., €n) a la aplicacién que lleva A"~! a la cara de A" formada por los vértices

11
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€0y oy €i—15 €ib1y -, €n. Sea T un n-simplice singular cualquiera, si hacemos la composicién T o
l(€0, ..., €iy ..., €,) tenemos un (n — 1)-simplice singular. Esta es la forma en la que nos vamos a
restringir a cada cara de A" para definir el operador borde.

Definicién 2.1.3. Definimos 9, : S, (X) — Sp—1(X) como 9T = Y7 (—=1)"Tol(eg, €1, .., € ey ),
donde T es un n-simplice singular. Como tenemos el homomorfismo definido sobre cualquier elemen-
to generador de S,,(X), estd definido para cualquier elemento en S,,(X). Veremos mas adelante que
se cumple que 9% = 0. De forma ansloga al caso simplicial, definimos el grupo de ciclos como Z,, =
ker(9y,) y el grupo de bordes como B,, = im(0,41), siendo el grupo de homologia singular de
orden n definido como Z,,(X)/B,(X). Denotaremos a este grupo como H,(X), siempre que ello
no lleve a confusién con la homologia simplicial. Se define el niimero de Betti (singular) n-ésimo
como el rango de H,(X).

En el caso simplicial, tras la definicién, nos dedicamos a calcular directamente un ejemplo. Llegados
a este punto ya se puede ver que esto en el caso singular resulta harto imposible: ni tan siquiera
sabemos cosas como que los grupos de homologia singular de un complejo simplicial finito sean
finitamente generados. Este ejemplo es un resultado que nos gustaria que fuese cierto y, de hecho,
lo es. Lo veremos cuando se demuestre el isomorfismo entre los grupos de homologia singulares y
simpliciales.

Por tanto, pasamos a lo siguiente que se hizo en el caso simplicial. Es decir, pasamos a hablar de
homomorfismos inducidos por morfismos entre los espacios de partida. En este caso los morfismos
a considerar son aplicaciones continuas. Sea f : X — Y una aplicaciéon continua entre espacios
topoldgicos, definimos fy : Sy, (X) — Sp(Y') con la ecuacién fy(T) = foT. De la misma forma que
en la Definicién [2.1.3] lo hemos definido para cada n-simplice singular, con lo que estd definido
para todo elemento en S, (X). Para ver que estd bien definida basta observar que la composicién
de aplicaciones continuas es continua.

Lema 2.1.4. El homomorfismo f; conmuta con 0. Esto implica que 8* = 0.

Demostracion. La primera afirmacion viene de una comprobacion directa, sea T° un n-simplice

singular
n

Of(T) = Y (-1 (foT)ol(er,€1, s &rmmrrn)

=0
n

fﬁ(aT) = Z(il)i‘fo(Tol(€07615"-agiwnven))

i=0
Para la segunda, primero calculamos 0 para simplices singulares lineales.

n n

0l(ag, .., an) =Y (=1)1(ag, .., an) 0 1(€0, €1, s €y oy €0) = Y _(=1)'1(a0, ovr, i ..., )

i=0 i=0
El que 99(ay, ..., a,) = 0 se demuestra exactamente igual que en el caso simplicial:

n

001(ag, ... an) = 0> _(=1)'Uag, ..., @, oy an)) = ¥ Y (1) (=1)'1(ag, ..., @y, ooy G ovoy )+

i=0 i=0 j<i

n
3N (1 =) a0, s G ) = 0
i=0 j>i
donde tenemos que los términos de los sumatorios son iguales dos a dos pero con distinto signo.
El resultado general de que 0?T = 0 para cualquier n-simplice singular viene de que T =
Ty(l(eo, €1, .-, €n)), ya que l(eg, €1, ..., €,) es la identidad en A™ y, como T} conmuta con 9, tenemos

00T = 00(Ty(l(€o, €1, ... €n)) = T300(l(€0, €1, ..., €5)) =0 O

Con una demostracién idéntica a la del Lema tenemos que f; induce un homomorfismo
f« o Hy(X) — H,(Y). Hasta ahora todo han sido pegas en comparacién al caso simplicial, sin
embargo ya podemos empezar a hacer cosas con la homologia singular que en el caso simplicial
resultan no triviales. Lo primero, podemos probar que los grupos de homologia singulares son un
functor covariante.
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Teorema 2.1.5. Seai: X — X la identidad, entonces i, : Hy,(X) — Hy(X) es la identidad. Sean
f: X =Y yg:Y — Z funciones continuas, se cumple que (go f)x = g« 0 fa.

Demostracion. Para la primera afirmacion, es claro que ¢4(T) = i o T =T por lo que 4, también
es la identidad. Para la segunda, (go f)4(T) = (go f)oT = go (foT) = g;(fs(T)), con lo que
tenemos que inducen el mismo homomorfismo entre los grupos de homologia. O

Corolario 2.1.6. Si f : X =Y es un homeomorfismo, f. : H,(X) = H,(Y) es un isomorfismo.

Demostracion. Si f es un homeomorfismo, existe f~! tal que f~'of = ix, donde ix es la identidad
en X; de la misma forma que f o f~! =iy, donde iy es la identidad en Y. Con esto tenemos que
fitofe=(f"1of)e=(ix)s =ix«y que fuo fi1 = (fo f71). = (iy)s = iys, porello foy f!

son homomorfismos con inversa y por lo tanto son isomorfismos. O

Con esto tenemos que los grupos de homologia son invariantes topolégicos. Sin embargo, tam-
bién es cierto que los grupos de homologia son invariantes homotdpicos, esto es, que espacios
homotopicamente equivalentes tienen grupos de homologia isomorfos. Con el objetivo de probar
este importante resultado, empezamos recordando la definicién de homotopia de funciones.

Definiciéon 2.1.7. Sean f,g : X — Y dos aplicaciones continuas. Decimos que f y g son
homoétopas, y lo denotamos por f ~ g, si existe una aplicaciéon continua F' : X x I — Y tal
que F(x,0) = f(x) y F(z,1) = g(z), donde I = [0,1] € R.

Y también recordemos la definicién de espacios homotépicamente equivalentes.

Definiciéon 2.1.8. Dos espacios topoldgicos X e Y se dicen homotdpicamente equivalentes si
existen aplicaciones f : X - Y yg:Y — X talessque go f ~ix y fog ~ iy, donde ix e iy
denotan la aplicacién identidad en X y en Y.

Lo complicado de probar para ver la invarianza homotdpica es el siguiente resultado, que nos dice
que, si dos aplicaciones continuas son hométopas entonces inducen el mismo homomorfismo entre
los grupos de homologia. La demostracién de este resultado y sus consecuencias son del Capitulo
2 de [12], pag. 110-118.

Proposicién 2.1.9. Si dos aplicaciones f,g : X — Y son homdtopas tenemos que inducen el
mismo homomorfismo entre los grupos de homologia singular de X eY .

Demostracion. La idea principal en esta demostracion es subdividir A™ x I en simplices. Sea A™ x
{0} = [vo, ..., vn] ¥y A" x {1} = [wo, ..., wy], donde v; y w; tienen la misma imagen por la proyeccién
naturalmente definida 7 : A™ x I :— A"™. Ahora consideramos la familia de simplices geométricos
generados por vértices de [vg,...,v,] ¥ [wo, ..., w,] de la siguiente forma: primero tomamos los
primeros n vértices en [vg,...,v,] y tomamos como tdltimo vértice w,, por lo que tenemos que
el primer simplice de esta familia es el generado por [vy, ..., v,—1,w,]. Para el siguiente simplice
”quitamos”v,_1 y le sustituimos por w,_;. De esta manera, el simplice i-ésimo de esta familia
surge de cambiar v; por w; en el simplice (i — 1)-ésimo. Por construccién, tenemos que en el
paso i-ésimo la regién entre el simplice (i — 1)-ésimo y el i-ésimo es el (n 4 1)-simplice generado
POT [V, vvy Ugy Wiy .oy Wy ]. Con esto tenemos que A™ X I es la unién de todos los (n + 1)-simplices
generados por [vg, ..., V;, Wy, ..., wy,] donde estd claro que la interseccién de uno y el siguiente es un
n-simplice.

Dada una homotopia F' : X x I — Y de f y ¢g y un n-simplice singular T' podemos formar la
composicién Fo (T xiy): A" x I - X x I — Y. Con esto podemos definir los operadores prisma
P:S,(X)— S,41(Y) como

P(T) =Y (=1)'F o (T x i) 0 1(vg, ..., Vi, Wi, .., wy)

Veamos que estos operadores prisma cumplen 0P = gy— fy—P0. Geométricamente, el lado izquierdo
de la igualdad representa el borde del prisma A™ x I y los términos de la derecha representan el
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parte superior A™ x {1}, la inferior A™ x {0} y los laterales A™ x I. Para probar la igualdad
calculamos
OP(T) = (—=1)"(=1)F o (T xis) 0 (g, ... j, ooy V3, Wi ooy wp)+

J<i

) (D=1 F o (T X i) 0 1(v0, .o 03y Wiy weny Dy weny W)

Jjzi

Nétese que se estd usando que {(vo, ..., Vs, Wi, ..., W ) Ol (€0, .; €4 ooy €nt1) = L(V0y oo, Uiy Wi, ooy W, ooy W)
(en el caso de que ¢ < j, andlogo para i > j). Los términos con i = j se cancelan unos con otros
excepto F o (T x iy) o l(Vy, wo, ..., wy), €l cual es go T = g4T, y —F o (T x i) o l(vg, ..., Up, W), €l
cual es —f o T = —f4(T'). Los términos con i # j son iguales a —PJ porque

PO =Y (1) (=1)'F o (T X i1) 0 L(00, -+r; Vi Wiy ., W ..o, W)+

i<J

+ Z(—l)i_l(—l)jF o (T X Z]) o l(UQ, ...,i}\j, weey Uiy Wy ...,U)p)

i>j

Tenemos las siguientes aplicaciones:

Sp1(Y)

Pt

Sp(X) L% 5, (v)

Ahora tenemos que si @ € S,(X) es un ciclo, entonces tenemos que gy(e) — fi(a) = OP(a) +
Po(a) = OP(«) por ser Oae = 0. De esta manera tenemos que gi(a) — fi(e) es un borde y por ello
f«([a]) — g«([a]) € Br(Y) por lo que son idénticas como aplicaciones. O

Definicién 2.1.10. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas. Una homotopia de cadenas
es una sucesién de homomorfismos P,, : S,,(X) — S,+1(Y) tal que, para cada n, se cumple que

OP + PO = gy — f;.

Teorema 2.1.11. Sean X e Y dos espacios topoldgicos homotopicamente equivalentes. Se cumple
que Hy(X) = H,(Y), para todo p.

Demostracion. Sabemos que existen aplicaciones f: X - Y yg:Y — X talesquego f ~ix y

fog~iy,porloqueg.of.=(g0f)«=ix«yque fiog.=(f0g). =iy« conloque f/! = g.
y tenemos que f, y g son isomorfismos. O

Este resultado se puede extender a homologia relativa. La forma de definir la homologia singular
relativa es andloga al caso simplicial. Sea A C X, definimos S, (X, A) = S,(X)/Sn(A). Como
On(Sn(A)) C Sp—1(A), tenemos que los grupos de homologia estdn bien definidos. A estos grupos de
homologfa se les llama grupos de homologia relativa y se les denota por H,, (X, A). Si tenemos
una aplicacién f : X — Y, con f(A) C B lo denotaremos por f : (X, A) — (Y, B). Diremos que
fy9: (X, A) = (Y,b) son homdétopas si f,g : X — Y son hométopas mediante una homotopia F
con F(A x I) C B. La aplicacién f : (X, A) — (Y, B) induce un homomorfismo f; : S, (X, A) —
S, (Y, B). Este homomorfismo estd bien definido ya que f; : S,,(X) — Sp(Y) lleva S,,(A) a S, (B).
La relacién f;0 = 0fy se mantiene ya que tan sélo estamos tomando un cociente. Con esta idea en
mente, podemos enunciar el siguiente resultado.

Corolario 2.1.12. Si dos aplicaciones f,g : (X, A) — (Y, B) son homdtopas, entonces f. = g :
H,(X,A)— H,(Y,B).

Demostracion. El operador prisma P : S, (X) — S,+1(X) asociado a la homotopia lleva, por
construccién, S, (A) en Sp,41(B), por lo que induce un operador prisma relativo P : S, (X, A) —
Sn+1(Y, B). Como tan sélo estamos tomando un cociente, la relacién 0P +pd = gy — fy sigue siendo
valida. Por ello f, = g.. O
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Este resultado nos dice, en particular, que si A es un retracto de deformacién de X, H, (X, A) =

H,(A,A) ={0}.

Antes de terminar esta seccién vamos a dar un par de propiedades elementales de la homologia
singular que nos seran de utilidad. La primera de ellas nos dice que los grupos de homologia son
aditivos con respecto a la unién disjunta de espacios topolégicos, como era de esperar.

Proposicién 2.1.13. Sea X un espacio topoldgico y sea {X,} sus componentes conexas por ca-

minos. Se cumple que H,(X) = @ H,(Xa).

Demostracion. Como la imagen de un conjunto conexo por caminos es conexa por caminos,
tenemos que la imagen de cada n-simplice singular estd contenida en un tunico X,. Por ello,
Sn(X) =, Sn(Xa). Como el operador borde 0 preserva esta separacion, por estar bien definido
al restringirlo a cada S, (X,), tenemos que ker(9) y im(9) también se separan como suma directa.
Como la suma directa de grupos se porta bien con el cociente, hemos terminado. O

La siguiente proposicién nos dice que Ho(X) detecta cudntas componentes conexas por caminos
tiene X. Es un resultado relevante para este trabajo ya que nos dice que los grupos de homologia
simpliciales y singulares de orden 0 son isomorfos, hecho que usaremos para probar el isomorfismo
entre la homologia singular y la simplicial.

Proposicién 2.1.14. Sea X un espacio topoldgico, no vacio. Si es conexo por caminos, Hy(X) =
Z. FEsto junto con la proposicion nos dice que si Ho(X) es igual a la suma directa de
tantas copias de Z como componentes conexas por caminos tenga X. Ademds, si X es un punto,
H,(X)={0} paran > 0.

Demostracion. Por definicién, Hy = So(X)/im(01), por ser dy = 0. Definimos el homomorfismo
€ : Co(X) — Z como €(d;nio;) = >, n;. Esto es obviamente sobreyectivo por ser X # 0.
Afirmamos que ker(e) = im(0;) si X es conexo por caminos, por lo que € induce un isomorfismo
Hy(X)Z por el primer teorema de isomorfia.

Veamos que es cierta esa afirmacién. Para ver que im(0;) C ker(e), sea o : A — X un 1-
simplice singular. Tenemos que €9y (o) = €(o(eg) —o(€1)) =1 —1 = 0. Para la inclusién reciproca,
supongamos que €();n;0;) = 0, entonces y . n; = 0. Cada o; es un O-simplice singular, por
lo que su imégenes tan solo son puntos de X. Sea 7; : I — X un camino que va de un punto
cualquiera xo a o0;(€g). Denotaremos por og el O-simplice singular que tiene a xy como imagen.
Podemos ver 7; como un 1-simplice singular, por construccién es claro que d1; = o; — gg. Por
tanto, (>, niTi) = >, ni0i — Y, Ni0o = »_, N0, por ser y_.n; = 0. Entonces ), n;o; esta en la
imagen de 0.

Para ver la tdltima parte, basta notar que si X es un punto entonces sélo hay un tinico n-simplice
singular o, para cada n. Por ello, () = > (—1)"0n_1, que es igual a 0 si n es impar e igual

a op—1 si n es par. Por esto ker(9,) = im(0n+1) para n > 0, lo que nos da el resultado. O]

2.2. Sucesiones exactas

Las sucesiones exactas son un concepto puramente algebraico que nos acompanaran en lo que
queda de trabajo, ya que seran una herramienta muy util. Mas precisamente, las sucesiones exactas
resultan ser el lenguaje apropiado para hablar de homologia relativa, aunque eso lo veremos mas
adelante. Los contenidos de esta seccién son del Capitulo 3 de [I5], pdg. 130-140.

Definicién 2.2.1. Sea {4;, ¢;}icr una sucesion (finita o infinita) de grupos y de homomorfismos:

1 @2

Ay Az Az

Se dice que es exacta en Ay si im(¢1) = ker(¢z). Si es exacta en todo término de la sucesién
(excepto en el primero y en el dltimo, en caso de que existan), se dice que la sucesién es exacta.
En el caso de que el conjunto de indices de la sucesién sean los enteros, se denominan sucesiones

largas exactas.
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En el caso particular de que tengamos la sucesion:

0—2 Ay~ Ay~ A2 o

Si es exacta es claro que ¢ debe ser inyectiva, ya que ker(¢) = im(a) = a(0) = 0, y que ¢ debe
ser sobreyectiva, ya que im(y) = ker(w) = As. Por el resultado conocido como primer teorema
de isomorfia tenemos que As/ker(¢) = As, lo que se traduce en As/¢(A;) = As. Este tipo de
sucesiones se dicen sucesiones exacta corta.

Las sucesiones cortas exactas son especialmente interesantes, ya no porque impongan condiciones
de inyectividad o sobreyectividad sobre algunos de los homomorfismos sino también por el siguiente
concepto. Con ello profundizaremos en la idea de que Ay /(A1) = As.

Definicion 2.2.2. Consideramos la cadena exacta corta

@ b

0 Ay Ag As 0

Decimos que se escinde si el grupo ¢(A1) es un sumando directo de As.

Esto quiere decir que existe otro subgrupo B C Aj tal que As = ¢(A;) @ B. Con esto tenemos
que ¥|g : B — As es un isomorfismo, ya que por ser la sucesién exacta sabemos que ker(¢) =
im(¢) = ¢(A1), por lo que ker(¥|g) = 0 y es sobreyectiva. Ademds es claro que ¢ : A — ¢(A) es
un isomorfismo, por ser ¢ inyectiva. Con esto tenemos que la definicién de que una sucesién exacta
corta se separe es equivalente a que exista un ismorfismo 6 : Ay — A; & Az que haga conmutativo
el siguiente diagrama

0—sA — 2 Y oA, 0

lid,&,l ie \LidAS

0*>A1HZ-A1@A3L>A3HO

El isomorfismo 6 se puede construir escribiendo Ay = ¢(A;) @ B y definiendo 6 como ¢! en el
primer sumando y % en el segundo.

@ ¥

Proposicion 2.2.3. Sea 0 Ay
nes son equivalentes:

Ay

As 0 exacta. Las siguientes afirmacio-

1. La secuencia se escinde.
2. Ezxiste un homomorfismo p : As — A tal que po ¢ =ida,.

3. Eziste un homomorfismo j : A3 — Ag tal que ¢ o j = ida,.

Demostracion. Veamos que (1) implica (2) y (3). Asumiendo que la sucesidn se escinde, sabemos
que As es natualmente isomorfo a A; @ As. Si definimos p : A; & A3 — A; como la proyeccién y
Jj:As = A @ As como la inclusién tenemos que (2) y (3) se cumplen.

Veamos que (2) implica (1). Sea = € A, podemos escribir x = ¢ o p(x) + (z — ¢ o p(x)). El primer
término estd claramente en ¢(A;) mientras que el segundo estd en ker(p), ya que p(x)—pogop(x) =
p(z) — p(z) = 0. Para ver que Ay = ¢(A;1) ® ker(p), nos queda ver que ¢(A41) N ker(p) = 0. Sea
x € ¢(A1) Nker(p), sabemos que existe un y € A; tal que x = ¢(y) y ademds p(z) = po ¢(y) = v,
como x € ker(p),y=0y x =0.

Queda demostrar que (3) implica (1). De forma similar a antes, veremos que Ay = ker(1) ® j(As).
Nétese que esto es equivalente a ver que la sucesion se escinde ya que ker(v) = phi(Ay) por ser
la sucesion exacta. Sea x € Ajg, escribimos z = (x — j o ¢(z)) + j o ¢¥(x). El primer término estd
en ker(y) ya que ¥(x) — ¢ o jo(x) = ¢¥(x) — ¢¥(x) = 0. Es claro que el segundo término estd
en j(As). Para terminar, sea x € ker(i) N j(As), entonces = j(z) para un cierto z € Az y
(x) =1 oj(z) = z; con lo que tenemos que z =0y x = 0. O

Ahora que hemos profundizado un poco en la importancia de las cadenas cortas exactas, cambiamos
un poco de tercio. Como resulta natural, si tenemos una sucesién de grupos, con homomorfismos
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entre uno y el siguiente, nada impide que se definan otros homomorfismos que vayan de cada grupo
de la sucesién a otro grupo que no sea de la sucesién. Un ejemplo de este caso son las aplicaciones
fi del Lema Con esta idea, damos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.4. Sean A = {4;,¢;}icr v B = {Bi,1; }icsr dos sucesiones de grupos abelianos,
con la misma numeracién. Diremos que A complejos de cadenas si im(¢;) C ker(d;+1), para
cada i € I (andlogo para B). Un homomorfismo de la primera en la segunda es una familia de
homomorfismos de grupos «; : A; — B; tales que el siguiente diagrama

A — A

\Lai \Lai+1

B; —— Bi11

conmuta, para todo i. Se dice que es un isomorfismo de sucesiones si cada «; es un isomorfismo.
Podemos definir los grupos de homologia de A como H,,(A) = ker(¢,)/im(¢n—_1), tenemos que
se inducen homomorfismos o, : Hy,(A) — H,(B).

Lema 2.2.5 (Lema zig-zag). Sean C = {C},0c}, D = {D,,0p} y € = {E,,0r} complejos de
cadenas. Sean ¢ y Y homomorfismos de cadenas tales que la sucesion

0 c—.p_".¢ 0

es exacta, es decir, es exacta en cada término de cada complejo. Entonces existe una sucesion
exacta larga de grupos de homologia

[ (. Oy o
Hp(D) - Hp(g) - p*l(c) - p*l(D) —

H,(C)

donde 0, es inducido por el operador Op.

Demostracion. Tenemos por hipétesis el siguiente diagrama conmutativo:

¢ W

0 Cpt1 Dypia Epi1—0
iao laD iaE
0 c,—*~p,—* ~E, 0
ek
¢ ¥
0 Cp_1 Dp_l E—— Ep_l —0

Primero definamos 0. Sea e, un ciclo en E,, esto es, e, € ker(0g); sea d,, € Dy, tal que ¥(dp) = e,
(este elemento existe por ser cada fila una sucesién exacta corta, por hipétesis). Tenemos que el
elemento dpd, estd en ker(y) porque ¥(9pdy,) = Igy(d,) = Oge, = 0. Como ker(y) = im(¢),

tenemos que existe un elemento c,—1 € Cp_1 tal que ¢(cp,—1) = Ipd, (y es Unico por ser ¢
inyectiva). De hecho, dcc,—1 = 0 porque ¢(9ccp—1) = Opd(cp—1) = OpOpd, = 0y como ¢ es
inyectiva esto implica que Occp—1 = 0. Definimos entonces 0. [ep] = [cp—1].

Como 9, es una aplicacién de clases de equivalencia debemos comprobar que estd bien definida.
Sean e;, y e, dos ciclos en E, tales que [e,] = [e},], debemos comprobar que, necesariamente, d.¢;, =
3*62,. Esto significa que existe un e, € Ep4q tal que e, — e; = Ocepy1 - Siguiendo la construccion
previa, tomamos d,, y d;, en D, tales que 1(dy,) = e, y ¥(d},) = e;,. Elegimos ¢, 1 y ¢,_; en Cp_1
tales que ¢(cp—1) = dadp y que ¢(c),_;) = 9ad,,. Sea dp 11 € Dy tal que ¢(dpi1) = epy1. Entonces
tenemos que 9 (d, — d, — Opdp1) = = ep — €, — OpY(dps1) = €, — €, — Ipepr1 = 0. Con lo que
tenemos que d, —d;, —dpdy, 41 € ker(1)). Usando esto y que ¢ es inyectiva, existe un tinico elemento
cp tal que ¢(cp) = dp—d;,—0pd,11. Entonces ¢(dccy) = Opd(cy) = Op(dy—d;,)—0 = ¢p(cp—1—c},_1)-
Como ¢ es inyectiva, tenemos que dcc, = ¢,-1—¢),_1 0, lo que es equivalente, [c, 1] = [¢},_4]. Con
esto hemos probado que 0, estd bien definida.

Veamos ahora que 0, es un homomorfismo. Sean e, y e;, elementos (ciclos ambos) en Ej,, sean

Cp—1 = Oxep ¥y €,y = Oiey,. Sean d,, y d), tales que (dy) = e,, ¥(d},) = e, ¢p(cp—1) = Ipd,
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y ¢(cy_1) = d,. Por ser ¢ homomorfismo, tenemos que 1 (d, + d;,) = e, + ¢;,. Como ¢ y Ip
también son homomorfismos, tenemos que ¢(c,—1 + ¢;,_1) = dp(d, + d},). Tenemos entonces que
cp—1+¢cp_1 = Ou(ep + €,), ya que cumplen las condiciones impuestas en la construccion de 0. y
sabemos que sélo hay un elemento en C,_1 que las cumpla, es decir, sabemos que 0, esta bien
definida. Con esto tenemos que J, es un homomorfismo de grupos.

Nos queda probar la exactitud de la sucesién larga. Empecemos por probar su exactitud en H, (D).
Sea v € Hy(D). Notemos que como ¢ o ¢ = 0, tenemos que ¥, o ¢, = 0. Por ello, si v € im(¢.),
tenemos que 9.(vy) = 0. Con esto tenemos que im(¢.) C ker(i.). Sea ahora v = [d,] tal que
. (y) = 0. Esto significa que existe un ep41 € Ep11 tal que ¢(d,) = Ogepyi1. Sea dpi1 € Dpyq tal
que Y(dp+1) = ept1. Entonces ¢(d, — Opdp+1) = = ¥(dp) — Og(dp+1) = ¥(dp) — Ogept1 = 0.
Usando la exactitud en D, sabemos que existe ¢, tal que ¢(cp) = dp, — Opdpt1. Sabemos que ¢,
es un ciclo porque ¢(dccp) = Opd(cy) = Opd, — Opdpdy+1 = 0 por ser dp, un ciclo. Tenemos que
Occp, = 0 por ser ¢ inyectiva. De hecho, ¢.[cp] = [¢(cp)] = [dp — Opdpt1] = [dp] = v con lo que
tenemos que vy € im(¢4) y con esto tenemos la exactitud en H,(D).

Probemos ahora la exactitud en H,(E). Sea o = [e;,] un elemento de H,(E). Sea d,, tal que ¥(d,) =
ep, sea cp_1 tal que ¢(cp—1) = Opdp. Por definicién, O.a = [cp—1]. Supongamos que o € im(1.),
entonces o = [1(d,)] y tenemos que d, es un ciclo en D,. Entonces ¢(c,—1) = 0y, como ¢ es
inyectiva, ¢,—1 = 0. Con esto tenemos que d.a = 0, es decir, que o € ker(d,). Supongamos ahora
que d,ar = 0y veamos que « € im(1,). Por hipétesis, existe un ¢, tal que ¢,—1 = dccp. Afirmamos
que d, — @(cp) es un ciclo y que o = 9. [d, — ¢(cp)], por lo que o € im(e,). Probemos ambas
afirmaciones con un célculo directo. dp(d, — ¢(cp)) = Opd, — #(0ccp) = Opdy, — d(cp—1) = 0, lo
que prueba la primera afirmacién. Para la segunda, 1. [dp—¢(cp)] = [ (dp)—tod(cp)] = [ep,—0] = a.

Para terminar la demostracién sélo nos queda probar la exactitud en H,_1(C). Sea 5 € H,p_1(C).
Supongamos que § € im(0.), entonces § = [cp—1] ¥ existe un cierto dp tal que ¢(cp—1) = dp, por
definicién de .. Entonces ¢.(8) = [¢(cp—1)] = [0pd,] = 0. Supongamos ahora que 3 € ker(¢.).
Entonces, [¢(cp—1)] = 0 asi que existe un cierto d,, tal que dpd, = ¢(cp—1). Definimos e, = 1(d,),
entonces e, es un ciclo porque dge, = ¥(dpd,) = ¥ o ¢(cp,—1) = 0. Por construccién se tiene que
Ovep = f3, con lo que tenemos que S € im(0.). O

El Lema zig-zag lo usaremos, mayoritariamente, para hablar de la sucesion exacta larga asociada
al par (X, A). Esto nos dara informacién sobre los grupos de homologia relativa H, (X, A). La
sucesién larga exacta asociada a (X, A) se construye a partir de la sucesién exacta corta:

0 Sn(A) S (X) —— S, (X, A) = S(X)/Sn(A) — 0

El que esta sucesién corta es exacta para todo n viene dado por construccién. Por tanto, estamos
en condiciones de usar el Lema zig-zag Con esto hemos demostrado el lema siguiente.

Lema 2.2.6. Sea X un espacio topolégico y sea A C X. Existe una sucesion exacta larga de la
forma:

El siguiente resultado es el ’five lemma’ de Steenrod. Este lema nos permitira préximamente de-
mostrar el ya mencionado isomorfismo entre los grupos de homologia simpliciales y singulares.

Lema 2.2.7. Sea dado un digrama conmutativo de grupos abelianos y homomorfismos como el

siguiente:

a1 a2 a3 (e %8

A1 A2 A3 A4 AS
\L f1 lf‘z l f3 \Lh lfs
By B By B2 Bs B3 B, Ba Bs

donde las secuencias horizontales son exactas. Si f1, fa, f1 y f5 son isomorfismos, también es
isomorfismo f3.

Demostracion. Sea ag € As un elemento tal que f3(as) = 0, veamos que esto implica que ag = 0.
Sabemos que 0 = 30 f3(ag) = fioas(as), como f4 es isomorfismo tenemos que az(as) = 0. Por ello,
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existe un as tal que as(az) = as. Tomamos by = fa(az). Como 0 = fyoas(as) = P20 fa(asz), tenemos
que B2(by) = 0, por lo existe un cierto by tal que f31(b;) = by. Sabemos, por ser f; sobreyectiva,
que existe a; tal que fi(a;) = b;. Denotamos af, = f1(a1), veamos que ay = ay. Sabemos que
Bro filar) = Bi(b1) = b2 y que By o fi(a1) = f2 0 a1(ar) = fa(a3). Con esto, fa(a)) = ba = fa(az)
y como fy es inyectiva as = a). Con esto tenemos que as € im(ay) = ker(asz), por lo que
as = as(az) = 0 y con esto tenemos probada la inyectividad de fs.

Probemos ahora la sobreyectividad de f3. Sea by € Bs. Denotemos by = fB3(bs). Sabemos que
Ba(by) = 0, por la exactitud en B,. Tenemos, ademds, que existe un a4 tal que by = fy(aq)
cumpliendo que 0 = B4 0 fy(ayq) = f5 0 as(as) y como f5 es inyectiva tenemos que ay(aq) = 0. Por
ello, existe un cierto a3 tal que ag(asz) = ay4. Denotemos f3(a3) = b5. Tenemos que B3 o f3(az) =
fa 0 as(as) = by, por lo que f3(b5) = by. Con esto se tiene que PB3(bs — bs) = 0. Esto implica que
existe un cierto by tal que Ba(b2) = bs — bl y, a su vez, existe un as tal que fa(az) = by. Calculamos
fa(as + az(az)) = fs(as) + fa(az(az)) = by + B2(f2(az)) = b4 + bg — b = b3, con lo que concluye
la demostracién. O

Si uno se fija en la prueba dada, puede darse cuenta de que en ningin momento se ha usado la
inyectividad de f; ni la sobreyectividad de f5, por lo que el resultado sigue siendo cierto sin esas
hipétesis. Asi todo, la forma clasica de enunciar este resultado es la que se ha dado.

2.3. Teorema de Excision. Isomorfismo.

Ahora ya podemos volver a la homologia singular. Nuestro objetivo sigue siendo probar el iso-
morfismo ente la homologia singular y simplicial; sin embargo, para ello necesitamos un resultado
conocido como el Teorema de Excision. Ello nos permitira calcular los grupos de homologia singu-
lar relativos de A™ respecto a OA™ y con ellos demostraremos el isomorfismo. El contenido de esta
seccién es originalmente del Capitulo 2 de [12], pdg. 118-130.

Para probar el Teorema de Excisiéon usaremos, para simplificar su prueba, el concepto de grupos
de homologia reducidos. Sea {S,,,d,} el complejo de cadenas singulares de un espacio topol4gi-
co, construimos el complejo de cadenas

22} o1

Sa

S Sog ——=7 0

Donde €(} ", nio;) = Y, n;. En se probd que im(0;) C ker(e). A esta construccién se le
llama complejo de cadenas aumentado y a los grupos de homologia asociados se les llama grupos
de homologia reducidos, los denotaremos por H, (X). Es obvio que H,(X) = H,(X) si n > 0.
Si n = 0, como ¢ se anula en 9m(d;) y es epimorfismo, induce un homomorfismo sobreyectivo de

Hy(X) en Z cuyo niicleo es Hy(X). Esto nos dice que Hy(X) = Z & Hy(X).

A continuacién vamos a dar una demostracién de un resultado bastante técnico y, antes de meternos
en faena, vamos a introducir algo de notacién. Para un espacio topoldgico X, sea U = {U;} una
familia de subespacios de X tales que sus interiores forman un recubrimiento abierto de X. Sea
S4(X) el subgrupo de S,,(X) formado por las cadenas ), n;o; tales que la imagen de cada o; estd
contenida en un cierto U;. El operador borde 9 : S,,(X) — S,—1(X) manda S¥ a SY_,, asi que los
grupos SY forman un complejo de cadenas, tomando como homomorfismos las correspondientes
restricciones del operador borde. Denotamos a los grupos de homologia de este complejo de cadenas
como HY(X).

Lema 2.3.1. La inclusion 7 : SY(X) — S,(X) es una equivalencia homotdpica de cadenas, esto
es, existe un p : S, (X) — SY(X) tal que Tp y pr son hométopas a la identidad. Por tanto T induce
un isomorfismo HY(X) = H,(X), para todo n.

Demostracion. Sea hard mediante un procedimiento conocido como subdivisién baricéntrica.
La prueba se divide en cuatro partes.

1.- Subdivisién baricéntrica de simplices. Los puntos de un n-simplice [vg, ..., v,] son las combi-
naciones lineales ), t;v; tal que Y .t; = 1 y t; > 0 para cada . El baricentro del simplice es el
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punto b = >, t;v; donde las coordenadas t; son iguales, es decir, t; = 1/(n+1). La subdivisién ba-
ricéntrica de [vg, ..., v,] es la descomposicién del simplice en n-stmplices de la forma [b, wy, ..., Wy —1]
donde, por induccién, [wy, ..., w,—1] es un (n — 1)-simplice de la subdivisién baricéntrica de una
cara [vg, ..., U, ..., Un]. La induccién empieza con el caso n = 0 donde la subdivisién baricéntrica
de [vg] es [vg]. Si consideramos los n-simplices resultantes de calcular la subdivisién baricéntrica
de A™, junto con sus respectivas caras, tenemos de hecho un complejo simplicial. Sin embargo,
como no necesitamos este resultado no lo vamos a probar. En su lugar, lo que si necesitamos es
que el didmetro de cada n-simplice resultante de la subdivisién baricéntrica de [vg, ..., v,] es, a lo
sumo, n/(n + 1) veces el didmetro de [vg, ..., v,]. Se sobreentiende que el didmetro de un simplice
es la maxima distancia entre dos puntos del simplice, respecto a la norma euclidea. De hecho, el
didmetro de un simplice es igual al maximo de las distancias entre vértices ya que

o= tawill = 1Y talo = o)l < D tillo —will < timaz{llo —v;|l} = maz;{|[v - vj]|}
i i % i

Lo cual nos simplifica la prueba de la existencia de esa cota. Procederemos por inducciéon. Como
el resultado resulta trivial para n = 0, pasamos al paso de induccién. Suponemos que los simplices
de la forma [V, w,...,w],_,] resultantes de hacer la subdivisién baricéntrica de [vg, ..., Uy, ..., Up]
tienen didmetro menor o igual a (n — 1)/n veces el didmetro de [vo, ..., D;, ..., v,]. Consideramos
[b, wo, ...wp—1] un simplice resultante de hacer la subdivisién baricéntrica de [vg, ..., v,]. Queremos
calcular la distancia entre dos vértices cualesquiera de [b, wy, ..., w,—1]. Si tomamos dos vértices
w; y wy, distintos de b, tenemos que pertenecen a un simplice resultante de hacer la subdivisién
baricéntrica de [vg, ..., U;, ..., v, por lo que el resultado es cierto por induccién. Por lo tanto, ahora
queda probar que la distancia de b con respecto cualquier w; cumple la cota. Por la desigualdad
previamente probada, basta probar que la distancia de b a cada v; es menor o igual que n/(n + 1)
veces el didmetro de [vo,...,v,]. Sea b; el baricentro de [vy, ...,V ..., v,]. Sabemos que las coor-
denadas baricéntricas de b; en [vp, ..., v,] son iguales a 1/n excepto la i-ésima que es 0. Tenemos
entonces que b = %-Hvi + oigbi Como la suma de los dos coeficientes es 1, tenemos que b estd en
el segmento que une b; con v;, donde la distancia de b a v; es n/(n + 1) veces la distancia de v; a
b;. Con esto tenemos que la distancia de b a v; estd acotada como queriamos.

La relevancia del factor n/(n+1) es que cada vez que hacemos la sudivisién baricéntrica obtenemos
simplices de menor didmetro, es decir, haciéndola r veces tenemos que los simplices tienen didmetro
menor o igual a (n/(n 4+ 1))". Es claro que esta cota converge a 0 al crecer 7.

2.- Subdivisién baricéntrica de cadenas (afines). En esta parte de la prueba se construye un operador
"subdivisién” S : S, (X) — S, (X) y mostramos que este operador es hométopo a la identidad.

Sea Y un conjunto convexo en un espacio euclideo. Las aplicaciones afines A" — Y generan un
subgrupo de S,,(Y') que denotaremos como LS,,(Y), el grupo de cadenas afines. Como la compo-
sicion de apliaciones afines es afin y la combinacién lineal de aplicaciones afines es afin, tenemos
que el operador borde 0 : S, (Y) — S,—1(Y) lleva LS, (Y) a LS,_1(Y). Por lo tanto, las cadenas
afines forman un subcomplejo del complejo de cadenas singulares de Y. Sabemos que se puede
caracterizar una aplicacién afin A : A™ — Y por [wy,...,w,], donde cada w; es la imagen del
vértice i-ésimo de A™ a través de \. Para evitar tener que hacer excepciones para los 0-simplices
se considera el complejo aumentado, es decir, LS_1(Y) = Z el grupo libre generado por el simplice
vacio [0], con dfwg] = [0] para cualquier O-simplice.

Cada punto b € Y determina un homomorfismo b : LS, (Y) — LS, 1(Y) definido sobre cada

elemento generador de LS, (Y) como b([wp, ..., w,]) = [b,wp, ..., w,]. Geométricamente es como
si estuviésemos construyendo un cono, donde b es el vértice y [Ujo, ..., wy] es la base. Mediante
la definicién de 0, tenemos que 0b([wo, ..., w,]) = [wo, ..., ws] — b(I[wo, ..., wy]). Por linealidad,

tenemos que db(ar) = o — b(dav), para todo o € LS,11(Y). Esta relacién puede escribirse como
0b+ b0 = id, asi que b es una homotopia de cadenas entre la identidad y el homomorfismo nulo en
la cadena aumentada LC(Y).

Ahora definimos un homomorfismo subdivisién S : LS, (Y) — LS, (Y) por induccién en n. Sea
At A" — Y un generador de LS,(Y) y sea by la imagen del baricentro de A™ a través de
A. Definimos S(\) = b)(S9\), donde by es el operador asociado a by descrito previamente. La
induccién empieza con S([0]) = [0], por lo que es la identidad en LS_;(Y’). De hecho, también es la
identidad en LSy (Y), ya que para n = 0 la férmula para S toma la forma S([wp]) = we(SO[wo]) =
wo(S([0])) = wo([0]) = [wg]. Comprobemos que las apliaciones S cumplen que 9S8 = S9 y que
entonces es un homomorfismo de cadenas de LS(Y) en si mismo. Como S = id en LSy(y) y en
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LS_1(Y), resulta trivial el que 95 = S0 para LSy(Y'). Supongamos que es cierto para LS, _1(Y)
y probémoslo para LS, (Y'). Para ello basta hacer cuentas:

OSA = Dby (SON) = SON — byd(SON) =, SOX — byS(ION) = SN

Donde en la igualdad ”=;"se ha usado la hipétesis de induccidén; en el resto de igualdades se usan
propiedades que ya sabfamos de by y que 9% = 0. Ahora construimos una homotopia de cadenas
T:LS,(Y)— LS,+1(Y) entre S y la identidad en LS, (Y). Definimos T en LS, (Y) como T =0
sin=—-1yTA=0by(A—TI\) paran > 0. El que 9T + T9 = id — S es trivial para LC_1, donde
T =0y S =id. Ahora se demuestra que la igualdad es cierta para todo n por induccién:

OTX = 9by(A — TON) = A — TOX — bryd(A — TOA) = A — TOX — by[OX — OT(ON)] =»

=5 A — TON — br[S(IN) + TA(ON)] = A — TOX — SA

Donde se ha usado la hipétesis de induccién en ”=5". Ahora podemos olvidarnos de LS_; (Y") dado
que la relacién 0T + T0 = id — S sigue siendo cierta por ser T =0 en LC_1(Y).

Antes de seguir, vamos a dar una pequena visiéon geométrica de lo que hace S en un caso particular,
lo necesitaremos en el siguiente paso de la demostracién. Vamos a considerar el caso de que Y = A"
y A es un embebimiento, esto es, A(A™) = [vg, ..., v,] es un simplice (geométrico). Veamos que en
este caso S()\) es igual a una combinacién lineal de los simplices resultantes de hacer la subdivisién
baricéntrica de A™. Para el caso n =1, A = [vg, v1] por lo que

S(A) = b(SOA) = b(S([wr] — [wo])) = b([w:] = wo]) = [b,w:] — [b, wo
con lo que el resultado es cierto. Supongamos que es cierto hasta n— 1 y calculemos el caso n-ésimo
S()‘) - b(Sa)‘) - b(S([vh "',Un] - [UOana "'71)77.] +o+ (71)71[,[)07 "~7vn—1]))

Por hip6tesis de induccién, sabemos que S([vg, .., U;, ..., Up]) es combinacién de simplices resultantes
de hacer la divisién baricéntrica de [vg, ..., U;, ..., Un], €s decir, es una combinacién de simplices de
la forma [b,—1, wo, ..., wn—2]. Al hacer b(S([vo, ..., Vs, ..., Us])), como es lineal, podemos ver cémo es
la imagen de cada término. De hecho, b([br—1, w0, .., Wn—2]) = [b,bp_1, wo, .., Wn_2] por lo tanto
tenemos que S(A) es una combinacién lineal (con coeficientes £1) de simplices resultantes de hacer
la subdivisién baricéntrica de [vo, ..., vp].

3.- Subdivisién baricéntrica de cadenas (caso general). Definimos S : S, (X) — S,(X) como
So = 03SA™ para cada n-simplice singular ¢ : A" — X. Aqui SA™ quiere decir que se ha
tomado, siguiendo la notacién del apartado previo, Y = A™ y A = idan», por lo que SA™ es la
suma de los n-simplices resultantes de hacer la subddivisién baricéntrica de A™, con unos ciertos
signos que no nos importan. Por ello, So es una suma de las restricciones de ¢ a dichos n-simplices
de la subdivision baricéntrica de A™. El operador S es un homomorfismo de cadenas ya que

0S0 = 90, SA™ = 0,0SA™ = 0, SOA™ = 0, S(Si(—1)'AT) = 5y(—1)io, S(AT) =
= 5i(=1)'S(0]A}) = S(2i(=1)"0|A}) = S(d0)

Donde A!" denota la cara i-ésima de A™. Siguiendo la misma notacién, definimos 7' : S,,(X) —
Sp+1(X) como T'o = oyTA". Este operador T es una homotopia de cadenas entre S y la identidad

ya que
0To = 0oyTA"™ = 04y0T A" = gy (A" — SA™ —TOA"™) =0 — So — oyTIA"™ =0 — So — T (00)

donde la ltima igualdad es cierta ya que si en la prueba de que 0S = S9 se sustituye la S por la
T, la prueba sigue siendo vélida.

4.- Subdivisién baricéntrica iterada. Si definimos Dy, = >, .. T'S* tenemos que es una homo-
topia de cadenas entre S™ y la identidad, considerando SY = id. Efectivamente,

oD,, + D,,0 = 20§i<m(aTSi + TS@) = Eogi<m(8TSi + T@Sl) = 20§i<m(8T + T@)SZ =

= No<icm(id — 8)S" = Yo<ijcm(S" — S) =id — S™

Para cada n-sfmplice singular o : A" — X existe un m tal que S™ (o) estd en SY(X) ya que el
didmetro de los simplices de S™(A™) serdn menores que el nimero de Lebesgue del recubrimiento
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abierto de A™ dado por los abiertos U’l(intUj), para un m lo bastante grande. Recuérdese que el
nimero de Lebesgue de un recubrimiento abierto de un espacio métrico compacto es un valor € > 0
tal que todo conjunto de didmetro menor que € estd contenido en algin conjunto del recubrimiento
(la existencia del nimero de Lebesgue se conoce con el nombre de "lema del ntimero de Lebesgue”).
Como, en un principio, m depende del simplice singular escogido, definimos m (o) como el valor més
pequefio que nos sirve, es decir, tal que S™o estd en DY. Ahora definimos D : S,,(X) — S,41(X)
como Dy = D,, )0 para cada n-simplice singular. Ahora buscamos un homomorfismo de cadenas
p: Sp(X) = S,(X) con imagen en SY que satisfaga la ecuacién propia de una homotopia de
cadenas:
0D+ 0D =id—p

Una manera sencilla de conseguir esto es definiendo directamente p = id — 0D — D0. Esta forma
de definir p nos da un homomorfismo de cadenas ya que

dp(0) = 0o — 8*Do — dDIo = do — Do

Y
pd(0) = 8o — dDIo — DO*0 = do — dDOo

Por lo que nos queda comprobar que p lleva S, (X) a S%(X). Para ello, hacemos unas cuentas
p(0) =0 —0Do — DOo =0 — 0D, (50 — Ddo = 0 — (0 — sme) Dy ())00) — Ddo =

= 8™ + D)0 — Do

El término S"™ )¢ estd en SY(X) por definicién de m(o). Los otros términos son combinaciones
lineales de términos de la forma Dy, (4)(05) — Din(o,)(0;) siendo o; la restricciéon de o a la cara
j-ésima de A™. Por esto es claro que m(o;) < m(c) y entonces Dy, (5)(05) — Dpn(o;)(0;) consiste
de términos de la forma 7'S%(0;) con i > m(o;). Como T lleva C%_,(X) a CY(X) tenemos que
TS (0;) con i > m(o;) estd en C¥(X).

Si ahora vemos p como un homomorfismo de cadenas S,,(X) — SY(X), tenemos que dD + D =
id — 7p; recordemos que 7 : SY(X) — S,(X) es la inclusién. Ademds, pr = id ya que D es el
homomorfismo nulo en S¥, por ser m(s) = 0 si ¢ € SY(X) y, entonces, Do es la suma vacia.
Tenemos entonces que p es una inversa homotodpica de cadenas de 7. O

Este resultado tan técnico resulta fundamental, ya que nos dice lo que pasa en los grupos de
homologia cuando consideramos un recubrimiento abierto de X. El siguiente teorema traduce este
resultado a términos mas manejables.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Excisién). Sea X un espacio topoldgico, sean A y Z subespacios
tales que Z C A C X. También exigimos que la clausura de Z esté contenida en el interior de A.
Entonces la inclusion naturalmente definida de (X — Z,A — Z) — (X, A) induce un isomorfismo
H,(X—-Z,A-Z) — H,(X,A), para todo n. Equivalentemente, sean A y B subespacios de X tales
que X = int(A)Uint(B). La inclusion (B, ANB) — (X, A) induce isomorfismos H,(B, ANB) —
H,(X,A), para todo n.

Demostracion. Primero de todo, el que ambos resultados sean equivalentes viene dado al tomar
B=X-ZyZ=X-—B. Entonces ANB = A— Z y la condicién de que cl(Z) C int(A) es
equivalente a que X = int(A)Uint(B), por ser X —int(B) = cl(Z). Probaremos la segunda version.

Para el recubrimiento abierto U = {A, B} introducimos la notacién S, (A + B) para SY; lo que
representa de forma més explicita que tomamos la suma de cadenas en A y cadenas en B. Al
final de la prueba del Lema [2:3.]] tenfamos las igualdades 9D + DO = id — 7p y pt = id. Todas
estas aplicaciones mandan cadenas en A a cadenas en A, por lo que al tomar el cociente entre
Sp(A) tenemos que inducen homomorfismos bien definidos. Como estos homomorfismos inducidos
entre cocientes siguen cumpliendo ambas igualdades, tenemos que la inclusién S, (A+ B)/S,(4) —
Sn(X)/Sn(A) induce un isomorfismo entre los grupos de homologia correspondientes. La aplicacién
Sn(B)/Sp(ANB) = S,(A+ B)/S,(A) inducida por la inclusién es un isomorfismo ya que ambos
grupos cociente son libres y estdn generados por los n-simplices singulares en B que no estan en
A. Con esto tenemos el isomorfismo que queriamos, Hy,(B,AN B) = H,(X, A). O
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Proposicién 2.3.3. Diremos que un par (X, A) es bueno si A es un subespacio cerrado de X que
es retracto de deformacion de un abierto. Bajo esta hipdtesis, la aplicacion cociente q : (X, A) —

(X/A, AJA) induce isomorfismos q. : H, (X, A) = Hp(X/A, AJA) = H,,(X/A) para todo n.

Demostracion. Sea V un entorno de A en X tal que A es retracto de deformacién de V. Tenemos
el diagrama conmutativo

H,(X,A)———H,(X,V)=— H,(X - A,V - A)

Ho(X/A, AJA) — H,(X/A,V/A) <~ H,(X/A — AJA,V/A — AJA)

Para ver que el homomorfismo horizontal superior izquierdo es un isomorfismo, consideramos la
sucesion exacta corta

0——=Ch(V;A) ——=Cp(X,A) ——= C,, (X, V) ——0

Que es valida para todo n, por lo que es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Por
el Lema zig-zag [2.2.5] esto induce una secuencia exacta larga de la forma

——=H,(V,A) —— H, (X, A) —= H,(X,V) —=H, 1 (V,;A) —— - -~

A esta construccién se le llama sucesién exacta larga asociada a la terna (X, V, A). Como A es un
retracto de deformacién de V, tenemos que H,,(V, A) = H, (A, A) = 0 por lo tanto tenemos que la
sucesion exacta larga estd formada por grupos de la forma

——0——>H,(X,A)——H,(X,)V) —=0—>---

Por lo que H, (X, A) = H,(X,V). Lo mismo aplica para ver que H,(X/A, AJA) = H,(X/A,V/A)
ya que el que A sea retracto por deformacién de V' induce que A/A es retracto por deformacién
de V/A. Los otros dos homomorfismos horizontales son isomorfismos por el Teorema de Excisién
de forma directa. El homomorfismo vertical de la derecha es un isomorfismo ya que ¢ es
un homeomorfismo en el complementario de A, por definicién. Por ser el diagrama conmutativo
tenemos que los otros homomorfismos verticales son también isomorfismos. O

Ejemplo 2.3.4. Vamos a usar toda esta teoria que hemos desarrollado para calcular los grupos
de homologia singulares de un caso particular. Vamos a comprobar que H,,(A™, JA™) es un grupo
libre generado por la identidad 4, : A™ — A"™. Lo haremos por induccién sobre n.

Hagamos el caso con n = 0. Recordemos que JA? = (). Es claro que la identidad 7o : A — A°
es un generador de Hy(AY, OA) ya que es la tinica funcién que puede definirse de A% en A® y
claramente dyidy = 0, por definicién de dy. Basicamente tenemos que S, (A%, dA®) = (ig) y §,, = 0,
para todo n. Esto nos dice que Ho(A% 0A®) = ([ig]) = Z, por lo que tenemos que es un grupo
libre con un tnico generador.

Para el caso general, primero nétese que la identidad 7, : A™ — A" es un ciclo ya que estamos con-
siderando los grupos de homologia relativa y, por definicién del operador borde, 0,4, € Sp—1(OA™).
Veamos que este ciclo genera todo H, (A™, dA™). Esto es as{ porque existen isomorfismos tales que

H,o (A", 0A™) = H,_1(0A™, A) = H,,_, (A", 0A™ )

Donde A es la unién de todas las n — 1 caras de A" salvo una. El primer isomorfismo viene de la
sucesion exacta larga de la terna (A™, OA™, A). Es andlogo a lo que se hace en la demostracién del
resultado previo, los términos H,,(A™, A) son nulos ya que A es un retracto de deformacién de A™;
la retraccién viene dada de proyectar cada punto en A y la homotopia correspondiente viene dada
de recorrer el segmento que une cada punto con su proyeccién, el cual estd contenido en A™ por
ser un conjunto convexo. El segundo isomorfismo viene inducido por la inclusién i : A~ — JA"
que tiene como imagen la cara que no estd en A. Si n = 1, tenemos que OA! = {eg,e1} v A es,
sin pérdida de generalidad, igual a {eg}. Como los simplices singulares son aplicaciones continuas,
tenemos que So(OA™) tiene dos generadores y Sp(A) contiene a uno, y sélo uno, de esos generadores.
Por ello Hy(OA', A) = Z. Como ya se vio antes que Ho(A%, 0A®) = Z, tenemos que para n = 1 es
cierto que exista el isomorfismo de la derecha. Para n > 1, 9A" ! es no vacio por lo que estamos
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trabajando con buenos pares y la inclusién 4 induce un homeomorfismo A"~!/9A"~1 =2 JA™ /A.
El que (A"~! A" 1) sea un buen par se debe a que 9A" ! es cerrado y retracto por deformacién
de A"~1 —p donde p es un punto en el interior de A"~1. Nétese que, por construccién, iy (i,_1) =i

Terminamos el argumento de induccién. Sea i,, € H, (A", 0A™), tenemos que el primer isomorfismo
lleva i, a 0i, en H,_1(0A™, A) y, por construccion, [9i,] = [£i] = [£ix(in—1)] en Sp_1(0A™, A).

Podemos aprovechar esto que acabamos de hacer para calcular un ciclo generador de H,(S™).
Para ello, debemos notar que S™ = ATUAY/ ~, es decir, estamos diciendo que S™ es homeo-
morfo a dos discos (A™ 2 D™) pegados por su borde. En la identificacién ~ se estd preser-
vando el orden de los vértices. Podemos considerar ®; : A — S™ como la composicién de
A — ATUAY — ATUAL/ ~— S™, una suerte de aplicaciones caracteristicas para cada hemisferio
de S™. La diferencia ®; — ®5 es un ciclo, es decir, 9(®1) = 9(P2). Esto es asi por ser la restriccion
de @, a cada cara de A} igual, como aplicacién, a la restriccién de @5 a cada cara correspondiente
en AY. Nuestra afirmacién es que ®; — @5 es un generador de H,,(S™). Para ello, denotemos por
H, y Hy cada hemisferio de S”, de tal forma que ®; : A} — H; es un homeomorfismo. Es conocido
que Hj es cerrado y es retracto de deformacién de S™ — {p}, con p € Hy —OHj; por lo que (S™, Hs)
es un buen par. También es conocido que S™ = S™/H,, por lo que la Proposicién nos garan-
tiza que H,(S™) = H,(S™, Hs). De la misma forma, S™/Hy, = H,/OH, = A}/OA}, como tanto
(Hy1,0H;) como (A™,0A™) son buenos pares, tenemos la siguiente cadena de isomorfismos

H,(S™) = H,(S™, Hs) = H, (A", dA")

Mediante estos isomorfismos, [®; — ®5] = [®1] en H,(S™, H?) y ®; es igual a la identidad i, :
A, — A, a través del isomorfismo que hemos construido. En el anterior ejemplo se vio que i, es
un generador de H, (A", dAY), por lo que ®; — Py es un generador en H,(S™).

Tras todo este trabajo tedrico, por fin podemos probar un importante resultado de homologia.
Estamos en condiciones de probar que los grupos de homologia singulares y simpliciales de un
complejo simplicial X son isomorfos. Hasta ahora siempre que habldbamos de grupos de homo-
logia usdbamos H,(X) como notacién, independientemente de si eran los grupos de homologia
simpliciales, singulares o de un complejo de cadenas arbitrario. En este caso, para evitar confusién
denotaremos por H,,(X) los grupos de homologia simpliciales y por H,(X) los singulares.

Como se vio en la Seccién 1.1, a cada n-simplice T, de un complejo simplicial X se le puede
asociar su aplicacién caracteristica o, : A™ — T,,. Es claro que o, es un n-simplice singular. Por
esto tenemos un homomorfismo ¢ : Cp(X) — 5,(X) que nos lleva cada simplice a su simplice
singular asociado. Si denotamos por A C X un subcomplejo simplicial de X, es sencillo ver que
este homomorfismo lleva C,,(A) en S,,(A), por lo que podemos considerar los grupos de cadenas
relativas y ¢ induce un homomorfismo. Con esto hemos llegado a que ¢, puede considerarse como
un homomorfismo de H,, (X, A) en H,(X,A). Veamos que es un isomorfismo. Se considerard el
caso con A = (), en el cual los grupos de homologia relativa son los mismos que los grupos de
homologia normales.

Teorema 2.3.5. Los homomorfismos ¢, : H,(X,A) — H, (X, A) son isomorfismos para todo n.

Demostracion. Primero hacemos el caso en el que X es finito dimensional y A es vacfo. Sea X*
el k-esqueleto de X, recordemos que esto es el subcomplejo formado por todos los simplices de
dimensién menor o igual que k; tenemos el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas.
Recordemos que las filas vienen dadas por el Lema zig-zag [2.2.5] y los homomorfismos verticales
SON .

Hy, o (XF XY —— H (X)) —— H,(XF) —— H,(XF, Xk —— H, (XF1)

l | | | l

H, o (XF XY —H, (X)) —— H,(X*) —— H,(XF, X1 — = H, (XF1)

Veamos que las aplicaciones verticales primera y cuarta son isomorfismos para todo n. El gru-
po de cadenas simpliciales C,, (X*, X*~1) es trivial cuando n # k. Si n = k, es un grupo libre
abeliano que tiene como base a los k-simplices de X. Como todos ellos son ciclos, por estar
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considerando la homologia relativa a X*~! tenemos que H, (X", X*~1) es también libre, abe-
liano y tiene tantos generadores como k-simplices tenga X. Veamos el caso singular. Definimos
®: |, (AF,0AF) — (X*, X*~1) como la aplicacién que en cada coordenada se corresponde con la
aplicacién caracteristica de cada k-simplice. Ya vimos que ® induce un homeomorfismo de espacios
cociente |J,, A% /{J,0Ak = X*/X*=1 En la Proposicién se prob6 que H,, (X, A) = H,(X/A)
para (X, A) buenos pares. Esto también aplica en este caso, por lo que tenemos que

H,(X*, XM = T, (XX = T, abJ oak) =T, ok oak) =
=~ (P H. (AL, 0AL)

Sin # k, Hy(X* X*1) es trivial por serlo cada H,(AF, 0A%). Sin =k, cada H, (A%, 0AL) es
un grupo libre con un tnico generador por el Ejemplo por lo que H,(X*, X¥~1) es un grupo
libre y abeliano con tantos generadores como k-simplices.

Ahora procedemos por induccién. Si k = 0 sabemos que H,,(X°) y H,,(X?) son isomorfos, para todo
n. El Teorema|1.2.§] _ 8l la Proposicién m y la Proposicién [2. nos dicen que Hy(X?) y FO(XO)
son iguales a la suma directa de tantas copias de Z como puntos en X%y H, (X% = {0} = H,(X")
para n > 0.

Nuestra hipotesis de induccién es que los homomorfismos verticales segundo y quinto son isomor-
fismos. Por el Lema tenemos que el homomorfismo central es también un isomorfismo. Con
esto tenemos probado el teorema si X es de dimension finita y A es vacio.

Ahora hacemos el caso en el que X es de dimensién infinita. Para ello necesitamos un resultado
auxiliar. Sea C' un subconjunto compacto de X, sélo hay una cantidad finita de simplices o, tales
que 6o N C # 0. Si hubiera una cantidad infinita de simplices que cumplieran eso, podriamos
tomar una sucesién infinita {z;} de puntos, cada uno en un simplice distinto. Los conjuntos U; =
X — U, zi{z;} son un recubrimiento abierto de C' que no tiene ningin sobrecubrimiento finito.
Esto contradice el que C' sea compacto, por lo que sélo hay una cantidad finita de simplices que
cumplan esto.

Este resultado se usa para probar que H,(X) — H,(X) es isomorfismo. Tomemos como repre-
sentante de un elemento en H,,(X) un n-ciclo singular, denotado por z. Por definicién, z es una
combinacion lineal formal de una cantidad finita de simplices singulares. Como los simplices sin-
gulares son aplicaciones continuas y A™ es compacto para todo n, es claro que la imagen de todo
simplice singular es compacta en X. Por ello, la imagen de todos los simplices singulares que forman
z deben estar contenidos en X*, para un k lo suficientemente grande. Como H, (X*) = H,(X),
tenemos que hay algiin ciclo en H,(X") tal que su imagen es z. En particular tenemos que ese
ciclo estd en H,(X), por lo que tenemos probada la sobreyectividad. Probar la inyectividad es
totalmente andlogo. Si un n-ciclo en H,(X), denotado por 7, es no trivial y su imagen es nula,
es decir, es el borde de una cadena singular en X, esta cadena tiene imagen compacta y hemos
visto que ello implica que estd contenida en X*, para algin k. Tenemos que 7 es un elemento no
trivial en el nicleo de H,(X*) — H, (X"), pero sabemos que esta aplicacién es un isomorfismo
por lo que hemos llegado a una contradiccién. Tenemos entonces que H,,(X) = H,(X) para X un
complejo simplicial de cualquier dimensién, finita o infinita.

Queda probar el caso con A # 0. Por el Lema zig-zag y la Proposicién sabemos que
existe una sucesién exacta larga

—— H,(A) ——H,(X) — H,(X/A) ——=H, 1(A) —H, 1(X) ——= -~

Hemos visto que H,,(X) = H,,(X) para todo complejo simplicial, por lo que también es cierto que
H,(A) = H,(A). Para ver que H,(X,A) = H,(X, A) basta usar el Lema O

Antes de terminar esta seccién, vamos a introducir una forma de construir espacios topoldgicos y
cémo calcular sus grupos de homologia.

Definicién 2.3.6. Sean X e Y dos espacios topolégicos, sean zg € X y yo € Y puntos. Definimos
la suma en cuna de X e Y como el cociente de XUY entre la relacién xg ~ yg. Denotamos a este
espacio por X VY. Més generalmente, si tomamos { X, } una familia de espacios topoldgicos y {z, }
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un conjunto de puntos tal que z,, € X4, definimos \/ o Xa como el cociente de U o X identificando
todos los puntos x, entre si.

Calcular los grupos de homologia de este espacio es equivalente a calcular los grupos de los espacios
que lo conforman. Esto es un corolario de la Proposicién [2.3.3

Corolario 2.3.7. Sea \/a X, una suma en cuna. Las inclusiones iy : Xo < \/a X, inducen un
isomorfismo @, ia : B, Hn(Xa) = Hn(V, Xa), suponiendo que los puntos {x,} en base a los
cuales se forma la suma en cuna cumplan que (X, o) sea un buen par.

Demostracion. Como los grupos de homologia relativa respecto de un punto son iguales a los grupos
de homologia reducida normales, basta tomar (X,A) = (U,Xa,U,%a) ¥ usar la Proposicién
2.3.9) O

2.4. Homologia con coeficientes

Hasta aqui hemos probado diversos resultados teéricos que ponen de manifiesto la relevancia de la
homologia. Sin embargo, recordemos que el objetivo principal de este trabajo es hablar de analisis
topoldgico de datos y la realidad es que, cuando se pretenden calcular los grupos de homologia de
un simplice con miles de elementos, uno necesita buenos algoritmos. Estos se consiguen al trabajar
con homologia con coeficientes en Fs, por ser Fy cuerpo y porque al hacer cédlculos iterados los
coeficientes no pueden crecer descontroladamente. Por ello, probaremos la relacién existente entre
los grupos de homologia con coeficientes en Z y con coeficientes en un grupo arbitrario G. Los
contenidos de esta seccién estdn sacados del Capitulo 6 de [I5], pdg 299-309, hasta la Definicién
a partir de ahf son del Capitulo 3 de [12], pag. 193-194 y 263-265. Empezamos definiendo
el pilar en el que se basa la homologia con coeficientes: el producto tensorial.

Definicién 2.4.1. Sean A y B grupos abelianos. Definimos el producto tensorial de A y B
como el grupo abeliano generado por los elementos de la forma a ® b, donde a € Ay b € By
teniendo las siguientes relaciones:

(a+d)@b=a®b+ad @D
a®@b+bV)=a®b+axl

Denotamos a este grupo por A ® B.

Definicién 2.4.2. Sean f : A — A’ y g : B — B’ homomorfismos de grupos. Esto induce de
forma tnica un homomorfismo

feg: A9 B— A @B

tal que (f ® g)(a ®b) = f(a) ® g(b) para todo a y b. A este homomorfismo inducido se le llama
producto tensorial de f y g.

Con esto tenemos que a cada par de grupos abelianos y homomorfismos le corresponden un grupo
abeliano y un homomorfismo. Esto se formaliza con el siguiente resultado.

Lema 2.4.3. La funcién que lleva (A,B) a A® B y (f,9) a f ® g es un functor covariante de
la categoria de pares de grupos abelianos y homomorfismos en la categoria de grupos abelianos y
homomorfismos.

Demostracion. Para ver este resultado tenemos que ver que si (f1,91) : (41,B1) — (A2,B2) y
(f2,92) : (A2, B2) — (A3, B3), entonces (f2 0 f1) ® (92 0 g1) = (f2 @ g2) o (f1 ® g1). Por definicién,
(f2011)@(g2291) (a®b) — (f20£1)(@) @ (g2091)(b) mientras que (f2292)0(f1@g1)(a2b) = (f28g2)0
(fi(a)®g1(b)) = (f20 f1)(a) ® (g2041)(b) con lo que tenemos la igualdad que querfamos. Falta ver
quesi (Ida,Idg) : (A, B) — (A, B) es laidentidad se tiene que Ids®Idp = Idsgp. Efectivamente,
por ser Ida ® Idg(a ®b) = Ida(a) ® Idp(b) = a ® b tenemos el resultado enunciado. O

Hasta ahora se ha mencionado el término ”homologia con coeficientes”. La idea intuitiva es que
las sumas formales de simplices singulares se hagan con coeficientes en un grupo arbitrario, no
necesariamente Z.
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Definicién 2.4.4. Sea X un espacio topoldgico, sea C = {C,,, 9,,} su complejo de cadenas singula-
res. Sea G un grupo abeliano. Construimos el complejo de cadenas {C,, ® G, 9, ® idg}, sus grupos
de homologia son los que llamamos grupos de homologia de X con coeficientes en G. Los
denotamos por H,(X;G) o, indistintamente, H,(C; G).

El producto tensorial tiene una gran cantidad de propiedades, de las que desarrollaremos las nece-
sarias para este trabajo. Puede dar la impresiéon de que son propiedades inconexas entre si, pero
todas y cada una de ellas son estrictamente necesarias para enunciar y probar el teorema universal
de homologia con coeficientes.

Lema 2.4.5. El producto tensorial es distributivo respecto a la suma directa de grupos, es decir,
(A1 ® A3) ® B> (A1 ® B)® (A2 ® B).

Demostracion. Denotamos por ji : Ay — Ay ® As la inclusién y 7 : Ay @ Ay — Aj la proyeccién
naturalmente definidas. Estas inducen los homomorfismos

fi=k®ip:Ar®B = (410 A)@Bygr=7Qip: (A1 ®A) @B - A, ®B

Tenemos que (A1 @ Az) @ B estd generado por elementos de la forma a ® b con a € A; @ Ay y
b € B. Tenemos que existe una tunica combinacién de elementos de A; y Ao tal que a = a1 +as, con
ay, € Ay. Esto es, existen ay, € Ay, tales que a = ji(a1)+j2(az). Tenemos entonces que todo elemento
dea®be (A @ Az) ® B se puede escribir como a @ b = f1(a1 ® b) + fa(az ® b). Veamos que esta
escritura es tinica para asf tener el isomorfismo. Sea a = f1(a1®b)+ f2(aa®b) = f1(a)®b)+ fa(ah®Db).
Veamos que es necesario que a1 ®b = a) ®b y que aa®b = a5 ®b. Notemos que, por ser m,0j, = ida,,
tenemos que gi © fr = ida,gp. Ademas, m o jo y 2 o j1 son el homomorfismo trivial, por lo que
g1 0 fa y g2 o f1 también lo son. Por ello, si evaluamos en a tenemos que

g1(a) = g1(fi(a1 ®@b) + fa(aa ® b)) = (g1 0 f1)(@a1 ®b) + (g1 0 f2)(a2 ®b) =a1 @b
g1(a) = g1(fi(a] ®b) + fa(ay ®b)) = (g1 0 f1)(a; ®b) + (g1 0 f2)(ap ®b) = ay @b

Y
92(a) = g2(fi(a1 ®b) + fa(az ® b)) = (g2 © f1)(a1 ® D) + (920 f2)(a2 ®b) =az @b
92(a) = g2(fi(ay ®b) + fa(ay ® b)) = (g2 © f1)(a] ® D) + (920 f2)(az ®b) = a5 @b
Con lo que se concluye que a1 ®b=0a}, ®by aa @b =a), ®b. O

Lema 2.4.6. Sean ¢ : B — C y ¢’ : B' — C' homomorfismos sobreyectivos. Entonces ¢ @ ¢’ :
B® B — C®C es sobreyectivo y el nicleo es el subgrupo de B ® B’ generado por elementos de
la forma bV con b € ker(¢) ol € ker(¢').

Demostracion. Sea G el subgrupo descrito en el enunciado. Es claro que G C ker(¢ ® ¢'), por lo
que tenemos el homomorfismo inducido

$:(BeB)/GCx ('

Para mostrar el resultado basta con probar que ® es un isomorfismo. Para ello construimos una
inversa ¥. Empezamos por definir ¢ : C x C' — (B ® B’')/G, donde ¥(c,d') = b® b + G donde
se elige b y b tales que ¢(b) = cy ¢'(V') = ¢’. Veamos que estd bien definida. Supongamos que
d(bg) = cy ¢'(by) = . Entonces

b@b —by @by = ((b—bo) @b") + (bg @ (b — b))

Y es claro que estos elementos estdn en G por ser b — by € ker(¢) y ' — b, € ker(¢'). Entonces ¢
estd bien definida. Veamos que 1 es bilineal. ¥(c1 +ca, ¢] +¢5) = bV + G con ¢(b) = ¢1 + ¢2, como
@ es sobreyectiva existen by y by tales que ¢(b1) = ¢1 y ¢(ba) = ca. De forma andloga tenemos b] y
b, tales que ¢'(b)) = ¢} y ¢'(by) = ¢,. Hemos probado antes que, como ¢(by + by) = ¢1 + ¢ = ¢(b)
y &' (b +bh)=c +ch=¢' V), (b1 +b2) @ (b +b5) + G=0bR0V + G; y es claro, por definicién de
producto tensorial, que (b1 +b2)® (b] +b5) = by @b} +b1 @b,y +ba @b +ba @b, = (e, )+ (c1, ch)+
(e, ) +1(ce, ch). Con esto tenemos que 1 induce un homomorfismo ¥ : C@ C’ — (B® B')/G.

Veamos que Vo® y $oW son la identidad y, por tanto, ® es isomorfismo. Es una mera comprobacién
directa que o ®(b x V') = U(p(b) @ ¢'(')) =b @b y que Po¥(c® ) =P(bR D), con ¢(b) = c
y o) =¢, porloque ®(bebd)=c®c. O
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Proposicién 2.4.7. Sean A, B y C grupos abelianos. Consideremos la sucesion exacta:

A p_ Y. ¢ 0

Entonces la secuencia:
PRig Y®Rig
ARG ——BG—CG——0
Es ezxacta. Si ¢ es inyectiva y la primera secuencia se escinde, entonces ¢ ® ig es inyectiva y la
sequnda secuencia se escinde.

Demostracion. El Lema [2.4.6] implica que ¥ ® ig es sobreyectiva y que su nucleo, el cual deno-
taremos por D, estd generado por los elementos de la forma b ® g con b € ker(¢). La imagen de
¢(a) ®ig es el subgrupo, denotado por E, generado por los elementos de la forma ¢(a) ® g. Como
im(¢p) = ker(v), tenemos que D = E. Para la segunda afirmacién, supongamos que ¢ es inyectiva
y que la secuencia se escinde. Sea p : B — A un homomorfismo tal que p o ¢ = id 4. Entonces

(p®ic)o(¢p®ig) =1ia®ic =iaga
por lo que ¢ ® ig es inyectiva y p ® i escinde la segunda sucesion. O

Teorema 2.4.8. Sea G un grupo abeliano, existe un isomorfismo Z ® G = G que mandan ® g a
ng.

Demostracion. La funcién que va de Z x G a G que lleva (n,g) a g es claramente bilineal, por
lo que induce un homomorfismo ¢ : Z ® G — G que manda n ® g a ng. Para ver que es un
isomorfismo definimos una inversa . Sea 1 : G — Z ® G definida como ¥(g) = 1 ® g, claramente
es un homomorfismo. Para cada g € G, tenemos que (¢ o0 )(g9) = #(1 ® g) = g. Si tomamos n ® g
un generador cualquiera de Z ® G, tenemos que (Yo ¢)(n® g) = ¥(ng) = 1® (ng) =n® g. Por lo
tanto ¢ es un isomorfismo. O

Este resultado refleja que con la Definicién [2:4.4] estamos haciendo exactamente lo que querfamos,
que las cadenas singulares se comporten como sumas formales con coeficientes en G.

Corolario 2.4.9. Z/mZ ® G = G/mG.

Demostracion. Tomamos la sucesion exacta

0 7-"-17 Z/mZ —=0

donde m quiere decir el homomorfismo ”multiplicar por m”. Hacemos el producto tensorial con G
¥, por la Proposicién 2.4.7] obtenemos la sucesién exacta

mQig

7Z®G

72®G Z/mZ®G——0
Aplicando el Teorema [2.4.8] obtenemos la sucesién exacta

G—">G——=7Z/mZ&G——0 [

Estos dos ultimos resultados son relevantes ya que nos permitirdn calcular H,(X) ® G, cuando
conozcamos H, (X).

Pero ya hemos hablado suficiente de producto tensorial, ahora vamos a centrarnos en nuestra
siguiente herramienta: el producto de torsion. La construccion es ciertamente mas laboriosa que
la del producto tensorial, ya que lleva mas trabajo comprobar que sea una buena definicién, en el
sentido de que sea univoca.

Definicién 2.4.10. Una resolucién libre de un grupo abeliano H es una sucesién exacta de
grupos abelianos

j28 f2 o) f1 Fy fo H 0

donde F; es un grupo libre para todo 1.
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De a las resoluciones libres necesitaremos dos propiedades: que existen y que, de alguna forma, tan
s6lo dependen de H. Denotamos por F'(H) el grupo libre generado por los elementos de H y por
R(H) el nicleo de la proyeccién F'(H) — H. Llamamos resolucién candnica de H a la sucesién
exacta:

0——RH)——=FH)——H—0

Con esto tenemos que siempre podemos suponer la existencia de una resolucién libre, para cualquier
grupo abeliano. Ahora probamos que, de alguna forma, tan sélo dependen de H.

Lema 2.4.11. Sean dadas dos resoluciones F y F' de grupos abelianos H y H', respectivamente,
entonces todo homomorfismo «: H — H' puede extenderse a un homomorfismo de cadenas de F
aF'

F, f2 2 f1 F fo H 0
iaQ lal lao la
F2, f2 Fl, fi Fé fo H 0

Ademds dos extensiones cualesquiera de o son homdtopas. En el caso particular de que H = H'
se tiene que, para cualquier grupo abeliano G, H,(F @ G) =2 H,(F' @ G).

Demostracion. Los homomorfismos «; se construyen por induccién. Como los F; son libres basta
definir cada a; para un conjunto generador de F;. Para definir ag, como f{ es sobreyectiva tenemos
que para cada elemento generador = de Fy existe un 2’ € F{ tal que f}(z’) = afo(x). Ahora supo-
nemos definida «;_1, sea x € F; un elemento generador. Nos gustaria poder tomar un «’ € F} tal
que fl(x") = a;_1fi(x); esto es posible si y solo si a;—1 fi(x) € im(f]) = ker(f!_;). Efectivamente,
fljaifilx) = a1 fi—1fi(xz) = @;—1(0) = 0 por lo que podemos definir de esta manera «;. N6tese
que esta forma de construir a; no es unica, por eso se prueba el que dos elecciones distintas en
realidad no afecta al homomorfismo inducido entre los grupos de homologia.

Supongamos que tenemos otra extensién de a, denotada por o : F; — Fj; entonces las sucesivas
diferencias 8; = «; — &} definen un homomorfismo de cadenas que extiende el homomorfismo nulo
f: H — H'. Bastard con construir unas aplicaciones \; : F; — Fj | que definan una homotopia
de cadenas de f3; con el homomorfismo nulo, es decir, con 8; = f{, ;A + X\i—1 fi. Definimos los \;
por induccidén, como los «;. Para ¢ = 0 consideramos A_; : H — F{j como el homomorfismo nulo
y entonces la relacién con By pasa a ser By = fiAg. Sea z € Fy un elemento generador, buscamos
un elemento =’ € Fy tal que fi(z') = Bo(x). Como im(f]) = ker(f}) y foBo(x) = Bfo(x) = 0,
tenemos que ese elemento buscado existe. Ahora pasamos a hacer induccién sobre i, supongamos
que tenemos \;_1 definido, con las propiedades que necesitamos. Sea x € F; un elemento generador,
buscamos un =’ € Fyy1 tal que fi,(2) = Bi —Xi_1fi(x). Esto es posible si y s6lo si 3; — A1 fi(x) €
im(f{,,) = ker(f{). Usando que f/f; = Bi_1fi y que Bi_1 = fiXi—1 + Ai—2fi—1, lo cual sabemos
que es cierto por induccién, tenemos que

fz/(ﬁl - )\iflfi) = leﬁl - f{)‘zflfz = 5i71fi - f;)‘zflfz = (ﬁifl - f{)\zfl)fz = )\i72fi71fi =0

como desedbamos. Con esto ya tenemos que los a; y los o son hométopos de cadenas.

Ahora consideramos las sucesiones resultantes de hacer el producto tensorial de dos resoluciones
de H con un grupo abeliano G. En este caso o : H — H es la identidad. Con eso obtenemos dos
complejos de cadenas FRG y F'®G con homomorfismos o; Ridg. Ademds si tenemos dos elecciones
distintas de a; y o sabemos que existen \; : F; — Fj,; tales que a; —aj = fi, 1\ + \i—1fi por
lo que a; ® idg — o ®idg = (fit1 ® idg) (A ®idg) + (Ai—1 ® ide)(fi ® idg), por lo que los
homomorfismos inducidos «, : H,(F ® G) — H,(F’ ® G) son independientes de cémo se hayan
construido los «;.

Si tenemos una composicién H —%= H’ o H" 'y resoluciones libres F, 7' y F" (cada una
de su grupo correspondiente) los homomorfismos inducidos satisfacen que (Sa). = Bia., ya que
podemos tomar como homomorfismo de cadenas el resultante de componer 8 y « y hemos probado
que el homomorfismo inducido entre los grupos de homologia es tnico. Por lo tanto si tomamos,
como en este caso, a un isomorfismo, 8 su inversa y F = F” tenemos que Bia. = (fa). =
td, = id. Se procede de forma aniloga con «,f, y con ello tenemos que a, es un isomorfismo si
«a lo es. Como en este caso tomamos o = idy tenemos un isomorfismo candénicamente definido
H,(F®G) = H,(F' ®Q), para todo n. O
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Por lo tanto el grupo H, (F ® G) en realidad sélo depende de H y de G, a este grupo se le denota
por Tor, (H,G). Como una resolucién libre de la forma 0 — F; — Fy — H — 0 siempre existe,
tenemos que Tor,(H,G) = 0 para todo n > 1. Por lo tanto, tan sélo resulta relevante hablar
de Tor(H, G) vy, por ello, lo denotaremos simplemente como Tor(H, G). Con la construccién que
se ha dado es claro que Tor(H,G) es un functor en ambas variables: si tenemos homomorfismos
a:H— H yf:G— G tenemos que los homomorfismos inducidos satisfacen (aa’), = a.al,

(BB")« = B.BL y idy = id.

El siguiente teorema, conocido como teorema de coeficientes universales para homologia, nos ca-
racteriza los grupos de homologia con coeficientes en G en funcién de los grupos de homologia con
coeficientes en Z.

Teorema 2.4.12 (Teorema universal de coeficientes). Sea C un complejo de cadenas de grupos
abelianos libres, entonces existen sucesiones exactas cortas

0——H,()® G— H,(C;G) — Tor(H,,-1(C),G) —=0

para todo n y para todo G, y estas sucesiones se escinden.

Demostracion. Por falta de espacio, se ha decidido reducir la prueba completa de este teorema a
un esquema. Se pueden encontrar los detalles en [6]. La idea es partir de la sucesién exacta corta
0— Z, = C, — B,_1 — 0, hacer su producto tensorial con G, comprobar que sigue siendo exacta
corta, aplicar el Lema zig-zag [2.2.5] comprobar que la sucesién que nos da este lema es de la forma
B,®G—Z,8G— H,(C;G) = Bp—1®G — Z,,_1 @ G. A partir de esa sucesién exacta larga
se construye la sucesion exacta corta:

0 —— coker(in, ® idg) — H,(C; G) — ker(in—1 ® idg) —=0

donde i, : B, — Z, es la inclusién y, para terminar, se ve que esa sucesion exacta corta es isomorfa
a la del enunciado del teorema. Para ver que se escinde basta seguir cada paso que se da en la
prueba y comprobar que en ningin paso se pierde esa propiedad. O

Con los resultados y ya podemos calcular facilmente H,(X) ® G a partir de H,(X).
Nos queda estudiar algo més el producto de torsién para poder calcular Tor(H,—1(X),G) con la
misma facilidad.

Proposicion 2.4.13. Se cumplen las siguientes propiedades.

1. Tor(@p, Ai, B) = @, Tor(A;, B).

2. Tor(A,B) =0 si A es libre.

3. Tor(Z/nZ,A) = ker( A—= A).
Demostracion. Para ver que (1) es cierto, basta tomar como resolucién libre de @, 4; la suma
directa de las resoluciones libre de cada A;. Es decir, tenemos

3 F? F}! A; 0

K2 7 (2

"4>®iFi34>®iFi24>®iFil EBiAi 0

donde la primera sucesién es una resolucién libre de A; y la segunda lo es de €, A;. Por cons-
truccién, Hi (D, Fi; B, Ai) = @, H1(Fi, A;), con lo que se da (1). Para (2), si A es libre entonces
existe una resolucién libre de A con F,, = 0 para todo n > 1. Basta tomar la resolucién libre
canénica, ya que en este caso el nicleo de la proyeccién F(A) — A es 0, por lo que R(A) = 0.
Recordemos que F'(A) es el grupo libre generado por los elementos de A. Por tanto, Tor(A, B) =0
para todo B. Finalmente, ver que (3) es cierto es muy similar a lo que hemos hecho en (1). To-

mamos la siguiente resolucién libre 0 7Z—">7 Z/nZ 0, hacemos su producto

tensorial con A para obtener Z ® A neids Z@A——>7/nZ®A——>0 vy, siguiendo la demos-

tracién del Teorema [2.4.8 llegamos a A —“> A ——= Z/nZ ® A ——= 0, a partir de la cual (3)

es trivial. O]



Capitulo 3

Homologia celular

La homologia celular es una herramienta muy potente dentro de la homologia ya que permite
calcular los grupos de homologia con muy pocas cuentas, en comparacién a la homologia simplicial.
Esto se debe a que los objetos con los que trabaja, los CW complejos, son mucho mas flexibles en
su construccién. Los contenidos de este capitulo estdn sacados del Capitulo 2 de [12], pdg. 134-144.

3.1. CW complejos

En vez de definir un CW-complejo como un objeto que cumpla una serie de propiedades, se suele
definir de forma inductiva en la dimensién. Por ello, daremos los pasos que sigue su construccion.

1. Un CW-complejo de dimensién 0 es cualquier espacio topolégico discreto. Lo denotaremos
por X y sus elementos son llamados 0-celdas.

2. Ahora viene el paso inductivo. Para construir un CW-complejo X" de dimensién n partimos
de un CW-complejo X"~ de dimensién n — 1. Para hacerlo pegamos n-celdas, denotadas
por e, a través de aplicaciones ¢, : S"~t — X"~1. Esto quiere decir que X™ es el cociente
de X”’luaDZ entre las identificaciones x ~ ¢, (x) para € 9DJ; donde D™ denota el
disco cerrado de dimensién n y D™ su borde. Definimos la n-celda e} como la imagen de
D? — 0D} a través de la aplicacién cociente, por lo que e es homeomorfa a D]} — 9D} por
construccion.

3. Una vez que hemos terminado de pegar todas las celdas pertinentes, definimos X = (J,, X".
Dotamos a X de la topologfa débil, en la que A C X es abierto (o cerrado) si y sélo si ANX™
es abierto (o cerrado), para todo n.

Cada celda e tiene asociada, de forma natural, una aplicacién caracteristica @, fruto de la com-
« ) b
posicién de D — X" 'J DI — X" < X. Nétese que la inclusién X" < X es continua por
la condicién (3) de la construccién. Por tanto, ®, es continua. Por construccion, la restriccion de
b )
Phi, al interior de D” es un homeomorfismo hacia €. Ahora enunciamos un resultado que puede
« «
parecer irrelevante pero que lo necesitaremos para construir la homologia celular. Concretamente,

se usa en [3.2.11

Proposicion 3.1.1. Sea X un CW complejo. Un subespacio compacto C' C X sélo puede tener
interseccion no vacia con una cantidad finita de celdas.

Demostracion. Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe {x;} C C tal que
cada z; estd en una celda distinta. Se cumple que el conjunto S = {z;} es cerrado en X. Es claro
que XN S es cerrado por tener X° la topologia discreta. Supongamos que S es cerrado en X"~ 1,
entonces para cada n-celda e de X, ¢, 1(S) es cerrado en D7, y ®_1 consiste de a lo sumo un
punto en D7, por lo que ®,1(9) es cerrado en D?. Por tanto SN X™ es cerrado en X™ para todo

31
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n, lo que implica que S es cerrado en X. El mismo argumento de antes nos dice que cualquier
subconjunto de S es cerrado, por lo que S tiene la topologia discreta. Como C' es compacto y S es
un subconjunto cerrado, S es compacto en C. Sin embargo, esto es una contradiccién ya que un
espacio discreto y compacto debe ser finito. O

Un ejemplo tipico de la versatilidad de los CW-complejos es el toro. Es conocido que el menor
complejo simplicial que triangula al toro tiene 7 vértices, 14 caras y 21 aristas. Sin embargo, como
se verd en el Ejemplo [3.3.1] para construir el toro como un CW-complejo tan sélo hacen falta una
0-celda, dos 1-celdas y una dos-celda.

3.2. Definicién, isomorfismo y calculo

En esta seccién nos centraremos en construir la homologia celular, con ayuda de los resultados
que ya tenemos sobre homologia singular; probaremos que los grupos de homologia celulares y
singulares son isomorfos para todo CW complejo y daremos una forma de calcular estos grupos,
en base a la nocién de grado de una aplicacién. Empezamos por unos resultados de los grupos de
homologia de un CW-complejo.

Lema 3.2.1. Sea X es un CW complejo, entonces

1. Hy(X* X*71) es trivial si n # k y es libre abeliano si n = k, con un generador por cada
n-celda de X.

2. Hip(X™) es trivial para k > n. En particular, si X es finito-dimensional entonces Hy(X) es
trivial para k > dim X.

3. El homomorfismo Hy(X"™) — Hy(X) inducido por la inclusidn es un isomorfismo para k < n
y es sobreyectivo para n = k.

Demostracion. Para probar la primera afirmacién, basta notar que (X™, X"~1) es un buen par,
por ser X"~ ! retracto de deformacién de X™ menos un punto de cada n-celda, y X™/X"~! es una
’suma wedge’ de n-esferas, una por cada n-celda de X. Por el Lema[2.3.7)y el Ejemplo[2.3.4] tenemos
lo que queremos. Para la segunda, empezamos considerando una parte de la sucesién exacta larga
asociada a (X", X"1):

Hpy1 (X7, X" —— Hp(X"!) —— Hp(X") — Hp(X™, X"71)

Si k # n, ya sabemos por (1) que el homomorfismo central es sobreyectivo, por ser Hy (X", X"~ 1) =
{0}. De forma analoga, si k # n — 1, entonces Hy,1(X", X"~1) = {0} por lo que el homomorfismo
central es inyectivo. Lo que hemos probado con esto es que el homomorfismo Hy (X" 1) — Hy(X™)
es un isomorfismo salvo si k = n, caso en el que sdlo sabemos que es inyectivo; o si k =n+ 1, caso
en el que sélo sabemos que es sobreyectivo. Como Hy(X?) = {0}, si k > 0, tenemos probado (2).
También con esto tenemos probado (3), en el caso de que X es finito-dimensional.

Para el caso con X de dimensién arbitraria podemos reproducir un argumento similar al que se
dio en el Teorema [2.3.5] para ver el caso con dimensién arbitraria. Sea ¢ un simplice singular; como
su imagen es compacta en X tenemos que, por la Proposicién |3.1.1] su imagen estd contenida en
una cantidad finita de celdas. Esto nos dice que si £ € Si(X), existe un m tal que £ € Sp(X™).
Por lo que se probé en el caso finito-dimensional, esto nos dice que para todo n > k existe un ciclo
¢ € Hi(X™) tal que [£] = [¢] en Hi(X); por lo que el homomorfismo inducido por la inclusién es
sobreyectivo. Para ver la inyectividad, sea £ € Hy(X™) tal que [¢] = [0] en Hy(X). Entonces, existe
un ¢ € Bi(X) tal que d(c) = £. Sabemos que existe un m > n (nétese que, de existir, podemos
tomarle tan grande como queramos ya que X™ C X™ si n < m) tal que ¢ € Sg1(X™), por lo
[€] = [0] en Hy(X™), lo que implica que [§] = [0] en H(X™). Es decir, con esto tltimo hemos visto
que el nicleo del homomorfismo es exactamente [0], con lo que tenemos la inyectividad.

O



3.2. DEFINICION, ISOMORFISMO Y CALCULO 33

Con este Lema trozos de las sucesiones largas exactas asociadas a (X" X)), (X", X"~1)
y (X"~ X"=2); construimos el siguiente diagrama.

/ 0
\ Ho(X")
H,(X™)
H7L+1(Xn+17Xn) "4+1> Hﬂ(xn’Xn—l) —> Hn_l(Xn—l,Xn—Z)

annl)

/

Las sucesiones largas exactas asociadas a los distintos pares se usan en las diagonales, donde
las sucesiones se "detienen” en un 0. Es al asegurar que esos términos son 0 donde se usa el
Lema No se nos olvide que sabemos que H,(X"*!) = H, (X), por el mismo resultado. Los
homomorfismos d, 11 y d,, se definen como las composiciones j,0p+1 ¥ Jn—10n, respectivamente.
Es claro que j, es el homomorfismo inducido por la proyeccién S, (X") — S, (X™)/S,(X"~1). Por
construccién tenemos que d,d,+1 = 0, ya que d,dp41 = jn—10nJn0n+1 Y Onjn = 0, por la exactitud
de la sucesién. Por tanto, la sucesion horizontal es un complejo de cadenas, al que llamaremos
complejo de cadenas celular de X. Esto tiene sentido, ya que hemos estudiado H, (X", 2" 1)
y sabemos que es un grupo libre, abeliano y con un generador por cada n-celda; por lo que podemos
considerar cada elemento de H,, (X", X" 1) como una combinacién lineal formal de n-celdas de X,
para que coincida con lo que se ha hecho hasta ahora para definir grupos de cadenas. A los grupos
de homologia de este complejo los llamamos grupos de homologia celular. Temporalmente los
denotaremos por HSW (X).

Teorema 3.2.2. Sea X un complejo celular, HSW (X) = H,,(X) para todo n.

Demostracion. Por el diagrama previo, HSW = H,, (X™)/im(d,+1). Como j, es inyectiva, por la
exactitud de la sucesién exacta larga asociada a (X", X" 1), im(0py1) = im(jnOni1) = im(duy1).
También sabemos, por ser j, inyectiva, que HX 2 im(j,) = ker(d,). Como j,_; también es
inyectiva, ker(9,) = ker(d,). Tenemos que H, (X™) = ker(d,), im(Op+1) = im(dp1) y Hy(X) =
Ho(X")/im (@11 0

Ahora nos gustaria tener un método para calcular esta homologia celular ya que, como ya se ha
indicado, la ventaja de hacer homologia celular es que es muy flexible; en el sentido de que se
pueden calcular los grupos de homologia de distintos espacios con muy pocas celdas, mientras que
con homologia simplicial necesitariamos un complejo simplicial con muchos simplices. Por ejemplo,
la forma natural de triangular S™ es como el borde de A™; mientras que podemos trabajar con S
como un C'W complejo con un punto y una n-celda. Para poder entender los grupos de homologia
celular debemos hablar un poco del grado de una aplicaciéon f : S™ — S™.

Definicién 3.2.3. Sea f : S™ — S™ una aplicaciéon continua, con n > 0. Esta aplicaciéon induce
f« + Hp(S™) — H,(S™) un homomorfismo que, como H,(S™) = Z, se puede interpretar como
fx 1 Z — Z y por ello existe un m € Z tal que f.(n) = dn, para todo n € Z. Llamamos grado de
f a este valor d y le denotamos por deg(f).

Esta nocién de grado de una aplicacion tiene varias propiedades basicas, de las que enunciaremos
y probaremos algunas.

Proposicion 3.2.4. Sean f,g : S™ — S™ aplicaciones continuas, con n > 0. Se cumplen las
stquientes propiedades:
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1. deg(idgn) =1

Si f es un homeomorfismo, deg(f) = 1.
Si f y g son homdtopas, deg(f) = deg(g).
Si f no es sobreyectiva, deg(f) = 0.
deg(fg) = deg(f)deg(g)

Si f es una reflexion por un hiperplano vectorial en S™, deg(f) = —1.

Si f es antipodal, deg(f) = (—1)"*1.

NS v o e

Demostracion. Las propiedades (1) y (2) son triviales con lo que sabemos, ya que (idgn), = idy
y f« es un isomorfismo. La propiedad (3) se sigue de la Proposicién 9l Si f no es sobreyectiva,
sea o un punto que no esté en su imagen. Podemos ”factorizar” f como la composicién de S™ —
—{zp} = S™y como S™—{xg} es contricil, H, (S™—{xzo}) = 0; con lo que f, es el homomorfismo
nulo. Que (5) sea cierta viene dado de que (fg)« = f.«gs«. Para comprobar (6), nétese que f deja fijo
aun S"! e intercambia los puntos de los dos hemisferios determinados por S™~!. Reproducimos un
argumento similar al dado en el Ejemplo donde se vio que ®1— P4 es un generador de H,,(S™),
donde @, y P, son las aplicaciones caracteristicas de dos hemisferios H; y Hy complementarios.
Tomamos como H; y Hs los hemisferios determinados por el conjunto de puntos fijos de f. Es
claro que, por definicién, fi(®1) = ®oy fu(P2) = @y, por lo tanto f, (P — DPy) = — (P — Ps). Esto
nos dice que deg(f) = —1. Para ver (7) basta notar que la aplicacién antipodal es la composicién
de n + 1 reflexiones, una reflexién por cada coordenada de R"*!, y usar (5) y (6). O

Para poder usar esta nocién de grado de una aplicacién para calcular los grupos de homologia
celular, necesitaremos un procedimiento para calcular este valor. Sea f : S™ — S™ conn > 0, y
supongamos que existe un y € S™ tal que #f~*(y) es finito, digamos que f~(y) = {z1, ..., Tm }.
Sean Uy, ..., Uy, entornos abiertos disjuntos de esos puntos, sea V un entorno de y tal que f(U ) cVv
para todo 4. Por el Teorema de Excisién, H, (U;, U; — x;) 2 Z = H,(V,V — y), esto lo probaremos
con detalle en la demostracién del Teorema [3.2.6] pero lo necesitamos ya. Con estas hipétesis y esta
notacién damos la siguiente definicién y el consecuente teorema.

Definicién 3.2.5. Consideramos f, : H,(U;,U; —x;) — H,(V,V —y). Llamamos grado local de
f en x; al entero k que caracteriza a f.. Lo denotamos por deg(f, z;).

Teorema 3.2.6. deg(f) =, deg(f, x;)

Demostracion. Notemos que f(U; — ;) CV —y, con lo que construimos el siguiente diagrama.

(Ui Us — ;) H,(V,V —y)
T
H, (S, 8" — 2;) =25 H,(S™, 8" — f~1(y)) —= H,(S",S" —y)
=T R
Hy (5™) Hn(S™)

Los homomorfismos k; y p; son los inducidos por las inclusiones pertinentes. El isomorfismo de la
parte superior izquierda viene dado por el Teorema de Excisién[2.3.2]tomando X = S™, A = S"—uz;
y B = U;; es claro que X = int(A4) U int(B) lo que induce el isomorfismo que queremos. El
isomorfismo de arriba a la derecha también viene del Teorema de Excisién [2.3.2] tomando X = S™,
A=85"—yy B =V. Los isomorfismos de la parte inferior vienen dados por la sucesiéon exacta
larga de (S™, S™ — y), andlogo para x;, ya que tenemos

{0} = Hu(S" — y) ——= H(S") —— H,(S", 8" —y) ——= H,1 (5" —y) = {0}

paran > 1, ya que S™ — y es contractil para todo n. A través de estos cuatro isomorfismos, los
grupos de arriba podemos identificarlos con H,,(S™) = Z, por lo que el homomorfismo superior f,
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podemos interpretarlo como la multiplicacién por un entero. A este entero es a lo que llamamos
grado local.

Probemos la igualdad del enunciado. El Teorema de Excisién tomando A = S" — f~l(y) y
B = J, Ui, nos dice que H,,(S™, S"— f~'(y)) 2 H,(U, U;, U, Ui —x;) = @, H,(U;,U; — z;), donde
se estd usando que U; NU; = (0 si i # j. Nétese que el que U; NU; = 0 si i # j implica que p,k; =0,
si ¢ # j; ya que si un n-simplice singular estd en H, (U;,U; — x;), su imagen estd contenida en U,
y tenemos que U; C S™ — x;, para i # j. Por otro lado, sabemos que p;k; es un isomorfismos, por
lo que p; es sobreyectiva y k; es inyectiva. Mas ain, lo que ocurre es que p; es la proyeccién en la
”coordenada” i-ésima de H,,(S™,S™— f~1(y)) y k; es la inclusién de Z en la coordenada i-ésima. Si
identificamos todos los grupos del diagrama con Z, excepto H,,(S™, S™— f~1(y)), la conmutatividad
del diagrama nos dice que p;j(1) =1, por lo que j(1) = (1,1,...,1) = >, k;(1). La conmutatividad
del cuadrado superior nos dice que la aplicacién f, del medio lleva k;(1) a deg(f, z;), por lo tanto
> ki(1) =4(1) vaa ) deg(f,x;). El que el cuadrado inferior sea conmutativo termina de probar
la igualdad. O

Ahora que sabemos calcular deg(f), lo aprovecharemos para calcular d,,. Se cumple que
Z dapel” (3.1)

Donde dqg es el grado de la aplicacién S7~1 — X"~ 1 — Sg_l fruto de componer ¢, (recordemos
que esta es la aplicacién que "pega” e a X" 1) y la aplicacién cociente de identificar todos los
puntos en X"! \eg_l. La idea para probar esta igualdad es calcular cémo es la proyeccion de
d,(e) en cada una de las ”coordenadas” de H,,_1(X" ™!, X"2), recordemos que ese grupo es
libre, abeliano y con tantos generadores como (n — 1)-celdas. Para ver que esta férmula es cierta

usaremos el siguiente diagrama conmutativo, cuyos elementos determinamos a continuacién.

AOt *
H, (D", 0D") —2 ?

6
H (Xn Xn— 1)84> Xn 1 Hn_l(Xn—l/Xn—Q)

e :

Hn_l(anl’Xn72) i> n_l(anl/Xn72’an2/Xn72)

(D7)

Hyn 1 (S5

Nétese que 9 : H, (D", D7) — H,_1(0D7) y 0, : Hpy(X", X" 1) — H,_1(X""!) son trozos
de las sucesiones exactas largas asociadas a (D7,0D7) y a (X™, X"~1), respectivamente. @, es
la aplicacién caracteristica de el y ¢, es la aplicacién asociada a el que usamos al construir el
CW complejo. La aplicacién ¢ : X"~1 — X"~1/X"=2 eg la aplicacién cociente, por lo que g,
es el homomorfismo inducido por esta. La aplicacién gg : X"~ 1/X"2 — ngl es el cociente
que colapsa el complementario de egfl en un punto, donde estamos identificando Dgil/ (?Dgfl
con S"71 a través de ®5. La aplicacién A,p es igual a la composicién gs o g o ¢,, es decir, la
composicién de la aplicacién que adhiere e a X"~! seguida del cociente X"~ ! — 5571 que
colapsa el complementario de eg_l a un unico punto.

La aplicacién @, lleva un generador [ipn] € H, (D}, dD) al generador de H, (X™, X"~ ') asociado
a e (el cual denotaremos también por e?}), estamos usando (1) de y que D™ =2 A™ que, junto
con el Ejemplo nos dice que H,(D},0D7) es un grupo ciclico generado por ipn = W 0 iy;
siendo ¥ el homeomorfismo de D™/9D™ en A™/JA™ y iy, : A™ — A™ la identidad. El diagrama
nos dice que dy, (€2) = jn—19ax0ipr]. En términos de la base de H,_1(X"~!, X"~2), la aplicacién
g+ (compuesta con los isomorfismos pertinentes) lo que hace es proyectar sobre la componente que
viene generada por egfl. A partir de esto, para ver que es cierta, basta usar que el diagrama
es conmutativo. En efecto, la ”coordenada” de dy,(e) = dn¢ax(ipn) respecto de e" 16 es igual a
AapO(ipn).
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3.3. Ejemplos

En esta seccién nos dedicaremos a calcular los grupos de homologia asociados a algunos espacios
topoldgicos muy comunes.

Ejemplo 3.3.1. Grupos de homologia de una superficie cerrada.

Empezamos con las superficies orientables. Es conocido que una superficie de género g puede cons-
truirse como un poligono de 2g lados, identificando sus lados opuestos conservando la orientacion.
También sabemos que en este proceso se identifican todos los vértices del poligono. Esto en térmi-
nos de CW complejos se traduce en que tenemos una 0-celda, 2g 1-celdas y una 2-celda. Mas
concretamente, tenemos que X° es un punto, X! es la suma en cuiia de 2g copias de S y al pasar
de X' a X? lo que hacemos es identificar el borde de D? con X! recorriendo cada 1-celda dos
veces, una en cada sentido. Entonces, d; = 0 ya que sélo tenemos una 0-celda y ya sabemos que
Hy(S) = Z, por ser una superficie un espacio conexo por caminos. Para ver que dy = 0, veamos
que deg(A,p) = 0 para todo 3. Fijamos un 3, sea y € S'. Es claro que A;é(y) = {x1,z2}, siendo
ademds x1 y zo antipodales. Si tomamos H; y Hj los hemisferios abiertos que contienen a z1 y a
T2, respectivamente, tenemos que A,g : H; — S — z es un homeomorfismo, donde z es el punto
al que va el borde de H;. Con esto, deg(Aqyg, ;) = £1. Por construccién deg(Ayp,z1) = 1siy
sélo si deg(Aap, x2) = —1, ya que Aygla, = 9o Anglu,, donde g es una reflexién por la recta que
contiene a y. Por tanto, deg(An,p) = 0, con lo que do =0y Hy(X) = Z%9, Hy(X) & Z.

Ahora hacemos el caso no orientable. Otra vez, sabemos que toda superficie no orientable de
género g puede construirse como un poligono con g lados en el que identificamos cada lado consigo
mismo en sentido contrario. En términos de CW complejos, lo que hacemos es partir de un punto,
anadimos g 1-celdas y luego pegamos una 2 celda recorriendo cada 1-celda dos veces en el mismo
sentido. Repitiendo el mismo argumento que hemos hecho en el caso orientable, es claro que d; = 0
y que al calcular ds obtenemos que deg(A,g) = £2, para cada 3. Si escogemos como generadores de
Hi(X! X9) 22 79 los elementos correspondientes a (1,0, ...,0), (0,1,0,...,0),....,(1,1,..., 1) tenemos
que Hy(X) 2 2971 @7 /27. Adem4s también tenemos que dy es inyectiva, por lo que Ha(X) = {0}.
Con este ejemplo se puede ver que la homologia con coeficientes en Z ofrece una informacién que
se pierde al tomar coeficientes en Fy. Con el Teorema [2.4.12] el Teorema [2.4.8] el Corolario [2.4.9
y la Proposicién tenemos que, denotando por X una superficie cerrada de género 2k + 1,
Hi(X;Fy) =2 (Z/27)%; por lo que es indistinguible si es orientable o no, con este método.

Ejemplo 3.3.2. Grupos de homologia de los espacios proyectivos real y complejo. Em-
pecemos construyendo el espacio proyectivo real de dimensién n, RP™, como un CW complejo.
Usualmente se define RP™ como el conjunto de rectas vectoriales de R"*!, aunque es conocido
que esto es equivalente a S™/ ~, con ~ la relacién inducida por la aplicacién antipodal. Esto es
equivalente al espacio cociente de un hemisferio D™ con los puntos en 9D" identificados con su
antfpoda. Como 9D™ con los puntos antipodales identificados es RP™~!, tenemos que podemos
construir RP™ a partir de RP"~! adjuntédndole una n-celda; mediante la aplicacién S?~! — RP"~!
que viene de hacer el cociente S"~1/ ~ (identificando los puntos antipodales) y, como ya se dijo,
Sn=1/ ~= RP" ! Con esto tenemos que, por induccién, RP" tiene una estructura como C'W
complejo con una celda de cada dimensién, desde 0 hasta m. Si repetimos el mismo argumento
para el caso complejo, tenemos que tiene una celda por cada dimensiéon par. Esto nos dice que,
necesariamente,

0 si k es impar

Hy(CP ):{ Z sikesparyk<n

En cuanto al caso real, es claro que d; = 0. Para calcular di_1, con 2 < k < 2n, repetimos un
argumento similar al del ejemplo previo. En el Ejemplo m se vio que A;ﬁl (y) = {x1,22} ¥ que
deg(Aqp) = £1. Con el mismo argumento vemos que esto se sigue cumpliendo, para cada k. En el
caso previo, se cumplia que Ayg|r, = go Auglm, ¥ ahora se sigue cumpliendo, tan sélo que ahora
g es la aplicacién antipodal en S*~1. Por ello, deg(Anp) = £(1 + (—1)*). Con esto, deg(qp) = 0 si
k es impar y deg(q¢p) = £2 si k es par. Lo que se traduce en

Z si k=0o0sik=mnconn impar
Hi,(RP") =< Z/2Z sik esimpar,0<k<n
0 en otro caso



Capitulo 4

Teoria de Morse

La teoria de Morse aporta ciertas herramientas que permiten conectar la homologia con las muestras
de puntos. Como nuestro objetivo en este trabajo es trazar un camino desde los fundamentos de
la homologia hacia el analisis topoldgico de datos, nos resultarda conveniente estudiar qué relaciéon
tienen los puntos criticos de una funcién de Morse con los grupos de homologia. Empezaremos
este capitulo cubriendo algunos resultados de geometria diferencial necesarios para poder hablar
de teoria de Morse en la siguiente seccion. Se daran por basicos los contenidos de la asignatura
"Variedades Diferenciables’. Los contenidos de este capitulo se han sacado de la Parte I de [I4],
péag 1-19, salvo los que se han sacado de la asignatura "Variedades Diferenciables’.

4.1. Trabajo previo de geometria diferencial

Pese a que se daran por conocidos los contenidos de geometria diferencial dados en la carrera,
enunciamos el resultado de existencia de funciones meseta para establecer la notacién con la que
trabajaremos y porque usaremos explicitamente este resultado.

Lema 4.1.1. Sean M una variedad diferenciable, A C M, A cerrado. Dado U un entorno abierto
de A, existe una funcion diferenciable f : M — R tal que f |[a=1, f |m—uv=0y f(p) >0,Vpe M.
A estas funciones se las denomina funciones meseta.

Y, por los mismos motivos, enunciamos la ley de cambio de cartas.

Lema 4.1.2. Sean x ey cartas de una variedad diferenciable M con dominios de cartas de inter-
seccion no vacia. Sea f: M — R una funcion diferenciable. Se cumple que:

of  0ad of
oyt Oyt OxI

Esta igualdad se conoce como la ley del cambio de cartas. Notese que se estd usando el convenio
de sumacion de Einstein.

Con lo que ya empezamos nuestro estudio. Si en un cierto punto p € M se da que 68 gi = 0, para

todo i con 1 < i < n, decimos que p es un punto critico de f. Diremos que p es un punto critico
2

no degenerado si la matriz Hessiana H con coordenadas H; ; = % no es singular en p, es
decir, si det(H(p)) # 0. Llamaremos indice de f en p, siendo p un punto critico no degenerado,
a la dimensién del mayor subespacio lineal en el que H(p) es definida negativa. Con el siguiente
resultado comprobamos que esta definicién es buena, en el sentido de que no depende de la carta
escogida.

Proposicién 4.1.3. La singularidad (o reqularidad) del Hessiano evaluado en un punto critico no
depende de la carta escogida. El indice de un punto critico no degenerado tampoco depende de la
carta escogida.

37
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Demostracion. Si derivamos directamente la igualdad que tenemos por la ley del cambio de cartas:

O f %3 9f  0a9 9z' 9*f

dykdy  Oykdyt HzI + dy' Oyk Oz Oz

Como evaluamos en un punto critico, tenemos que el primer sumando se anula. Pasando esta
igualdad a una forma matricial:

B A < ozt . 0z o f *f
oyloy! oytoyn oyt oy! dxTozt T Dxloxn
oy .. O ot . Da™ f af
Bynayl aynayn ayn ayn Az oxl dxnOx™

Como z oy~ ! es difeomorfismo, la primera matriz del segundo término debe tener rango maximo,

es decir, determinante no nulo. Como el cuadrado de una matriz simétrica no singular es definido
positivo, tenemos que el indice no depende de la carta escogida. O

Ahora que ya sabemos lo que es un punto critico, vamos a dar unos cuantos lemas que necesitaremos.

Lema 4.1.4. Sea f una funcion de clase C>* en un entorno convexo V del origen en R™, con
f(0) = 0. Entonces

n
f(zla ceey zn) = ingi(zla axn)
i=1

para unas ciertas funciones g; de clase C™ tales que g;(0) = gg, (0).

Demostracion. Denotando t - f(x1,..,x,) = f(tx1,...,tx,) se tiene, por el Teorema Fundamental
del Célculo y la Regla de la Cadena que

df (txy, ..., txy)
flxy,.yxy) = / 7 Tt = / W tp) - Tidt
L Z i,
Por lo que podemos tomar g;(z1, ..., T,) = 01 {%ﬁ:(twl, ey tTy) - widl. O

Lema 4.1.5 (Lema de Morse). Sea p un punto critico no degenerado de f. Entonces existe una
carta y = (y',...,y") con un dominio U, con p € U, tal que y*(p) = 0 para todo i y tal que la

iqualdad
F=fm) =) == @+ )+ ()

es cierta en todo U, donde \ es el indice de f en p.

Demostracion. Primero probamos que si existe tal expresion de f, entonces A es el indice de f en
p. Para una carta cualquiera (21, ..., 2"), si

F=10) = (") = = () + (M) o+ ()
entonces
-2 si i=7<A
82 >
T =1 2 i=j> A
024027 .
0 cualquier otro caso
Lo cual nos dice que la matriz Hessiana de f respecto de la base %(p), ey %(p) es diagonal,

con los A primeros términos de la diagonal iguales a —2 y el resto iguales a 2. Esto nos dice que
existe un subespacio V' de dimension A en el que la matriz del Hessiano es definida negativa y
otro subespacio W de dimensién n — A en el que es definida positiva. Si existiera un subespacio de
dimensiéon mayor que A en el que fuese definida negativa, tendriamos que ese subespacio tendria
interseccién no nula con W lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto A es el indice de f en p.

Ahora probemos que existe tal carta. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que f(p) =
f(0) = 0. Estamos en las condiciones del Lema m por lo que podemos escribir f(x1,...,x,) =
S wigi(z, ..., zy). Como p = 0, g;(0) = g?fi (0) = 0. Por esta razén, estamos en condiciones
de volver a aplicar el Lema m y tenemos que ¢;(T1,...,Tpn) = Z?:l xjhij(x1, ..., z,) para unas
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ciertas funciones diferenciables h;;. Se sigue que f(z1,...,z,) = Z?_j:l z;xjhij(x1, ..., ). Podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que h;; = hj; porque podemos escribir h;; = 3(hi; + hj;)
teniendo asf que h;; = hj; y manteniendo que f(z1,...,2,) = Z?jzl z;xjhij (21, ..., T). Es més,

—_ — 2
por construccién tenemos que la matriz de coordenadas H = (h;;(0)) es igual a (%%(O)), es
decir, es igual a la mitad de la matriz Hessiana. Por hipdtesis tenemos que no es singular. Veamos

por induccién que existe una carta que cumple lo que queremos.

Nuestra hip6tesis de induccién es que existe una carta (uq, ..., u,) tal que

f = :|:(’LL1)2 + ..+ (UT,1)2 + Z UZ"U/th'j(ul, ,un)

Bjz2r

en algin entorno de p, donde la matriz (H;j(u1,...,u,)) es simétrica. Dado que no es singular,
en particular tenemos que ninguna de sus filas es completamente nula. En particular, la r-ésima
no puede ser nula. Por esta razén, con un cambio en las ultimas n — r 4+ 1 coordenadas tenemos
que podemos suponer que H,..(0) # 0. Denotemos, por simplificar la notacién, g(uy,...,u,) =
(|H,»|)'/?. Tenemos que g es una funcién diferenciable y distinta de 0 en algiin entorno de p.
Definimos una nueva carta como

v; = u;sii#Er
Hir(ul,...,un)

Up(U1, e ty) = gug, . ) u7+;ulm

Por el Teorema de la Funcién Inversa tenemos que vy, ...,v, €s una carta de M para un entorno
de p. Para comprobar que esta eleccion de carta es la correcta, notemos que

Zi,jZT uiujhij(ul, ceey un) =

= (UT)ZhTT(uh s un) =+ U Zj>r Ujhrj (Ul, . Un) + Uy Zi>r Uihi,«(’ul, ey ’U,n)—|—

-+ Zi,j>r Uinhij (Ul, ceey Un) = (UT)2hT‘T‘ -+ QUT Zi>r uihir(ul, ceey un) + Zi,j>r uiujhij (Ul, ceey ’U,n)
= (vr/g — Zi>7' uihir/hm’)QhM + 2u, Zi>r Wil (U1 ey U ) + Zi,j>r uiujh; (U1 eens Up,)

= :l:(vr)Z + (Zi>ruihir)2/hrr - 2%(Zi>7- uihir) + 2u, Zi>7- uihir(ula ) un)+

2oy wittihig (U, s ) = £ (0,)? 4 (Zisptiihip ) Ry —

i ilvir hiT U ;-~-;un
—221>T+'hlg Uy +Zuz% +2uTZuihi,,(u1,...,un) + Z witti i (U, ..., Un)

P (U1 eey Up)
= +(v,.)? + Digor ViV H (V1,0 vn)

P> 5>

Por lo que tenemos que:

f = :I:(ul)j (uT,l)Q+Zi’jZTuiujhij(ul,...,un)

+.. £
Tt (1) F £ () + 2 s, vivghi (01, )

Corolario 4.1.6. Los puntos criticos no degenerados estdn aislados.

Demostracion. El Lema |4.1.5/nos dice que si p es un punto critico no generado entonces existe un
entorno V' tal que

F=10) =) = =)+ @)+ o+ (")
en V', y es claro que el Unico punto en el que se anulan todas las derivadas parciales de la derecha
es en el 0, que se corresponde con p. O

4.2. Teoria de Morse

El objeto principal de estudio de la teoria de Morse son las funciones de Morse, por lo que empe-
zamos definiendo este concepto.

Definicién 4.2.1. Sea M una variedad diferenciable y sea f : M — R una funcién diferenciable.
Se dice que f es una funcién de Morse si no tiene puntos criticos degenerados.
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Para probar los dos resultados de teoria de Morse que nos interesan en este trabajo necesitaremos la
nocién de grupo 1-pardmetrico generado por un campo vectorial, por lo que empezamos definiendo
esta nocion.

Definicién 4.2.2. Sea M una variedad diferenciable, un grupo 1-paramétrico de difeomorfismos
es una aplicacién diferenciable ¢ : R x M — M tal que:

1. Para cada t € R la aplicacién ¢; : M — M definida como ¢:(p) = ¢(¢,p) es un difeomorfismo.

2. Para todo t,s € R se cumple que ¢y5 = ¢y 0 .

Este concepto esta fuertemente ligado al de campo vectorial, tanto es asi que dado un grupo
1-paramétrico de difeomorfismos de M podemos definir el siguiente campo vectorial:

X, (f) = lim f(on(p)) = f(p)

h—0 h

Donde f: M — R es diferenciable. Decimos que este campo vectorial genera el grupo ¢. De forma
analoga, y bajo ciertas condiciones, podemos definir un grupo 1-paramétrico de difeomorfismos a
partir de un campo vectorial.

Lema 4.2.3. Un campo vectorial en M que se anula en el complementario de un subconjunto
compacto K C M genera un unico grupo 1-paramétrico de difeomorfismos en M.

Demostracion. Dada una curva ¢ : R — M diferenciable, definimos el vector velocidad % € TM_ )

come d fe(t+h) — fe(t)
c ; c — fc
7 ) =l h

Veamos qué condiciones deben satisfacerse para la existencia y unicidad de un grupo de difeomor-
fismos. Sea ¢ un grupo de difeomorfismos generado por X. Entonces, para cada punto p, la curva
¢+(p) satisface la ecuacién diferencial %t(p) = X4, (p) ¥ la condicién inicial ¢o(p) = p. Esto es cierto

porque
dpi(p) oy _ o F(@ean(0) = F(0e(p)) _ . flonle) = fla) _
g )=l 3 = Jin == = Xo(f)
donde ¢ = ¢:(p). Sabemos que esta ecuacién tiene una unica solucién (diferenciable) definida en
un entorno de p. Esto es, sabemos que existen U C M y € > 0 tales que la ecuacién ‘w;it(p) = X4,(p)

tiene una unica solucién diferenciable para p € U y [t| < e. Veamos que, por las hip6tesis del
enunciado, esta solucién se extiende de forma tnica a M.

Es claro que, como para cada p € K existe un abierto U, que cumple lo previo, {U,}pex es un
recubrimiento abierto de K. Como K es compacto, existe un sobrecubrimiento finito, es decir, una
cantidad finita de abiertos U, que cubren todo K. Cada uno de estos abiertos U, tiene asociado,
por lo previo, un ¢, > 0. Sea € el menor de ellos. Si imponemos la condicién ¢,(p) = p para
p ¢ K, tenemos que esta ecuacién diferencial tiene un tnica solucién ¢;(p) para |t| < ey y para
todo ¢ € M. Esta solucién es diferenciable en ambas variables. Ademas, si [, |s|, |t + s| < €, por
construccién tenemos que ¢pys = @1 0 5. Con esto, tan sélo nos queda extender ¢; para |t| > €.
Es claro que todo nimero real ¢ puede expresarse de forma tinica como un muiltiplo de eg/2 més
un resto r, con |r| < €y/2. Denotemos t = k(eg/2) 4+ r, con k > 0, y definamos

k

¢t = ¢60/2 © ¢eo/2 0...0 ¢60/2 oy

El caso con ¢t < 0 es andlogo, basta cambiar cada ¢, 2 por ¢_, 2. Como la composicién de
funciones diferenciables es diferenciable, esta forma de extender ¢, es diferenciable. Veamos que
Grys = 1 0 ¢s. Denotemos ¢ = k(eo/2) +ry s = k'(e0/2) + r'. Si k, k' > 0, entonces

k K

¢t o (bs = ¢eo/2 o ¢60/2 ©...0 ¢eo/2 o¢7‘ o d)é(]/Q o ¢eo/2 ©...0 d)é(]/Q od)r’

Y, por definicién,
k+k’

¢t+s = ¢€0/2 © ¢£0/2 ©...0 ¢€0/2 o¢7‘¢’l’"
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Por lo que tenemos que ver que ¢, © ¢¢, /2 = P, /2 © ¢ Para todo |r| < €p/2. Sin embargo, esto ya
lo sabemos ya que |r],€e0/2,7 + €9/2 < € por lo que ¢, 0 ¢y /2 = Priey/2 = Pey/2 © Gr y CON €StO
terminamos el caso con k, k' > 0. Los casos restantes se prueban repitiendo el mismo argumento y
cambiando €y/2 por —ey/2 donde sea pertinente. O

Ahora, por fin, podemos atacar los dos resultados de teoria de Morse por los que se incluye este
capitulo en este trabajo. El primero de ellos nos dice que cuando una funcién de Morse no pasa por
un punto critico el tipo de homotopia de las hipersuperficies de nivel se mantiene. Denotaremos
por M, = f~}(—o0,d].

Teorema 4.2.4. Sea f una funcion diferenciable definida en una variedad Riemanniana M. Sea
a < by supongamos que f~1([a,b]) es compacto y no tiene ningiin punto critico de f. Entonces M,
es difeomorfa a M,. De hecho, M, es retracto de deformacion de M.

Demostracion. Denotaremos por (X,Y) el producto escalar de dos campos vectoriales de M. El
gradiente de f es el campo vectorial caracterizado por la igualdad (X, <7 f) = X(f) para cualquier
campo X. Se cumple que /f = g” af . Por ello, tenemos que para una curva ¢ : R — M se cumple
que (dt7vf> d(foc) .Sea A: M — R una funcién meseta de f=1([a,b]), es decir, constantemente
1en f~([a,b)]) y 0 fuera de un entorno compacto de este conjunto. Definimos p : MR como
p = m. Entonces el campo vectorial X definido como X,(f) = p(p)(Vf), satistace las

condiciones del Lema Por ello, X genera un grupo de difeomorfismos. Fijado un ¢ € M
consideramos la funcién f(¢¢(q)). Si la imagen de ¢;(q) esté en el conjunto f~!([a,b]), entonces

df (¢+(q)) d¢t( )
dt

= ( V=X, vf) =1

Por lo que f(¢:(q)) es lineal con derivada igual a 1 si a < f(¢+(q)) < b. Consideremos la aplicacién
Pp_q : M — M, hemos visto que es un difeomorfismo de M, en My; lo que prueba la primera parte
de Para mostrar que M, es retracto de deformacién de Mp, definimos

ry = My — M,

como

o) ={ 4. si /(p) <
' Dra—rp))(P) sia < f(p) <D

A partir de esta definicién, es claro que ry es la identidad, r; es una retraccién de M, es M, y
si f(p) = a entonces r(p) = p, por lo que |y, = idps,; lo que nos dice que 7; es una homotopia
entre ro y 71 que deja M, invariante. Esto es, r; es la homotopia que nos dice que M, es retracto
de deformacién de M. O

Por otra parte, el siguiente teorema nos dice lo que ocurre cuando una funciéon de Morse pasa por
un punto critico no degenerado. Lo que pasa es que el tipo de homotopia va a cambiar.

Teorema 4.2.5. Sea f: M — R una funcion diferenciable, sea p un punto critico no degenerado
de f con indice . Considerando f(p) = ¢, supongamos que f~'([c — €,c+ €]) es compacto y no
tiene otros puntos criticos aparte de p, para algun € > 0. Entonces, para un € > 0 suficientemente
pequerio tenemos que M., tiene el mismo tipo de homotopia que el resultado de pegar una A-celda
a M._..

Demostracion. Por el Lemal4.1.5] podemos tomar u = (u!,...,u™) y U C M una carta y su dominio
tales que f = c— (u')? — ... — (u")? + (v*1)2 + ...+ (u™)? en U. Entonces, u!(p) = ... = u"(p) = 0.

Sea € > 0 lo bastante pequeno como para que f_l([c—e, c+e€]) sea compacto y no tenga otros puntos
criticos a parte de p y tal que im(u) contenga la bola cerrada {(u?,...,u") € R™ : £;(u?)? < 2¢}.
Lo primero es posible por el Corolario y lo segundo por ser im(u) abierto, por definicién para
cada x € im(u) existe un e tal que B(z,€) C im(u). Basta entonces tomar § del menor € que se
necesite para cada condicién y tenemos el € que cumple ambas afirmaciones.

Para continuar, construimos una funcién F' : M — R de la siguiente manera. Sea p : R — R una
funcién de clase C*° tal que u(0) > ¢, pu(r) = 0 para todo r > 2e 'y que —1 < p/(r) < 0 para todo r,
donde p/(r) = %(r). Sea F'=fen M\Uysea F = f—pu((u')?—...4+w")?+2(u )2 +...+2(u")?)
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en U. F esta bien definida y es diferenciable, por ser suma y composicién de funciones diferenciables.
Se definen también las funciones &,7: U — [0,00) como & = (u!)? — ...+ (u*)? y n = (L )2+ ...+
(u™)2. Es claro que f = c—&+ny que F(q) = c—&(q) +n(q) — u(€(q) +2n(q)) para todo q € U. Es
cierto que la regién F~1(—o0,c + €] coincide con M, .. Para verlo, fuera del elipsoide & + 21 < 2¢
es obvio f y F coinciden. Dentro del elipsoide tenemos que F < f=c—&6+n<c+&+n<c+e,
por lo que tenemos la igualdad entre los dos conjuntos. También es cierto que los puntos criticos
de F'y de f coinciden. Por construccién de F', basta calcular sus puntos criticos en U, ya que fuera
de U es igual a f. Con un célculo directo, tenemos que

OF [ —2t" —p/(E+2n)2t" sil<i<A
out 20 — p/(E+20)2t0 siA+1<i<n

donde (¢, ..,t") son las coordenadas en R™. Como —1— ' < —1 < 0, tenemos que en el primer caso
sélo se anula si t* = 0. De forma andloga, como 1 — 2u' > 1 > 0, tenemos que en el segundo caso
s6lo se anula si t* = 0. Por lo tanto el tinico punto critico en U es el origen; con lo que tenemos que
F tiene los mismos puntos criticos que f. Consideremos ahora la regién F~1[c— €, ¢+ ¢]. Sabemos,
por lo previo y por ser F' < f, que F~l[c—e,c+¢ C flc—¢€,c+¢]. Porello F~l[c—e,c+ €| es
compacto. Ademds, no puede tener ningtin punto critico salvo p pero F'(p) = ¢—pu(0) < c—e¢, por lo
que p ¢ F~1[c—¢, c+e]. Estamos en condiciones de aplicar el Teorema y, por ello, tenemos que
F~1(—00,c — €] es un retracto de deformacién de M. .. Denotamos F~!(—o0,c —¢] = M._.UH,
donde H es la clausura de F~1(—oc0,c — €] — M._..

Consideremos ahora la A-celda e* formada por los puntos ¢ € M tales que £(q) < €y n(q) = 0.
Veamos que e* C M._. UH. Si q € e*, F(q) = ¢ —£&(q) — n(€(q)) < ¢ — ¢, por lo tanto q €
F~Y(—o00,c — € = M._.U H. Nétese que ¢ : e* — B(0,¢) es un homeomorfismo, donde B(0, €)
representa la bola de centro 0 y radio ¢ en R*. Si ¢ es un punto en el borde de B(0,¢), por
definicién £(q) = € y n(q) = 0 por lo que f(q) = ¢ — € y entonces ¢ € M._.. Por otra parte, si
&(q) < eymn(q) =0, entonces f(q) =c—&(q) > ¢ — € con lo que ¢ € M._.. Con esto tenemos que,
efectivamente, e* es una A-celda pegada a M,_.. Podemos demostrar ahora que M._. U e* es un
retracto de deformacién de M,_.U H. Definamos r : M._UH x I — M,_.Ue* como la identidad
en M._.UH — U y para definir su imagen en U consideramos 3 casos distintos.

Caso 1.- Sea £(q) < €, en este caso r((u!,...,u"),t) = (u,...,u*, tu 1 .. tu™). Entonces r(q, 1) es

la identidad y 7(¢,0) manda todos los puntos a e, ademaés r(q,t) deja fijos los puntos en e* para
todo t € I.

Caso 2.- Sea € < £(q) < n(q)+ €. Definimos r((u', ..., u™),t) = (u!,...,u*, s} . s,u™) donde
s; = t + (1 — t)(55)1/2. Tenemos que 7(g,1) es la identidad, r(g,0) manda toda la regién a

"
f~(c—¢). Esto es asf ya que si calculamos directamente f(r(q,0)) = c—&(q) — (%)n(q) =c—e¢

. Se sigue cumpliendo que 7(g,t) deja fijos los puntos de este conjunto, para todo ¢t € I. Nétese que
esta definicién de r coincide con la dada en el caso 1 si & = e. Comprobemos que s;u’ es continua

para todo i con A + 1 < i < n. Para ello, calculamos
N 1/2 .
(t—l—(l—t) ((77—'—6)6) )ul
n

<t+(1—t) <§;6)1/2> u

= lim |t+Q—-t)u'|= lim [|u'|=0

{—e,n—0 §—en—0

< lim
£—e,n—0

lim
&—e,n—0

Donde se estd usando que & <7+ €.

Caso 3.- Sea n + ¢ < £. En este caso consideramos r(g,t) como la identidad. Nétese que esta
definicién coincide con la dada en el caso 2 si & =1+ €.

Por construccién, r es una homotopia entre la identidad en M._. U H y un retracto de M._. U et
en M._.Ue. Por tanto, M,_. U¢e* es un retracto por deformacién de M,._. U H. O]

Por el capitulo previo sabemos que anadir una A-celda tan sélo puede afectar a los grupos de
homologia de dimensién A o A — 1. La interpretacion de esto seria que al pegar un A-celda hacemos
que nuestro espacio tenga un nuevo A-ciclo o que un (A — 1)-ciclo pase a ser un (A — 1)-borde.



Capitulo 5

Homologia persistente

Una aplicacion relativamente reciente de la homologia ”clasica” es la homologia persistente, que
pertenece al conjunto de técnicas propias del andlisis topoldgico de datos. La idea inicial es ver
qué ocurre cuando hacemos las bolas de radio € centradas en cada punto de un conjunto de datos
P y calculamos los grupos de homologia de la unién de esas bolas. Ya se cont6 en el Capitulo 1
que, por el 'Nerve Theorem’, esto es equivalente a calcular los grupos de homologia de un complejo
de Cech y que se puede aproximar con complejos de Rips. Sin embargo, este procedimiento lleva
a preguntarnos: {qué e escogemos? En esta linea de pensamiento estd el trabajo de [16], [2] y [1I,
que usan métodos probabilisticos para determinar dicho e. La homologia persistente da la vuelta a
esa pregunta, ya que lo que propone es no escoger ningin e concreto. Lo que propone es estudiar
qué pasa al ir incrementando ¢ de manera continua, desde un valor ”pequeno”, lo bastante como
para que nos quede un espacio de puntos aislados; hasta un valor ”grande”, lo bastante como
para que nos quede un espacio contractil. De esta forma se ve que los grupos de homologia van
cambiando, van apareciendo elementos no triviales en cada grupo que, al seguir aumentando e,
se acaban volviendo triviales. Esto nos lleva a otro problema, diferenciar aquellos elementos no
interesantes (que son informacién dependiente del muestreo o del ruido en el conjunto de puntos)
de aquellos elementos interesantes (que nos dan informacién de la estructura de la que vienen).
Este tema ya no llegaremos a tratarlo en profundidad, aunque daremos alguna intuicién de lo que
se ha desarrollado hasta ahora.

5.1. Primeros conceptos

Los contenidos de la primera parte de esta seccién estdn sacados de [10]. Empezamos introduciendo
algo de notacién. Denotaremos por {K*};c; una filtracién de un espacio topolégico X. Esto es,
I es un grupo ordenado (en nuestro caso, usualmente I = R), K; es un subespacio topoldgico
para cada i, si i < j entonces K' C K7 y U;K* = X. Para cada i consideramos la homologia de
K'. O sea, llamamos C} al grupo de cadenas k-ésimo de K*, 8% : Ci — Ci_, al operador borde,
Zj, = ker(},) al grupo de ciclos, By _; = im(9}) al grupo de bordes, Hj, al grupo de homologia y
n“ : K' — K'"J a la inclusién naturalmente definida. Nétese que 7™/ induce los homomorfismos
g Ci — C oy i Hj — H,™. De hecho, ny” y n<’ son también inclusiones.

Definicién 5.1.1. Definimos el k-ésimo grupo de homologia j-persistente de K’ como:

7
B, Nz

Ademais, se define de forma natural el nimero de Betti j-persistente k-ésimo como la dimensién
de este grupo.

Esta definicién viene de lo que se ha dicho previamente de "estudiar qué pasa al incrementar €”;
para ello comparamos los grupos de homologia de cada elemento de la filtracién, considerando
las imégenes a través de ny’, ya que 77?](212) = Z} (por ser el homomorfismo inducido por la
inclusion).

43
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Notese que el que hagamos en la Definicién el médulo respecto a la interseccion de Z,i con
B,Zcﬂ se debe a que, en general, el segundo no es subgrupo del primero. De hecho, con esa idea

de que el 1iltimo elemento de la filtracién puede ser contréctil, tenemos que hay casos en los que
Zi ¢ B,

A partir de aqui, los contenidos de esta seccién y la siguiente se han sacado de [7], salvo que
se especifique lo contrario. Para continuar introduciendo conceptos de persistencia, diremos que
un elemento no trivial £ € Hj nace en K7 si no estd en H,”’ para ningtn ¢ < j. De la misma
forma, si £ € H} es un elemento no trivial, diremos que muere en K7 si es no trivial en H ,Z] -1
pero se vuelve trivial en H;] . Por tanto, podemos interpretar ,B,i’j como la cantidad de elementos
vivos y linealmente independientes en K* que siguen estando vivos y siguen siendo linealmente
independientes en K7. Ahora, nos gustarfa saber cudntos elementos, linealmente independientes,

nacen en K’y mueren en K7. Para ello esté el siguiente concepto.

Definicién 5.1.2. Sean 4,j € I, con i < j. La multiplicidad de (7,7) de dimensién k, denotada
por ;7 se define como

i = B = B - B - )

Razonemos un poco qué representa exactamente uL’j con esta definicién. La diferencia 62” o Bz’j
representa la cantidad de elementos vivos en K* que siguen vivos en K7~! menos la cantidad de
elementos vivos en K? que siguen vivos en K7. Esta diferencia es la cantidad de elementos vivos en
K que mueren en K 7, como hemos definido previamente. Miremos lo que representa la segunda
diferencia: 8 /7' — Bi7"7 es, de forma andloga, la cantidad de elementos que estén vivos en
K'! y mueren en K. La diferencia entre los elementos vivos en K* y los vivos en K*~* son los
que nacen en K*. Por tanto, tenemos que py? representa la cantidad de elementos, linealmente

independientes, que nacen en K* y mueren en K7.

Ahora que hemos trabajado un poco el caso general, nos vamos a centrar en un tipo de filtraciones:
las que vienen dadas por una funcién f : X — R. Pero antes, necesitamos la siguiente nocién.

Definicién 5.1.3. Sea X un espacio topoldgico y sea f : X — R una funcién continua. Decimos
que un punto a € R es un punto critico homoldgico si existe un entero k € N U {0} tal que,
para todo € > 0, el homomorfismo i, : Hy(f*"!(—o0,a — €]) — Hy(f1(—00,a + €]) inducido por
la inclusién no es un isomorfismo.

Por los Teoremas y sabemos que, en el caso de funciones de Morse definidas sobre un
espacio compacto, estos puntos criticos homoldgicos se corresponden con el valor de sus puntos
criticos ”clasicos”. Para trabajar en un contexto mas general, decimos que una funcién f: X — R
es décil si tiene una cantidad finita de puntos criticos homolégicos y si Hy(f~(—o00,a]) es de
dimensién finita, para todo k € NU{0} y para todo a € R. Denotaremos por F, = H(f~!(—o0, z])
y por f¥ : F, — F, el homomorfismo inducido por la inclusién. Usaremos como convenio que
FY = {0} si z o y son infinito. De aqui en adelante, se considera que estamos trabajando con un k
fijo, por lo que en ocasiones omitiremos los subindices. Se denotard por {a;}1<i<n €l conjunto de
puntos criticos de f y por {b;}o<i<n un conjunto tal que b;,_1 < a; < b;, para todo i. Definimos
b1 =a9p=—00Y bpt1 = apt1 = +00.

Veamos que, aunque no podamos usar en este caso el Teorema para ver que la homologia no
cambia al tomar distintas elecciones de b;; podemos probar un resultado que, en este contexto, le
sustituye.

Lema 5.1.4. Sea [z,y] C R un intervalo cerrado. Si no contiene ningin punto critico homoldgico,
f¥ es un isomorfismo.

Demostracion. Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos que f¥ no es un isomorfismo,
para algin k. Entonces, si consideramos m = (x + y)/2, es claro que f¥ = f¥ o f y por ello
alguno de f¥ o fI* no es un isomorfismo. Si iteramos este proceso veces, obtenemos una sucesién
de intervalos [z, y] 2 ... 2 [a,b] 2 ... de longitud (z+1vy)/2™ en cada paso. Es claro que esta sucesién

converge necesariamente a un punto critico homolégico, contradiciendo nuestra hipdtesis. O

Nétese que las sucesiones {a; } y {b;} nos determinan una filtracién de X, tomando K* = f~!(—o0, a;
o, andlogamente, K* = f~1(—o0, b;].
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Definicién 5.1.5. Sea A = {(a;,a;) € R?> : 0 < i < j < n+ 1}. Definimos el diagrama de
persistencia k-ésimo, denotado por Dg(f), como el multiconjunto (A, my), donde se define la
multiplicidad my, : A = NU {400} como

ij .. .
AN sii#j
(6, 7) { +oo sii=j

Para cada S C R?, denotaremos por D(f)NS al multicon-
junto (ANS, my), es decir, restringimos nuestro diagrama
a esa regién del plano.

El siguiente resultado, conocido con el nombre de k-
triangle lemma’, nos dice que el diagrama de persisten-
cia codifica toda la informacion de los grupos de homo-
logia. Usaremos como notacién de ahora en adelante que
QY = (—o0,z] X [y,+00) C R? es el cuadrante supe-
rior izquierdo con el punto (z,y) como vértice. A partir
de aqui se considera fijado k, por lo que se omiten los
subindices correspondientes.

,,,,,,, — bl

------- — b1

------- — b2

Lema 5.1.6. Sea f : X — R una funcion y sean ¢ < y

valores reales. Entonces se cumple que #(D(f) N QY) =
BTY. br—o br—1 by

' |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
h o |
| |
| |
| |

o - o ---@----
| |
| |
| |
* [
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
[ \

e e e e

Demostracion. Podemos asumir, sin pérdida de genera- Figura 5.1: Representacion grafica de lo
lidad por el Lema que x = b; y que y = bj_1. que ocurre al sumar multiplicidades.
Por definicién, la multiplicidad del cuadrante superior

izquierdo es:

#(D(NHUQN = Y pt= Y Bt giebio gl =

k<i<jy<l k<i<y<l
_ /Bb—lybn+1 _ /3b17bn+1 +ﬁbi7bj—1 _ Bb_l,bj_1

En la primera y en la segunda igualdad no se estan usando mas que las definiciones correspondien-
tes. Para ver que la tercera es correcta, veamos que

—w:l;lz _1 ﬁk’lk_ Flk_lyl:;—z ﬂlk_uk 2,
B B o +pk-LI=1 _ gk—=1l _ gk=2l-1 4 gk-2,
Nk’l + Mk Ll +,uk’l Ly Mk L=l = +Bk,l—2 _ Bk,l—l _phLi-2 4 Bk—l,l—l

L ARLI=2 L gheli-l  gk=21-2 4 gk—21-1
Con sumar los términos de la derecha, se llega a
ol g Rk Ll gkl ghe20 y ghil=2 | gh—2l-2 (5.1)

Esta igualdad es lo que se representa en la Figura[5.1} Tan s6lo queda decir que todos los sumandos
de la Ecuacién (5.1)) son nulos salvo 3%%i-1 ya que estamos considerando FY = {0} si z o y son
infinito lo que implica que S%Y = 0 si uno de los dos es infinito. O

Otra forma de codificar la informacién de los grupos de homologia persistente es a través de su
codigo de barras. Para poder construirlo, empezamos por un concepto mas basico. Esta construc-
cién estd sacada de [I1], el cual basa estas afirmaciones en [I7].

Definicién 5.1.7. Sea R un dominio de ideales principales. Un médulo de persistencia V esta
formado por una familia de R-mdédulos {V, },er v una familia de homomorfismos cpz : Vo, — V para
todo a < b. Debe cumplirse que ¢ o @l = ¢, siempre que a < b < ¢; y ¢? debe ser la identidad
en V,. Un médulo de persistencia se dice de tipo finito si cada V, es finitamente generado, como
R-médulo.

Se puede probar que cada médulo de persistencia de tipo finito puede interpretarse de forma
natural como un R[t]-médulo graduado finitamente generado. Para nosotros es interesante cuando
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R es un cuerpo, caso en el que usaremos F' como notacién. Tanto es asi que algunos autores (por
ejemplo [5] y [8]) definen el mdédulo de persistencia como una familia de F-espacios vectoriales. En
nuestro caso, si nuestra filtracién tiene como indice I = R, tenemos que {H} };cr tiene estructura
de médulo de persistencia, considerando como aplicaciones v% los homomorfismos inducidos por la
inclusién. Denotemos por Vi a {H} }icr, con los homomorfismos inducidos por la inclusién. Con
esto, el teorema de clasificaciéon de F[t]-mddulos graduados finitamente generados nos dice que
existe una base en la que Vj, se escribe como

i N i, Flt
(gBlt .F[t]>@ BZEPHt T

Es precisamente de esta base de donde vienen los cédigos de barras, atin por definir. En el contexto
en el que trabajamos, podemos asegurar que Vj tendrd un generador en la parte libre y que Vi no
tendra ningtn generador en la parte libre, para k > 1. Esto es por lo que se dijo de que para un € lo
bastante pequeno tenemos un espacio discreto y para un € lo bastante grande tenemos un espacio
contractil. Traduciendo esto a los términos de elementos que nacen y mueren, es facil intuir que
estos generadores que aparecen en ig y desaparecen en ig + jg se corresponden con elementos de
los grupos de homologia que nacen en ig y mueren en ig + jg. Tanto es asi que se puede probar el
siguiente teorema, como hacen en [I7], aunque nosotros tan sélo le enunciaremos.

Teorema 5.1.8. La dimension de H;J es igual a la cantidad de generadores i, y jg del mddulo
de persistencia que hay en el intervalo [i, j].

Esto nos da otra forma gréfica de vi-
sualizar cudndo muere y cudndo nace
cada elemento. Ademds, este punto
de vista permite desarrollar un algo-
ritmo para calcular los grupos de ho-
mologia persistente, ya que es equiva-
lente a encontrar una base en la que
se descomponga V. Esto se trabaja
en [I7] y obtienen un algoritmo pa-
ra cuando trabajamos con coeficien-
tes en un cuerpo F'.

Finalmente, un cdédigo de barras

es una representacion grafica de los o ]
generadores de cada intervalo [i, j]. Figura 5.2: Cédigos de barras asociados nubes de puntos

La figura[5.2} obtenida de [13], mues- dadas por pares de bases nitrogenadas.

tra de forma grafica los grupos de ho-

mologia persistente de un par de ba-

ses nitrogenadas. En ambos casos, la filtracién viene dada de la siguiente forma: se toman los
atomos de cada molécula como puntos y se forman los complejos de Cech para distintas distancias.
La lfnea horizontal muestra la distancia que se estd tomando para calcular el complejo de Cech,
medida en dngstroms.

5.2. Estabilidad

En esta seccion vamos a estudiar hasta qué punto se conserva la homologia persistente cuando
la calculamos con respecto a dos funciones déciles distintas f,g : X — R. Antes de enunciar el
resultado principal, recordemos qué es la distancia Hausdorff. Sean A e B subconjuntos en R,
definimos

di (A, B) := max{sup inf ||z — y||c0, sup nf ||z — ||}
rcAYEDB yeEB TEA

Veremos que se cumple la siguiente condicién de tipo Lipschitz para la distancia Hausdorff entre
los diagramas de persistencia construidos a partir de f y g:

du(D(f), D(9)) <1 = 9lloo (5:2)
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Nota 5.2.1. Esta condicién podria refinarse y ver que

dp(D(f),D(9)) < |If — gll

donde dp es la distancia 'bottleneck’, la cual se define como
dp(X,Y) = inf sup ||z — 7(2)||co
7 zeX

donde v : X — Y es una biyeccién cualquiera.

Para probar la Ecuacién (5.2]) debemos refinar el ’k-triangle lemma’ a los llamados 'quadrant

lemma’ y ’box lemma’. Ahora enunciaremos y probaremos el primero.

Lema 5.2.2 (Quadrant lemma). Sea f,g: X — R dos funciones ddciles tales que € =|| f — g ||co-
Sean b,c € R, con b < c. Tenemos que #(D(f) N Q5¢) < #(D(g) N Qf).

Demostracion. Toda la notacién que se ha introducido previamente (F,, f¥ y FY) se va a usar de
forma andloga para g, basta cambiar cada f por g y cada F por G. Tenemos, por la definicién
de || - |loo, que f~(—00,2] C g~ (—o00,z + €], para todo x € R, por lo que podemos considerar
el homomorfismo ¢, : F, — G,i inducido por la inclusién. De forma andloga tenemos 1, :
Gy — Fyic. Porser b < ¢, tenemos los siguientes diagramas inducidos por las inclusiones entre los
respectivos subespacios topologicos

Fis fote
bee —> Lcqe FbJre —> L'cte
‘»"bél Tﬂic d)bT lec
Gy — G, Gy — G,

Como las inclusiones conmutan entre si, tenemos que estos diagramas también son conmutativos.
En el primer diagrama tenemos que f{ ¢ = 1.0gfopp_. Sea & € F1E, por definicién tenemos que
& = f{*¢(n) para algin n € F,_.. Por la igualdad obtenida en el diagrama, tenemos que & = 9.()
siendo ¢ = g§(pp—c(n)) € G§. Se sigue que F™e C im(ec|gg). Por el segundo diagrama se tiene
que 1.(G§) = e 0 gE(Gp) = fi 0 by(Gy) C FYF<. Tenemos la cadena de inclusiones:

b+e b+e
FyTE Cve(Gh) € FyfS (5:3)
La primera inclusién implica que dim(F;*¢) < dim(G§). Si aplicamos el Lema a esta de-
sigualdad, tenemos lo que queriamos. O

Este 'quadrant lemma’ ya nos da informacién relevante que usaremos para probar el teorema de
inferencia de homologia persistente. Sin embargo, no es suficiente para probar le ecuacién , para
lo cual necesitamos el 'box lemma’. Antes de enunciarlo y probarlo, resulta conveniente establecer
una relacién entre rectdngulos en R? y espacios vectoriales, la cual viene dada por D(f). Sea
A C R?, consideraremos que A es un F-espacio vectorial de dimensién A N D(f).

Sean w < = < y < z cuatro numeros reales, todos distintos de los puntos criticos homolégicos
de f : X — R. Recordemos que la dimensién del grupo de homologia F, es por el Lema [5.1.6]
la multiplicidad del cuadrante superior izquierdo con (z,z) como vértice, sin contar el vértice.
De la misma forma, la dimensién del grupo de homologia persistente F¥ es la multiplicidad del
cuadrante superior izquierdo con (x,y) como vértice. Si restringimos Iy« Fy — F; al espacio FY
nos da f¥*: FY — FZ, que es sobreyectiva por construccién. Denotemos por FY* = ker(f¥*). Es
claro que dimFY* = dimFY — dimF?.

Notemos que F¥ C FY porque todo elemento de F¥ es imagen de algin £ € F,, por f¥, por lo que
también es la imagen de fZ(€) a través de fY. Por tanto, podemos considerar la aplicacién f¥*
como la restriccién de f¥* : FY — FZ? a FY. Es claro que el nucleo de f¥#, denotado por F¥7,
estd contenido en F¥"*. Podemos considerar entonces el cociente FyY% = F* /F{*. Como estamos

trabajando con espacios vectoriales, podemos asegurar que dim#FY,; = dimFy* — dimF}*.

Sean a < b < ¢ < d, denotamos por R = [a,b] X [¢,d], que no es mds que el rectdngulo con
(a,0),(a,d),(b,c), (b,d) como vértices; y por R. = [a+¢€,b—¢€] X [c+¢€,d— €], el rectdngulo obtenido
al encoger R.
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Lema 5.2.3 (Box lemma). #(D(f) N R.) < #(D(g) N R).

Demostracion. Supondremos que ni a, b, ¢,d ni a+e€,b—¢, c+€, d—e son puntos criticos homoldgicos
de f. También asumiremos que a +¢ < b —€ y que c+ € < d — ¢, ya que si no estarfamos
trabajando en un caso degenerado que no aporta nada. Atacaremos esta desigualdad interpretando
la multiplicidad del diagrama de persistencia dentro de cada caja como la dimensién de un espacio
vectorial, como se ha explicado previamente. Recordemos que dim F;I:g__: = #(D(f)NRe) y

dim G&5 = #(D(g) N R).

Para probar la desigualdad nos serviremos del siguiente diagrama conmutativo, cuyos elementos
iremos definiendo poco a poco.

T1

Gd

a

ct+e T3 c+e
Fa+€ Fb—e
S2
s3
c T4 c
Ea Eb
Aqui ug = fg_t:’d*ﬁ y uz = bcif’dfe. Los conjuntos ES y Ef son subespacios de G¢ y Gf§, respec-

tivamente. Concretemos quiénes son estos subespacios. Consideramos ¢C|Gg7 la restriccién de 9. a
i, definimos

By = (telag) ™ (ker(uz)) = (eloy) ™ (2079

Nétese que, por lo visto en la demostracién del quadrant lemma[5.2.2] la imagen de G a través de 1.
contiene a Fy ", asi que ker(ug) = im(ve|gg ). Definimos s3 = t.|ge. Consideramos Eg = G N EY.
Veremos més adelante que Ef/ES es un subespacio de GZ"; a partir del cual podemos construir un

. . d— . ., .
homomorfismo sobreyectivo con imagen en F ;_t:’b_ <. Sigamos con la descripcién del diagrama, las
;

aplicaciones 1,73, 3,74 No son mas que las inclusiones naturalmente definidas; u; es la restriccién
. . d L . )
de g&¢ a ES y uy es la restriccion de g, a Ef. La aplicacién sy es la restriccién de 9. a ES, estd
bien definido el que la imagen de s esté en F, (fj_f porque en la demostracién del ’quadrant lemma’
vimos que 9.(GS) C F, acj_f, asi que sigue siendo cierta la afirmacién al restringir la aplicacién a un
. . . ey d—e 3 d—e d
subespacio. Para terminar, s; es la restriccién de p4_. a Fy—° y como vimos que gad_E(Fb_6 ) € G§
(intercambiando F y G), tenemos que la imagen de s; estd en G¢. Con todo esto, el diagrama esta
bien construido y es claro que conmuta.

Por el diagrama, us = s1 0uz0ss, lo cual implica que Ef = ker(u4) por ser ug o sg el homomorfismo
trivial, por construccién. De la misma forma, 1 o u3 = ug o ry4, lo que implica que ES = ker(uy)
porque uy o r4 es nula y r; es inyectiva (por ser una inclusién). Aunque parezca que estamos
usando una notacién redundante, vamos a cambiar el nombre a los subespacios Ef = Eg’d - Gg’d
y B¢ = Eo4 C G9%. Como ES4 = EPY N GSY, el cociente Egzg = EP?/ES puede interpretarse

a

como el conjunto de clases de equivalencia de elementos en Ej

E;’Zl - GZ’i. Por tanto, dim E;’Zl < dim GZ’%.

4 C Gg’d médulo G%?; por lo que

Recordemos que ECY = ker(uy)/ker(u;) y F;_tee’g:: = ker(us)/ker(uz). Por construccién, tene-

mos que S3(/€€T(U4)j = ker(ug). Para ver que s3 induce un homomorfismo sobreyectivo entre los
cocientes, queda comprobar que sz(ker(ui)) = sa(ker(uy)) estd contenido en ker(uz). Esto no es
diffcil ya que rooug082(€) = ugoszory(€) = 0, para todo & € ker(uy) y, como 4 es inyectiva por ser
una inclusion, tenemos que sy (ker(uy)) C ker(us). Con esto, podemos considerar F<T40~¢ C Eg:g

a+e,b—e
y como consecuencia dim F ;I:’g:: < dim E;’Z. Juntando todo a lo que hemos llegado, tenemos la

siguiente cadena de desigualdades:

#(D(f) N R.) = dim F{o)~¢ < dim E) < dim G5y = #(D(g) N R) O



5.3. APLICACIONES 49

Con este resultado ya podemos enunciar y probar la Ecuacién [5.2

Teorema 5.2.4. Sea X un espacio topoldgico y sean f,g: X — R dos funciones continuas ddciles.
Se cumple que

du(D(f), D(9)) < [If = glleo

Demostracion. Sea (x,y) € D(f), consideramos a =x =byc=y =d, porloque R={z} x{y}y
R. =[z—¢€,2+€|x [y—€,y+e]. El 'box lemma’[5.2.3| nos garantiza que §(D(f) N R.) < #(D(g)NR)
y por hipétesis #(D(f) N R.), por lo que §(D(g) N R) > 1 y con eso tenemos que debe haber al
menos un punto (z',y’) € D(g) tal que ||(z,y) — (', )||co < €. O

5.3. Aplicaciones

Una de las aplicaciones de la homologia persistente es la de calcular los grupos de homologia de
un subconjunto X de un espacio métrico M del que tan sélo tenemos una muestra de puntos P.
Llegados a este punto del trabajo, es facil intuir que la forma de hacerlo es tomando como filtracién
de X la dada por los complejos de Cech C.(P) para distintos valores de e. El siguiente teorema nos
garantiza que este procedimiento, bajo ciertas condiciones sobre X y P, es valido.

Sea X C M un conjunto cerrado. Definimos dx : M — R como dx (y) = mingex ||z —y||- Al menor
punto critico homolégico de esta funcién dx se le denomina ’homological feature size’ de X y se le
denota por hfs(X). Supongamos que tenemos otro conjunto P C M, que serd nuestra muestra de
puntos que aproxima X. La notacién que usaremos sera la siguiente: para z < y denotaremos por
XY y por PY los grupos de homologia persistente dados por dx y por dp, respectivamente.

Teorema 5.3.1. Para todo € > 0 tal que dg (X, P) < e < %hfs(X), las dimensiones de cada grupo
de homologia de X y P3¢ son infinitas ambas o finitas e iguales.

Demostracion. Nétese que ||[dx — dpl|loc = du(X, P), por la definicién de distancia Hausdorff.
Entonces, ||dx — dp||oo < €. Podemos usar la primera desigualdad de la Ecuacién ya que para
probar esa cadena de desigualdades en ningiin momento se usa que f y g sean déciles. Usando
dos veces esta desigualdad, intercambiando los papeles de X y P en la primera desigualdad de
cuando se aplica por segunda vez, se obtiene que

dim(Xg) < dim(P?) < dim(X3)

Como 4e < hfs(X), el intervalo [0, 4¢] no contiene ningin punto critico. El Lema nos dice que
dx oy dx3¢ son isomorfismos, por lo que X4 22 Hy,(X) =2 X3¢ y con eso es claro que la cadena de
desigualdades previa es en realidad una cadena de igualdades. O

Es decir, que si tenemos un conjunto de puntos P con dy (X, P) < 1 hfs(X), si tomamos un € > 0
tal que dg(X,P) < e < ihfs(X), calculamos C.(P) y Cs¢(P); resulta que el grupo de homologia
persistente k-ésimo resultante de la inclusién 7 : C.(P) — C3(P) tiene la misma dimensién que
el grupo de homologia k-ésimo de X. Esto nos dice que los grupos de homologia persistente son
estables bajo pequenas pertubaciones de nuestra muestra de puntos.

A la hora de usar la homologia persistente en otros a&mbitos, uno necesita resultados mas generales.
Una linea tedrica que ha dado buenos resultados ha sido la de adaptar la homologia persistente
a la teorfa de categorfas (por ejemplo [B] y [§]) ¥ la de introducir un peso para modificar la
funcién dy (por ejemplo [4]), en esto ultimo juega un papel importante la teorfa de la medida.
Con este desarrollo tedrico se ha adaptado este método para, por ejemplo, analizar propiedades
fisicas, quimicas y bioldgicas del ADN [13]. Como se cita en ese mismo articulo, también se han
conseguido resultados en andlisis de imagenes, reconocimiento de formas, andlisis de datos y visién
artificial.

En definitiva, la homologia persistente es un ejemplo mas de que el estudio de las matemaéticas
mas puras y abstractas tiene aplicaciones sorprendentes en problemas précticos, que en ocasiones
son de naturaleza radicalmente distinta a lo que en un principio motivé dicho estudio.






Bibliografia

Sivaraman Balakrishnan, Alesandro Rinaldo, Don Sheehy, Aarti Singh, and Larry Wasserman.
Minimax rates for homology inference. In Artificial Intelligence and Statistics, pages 64-72,
2012.

Gérard Biau, Frédéric Chazal, David Cohen-Steiner, Luc Devroye, Carlos Rodriguez, et al. A
weighted k-nearest neighbor density estimate for geometric inference. FElectronic Journal of
Statistics, 5:204-237, 2011.

Karol Borsuk. On the imbedding of systems of compacta in simplicial complexes. Fundamenta
Mathematicae, 35(1):217-234, 1948.

Mickaél Buchet, Frédéric Chazal, Steve Y Oudot, and Donald R Sheehy. Efficient and robust
persistent homology for measures. Computational Geometry, 58:70-96, 2016.

Frédéric Chazal, Vin De Silva, Marc Glisse, and Steve Oudot. The structure and stability of
persistence modules. Springer, 2016.

Jia Lin Chen. Universal coefficient theorem for homology. VIGRE REU participant paper,
University of Chicago, 2009.

David Cohen-Steiner, Herbert Edelsbrunner, and John Harer. Stability of persistence dia-
grams. Discrete & Computational Geometry, 37(1):103-120, 2007.

William Crawley-Boevey. Decomposition of pointwise finite-dimensional persistence modules.
Journal of Algebra and its Applications, 14(05):1550066, 2015.

Vin De Silva and Robert Ghrist. Coverage in sensor networks via persistent homology. Alge-
braic & Geometric Topology, 7(1):339-358, 2007.

Herbert Edelsbrunner, David Letscher, and Afra Zomorodian. Topological persistence and
simplification. Discrete Comput Geom, 28:511-533, 2002.

Robert Ghrist. Barcodes: the persistent topology of data. Bulletin of the American Mathe-
matical Society, 45(1):61-75, 2008.

Allen Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2002.

Zhenyu Meng, D Vijay Anand, Yunpeng Lu, Jie Wu, and Kelin Xia. Weighted persistent
homology for biomolecular data analysis. Scientific reports, 10(1):1-15, 2020.

John Willard Milnor, Michael Spivak, and Robert Wells. Morse theory, volume 1. Princeton
university press Princeton, 1969.

James R. Munkres. Flements of Algebraic Topology. Addison-Wesley Publishing Company,
1984.

Partha Niyogi, Stephen Smale, and Shmuel Weinberger. A topological view of unsupervised
learning from noisy data. STAM Journal on Computing, 40(3):646-663, 2011.

Afra Zomorodian and Gunnar Carlsson. Computing persistent homology. Discrete € Compu-
tational Geometry, 33(2):249-274, 2005.



	Introducción
	Homología simplicial
	Complejos simpliciales
	Homología simplicial

	Homología singular
	Definición y primeras propiedades
	Sucesiones exactas
	Teorema de Excisión. Isomorfismo.
	Homología con coeficientes

	Homología celular
	CW complejos
	Definición, isomorfismo y cálculo
	Ejemplos

	Teoría de Morse
	Trabajo previo de geometría diferencial
	Teoría de Morse

	Homología persistente
	Primeros conceptos
	Estabilidad
	Aplicaciones


