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Resumen

Las neuronas son osciladores celulares que tienen diferentes caracteristicas dependiendo de su ubi-
cacion y funcién en el cerebro. Desde una perspectiva matematica, los modelos biofisicos detallados
de neuronas son sistemas de ecuaciones diferenciales caracterizadas por no linealidades muy fuer-
tes que producen oscilaciones de tipo relajacién. Mientras que tales modelos se pueden simular en
nuestros ordenadores personales, resultan muy costosos computacionalmente. En este sentido, se
utilizan modelos neuronales formales, que son capaces de capturar caracteristicas dindmicas esen-
ciales de las neuronas por debajo de su umbral oscilatorio. Otra ventaja de estos modelos es que
pueden usarse para estudiar analiticamente las caracteristicas esenciales de las estadisticas de las
oscilaciones neuronales (también conocidas como potenciales de accién o picos). Sin embargo, el
desafio planteado por estos modelos es poder estimar sus multiples parametros de una manera que
puedan reproducir eficientemente las caracteristicas dindmicas de los “modelos biofisicos detalla-
dos”, de mayor complejidad. Entre los modelos formales, el modelo adaptativo Exponencial simple
de Integracién y Disparo (aEIF), que consta de dos ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE), ha
sido muy eficaz en la simulacién de la dinamica neuronal, tanto en condiciones por debajo y durante
el pico, aunque el procedimiento para la estimacién de sus pardmetros cambia dependiendo del tipo
de célula neuronal que se considere. Aqui presentamos un nuevo procedimiento de ajuste de los
parametros que nos permite utilizar el modelo aEIF para imitar la dindmica compleja de las células
granulares cerebelosas: las neuronas excitadoras primarias en el cerebelo que son cruciales en la
regulaciéon del comportamiento motor de los vertebrados.

Palabras claves: adaptativo Exponencial de Integracién y Disparo, Sistemas dindmicos, Bifur-
caciones, Ajuste, Parametros
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Abstract

Neurons are cellular oscillators that can come in many flavors depending on their location and
function in the brain. From a mathematical perspective, detailed biophysical models of neurons are
systems of differential equations characterized by strong nonlinearities that produce relaxation-like
oscillations. While such models can be simulated on our personal computers, they are computatio-
nally expensive. With this regard, formal neural models are used instead, which are capable of
capturing essential dynamical features of neurons below their oscillatory threshold. Another advan-
tage of these models is that they can be used to analytically study essential features of the statistics
of neural oscillations (also know as action potential or more simply, “spikes”). The challenge set by
these models is, however, to be able to estimate their multiple parameters in a way that can effi-
ciently reproduce dynamics features of the more complicated “detailed biophysical models”. Among
formal models, the simple adaptive Exponential Integrate-and-Fire (aEIF) neuron, which constitu-
tes of two ordinary differential equations (ODE) has revealed very effective in simulating neuronal
dynamic, both in subthreshold and spiking conditions, although the procedure for its parameters’
estimation changes depending on the neuron cell type under consideration. Here we present a new
fitting procedure that enables us to use the aEIF model to mimic the complex dynamics of cerebellar
granule cells: the primary excitatory neurons in the cerebellum that are crucial in the regulation of
motor behavior of vertebrates.

Keywords: adaptative Exponential Integrate-and-Fire, Dinamical systems, Bifurcations, Fit-
ting, Parameters



Introduccion

En los ultimos anos, la investigacion biolégica ha acumulado una enorme cantidad de conocimiento
detallado sobre la estructura y funcién del cerebro. Las unidades de procesamiento elementales en
el sistema nervioso central son las neuronas, que estan conectadas entre si en un patron intrincado.

Las simulaciones a gran escala de la actividad cortical y las investigaciones teéricas de la dindmica
neuronal requieren modelos neuronales que sean biolégicamente relevantes y computacionalmente
rapidos. Ademas, deberfan ser lo suficientemente versatil para abarcar toda la diversidad de tipos
de neuronas ajustando un ntmero restringido de parametros, evitando la necesidad de un nuevo
modelo para cada clase de neurona. El modelado de la dindmica completa de las densidades de los
canales i6nicos en las membranas neuronales, que es responsable de la capacidad de las neuronas
de generar picos, satisface solo dos de estos requisitos: relevancia bioldgica y versatilidad. Por otro
lado, modelar una neurona como un detector de coincidencia o como un proceso estocdstico puede
no captar aspectos importantes del comportamiento de una neurona, pero es relevante para analizar
estadisticamente la ocurrencia de picos, que se relaciona con la forma en que las neuronas codifican
y procesan la informacién [1].

En presencia de un alto bombardeo sindptico, modelar con precisiéon el inicio de un pico es
crucial y un modelo de integracién y disparo con pérdidas (LIF) debe aumentar exponencialmente
para procesar de forma confiable las senales de entradas [2]. Ademds, una variable de recuperacion
adicional es importante para capturar las propiedades de adaptacién y resonancia ([3], [4]). En estas
referencias, un modelo cuadratico simple de iniciaciéon de pico con una variable de recuperacion
linealmente dependiente y un restablecimiento en las variables de estado es suficiente para describir
la mayoria de los tipos de patrones de disparo observados en el sistema nervioso central ([5]), pero
el disparo de un pico en ese modelo ocurre con un retraso poco realista. A diferencia de una de-
pendencia cuadrética del voltaje [6], una no linealidad exponencial [2], mantiene la dindmica lineal
por debajo del umbral y coincide con las mediciones directas en las neuronas corticales ([7]). El
modelo exponencial simple combinado con una variable de adaptacién, llamado modelo adaptativo
exponencial de integracién y disparo (aEIF), se describe con solo dos ecuaciones y una condicién de
reinicio. Es, por construccién, més realista que el LIF, y predice con alta precisién el tiempo de pico
de un modelo de Hodgkin y Huxley basado en conductancia ([8]). Un andlisis de la versatilidad y
relavancia biolégica del modelo aEIF, muestra que reproduce multiples patrones de disparo y repro-
duce eficientemente la dindmica de neuronas de puncién rapida cortical y piramidales de puncién
regular [9].

Sin embargo, las neuronas piramidales y corticales son solo algunos de los tipos de células que
se encuentran en nuestro cerebro. Otra estructura crucial de nuestro cerebro es el cerebelo, que



en volumen representa una décima parte, pero contiene diez veces mas neuronas que el resto del
cerebro. Dentro de esta regién la mayor cantidad de células existentes son las granulares y hasta el
momento no existe un modelo simple para describir la esencia de la dindmica de estas células. Por
tanto surge la necesidad de desarrollar un modelo simple que pueda ser utilizado para caracterizar
la dindmica de las células granulares cerebelosas.

Con el fin de tratar nuestro problema de investigaciéon nos enfocaremos en el modelado de la
dindmica neuronal, pero no solo en términos de iones y canales, como se hace a nivel biolégico,
y tampoco considerando solamente términos de una relacién de entrada / salida, como lo hacen
cientificos tedricos, sino también como un sistema dinamico no lineal.

Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, las neuronas son excitables porque estan
cerca de una transicién, desde el reposo hasta la actividad sostenida de picos, llamada bifurcacién.
Teniendo en cuenta la geometria de los planos de fase en estas bifurcaciones, podemos comprender
muchas propiedades computacionales de las neuronas, como la naturaleza del umbral y los picos.

El objetivo de este trabajo es desarrollar un modelo simple con bases en el modelo aEIF, brin-
dando e implementando un procedimiento para el ajuste de sus diversos parametros, que sea capaz
de reproducir datos experimentales asociados a células granulares.

Para cumplir nuestro objetivo se han realizado las siguientes tareas:

(i) Estudiar el formalismo de las ecuaciones de modelos tipo Hodgkin-Huxley y sus simulaciones
en condiciones basadas en conductancia.

(ii) Estudiar los modelos neuronales con picos simples como los de integracién y disparo, en
particular el adaptativo exponencial.

(iii) Caracterizar la dindmica de esos modelos en el plano de fase y simularlos mediante la plata-
forma Brian2 Simulator en entorno Python.

(iv) Ajustar modelos neuronales mediante una variedad de métodos basados en manipulaciones
analiticas de las ecuaciones neuronales y la aplicaciéon de técnicas de optimizacion como la
evolucién diferencial.

El informe estd compuesto de dos capitulos. En el Capitulo 1 se introducen varias nociones
elementales de neurociencia y modelos neuronales, tanto biofisicos como formales del tipo Hodgkin-
Huxley. Realizaremos un analisis de las propiedades de los sistemas dindmicos no lineales basdndonos
en su comportamiento en el plano de fases, y por ultimo se verd los métodos numéricos que utilizamos
a lo largo del trabajo. En el Capitulo 2 se expone el procedimiento de ajuste que brindamos para
la estimacién de los pardmetros del modelo aEIF para células granulares cerebelosas y realizamos
un anélisis de los resultados obtenidos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Neuronas y modelos neuronales

1.1.1. Principios esenciales de fisiologia neuronal

Una neurona es un tipo de célula que representa la unidad estructural y funcional del sistema
nervioso, encargada de recibir, procesar y transmitir informacién a través de sefiales quimicas y
eléctricas. Esta compuesta de tres partes funcionalmente distintas, llamadas dendritas, soma y
axo6n. En términos generales, las dendritas desempenan el papel del “dispositivo de entrada” que
recoge las senales de otras neuronas y las transmite al soma. El soma es la “unidad central de
procesamiento” que realiza un importante paso de procesamiento no lineal: si la entrada total que
llega al soma excede un cierto umbral, se genera una senal de salida. La sefial de salida es asumida
por el “dispositivo de salida”, el azdn, que entrega la senal a otras neuronas. Una pequenia porcién
de una red de neuronas se bosqueja en la Figura A, que muestra un dibujo de Ramén y Cajal,
uno de los pioneros de la neurociencia alrededor de 1900. Se pueden distinguir dos tipos, las células
de Purkinje (PC) y las células granulares (GC) [I].

Las células granulares son neuronas pequenas de diferentes tipos que no se relacionan entre
ellas, forman la capa gruesa granular de la corteza cerebelosa y son las neuronas més numerosas
en el cerebro. Estas células granulares reciben informacién excitadora de fibras musgosas a través
de fibras paralelas a las células Purkinje y otras neuronas en la corteza cerebelosa (Figura B).
Estas fibras cubiertas de musgo se derivan de muchas ubicaciones pre-cerebelosas, que transportan
una gran variedad de senales que incluyen informacién sensorial, motora y contextual.

Debido a su pequena constante de tiempo de membrana en comparacién con otras células cere-
belosas, su compacidad eléctrica y su expresién de canales rapidos de Na™, se espera que las células
granulares sean bastante excitables y capaces de dispararse a altas frecuencias. De hecho, la eviden-
cia experimental disponible revel6 la activacién de alta frecuencia de células granulares durante la
inyeccién intracelular de pulsos de corriente despolarizante en cortes cerebelosos.
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Figura 1.1: En A se reproduce un dibujo de Santiago Ramdn y Cajal (1989) que muestra células de
Purkinge (PC) y células granulares (GC) del cerebelo de paloma. En B estd representado el circuito
cerebeloso realizado en el programa Inkscape.. Algunas neuronas como las células de olivo inferior
activan el nicleo cerebeloso profundo. En la corteza cerebelar existe una variedad de neuronas in-
hibitorias (interneuronas) y exitatorias como las células granulares, las células Golgi, las células
de Purkinge, las células estrelladas y de cesta, entre otras. Las unicas neuronas excitatorias en la
corteza cerebelar, son las células granulosas. Fstas reciben entradas excitatorias de tres o cuatro
azxones que Santiago Ramdn y Cajal llamo fibras de musgo, y se originan en el nicleo Pontino.
Las fibras musgosas hacen una conexion excitatoria en las células granulosas lo que causa que las
células granulosas disparen un potencial de accion. El axon de una célula granulosa cerebelosa se
divide para formar una fibra paralela, la cual debilita las células de Purkinje. Las fibras paralelas son
enviadas a través de la capa Purkinje hacia la capa molecular donde se ramifican y distribuyen a
través de los drboles dendriticos de la célula Purkinge. La funcion de estos circuitos es enteramente
dependiente de procesos llevados a cabo por la capa granular. Por lo tanto la funcion de las células
granulosas determinan la funcion cerebelar como un todo.

1.1.2. Modelizacién biofisica de una neurona

Las senales neuronales consisten en pulsos eléctricos cortos producidos en las neuronas que se deno-
minan potenciales de accién (Figura , aunque también se les conoce como impulsos o picos.
Desde un punto de vista biofisico, los potenciales de accion son el resultado de corrientes que pasan
a través de canales i6nicos incrustados en la membrana celular, que se abren y cierran en funcién
del voltaje que reciben, y permiten el paso de determinados iones una vez abiertos. Los potenciales
de accion tienen una amplitud de aproximadamente 100 mV y tipicamente una duracién de 1-2 ms.
Una cadena de potenciales de accion emitidos por una sola neurona se llama tren de picos, que no
son mas que una secuencia de eventos estereotipados que ocurren a intervalos regulares o irregulares.
El potencial de accién es la unidad elemental de transmisién de la senal [I].

Los potenciales de accion en un tren de picos suelen estar bien separados. Incluso con una entrada
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Figura 1.2: Potenciales de accién de una célula granular cerebelosa. Cuando u(t) = Upest, que
en este caso es -80 mV, las corrientes internas y externas se equilibran entre si, de modo que la
corriente neta (potencial de membrana) es cero (A). El estado de reposo es estable. Un pulso de
corriente de 40 pA es aplicado (panel inferior de A), produciendo una perturbacion en el potencial
de membrana, llamada despolarizacion. Esta amplificacidon, generalmente no lineal, hace que u se
aleje considerablemente de su estado de reposo, y a este fendomeno se le llama potencial de accion o
pico. Luego ocurre una repolarizacion que no es mds que el impulso que una corriente neta le produce
a u haciendo que vuelva a su estado de reposo. En la figura B se representan las dindmicas de las
corrientes de los canales ionicos que intervienen en la célula granular cerebelosa: una corriente de
pérdida (I1,), varias corrientes de sodio (Ina), varias corrientes de potasio (Ix) y una corriente de
calcio (Ic,), producidas por una simulacion del modelo biofisico [10)].

muy fuerte, es imposible excitar un segundo pico durante o inmediatamente después del primero,
debido a la existencia de un mecanismo celular de refractariedad.

Tanto el interior como exterior de la neurona contiene iones disueltos (Na™, KT o Cl", entre
otros), pero la membrana impide el intercambio de iones entre el interior de la neurona y el liquido
extracelular. Debido a la distribuciéon de dichos iones, en reposo, el exterior de la neurona tiene un
exceso de cargas positivas, y el interior de cargas negativas. Esto produce una diferencia de potencial
o voltaje u(t) entre el interior de la célula y ambiente extracelular, que se denomina potencial de
membrana. Sin ninguna entrada de corriente, la neurona estd en reposo, es decir, su potencial de
membrana es constante en u,.s;. Después de ocurrir un potencial, hay una despolarizaciéon transi-
toria, con una accién seguida de una hiperpolarizacién, y finalmente el potencial de membrana se
recupera a Upest-

Una vez que hemos establecido que las neuronas transmiten diferencias de voltaje, se pueden
describir segtn sus caracteristicas eléctricas. Estas determinan el tiempo y la amplitud del cambio
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de voltaje que generan las corrientes. Algunas propiedades eléctricas que se pueden destacar son:
(i) la resistencia de la membrana en reposo, (ii) la capacidad de la membrana y (iii) el potencial de
equilibrio.

Resistencia de la membrana en reposo. La resistencia de la membrana en reposo determina la
magnitud de los cambios pasivos del potencial de membrana. En la mayoria de las neuronas existe
una relacién lineal entre el tamano de la corriente y la polarizacién de membrana subumbral tal que

R= % (1.1)
donde R es la resistencia, que se mide en ohm (£2), I denota la corriente, medida en amperio (A) y u
el voltaje dado en voltio (V). Esta ecuacién nos dice que cuando se produce una despolarizacién en
la membrana, la neurona también se comporta como una resistencia simple (Figura , pero sélo
para valores de voltajes despolarizantes pequenos, ya que una corriente positiva suficientemente
grande puede provocar una despolarizacién que superard el umbral, generando un potencial de
accion, minuto en el cual la neurona ya no se comporta como una simple resistencia, debido a la
apertura de los canales sensibles a voltaje.

Capacidad de la membrana. Si una neurona fuera una verdadera resistencia, su potencial cam-
biaria instantdneamente en respuesta a una corriente. Esto no ocurre debido a su capacidad, lo
que permite afirmar que la membrana se comporta como un condensador eléctrico (Figura ),
acumulando el exceso de cargas positivas del exterior y negativas del interior. La relacién entre las
cargas (), medidas en culombio (C), la capacidad C, medida en Faradios (F), y el voltaje u, viene
dada por la ecuacién tipica del condensador

C= " (1.2)

Potencial de equilibrio. Los iones se mueven a través de los canales idnicos tanto por fuerzas
eléctricas como por difusion (es decir, por la tendencia de una disolucién més concentrada a equi-
librarse con una menos concentrada cediéndole soluto, en este caso los iones). Hay un potencial
determinado para el cual la fuerza eléctrica se equilibra con la difusién, a la cual se denomina po-
tencial de equilibrio (uyest). En particular, cada canal iénico presenta un potencial de equilibrio
llamado potencial de inversion.

Para concluir, un circuito eléctrico béasico representa un modelo neuronal que consta de un
condensador C en paralelo con una resistencia R accionada por una corriente I(t) (Figura[L.3). Si
la corriente de conduccién I(t) es nula, el voltaje a través del condensador viene dado por el voltaje
de la baterfa wuyes [1].

1.1.3. Formalismo de Hodgkin—Huxley

Los mecanismos iénicos que subrayan la iniciacién y propagacién de potenciales de accién han sido
estudiados por un gran nimero de investigadores. Unos de los aportes mas importantes se le atribuye
a Hodgkin y Huxley. El modelo cuantitativo de Hodgkin y Huxley (H-H) representa uno de los més
grandes de la biofisica celular y, ha sido muy influyente en habilitar una clase de fenémenos de
membrana para que sean analizados y modelados en términos de variables simples. En esta seccién
se mostraran algunos detalles de este modelo y de otros que tienen su base en esta teoria.
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Figura 1.3: Propiedades eléctricas de las neuronas. A Una neurona, que estd encerrada por la
membrana celular (circulo grande), recibe una corriente de entrada (positiva) I(t) que aumenta la
carga eléctrica dentro de la célula. La membrana celular actia como un condensador en paralelo
con una resistencia que estd en linea con una bateria de potencial urest, que recibe una entrada
de corriente que se divide en dos componentes, una que pasa por el condensador y otra por la
resistencia. B Diagrama esquemdtico que describe los elementos pasivos (sombreado rojo) y activos
(sombreado verde) de modelos neuronales. Cuando se habla de los elementos pasivos se refiere al
comportamiento lineal de los modelos y los activos son las no linealidades que presentan. Figuras
adaptadas en Inkscape de [1)].

En una extensa serie de experimentos sobre el axén gigante del calamar, Hodgkin y Huxley
lograron medir las corrientes que pasan a través de canales iénicos y describieron su dindmica en
términos de ecuaciones diferenciales [11]. Encontraron tres tipos diferentes de corriente de iones:
sodio (Na™), potasio (KT) y una corriente de pérdida que consiste principalmente en iones de cloro
(CI7).

El modelo H-H se puede entender con la ayuda de la Figura B. La membrana celular
semipermeable separa el interior de la célula del liquido extracelular y actia como un condensador.
Si se inyecta una corriente de entrada I(t) en la célula, puede agregar més carga en el capacitor o
filtrarse a través de los canales en la membrana de esta. Cada tipo de canal esta representado en la
Figura B por una resistencia. El canal inespecifico (o de iones de C17) tiene una resistencia de
pérdida R, el canal de sodio una resistencia Ry, y el canal de potasio una resistencia Rk. La flecha
diagonal a través del diagrama de la resistencia indica que el valor de la resistencia no es fijo, sino
que cambia dependiendo de si el canal idénico estd abierto o cerrado. Debido al transporte activo de
iones a través de la membrana celular, la concentracion de iones dentro de la célula es diferente de
la del liquido extracelular. El potencial generado por la diferencia en la concentracién de iones esta
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representado por una bateria en la Figura B. Dado que este potencial es diferente para cada
tipo de ion, existen baterias separadas para sodio, potasio y el tercer canal no especifico (o de C17),
con voltajes de bateria En,, Fx y E, respectivamente [5].

Ahora traduzcamos el esquema anterior de un circuito eléctrico en ecuaciones matematicas. La
conservacion de la carga eléctrica en una parte de la membrana implica que la corriente aplicada
I(t) puede dividirse en una corriente capacitiva I que carga el condensador C'y otros componentes
Ii, con k € 1...3, que representan las corrientes que pasan a través de los tres canales iénicos [1].
Por lo tanto, por la primera ley de Kirchhoff tenemos,

3
I(t) = Io(t) + > Ii(t). (1.3)
k=1

En el modelo estandar de Hodgkin-Huxley solo hay tres tipos de canales: un canal de sodio con
indice Na, un canal de potasio con indice K y un canal de pérdida inespecifico con resistencia R
(Figura B). A partir de la definicién de una capacidad C = % donde @ es una carga y u el
voltaje a través del condensador (en términos bioldgicos es el voltaje a través de la membrana), y
conociendo que la corriente de carga es Io = Q se tiene que Io = C. Sustituyendo esta ultima
expresion en la Ecuacion obtenemos

3
Ci= =Y Ii(t) + I(¢). (1.4)
k=1

Como se mencioné anteriormente, el modelo H-H describe tres tipos de canales. Todos los canales
pueden caracterizarse por su resistencia o, de manera equivalente, por su conductancia. El canal
de pérdida se describe mediante una conductancia independiente del voltaje gr = %. Como u es
el voltaje total a través de la membrana celular y Ey, es el voltaje de la bateria, el voltaje en la
resistencia de pérdida en la Figura[I.3| B es u — Ey,. Usando la ley de Ohm, se obtiene una corriente
de pérdida

IL = gL(u — EL).

La deduccion de las ecuaciones de los otros canales iénicos es andloga, excepto que su conduc-
tancia depende del voltaje y el tiempo. Si todos los canales estan abiertos, transmiten corrientes
con una conductancia maxima gna, 0 gk, respectivamente. Sin embargo, es comin que algunos de
los canales estén bloqueados. El avance de Hodgkin y Huxley fue que lograron medir cémo cambia
la resistencia efectiva de un canal en funcién del tiempo y el voltaje. Ademaés, propusieron una
descripcién matematica de sus observaciones. Especificamente, introdujeron variables adicionales
de activacion m, n y h para modelar la probabilidad de que un canal esté abierto en un momen-
to dado. La accién combinada de m y h controlan el canal de Na®™ mientras que el canal de K+
estd controlado por n. Por ejemplo, la conductancia efectiva del canal de sodio se modela como

RLN& = gnam3h, donde m describe la activacién (apertura) del canal y h su inactivacién (bloqueo).

La conductancia del potasio es RLK = ggn*, donde n describe la activacién del canal.

En resumen, Hodgkin y Huxley formularon las tres corrientes de iones que se muestran en el
miembro derecho de la Ecuacién ([1.4]) como
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3 3
S 0= gulu- B (15)
k=1 k=1

gk =g, - T - x4, Vkel...3 (1.6)

donde g; y Fj representan la conductancia y los potenciales de inversiéon de las corrientes iénicas
respectivamente, g, denota el valor méximo de la conductancia, z,,z; € [0,1] son variables que
denotan las compuertas de activacién e inactivacién (inhibicién) de cada uno de los canales iénicos,
y ng > 0 representa el nimero de compuertas.

Las anteriores variables de activacién siguen una evolucién dindmica de acuerdo con una ley
general de la forma:

T =az(u)(l —z)— Bz(u)z, (1.7)
donde ay, B, : R — R son funciones de activacién e inactivacién de cada canal que dependen del
voltaje.

1.1.4. Modelo biofisico de células granulares

La caracterizacién electrofisiolégica y la formalizaciéon de un modelo biofisico completo de la
célula granular del cerebelo fue realizada por D’Angelo y colaboradores [10]. En este modelo se
incluyen conductancias activas en el compartimento somatico. El formalismo general para describir
la cinética de los canales activos se deriva de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley. Siguiendo este
formalismo [Ecuaciones y ], se puede describir el potencial de membrana u, medido en
mV, a través de la suma de las corrientes idnicas Z,lgozl Ii(t), de la siguiente manera:

10
Ci=—Y Ii(t)+I(t),
k=1

donde I(t) es la corriente inyectada. Ademds se tiene una ecuacién que describe la dindmica del
calcio intracelular Ca?t dado en puM:

o= ICa
~ 400F

—1.5(c—0.1),

donde F' la constante de Faraday.
El modelo biofisico de las células granulares se constituye por once corrientes distintas que fluyen
por un canal de pérdida caracterizado por [10]:
Ip(t) = gr(u — Er) + g1(u — Ep). (1.8)
Por tres canales i6nicos de sodio: (a) canal rdpido (NaF), (b) canal resurgente (NaR), (c) canal
persistente (NaP), descritos por las siguientes ecuaciones:
INap (t) = gNaFMRaphNar (U — EL) (1.9)
INar(t) = gNaRMNaRANaR (U — ENa) (1.10)
INap(t) = gNaPMNaPhNap (U — ENa) (1.11)
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Las variables de activacion del canal rapido tienen la forma

MNaF = oNarF (1 — MNaF) — BNaFMNaF

hnak = YNaF (1 — hNaF) — ONaFANaF,
donde «, 3, v y d son iguales a

u+19

1 —exp (—452)

BNar = 36 exp (—0.055(u + 44))
ar = 0.315exp (—0.3(u + 44))
4.5

1+ exp (—%ﬂ) ’

QONaF — 0.9

ONaF =
Las variables de activacion del canal resurgente tienen la forma

MNaR = @NaR (1 — MNaR) — BNaRMNaR

hnar = YNaR(1 — ANaR) — ONaRPANaR,

donde «a, B, v y d son iguales a

—4.
aNag = 2.4-107 4+ 0.15—~ 574 -
1 —exp (—*5%°)
u+ 44
0.11
u 4+ 80
YNaRr = 0.96 exp ( 625 >
u + 83.3
5NaR =0.03 exXp (161>

La variable de activacién del canal persistente tiene la forma

mNap = aNapP (1 — MNapP) — BNaPMNaPs

donde « y (8 son iguales a

u+ 42
anap = 0.091 o)
1—exp (——“E )
u+ 42
BNaP = —0.062 142
I —exp (u0‘5 )

10

También se tienen cinco canales i6nicos para el potasio: (a) canal dependiente del voltaje (KV),
(b) canal de activacién/inactivacién rapida (KA), (c) canal con rectificacién interna (Kir), (d) canal
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lento (KM), (e) canal activado por calcio (KCa), que se describen con:

Ixy (t) = grvmicy (u — Ex)
Ika(t) = gramiahka(u — Ex)
Ik (t) = gxirmkir(u — Ex)
Ixm(t) = gremmxm (v — Ek)
Ixca(t) = gkcamkcea(u — Ex)

La variable de activacion del canal dependiente del voltaje tiene la forma

mky = aky(l —mkyv) — Bkvmxky,
donde « y 8 son iguales a

u+25
1 4 exp ( u+25)
BKV =1.69 exp (—0.0125(U + 35))

v =0.135

Las variables de activacién del canal de activacién/inactivaciéon rapida tienen la forma

mra = aka(l —mxa) — Bramxa
hia = 7ka(l — hxa) — Okahka,
donde «a, 3, v y d son iguales a
14.67

1+ exp (—"4557)

QKA =

u + 18.28
- 0.33
KA —
1+ exp (*H35)
P 0.31
KA = 1+exp( u+4%95)

Las variables de activaciéon del canal con rectificacion interna tienen la forma

mkir = akir(1 — MKir) — BKirMKir,

donde « y (8 son iguales a

u ~+ 83.94
0.028
Brir = Q10 - 0.17exp <—>

u + 83.94
Q10 = 3TF.

.041
QaKir = QIO -0.135 exp (—00>

11
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La variable de activacién del canal lento tiene la forma
v = akm(l — miw) — Brkvmkw,
donde « y 8 son iguales a

axy = 0.008 exp (0.025(u + 30))
Bt = 0.008 exp (—0.005(u + 30)).

La variable de activacién del canal activado por calcio tiene la forma
mkca = akca(l — mkea) — Bkcamkea,

donde « y (8 son iguales a

2.5
(8% fry
ROA T 1 4 L5 exp (—0.085u)
1.5
Brca =

1+ 1% exp (—0.085u)
Y por ultimo, existe un canal de calcio de la siguiente forma:

ICa(t) - gCam%ahCa(u - ECa)a (117)

y las variables de activacion de este canal tienen la forma

MCa = aCa(l - mCa) — Bcamca

hCa = '70a(1 - hCa) - 5CahCaa
donde «, 3, v y d son iguales a

aca = 0.15 exp (0.063(u + 29.06))
Bca = 0.249 exp (—0.039(u + 18.66))
Yca = 0.039 exp (—0.055(u + 48))
Sxa = 0.039 exp (0.012(u + 48)).

1.1.5. Modelo de Integraciéon y Disparo

Los modelos biofisicos detallados de neuronas basados en conductancia pueden reproducir medi-
ciones electrofisiolégicas con un alto grado de precisién, pero debido a su complejidad intrinseca,
estos modelos son dificiles de analizar por métodos analiticos. Por esta razén, se utilizan modelos
neuronales formales, que son capaces de reproducir las caracteristicas dindmicas esenciales de las
neuronas en particular la dindmica de picos. En esta seccion discutimos una clase de estos modelos
que son conocidos como modelos de integracién y disparo.

Los modelos de integracion y disparo tienen dos componentes separadas que son necesarias para
definir su dindmica: primero, una ecuacién que describe la evolucién del potencial de membrana
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u(t); y segundo, un mecanismo para generar picos y restablecer la membrana a valores por debajo
del umbral de generacién del potencial de accién. En este sentido la célula serd capaz de generar un
nuevo potencial cuando recibe otro estimulo. En un modelo de integracién y disparo la variable u
describe el valor momentaneo del potencial de membrana de la neurona. En ausencia de cualquier
entrada, el potencial estd en su valor de reposo Uyest. Si un experimentador inyecta una corriente
I(t) en la neurona, o si la neurona recibe informacién sinéptica de otras neuronas, el potencial u se
desviara de su valor de reposo.

Para llegar a una ecuacién que vincule el voltaje momentdneo u(t) = urest con la corriente de
entrada I(t), se utiliza la ecuacién de equilibrio (primera ley de Kirchhoff) de forma similar a como se
defini6 en la Seccién [I.1.3] donde la corriente de conduccién estd dividida solo en dos componentes:
Ir = “£, que es la corriente que pasa a través de la resistencia R = g% con voltaje up = U — Upest ¥
conductancia gy, e Ic = C'u, que es la corriente a través del condensador con capacidad C'. De esta
forma,

I(t) =1+ Ic
=4gL [u(t) - urest] + Cua

y despejando se obtiene la ecuacion diferencial,
Cu = —gL[u(t) — urest] + I(t). (1.18)

De la ingenieria eléctrica es la ecuacién de un integrador con pérdidas o un circuito R-C clésico, y
con una perspectiva de neurociencias la Ecuacién (|1.18]) se denomina ecuacién formal de membrana
pasiva de la neurona.

1.1.6. Modelo Exponencial de Integracion y Disparo con y sin adaptacién

En el modelo exponencial de integracién y disparo, la ecuacién diferencial para el potencial de
membrana estd dada por

Cu = f(u) = —grlu(t) — upest] + A exp <U;frh> + 1(t). (1.19)

El primer término de la Ecuacién es igual que en la Ecuacion y describe la pérdida
de una membrana pasiva. El segundo término es una no linealidad de tipo exponencial con los
parametros Ap que mide la “inclinaciéon”de la curva, y 1, que indica el umbral de disparo del
potencial de accién.

Sin embargo, una sola ecuacién no es suficiente para describir la variedad de patrones de activa-
cion que exhiben las neuronas en respuesta a una corriente de paso. Por esta razén, a la Ecuacién
se le acopla a menudo ecuaciones de adaptacién tal como se hace en [8]; y el modelo completo
aEIF queda [I]:

Cti = —gp[u(t) — tirest] = > _ wi + I(t) (1.20)
k

T Wk = (U — Upest) — W (1.21)
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donde w; denotan variables de corrientes abstractas, 7, son constantes de tiempo y a el nivel de
adaptacién del umbral. Ademds en cada tiempo de disparo, la variable wy se incrementa en una
cantidad b, que representa la adaptacion activada por picos.

En este estudio limitamos nuestro andlisis al modelo aEIF simple que consiste de dos ecuaciones
diferenciales: una para u y otra para una corriente de adaptacién simple [§].
(=00 g 1) (1.22)

Arp

T = a(t — Upest) — W (1.23)

Cu = _gL(U - u’/‘est) + gLAT €Xp

Cuando la corriente impulsa el voltaje w por encima del umbral 9J,,, el término exponencial
activa una retroalimentacién positiva que conduce a la mejora del potencial de accién. Luego de
este aumento el voltaje es reemplazado por el valor de reinicio u,. y la variable de adaptacién aumenta
en una cantidad b, es decir,

U — Uy

w— w, = w + b. (1.24)

Si u > 19,5, entonces {

El modelo aEIF con una corriente adaptativa simple es el comienzo de nuestro procedimiento
de ajuste. Sin embargo, antes de la introduccién de este procedimiento, necesitamos proporcionar
al lector algunas nociones simples tomadas de la teoria de los sistemas no lineales, de los cuales las

Ecuaciones ((1.20) y (1.21]) son un ejemplo.

1.2. Sistemas no lineales y teoria de bifurcacion

1.2.1. Definiciones generales

Un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales es un sistema del tipo
(1) = £(x. p) (1.25)

donde t € R, x(t) € R™ representa el vector de estado del sistema, p es un vector de pardmetros
definido en un subconjunto P C R™, y la funcién f: U — R” es una funcién no lineal continuamente
diferenciable en algiin subconjunto U C R".

FEl sistema no lineal puede tener solucién inica en cierto intervalo bajo ciertas condiciones,
pero de manera general no sera posible resolverlo de un modo analitico, por tanto resulta efectivo
considerar la informacién cualitativa que puede ser obtenida acerca de sus soluciones sin resolver
las ecuaciones. Las cuestiones que seran consideradas en esta seccién estan asociadas con la idea de
estabilidad de una solucién, y los métodos empleados son basicamente geométricos. En particular
consideramos sistemas no lineales de dos ecuaciones diferenciales de primer orden que cumplen la
siguiente definicion.

Definicion 1.2.1 Sea un sistema diferencial bidimensional de primer orden. Se denomina sistema
autonomo si no depende de la variable independiente t € R, es decir, se puede escribir de la forma

&= fi(z,y) (1.26)
y = fa(z,y) (1.27)
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donde fi, fo : U — R? son funciones reales definidas en un subconjunto U C R? que describen la
evolucion de la variable de estado bidimensional (x(t),y(t)).

Las funciones z(t) e y(t) pueden considerarse como las dos componentes de una funcién vectorial
que denotaremos por X (t) : I C R — R?. Al variar la variable independiente ¢, el punto (z(t), y(t))
define una curva en el plano z-y, con t como parametro. Esta curva se denomina trayectoria u
Orbita, y el plano z-y lo llamamos plano de fase (o de estados). La representacién geométrica de
todas las trayectorias de un sistema dindmico en el plano de fase, se denomina retrato de fase.
Dado que cada punto en el plano de fase (z, y) se puede asociar a su propio vector (fi(z,y), fo(z,v)),
se dice que el sistema anterior define un campo vectorial en el plano. Por otro lado, no todas las
curvas dibujadas arbitrariamente en el retrato de fase corresponden a una solucién de las ecuaciones
diferenciales. Lo especial de la curva solucién es que el vector de velocidad (o flujo) (&(t),¥y(t))
en cada punto a lo largo de la curva viene dado por el lado derecho de las Ecuaciones (|1.26]) y
(L.27). Es decir, el vector de velocidad de la curva (z(t),y(t)) en un punto (zg,yo) viene dado por
(@), 5(8)) = (fi(20,0), f2(z0, y0)). Esta propiedad geométrica, que el vector (fi(z,y), fo(x,y))
siempre apunta en la direccién en que fluye la solucién, caracteriza completamente las curvas de
solucién, es decir, dependiendo de dénde nos encontremos, nos dice a dénde vamos [5].

Cada trayectoria (z(t),y(t)) es unica, de modo que diferentes trayectorias pueden coexistir en el
retrato de fase, pero no se cruzan, o en otras palabras, un punto (xg,yp) pertenece univocamente a
una Unica solucion. Esto se formaliza mediante el teorema fundamental de existencia-unicidad, que
se establece a continuacién y su demostracién se puede ver en [12]:

Teorema 1.2.2 (Teorema Fundamental de Ezistencia-Unicidad) Sean U un subconjunto abierto de
R2, (f1, f2) un campo vectorial continuamente diferenciable en U, y (z0,y0) € U. Entonces existe
una constante ¢ > 0 tal que el problema de valor inicial

i = fi(z,y) (1.28)
v = fa(x,y) (1.29)
((0),4(0)) = (20, y0) (1.30)

tiene una solucion unica (x(t),y(t)) en el intervalo [—c, c].

Algunas veces el movimiento representado con los diagramas de fases no muestra una trayectoria
bien definida, sino que ésta se encuentra alrededor de algin movimiento bien definido. Cuando esto
sucede se dice que el sistema es atraido hacia un tipo de movimiento, es decir, que hay un atractor.
Estos tienen varias clasificaciones, entre ellas estdn los atractores clasicos, en los que todas las
trayectorias convergen en un unico punto, es decir, todas las trayectorias terminan en un estado
estacionario. Estas pueden ser puntos de equilibrios (o puntos fijos) o ciclos limites. Nos centraremos
en los puntos fijos.

1.2.2. Puntos de equilibrios

Definicion 1.2.3 Un punto de equilibrio del sistema formado por las Ecuaciones Y
es un punto (z*,y*) € R? tal que f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0, y la solucion correspondiente (z(t),y(t))
se llama solucion de equilibrio.
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Definicién 1.2.4 Se llama linea nula de x (z-nullcline) la curva definida por & = 0, y linea
nula de y (y-nullcline) la curva § = 0.

Por lo tanto, a lo largo de la linea nula x, el campo vectorial (f(x,y),g(z,y)) apunta hacia arriba
o hacia abajo. Similarmente a lo largo de los vectores linea nula y, los vectores apuntan hacia la
izquierda o hacia la derecha. Cada punto de interseccién de las lineas nulas es un equilibrio ya
que & = y = 0y, por lo tanto, f(z,y) = g(z,y) = 0. De forma reciproca, cada equilibrio de un
sistema bidimensional es un punto de interseccién de sus lineas nulas. Las lineas nulas dividen el
plano de fase en regiones separadas; en cada una de estas regiones, el campo vectorial apunta en la
direccién de uno de los cuatro cuadrantes: (i) f > 0, ¢ > 0; (ii) f < 0, g > 0; (iii) f < 0,9 < 0;
(iv) f > 0,¢9 < 0. De esta manera, el conocimiento de nulclines permite conocer la curva solucién
para el problema de valor inicial dado en el Teorema [1.2.2] [A].

Un equilibrio (x*,y*) es estable si alguna solucién (z(t),y(t)) a partir de (xg, o), lo “suficiente-
mente cerca”del equilibrio (a una distancia § del punto), permanece “suficientemente cerca”de esta
ultima todo el tiempo (como mucho a una distancia € la una de la otra). Formalmente lo definimos
de la siguiente manera:

Definicién 1.2.5 Sean (z*,y*) un punto de equilibrio y (xo,yo) las condiciones iniciales del Sistema
Yy . El punto (z*,y*) es estable si para todo € > 0 existe un & > 0 tal que si la distancia
(o, y0) — (z*,y*)|| < & entonces la (unica) solucion (z(t),y(t)) que satisface la condicion inicial
cumple que ||(z(t),y(t)) — (z*,y*)|| < € para todo t > 0.

Definicién 1.2.6 Un punto de equilibrio (x*,y*) es inestable si no es estable.

Se define ademsds, la estabilidad asintética de un punto que significa que soluciones que empiezan
suficientemente cerca, no sélo permanecen cercanas sino que eventualmente acaban convergiendo al
mismo equilibrio.

Definicién 1.2.7 Sean (x*,y*) un punto de equilibrio y (xo,yo) las condiciones iniciales del sistema

y. El punto (x*,y*) es asintéticamente estable si:

(i) (z*,y*) es un punto de equilibrio estable, y ademds

(ii) existe 6 > 0 tal que toda solucion (x(t),y(t)), que para t = 0 toma valor inicial (xo,yo) @
distancia menor que 0 de (x*,y*) (es decir si ||(xo,y0) — (x*,y*)|| <0 ), cumple:

lm (z(t),y(t)) = («*,y7).

Un punto de equilibrio estable asintéticamente puede ser definido como exponencialmente esta-
ble si las soluciones no sélo convergen, sino que ademads convergen al menos tan rapido como
ol (zo, yo) — (z*,y*) e para algtn a, § > 0.

Definicién 1.2.8 Sean (z*,y*) un punto de equilibrio y (xo,yo) las condiciones iniciales del sistema

y. El punto (z*,y*) es exponencialmente estable si:
(i) (x*,y*) es un punto de equilibrio asintdticamente estable, y ademds
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(i1) ezisten o, 5y 0 > 0 tal que toda solucion (x(t),y(t)), que parat = 0 toma valor inicial (zo, yo),
si para ||(zo, yo) — (*,y")|| < 8, cumple: [[(2(), y(t)) — (=*,y)|| < all(z0,y0) — (&%, y") e
para todo t > 0.

Para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio, se debe considerar el comportamiento del
campo vectorial bidimensional en una vecindad local de este punto. El Sistema no lineal y
se puede linealizar cerca del equilibrio (z*,y*) mediante la expansién de la serie Taylor hasta
el primer orden [I3]. Para este propdésito, se supone que u = = — z* y w = y — y* denotan las
componentes de una pequena perturbacion del punto de equilibrio. Luego, por sustitucién de estos

ultimos en las Ecuaciones (|1.26)) y ([1.27)), se deduce que

W=,
= f(a" +u,y" +w), (Por sustitucién),
* * 8f * * 8f * * 22 .
~ f(z*,y") + ua—(a: JYT) + wa—(x , %),  (Expansién de Taylor hasta el primer orden),
€T Y
mugi(l‘*ay*) +wg£(m*7y*)7 (Porque f(.li*,y*) = 0) (131)

Para el diferencial de w se obtiene una expresién similar a la Ecuacién (|1.31)),

w R us (27, y )+w8y(:v Y

Por lo tanto, la perturbacién (u,w) evoluciona de acuerdo con

(Z) ~ 3(2*,y") (Z) , (1.32)
of of

donde J(z*,y*) = <‘3“’g‘3 gg) es la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio (z*,y*). Las
or Oy (z*,y*)
soluciones del sistema linealizado se aproximan al comportamiento del campo vectorial bidimensional

del Sistema de Ecuaciones ([1.26)) y (1.27) en una vecindad local del punto de equilibrio (z*,y*).
Estas soluciones son de la forma [13]:

t
<Z)((t))> = c1eMlyy + cgeM?tuy, (1.33)

donde ¢, ca € R y los vectores distintos de cero vy, vo € R? son lo vectores propios de la matriz
Jacobiana J, con sus respectivos auto-valores A\; y A2 que tendran la forma siguiente:

tr(J) £ 1/tr(J)2 — 4det(J)
2 )

A=

donde tr(J) = % + g—g y det(J) = %g—z - %% representan la traza y el determinante respectiva-
mente de la matriz Jacobiana J [I3]. Dependiendo del signo del discriminante A = tr(J)? — 4 det(J)
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Figura 1.4: Clasificacion de equilibrios. En sistemas dindmicos bidimensionales, los equilibrios
pueden clasificarse en nodos, ensilladuras o focos dependiendo de la traza (tr) y el determinante (det)
de la matriz jacobiana J. Esta clasificacion corresponde a una configuracion unica de los valores
propios en el plano complejo y, a su vez, a un plano de fase local unico en una vecindad de cada
equilibrio, como se muestra en los recuadros correspondientes. Los nodos o focos pueden ser estables
(dreas sombreadas de color) o inestables, mientras que las ensilladuras siempre son inestables. Las
inserciones de valores propios representan los dos valores propios de la matriz jacobiana (circulos
negros) en el plano complejo para el cual el eje real estd en purpura y el eje imaginario estd en
negro. Figura reproducida en Inkscape.

evaluado en el punto (z*, y*), los valores propios pueden ser reales (si A > 0) o complejos conjugados
(si A < 0). En particular, cuando ambos valores propios son negativos (o tienen partes reales nega-
tivas), es inmediato ver de la Ecuacién que u(t) — 0y w(t) — 0, lo que significa z(t) — z* e
y(t) = y*, de modo que el equilibrio es exponencialmente (y por lo tanto asintéticamente) estable.
En cambio, es inestable cuando al menos un valor propio es positivo o tiene una parte real positiva.

Ademads de definir la estabilidad de un equilibrio, los valores propios también definen la geometria
del campo vectorial cerca del equilibrio (Figura, y se definen tres tipos principales de equilibrios:
nodos, ensilladuras y focos ([13],[5]). La diferencia en el comportamiento de los sistemas con distintos
equilibrios se puede percibir por las perturbaciones, que en el caso de los nodos, decaen de forma
mondétona y en los focos oscilatoriamente.

Definicién 1.2.9 Sean (z*,y*) un punto de equilibrio, J la matriz Jacobiana de Y A1, Ag los
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valores propios de J. El punto (x*,y*) se denomina modo si los valores propios tienen el mismo
signo, es decir, My > 0. Se dice que el nodo es estable cuando A1, o < 0 e inestable cuando
AL, A2 > 0.

Las trayectorias tienden a converger o divergir de un nodo (Figura|l.4)), a lo largo del vector propio
correspondiente al autovalor con el menor valor absoluto.

Definicién 1.2.10 Sean (z*,y*) un punto de equilibrio, J la matriz Jacobiana de Y A1, A2 los
valores propios de J. El punto (z*,y*) se denomina punto de ensilladura si ambos valores propios
son reales pero de signos opuestos, es decir, A1 Ay < 0.

La mayoria de las trayectorias se acercan a punto de ensilladura a lo largo del vector propio corres-
pondiente al valor propio negativo (estable) y luego divergen del punto de ensilladura a lo largo del
vector propio correspondiente al valor propio positivo (inestable) (Figura [1.4)).

Definicion 1.2.11 Un caso especial de punto de equilibrio es cuando uno de los valores propios
es cero, es decir, AAs = 0 con A\ # Aa. En este caso, el equilibrio es de tipo mixto y se llama
nodo-ensilladura.

Definicién 1.2.12 Sean (z*,y*) un punto de equilibrio, J la matriz Jacobiana de Y A1, A2 los
valores propios de J. El punto (z*,y*) se denomina foco si ambos valores propios son complejos
conjugados. Un foco es estable cuando los valores propios tienen partes reales negativas e inestable
cuando los valores propios tienen partes reales positivas.

La parte imaginaria de los valores propios determina la frecuencia de rotacién de las trayectorias
alrededor del equilibrio del foco. En la Figura se puede observar como se representan los focos
segun su estabilidad. Si ambos valores propios tienen partes reales distintas de cero, el punto fijo
es hiperbdlico. Por lo tanto, los nodos y ensilladuras son ejemplos de puntos fijos hiperbdlicos. A la
inversa, un punto de nodo-ensilladura es un punto no hiperbélico ya que uno de los valores propios
es cero en este punto. El importante teorema de Hartman-Grobman [I2] afirma que el retrato de
fase del sistema cerca de un punto fijo hiperbodlico es “topolégicamente equivalente” al
retrato de fase del sistema linealizado [[.32} en particular la linealizacién captura fielmente el tipo de
estabilidad del punto fijo. La terminologia de “topolégicamente equivalente” hace referencia a que
existe un homeomorfismo que transforma un retrato de fase en el otro, de modo que las trayectorias
se transforman en trayectorias y el sentido del tiempo (es decir, la direccién de las flechas del campo
vectorial) se conserva.

1.2.3. Bifurcaciones en sistemas bidimensionales

En el sentido mas general, por bifurcaciéon en una familia de sistemas dindmicos se entiende un
cambio cualitativo en el retrato de fase cuando un parametro alcanza o sobrepasa a un cierto valor
critico. Mas especificamente, llamamos bifurcacién de un punto de equilibrio el caso donde este
cambio consiste en la aparicién o destruccién del equilibrio o en el cambio de su hiperbolicidad. Esto
suele ser para un conjunto especifico de valores de parametros del modelo, que define el llamado
punto de bifurcacién del sistema.
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Consideramos el sistema bidimensional (1.26] [L.27)) escrito de la siguiente forma

x':fl(l‘)ghlu’) (134)
= fa(z,y, p) (1.35)

donde el pardmetro p € R se anade para enfatizar que la estructura cualitativa del flujo ((t), y(t))
depende de este. En particular, a medida que p varia, los equilibrios del sistema formados por las
Ecuaciones y pueden perder (ganar) estabilidad y aparecer (desaparecer) resultando
en cambios cualitativos del retrato de fase del sistema. Cuando ocurre cualquiera de estos cambios,
se dice que el sistema sufre una bifurcacion, p se conoce como el parametro de bifurcacién y el valor
de p en el que existe la bifurcacién se llama punto de bifurcacion.

Dos posibles bifurcaciones conocidas por las cuales esto podria suceder son la bifurcacién del
nodo-ensilladura y la bifurcacién de Andronov-Hopf. En una bifurcaciéon de nodo-ensilladura,
un valor propio real simple se aproxima a cero. La condicién de no hiperbolicidad para esta bifurca-
cién es, por lo tanto, que la matriz jacobiana del sistema en el punto de bifurcacién tiene exactamente
un valor propio cero. Esto corresponde al escenario en el retrato de fase (Figura ) donde un nodo
estable (cuadrado negro) y una ensilladura (cuadrado rojo) se unen en un punto de nodo-ensilladura
(cuadrado negro y rojo) y luego desaparecen. En cambio una bifurcacién de Andronov-Hopf (Figura
) se refiere a la desaparicién o aparicion local de un equilibrio de un foco y los valores propios
son imaginarios puros, los cuales resultan en la aparicién o desaparicién de otro tipo de atractores,
conocidos como ciclos limite (Figura ), que no se consideran en este trabajo.

1.2.4. Dinamica y bifurcaciones del modelo aEIF

La interaccién de las Ecuaciones ((1.22)) y (|1.23)) con el reinicio dado por la Ecuacién ([1.24]) da

como resultado una rica estructura dindmica. Hay nueve pardmetros mas la corriente inyectada I,
pero estos se pueden reducir a cuatro mds la corriente I mediante cambios de variables ([21]). De
esta manera las ecuaciones se pueden escribir en unidades adimensionales expresando el tiempo en
unidades de la constante de tiempo de membrana 7, = g%, el voltaje en unidades del factor de
pendiente A7 y del umbral de voltaje 4., y reescribiendo tanto la variable de adaptacion w como
la corriente de entrada I en unidades de voltaje, obteniendo el siguiente modelo equivalente ([21]):

U= —u+exp(u) —w+ 1

TpW = aU — W

y al ocurrir el potencial de accion:

U

w — w + b,

. _ — — —0 . .
donde las nuevas variables son u© = * A“?;h, w = W; la corriente inyectada
I = gLIAT +(1+ i)%; y los cuatros nuevos pardametros que se tienen en este modelo equi-
—_ Tw — 9LTw 7 _— a 7 Ur—Vrp P _ b

valente son 7, = =gt a= Uy = Ty b= AT

La dinamica en el plano de fase u-w esta determinada en parte por el nimero y la naturaleza
de los puntos de equilibrios, que como vimos en el apartado anterior son las intersecciones de las
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Figura 1.5: A Bifurcacion de nodo-ensilladura en una vecindad local del punto de bifurcacion. En
B, un retrato de fase de una bifurcacion supercritica de Hopf. En el punto de bifurcacion (figura del
medio) nace un ciclo limite estable del foco, mientras que este ltimo se vuelve inestable. El ciclo
limite crece con el pardmetro de bifurcacion que resulta en oscilaciones de amplitud creciente. En
C, se muestra el caso de una bifurcacion de Hopf subcritica, un ciclo limite inestable preexistente

se contrae con el pardmetro de bifurcacion y finalmente desaparece en el foco. Figura reproducida
en Inkscape.

dos lineas nulas (Figura:

-
w = —gr(U — Upest) + gLAT €Xp (W) +1 u-nullcline

w = a(u — Upest)- w-nullcline

Debido a que la corriente de membrana (primera ecuacién) es una funcién convexa del potencial de
membrana u, no puede existir mas de dos puntos fijos. Cuando la corriente de entrada I aumenta,
la linea nula de u se desplaza verticalmente y el niimero de puntos fijos va de dos a cero, mientras
que las trayectorias van de reposo a picos (Figura. Las propiedades de excitabilidad del modelo
dependen de cémo se produce la transicién a picos, es decir, de la estructura de bifurcacién.
Cuando I es muy negativo, hay dos puntos fijos, uno de los cuales es estable (el potencial de
reposo Urest). Al aumentar I, pueden ocurrir dos situaciones diferentes dependiendo de la relacién
de conductancia por la relacién de constantes de tiempo, @ -7, = “F* = g%:—:; Si giL:—Z < 1,
entonces el sistema sufre una bifurcacién de nodo-ensilladura cuando I aumenta, es decir, los puntos
fijos estables e inestables se fusionan y desaparecen. En el caso contrario, ocurren otros tipos de
bifurcaciones como por ejemplo la bifurcacién Andronov-Hopf, donde el punto fijo estable se vuelve
inestable. El valor de I donde ocurren estas bifurcaciones de denomina corriente de reobase, por

tanto, es la corriente minima requerida para provocar un pico. La corriente de reobase es distinta
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Figura 1.6: Ejemplos del plano de fase para un modelo aEIF. Aqui se representan las lineas nulas,
en verde la w-nullcline y en negra la u-nullcline, que en ausencia de corriente es la discontinua
y al inyectar una rampa de corriente se desplaza hacia arriba y queda en la linea continua. Las
trayectorias se muestran en los paneles de la derecha de cada figura y ademds en el plano de fase.
En este ultimo estdn representadas por lineas negras horizontales y sus puntos iniciales luego de
cada pico se representan por cuadrados azules y el estado de reposo se indica por la cruz roja. En A
aparece una bifurcacion de nodo-ensilladura en una vecindad local del punto de bifurcacion y en B
se muestra una bifurcacion de nodo-ensilladura que es responsable de la pérdida de estabilidad. En
este tipo de bifurcacion los puntos fijos desaparecen después de que el punto fijo estable se fusiona
con el punto fijo inestable. El punto donde se fusionan los dos puntos fijos se encuentra cerca (pero
ligeramente a la derecha) del umbral de voltaje 9y, es decir el minimo de la u-nullcline.

de acuerdo al tipo de bifurcacién que ocurre en el sistema ([21I]). En nuestra investigacién, para
modelar las células granulares solo ocurren bifurcaciones del tipo nodo-ensilladura, donde giL < m

w
y para que ocurra este fenémeno, la corriente de reobase es

a
ISN = (gL+a) ﬂrh_urest_AT"i‘ATln <1+9L):| 5

que se obtiene calculando la interseccién de las lineas nulas cuando estas son tangentes ([211).

1.3. Métodos numéricos

1.3.1. Plataforma de simulacién Brian 2

En esta investigaciéon hemos utilizado el simulador gratuito de cédigo abierto Brian 2 para simular
las redes neuronales con picos a través del modelo biofisco de las células granulares cerebelosas.
Este simulador estd escrito en lenguaje de programacién Pyhton y estd disponible en casi todas las
plataformas [15]. El disefio general del Brian 2 estd destinado a maximizar la flexibilidad, la sim-
plicidad y el tiempo de ejecucion. En este simulador se pueden especificar modelos de las diferentes
partes de las redes neuronales, neuronas, sinapsis y sus interacciones, mediante diferentes médulos
que son definidos directamente con sus ecuaciones diferenciales. Esto contrasta con el enfoque de
otros simuladores neuronales en los que el usuario selecciona un conjunto predefinido de modelos
neuronales [15].



CAPITULO 1. PRELIMINARES 23

1.3.2. Meétodo de simulacién numérica

Para la realizacion de las simulaciones utilizamos un modelo determinista con un término de
ruido para la corriente inyectada. La ecuacién general del modelo biofisico estd dada por:

10
Ci=—Y Ii(t)+I(t), (1.36)
k=1

I(t) = u(t) + ov/el(t),

donde p es la parte determinista y principal del modelo, o1/cT'(t) la fluctuacién, es decir, el ruido,
oy ¢ denotan constantes positivas y I'(¢) es el ruido blanco Gaussiano. La Ecuacién (|1.36]) es
equivalente a un proceso de Ornstein-Uhlenbeck definido de la siguiente manera:

U =Uy+ a(Ut, t)dt + b(Ut, t)th, (137)

donde U, Wy, a(Uyt) y b(Ug,t) son procesos estocasticos, Uy un punto inicial,
a(Ug,t) = — 2}6021 Ii(t) + p(t) y (U, t) = 04/cT'(t), que en nuestro caso es constante. La Ecuacién
se puede integrar utilizando el simulador Brian 2 mediante el método de Euler-Maruyama [16],
que basicamente es una generalizacién del método de Euler para ODE, pero en este caso para ecua-
ciones diferenciales estocasticas. La aproximacién de Euler a la solucién exacta U, es la cadena de
Markov M = {M(t),t9 <t < T} definida de la siguiente manera:

(i) Dividir el intervalo [to, 7] en N subintervalos iguales de tamano At > 0:

_ _ _ T—t
to=1o<m < -<7n=TyAt =3

(ii) Definir el valor inicial My = Uy
(iii) Definir recursivamente M, para 1 <n < N por:

M1 = My, + a(p, My) At + b(7y, My) AW,
—W,

n

donde AW,, = W

_— y cuando se refiere a M,, = M (7,).

1.3.3. Meétodos de ajuste por minimos cuadrados

El ajuste de curvas es un proceso mediante el cual, dado un conjunto de N pares de puntos (z;, ;)
(siendo x la variable independiente e y la dependiente), se estima una funcién f(x) de manera que la
suma de los cuadrados de la diferencia entre la imagen dada y la correspondiente obtenida mediante
la funcién ajustada en cada punto sea minima:

n
e = min <Z<yi - f<xi>>2) .
(]

La funcién f(x) generalmente presenta uno o varios pardmetros y estos se ajustan de manera que
se minimice el error cuadrético (€,,). En esta seccién veremos diferentes algoritmos que fueron
utilizados para estimar los pardmetros del modelo aEIF que mejor representan la dindmica de las
células cerebelosas. Utilizamos métodos como la regresién lineal y no lineal [18], y un algoritmo de
evolucién diferencial como un efectivo método heuristico.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 24

Regresion lineal

En el caso de la regresion lineal simple se tiene una variable dependiente, denotada por Y y una
variable predictora X. Este modelo es de la forma

Y =ap+ a1 X ¢,

donde ag y a1 son el intercepto y la pendiente de la recta que representa el modelo respectivamente
y € es una variable aleatoria que representa el error. El modelo es lineal porque la variable predictora
tiene potencia uno y no es argumento de otra funciéon. Considerando que la muestra es representada
por n pares ordenados (Xj;,Y;), el modelo se puede escribir como

Yi=a9+ a1 X; + ¢ (138)

parat = 1...n.

Se supone que la variable predictora X no es aleatoria y que ha sido medida con la mejor
precisién posible. Ademds se asume que los errores €; son variables aleatorias con media 0, varianza
constante o2 y son independientes dos a dos, es decir, Cov (e;, €j) = 0, para todo i, j = 1...n, tal que
i ].

Los parametros ag y a1 deben ser estimados en base a la muestra tomada. El método usual para
estimarlos es el de los minimos cuadrados. La idea, como se menciond al comienzo de esta seccién,
es minimizar la suma de los cuadrados de los errores ¢;, con respecto a ag y a1. Es decir,

n n
Q(ag, a1) = Z ¢ = Z(yi —ap + a1z;)”.
i=1 =1

Derivando parcialmente Q(ag, a1) con respecto a ag y a1 e igualando a cero se obtienen las siguientes
ecuaciones

9 n
Q = _22(‘% —ag — ala:i) =0

87&0 =1
aQ "
Par -2 ;(yz’ —ap — a1zi)x; =0,

simplificando ambas ecuaciones se obtiene

n n
nao—f—alei:Zyi (1.39)
=1 i=1

n n n
aOZ:U,- +aq Zx? = Z:L‘Zyl (1.40)
i=1 i=1 i=1
Resolviendo este par de ecuaciones se obtiene que

i = N Y — i Ti Y i Yi
nyli, 5512 - (i m)?
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. ~  Sa
lo cual es equivalente a a; = =%, donde,

rx

n n n
3 i1 Ti e Yi
=1 "1 1=1 J?
Sxy = TiYi —
X mn
=1

n

53z Sl
i=1

son las llamadas suma de productos corregida y suma de cuadrados corregidos de = respectivamente.
De la Ecuacién ([1.39)) se puede ver que

~

ag =Y — a1x. (1.41)

Por la forma de @, es natural pensar que en el punto (ap,a;) hay un minimo. Esto se puede
comprobar aplicando el criterio de la segunda derivada para méximos y minimos [1§].
Finalmente, la linea de regresién estimada o ajustada por minimos cuadrados sera

y=ap+ ax.

Una vez que se ajusta la linea de regresién, el error se vuelve un valor observado y es llamado
residual.
Sustituyendo el valor de ag de la Ecuacién (|1.41]) en la expresién anterior, se tiene

y=19+a(r; — ).

Esta ecuacién puede ser considerada como la estimacién de un modelo de regresiéon donde la variable
predictora ha sido centrada.

El método de méaxima verosimilitud también puede ser usado para estimar los coeficientes de
la linea de regresién, pero se necesita considerar la suposicién de que los errores aleatorios ¢; se
distribuyen normalmente con media cero y varianza o2. En este caso las estimaciones que se obtie-
nen maximizando la funcién L(ag,a1,0?) = [, f(yi — ap — bz;), donde f representa la funcién
de densidad de una normal N(0,0?), son equivalentes a las obtenidas por el método de minimos
cuadrados.

En el caso de la regresién lineal, la solucién es unica y el método es exacto, mientras que en la
regresion no lineal la solucién es aproximada y el método es iterativo. Un problema adicional de la
regresion no lineal es que no se garantiza que se haya encontrado el minimo global, existiendo la
posibilidad de que se haya quedado en un minimo local. Otra forma de obtener estos parametros,
usualmente mas sencilla y rapida, es usar técnicas de optimizacién numérica para minimizar esta
funcién, como veremos en el proximo apartado.

Evolucion diferencial

Las heuristicas son una forma de abordar problemas cuando la solucién se encuentra en un espacio
de busqueda demasiado grande, donde un método habitual podria tardar demasiado tiempo en
llegar a la solucién 6ptima. Las heuristicas no aseguran encontrar la mejor solucién; en cambio,
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nos brindan una solucién cercana a la 6ptima. En algunas ocasiones es poco probable, obtener
resultados demasiado erréneos. A pesar de ello, las heuristicas han resuelto muchos problemas de
manera exitosa donde los métodos convencionales fallaron.

Existen muchos algoritmos heuristicos, entre ellos esta la evolucién diferencial (DE). Este es un
modelo evolutivo que enfatiza la mutacién, utiliza un operador de cruce o combinaciéon a poste-
riori de la mutacién. Entre las ventajas méas destacadas de este algoritmo pueden mencionarse la
simplicidad, eficiencia y velocidad. El proceso seguido por DE para resolver un problema de optimi-
zacion se caracteriza por iterar sobre una poblacién de vectores para hacer evolucionar soluciones
candidatas con respecto a una funcion de “costo”. La DE se compone basicamente en cuatro fases:
(i) inicializacién, (ii) mutacién, (iii) recombinacién y (iv) seleccion.

Consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que queremos optimizar una funcién con D
parametros reales. Seleccionamos un tamafno de poblacién N. Los vectores de parametros tienen la
forma:

TiG = 1,6, %2,iGs s TDAG) i=1,2,---,N.
donde G es el nimero de la generacién. Entonces
(i) Inicializacién

= Definir los limites superior e inferior para cada parametro.

L B U
TS Tl ST

= Seleccionar aleatoriamente los valores de los pardametros iniciales de manera uniforme en los

intervalos [xJL, ZCJU] .

(ii) Mutacién
= Cada uno de los vectores de parametros N sufre mutacién, recombinacion y seleccién.
= La mutacién expande el espacio de biisqueda.

» Para un vector de pardmetro dado z; ¢ seleccionar aleatoriamente tres vectores z,1,a, Tr2,¢ ¥y
zr3, de manera que los indices 4, 71, r2 y r3 sean distintos.

= Anadir la diferencia ponderada de dos de los vectores al tercero
Vi,G+1 = Tr1,6 + F(Tr2.6 — Tr3.G)

» F €10,2] es una constante llamada factor de mutacion.

» v;g+1 es llamado vector mutante.
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(iii) Recombinacién
= La Recombinacion incorpora soluciones exitosas de la generaciéon anterior.

» El vector de prueba u; g+1 se desarrolla a partir de los elementos del vector objetivo, z; ¢ y
los elementos del vector mutante, v; G41.

= Los elementos del vector mutante ingresan al vector de prueba con probabilidad CR:

{ vjige1  sirandj; <CR 6 j = Lgng

u]’Z7G+1 < y )

TjiG sirand;; >CR 'y j# Irgnd
coni=1,2,-- ,Nyj=1,2,---,D.

» rand;; ~ U0,1], Iygnd € [1,2,- -, D] es un entero aleatorio.

» [,4nq asegura que v; G4+1 # TiG-

(iv) Seleccién

= El vector objetivo ;] se compara con el vector de prueba v; g11 y el que tiene el menor valor
de funcién se admite en la proxima generacién

)

. w1 st f(uigr1) < f(zig1) < f(wig)
LG+l TiG  en otros casos

coni=1,2,--- N.

= La mutacién, la recombinacion y la seleccion contintian hasta que se alcanza algin criterio de
detencion.



Capitulo 2

Procedimiento de ajuste

El objetivo de este capitulo es introducir un procedimiento de ajuste para modelar cdlculos neu-
ronales complejos mediante modelos de integracion y disparo de tipo adaptativo exponencial, es
decir, aEIF. Lo hacemos considerando el caso del granulo cerebeloso descrito por el modelo biofisi-
co detallado previamente introducido (Seccién . Primeramente brindamos una estimacién del
modelo aEIF mediante el método clasico de la curva dindmica I — V. Luego realizamos la estimacién
del comportamiento del modelo en condiciones dinamicas por debajo del umbral de voltaje; y por
ultimo obtuvimos los pardametros de adaptacién.

2.1. El método de la curva dinamica [ —V

El método de la curva dindmica I — V fue introducido por Badel y otros compaieros en [7]. El
método extrae propiedades de respuesta de una neurona mientras se realiza un estimulo. La co-
rriente transmembrana resultante se proyecta en una relacién corriente - voltaje unidimensional que
proporciona la base para un modelo de integracién y disparo no lineal manejable. Primero se ilustra
un modelo basado en conductancia y luego se aplica experimentalmente para generar un modelo
reducido para células cerebelosas. Ya hemos visto que el voltaje v a través de la membrana en el
momento de una inyeccién de corriente I,,,, se describe siguiendo una ecuacién de equilibrio del
tipo:

Cti = —Iion + Lapp, (2.1)

donde C' es la capacidad de la membrana e [y, es la suma de las corrientes idnicas definidas por los
términos en las Ecuaciones de a El curso de tiempo de la corriente idénica Iio,, debido a
algun patrén de corriente aplicada Iy, se puede extraer de una traza de voltaje reorganizando la
ecuacién de esta manera

Lion = ILapp — C. (2.2)

Si se conoce la capacidad de membrana C' (que se calcula luego) y se halla directamente el diferencial
de u a partir de las diferencias finitas, todas las cantidades en el lado derecho de la Ecuacién ({2.2]) son
conocidas y, por tanto se obtiene Ij, como una funciéon parametrizada por el tiempo que representa
una relacién corriente - voltaje.

28
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Figura 2.1: En el panel superior de A mostramos la evolucion en el tiempo del potencial de
membrana del modelo biofisico detallado, al recibir entradas de corrientes cuyos valores se muestran
en el panel inferior. En B observamos un aumento del panel superior de A, en el rango que se
observa senalado en el rectdngulo. En C se observa una dispersion de los valores de corriente Iioy,
en funcion del voltaje (nube negra de puntos), que corresponden a los voltajes fuera de los puntos
sombreados en gris en la figura B (desde un pico hasta la ocurrencia de otro) y se muestra también
la curva dindmica I —V (linea roja), que se obtiene promediando el Iio, en pequenos grupos de
voltage.

El objetivo es encontrar una relacién unidimensional entre la corriente y el voltaje, por lo que se
realiza un diagrama de dispersién de los valores de [;o, en funcién del voltaje, donde solo se incluyen
los datos en el rango de voltaje por debajo del umbral, hasta la ocurrencia del pico y dentro de los
200 ms después de este (Figura [2.1| B - valores de u(t) sombreados en gris)

La corriente promedio, para un voltaje particular, define la curva dinadmica I — V, denotada
por I4(u), es decir,

Ia(w) = E[Lion (u, t)]u. (2.3)

donde E[X], denota el valor esperado de la variable aleatoria X condicionada a un voltaje u.

Practicamente, esta cantidad puede calcularse reuniendo todos los puntos en la trayectoria en
un rango del voltaje donde se puede ver que la curva dindmica I — V' (Figura C), comprende
una regién en voltajes por debajo del umbral, seguida de un giro brusco hacia abajo al comienzo
del pico. La ventaja de conocer la curva Iz(u), es que podemos estimar C' sin ningin conocimiento
de la célula, simplemente considerando los puntos (u(t), Lapp(t)) [7].

La capacidad se puede hallar de diversas formas. Sin embargo, los protocolos de corrientes apli-
cadas fluctuantes, ofrecen un método alternativo conveniente que se describe en [7]. Si la Ecuacién
se aplica con una estimacién C, de la capacidad en lugar de su valor real, se encuentra una
estimacién de la corriente iénica con un cierto error, que para un voltaje fijo u, esta corriente tiene
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una varianza de la forma,

Ii n Ii n 1 1 2
Var [ C(:e ]u = Var [ ((Z)' }u + <Ce - C> Var [Lapp),, » (2.4)

donde Var[X], denota la varianza de una variable aleatoria X condicionada a un voltaje u, y se
asume que la covarianza entre I,p, e lion es cero. El valor real para C es la estimacién C,. que
minimice el término derecho de la Ecuacién , evaluado en algin rango de voltaje donde la
curva I — V es lineal. Este valor puede ser encontrado también, resolviendo la Ecuacion para
C (M), y resulta

o Var[Lappu

= - abbJ¥ 2.
Cov[t, Tapplu’ (2.5)

donde nuevamente estas dos cantidades se miden cerca de un voltaje donde la curva dindmica I —V
es lineal. Aplicando las Ecuaciones y , al modelo biofisco detallado de las células granulares
dado por D’ Angelo y otros compaiieros en [10], estimamos el valor de la capacidad de membrana
C con una precisién del orden de 1076 nF.

2.2. Estimacion del comportamiento sub-umbral
Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

Ciu=f(u)—w+1 (2.6)

TwW = a(u — Ep) — w, (2.7)

que representa el modelo exponencial adaptativo (aEIF) que definimos en la Seccién donde
u es el voltaje a través de la membrana al inyectar una rampa de corriente I, C' es la capacidad de
dicha membrana, 7, una constante de tiempo, w la corriente de adaptacién con pardmetros a y b
(cantidad que aumenta cuando u llega al umbral) y Ey, el potencial de reposo. La funcién f(u) se
define como:

Ar

donde gy, es la conductancia, A7 es un factor de pendiente y 9, es el umbral del voltaje.
La estimacion de los parametros del modelo alF para la dindmica sub-umbral se produce en
algunos pasos.

fu)=—gr(u— EL) + Apexp (u — ﬁrh> , (2.8)

Paso 1: Se basa en la observacion que para valores de u lo suficientemente lejos del umbral de
disparo del pico, podemos descuidar el término exponencial en la Ecuacion .

De esta manera, trabajando bajo la hipdtesis general que w < 1, se inyectaron rampas cortas
de corrientes de diferentes amplitudes mientras el voltaje no supera el umbral, para estudiar la
dindmica sub-umbral de v mediante la soluciéon de la siguiente ecuacion diferencial:

Cu=—gr(v—FEr)+1 si0<t<ty

Cu= —gL(U—EL) Sitth, (29)
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Figura 2.2: En A se muestra el comportamiento del modelo biofisico al aplicarle diversas rampas
de corrientes. En B podemos observar el ajuste del modelo de dos formas: regresion no lineal (RNL)
y evolucion diferencial (ED), que como podemos observar a medida que aumenta la magnitud de la
corriente, el ajuste no es bueno. Ademds observamos el comportamiento de la desviacion estdndar
de ambos procedimientos, resultando la ED mds eficiente.

donde ¢ es el tiempo que marca la terminacién del pulso de corriente. Calculando la solucién a esta
ecuacion tenemos

u(t) = B+ (1 - e—%”) Oty — 1)+~ (1 - e—%”f) e~ EtDO®t — ) (2.10)
gL gr

donde ©(t) es la funcién de Heaviside que se define como O(t) =0sit <0y O(t) =1sit > 0.
Para cada rampa de corriente que se inyectd, se gener6 una serie de valores de voltaje (u) medidos
con respecto al tiempo (t). Para cada conjunto de puntos (¢,v) se determiné el valor 6ptimo del
parametro g, que produce un buen ajuste del modelo representado por la Ecuacién a los
datos en cuestién. En la Figura B se puede observar que hasta aproximadamente un valor de
5 pA de corriente aplicada el ajuste es muy bueno, pero a medida que esta corriente es mayor, el
ajuste se vuelve ineficiente como resultado de las no linealidades que actiian por debajo del umbral
de disparo, en el modelo biofisico.

Paso 2: Consideremos el caso de la inyeccion de una rampa lenta de corriente, tal que la corriente
de adaptacién w se puede aproximar a a(u— Er). Bajo estas condiciones, el sistema alcanza el punto
de equilibrio, lo que significa que @ = w = 0, por tanto, igualando a cero las Ecuaciones y
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Figura 2.3: En A se muestra el comportamiento del modelo biofisico al aplicarle diversas corrientes.
En B se muestra en el panel superior una recta discontinua y la representacion de los datos generados
al inyectar las pequenas rampas de corriente (lineas de colores) que representa los valores de la
corriente de adaptacion de w a lo largo del tiempo calculados mediante el modelo lineal a(u — Ep)
cuyo pardmetro a fue estimado mediante una regresion lineal para cada rampa de corriente que estdn
representados en colores en sequndo panel de la Figura A.

(2.7)), y sustituyendo la Ecuacién (2.8) (sin el término exponencial) en la Ecuacién (2.6)), tenemos
flu)—w+I=0 (2.11)
alu—EL)—w=0. (2.12)

Despejamos w en la segunda ecuaciéon y sustituimos en la primera para obtener la corriente en
funcién del voltaje y de los parametros a y gy..

I =a(u— Ep) (2.13)

donde @ = (g1, + a) y lo estimamos mediante una regresién lineal (Seccién . En la Figura
se puede observar un fenémeno similar a lo que ocurria en las Figuras que a medida que la
corriente aplicada es mayor, el ajuste va aumentando el error.

Paso 3: Debido a que al modelo aEIF tiene la forma

I
0= F(u) + % (2.14)
donde de manera general F'(u) es una funcién no lineal (exponencial) del voltaje, el siguiente paso
en la estimacién de los pardmetros de nuestro modelo es considerar esa nolinealidad. Para esto nos
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Figura 2.4: En figura A se muestran los valores de la funcion F(u) medida en una célula cerebelosa
(puntos megros), ajustada por el modelo aEIF wutilizando una estimacion de solo los parametros
(A7, 9.p) (linea verde) y otra usando (a, Ap,V,) (linea roja), que fueron ajustados mediante el
algoritmo de evolucion diferencial. En la figura B se observan las barras de error de las diferentes
estrategias utilizadas de la evolucidon diferencial.

seguiremos apoyando de la curva dindmica I —V que permite obtener experimentalmente los valores
de la funcién F'(u). Igualando la Ecuacién (2.14) con la Ecuacién (2.2)) obtenemos

F(u) = — (2.15)

donde I4(u) estd dada por la expresién De esta forma la corriente que es inyectada en el modelo
serd la misma que la corriente promedio de los datos experimentales.

— 9,
F*(u) = —a(u — EL) + grLAr exp (uATh> . (2.16)

Ahora podemos hacer un ajuste multiparamétrico que minimice el error cuadratico medio de las
distancias entre las variables aleatorias F'(u) y F*(u). Para completar este procedimiento, se utilizé
el algoritmo de Evolucién Diferencial, que vimos en la Seccion sobre la siguiente funcién de
costo

argmin Z (ui, p) — F*(ui))?, (2.17)
peP :
donde p es un vector de parametros definidos en R, y F'(u) dado por la Ecuacién , fue medida
desde una célula cerebelosa (puntos negros en Figura A). Mediante este método, estimamos
dos conjuntos de pardmetros: p = (Ap,9.4) v p = (a,Ar,d,,), aunque hayamos estimado @
previamente. Debido a que el ajuste utilizando tres grados de libertad (linea roja en Figura
A) produce mejor resultados que el procedimiento con solo dos grados de libertad (linea verde en
Figura A), optamos por él. En consecuencia, descartamos el valor de @ obtenido anteriormente.
Sin embargo para obtener una estimacién adecuada del rango de los pardmetros, realizamos una
evolucién diferencial para veinte puntos iniciales y tomamos la media de los parametros estimados.
Luego ejecutamos el algoritmo considerando diferentes estrategias de seleccion de la solucién (ver
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Figura 2.5: En A se describe el potencial de membrana en la linea azul continua, destacando
los puntos de reinicio (cuadrados azules) y el comienzo de cada pico (triangulos azules). Ademds
se representa superpuesta la dindmica de la corriente de adaptacion (linea naranja discontinua)
donde se muestran los puntos que anulan las derivadas de dicha variable. B es una ampliacion de
ambas dindmicas en donde se destaca que hay una variacion rdapida de ambas variables en un corto
intervalo de tiempo y luego ocurre una variacion mds lenta, lo que nos confirma que necesitamos
considerar dos escalas temporales.

documentacién de la evolucién diferencial del paquete scipy.optimize en Python 3.7), elegimos el
bestlbin ya que estan produciendo el minimo error y dispersién de posibles soluciones (Figura
B).

2.3. Estimacion de los parametros de adaptacion

Como parte final del procedimiento de estimacién de los parametros del modelo, determinamos los
valores 6ptimos para los parametros de adaptacién b y 7, siguiendo las pautas de [§].

Primeramente para establecer la dindmica completa de u obtuvimos el voltaje de reinicio u,
(Ecuacion ), identificando los voltajes minimos ya que son los valores después de la ocurrencia
de los picos. Luego al ilustrar la dindmica de la corriente w (Figura A) observamos que después
de cada pico hay dos puntos donde w = 0.

En el aEIF, el voltaje de reinicio de u coincide con la discontinuidad en w. También observamos
que w > 0 cuando ¥, > 0 (puntos negros en F iguraA). Entonces debido a que en nuestro ajuste
anterior a < 0 y u, > Fr, ya que como es evidente .., > Ep, los valores de w en el reinicio y antes
del pico, deben tener el mismo signo. Por lo tanto necesitamos tomar los maximos relativos donde
w < 0. Sin embargo un problema adicional surge en la dindmica de w cerca del instante del pico
que es la existencia de dos caracteristica, considerando la normalizacién de las trazas de w(t) (linea
discontinua naranja) en la Figura B. Una es la disminucién rapida cerca del reinicio, y luego
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Figura 2.6: En A se muestra un diagrama de cajas para cada conjunto de valores que puede tomar
el pardmetro b para diferentes trazas de corrientes. Aqui se observan los cuartiles de cada conjuntos,
los wvalores atipicos, que vemos que a medida que aumentamos la intensidad de la corriente surgen
mds, y las medianas de cada conjunto, que nos brinda la informacion que la mayoria de estos
conjuntos tienen distribucion asimétrica. En la linea roja continua de la misma figura se representa
el valor del parametro b que fue escogido para nuestro modelo y entre las lineas discontinuas el
intervalo de confianza. En B se puede observar de otra manera como se ajustan los datos, mientras
mds cerca estén de la linea diagonal mejor es el ajuste.

ocurre un aumento mas lento, lo que sugiere la existencia de multiples mecanismos de adaptacion.

Para determinar el valor de b, que representa la adaptacién activada por picos, y la constan-
te de disminucion del tiempo en la adaptacion 7, despolarizamos el potencial de membrana a
u > 60 mV (utilizando la corriente de inyeccion I,;,,) para acercarnos al potencial promedio durante
la estimulacién, y luego inyectamos una serie periédica de rampas de corrientes cortas, pero que
sean suficientes para generar picos. Considerando que estamos lejos del umbral, podemos deducir
el nivel de adaptacion justo antes del inicio del pulso a partir de la velocidad de despolarizacion
de la membrana, que evoluciona siguiendo la Ecuacién . Por tanto despejando esta ecuacién
y teniendo en cuenta que f(u) (Ecuacién ) no presenta el término exponencial, debido que
estamos considerando la dindmica por debajo del umbral, tenemos que

w=—-Cu—gr(u—EL)+1. (2.18)

Con las diferencias entre los valores de w dados por la Ecuacién (2.18) y los valores dados por
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Figura 2.7: La figura A muestra las curvas correspondientes a las relaciones entre las frecuencias
de picos y las corrientes aplicadas (F —I). Como se observa en el ajuste inicial que se realizd, este
no tiene buena precision. Aplicando una corriente inhibitoria se mejora el ajuste, pero solo en una
pequena region. En B se representa el error cuadrdtico medio para diferentes valores T, vy b.

Valores Desviacion Udad de
estimados estandar medida
C 2.924 0.297 pF
Jgr, 0.840 0.00135 | nS
Ar 4.496 0.015 mV
Y —35.561 0.000156 | mV
a —0.704 0.135 nS
Uy —60.213 0.214 mV
b 26.247 0.435 pA
Tw 4.895 0.719 ms

Tabla 2.1: Pardmetros obtenidos en el procedimiento de ajuste.

la dindmica de adaptacién (Ecuacién ), extraemos valores de b para cada rampa de corriente
(Figura A). Hallando la media de cada variable aleatoria y luego la media de esos valores,
obtenemos la estimacién del pardmetro. Para estimar la constante de tiempo 7,, ajustamos la
funcién de w dada por la Ecuacion a los valores obtenidos con la Ecuacion minimizando
el error cuadratico medio a través de una evolucién diferencial. Podemos observar que el resultado
de esta estimacién es bastante bueno para valores pequenios de w (Figura B).
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Figura 2.8: Se muestra el potencial de membrana del modelo aEIF utilizando los parametros esti-
mados y el potencial del modelo biofisico detallado.

2.4. Comparacion con modelo biofisico

Una vez obtenidas todas las estimaciones de los pardmetros del modelo aEIF para las células
granulares cerebelosas mostramos que tan bien se ajusta a los datos realistas que produce el modelo
biofisico. Para comprobar el procedimiento de ajuste utilizamos la curva F — I que representa la
frecuencia de picos contra la corriente aplicada. En la Figura[2.7] A observamos el comportamiento
del modelo de estas curvas para los datos reales (linea negra), y para los datos que devuelve el
modelo con nuestras estimaciones de parametros. Podemos observar que se produce un mal ajuste
con el primer conjunto de pardmetros estimados (linea naranja discontinua), y podemos destacar dos
diferencias principales. Primero que la curva del modelo biofisico presenta un umbral, lo que significa
que existe un valor Iy para la corriente aplicada tal que solo para valores I,p, > Iy la frecuencia de
pico es mayor que cero. Segundo que la curva se observa claramente que no es lineal, y I, > Iy se
acerca a la linealidad, pero para I,,, > Iy se aleja de esta linealidad. Veremos a continuacién cémo
resolver la primera falta de coincidencia, porque la segunda, en cambio, se deriva de la complejidad
interna del modelo biofisico detallado, y no puede resolverse facilmente mediante el modelo simple
aEIF, principalmente porque no podemos considerar una aproximacién de adaptacién mediante
una. ecuacion lineal ni multiples escalas de tiempo para la adaptacién. Ademads no podemos tener en
cuenta una ambigiiedad no resuelta sobre cémo establecer el valor de w justo después del reinicio,
que es derivada del hecho de que lo estamos estimando mirando cualitativamente el reinicio de u
(pero este reinicio puede no coincidir con el reinicio real de los canales iénicos que subyacen al
mecanismo de adaptacién).

Enfocdndonos primero en el fenémeno del umbral, al realizar nuestra estimacién de ajuste,
asumimos solo una corriente de pérdida particular, es decir, I, = gr(Fr — u), en la préctica, sin
embargo, también debemos tener en cuenta una contribucién adicional a la pérdida debido a una
inhibicién tonica provocada por la célula de Golgi sobre la célula granular, la cual se denota por
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Linh = Ging(Einp — u), con Ep, € [=75,—70] mV y considerando el valor g, = 0.2nS resolvemos
el fenémeno del umbral (Figura A).

Como prueba de ajuste, finalmente recurrimos a una exploracién por fuerza bruta del plano de los
parametros by 7, (Figura B), representando en este el error cuadratico medio de la curva F'— I
estimada con respecto a la obtenida por el modelo biofisico detallado e intentando reproducir un
mejor ajuste. Luego comparamos nuestro procedimiento de ajuste con todos los valores de la Tabla
[2.1] para simular un ejemplo de potencial de membrana con una corriente inyectada constante en
nuestro modelo aEIF de la célula granular (Figura . Como podemos observar, somos capaces
de reprodudir las frecuencias de picos, pero encontramos diferencias significativas en la dindmica
subumbral, debido a no linealidades adicionales que existen en el modelo biofisico detallado, que
provocan dindmicas de adaptacion mas complejas que no se pueden describir con una sola corriente
de adaptacién del modelo.



Conclusiones

En esta investigacién vimos un modelo biofisico que caracteriza la dindmica de las células granula-
res cerebelosas, que no es més que un sistema de ecuaciones diferenciales caracterizado por fuertes
no linealidades que producen oscilaciones. Este modelo es muy complejo y necesita un alto coste
computacional cuando es simulado. Por esta razén la motivacién de este estudio fue la posibilidad
de explorar nuevos métodos para simular el comportamiento de las células granulares del cerebelo
utilizando modelos formales, en particular del tipo adaptativo exponencial de integracién y disparo.
Este modelo se constituye de una primera ecuacién que describe la dinamica del potencial de mem-
brana e incluye un término de activacién con una dependencia de voltaje exponencial y una segunda
ecuacion que describe la adaptacién. Como se ha documentado en la bibliografia, este modelo puede
ser utilizado por otras células en el cerebro [7, 8]. El progreso de este trabajo fue construir las bases
para el proceso de estimacién de los multiples pardmetros que presenta el modelo formal con el fin
de reproducir eficientemente la calidad de la dindmica del modelo biofisico de las células granulares.

En este sentido nuestro procedimiento abarca una serie de pasos consecutivos. El primero consiste
en la aplicacién del método de la curva dindmica para estimar la capacidad de membrana de los
datos del modelo. Este método posee una importancia adicional pues nos permite estudiar la curva
final de frecuencia y corriente. Luego vimos el comportamiento por debajo del umbral de picos y
por ultimo los pardmetros que influyen en la adaptacién del modelo.

Nuestro procedimiento de ajuste no es perfecto y ain varios aspectos del modelo biofisico no
lineal de la célula granular cerebelosa no pueden ser capturados por el modelo aEIF simple. En
particular, hay una no linealidad fuerte para la despolarizacién subumbral intermedia que causa la
presencia de mas de una escala temporal en la dindmica de adaptacion de la célula. Por el contrario,
en nuestro caso consideramos el modelo simple de adaptacién que solo presenta una escala temporal
y por tanto, no podemos reproducir completamente toda esta complejidad. Por otro lado, podemos
rescatar las bajas frecuencias y el umbral de la curva biofisica F-I, si complementamos la ecuacién
original de aEIF para el potencial de membrana con una corriente inhibidora ténica adicional.

Los resultados obtenidos en esta investigacion fueron presentados en el Congreso de Anual de
Neurociencia Computacional [I7]. Como trabajo futuro se plantea con vista a mejorar este proce-
dimiento, considerar una generalizacién del modelo aEIF en direccién a un modelo mas complejo,
que puede ser del mismo tipo, pero con mas corrientes de adaptacion.
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