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Resumen

El ntimero e es uno de los nimero mas importantes. En este trabajo se veran
varias de sus representaciones y su funcién exponencial. Ademds se mostrara una
prueba de que es irracional y otra de que es trascendente. También se hara una
introduccién a las fracciones continuas para posteriormente obtener la de e, y se
estudiara algunas aplicaciones de éste niimero. Para finalizar, se mostrara su compu-
tacion aproximada por algunas de las representaciones vistas y se introduciran los
aproximantes de Padé.

Palabras clave: numero e, irracional, trascendente, fraccion continua, Padé.

Abstract

The number e is one of the most important numbers. In this work, several of its
representations will be shown and its exponential function. In addition, a proof that
e is irrational and a proof that e is transcendental will be presented. An introduction
to the continuous fractions will also be made to subsequently obtain the continued
fraction of e. Some applications of this number will be studied. Finally, methods to
compute it using different representations and Padé approximants will be presented.

Key words: number e, irrational, transcendental, continued fraction, Padé.
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Introduccion

Durante los siglos XVI y XVII se produjo una gran expansiéon econdémica en
Europa gracias a los grandes descubrimientos geograficos. La sociedad feudal del
Medievo fue reemplazada por mercaderes que propiciaban la acumulacion de riqueza
y la circulacién del dinero. Esta clase social es la burguesia. Los descubrimientos
geograficos favorecieron que los puertos se convirtiesen en ciudades financieras y
bancarias, donde se comenzé a realizar préstamos. Ademas, durante esta época el
ser humano comienza a interesarse por la naturaleza. Estos cambios en la economia
y en la ciencia crean la necesidad de realizar célculos cada vez mas complejos, ya
fuese para la astrologia, la economia o para las técnicas de navegaciéon, e impulsan
la busqueda de nuevos métodos para realizar dichos calculos de una manera mas
sencilla.

De todos los métodos que aparecieron, el mas importante fue el de los logarit-
mos, que significa "nimero para el calculo”, desarrollado por el matematico John
Napier [1550-1617]. Los logaritmos consiguieron que en los célculos donde apare-
ciesen multiplicaciones y divisiones de cierta complicacion, fuesen sustituidas por
sumas y restas, lo que facilitaba mucho los calculos.

La sociedad escogio para sus calculos logaritmos en base 10 debido a la forma
que tenia para contar, que no es otra que los dedos de la mano, pero por otra parte,
se observo que en muchos procesos naturales, como el crecimiento de bacterias, apa-
recian las potencias de un numero irracional, al que se le llamo ntimero e. Entonces
para estudiar estos fendmenos se empezaron a utilizar logaritmos de base e y que se
denominan logaritmos neperianos en honor a John Napier.

Ademas de en la naturaleza, el nimero e aparecio en la economia, por ejemplo a la
hora de calcular el interés compuesto de un préstamo, que representa la acumulacion
de intereses generados en un espacio de tiempo por un determinado capital.

Cr=Co(1+2)"

siendo ¢ el nimero de anos.

El valor del interés compuesto va creciendo al aumentar el nimero de anos y
para un ntimero de anos t fijo aumenta al aumentar n, que es e, como veremos
en la seccién 5.3. El primero en hacer estos cédlculos fue el matematico suizo Jakob

Bernouilli [1654-1705], puesto que en 1683 identificé que el nimero por el cual se

debia multiplicar al capital inicial era el valor al que se acercaba | 1 4+ — | . Ademés,
n



se convirtié en el primer nimero de la historia de las matemaéticas definido como el
resultado de un proceso infinito de aproximaciones sucesivas [16] [22] [21].



Capitulo 1

La definicion del numero e

El nimero e puede representarse de distintas maneras, y a lo largo de este capitulo
veremos algunas de ellas y finalizaremos con la definicion de la funcién exponencial
de base e.

1.1. El ntimero e como limite de una sucesion

n
Lo primero que vamos a estudiar es la existencia del limite de la sucesion (1 + —)
n

cuando n — oo.

Teorema 1.1. Existe el limite

1 n
lfm (1 + —) =T, (1.1)
n

n—oo
la serie
=1
> =5 (1.2)
n=0
es convergente, y ademds T’ = S.
Demostracion. Sea la sucesion
1 1 1
S”:1+ﬂ+§+"'+ﬁz’ n=123. (1.3)

Se va a probar que converge a un limite cuando n — oc.
Como S,, < S,11 Vn, se tiene que S,, crece monétonamente. Empezando con
n = 3, tenemos que

n'=1-2-3-....n>1-2.-2.....2=2""1

Por lo tanto,

S<1+1+1+1+ + ~.
n 2 92 on—1’



conn=3,4,5,---.
En esta tltima suma de términos comenzando por el segundo, forma una pro-
gresién geométrica de razén 1/2. La suma de esta progresion es

&

1_1/2):2(1—1/2”)<2.

Por lo tanto, tenemos que S,, < 142 = 3, y por lo tanto .S,, estd acotada. Ahora,
como toda sucesién acotada superiormente y mondtona creciente tiende a un limite
cuando n — 00, S, converge al limite S. Ademads, con esto vemos también que S
esta entre 2 y 3.

Ahora se considera la sucesion

1 n
n=(1+1) .
n

Vamos a probar que T, converge al mismo limite que .S,,.

Por el teorema del binomio
n . n n—
(z+y)" = (k>:c oy,

y aplicandolo a T;, se tiene que

n n k
n= () =2 () ()
n —~ k n

=@ (@) GG+ () G

1 —-1)1 ~1n-2)---11
n 2! 2

:1+1+(1—%);+---+(1—%) (1—%)---(1—71;1)%- (1.4)

Como todas las expresiones que estan dentro de los paréntesis son menores que
1, tenemos que T, < S,, y por lo tanto la sucesiéon T, también esta acotada su-
periormente. Ademas T,, crece monétonamente, ya que reemplazando n por n + 1
aumenta el valor de los sumandos de los paréntesis. En consecuencia tenemos que
T,, también converge a un limite cuando n — oco. A dicho limite le denominaremos

T.

Ahora vamos a comprobar que S =T



Como S,, > T, Vn, tenemos que S > T. Entonces lo que tenemos que probar
también es que S < T
Sean m < n numeros enteros. Los primeros m + 1 términos de 7T;, son:

1+1+<1—%)%+...+(1—%)(1—%)...(1—7"”_1)%. (1.5)

Como m < n y todos los términos son positivos, esta tltima suma (1.5) es menor
que T},. Si ahora n — oo manteniendo m fijo, la suma 1.5 tendera a S,,, mientras
que T, lo hara a T'. Por lo tanto tenemos S,, < T},, vy en consecuencia S < T'. Como
ya sabiamos que S > T, tenemos que S = T', que es lo que queriamos probar.

]

Definiciéon 1.2. El limite T se denominard el numero e, es decir,

) \"
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

De la demostracion anterior también se deduce que

e:Z%. (1.6)

n>0

El niimero e también se puede representar como un producto infinito:

Sea S, la suma parcial 1.3, entonces

! 1 |
R R (BTN S <y
St = 5+ S”( +(n+1)!8n) S"( +un+1)’

siendo u; = k!S;_1 un numero entero con

Up = n!Sn—la

1

Se observa que

y entonces se obtiene que



Por lo tanto, el desarrollo del niimero e como producto infinito es
AT | 2\ (5\ [(16Y (65
I () = 6) (8 (8) (&)

Fue Leonhard Euler [1707-1783] quién le dio nombre al nimero e. Concretamente
Euler uso por primera vez la letra e para designar a este nimero en una carta dirigida
al matematico aleman Christian Goldbach en 1731, donde le cuenta el modo en que
logro resolver el célculo del area de la region ubicada debajo de cierta familia de
curvas [16].

con u, > n!.

Figura 1.1: L. Euler por Jakob Emanuel Handmann hacia 1756, Deutsches Museum, Miinich

1.2. La funcion ¢e*

Una propiedad que caracteriza al nimero e es que la funciéon e es la tnica
funcién, a menos de un factor constante, cuya derivada es igual a la funcién [11].

Teorema 1.3.

d

xr xr
—e
dx

=€

Demostracién. Tomamos f(x) = e®. Para calcular su derivada aplicamos la defini-
cion:

erth — e el — e* e —1
!/ . ’ — 7 — x 17
Fo= =i o
donde h 0+h _ 0
L, oer—1 —e
L A



En consecuencia,
f'(x) =" f(0)
Ahora se tiene que probar que f’(0) = 1.
Como e = lim,,_, (1 + %)n, aplicando el cambio de variable n = 1/t se tiene
que
1

e=lim(1+1¢)*,

t—0
y por lo tanto

I

e =1lim(1+1¢)¢.
t—0
Aplicando la definicién de la derivada en x = 0,

eh —1 limeso (1+18)7 — 1
/ s 1z —0
FO=im = =i T

Tomando t = h,

h h
pon g er—=1 . (I+h)r—1
FO=im =~ -
con lo que se termina la demostracion. O

Otra forma de ver el resultado anterior seria resolviendo la siguiente ecuacién

diferencial: p p
lzy@/—y:/dx©
dx Y
hy=2+C) &y=_Ce"

donde C es una constante arbitraria.

Teorema 1.4.
ok
T _x
dog=¢
k=0

¥ calculamos su serie de Taylor en x = 0, es decir, su

Demostracion. Sea f(x) = e
serie de Mac Laurin.

fla) = 3 L2 oy 4 oo 4 L2002 SO0

n=0

Aplicando el teorema 1.3,

. 2?28 = 2P
flz)=e =1+$+§+§+---=ZE.
k=0

11
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Capitulo 2

El nimero e es irracional

En la antigua Grecia los niimeros tenian una jerarquia cuyo primer lugar estaba
ocupado por los niimeros primos, seguidos del resto de los enteros. Después estaban
otros sin el mismo grado de perfeccion, que eran los que se expresaban como el
cociente de dos nimeros enteros, y parecia inconcebible que existiese otra clase de
numeros. Cuenta la leyenda que el primer matematico que demostré que la diagonal
de un cuadrado de lado 1 no puede ser el cociente de dos enteros pago cara su herejia
[3].

En este capitulo vamos a demostrar que e es un nimero irracional mediante
la reduccion al absurdo, es decir, vamos a suponer que e es un numero racional
de la forma a/b con a y b nimeros enteros, y llegaremos a una contradiccién [6].
Posteriormente también se demostrard que e? y e* son irracionales.

Teorema 2.1. El nimero e es irracional.

Demostracion. Tomamos e en forma de serie (1.6) y

e = E
con a y b nimeros enteros, y b > 0.
Entonces
le — bl bl bl b!
con
"1
— Bl _ .
r=1b (e Z n!)
n=0
Claramente " '
| _ _
b+1'+2!+ +b|€Z,



El primer término es un nimero entero, y cada fraccién en el sumatorio también
es un entero ya que n < b para cada término. Por lo tanto x es un entero.
Ahora tenemos que probar que 0 < x < 1.

Por lo tanto
=, bl

Para todos los términos n > b+ 1 tenemos la cota superior

b! 1 1

WA+ L =b) S b

el cual es estricto aun para cada n > b+ 2. Cambiando el indice del sumatorio
a k = b+ 2 y usando la féormula para la serie geométrica infinita, obtenemos

=, ! > 1 1 1 1
nzzb;ln! ;(b+1)k b+1(1—b$1> b

Como no hay ningtin entero entre 0 y 1, hemos llegado a una contradiccién, y
por lo tanto, e debe ser un ntimero irracional. O

Una vez probada la irracionalidad de e, se puede pensar en otros nuimero irra-
cionales, como puede ser v/2, que es un irracional cuyo cuadrado es racional. Sin
embargo, en el caso del niimero e no sucede esto ya que e? también es irracional, y
lo mismo pasa con e*, como se verd a continuacién. [1].

2

Teorema 2.2 (Liouville). e* es un numero irracional.

Demostracion. Se considera la siguiente ecuacion

e = % — be = ae” . (2.1)

Aplicando el teorema 1.4, sustituimos en (2.1)

S S S I S
S L N YRR 1Y)

1 1 1 1 1
S T R S
¢ 197621 120

Se multiplica por n! a 2.1, siendo n algtin nimero par lo suficientemente grande.
La parte izquierda de la igualdad se puede descomponer en

T CTRE IS S
a=mw 17276 nl

14



que es un entero, y el resto, es decir,

| |
"!b(1+(n+1)!+(n+2)!+”')

b b

que es aproximadamente o] al ser mayor que T pero menor que - ya que

+1
1 < 1 n 1 L 1
n+l - n+1 (m+1)(n+2) n+1)(n+2)(n+3)
S U A
“n+1 (n+1)2 (n+1)3 n

Analizando el otro lado de la igualdad, se tiene que nlae™! también se puede
descomponer en un entero (3, y el resto

(—1)n+1n!a(<1 -y 1>!—--->m(—1)"+13

n+1)! (n+2)! (n+3 n

a
Por lo tanto tenemos que para un nimero par n el resto es mayor que ——, pero
n

menor que

_a<(n—1k1) a (nil)Q_ (ni1)3_"'> :_ﬁ (1—%) <0,

y por lo tanto se llega a una contradiccién, ya que para un n lo suficientemente
grande se tendria que nlae™! es un poco menor pero muy cercano a 3, mientras
que nlbe es un poco mayor pero cercano a «, y por lo tanto no puede cumplirse

nlae™t = nlbe.
Il
Teorema 2.3. e* es irracional.
Demostracion. Sea
4 0 2 2
et =— = be" =ae . (2.2)

b
A diferencia del caso anterior, tomamos n = 2™, en vez de ser un numero arbi-
trario.

!
Ahora se multiplica por i - a ambos lados de la igualdad (2.1).

2n=

Por lo tanto se tiene que

! !
e (2.3)

b on— 1 2n—1

Antes de seguir con la demostracién es necesario introducir un caso especial de
teorema de Legendre: para cualquier entero n > 1, n! contiene el factor primo 2

15



como mucho n — 1 veces (la igualdad se daria si y s6lo si n es potencia de dos,

n =2").
Si sustituimos las series que resultan al usar el teorema 1.4, es decir,
I T . S
e = —_ —_ — e —_— .« ..
1 2 6 r!
y
2 4 8 2"
) T
— 12 S (=)
e Tttt (—1) IR
para r < n se obtienen sumandos enteros a los dos lados:
n! 27
1=
y | o
. nl
0= (—1) 0/2n_1 ﬁ

donde para r > 0 el denominador r! contiene el factor primo 2 como maximo
r — 1 veces, en tanto que n! lo tiene exactamente n — 1 veces. Por lo tanto para r > 0
los sumandos son pares.

Cémo hemos tomado n = 2™, n es par, y las series que obtenemos para r > n+1
son

2 4 8
2b(n+1+ i+ Dn+2) e Dm+2)(n+3) +)

2 4 8
2a (_n+1+ (n+1)(n+2) B (n+1)(n+2)(n+3) +)

) ) ) 4b 4a ]
Si n es grande, estas series suman aproximadamente — y —— respectivamente,
n n

aplicando al igual que en el teorema anterior la serie geométrica. Para n = 2™ lo
suficientemente grande,se tiene que el término de la izquierda de la desigualdad (2.3)
€s Un poco mayor pero muy cercano a un entero vy, mientras que el término de la
derecha es un poco menor pero muy cercano a un entero ¢, por lo que se llega a una
contradiccion. O

na vez visto que e, e“ y e* son irracionales, se va a estudiar el caso general, es
U t celyet les, tudiar el 1,

- . . : ‘ .
decir, ver que €" es irracional cuando 7 es un racional no nulo. Para ello es suficiente
demostrar que e® no puede ser racional para ningin ntimero natural s, ya que si e*/?
fuese racional, entonces (e¥/*)* = e® también lo serfa.

)
n mpezar con rem n rio introducir un resu u

Antes de empezar con este teorema, es necesario introduc esultado que

proviene de una idea de Hermite.

Proposicién 2.4. Sea n > 1 fijo y sea

flay = 20 (2.4)

16



» (i) La funcion f(x) es un polinomio de la forma f(zx) = o ety donde
n!
los coeficientes c; son enteros.

1
= (i) Para 0 <z <1 se tiene que 0 < f(z) < —.
n!

» (iii) Las derivadas f*)(0) y f*®)(1) son enteros para todo k > 0.

Demostracion. (i) es inmediato.

(i) si0 <z <1l,entonces 0 <1l—ax<lyaz™(l—z)" <Ll

Para de mostrar (iii), por (i) vemos que la k-ésima derivada f*) se anula en
x = 0 excepto si n < k < 2n y, para estos valores de k,

k!
(k) -
f (0) = n,Ck

es un entero.
De f(x) = f(1 — x) se deduce que

@) = (=11 - a)

para todo z y, por tanto, f*)(1) = (—1)¥ f()(0), que es un entero. O

Teorema 2.5. Sir es un numero racional no nulo, €" es irracional.

a
Demostracion. Se supone que e® = 7 siendo s, a, b numeros naturales, y sea n lo

suficientemente grande como para que n! > as?**!,

Tomamos
F(x) = % () — %7 (2) + 272 (2) F -+ fOO(a),
siendo f(z) la funcién (2.4). F(z) se puede expresar como una suma infinita
F(z) = s f(x) = ™" f'(x) + s f"(2) F - -

ya que las derivadas f*)(x) se anulan para k > 2n. Por lo tanto F(z) satisface

la ecuacién
F'(z) = —sF(x) + s> f(2).

Utilizando esta desigualdad se obtiene que

%[e”F(w)] = s F(x) + e F'(z) = s™" e f ()

y por lo tanto,

N := b/o1 §?Hest f(x)dw = ble* F(z)]5 = aF (1) — bF(0).

17



Aplicando (i7i) del lema anterior tenemos que esta expresién es un entero. Esta
expresion es un entero por (7iz) de la proposicién anterior. Aplicando (i7) obtenemos
tanto cotas superiores como inferiores para IV,

1 1 as2ntl
0<N = b/ §¥ e f(z)dr < bs™ et = = <1,
0

n! n!

con lo que se llega a una contradiccion ya que por una parte tenemos que N es un
entero, pero por otra no existe ningin entero entre las cotas que tiene N, con lo que

queda probado el teorema.
O

18



Capitulo 3

La trascendencia del numero e

Un numero complejo o se denomina nimero trascendente si para cualquier
f(z) € Q[z], f(a) # 0. Si f(a) = 0 entonces se denominaria niimero algebraico.

Si hayamos un polinomio de cierto grado que anule a un niimero, sabemos que ese
numero es algebraico. Sin embargo, para saber si un nimero es trascendente tenemos
que probar que ningin polinomio con coeficientes enteros lo anula, lo que es una
tarea mucho més complicada. A esto se debe el hecho de que a pesar de conocerse
el nimero e desde el siglo XVII, no fue hasta el siglo XIX, en 1873, cuando el
matematico francés Charles Hermite [1822-1901] consiguié demostrar que no existe
ningun polinomio no nulo con coeficientes enteros del que el nimero e fuese raiz [§]
[13].

Figura 3.1: C. Hermite hacia 1887

19



Lema 3.1. Sit € C entonces |e!| < elfl.

Demostracion. Seat =a+ i, a, f € R.
Entonces

el = e%(cos B+ isen B) — |e!| = |e®|y/cos? B + sen? 3

2 2
= e < VA — il

Teorema 3.2 (Hermite). El nimero e es trascendente.

Demostracion. Para un polinomio f y para un nimero complejo ¢, aplicando la
integracion por partes

/Ot e f(u)du = [—e™" f(u)], — /Ot e P () =

= [—eiuf(u)]g —i—/o e " f'(u)du, (3.1)

donde la integral es sobre el segmento que une 0 con t.
Sea

)= [ e s,

aplicando de nuevo la integracién por partes,

/o e flu)du = [~ f(u)] + / ' (uw)du = €' f(0) — f(t) + I(t, f'(u)).

0

Si f es un polinomio de grado m, entonces iterando se obtiene que

It f) = > f0) =3 o).

Si F' es el polinomio obtenido de f al reemplazar cada coeficiente de f por su valor
absoluto y aplicando el lema 3.1, de la definicién de I(¢, f) se tiene que:

t
[L(t, f) S/ e f(u)|du < Jt|eM F(]t]) (3.2)
0
Suponiendo ahora que e es un nimero algebraico de grado n, entonces

ane” + an_1€" P+ +ae+ag=0 (3.3)

siendo a; enteros y aga, # 0.

20



Se considera el siguiente sumatorio:

J = apl(k, f)
flz) =2z —1)P...(z —n)

donde p > |ag| es un nimero primo suficientemente grande. Usando (3.3), se
tiene que:

m m m

Ik, f) =" ) jV0) =) [ ==
j=0 Jj=0 Jj=0
y entonces,
T=Y apl(k, f) ==Y ard_ fOUk)==D> afPk),
k=0 k=0  j=0 j=0 k=0

donde m = (n+1)p — 1. Como f tiene un cero de orden p en 1,2,...,n y un cero
de orden p — 1 en 0, tenemos que el sumatorio ahora empieza en j = p — 1. Para
j =p—1la derivada de orden p — 1 en f en 0 es

£970(0) = (p = D=1 (ul)?

Si tenemos que n < p, entonces f®~1(0) es divisible por (p — 1)! pero no por p.
Si j > p, vemos que f9(0) y fU)(k) son divisibles por p! para 1 < k < n. Por lo
tanto J es un entero distinto de 0 divisible por (p — 1)! y en consecuencia

(p—1D! < |J].

Por otro lado, aplicando (3.2) se tiene que
[T = laglI(k, ) <Y lax| k" F(k) < Ane™((2n)!)7,
k=0 k=0

donde A es el maximo de los valores absolutos de los ay.
Como .

(D)

tenemos que
prle < (p—DE< || < Ane™((2n)1)?

Para un p suficientemente grande, es una contradiccién. O

Para finalizar con este capitulo, cabe destacar que a pesar de que se sabe que e
y 7 son trascendentes, se ignora si lo es e + 7. También se sabe que m+¢e o 7 - e es
trascendente, pero no cual de los dos. En cambio, €™ si se sabe que es trascendente, ya
que qued6 demostrado gracias a Alexandr Gelfond [1906-1968] y Theodor Schneider
[1911-1988]. No puede decirse lo mismo de 7¢, que a dia de hoy no se sabe si es
racional o irracional [14].
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Capitulo 4

Las fracciones continuas y el
numero e

En este capitulo veremos una introduccién a las fracciones continuas [9][3] y
finalizaremos con la representacion del ntimero e de esta manera.

4.1. Introduccién a las fracciones continuas

Una fraccién continua es una expresion de la forma

Bo
A
Do

B
CL3+_3

xr = ag+
a1+
as +

1
+_
an

siendo una funcién de N + 1 variables, donde a( es un entero y el resto de los a; y
los (3; son enteros positivos.

La teoria de las fracciones continuas es un capitulo importante de las matematicas
ya que constituyen un método muy interesante para representar ntmero reales, y
cuyos origenes se remontan a la matemética hindd del siglo V antes de Cristo. Se
debe a L. Euler la formulacién de la teorfa en sus términos actuales [3].

A lo largo de este capitulo utilizaremos las fracciones continuas simples, de decir,
las que f; = 1:
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T = ag+

+_
an

Por comodidad, para expresar un nimero en forma de fracciones continuas se
hara de la siguiente manera:

xr = [a07a170’27' o 7a/n]~
Entonces,
[a]:@ la a]:a1a0+1 lag, a a]:a2a1a0+a2+a0
0 17 0, 1 a ) 0, 1, 42 a2a1+1
y por lo tanto
1
lag, a1] = ag + —,
ay
1
[a/()?a’hH ' Ja/n—17a/n] = |Gp,Aa1, " ,Gp—-2,0n—-1 + — )
ap,
1
ap, A1, ,0n| = ap + = |a ai1.ao. - .Q
[ 0, W1, ) TL] 0 [(1/1,(1,2,"' ,(Zn] [ 07[ 1, W2, ) n]]

paral <n < N.

Teorema 4.1. La fraccion continua finita es una funcion racional y, como tal, puede
ser expresada en la forma

Pn . pn<a07a’17“' 7an) o
— = = [ao,al,...,an]
qn qn(a’17a27”' 7an>

donde p, Yy q, son polinomios con coeficientes enteros no negativos den+1 yn
variables respectivamente, determinados por las siguientes relaciones de recurrencia:

Po=aog, p1=aay+1, p,=aypn_1+pn—2 (2<n<N),

=1 qg=a, ¢=0aqn-1+G -2 (2<n<N).
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Demostracion. Paran =0y n =1,

Po = Go, Qqo = 17

p1=apar +1, ¢ =a,
dando lugar a

Po 2
- - [aO]a - — [G'Oaal]'
do q1

Para los demas casos aplicamos inducciéon: Suponemos que se cumple la igualdad
para n < m, con m < N. Entonces

o p_m AmPm—1 + Pm—2

[a(bala'“ 7&mflaam] = =
dm AmPm—1 + gm—2
donde pp,—1,0m—2, Gm-1, gm—2 dependen solo de ag,a; - - , Gy—1.
1
(@0, @1, s A1, Gy Q1] = [ G0, Q1L+ -y Q1 s Gy Gy, +
Am41

1
(am + ) Pm—1 + Pm—2
CLm-{—l

1
(am + ) Gm—1 + Gm—2
Am+1

A1 (ampm—l + pm—2) + Pm—1
am+1 (aQOfl + Qm—2) + dm—1

Am+1Pm + Pm . Pm+1

Am+1Gm + Gm—1 B Qm-i-l.

]

4.2. Las fracciones continuas y los niimeros racio-
nales

Aparte de ser un método para representar nimeros reales, las fracciones continuas
nos permiten analizar la racionalidad de un niimero real. Para ello, antes debemos
introducir las fracciones continuas infinitas, que son con las que se representan los
numeros irracionales.

Sea x un nimero real cualquiera, y sea ag = [z] la parte entera de dicho niimero.
Por lo tanto,
T=ag+¢y,0<eg <1
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Si g9 # 0, entonces:

1_/ 11 !
—=d;|>1, [a]]=a1, di=a1+¢e, 0<¢e <1.
€0
Si €1 # 0, entonces:
1 /
— =y =a2+&3, 0<e<1
€1

y asi sucesivamente. Ademés, a/, = 1/¢,_1 > 1, y entonces a,, > 1, para n > 1. Por
lo tanto
o 11 ]' o 11 11
z = [ag, ai] = |ag,a1 + a1 [ag, a1, ag] = [ag, ay, as, az] = - - -
2

Este sistema de ecuaciones es el algoritmo de fracciones continuas, que no finali-
zard mientras ¢, # 0. Si encontrdsemos un valor N donde €y = 0 se finalizaria con
el algoritmo y tendriamos que

€r = [ao7a17a2,"' >CLN]

En este caso x habria sido representado por una faccion continua simple, y ademas
entonces x serfa un numero racional.

Definicion 4.2. El sistema de ecuaciones

h = aok + k1, (O<k’1</€),
k= a1k1 + /{32, (0 < k2 < kl);

kn—o=an-1kn-1+kn, (0<ky <kn_1),
kn-1 = ankn

se llama algoritmo de Euclides.

Teorema 4.3. La representacion en fraccion continua de un numero real es finita
si 0 solo si ese numero es racional.

Demostracion. Si x es un entero, entero g y * = ag. Si no lo es, entonces

e
1

con hy k enteros y k> 1. Como
h
k
h = apk + eok,

= ag + €o,
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siendo ag el cociente y k1 = gpk el resto cuando h es dividido por k.

Si g9 # 0, entonces

1k
a = — = —
! €0 k’l

y
- — £ ,
i a1+ €1

k= a1k1 + Elk‘l

con ay el cociente y ky = €1k el resto, cuando k es dividido por k;. Se obtiene
asi la serie de ecuaciones

h:G0k+k1, k:&lkl—i‘kg, kl :a2k2+k3,

que contintda mientras €, # 0, o lo que es lo mismo, mientras k, ;1 # 0. O]

Ahora se tratara la representacién de un niimero irracional mediante una fraccién
continua infinita.
Para representar un ntimero irracional por fracciones continuas, llamaremos

CL;I = [anyan+17 o ]

al n-ésimo cociente completo de la fraccién continua

x = [ag, a1, -]
Entonces
a, = lHm [ap, api1, - ,.an]
n ny Un+1, s WN
N—c0
) 1 1
=a, + lim =an+——,
0 [&n+1, T 7aN] Apy

y en particular

Ademas,

Uy > Gy, Qg > app >0, 0<

y por lo tanto a,, = [a]].
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4.3. La fraccion continua simple del niimero ¢

Una vez vistos estos resultados, se pasara a tratar la representacion del nimero
e con fraccién continua [4] [18]. Fue Euler quién prob6 en 1737 la irracionalidad de
e utilizando las fracciones continuas simples. Como curiosidad, cabe destacar que a
pesar de no ser el primero en estudiar las fracciones continuas, si fue el primero en
realizar un articulo muy completo sobre sus propiedades.

Para obtener la representacion del nimero e como fraccién continua simple,
primero se debe considerar el niimero

e—1 8591409142295
~ 1409142295 =
08591409 9 10000000000000
Como este niimero es menor que 1, ay = 0.
Ahora se invierte la fraccién
10000000000000 1408590847704

8591409142295 * 8591409142295
por lo que el siguiente denominador es la parte entera del ntmero, es decir,
ay = 1.

Se vuelve a invertir la nueva fraccion y se tiene que

8591409142295 n 139862996071
1408590847704 1408590847704

El siguiente denominador sera as = 6.

Repitiendo el proceso de invertir la fraccién

1408590847704 N 9950896994
139862996071 139862996071’
as = 10.
139862996071 N 551438155
0950896994 9950896994’
ay = 14.
9950896994 N 25010204
551438155 551438155
a5 = 18.
551438155 N 1213667
25010204 25010204’
g — 22.

Una vez calculados estos valores de a;, si la secuencia de a; va permitiendo obtener
una aproximacion cada vez mas exacta del niimero e, entonces estos a; siguen una
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progresion aritmética que no empieza con el primer denominador, si no en as y que
va aumentando el siguiente denominador en 4.

6—1_0 1
2 + 1
1+

144+ —0
TR

Como esta serie va aumentando y nunca termina, no es una fraccién continia
simple finita. Y por lo tanto, como se ha visto en las demostraciones anteriores, este
ndmero no puede ser racional.

Este resultado nos muestra la irracionalidad del nimero e, ya que si % no es

racional, e tampoco puede ser racional.

Ahora, despejando se obtiene que

e=1+

1+

Uy —
LTI

Ahora hay que transformarlo en una fracciéon continua simple, y para ello se usan
dos transformaciones [15]:

Sea la fraccién continua

2 2
1 1
a+ - a4+ —
b+ — b+ —
.« e . y
Si a es par, entonces
2 1
N 1 a 1
a 1 2—1—
b+ — 2b + —
Yy Yy
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Si a es impar, entonces

Aplicando estas transformaciones a la fracciéon continua de e, se tiene que

It ——
b—1)+—
(b-1)+~

—— 0

e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,---] = [2,1,2n,1],_,.

Una vez obtenida, se va a realizar la demostracion de que efectivamente es ésta

la representacion en fraccion continua simple del nimero e.

Para hacerlo, lo primero que se debe hacer es cambiar la fracciéon continua de

e por una equivalente:

[27172a171747171a67"'] = [170a171727]-7]-’4717176’"']

Por lo tanto,

azip1 = 24, az =1,
y los p; v los ¢; serian

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
D 1 1 2 3 8 11 19 87 106
i 1 0 1 1 3 4 7 32 39
Ademas, los p; v ¢; satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

P3n = P3n—1 1T P3n—2,  (3n = (3n—1 T q3n—2,

P3nt1 = 20Pp + P3n—1,  Q3n+1 = 2NG3n + @3n-1,
P3n+2 = P3n+1 T P3ns  G3n42 = @3n+1 T G3n- (4.1)

Por lo tanto, se tiene que probar que

Di

lim — =e.

Para ello, se definen las siguientes integrales:
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A, = e“dx
0 n!
1 n+l — 1)
B, = / GG ) e’dx
0 n!

Proposicion 4.4. Para n > 0, A, = @3n€ — Psn, Bn = P31 — @3, 416, y Cp =
P3n+2 — 43n2€.

Demostracion. Aplicando las relaciones (4.1), solo tenemos que probar las condicio-
nes iniciales Ag=e—1, By=1y Cy =2 — e y ademds que

An - _Bn—l - On—l (42)
B, = —2nA, + Co_, (4.3)
Cn=B,— A4, (4.4)
Para (4.4),
"Mz —-1)" 2"z - 1)"=2"(z - 1"z -1)=2"(x - 1"

Para probar (4.2), lo que es lo mismo, probar que A, + B,,_1+C,_1 = 0, y se integra
a ambos lados de

gz —-1)" ,  ae-1"t o N e—-1)" ,  d (a"(z—-1)"
n! o (n—1)! o (n—1)! © T “ )

que sigue las reglas de derivacion del producto.
Para probar (4.3), o lo que es lo mismo, B,, + 2nA, — C,,_; = 0, siguiendo un
proceso similar al del caso anterior se integra ambos lados de

n+1 —1)" n — 1) n—1 — 1) d n _1n+1

S Ut VLN Ut VL ot V O N £ (g ViR
n! n! (n—1)! dx n!

Con lo que terminariamos la demostracion. O

Teorema 4.5. ¢ = [1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1, -]

Demostracion. Lo primero que tenemos que ver es que A,, B,, C, tienden a 0
cuando n —» oo:

1

" —1)" 1

A4,] < Mdem < Ze—0
0 n! n!
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1,.n+1 — 1) 1
B,| < / wwdw < e—50
0 n! n

1
n -1 n+1 1

C,| < / 2@ = D" elge < Lo —5 0.
0 n! n

Una vez visto esto, por la proposicién 4.4,

1im (gie —p;) =0

71— 00

1lim ¢e = lim p;
1— 00 11— 00
y por lo tanto

e= lim % =1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,- - -]
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Capitulo 5

Aplicaciones del niimero ¢

El niimero e tiene un gran niimero de aplicaciones, de las cuales se veran algunas
en este capitulo.

5.1. Problema de calculo de Steiner

Este problema debe su nombre al matemético suizo Jakob Steiner (1796 — 1863),
y consiste en encontrar el méximo absoluto de la funcién f(x) = x%/*:

Para ello, lo primero que haremos
serd definir la siguiente funcion !

1
g(z) =Inf(z) =lnz'/* = ~Inz.
x

Calculamos su derivada:

—1 1 l1—Inx o
/ o _
g(x) = = Inz + g Rl

o|f

Buscamos su valor maximo, por lo
que analizamos donde se anula su deri-
vada: Figura 5.1: En verde f(z) = 2/, en azul = e.

1-1
gd(x)=0= xgnx:0:>1n(x):1:>m:e.

Claramente cuando 0 < z < e, ¢'(x) es positiva ya que Inxz < 1, y es negativa
cuando z > e. Con lo que queda demostrado que e es el maximo absoluto y tnico
de g(z), y por lo tanto de f(z) [20].

5.2. Férmulas que contienen al niimero ¢
» Identidad de Euler: Desarrollada por L. Euler, fue considerada en 1988 por

los lectores de la revista Mathematical Intelligencer como la férmula matemati-
ca mas bonita de la historia [16].
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Y no es de extranar que sea considerada como tal, ya que es una férmula
que relaciona cinco de los niimeros mas importantes y representativos de las
matematicas, como son el 1, 0, e, 7 y 7:

e +1=0.

Se puede deducir de la férmula de Euler e = cosx + isenz cuando se toma
x =, ya que sen(m) = 0y cos(m) = —1. Ademads, permite expresar cualquier
nimero complejo en notacion exponencial.

Formula de Stirling: se utiliza para la aproximacion de factoriales grandes.

Su férmula es
n!
lim —— =1,

= o ()

que frecuentemente se reescribe como

n n
n! = v/2mn (—) .
e

Demostracion. Por la funcién gamma de Euler
'n+1)=n!= /OO z"e "dx.
0
Por el cambio de variable x = nt,
[(n+1)=n""" /OO t"e " dux.
0

Realizando otro cambio de variable

t=1+——

vn

se tiene que

oo S n
I(n+1)= n”\/ﬁ/ (1 + —) e Vs
_\/ﬁ \/ﬁ

_ n _n/oo nln(1+in>fs\/ﬁ
= n"v/ne e vn ds.
,\/ﬁ

Ahora, para resolver la integral se usa la serie de Taylor de In(1 + x):

v A

m(l4a)=o— 2 L 4.
n(l+z)==x 2—|—3 el

Si se aplica al exponente de la integral quedaria

52 53 st

5vn  an |
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— g2

cuyo limite cuando n — oo es

Sustituyendo,

lim T'(n+1) :n"\/ﬁen/ e 2.

n——oo

Para calcular la integral, se toma

Entonces,

/Oo /OO €—$2/2—y2/2dxdy — /OO /OO e—x2/2€—y2/2dl,dy —
/OO 6y2/2/oo exz/QZI/oo €y2/2dy212’

y pasando a coordenadas polares,

o0 o 2.2 00 2 )
I’ = / / e 2 dxdy = / / e 2rdodr
o0 —00 o Jo

= 27r/ e Prdr = 27?(—6’T2/2)\8° = 2m,
0

y en consecuencia

I =+2rm
Por lo tanto,

82

m_

lim I'(n+1) = n”\/ﬁe_”/ e 2 =n"Vne "V2r =n"e "V2rn.
n—>00 o
Con lo que queda probada la férmula [10].

]

Ecuacion de la catenaria: es la curva que forma una cadena al ser suspen-
dida de sus extremos y que es sometida solamente a la fuerza de la gravedad
[2]. Su ecuacion es

T ea:/a _|_e—1’/a
y = a cosh (—) =q—.
a 2
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Demostracion. La ecuacién diferencial de la catenaria puede deducirse aplican-
do equilibro de fuerzas a una porcién infinitesimal de catenaria. Si se aplica el
equilibrio de fuerzas a las fuerzas horizontales y verticales, entonces

Fy=Tcosa(z— A xz)—Tcosa(x) =0

Fy =Tsina(z— A z) —Tcosa(r) = / Ads,

s1
donde

e « es el angulo formado por la catenaria y la horizontal.
e T'(x) es la tensién total del cable para cada punto.

e )\ es el peso por unidad de longitud.
La primera ecuacién implica que
T cosa =Ty = cte,

La segunda puede escribirse escogiendo adecuadamente el origen de la longitud
de arco como:

Tcosa=Ty
Tsina = \(s — sp)

y entonces

tan o = E(s — Sp).

Si se introduce la relacién entre la tangente del angulo de la pendiente y la
longitud de arco,

dy

tana =

dx
2

s:so—l—/ 1—|—<—> dx,

o dz
dy A [ dy\
Y Y
— = — 1 — | dx. 1
e " Ty ), +(dx> x (5.1)

Derivando (5.1), se obtiene que

2 2
ey [ iy
d?x Ty dx

y por lo tanto,
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La solucion general viene dada por

Ty

y(x) = ~ cosh (%(I - C’l)> + Cy = acosh (ZE — G

a

H

) L (52)

La solucién de (5.2) para un cable suspendido de dos puntos a la misma altura
y cuyo punto minimo es el punto (0, a) es

_ E _ g x/a —z/a
y = acosh <&> 5 (e +e )

a = —.

A

» Campana de Gauss: Es la férmula densidad de la distribuciéon normal

2

x
1 JE—
¢(r) = e 2
oV 2w
siendo p la media y o la desviacion estandar.
0.4 T T oy
s ™,
s Y
0.35[ #./ \-.\
/
.,l’.’
031
.'ll’II
025t /
/
021 ,-"Ir
/

015} /

/

/ \
011 / \

Y, \
7
0.05 /’ \
0 — L L L L L
-3 2 1 0 1 2 3

Figura 5.2: Ejemplo de la campana de Gauss

En la siguiente integral se comprueba que el area bajo su grafica es igual a 1.

Lema 5.1. -
/ ¢(x)dr =1
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Demostracion. Tenemos

([ oway= [ [ otwpotdndy = - [~ [~ ey

Expresandolo en coordenadas polares realizando el cambio:

x =r-cos(p)

y=1-cos(p)
llegamos a

1 2 & 1,2 o 1.2 1.2 >
— d@/ e 2" rdr = / e 2" rdr=—e 2" =1
2 0 0 0

con lo cual se demuestra la afirmacién [7]. O

Algunos ejemplos de variables asociadas a fenémenos naturales que se ajustan
a la distribucién normal son:

e Errores cometidos al medir ciertas magnitudes.
e La estatura de individuos.
e El cociente intelectual.

Distribucion de Poisson: Es una distribucién de probabilidad discreta cuya
funcién de densidad es

)\k
donde k es el niimero de ocurrencias del evento o fenémeno, y A es un parame-

tro positivo que representa el nimero de veces que se espera que ocurra el
fenémeno durante un intervalo dado [7].

Algunos fenémenos discretos de la naturaleza que se ajustan a la distribucién
de Poisson son:

Las desintegraciones radiactivas.

Bombardeos aéreos sobre Londres.

La distribucién de la riqueza humana.

El nimero de estrellas en un determinado volumen de espacio.

Llamadas a un niimero equivocado.
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5.3. El interés compuesto

El niimero e también juega un papel importante en la economia, y un ejemplo
claro es el interés compuesto [12].

El dinero que una persona invierta en una operacién financiera para obtener un
interés se denomina capital. Una manera de abonar estos intereses es usar la ley del
interés compuesto. Con esta ley los intereses al final de cada periodo se acumulan al
capital del inicio del nuevo periodo para producir nuevos intereses. Si invertimos una
candidad de dinero Cjy a una tasa de interés compuesto r, y el interés se capitaliza
k veces al ano, al cabo de t anos el saldo sera

O = Gy (1+£)kt.

Si la frecuencia con la que se capitaliza el interés k — oo, si invertimos una
cantidad de dinero (Y, el saldo después de ¢ anos seria

Jin o (143)"

Si realizamos el cambio de variable 1/x = r/k.
Cuando k — 0o , x+ —> o0, entonces

r kt 1 rxt 1 xN\ 1t
k—o0 k T—00 €T T—00 €T

1 T\ 1t
< <h’m (1 + —) > = Coert.
T—r00 €T

5.4. Crecimiento exponencial

El crecimiento exponencial se aplica a magnitudes que aumentan de forma pro-
porcional a su valor. Cuando el crecimiento de la funcién N(t) en un instante ¢ es
proporcional al valor de la funcién en ese instante, se puede expresar mediante la
ecuacion diferencial de primer orden

dN

— = AN
dt

N(O) — No,

para una constante A > 0.
Si se resuelve se obtiene

1 1
—dN = \dt —dN =)\ | dt
N < / N /

sInN=XM+C, & N =M
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& N = eMe™,
por lo que la ecuacién del crecimiento exponencial sera
N = Npe,

donde Nj es el valor inicial de la magnitud, A la constante de proporcionalidad,
y N el valor de la magnitud al cabo de ¢ anos.
Algunas fenémenos que crecen de forma exponencial son:

= El niimero de contrasenas posibles con n digitos crecen exponencialmente con
n.

= El nimero de miembros en poblaciones de ecosistemas cuando carecen de pre-
dador y los recursos son ilimitados, y ademés no existe competencia intraes-
pecifica.

= El nimero de bacterias que se reproducen por fisién binaria.

s Fl nimero de células de un embrion mientras se desarrolla en el itero materno.

5.5. El carbono-14

A parte del crecimiento exponencial, de una manera similar también se pueden
estudiar procesos con un decrecimiento exponencial. Un ejemplo de estos procesos es
el del carbono-14, también llamado radiocarbono. Fue descubierto el 27 de febrero
de 1940 por Martin Kamen y Sam Ruben.

La datacion por radiocarbono es un método de datacion radiométrica que utiliza
el isétopo radioactivo carbono-14 para determinar la edad de materiales que contie-
nen carbono hasta unos 50.000 anos. En arqueologia es considerada una técnica de
datacién absoluta, ya que aparece en todos los materiales organicos [5].

La forma en la que el carbono-14 decae es exponencial, es decir, el nimero de
atomos decae de forma proporcional al niimero de atomos restantes. Este proceso
se rige por la ecuacion diferencial

N _ —AN, A>0
dt
N(O) - No,

donde dN/dt representa el cociente de variacién instantanea con que se desinte-
gran los nucleos, Ny la cantidad inicialmente presente, A es la constante de propor-
cionalidad con signo negativo para expresar que es decrecimiento, y N la cantidad
de ntcleos radiactivos al cabo de t anos [17].

Al resolver la ecuacion diferencial se obtiene la ecuacién de decrecimiento expo-
nencial que es

1
NdN =\t & N = Nye™

Otros ejemplos de procesos que se rigen por el decrecimiento exponencial son:
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= La espuma de la cerveza.

= La presion, que atmosférica disminuye aproximadamente exponencialmente
con el aumento de la altura sobre el nivel del mar.

= La intensidad de la radiacion electromagnética como la luz, los rayos X o los
rayos gamma en un medio absorbente, sigue una disminucién exponencial con
la distancia al medio absorbente.
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Capitulo 6

Computacion aproximada del

numero e

La expresion decimal del nimero e no puede ser conocida en su totalidad al
ser irracional. Desde que se conocié éste ntimero la sociedad cientifica ha intentado
aumentar el nimero de digitos conocidos. En los tltimos tiempos el ntimero de
digitos conocidos del nimero e ha aumentado considerablemente, y esto se debe
tanto a la llegada de los ordenadores como a la mejora de los algoritmos.

Fecha w Realizador del célculo
- @ - 21 de noviembre de 1999 1 250 000 000 Xavier Gourdon
1690 1 Jacob Bernoulli 10 de julio de 2000 2 147 483 648 Shigeru Kondo y Xavier Gourdon
1714 13 Roger Cotes 16 de julio de 2000 3221225472 Colin Martin y Xavier Gourdon
1748 23 Leonhard Euler 2 de agosto de 2000 6 442 450 944 Shigeru Kondo y Xavier Gourdon
1853 137 Wwilliam Shanks 16 de agosto de 2000 12 884 901 000 Shigeru Kondo y Xavier Gourdon
1871 205 william Shanks 21 de agosto de 2003 25 100 000 000 Shigeru Kondo y Xavier Gourdon
1884 346 1. Marcus Boorman 18 de septiembre de 2003 50 100 000 000 Shigeru Kondo y Xavier Gourdon
1949 2,010 John von Neumann (on the ENIAC) 27 de abril de 2007 100 000 000 000 Shigeru Kondo y Steve Pagliarulo
1961 100,265 Daniel Shanks and John Wrench 6 de mayo de 2009 200 000 000 000 Shigeru Kondo y Steve Pagliarulo
1978 116,000 Steve Wozniak on the Apple Il 21 de febrero de 2010 500 000 D00 000 Alexander J. Yee
1994 10 000 00D Robert Nemiroff y Jerry Bonnell 5 de julio de 2010 1000 000 000 000 Shigeru Kondo y Alexander J. Yee
Mayo de 1997 18 199 978 Patrick Demichel 24 de junio de 2015 1 400 000 000 000 Matthew Hebert
Agosto de 1997 20 000 000 Birger Seifert 14 de febrero de 2016 1 500 000 000 000 Ron Watkins
Septiembre de 1997 50000 817 Patrick Demichel 29 de mayo de 2016 1 500 000 000 000 “Yoyo"
Febrero de 1999 200 000 579 Sebastian Wedeniwski 29 de agosto de 2016 5 000 000 000 000 Ron Watkins
Octubre de 1999 869 894 101 Sebastian Wedeniwski 3 de enero de 2019 8 000 000 000 000 Gerald Hofmann

Figura 6.1: Tabla del ntimero de cifras computadas del ntimero e.

A continuacién se va a comparar la convergencia de las distintas definiciones del
nimero e que se han visto a la hora de computarlas, y ademéds se veran algunas
maneras de computacién del nimero e con una convergencia méas rapida [19].
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Los primeros digitos del nimero e son:
e = 2,7182818284590452353602874713526624977.

= La primera que se va a analizar es

1 n
e = lim (1+—) .
n—oo n
1 a
Sea e, = <1+—> :
a

a=1—e =2

a =100 — egp = 2,70

a = 1000 — eqgg0 = 2, 716.
Para a = 1000 solo se han obtenido dos decimales correctos, por lo que se
puede afirmar que con esta definicion de e la convergencia es lenta.

Para obtener una convergencia mas réapida se puede tomar

) 2n + 1\"
e = lim
n—oo \ 2n — 1

Demostracion.

, 2a+1\"
Si ahora se toma e, = :
20 — 1

a=1—e1 =3
a =100 — e19p = 2, 7183
a = 1000 — eqgg0 = 2, 718282.

Con este cambio, ahora se han obtenido 5 decimales correctos con a = 1000,
en lugar de los 2 que se habian obtenido en el caso anterior.
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= Sea

Si se toma

entonces

a=1—e =2
a =10 — ey = 2, 71828180
a =15 — ey5 = 2, 718281828458.

» Utilizando la definicién en forma de fraccion continua simple, es decir,
e=12,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,- - -],

si se fuesen calculando de uno en uno cada nuevo a;, las fracciones que se irian
obteniendo serian:

2
1=1——-=2

1

3
1=2— - =3

1
i:3—>§:2,6

193
, =8 — =2,7183
? — 7 :

23225

=12 ——— = 2,71828183.
i —>8544 , 71828183

Para ¢ = 8 se obtienen 3 decimales correctos, y para ¢ = 12 se obtienen 7.

= Los aproximantes de Padé proporcionan una aproximacién de una serie de
potencias mediante una funciéon racional. Deben su nombre al matemaético
francés Henri Padé [1863-1953], quién preparé su doctorado bajo la supervision
de Charles Hermite, y fue en su tesis doctoral en 1892 donde describié lo que
se conoce como aproximacién de Padé [4].

Para obtener la aproximacion de Padé de e, es necesario centrarse en la serie

de potencias
Lk
z __
e = E T

Una aproximacién de Padé para e* de tipo (m,n) es una funcién racional
p(2)/q(z) con p(z) y q(z) polinomios y siendo el grado de p(z) < m y el de
g(z) <n,y .

p\z z m+n+1

——= =e"4+0(z )

q(2)
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cuando z — 0.

En otras palabras, los primeros m + n + 1 coeficientes de la serie de Taylor
de p(2)/q(z) concuerdan con los de e*. Ademads, la aproximacién de Padé es
unica. Por lo tanto, si uno quiere estudiar la aproximacion de Padé de e, se
toma z = 1 en la aproximacién de e*.

Sea rm (%) la aproximacién de Padé de tipo (m,n) de e*, tomando z = 1 se
tiene que

ria(1) = [2,1],

ro(1) =[2,1,2],

ro1(1) =[2,1,2,1],
ra0(1) = [2,1,2,1,1],
ros5(1) =[2,1,2,1,1,4],
rsa(l) =1[2,1,2,1,1,4,1],
rss(1) =12,1,2,1,1,4,1,1],

por lo que se puede apreciar que los aproximantes de Padé de tipo (n,n),(n, n+
1) y (n+1,n) parecen dar los convergentes de la fraccién continua del nimero
e.

Hermite desarrollo un método para obtener las aproximaciones de Padé usando
integrales. Si reformulamos la definicion de los aproximantes de Padé, se puede
decir que los polinomios p(z) y q(z) que se quieren obtener, cuyos grados son
como mucho m y n respectivamente, son aquellos tales que q(z)e* — p(z) =
O(z™ 1) cuando z — 0, lo que es lo mismo, la funcién

. 4(z)e” — p(2)

Zm—i—n—f—l

es holomorfica.

Para continuar, es necesario introducir el siguiente resultado.

Proposicién 6.1. Sea r(x) un polinomio de grado k. Entonces existen poli-
nomios q(z) y p(z) con grado< k tales que

/1 r(m)ezxd:c _ q(Z)ez —p(Z)

Zh+1

Especificamente,



Demostracion. Aplicando la integracién por partes

z z

y aplicando induccién se tiene la demostracion. O]

Por lo tanto, para obtener los aproximantes de Padé p(z)/q(z) de tipo (m,n),
se necesitan polinomios p(z) y ¢(z) de grados m y n respectivamente tales que

q(z)e* = p(z)

< Zm+n+1

sea holomorfica. Esto sugiere tomar k& = m+n en la proposicién anterior. Para
elegir r(z) se analizan las féormulas

Q(Z> — r(l)szrn . T/(l)Zernfl 4 r//(l)Zeran .

p(z) — T(O)Zm+n . T_/(O>Zm+n71 4 7A//(O>Zm+nf2 .

Como el grado de ¢(z) < n, r(x) tiene una raiz de orden m en z = 1, y como
el grado de p(z) < m se tiene que r(x) tiene una raiz de orden n en x = 0.
Como el grado de r(x) es m + n, se tiene que

r(z) =a"(x —1)",

y por lo tanto,

/1 an(a7 . 1)m6zxd$ _ q(Z)eZ —p(Z),

Zm+n+1

donde p(z)/q(z) es la aproximacién de Padé de tipo (m,n) de €.

Si tomando z = 1 y le anadimos el factor 1/n! se obtiene la integral utilizada
en la demostracién del teorema (4.5) de la representacién en fraccién continua
del numero e.

La aproximacién de Padé de la funcién e’ seria

m (m4+n—k)m

2 k=0 Ul (m — k)
(m 4 n)lkl(m — k)!
(m+n—k)n!

ZZ:o (m +n)lkl(n — k)! -

Si por ejemplo se toma el caso donde n = m, al ir aumentando el grado de e
se va obteniendo que

24+t 1246t +1t2 120 + 60t + 12¢2 + ¢3
2 — 1712 —6t+ 127120 — 60t 4+ 12¢2 — ¢3’
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De aqui se puede calcular la aproximacién de e. Se toma e = (ef)!/! y entonces

<2+t)l/t (12+6t+t2>1/t (120+60t+12t2+t3)1/t ] 61)

2—t 12 — 6t + t2 120 — 60t 4 12¢2 — t3

Para mostrar la eficiencia de este método, tomando la ultima férmula de (6.1),
entonces

t=1—se=27183

t=1/2 —s e = 2718282

t=1/4 — e = 2,71828183

t=1/32 —s e = 2,71828182845907
t=1/256 — e = 2,7182818284590452354.
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