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1. INTRODUCCION ¢ COMO ENSENAR SUCESIONES LINEALES?
RAZONAMIENTO INDUCTIVO Y HOJA DE CALCULO

1. INTRODUCCION:

La construccion del aprendizaje significativo es una de las cuestiones
mas estudiadas y anheladas por toda la comunidad educativa. Encontrar la
estrategia y los recursos adecuados para llevar a nuestros alumnos por el
camino de la compresion y el razonamiento no es tarea facil y constituye uno

de los objetivos principales de todo buen docente.

En el area curricular y, mas concretamente, en la materia de
Matematicas, este asunto cuenta con aun mas importancia: Constituye una
lucha constante de los profesores, evitar que la ensefianza de las Matematicas
se reduzca al operativismo sinsentido y la repeticiébn automatica de célculos a
partir del uso de algoritmos, y formulas de aplicacion inmediata, que encajen
una relacion de todos los datos suministrados. El calculo es un area
fundamental de las Matematicas y una herramienta eficaz para el estudio de las
demas, pero desde la docencia debemos cuidar que la actividad matematica de

nuestros alumnos no se reduzca a calcular.

En la etapa educativa de la ESO, es especialmente recomendable
desarrollar en los alumnos procesos de induccidn que les permitan conocer y
comprender los conceptos mediante ensayos y verificacion de conjeturas. “En
ningin caso, la conceptualizacion, formalizacion y simbolizacion deben
preceder a la comprension de conceptos y relaciones extraidas de la actividad
real” (Decreto 57/2007).

Se trata de fomentar en los alumnos el razonamiento inductivo, que es
aquel que se produce de forma natural al analizar casos particulares que le
llevan a descubrir leyes generales (Podlya, 1945). Este es el tipo de
razonamiento que se produce en la construccion del conocimiento cientifico, ya
qgue implica que el individuo trabaje ampliando la informacién de la que parte y
comprobando la validez de esa nueva informacion (Cafiadas y Castro, 2006).

Varias publicaciones (Disefio Curricular Base, 1989; Real Decreto 1631,
2006; NCTM, 1989) enfatizan la importancia que tiene para los alumnos

desarrollar pautas (percibirlas y extenderlas) para la comprension de conceptos
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y relaciones matematicas importantes, como el concepto de funcion, y para el
desarrollo de capacidades de éstos para llevar a cabo procesos de

particularizacion, induccién, recursion, iteracion, abstraccion y generalizacion.

En cuanto a las competencias y habilidades a adquirir por parte de los
estudiantes dentro de la tipologia de problemas en la que se centra el estudio,
se encuentran: examinar casos especiales, organizar la informacion de forma
sistematica, particularizar, establecer conjeturas y generalizar propiamente
dicho (Mason et al, 1982; Lewis, 1983; Swan, 1984; Andrews, 1990). Al igual
gue “identificar y describir regularidades, pautas y relaciones conocidas en
conjuntos de numeros y formas geométricas similares” que ademas, forma
parte de los criterios de evaluacion de la materia de Matematicas para la
Educacion Secundaria Obligatoria (Real Decreto 1631/2006 y Decreto
57/2007).

En el contexto de nuestro trabajo, las progresiones aritméticas, el
aprendizaje significativo depende en gran medida del proceso de
generalizacion lineal que llevan a cabo los alumnos durante la realizacion de
los ejercicios. Las sucesiones numéricas y mas concretamente las
progresiones aritméticas, se encuentran incluidos en los contenidos de
Matematicas del tercer curso de la ESO y en los de 1° de Bachillerato. Sin
embargo, el estudio y desarrollo de procesos de generalizacion, se encuentra

presente durante todo el curriculo de Secundaria.

En este trabajo, exploramos los mecanismos que gobiernan el proceso
de generalizacion en los alumnos, estudiamos las herramientas y estrategias
didacticas que pueden resultar utiles al docente para explotar el potencial de
este proceso para fomentar el aprendizaje de sus alumnos vy, finalmente,

planteamos varios ejemplos practicos para llevar al aula estas orientaciones.
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2. MARCO TEORICO:

En el contexto de los problemas de generalizacién lineal, a la hora de
optimizar el proceso de ensefianza y aprendizaje y favorecer el razonamiento y
la comprensidn en nuestros alumnos, conviene tener en cuentas varios

aspectos del proceso de generalizacion:

* Qué mecanismos cognitivos intervienen y bajo qué proceso mental se

producen,

e qué generalizan los alumnos, como se produce ese proceso de

generalizacion lineal vy,

* qué metodologias y recursos didacticos pueden ayudar al docente a
explotar las potencialidades de este proceso y favorecer el

aprendizaje de sus alumnos.

2.1. TIPOLOGIA DE LOS PROBLEMAS A ESTUDIO:

Nuestro trabajo trata de un tipo particular de sucesiones aritméticas, que
en la que el término general responde a la forma f(n)= an+b, con a y b nUmeros
enteros tales que a#0, b#0, a>0 y a+b>0. Este tipo de problemas se conocen

en la literatura con el nombre de problemas de generalizacion lineal.

La presentacibn mas recomendable para estos problemas responde
generalmente al siguiente formato, que favorece un razonamiento menos
forzado de los alumnos y un desarrollo mas intuitivo del proceso de

generalizacion lineal:

1°) Un dibujo ilustrativo que describe visualmente los primeros términos

de la sucesion (n=1, 2, 3...) 6 un enunciado contextualizado en el que se

describe la situacion del problema. Ej.: Problema de las Jardineras:
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n=1 n=2

n=3
2°) Un enunciado que plantea 3 cuestiones en el siguiente orden:

- Cuestiones introductorias: se pide, de forma contextualizada, al

alumno el valor de la sucesion para los términos 4 0 5.

Ei.: El Ayuntamiento quiere instalar jardineras y rodearlas con

baldosas hexagonales segun el modelo que se ve arriba.

a) ¢Cuantas baldosas necesitard el Ayuntamiento para
rodear 5 jardineras?

- Cuestiones de generalizacion préxima: se pide el valor de la

sucesion para un término tal que el alumno aun puede calcularlo
mediante un procedimiento de recuento directo. En este caso el
alumno puede resolver el problema haciendo un recuento directo
sobre el dibujo o extendiendo la sucesion numérica hasta el

término solicitado.

Ej.: b) ¢Cuantas baldosas necesitara el Ayuntamiento para
rodear 10 jardineras?
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- Cuestiones de generalizacién lejana: Se pide al alumno el valor de

la sucesion para un término tal que resultaria muy dificil o
complejo hacerlo mediante el procedimiento de recuento directo
y para el que necesariamente debe desarrollar una expresion o

formula general.

Ej.: ¢) ¢ Cuantas baldosas necesitara para rodear 100 jardineras?

2.2. PROCESO MENTAL DE LA GENERALIZACION LINEAL:

El proceso de generalizacion, o abstraccién reflexiva (Piaget, 1987,
Piaget, 1990), consiste en la ejecucion de una serie de acciones (Piaget, 1987,
Piaget, 1990; Dorfler, 1991) del sujeto sobre los elementos del problema que
estudia, que se transforman en una entidad conceptual abstracta (Piaget, 1987;
Piaget, 1990) o invariante (Dorfler, 1991). Este invariante es la formula que en
cada momento es capaz de generalizar, abstraer, el alumno (ya sea la que
relaciona un término de la sucesién con el siguiente como la férmula que
permite calcular cualquier término de la sucesion sin conocer el término
anterior) y se caracteriza por dos cualidades: la estructura genérica abstraida
(cualidad intensional) y el rango de aplicabilidad que posee (cualidad

extensional).

Por otra parte, la forma en que los conocimientos previos del alumno, los
esquemas conceptuales ya construidos sobre el tema, influyen en la
construccion del nuevo conocimiento, se denomina esquema de

descomposicion genética del nuevo concepto (Dubinsky y Lewin, 1986).

2.3. ¢COMO GENERALIZAN LOS ALUMNOS?:

Para la resoluciéon de problemas de generalizacion lineal, los alumnos
establecen estrategias de solucion, entendiendo por tales a la combinacién de
acciones, esquema de la accion e invariante establecido en el curso de la

resolucion (Garcia Cruz, 1999).

Podemos distinguir tres modalidades de estrategias de solucion:
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- Visual, en la que las acciones que derivan en el invariante se
desarrollan sobre el dibujo del enunciado del problema (el alumno
estudia, hace calculos y extrae el patrén o la pauta para hallar la

solucion apoyandose en el dibujo),

- Numeérica, en la que el invariante se establece a partir de realizar
acciones sobre los términos de la sucesion numérica (el alumno
desarrolla céalculos y extrae la regla partiendo de los datos

numericos de la sucesion) vy,

- Mixta, en la que de forma combinada, el alumno desarrolla
acciones sobre la sucesion numérica y comprueba la validez de sus

calculos sobre el dibujo (Garcia Cruz, 1999).

En cuanto a qué generalizan los alumnos, encontramos 3 niveles de
generalizacion (Garcia Cruz, 1999) que dan informacion detallada sobre como
se produce el proceso de generalizacion. Estos niveles permiten establecer el
esquema de descomposicion genética de la estructura conceptual de pauta
lineal, o dicho de otro modo, la forma en que los conocimientos previos de los

alumnos influyen en la construccion de los nuevos conceptos y esquemas:

* Nivel 1. Patrén iterativo y recursivo _: El alumno generaliza la

diferencia constante de la progresion (d), que es el rasgo mas facil de
percibir de la pauta lineal de la sucesion, el patron iterativo y recursivo (regla
recursiva). Estos comportamientos no suponen generalizacion, pero son Utiles
para el alumno, porque puede utilizarlos para comprobar la validez de los
calculos que ha realizado. En este nivel, el alumno puede trabajar sobre la

sucesion de dos formas:

- Suma iterativa: Calcular el término requerido
sumando la diferencia constante (d) repetidamente desde el primer

término,
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Ej.: Problema de las Jardineras:

El Ayuntamiento quiere instalar jardineras y
rodearlas con baldosas hexagonales segun el modelo que se ve
arriba.a) ¢Cuantas baldosas necesitara el Ayuntamiento para
rodear 5 jardineras? b) ¢Cuantas baldosas necesitara el
Ayuntamiento para rodear 10 jardineras? c) ¢Cuantas baldosas

necesitara para rodear 100 jardineras?

Respuesta de Suma iterativa: el _alumno se da

cuenta de que debe sumar 4 repetidamente cada vez empezando

desde el término 1

1 jardinera > 6 baldosas grises

2 jardineras - 6+ 4= 10 baldosas grises

3 jardineras > 6 + 4 + 4 = 14 baldosas grises

4 jardineras - 6+4+4+4 = 18 baldosas grises
Luego 5 jardineras = 6+4+4+4+4 = 22 bald. grises

- Proceso recursivo: el alumno se da cuenta de la
relacion que establece, entre dos términos consecutivos
cualesquiera de la sucesion, la ley de formacion de los términos
de la sucesiéon (o regla recursiva ), aunque no extrae la expresion

algebraica que la representa (ap=an-1+d).

Respuesta de proceso recursivo: El alumno identifica

que el nimero de baldosas necesarias es igual al anterior

numero mas 4:

1 jardinera > 6 baldosas grises
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2 jardineras > 6+ 4= 10 baldosas grises

3 jardineras > 10 + 4 = 14 baldosas grises
4 jardineras > 14+4 = 18 baldosas grises
5 jardineras > 18+4 = 22 baldosas grises

* Nivel 2. Generalizacion local : El alumno generaliza la regla

especifica de calculo (férmula general de la sucesion 6 regla explicita,

(an=a1+(n-1)*d) al aplicarla a todos los apartados del problema (o al menos a
los dos ultimos). Esta regla de céalculo queda fijada por el invariante establecido
en el proceso generalizacion, que es la férmula general de la sucesion. (El
invariante es la formula que el alumno generaliza en cada momento, la
recursiva o la explicita). Esto implica tanto los casos en los que los alumnos
son capaces de representar la regla de calculo con una expresion algebraica,
con una formula, como los casos en los que tan solo son capaces de expresar

la generalizacion verbalmente.

El mecanismo clave en el paso del nivel 1 al 2, momento en el

qgue el alumno comienza a generalizar, es el cambio en el foco de atencién

desde el conjunto de datos particulares de los primeros términos hacia su
estructura (Cafadas, Maria C., Castro, Enc., Castro, Enr., 2008). Dorfler (2002)

considera que este proceso viene determinado por un cambio consciente que
convierte el conjunto de datos en una regularidad con entidad propia, en logro

cognitivo.

Ej.: el alumno se da cuenta de que para obtener el nhumero de

baldosas necesarias, tiene que sumar al nimero de baldosas correspondiente

a una jardinera (a;=6) la diferencia constante (d=4) tantas veces como el

numero de jardineras requerido menos 1 (n-1): a,= a; + (n-1)*d, sea capaz 0 no

de expresarlo con una férmula:
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1 jardinera > 6 baldosas grises
2 jardineras > 6+ 4= 10 baldosas grises

3 jardineras > 6 + 4 + 4 = 14 baldosas grises

4 jardineras > 6+4+Z+§ = 18 baldosas grises

18 ~ T=4*4-1)
- - K_H .
Luego 5 jardineras > 6+4+4+4+4 = 22 baldosas grises

—» = 4*(5-1)

* Nivel 3. Generalizacion global o comprension conceptual: Aqui el

alumno generaliza la estrategia de solucidn (acciones, esquema de la accion e

invariante) en dos o mas problemas del mismo tipo que se le han dado uno
detras de otro. Es decir, el alumno se da cuenta de que esa estrategia le
resulta atil para resolver mas problemas del mismo tipo, los de sucesiones
aritméticas. La consistencia se refiere a que el alumno es persistente, persiste
en utilizar la misma estrategia en diferentes problemas. Por ejemplo: en la
siguiente ocasién que se plantea al alumno un problema del mismo tipo, éste
sigue la misma estrategia y realiza las mismas acciones para resolverlo, por
ejemplo: calcula varios términos de la sucesion por recuento directo sobre el
dibujo para extraer la diferencia constante, luego hace el desarrollo aritmético

de la serie para esos numeros, observa el patron y extrae la formula general.

Los pasos o actividades que realiza el alumno durante este proceso de
generalizacion, durante el proceso de razonamiento inductivo, son los

siguientes (Cafadas y Castro, 2005):
- Trabajo con casos particulares.
- Busqueda y prediccién de patrones.
- Formulacion de conjeturas.
- Validacion de conjeturas.
- Generalizacion de conjeturas.

- Justificacién de conjeturas para el caso general.
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2.4. ORIENTACIONES DIDACTICAS EN PROCESOS DE
GENERALIZACION LINEAL:

La forma de presentacion y la metodologia a aplicar en las secuencias
de ensefianza — aprendizaje de este tipo de problemas, tiene también una gran
influencia en el aprendizaje de los alumnos y en el proceso de generalizacion

gue estos desarrollan.

Asi, el contexto del problema influye en la variedad de respuestas, ya

que si incluye texto, dibujos o diagramas ademas de numeros, los alumnos
pueden elegir el medio que les resulte mas asequible para abordarlo. Esto se
convierte, al mismo tiempo, en una potente herramienta para el profesor que, al

conocer la forma de entender el problema por cada alumno, podra enfocar la

explicacion de los nuevos contenidos utilizando esos medios, permitiendo a sus
alumnos desarrollar una comprension mucho méas profunda (Garcia Cruz,
1999; Lannin, Barker y Townsend, 2006).

Diversos estudios (Stacey, 1989; Castro, 1995; Redden, 1994; Taplin,
1995; Cafadas, Maria C., Castro, Enc., Castro, Enr., 2008) hacen referencia a

la presencia de dibujos y representaciones geométricas en el contexto de los

problemas como factor que facilita la comprension y la construccion del
esquema conceptual general a los alumnos. Lannin, Barker y Townsend (2006)

indican ademas, que el uso de dibujos asi como de objetos manipulativos no

solo favorecen el razonamiento en el proceso de generalizacion, sino que
también favorecen que los alumnos cometan menos errores de los que suelen
cometer al utilizar solo simbolos algebraicos y que encuentren significado a los

sistemas de representacion asociados como tablas y graficos.

Por otra parte, también se determina que el uso didactico de la

produccion espontanea y de la discusion _en el aula de las diferentes

estrategias de resolucion planteadas por los alumnos, favorece la persistencia

en el tiempo de los conceptos y esquemas aprendidos (Garcia Cruz, 1999).

En cuanto al fomento del uso de reglas recursivas o explicitas en los

estudiantes, algunos autores sostienen (Orton, Orton y Roper, 1999) que el uso

de reglas recursivas puede llevar a los alumnos a centrarse en calcular los
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términos particulares de los primeros apartados, obstaculizando su
razonamiento hacia la obtencién de las reglas generales (reglas explicitas,
féormulas generales de la sucesion). Sin embargo otros (Lannin, Barker y
Townsend, 2006), evidencian que provocar en los alumnos el uso de reglas
explicitas puede llevarles al abandono de la reflexion y la toma de decisiones
con sentido (centrando el trabajo hacia el uso de técnicas consistentes en
adivinar y comprobar las estrategias que cumplen el patron de un conjunto
poco representativo de la progresion) y puede provocar que se concentren en
casos particulares en lugar de en las relaciones generales, sin que consigan

ver lo general en lo particular.

De acuerdo a los estudios realizados por Lannin, Barker y Townsend
(2006), los alumnos tienden a centrarse en los aspectos particulares de los
términos del problema en lugar de observar la estructura general de la sucesion

para extraer la formula general. En este sentido, recomiendan que los

profesores pidan a los alumnos que comprueben el dominio de aplicabilidad de

las reglas gue han construido, ya sean recursivas o explicitas, ya que esto

dirige a los alumnos a reconocer la generalidad de sus reglas y a mantener su
atencion en las relaciones existentes entre el dibujo y la progresién, asociados
a la comprension y a la construccion de significados, evitando que queden

estancados en las estrategias de ensayo y error.

2.4.1. LOS SISTEMAS DE REPRESENTACION:

A menudo, el trabajo con progresiones aritméticas en el aula puede
presentarse de forma muy pobre, resumido a calcular los términos de la
sucesion sin ningun tipo de contextualizacion del problema ni propuesta de mas

tareas.

En ese sentido, los sistemas de representacion posibles para este tipo
de sucesiones, son muchos y sirven al alumno para exteriorizar sus
representaciones mentales (Castro y Castro, 2007) para reflejarlas en otro

soporte distinto del mental y dotarlas de mayor orden y coherencia.

Encontramos los siguientes sistemas de representacion posibles:

TRABAJO FINAL DE MASTER MASTER DE FORMACION DEL PROFESORADO DE
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SiniiG EJEMPLO: sucesion de los ]

numeros impares

Numérico simple —'[ 1,3,5,7..
\ 7
s ™)
[ NUMERICO Desarrollo aritmético —{ 1, 142, 14242, 1424242 ..

v v
'S B

n| 112|134 ..

3

=

.

J

J

Tabla de valores

L ) a, | 1 57 )
[ ] [——F—— )
Recta numérica 1 3 5 7
\ 7 7
i Wa ~N
[ GRAFICO Ejes cartesianos i : l ‘
. J ; .
. v 5z @ 4 u )
8 A ™\
Configuraciones discretas ]— & : : : 4
AAAAAAA
\\ J
{ )

Ley de formacion de los términos de la |

i 5 sucesiona,=a,, +d A= apg+2
ALGEBRAICO B -
- 7
Formula general a, = a, + (n-1)*d —{ a,=2n-1

VERBAL

\. S
VJ

\. J

Lenguaje cotidiano _{ Sucesiin de los numeros impares

Proponer a los alumnos utilizar varios de estos sistemas de
representacion, asi como pasar de uno a otro, puede favorecer la comprension

del problema y de la interpretacion de esos sistemas de representacion:

La mayoria de los alumnos no recurren a la generalizacion para dar
respuesta a los problemas propuestos (Cafiadas y Castro, 2006). Por eso es
importante que el docente induzca a los alumnos hacia la resolucion de los
problemas mediante el establecimiento de pautas propias de la generalizacion.

Una forma de hacerlo es proponerles que justifiguen verbalmente sus

respuestas: estudios existentes (Cafladas y Castro, 2006) indican que los
alumnos suelen generalizar verbalmente cuando intentan justificar sus

conjeturas y lo que consiguen es dar una explicacion para el caso general.

Por otra parte, la mayoria de los estudiantes que llegan a expresar la

generalizacion, utilizan con mayor frecuencia el sistema de representacion

numerico que los otros sistemas de representacion (Cafiadas y Castro, 2006).
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Esta es una valiosa informacion para el profesor, que podria utilizar estos

sistemas de representacion que resultan mas comprensibles para los

estudiantes en las tareas introductorias.

2.4.2. LA HOJA DE CALCULO:

Otra de las herramientas mas utiles al docente para apoyar y facilitar el
proceso de generalizacién en los alumnos es la hoja de célculo. Entre las
ventajas que ofrece trabajar con ella durante la resolucion de los problemas

encontramos:

- Es una herramienta que facilita la introduccién del algebra a

alumnos de bajo rendimiento, muy util como paso previo al abordaje de la

materia con lapiz y papel (Wilson, Ainley y Bills, 2005).

- Ademas, los recursos y posibilidades que ofrece ayudan a los
alumnos a trabajar los problemas de generalizacion en papel (Wilson,
Ainley y Bills, 2005).

- Permite a los estudiantes razonar de una forma mas flexible y

esta flexibilidad les aporta mayor accesibilidad a situaciones problematicas,
facilitAndoles el desarrollo de reglas recursivas y/o explicitas (Lannin,
Barker y Townsend, 2006).

- Ayuda a los alumnos a conectar sus ideas matematicas sobre las

férmulas y expresiones algebraicas (representaciones simbdlicas), los

graficos (representaciones graficas), los dibujos y el contexto del problema

en si (Lannin, Barker y Townsend, 2006).
- La hoja de calculo es una herramienta util que ayuda a los
docentes a cambiar el enfoque tradicional de la ensefianza centrado en los

procedimientos, hacia el desarrollo de significados para las

representaciones algebraicas (Lannin, Barker y Townsend, 2006).

- Ayuda a los estudiantes a comprender el concepto de variable:

acciones como hacer clic o arrastrar una celda (Lannin, Barker y
Townsend, 2006; Wilson, Ainley y Bills, 2005), trabajar con formulas y
gréaficos y especialmente con los conceptos de “variable celda” y “variable
columna” (Wilson, Ainley y Bills, 2005), facilita a los estudiantes
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comprender el significado de “variable” como una cantidad variable y a
conectar sus ideas formales e informales sobre el concepto.

- La hoja de calculo cumple también una funcion similar a la de los
objetos manipulativos (Decreto 57/2007). Su uso facilita a los alumnos
desarrollar el proceso de abstraccion a partir de la reflexion sobre las ideas
gue surgen de la experiencia adquirida por el manejo y la interaccion con el
programa: les facilita analizar propiedades, explorar relaciones, formular
conjeturas y validarlas.

- La hoja de calculo facilita el proceso de organizar la informacion,
posibilita el uso de gréaficos sencillos, el tratamiento de grandes cantidades
de datos, y libera tiempo y esfuerzos de calculo para dedicarlo a la
formulacién de preguntas, comprension de ideas y redaccion de informes
(Decreto 57/2007).

Por otra parte, algunos autores (Merodio, Sefias, Fioravanti,
Gonzalez y Diego, 2007) consideran que el uso de Excel puede llevar al
abandono de las estrategias visuales por parte de los alumnos ya que
hacen un uso basicamente instrumental del programa como herramienta
que facilita los calculos. Sin embargo recomiendan superar este obstaculo

mejorando el conocimiento técnico del programa, proponiéndoles tareas

gue, aun con numeros pequenos, fomenten en los alumnos el desarrollo de

métodos generalizables y, o que es mas importante, desarrollando la

capacidad de los alumnos para interpretar la sintaxis de Excel en términos

algebraicos.

Entre las competencias, destrezas y habilidades que los alumnos

adquieren al manejar la hoja de céalculo encontramos:

» organizar la informacion (Decreto 57/2007).

» organizar datos: ordenar, categorizar, generalizar,
comparar y resaltar los elementos claves (Eduteka, 2003);

» Concentrarse en la toma de decisiones, en la reflexion, el

razonamiento y la resolucién de problemas (Decreto 57/2007)
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» Descubrir patrones: Al arrastrar las celdas en la columna,
reconocen pautas y regularidades en la progresion.

» realizar diferentes tipos de graficas que agreguen
significado a la informacion ayudando en la interpretacion y analisis
(Eduteka, 2003);

» usar férmulas para manipular nimeros, explorar como y
qgqué formulas se pueden utilizar en un problema determinado y como

cambiar las variables que afectan el resultado (Eduteka, 2003).

Se recomiendan 3 estrategias para utilizar la hoja de calculo
como herramienta para reforzar el significado de variable en los alumnos
(Wilson, Ainley y Bills, 2005):

1) Enfatizar en la idea de variable celda y variable columna,

2) Establecer vinculos entre la notacion de la hoja de calculo y

la notacién habitual (estandar).

3) Nombrar columnas en la hoja de calculo: ayuda a visualizar

el vinculo existente entre la notacion algebraica estandar y la notacion de la
hoja de calculo, fomenta que los alumnos entiendan la notacion como la
representacion de una variable y les proporciona una imagen de rango de

valores para la variable.

2.4.3. LA ILUSION DE LA LINEALIDAD:

Otro de los procesos erroneos que surgen en el aula cuando los
alumnos se dedican a trabajar los problemas de generalizacion es el de la
ilusién de la linealidad: la tendencia que presentan los estudiantes a aplicar
modelos lineales, a resolver problemas utilizando la relacion de
proporcionalidad y de la regla de tres, en situaciones en las que éstas no son

aplicables (Van Dooren, De Bock y Verschaffel, 2006).

Entre los motivos que desencadenan este tipo de comportamiento se

encuentran” (Van Dooren, De Bock y Verschaffel, 2006):

- El caracter simple y auto-evidente de las relaciones lineales: la

idea de proporcionalidad es la primera que viene a la mente.
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- El hecho de que a medida que los estudiantes van cogiendo
destrezas de razonamiento lineal (cosa que aumenta con la edad) mediante la
practica de resolucion de problemas tipicos, tienden también a sobre-
generalizar los modelos lineales y aprenden a aplicarlos sin manifestar
planteamiento razonado alguno, fijandose tan solo en caracteristicas
superficiales del problema que les permiten identificar “ese problema” como el
gue se resuelve de “ese modo”. Esto se aprecia especialmente en la aplicacion
de la proporcionalidad directa y la regla de tres en problemas que no se ajustan
a esta propiedad lineal, en la fijacion de los alumnos por dibujar una grafica que
pase por dos puntos como una recta, intentando ademas que pase por el
origen, y en los problemas de geometria que relacionan longitud y area o
volumen, en los que los alumnos aplican un factor de escala lineal en lugar de

cuadratico o cubico como corresponde.

- La influencia de la escolaridad: en ciertos momentos del curriculo
de matematicas se pone una atencion extensiva y casi exclusiva en la
linealidad y muy a menudo, esto sucede sin que se explicite y enfatice

suficientemente sobre el dominio de aplicabilidad de este concepto.

El docente puede actuar en varios aspectos de cara a evitar _esta
tendencia en los alumnos (Van Dooren, De Bock y Verschaffel, 2006):

» A medida que se van tratando conceptos como la multiplicacién,
la division, la proporcionalidad... debe también hacer hincapié en la capacidad
de dichos conceptos para modelizar algunas situaciones y su incapacidad para

modelizar otras.

» Debe llevar al aula ejercicios que relacionen situaciones de la vida
real con modelos matematicos e incidir en la reflexion sobre esas relaciones:
para favorecer que los alumnos entren a reflexionar sobre la justificacion de
esa correspondencia de los modelos con la situaciébn que modelizan y no se

dejen llevar por la asuncién de modelos sin estudiar la situacion planteada.

» Los problemas planteados bajo el formato de valor faltante en los
gue se plantean 3 datos conocidos y un tercero que los alumnos deben calcular

(por ejemplo: El granjero Carlos necesita aproximadamente 8 horas para
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abonar un terreno cuadrado de 200 m de lado. ¢ Cuantas horas necesitara para
abonar un terreno cuadrado de 600 m de lado?) generan mas resultados
erréneos que los planteados por comparacion porque parece que los alumnos
asocian la regla de tres a ese tipo de enunciado. Ante esto, el docente puede
reducir la carga de problemas planteados bajo el formato de “problemas de
valor faltante”, cambiando el formato de presentacion al de los denominados
“problemas de comparacion” (p. €j., “Hoy, el granjero Carlos ha abonado un
terreno cuadrado. Mafana, tiene que abonar otro terreno cuadrado con el lado
el triple de grande. ¢Cuanto tiempo necesitara aproximadamente para abonar

este terreno?)
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3. COMO ENSENAR SUCESIONES. ALGUNAS PROPUESTAS:

3.1. COMO PLANTEAR PROBLEMAS:

Entre los recursos posibles para plantear los problemas de
generalizacion lineal, el docente dispone de un amplio abanico de ellos. La
mision del profesor es seleccionar la combinacion adecuada de ellos para cada
problema de forma que favorezca la comprensién de los alumnos y que les

facilite el abordaje del mismo:

» Evitar enunciados en los que Unicamente aparecen numeros:
incluir dibujos, diagramas y representaciones geométricas en los
enunciados, asi como objetos manipulativos (facilita la
comprension, el razonamiento, que los alumnos cometan menos
errores, la construccion del esquema conceptual de los alumnos,
favorece que cometan menos errores y que encuentren

significado a los sistemas de representacion asociados).

» Evitar utilizar siempre, en el texto del enunciado del problema, el
formato de problemas de valor faltante alternandolo con otros
como los enunciados por comparacion (para evitar los errores

derivados de la ilusion de la linealidad).

» Incluir entre las cuestiones a realizar, cuestiones introductorias,
cuestiones de generalizacion préxima y cuestiones de
generalizacion lejana en lugar de solo pedir el término general de
la sucesion (se trata de plantear un escenario que facilite a los
alumnos detectar progresivamente los patrones de la sucesion,

razonar inductivamente y llegar a generalizar).

» Utilizar la hoja de calculo para introducir los problemas por
primera vez y como herramienta de apoyo a los alumnos de bajo

rendimiento en particular y a todos en general.
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>

3.2.

Pedir a los alumnos que justifiguen verbalmente sus respuestas
(favorece que los alumnos generalicen al tratar éstos de dar una

explicacion para el caso general).

ESTRATEGIAS DEL PROFESOR:

Durante el desarrollo de los problemas, el profesor debe inducir a los

alumnos a generalizar. Para ello, puede proponer diversas tareas a Ssus

alumnos que les dirijan hacia el proceso, que fomenten la comprensién y que

les permita desarrollar el proceso de generalizacion de forma mas amplia:

>

Utilizar la hoja de célculo para introducir el concepto de variable
independiente y variable dependiente enfatizando en la idea de

variable celda y variable columna.

Proponer a los alumnos nombrar celdas y columnas y establecer
vinculos entre la notacién de la hoja de calculo y la notacion
algebraica (esto favorece que los alumnos entiendan la notacién
como la representacion de una variable y les permite asociar la

idea de rango de valores al concepto de variable).

Proponer a los alumnos que comiencen a trabajar utilizando el
sistema de representacion numérico (ya que resulta mas

comprensible para los alumnos en las cuestiones introductorias).

Proponer a los alumnos utilizar los distintos sistemas de
representacion en la resolucion de los problemas asi como pasar
de unos a otros (favorece la comprension del problema y la
interpretacion de los sistemas de representacion).

Utilizar la hoja de calculo para mostrar a los alumnos los sistemas
de representacion numérico, grafico y algebraico y las relaciones

existentes entre ellos.

Pedir a los alumnos que comprueben el dominio de aplicabilidad
de las reglas que han construido (evita que los alumnos se

centren en lo particular del problema favoreciendo la
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generalizacion y el establecimiento de vinculos entre el dibujo o

gréafico y la progresion).

» Establecer discusiones en el aula sobre la idoneidad de las
diversas estrategias de resolucion que han desarrollado los
alumnos (favorece la persistencia en el tiempo de los conceptos y
esquemas aprendidos) o pedir distintas formas de resolver los

problemas si todos lo han hecho igual.

» Para evitar los problemas derivados de la ilusion de la linealidad
en los alumnos, el docente puede proponer, entre los problemas
de generalizacion, ejemplos de problemas que se ajusten a la
proporcionalidad directa o a la aplicacion de la regla de tres,
proponer otros que no se ajusten a estas propiedades y
confrontarlos para enfatizar en la idea de que no se trata de
reglas aplicables a todas las situaciones.
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3.3. ALGUNOS EJEMPLOS:

A continuaciébn planteamos una coleccibn de problemas de
generalizacion lineal extraidos de diversa bibliografia. Para cada uno de ellos,
incluimos el planteamiento original y seguidamente, presentamos una
propuesta de planteamiento propia y las estrategias didacticas para el docente
de cara a favorecer los procesos de razonamiento inductivo y generalizacion

lineal de los alumnos.

Esta propuesta ha sido elaborada en la hoja de calculo de Excel pero
podria desarrollarse en cualquier hoja de célculo, como Geogebra u Open
Office.

a) “JARDINERAS” (Shell Centre for Mathematical Edu  cation, 2003)

El Ayuntamiento quiere instalar 100 jardineras y rodearlas con baldosas
hexagonales segun el modelo que se ve arriba. (En este modelo hay 14
baldosas rodeando a 3 jardineras.) ¢Cuantas baldosas necesitara el

Ayuntamiento?
Este problema podria plantearse de la siguiente forma:

% Plantear el problema segun el formato anteriormente descrito

de los problemas de generalizacion lineal: Incluir cuestiones
introductorias, de generalizaciéon proxima y lejana, para inducir a los
alumnos a explorar los patrones de la progresion y a razonar de una

forma mas intuitiva la regla de calculo de la serie de numeros:
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1)

2)

3)

El Ayuntamiento quiere instalar jardineras y rodearlas con baldosas
hexagonales, ¢ cuantas baldosas necesitara para una calle en la que se

dispondran 5 jardineras?

¢Cuantas necesitara para una plaza en la que van a colocarse 15

jardineras?

¢y para un parque con 100 jardineras? Justifica tu respuesta.

% Para la realizacion del problema el profesor puede indicar a los
alumnos las siguientes pautas para ayudarles a inic iar el

proceso de generalizacion:

Puedes seguir dibujando para ver cuantas jardineras necesitas, pero
¢por qué no pruebas a dibujar los resultados que estas obteniendo en

una recta numérica?®

Busca pautas en tus datos, ¢no encuentras algo repetitivo de un valor a

otro?

Intenta escribir con palabras esa regla. Luego comprueba para que

valores se cumple. ®

Usad vuestra regla para escribir el numero de baldosas necesarias

para el parque con 100 jardineras.

¢ Y para n jardineras? Hay varias formas de hacer esto, intentad hallar

algunas alternativas. ¥

¢ Podriais hallar una expresion que os permitiese calcular el numero de
baldosas necesarias para n jardineras sin depender del namero de
baldosas para el caso inmediatamente anterior (n-1)?Puedes observar
los datos y comprobar cuantas veces esta la diferencia constante en
cada término de la sucesion: 6, 6+4=10, 6+4+4=14... 6 Observa el
dibujo: cada jardinera esta rodeada de 6 baldosas, pero las baldosas

consecutivas comparten algunas baldosas ©

Debate: ¢ cudl de las estrategias seguidas es la mas util? ©
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@) Las estrategias de resolucién de algunos alumnos seran visuales
(sobre el dibujo), otros podran desarrollar estrategias numéricas
(apoyandose en los valores de los términos de la sucesion conocidos),
pero en cualquier caso, manejar varios sistemas de representacion en
la resolucion, asi como pasar de uno a otro, favorece la visualizacion y
la comprension del problema y la interpretacion de esos sistemas de
representacion. Por eso, resulta interesante que el docente sugiera a
los alumnos utilizar mas de un sistema de representacion durante la
realizacion de los ejercicios. En el caso de la representacion en la recta
numeérica, ésta puede ofrecer a los alumnos una forma muy sencilla de
visualizar la regla recursiva de la progresion, porque se visualiza
directamente una distancia igual entre todos los valores de la sucesion,

esto es, la diferencia constante:

Recta numérica:

' L L L ' L i ' 'l A
LJ L L T L L L

—r
n¥ de baldosas mp ¢ 10 14 i i

i al

L /| L L A 'l A 'l L I i L 'l
L] T T

L
L]

Esto también pueden visualizarlo directamente sobre el dibujo al
observar que después de la primera jardinera, que necesita de 6
baldosas, hay que afadir 4 baldosas mas cada vez que se afiade una

jardinera:
2+4+4+4
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®)Los alumnos suelen generalizar verbalmente cuando intentan
justificar sus conjeturas, por lo que pedir a los alumnos que utilicen el
sistema de representacion verbal es una forma de inducirles a
generalizar y evitar que se centren Unicamente en los casos
particulares. De igual forma, pedirles que comprueben el dominio de
aplicabilidad de sus reglas también les lleva a generalizar y a

comprender mejor la relacion existente entre el dibujo y la progresion.

4 Y3 En este punto se asume que los alumnos ya han detectado la
regla recursiva de la sucesion (la ley de formacién de los términos de la
sucesion) y con estas preguntas, el profesor trata de inducir a los
alumnos a extraer la regla explicita (la formula general). Utilizar tan solo
las preguntas expuestas en (4) o incluir sugerencias con instrucciones
mucho mas claras como en (5) dependera en gran medida de las
respuestas de los alumnos. En cualquier caso, sugerirles otro sistema
de representacion como el desarrollo aritmético (6, 6+4, 6+4+4,
6+4+4+4...6+4(Njadineras — 1)) de la serie es muy util para que sean
capaces de detectar la regla de calculo, al igual que apoyarse en el
dibujo:

Baldosas = 6Njardineras — 2(Njardineras — 1)

Estas son estrategias que los alumnos pueden haber desarrollado
solos, pero en caso de no ser asi, el profesor debe ir sugiriendo una u

otra pauta para ayudarles.

©® por altimo, con el debate, el profesor induce a los alumnos a analizar

las diversas reglas que han desarrollado y a valorarlas razonadamente.
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Esto resulta muy favorable para la persistencia de lo aprendido con la

realizacion del ejercicio.

b) “TRABAJO EN EL POZO” Y “EL NADADOR” (Botella, M illan, Pérez
y Canto, 2008):

A continuacion presentamos un par de problemas seleccionados para
desarrollarlos en la hoja de célculo. Se proponen para ser planteados a
los alumnos conjuntamente con el fin de utilizarlos no solo para la
ensefianza y aprendizaje de las progresiones aritméticas, sino también
como herramienta para reforzar los conceptos de variable continua y
discreta, de funcion discreta continua y discontinua y para enfatizar en el
aula sobre el concepto del dominio de las progresiones (numeros

naturales).
TRABAJO EN EL POZO:

Un trabajador llega a un acuerdo con el propietario de un pozo. Le
pagara 20 euros por el primer metro de profundidad, 50 euros por el
segundo, 80 euros por el tercero, 110 por el cuarto y asi

sucesivamente. La profundidad del pozo es de 25 metros.
a) ¢, Cuanto recibira por el altimo metro?
b) ¢Y en total?

EL NADADOR:

Un nadador ha de preparar su proxima competicién en 60 dias. Seguira
el siguiente plan: el primer dia nadara 500 metros y cada dia nadara 50

metros mas que el anterior.

a) ¢Cuantos metros nada el vigésimo dia de entrenamiento? ¢Y el

enésimo?

b) ¢Cuantos kildmetros nadara durante todo el periodo de

entrenamiento?

Estos problemas podrian plantearse de la siguiente forma:
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% Plantear el problema segun el formato anteriormente descrito

de los problemas de generalizacion lineal: Incluir cuestiones
introductorias, de generalizacion proxima y lejana, para inducir a los
alumnos a explorar los patrones de la progresion y a razonar de una

forma mas intuitiva la regla de célculo de la serie de nimeros:

TRABAJO EN EL POZO:

Un trabajador llega a un acuerdo con el propietario de un pozo. El propietario
le pagara cada vez que haya avanzado 1 metro completo de la siguiente
forma: 20 euros por el primer metro de profundidad, 50 euros por el
segundo, 80 euros por el tercero, 110 por el cuarto y asi sucesivamente. La
profundidad del pozo es de 25 metros.

a) ¢, Cuanto recibira por el 5° metro? ¢Y por el 6°?
b) ¢ Cuanto recibira por el ultimo metro?

c) El trabajador quiere distribuir publicidad en la que se especifiquen sus
honorarios para cualquier profundidad de pozo de cualquier posible cliente.
¢Podrias establecer una regla para que el trabajador pueda incluirla en su
publicidad?

EL NADADOR:

Un nadador ha de preparar su proxima competicién en 60 dias. Seguira el
siguiente plan: el primer dia nadara 500 metros y a lo largo de cada dia

nadara 50 metros mas que el anterior.
a) ¢ Cuantos metros habra nadado el 5° dia?
b) ¢Y el vigésimo dia?

c) ¢Y el enésimo?

En primer lugar se incluyen cuestiones introductorias en los problemas
en las que los alumnos deben calcular términos iniciales de la progresion; con
ello pretendemos darles la oportunidad de estudiar y detectar las regularidades
de la progresion desde el primer momento y sin tener que recurrir al recuento
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7

directo de los 20 6 25 primeros términos planteados en la cuestion de
generalizacion proxima. Si bien habra alumnos que no detectaran estas pautas
en el primer apartado, otros si podran hacerlo, por lo que con ello conseguimos
adaptar el trabajo a las distintas capacidades de los alumnos, ademas de incluir

una opcion con la que se evite el calculo repetitivo de 20 6 25 términos.

En segundo lugar, modificamos el enunciado para recalcar, o hacer mas
evidente, el caracter discreto o continuo de la funcidon real asociada a cada

caso.

R/

% Para la realizacion del problema el profesor puede plantear a
los alumnos utilizar la hoja de calculo, e incluso una plantilla ya disefiada
para apoyar el trabajo de los alumnos en el aula. P  ara este caso hemos

desarrollado el siguiente ejemplo:
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S wido | nsetsr  Dissiodepigina  Fomuiss  Datos  Redwssr  ito

i ; < ! 2 i = Ty _aie 7 . |. L1 L : + I | -i:. élm

A e i) =] e | 3 rE D

PO copiartomate | N & & 7[[H || & A [= = === 25| B combinary centrar - ol | Fotte, Nour s Fate il ey Smicroa| L
Por fes 2] Fuente i Alineacién ] Estilos. Celdas

Consiruye e’ tabla de valoresl:

Para ello puedes seguir los siguientes pasos:
1) Elige dos columnas y ponles nombre: una representard los metros de pozo (¢ dias nodados) y otra los euros recibides (6 metros
nadades).
2) Escribe los valores que conoces de cado columno
3) Rellena la tabla del apartade para los valores que te piden en el apartade a)

tabla de valores:
x Y
Primer término de la sucesidn o 1 E |
Segundo térming —% 2 9

ole|elElnnwln]xlRln8]e] 8] s]6 6] 2 |6]k|B]8]e]s|~|o|w]=
| |

=g
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—H/‘ Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista o - = x
=1 M Cortar - = A= = 7 = "= Hellrh = Cmm T Autosuma - A
2 23 Copiar Comic 5ans M5 .10 . 1A = §||'?/' | =1¢ Ajustar texto General fg; ._‘_El‘;ﬂ‘ _Lﬂ j - E o Z? \}a
Pegar = N & § ~ =By A == =] [s=55| | B3 combi trar ~ || |E8 .~ g || %008 Formato  Darfarmato Estilos de || Insertar Eliminar Formato | Ordenar  Buscary
¥ F Copiar formato l 8 = H | 4 | [E == ||3F F| 5 Combinary centrar = |65~ % 00| %8 *%| condicional como tabla~ celda > - - - </ Borrar ~ yfiltrar = sefeccionar =
Partapapeles E} Fuenie {F] Alineacian ] Numerg {F] Estilos Celdas Maodificar
| G2 - £ |¥]
| A B C D E F . | H 1 i K L M N o P a R 'i
3
" ” . . s -
4 -
¢ _¢Queé son las variables? ¢Cudntos tipos hay?:
< Arrastra las celdas como se ve abajo para obtener el resto de los datos:
1}
lh <Qué valores puede tomar el nimero de metros de pozo (6 dias de entrenamiento)? ALGUNOS CONSEJOS’!
8 €Y el ndmero de euros recibidos (0 metros nadados? ¢Qué diferencias encuentras entre ambas? - Busca una r'gg]a: Usa tus i;p('n_ﬂ'{_[sf o
5 £Puedes ver que una depende de otra? Hiifa la arcfica. bara hallar tna Peala
.‘D Ahora representa la fablaen unos ejes cartesianos, atiende al profesor para ver como se hace en este programa ¢ o] opa €9
1 que sirva para pozos de cualquier
12 tabla de valores: ey . NI 3 o L
e x v tamafio (entrenamientos de cualquier =
Ll Primes Wi delosnpdiian 8 1 b duracién). Escribe una férmula para la
15 Segundo términe —————— ¢ 2 9 -
16 = reglal
17 |Selecciona las dos celdas a la vez y., - Compr'u'eba tu r'e;gla en dleIn‘l’GS
18 arrastra por esta asqun'r'#r v o Lo L . :
situaciones y explica por qué funciona
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
25
30 : : 3 _ : |
4 4-» M| Hojalp.artméticas (1) .~ Rects numérica - Grdfico | Hoja 1 p. aritméticas (2) .~ fdrmulas . Hoja3 %3 [ il |
Listo ( i +

Al arrastrar las celdas, los alumnos pueden apreciar con mayor facilidad que se repite una pauta que el programa

detecta y reproduce y que la columna de la variable dependiente toma valores dependiendo de los valores que tome la
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variable independiente. Por tanto, resulta un buen momento para ayudar a los alumnos a comprender el concepto de variable

independiente y dependiente a través de la tabla de valores.

Ademas, es un recurso util para aquellos alumnos que no detectaron las regularidades de la progresion a partir del
calculo de los primeros términos y de la observacion de la tabla y para reforzar la comprension de los conceptos de los

alumnos que si lo hicieron.
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Inicio Insertar Diseric de pagina Farmulas Datos Revisar Vista @ - ™
=1 ¥ Cortar S — =T = TR mmmm — — e 3 Autosuma = A? :
% Calib 3L = = Ajustar fext G | o - - % y
123 Copiar e : = L | I USRSt — = gé :ﬁjd :—ﬁl_ == 2.1 3] Rellenar ~ VA lﬁ
par x N £ § = || v Aol || B combi trar » || |28 - 0 || %8 _Rg/ Formato  Darformato Estilos de || Insertar Eliminar Formato = Ordenar Buscary
j Copiar formato | x| EE‘ I b l k | E AMBHIREYLERHER |E§ Ya 00)| To' 5| condicional * como tabla~  celda ~ 12 s * & Borrar - y filtrar = seleccionar =
Paortapapaias I Fuente I3 Alingacion ] HMumera 15 Estilos Celdas Madificar
u2s ~ @ fe |
A B C D E F = H 1 1 K L M M o F | o | R | 5 | T I — v | W
. - >~ . -
Progresiones aritmeticas: Funciones: e ]
diferencias entre las 2 funciones? ¢Y
dias . 48 poduiis METROS NADADOS Sax. .| W jeddaer METROS NADADOS entre las funciones y las progresiones?
i 500 : 1 500 ‘Padec : .
2 550 s + 1,5 525 ! e x ‘sm“wwqu‘am, 2 3
= = 2 7 = = =0 - P e diferentes? Observa las grdficas y las
A = 2 o o 5 = e e fl’i:flus, puedes establecer una regla de
E S o s w = 3 00 T cdleulo en cada caso para hacer los:
= 750| | £ 49 —FUNCION DISCONTINUA Uz ) sis| (Bt ;
t - FUMCION CONTIMNUA de
g a: % variable disereta 4 650 . ? -
9 § 2o e =% f 200 ———varieblecontinue———
10 E e 5 700 E o
2 55 725 @
o 2 4 6 & 3 750 1 & 3 4 S ¥ EoE HGEE
dias
Vamos a ver el dominio de
m de pozo |sur recibides EUROS RECIBIDOS m de pozo |sur recibides EUROS RECIBIDOS valores ptl‘od‘cfumﬂ‘ los metros
1 20 : 1 20 728 de pozo (4 dios de
2 50 E = 15 2ol 2 * entrenamiento) en cada gréfica?
i 1?3 g B - E 308 * £Qué diferencias encuentras
2 = 2.5 sol| ‘& e :
5 | | B = + FUNCION 3 0| (e * FUNCION il
6 170 P o DISCONTINUA 3,5 20 £ m | . DISCONTINUA—
= % w . de smiekile—| P! ol $ @ ry de variable
i 5w disereta el a1 g . continua
3 W 2 + 5 140 i by
10 o 55 140
0 z 4 6 B & 170 2 & 4 8 8
_ metrosdepozo 1 _ S5 s ey
» | Hoja1p.artméticas (1) -~ Recta numérica | Grafico .~ Hoja 1 p. aritméticas (2) . formulas | Hoja3 ~¥J [ m
#| [ o P

En este punto, el profesor puede reforzar los conceptos de variable dependiente e independiente apoyandose en la

tabla de valores y en la grafica simultaneamente.
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Por otra parte, estudiar el problema mediante tablas de valores y gréaficos permite a los alumnos comprender mejor el
problema, ya que lo afrontan desde dos enfoques distintos (la tabla de valores y el grafico), disponen de mas recursos para
visualizar y detectar las pautas y la regla de calculo de las progresiones, por lo que aumentan las posibilidades de éxito.
Ademas, trabajar con diversos sistemas de representacion les ayuda a comprender mejor y a aprender a interpretar los

diversos sistemas de representacion.

Por ultimo, al presentar estos dos problemas de forma conjunta, el profesor puede introducir a los alumnos en el
estudio del dominio de las progresiones y de las funciones, insistiendo en el caracter discreto de las progresiones y en la
diferencia existente entre las funciones reales y las progresiones (funciones, dominio: nimeros reales; progresiones, dominio:

nameros naturales).

Ademas, estos dos problemas ofrecen la posibilidad de que los alumnos perciban las diferencias entre las funciones
continuas y discontinuas asociadas a cada uno de los problemas, momento en que el profesor debe hacer énfasis en la idea
de que no todos los modelos matematicos se ajustan a todas las situaciones posibles y que resulta necesario explorar y

estudiar el problema.

Llegados a este punto, es buen momento para que el profesor les introduzca al desarrollo de la férmula de la sucesion,

para lo que puede proponerles:

» Primero, explicar verbalmente, por escrito, la regla de calculo que los alumnos detectan en el problema (ya que suelen
generalizar al describir su forma de calcular los términos de la sucesion), Ej: el nadador nada 50 metros cada dia, por lo

gue los metros de un dia son iguales que los del dia anterior mas 50: metros del dia 5 = metros del dia 6 + 50
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» Segundo, el profesor puede aprovechar los nombres que los alumnos han dado a las columnas y las expresiones
verbales que han desarrollado, para establecer vinculos con la notacion propia de la hoja de célculo y a su vez con la
notacién algebraica: este punto es esencial para facilitarles la comprension de los conceptos y la conexién de sus ideas

formales e informales sobre funcién, variable...

P i, = |

A A B £ B £ F B H I ) ; L M N

1 dias metros nadades

: 1 500

3 2 350

- 3 600

5 d 650

5 5 700| matros dia 5 = matros dia 4 + 50 metros  — B6 = B4 « 50 = @5 =as+50 = & x=8, y=650 + 50
7 6 750/ matros dia 5 = metros dia 1 + 50x(5-1) = B6 = B2 +50%(A6-1) ~ & =g + 30%(35-1) = i x=8, y=500+507(5-1)
B T B0

a 850

in 9 900

11 10 S50

12 11 1000

L 2 | 1090 Puedes expresar tus

1 13 110

5 = = reglas de formas

1 15 1300 diferentes, observa

17 16 1350

18 17 1300

19 18 1350

10 19 1400

M4 kM Hofalp. eitmétees{l)  Aects numéncs - Grfico: | Hods 1 poartmdticas §2) | (drmolas  Hojed | ¥ 40 : [ i
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Luego, el profesor puede apoyarse en lo aprendido para ensefiarles a desarrollar las formulas en la hoja de célculo:

=
Inicia Insertar

Disefio de pagina Farmulas Datas Revisar Vista 'ﬂ-‘ -
4 Cortar : == p— = "5 bt ) L - ¥ Autosuma - s
ComicSansMS - |12 ~ || A & ||| = §||-'p/"| =y Ajustar texto General = e R .l_-ia' T | -
53 Copiar v | : PQ o = ; (] Reitznar - l?a
Pegar ) N & S ~|iiis||dar A || = = =|| %= 2= | 2 Combi trar = ||| E8 - g || 8 ’HU; Formato Dar formato  Estilos de || Insertar Eliminar Formato = Ordenar  Buscary
- J Copiar formata l S|l a4 [ EE=FFEF ﬁ i A ILE Yo 008 | oo o' condicional = comotabla= celda~ - - - £ Borrar = yfilkrar = seleccionar
Portapapeles (] Fuente ] Alineacian F] MNumera ] Estilos Celdas Modificar
| P20 - (> |
& [8] & | D _ Bl S| H Lot ] i L& | L Iwm] n | o PBEoe ] a
! Observalatablay las férmulas: el nimero de dia es ny también la columna €, verdad? y el nimero de metros nadades es a, y también la columna .
2
4| n = dias = metros nadados o .
B Ahora observa la férmula parael dia 2, n=2, C3 es 2.
5 1 500
6 2 -50%C6+450  |metros dia 2 = metros dia 1 + 50x(2-1) =~ D3 = D2 +50%(C3-1) =~ az = a + 50%2-1) = si x=2, y=500+50*(2-1)
7 |seleccionay 3
B |arrasiral 3 Sidesarrollas la férmula de antes a,=500+50%(n-1) te queda: a,=500+50n-50, a,=50n+450
g | 5 Ahora pruebaa escribir la férmula para el dia 3. Escribe la férmula cambiando n por el nombre de la celda que contiene
10 | 6 el valor de n, que estden la columna C, y luego arrastrala celdal
1 7
12 g
13 3
7 5 ahora puedes desarrollar
15 u los +érminos de la O @)
16 12 ot s
: progresion escribiendo la
17 13 =
= 5 formula en las celdas y
18| 15 arrastrando
20 | 16
21 17
8

2

2| N N - | [ e
M4+ M|  Hojalp.artméticas (1) . Recta numérica

Grafice .~ Hoja 1 p. aricméticas (2) - formulas | férmulas (2)  Hoja3 %0 [l m
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Por dltimo, resulta muy interesante que el profesor cierre la actividad
proponiendo a los alumnos realizar un debate en clase sobre las diversas
estrategias que han utilizado cada uno de ellos, sobre cudal resulta mas
comoda, cual mas rapida, etc... Esto ayuda a los alumnos a consolidar lo

aprendido y a que persista por mas tiempo.

c) “CUADRADOS” (Vizmanos, Anzola, Peralta y Alcaid e, 2004)

Las medidas de los lados de una serie de cuadrados forman la sucesion
1 cm, 3 cm, 5cm, 7 cm,... Escribe la sucesién de los perimetros de los

cuadrados.

Este problema también puede aprovecharse para que los alumnos
visualicen y comprendan algunas propiedades de las sucesiones, como la

multiplicacion de una sucesion por un nimero constante.

Este problema podria plantearse de la siguiente forma:

7

% Plantear el problema segun el formato tipico de los

problemas de generalizacion lineal: Incluir cuestio nes introductorias, de
generalizacion préxima y lejana, para inducir a los alumnos a explorar los
patrones de la progresién y a razonar de una forma mas intuitiva la regla

de calculo de la serie de nUmeros.

7

% También seria interesante aportar los datos en el e nunciado
mediante dibujos o diagramas en lugar de numeros, d e forma que se

favorezca la comprension del problemay el razonami  ento de los alumnos

7

% Por ultimo, podria utilizarse la hoja de calculo de Excel como
soporte para el enunciado y para la realizacién del problema, permitiendo
representar la progresion bajo diferentes sistemas de representacion,
facilitando la organizacion de los datos y la detec  cidon de patrones y
reforzar el concepto de variable haciendo uso de la notacion de Excel y
estableciendo relaciones con la algebraica y la ver  bal.

A continuacion presentamos una posible presentacion.
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Un pr'oblema cuadr'adu. -

Observa la figura. Como ves, tienes un montdn de cuodrodos de diferentes famaofios uncs dentro de otros. Enel primer coso tienes un
cuadrade pequedio amarillo de lodo 1 ud.,
4 a} ¢Cudite miden los lados de les csadrados en los cosos £ (verde), 3 (azul) v 4 (ro=a)?
iy b) cluinto mediran los lados de los cusdrodos en los casos Sy 67
c) £Y en el caso 157
8 ) ¢Podring escribie una expregin que te permitiese colcular ln longitud die kodo de un cuadrado para cualquier caso?
3 ) Ahora chilcula el perimetro de los cuadrados |, 2,3 y 4.
1) éCidntas imidades mide el perimetro de | cuadrads del cass 157
8 q) ¥ del cosa n?
9 h} tEncuentras alguna relocian entre loexpresidn de ki longrtud de los ledos de los cuodrados y la de los perimetros?

™

10 1

15

6

L)

A

W4 v W snuncado,  Heojs L p, aremdnees (1) Rects numéncn | Grifico | Woje | poorkmatices (3], faerubs | HoRd | o T L i -

wite | i T — p—y

Presentar el problema con un dibujo geométrico en lugar de simplemente la sucesidon numérica, aporta mas recursos a los
alumnos a la hora de abordar el problema, facilitdndoles la comprensién y favoreciendo el razonamiento sobre el propio
dibujo.
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3. COMO ENSENAR SUCESIONES: ALGUNAS
PROPUESTAS

Los alumnos tienen la posibilidad de visualizar las pautas en diferentes sistemas de representacion, o que aumenta la
probabilidad de éxito a la hora de descubrir los patrones de la misma, cometer menos errores, razonar y aprender a

interpretar los distintos sistemas de representacion posibles.
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Al arrastrar las celdas los alumnos pueden detectar con mayor facilidad los patrones de las sucesiones y ahorrar tiempo en

calculos. También conviene enfatizar en el concepto de variable y de variable independiente y dependiente.

|I B ot e e e e e o e el | e e e [ o T e . C o[ Ny einione
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1) Explica con tus palabras las pautas que has encantrada y como has calculado los términes
n 2) ahora intenta expresarke en el lenguaje de Excel: en Excel, las celdas se llaman por lo lefra de lo columna én la que estdn y el nimero de la fila

5| 1 1 i ) en Matemdticas, los sucesiones Tienen un Térming general, 0, para cada valor de n,
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También pueden aprender a expresar sus reglas de céalculo segin una expresion algebraica utilizando la notaciéon de Excel y
estableciendo vinculos entre ésta, sus propias expresiones verbales y la notacién algebraica. A lo largo del desarrollo de
estos dos problemas, los alumnos también pueden identificar la relacion existente entre las dos sucesiones, observar que la
sucesion correspondiente al perimetro del cuadrado es igual a la sucesion de la longitud del lado del cuadrado multiplicado
por 4 y aprender las propiedades de las sucesiones, como la de la multiplicacion por un nimero real, de forma mas intuitiva y

generando un aprendizaje significativo:
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En este punto, el profesor puede apoyarse en lo aprendido anteriormente para ensefiarles a desarrollar la féormula en la hoja
de célculo, lo que resulta util, no solo por la utilidad que supone aprender a manejar la hoja de célculo, sino también para
facilitar la comprension de los conceptos de variable independiente, variable dependiente, funcion... y para encontrar sentido

la expresion formal de la progresion al observar la reproduccion de la formula en cada celda:
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Por dltimo, resulta muy interesante que el profesor cierre la actividad proponiendo a los alumnos realizar un debate en clase
sobre las diversas estrategias que han utilizado cada uno de ellos, sobre cual resulta mas cémoda, cual mas rapida, etc...

Esto ayuda a los alumnos a consolidar lo aprendido y a que persista por mas tiempo.
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3. CONCLUSIONES:

El proceso de generalizacion se desarrolla a diferentes niveles en los
alumnos: desde la abstraccion del patron recursivo de la progresion (nivel 1),
hasta la deteccion de la regla explicita de célculo (nivel 2), su expresion en
forma algebraica e incluso su capacidad para reconocer la validez de la
estrategia empleada en la resolucién del problema en otros similares (nivel 3).
En este proceso, la funcidon del docente es guiar y favorecer que los alumnos
alcancen, en la medida de lo posible, todos los niveles de generalizacion, ya
gue esto resulta un factor determinante en la construccion de significados y de
lograr el aprendizaje significativo. Para lograrlo, resulta recomendable que el
profesor siga algunas pautas y orientaciones didacticas en el trabajo de aula,
tanto en la forma de presentar los problemas como en las estrategias

didacticas a emplear en el aula:

» Incluir cuestiones introductorias, de generalizacién préxima y de
generalizacion lejana en los problemas a realizar para favorecer un
razonamiento progresivo e inductivo en la resolucion de las diversas
cuestiones.

» Incluir dibujos y representaciones geométricas en el enunciado de
los problemas, asi como utilizar objetos manipulativos, entre los que se incluye
la hoja de calculo, para favorecer la comprension del problema y facilitar el
razonamiento.

» Evitar plantear problemas repetidamente bajo el formato de
“problemas de valor faltante” e incidir en las limitaciones del modelo lineal para
explicar cualquier situacion matematica.

» Comprobar el dominio de aplicabilidad de las reglas que han
construido, ya que esto favorece que los alumnos dejen de centrarse en los
casos particulares del problema y comiencen a fijarse en la estructura general
de la progresion.

» Utilizar varios sistemas de representacion durante la resolucion de
los problemas, asi como pasar de uno a otro, ya que favorece la comprensién

del problema y la interpretacion de los sistemas de interpretacion.
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» Justificar verbalmente sus respuestas: para inducir a los alumnos
a generalizar, ya que al explicar verbalmente lo que han hecho tienden a
explicar la regla de calculo que gobierna el término general.

» Discutir en el aula las diversas estrategias de resolucion, ya que
favorece la persistencia en el tiempo de los conceptos aprendidos.

» Utilizar la hoja de célculo para resolver los problemas
aprovechando sus posibilidades (representacion de tablas, graficos,
etc...férmulas, arrastre de celdas, etc...) les permite organizar la informacion,
descubrir patrones, conectar sus ideas formales sobre el problema
(expresiones algebraicas, graficos, concepto de variable...) con el contexto del
problema en si y aproximarse a la notacion algebraica desde un enfoque mas

flexible, mediante la relacion con la notacion de Excel y la expresién verbal.
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