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Resumen

El célculo de las raices del determinante de una matriz polinomial en una variable es un problema
recurrente en Algebra Computacional. Es bien conocido que su calculo mediante el desarrollo
de dicho determinante trae consigo una explosion combinatoria que produce polinomios de alto
grado con coeficientes dificiles de manejar en la practica. En el trabajo de H. Dym y D. Volok se
demuestra como calcular el nimero de raices del determinante de dicha matriz polinomial N(\)
en una region del plano complejo en términos de la signatura de una matriz numérica X que es
construida a partir de los coeficientes de la matriz N(\).

Puesto que los algoritmos de aproximacion de las raices de una ecuacién, en muchas ocasiones,
parten de técnicas que calculan el nimero de raices en una regiéon determinada y van haciendo esta
mas pequena para aproximar cada una de las raices, nos proponemos aqui entender la demostraciéon
del Teorema de H. Dym y D. Volok antes mencionado con el fin de que pueda ser utilizada en el
contexto de la separaciéon de las raices del determinante de una matriz polinomial.

Palabras claves: Matriz polinomial; Raices de ecuaciones; Determinante; Espacios de Hilbert con
nicleo reproductor; Espacios de Hardy.

Abstract

Computing the roots of the determinant of a polynomial matrix in one variable is a recurrent
problem in Symbolic Computation. It is well known that performing this task through the deter-
minant expansion results in a combinatorial explosion that produces high-degree polynomials with
huge coefficients that are difficult to handle in practice. In their work, H. Dym and D. Volok prove
how to compute the number of zeros of the determinant of the matrix polynomial N()\) inside a
region of the complex plane in terms of the signature of a numerical matrix X that is constructed
from the coefficients of N(\).

Since typically, approximation algorithms for finding the roots of an equation often start from
techniques that compute the number of roots in a given region and make successive reductions of
this region in order to approximate each root, our purpose here is to understand the proof of H.
Dym and D. Volok Theorem in order to be used in the context of the separation of the roots of
the determinant of the considered polynomial matrix.

Keywords: Polynomial matrix; Equation roots; Determinant; Reproducing kernel Hilbert spaces;
Hardy spaces
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Capitulo 1

Introduccion

El célculo de las raices del determinante de una matriz polinomial en una variable es un problema
recurrente en Algebra Computacional. Por ejemplo en [8], [3] ¥ [5] aparece cuando se quieren
calcular los puntos criticos de una curva algebraica plana definida implicitamente por un polinomio
P(x,y) = 0, puesto que para ello se deben calcular las raices de la resultante de Py P, considerados
como polinomios en y. Pero la resultante de Py P, es el determinante de una matriz cuadrada
cuyas entradas son los coeficientes de P y P, considerados como polinomios en y (la matriz de
Sylvester de Py P, respecto de y).

Es bien conocido que no es aconsejable abordar este calculo de raices mediante el desarrollo de dicho
determinante porque tipicamente produce polinomios de grado alto y cuyos coeficientes crecen
mucho en comparacion con los coeficientes del polinomio de partida. Ademéas es muy probable
que ese determinante produzca un polinomio “dificil” desde el punto de vista de su tratamiento
numeérico.

En [6] H. Dym y D. Volok demostraron que para cualquier matriz polinomial N(\) de dimensién
m X m cuyo determinante no se anula idénticamente, existe una matriz numérica X construida a
partir de sus coeficientes tal que su signatura permite determinar las raices del determinante de
N(A) en una determinada region del plano complejo. Puesto que los algoritmos de aproximacion
de las raices de una ecuacién, en muchas ocasiones, parten de técnicas que calculan el namero de
raices en una region determinada e ir haciendo esta mas pequena para aproximar cada una de las
rafces se ha intentado aqui entender la demostracion del Teorema de Dym y Volok con el fin de
que este pudiera ser utilizado en el contexto de la separaciéon de las raices del determinante de una
matriz polinomial.

Con el fin de lograr el objetivo propuesto se divide este trabajo en 5 capitulos. Partiendo de este
capitulo introductorio, el segundo capitulo muestra las herramientas y conceptos fundamentales
para entender la demostracion del teorema. Se establece la notacion a utilizar y se escogen los
dominios sobre los cuales se hard la bisqueda de las raices del determinante. Se introducen los
espacios de Hilbert con nticleo reproductor y los espacios de Hardy de indice 2, junto con sus
caracteristicas principales en relaciéon con el problema que nos ocupa. En el tercer capitulo se
obtiene la matriz X a partir de un procedimiento basado en la manipulacion de las raices del
determinante de N () y luego se procede a la demostracion del teorema principal. En el capitulo 4
se desarrolla varios ejemplos basados en la demostracion de este teorema para el célculo del nimero



de raices del determinante de N(\) de orden dos en el disco unitario. Se analiza también un caso
particular en el que se obtiene la matriz X sin necesidad de utilizar las raices del determinante de
N(A) y brinda también un ejemplo en el que se muestra la equivalencia con ambos procedimientos
empleados. Finalmente en el capitulo 5 se analizan los resultados obtenidos y se presentan algunas
posibles lineas de trabajo futuro.



Capitulo 2

Herramientas y nociones fundamentales

En este capitulo introducimos las notaciones y herramientas fundamentales que nos ayudaran a
comprender de forma correcta la demostracion del teorema principal sobre el que gira este trabajo.
Se dan las nociones elementales de espacios de Hilbert con niucleo reproductor y Espacios de Hardy,
se detallan sus principales caracteristicas que los hacen una herramienta adecuada para su uso y
se demuestran algunos resultados de interés para su posterior uso.

2.1. Notaciones

La matriz polinomial N()\) de dimension m x m, es la matriz cuyas entradas son polinomios, o sea

puu(A)  pi(A) o pim(N)
N = le‘()\) P22:(/\) . p27n:()‘) 7
Pm1(A) Pm2(A) oo P (A)

donde asumiremos que p;; € C[A] con i,j = 1...m. Es importante notar ademas que N(\) se
puede ver como una funcién polinomial de valor matricial en una variable compleja escrita como

d
N =) AN = Ag+ A+ -+ Ag)?,
=0

donde Ay, Ay, ..., Ay son matrices en C™*™ y d es el grado del polinomio. En ocasiones sera ttil
este segundo enfoque. Tengamos ademas las siguientes notaciones:

d; = deg(N(Nej), n=max(dy,....dy), vy d=Y d;
=1

siendo e; elementos de la base estandar de C™ y los ntimeros d;, j = 1,...,m, se refieren a los
grados de los polinomios por columnas de N(\).

Puesto que estaremos restringidos a calcular los ceros de det NV () sobre un dominio €2, , las opciones
clasicas son:



(1) Q. =D ={X € C: )\ < 1}, el disco unidad abierto;
(2) Q. =C, ={\€C:(\—A\)/i >0}, el semiplano abierto superior; y

(3) Q, =TI, = {\ € C: A+ X > 0}, el semiplano abierto derecho.

Puesto que en (2) y (3) el analisis es practicamente el mismo abordaremos solamente los dos
primeros casos y segin la eleccion que se trate tendremos las siguientes notaciones:

Q+ - D Q+ - C+
0 St={\eC:|\=1} R
pu(A) 1 —Aw 21i(A — W)
) =
§(\)  diag(\%, ... \dm) diag((i + N4, ..., (i + N)4m)

(
A(N)  diag(bo(N)%, ..., bo(N)4m)  diag(b;( A%, ... bi(A)%)

Luego, dado N()\) y una matriz hermitiana A, denotamos como

(1) vi(N), la cantidad de ceros de det(N (X)) en 24, donde Q_ = C\ {2, U0},

(2) py(A), n—(A) y po(A), cantidad de autovalores positivos, negativos y cero respectivamente
de la matriz A.

En todo lo que sigue asumiremos que N(\) cumple las siguientes propiedades:

deg(N(A)) > 1,

det(N(\) #0, VAed, (2.2)
Ny = lim N(A)S§(A)~L (2.3)

2.2. Espacios de Hilbert con nfticleo reproductor

Como es conocido un espacio de Hilbert es un espacio vectorial X sobre sobre un cuerpo K (real
o complejo) dotado de un producto interno que es completo respecto a la norma que este define.
Este producto interno es una funcion (.,.) : X x X — C que cumple que



(1) (x,y) = (y,x) para todo =,y € X,

(2) (x+vy,z2) = (x,2) + (y, 2) para todo z,y,z € X,

(3) (\x,y) = Az, y) para todo z,y € X, para todo A € C,
(4) (x,z) > 0 para todo = € X,

(5) (x,z) =0siy solosiz=0.

Como consecuencias inmediatas de la definicion de producto interno se tiene ademas que
(1) (0,2z) = (x,0) = 0 para todo z € X,
(1) (z, \y) = Mz, y) para todo z,y € X,

(11) (x,y + 2) = (z,y) + (z, z) para todo =,y € X.

Definiciéon 2.1. Sea X un conjunto no vacio. Decimos que H es un espacio de Hilbert con nicleo
reproductor definido en X y con valores en el cuerpo K si satisface que:

1. H es un subespacio vectorial del espacio de funciones F = {f : X — K}. (En F se consideran
las operaciones usuales de suma de funciones y producto de un escalar por una funcion).

2. H estd dotado de un producto interno (.,.) : X x X — K con respecto al cual es un espacio
de Hilbert.

3. Para cada w € 'H el funcional lineal E, : H — K dado por
Eu(f) = fw), feH,
es continuo. (i.e. existe una constante C,, > 0 tal que |f(w)| < C,||f|| para todo f € H).

Al funcional E, se le llama funcional de evaluacion en el punto w.

Dado que el funcional de evaluacién en w es continuo en H, por el Teorema de Representacion de
Riez (consultar por ejemplo [10, p. 40]) se sigue que existe una tnica funcion k, € H tal que

f(w) ={(f,k,) paratodo fé€H. (2.4)

A la funcién k,, se le conoce como el nicleo reproductor de H para el punto w. El niicleo reproductor
de H es la funcion K : X x X — K definida por

K\ w)=k,(\) \weX.
Aplicamos (2.4) a la funcion f = k,, para obtener

K\ w) =ky,(A) = (ko, k).
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Proposicion 2.1. Sea H un espacio de Hilbert sobre un conjunto X con nicleo reproductor K. Si
{es : s € S} es una base ortonormal de H entonces

Kw) =3 e, e

seSs

donde esta serie converge puntualmente.

Demostracion. Para cualquier w € X, tenemos que

(ku,es) = (s, kw) = es(w).

Por lo que

ko = Zmes,

seSs

donde estas sumas convergen en norma sobre H.

Pero como estas sumas convergen en norma, también convergen en todo punto. Por tanto,
K\ w) =ky(\) =) es(wes
ses

como se queria demostrar. O

2.3. Espacios de Hardy

Definicion 2.2. El espacio de todas las funciones analiticas con valores en C™*1 respecto a Q,
representables en series de potencias con coeficientes cuya suma cuadrdtica es finita, se denominard
espacio de Hardy de indice 2 (o espacio de Hardy-Hilbert por ser este, de indice 2, el inico espacio
de Hardy que a su vez es espacio de Hilbert [9]), denotado como H2,. Esto es

o] o
H? = {f cf(z) = Zanz", con a, € C™! tal que Z lan|? < oo} )
n=0 n=0

Para las funciones f,g € H2, tal que

f(z) = Zanz” y g(z)= anz”, con  ay,b, € C™*1
n=0 n=0



se define su producto interno como
oo
<f7 g> = Z anb;kz'
n=0

La norma del vector f € H?, estd dada por

o 1/2 N
£l = <Z|an|2> . donde f(z)= Zanz”.

n=0 n=0

Denotemos por L2, = L2 (S') al espacio de Hilbert de las funciones con valores en C™*! cuadrado
integrables sobre S! con respecto a la medida de Lebesgue. Si se tiene para cada entero n, la
funcion e, (e?) = ™ sobre S!, es bien conocido que el conjunto {e, : n € Z} forma una base
ortonormal de L? (ver por ejemplo [1, p. 24]). Por extension, considerando é, = e, (e?)e;, donde e,
con j =1,...,m,son elementos de la base estdndar de C™, se comprueba facilmente que este nuevo
conjunto de funciones forman una base ortonormal de L?,. Si definimos el siguiente subespacio de
L2, como

H2 = {f e L2 : (f,&,) =0 paran < 0},

esto es, f € H2 si su serie de Fourier es de la forma

oo o
f(e?) = Z ane™  tal que Z |an|? < oo,
n=0 n=0

es claro que H2, es un subespacio cerrado de L?, y existe un isomorfismo natural entre H? y H? .
Es decir, identificamos la funciéon f € H?, cuya serie de Fourier es

o0

a einﬁ
E n

n=0
con la funcion analitica .
f(z) = Z a,z".
n=0
De aqui se deduce facilmente que el conjunto {€, : n € Z*} forma una base ortonormal de H?Z .

Teniendo en cuenta que H2, es también un espacio de Hilbert y {é, : n € ZT} es una base
ortonormal sobre S', utilizando la Proposicién 2.1, su nticleo reproductor vendria dado por

o0

ko) = ) é(Nénw) = (\w)" = - _1 = (2.5)

neZt n=0




Siendo H?, un subespacio cerrado de L2 , mediante descomposicion ortogonal tenemos que para

todo vector u € L2, existen los vectores tnicos w € H? y z € (H2)' tal que u = w + z.
Luego la proyeccion ortogonal p : L2, — H2  es el operador lineal tal que pu = w. Si A es una
matriz polinomial de dimensién m x m, entonces tendremos que pA|g2, = Aw|gz2 . Mediante esta
proyeccion ortogonal se establece una relacién que permite determinar la cantidad de ceros en €2,
del determiante de una matriz polinomial.

Lema 2.1. Sea P(\) una matriz polinomial de dimension m x m tal que
det(P(\)) #0, VA€o,

y sea o(X) = diag{(A +9)",..., (A +1)'}, donde l; =deg{e’ P} parai=1,...,m. Entonces

vy (P) = dim ker pP*|2, sty =D,
7 ) dimker p(o ' P)*|mz2, 5i Qy = Cy y Hmy oo a(N)"1P(N) es invertible.

La demostracion de este lema se puede encontrar de forma detallada en [6], esta se omite aqui por
utilizar conceptos que van mas alla del alcance de este trabajo.

Consideremos ademés el espacio formado por la diferencia ortogonal de los espacios de Hardy H?,
v AH? | esto es

H2 o )\dl H2

H2 o AH? = :
H2 o )\de2
donde H2© A\4H? = H2N (H2NA%H?)%, con i = 1,...,m. Este espacio es ampliamente utilizado
en [7] y se verifica que esta formado por los vectores cuya i—ésima componente es un polinomio
de grado menor que d;.

El siguiente resultado sera tutil en la demostracion del teorema objeto de este trabajo.

Proposicion 2.2. Sea A()\) una matriz polinomial de dimension m y ademds f,g € H2,. Entonces
se cumple que

para todo A € D.

Demostracion. Comencemos demostrando la siguiente igualdad

<fuxi?§g>:<ﬂjuyf?fw> v eD.
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Dado que

oo

= nio;an)\" tal que |a,|*> < oo, y - )\_ z; A Y e D,
entonces
(70 7252 = 3ty = (a0, 7250 ) = (3700, 240 )
Esta ultima igualdad es consecuencia de que A = A~! para todo A € . Luego se tiene que
(a2 = 37 (o a2 ) = 3 (a2l
1—\w prt 1—\w prd 1—A

_y (A5 00,1255 ) = (409700, 255 )

w
k=0




Capitulo 3

El Teorema y su demostraciéon

En este capitulo procederemos a la demostracion del teorema principal que brinda una herramienta
para el calculo del nimero de ceros de det(N()\)) en €2,. Para esto como se ha dicho se precisa del
conocimiento de cierta matriz numérica X, por lo que primeramente se demuestra la existencia de
cierta funcion ©(\) de valor matricial que cumple ciertas caracteristicas y se desarrolla un método
para el calculo de X partiendo de las raices del determinante de N(\).

Proposicién 3.1. Seq
det(N(N\)) =a(A—a1)--- (A —ag), donde acC\{0}, oaq,...cq€C\O.

FEziste una funcion ©(\) con imagen en las matrices polinomiales de dimension m x m, holomorfa
en 0, que cumple las siguientes propiedades:

O\ =60\ Vvieo, (3.1)
det(@(/\)) = boq()‘) e bad(A)a (32)
si Q. = C,, entonces /\h’m O\ = I, (3.3)
si Q. =Dy, entonces O(N), es holomorfa en A =0, (3.4)
D(A) = O(N)IN(N) es una matriz polinomial. (3.5)

Demostracion. Puesto que det(N(aq)) = 0, existe un vector u; € C™ \ {0} tal que ujN(ay) = 0.
Consideremos el factor elemental de Blaschke-Potapov [2, p. 142]

Ony () = Ly + (bay (N) — Vg (whuy) M ul.
Comprobemos que este factor cumple:

(1) B, (N =61, Viead.

a1 )

10



Reescribiendo como 6, (\) = I, + k(AN)ujul, con k(A\) = (ba, (A) — 1)(ufu;) ™!, tenemos que

Oy (N)" Oay (A) = (I + k(N ui) (I + k(N)ugu})
= In + kNt + kN ugwt + k(N k(N uguiug ot
— L+ g (ROY) + k() + k(A)m )

1
= Ly + wuf(wjug) ™! (b )

Pero b, (A)ba, (A) = 1 para todo A € 0. Luego

@alo‘)*@m()‘) =In= @al()‘)* = @ojll-

(2) det(6a, (X)) = ba, (A)-

Considerando la siguiente igualdad matricial

I, 0 L + k(N wul k(Mg L, 0\ (In Uy
w1 0 1 —uy 1) 0 14+kNuju )’

tomando determinante a ambos lados tenemos que
det(Ly, + k(MNwui) =1+ k(AN)ujuy
det(Ba, (V) = 1+ (b, () = D) (ujun) M ujur = b, (N).
(3) Si Q, = C,, entonces lim O,,(\) = I,,.

A—00

Se tiene en este caso:

)\—Ckl

lim b,,(A) = lim =1 = lim k(\) =0 = lim 60,,(\) = I,.

A—00 A—oo \ — 041 A—00 A—00

(4) Si Q. =D, entonces @,,(A) es holomorfa en A = 0, lo que facilmente se verifica al sustituir
este valor en la funcion.

De la segunda propiedad se deduce que det(6,,(\)™!) = by, (M), por lo que facilmente se com-
prueba que
Oy (N) ™" = I + (bay (N) ™ = D (wjur) .

Luego la funcion Ni(A) = O, (A)"'N(\) es una matriz polinomial tal que

det(N1(N) = aba, (N) T —aq) - (X — ag).

11



Repitiendo todo el proceso se obtiene una nueva funcion 6,,()), se construye Ny(\), v asi sucesi-
vamente

Na(A) = Baz(N)'Ni(A), -+, Na(A) = By (N) ™ Naa (N,
de donde se obtiene la funcion O(\) = O,, () - - - O,,(\) que satisface las propiedades deseadas. [

Sean

M) SN ()" s Q. =D, ;Do dND (3)" oo Q, =D,
6()\_1>N ()\) S1 Q+ = C+7 5()\_1)D ()\) S1 Q+ = (C+,

donde D()) es la matriz polinomial definida en la Proposicion 3.1. Entonces, teniendo en cuenta
(2.2), (3.1) y (3.5), estas funciones matriciales N(A) y D()) son holomorfas e invertibles en todo
punto de 0.

Fijemos ademés la siguiente funcion @(\) cuyo valor es una matrix polinomial con dimension m x d
y sus columnas forman una base de H?, & AH?,

e D(\) si 2y =D,
S BN si QL =Cy,

donde () = [¢;,(N)] es la matriz polinomial m x d definida como

P sij=1y1<1<d,,
Gia(N) E QNTh il i =9 my 1< 11— Y071 d; < dj,
0 en otro caso.

En [6, Proposicion 2.3] se demuestra que existe una tnica matriz hermitiana X € C% tal que

NN (@) = DA)Dw)* = =
e = PN X d(w)", (3.6)

en virtud de lo cual se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.1 (Teorema principal).

ve = pe(X) + po(X). (3.7)

12



Demostracion. Se divide la demostracion en 5 partes.

Paso 1. Sea p la proyeccion ortogonal de L2, sobre H2, como se definio en la Seccion 2.3. Denotemos

o = dim (ker p]\Af*]HIzn N ker plA)*|Hgn),
5 dim(ker pN*|g2.).

En lo que sigue se asume 0 < o < 3. Si @« = 0 0 @ = [ la demostraciéon tiene que ser modificada
de manera obvia.

Sea f1(A),..., fa(A) una base de
ker p]v* luz, M ker pﬁ* [z,
v sea foi1(A), ..., f3(A\) una base de su complemento ortogonal
ker p]v*|H3n o (ker p]/\\f*\Hgn N ker plA?*|H3n)
Sean vy, ...,vg € C? definidos por
viu = (@u, fimz, Yuc Ci1<j<B. (3.8)

Haciendo uso de la existencia de la matriz hermitiana X segtin (3.6) se tiene que

~

u*@(w)ij =u"P(w) X v; = (X@(w)*uf v; = (fj, %X@(w)*u)%
_ NN w)* = D) D(w)* Y
]’ Pu(N) o

(), - (sl

=<N(A)*fj7%> - <3(A)*fja%> .

Esta ultima igualdad se obtiene de aplicar la Proposicion 2.2. Luego identificando el ntcleo repro-
ductor (2.5) en el producto interno y aplicando (2.4), en el primer miembro tenemos

N(w)*u
/)w()‘)

<N(A)*fj, > = (N@)'u)* - (N*f;)(w) = w'N(w) - (PN"f;)(w) = w"N(w) -0 =0,

13



pues f; € ker pN*|Hgn para todo 7 =1,...,0, vy en el segundo miembro

<D(A) Jis PeY > = (D))" - (Dfj)(w) = u'D(w) - (pD"f;)(w) = u"D(w) - pD" fj(w),
w H2
por lo que R R R
B(w)Xv, = ~D(w) - pD" ().
Como las columnas de ® son linealmente independientes y f; € ker plA?*]H;n para j = 1,...,q,

entonces se cumple que
Xv;j=0, j=1,...,q, (3.9)

luego, facilmente se verifica de (3.8) que

U;XU]‘ = <@ijyf]>Hgna

y para todo valor de las constantes c,41,...,cs € C se tiene
8 5 8 R
(Z Eﬂ)f) X < Z CjUj) = Z Elcj<¢ijafl>H%n
l=a+1 Jj=a+1 Jl=a+1
ﬁ ~ ~
=— Y ac(DPDf)), fi)m,
jl=a+1

= pD* Y of; (3.10)

Paso 2. Consideremos las siguientes funciones auxiliares

e N = ANN(1/)) s% Q, =D, ;B DR\ s? Q, =D,
A(}\)N —)\) S1 Q+ - C+’ A(}\)D<—)\) S1 Q+ - C+.

Podemos escribir entonces la expresion para la matriz hermitiana X de la siguiente forma

donde



Denotemos ademéas como
v = dim(ker pN*|H3n N ker p5*|Hgn),
r = dim(ker pN*|H3n)

Se asumira en adelante que 0 < 7 < k. Si vy = 0 0 v = K, al igual que en el Paso 1, la demostracion
ha de ser modificada de forma obvia. Sea g;()), ..., g,(\) una base de

ker pN* luz, M ker pD* [z,
y sea gy+1(A), ..., gx(\) una base del complemento ortogonal
ker p]v*]le_n o (ker p]V*\H[zn N ker pﬁ*]le_n)
Sean uy, ..., u, € C? definidos por
Uiw = <@w,gj>H3n, VweCh1<j <k,

entonces las formulas

Xu; =0, j7=1,...,7, (3.11)
K K K 2
( Z Em}") X ( Z cjuj) = ||pD” Z c;igj (3.12)
l=y+1 J=y+1 J=y+1 H2,
pueden ser verificadas para todo valor de las constantes c,41, ..., ¢, de la misma manera como se
hizo en el Paso 1.
Paso 3. Afirmamos que los vectores vy,...,v8,u,...,u, son linealmente independientes. Para
ello, asumimos que cy,...,cs,d1,...,d, € C son tales que
B K
Z C;U; + Z dlul =0.
j=1 =1
Denotando
B K
def /\* def N*
FO)ED ¢ fi(\) € kerpN*lmz, g(A) =) digi()) € ker pN*[arz,.
j=1 =1

tenemos que

~
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para todo w € C?. Luego, si escribimos
f=p1+Aq,g=p+Ag donde pi,p;eH &AH,, ¢, ¢ € H,
entonces se comprueba facilmente que
<E5w,Aq1> = <5W,Aqg> =0

y por tanto, como las columnas de @ forman una base de H2, © AH2 |

AN .
—pi(A) = ¥p2 (3) siQy =D,
A(A)pg(—A) s1 Q+ = C+.

Como N*f(\) € (H2)* y

N(N) siQQp =Dy A€o,
NN i, =CLy e,

entonces

NN (=p2(=2) + @a1(N) € (H})" si Qp =Cy,

lo que es lo mismo que

{N (5) (2(N) = 301 (3)) € H, si O =D,
)

{N(A) (—ipo (2) +@1(V) € (H2)* si Q) =D,

(W) Hp2(=X) — (V) € (H7)* si @ =C.

~ N (1) siQ, =Dy Aed,
N(=XN)d(=\)"! siQ, =C,y e,

entonces tenemos que

N (1) (ps(N) + AN@a(N) € (H2,) s, =D,
N(=NS(=X) "1 (pa()) + AN @(N) € (H2)E si Q) =Ty,

que es lo mismo que

N (5) (2(N) + AN g2(N) € (Hy) " si 0y =D,
SN H(pa(=A) + A(=N)g2(=N)) e HE, si Q. =C,.
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Luego como

se concluye que

N G) pa(N) = ;N G) 0 G) ~ NV)'q(N)
= %N (%) il (%) - N (%) AN g2(A) 81 Qy =D,
NS pa(=2) = NOYEN) (V) = (6)*) " g2(=N))
= NOEN) (N = () TA(=Ng(N) i Q= Co,

y por tanto que
p2(A) = i(h (%) — A(N)g(N) siQyp =D,
p2(A) = (=) = AN)g(N) s Qp =C,.

Pero como py, € H2, © AH? | mientras que ¢, € H?, y

Lo (2) e (H2)" siQ, =D,
QI<—)\) c (H%.L)J- Si Q+ - (C+,

se tiene que ¢ = ¢ = p1 = ps = f = g = 0, y por tanto que

(=-=cg=dy=---=d,=0.
Paso 4. Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.9) y (3.11), los vectores vy, ..., Uy, U1, . .., Uy geNe-
ran un subespacio del niicleo de X. Por otra parte, los vectores vo41,...,0g (Uyt1, - .., Uy T€SPEC-

tivamente) generan un subespacio estrictamente negativo (positivo respectivamente) de C™ con
respecto al producto interno indefinido [u, v] = v* Xu.

Supongamos por el contrario que existen un conjunto de constantes cqo41,...,cs tal que
B B
(D @NX( Y o) =0
l=a+1 Jj=a+1



pertenece a ker plA?*|Hgn. Por otro lado, por definicién de las f;, f también pertenece a
ker p]\Af*|Hgn o (ker pN*|Hgn N ker plA)*|Hgn)
Esto significa que
f € (ker p]/\\7*|Hgn N ker pﬁ*|Hgn) N (ker p]/\\7*|Hgn N ker p13*|Hgn)L

y por tanto f = 0. Luego, como las funciones fu41,..., fs son linealmente independientes los
coeficientes se anulan, es decir c,41 = -+ = ¢g = 0. Esto demuestra la primera afirmacion, la
segunda se realiza de forma similar.

Paso 5. En vista de (3.10) y (3.12), y de los pasos 3 y 4 se obtienen la siguientes desigualdades
B-a<pu (X), at+y<pm(X), r—7v<p(X). (3.13)
Luego aplicando el Lema 2.1 se tiene que
B=v_(N), r=vi(N).
Puesto que se cumple que
vi(N) = yN) = d = pX) + po(X) + py (X)),

entonces en (3.13) solo se satisfacen las igualdades, por lo que se tiene que

vo(N)=a+p(X), at+y=p(X), vi(N)=7+p(X). (3.14)
Repitiendo los pasos del 1 al 4 con f € ker plA)*|Hgn, y g € ker pﬁ*|Hgn teniendo en cuenta que

dim(ker Pﬁ*|H3n) =v (N), dim(ker pﬁ*\Hgn =v_(N),

se obtiene que
vo(N) =7+ p-(X), vi(N)=a+p(X).

Comparando estas dos tltimas ecuaciones con (3.14) se concluye que

ve = p(X) + %MO(X)

como se queria demostrar. O
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Capitulo 4

Ejemplos y caso particular

En este capitulo se desarrolla un ejemplo para calcular el nimero de ceros del determinante de
una matriz polinomial de orden 2 basado en la demostracion del teorema principal en el capitulo
anterior, haciendo uso por tanto del conocimiento de dichas raices. En contraste se analiza un caso
especial en el que no se precisa del cilculo de las raices del determinante, se demuestra que la
matriz X obtenida es la misma que en el caso general y se da un ejemplo donde se evidencia esta
caracteristica.

4.1. Calculo de la matriz X usando la demostracion del Teo-
rema

Se considera la siguiente matriz polinomial:
[ 2A —A+2
N = ( 1 A —3X+2 )’
de donde
1 1
det(N(N\) =20 —6A +5X1 —2=2(A—2)(\ — 5(1 +4) (A — 5(1 —1)),
por lo que

1 1
Q1:2,062:§(1—i)y043:§(1+i)

son las raices del determinante.

Considerando que 2, = D = {\ € C : |\| < 1}, facilmente se verifica que se cumplen las
condiciones (2.1) y (2.2). Ademas se tiene que

s =g a8 ) v g = (5 7)),

A—00

por lo que también se cumple la condicion (2.3). Entonces,
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e para a; = 2,

A—2

b = T5x

N(al):(‘ll 8) W= (1,—4) = wN(a)=0,

L1 14X —31 12(A—1)
O N =mo g L2001 —31a+14 )

?

Ni(A) = B0, (N) "N (N) =

i(28)\+6 12)\2—38/\+43>
17

24X -7 —(31A=2)(A—1)

e para as = 3(1 — 1),

A= %(1 —1)
baa(3) I,

20 — 14i 24+132)7 f= (1,28 1) o 4rN(ag) =0,

— 1 =
Naz) = 52 ( 512 1(29 - 2i) “1

1 —(169i — 1023)\ + 5967 — 258 (7780 + 634)\ — 242i — 974
COT65(2A 41— 1)\ —(242i — 974N+ 778i — 634 —(596i + 258)\ + 169i + 1023 |’

1
2

Oay(N)

Ny(A) = Bay(X) ' N1(X)

1 —310i + (1290 4+ 410i)A 1037 — 499i — (224 — 1099i)A + (217 + 769i)A2
T 765 \ 425 + 2200 + (620 — 6200)A 1836 — 112i + (—1977 — 248i)A + (579 + 458i)A2 )

e para ag = 5(1+1),

bas()‘) =
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_‘+ﬁ 24 4 152 '
N(ag):< s = (1, SH% A o N () =0,

it I3 9t
] (456170 — 6801) X — 19408 + 71826

€ay(N) = 65025(2 1 — i — 1) | — (79244i — 50732) \ + 329567 — 88132
(329567 + 88132) A — 79244i — 50732
(19408i + 71826) A — 45617 — 6801 )

= 00, (V) IN,(N) =
1 (2807 + 610) A + 730i + 990 (702i + 929) A2 — (20664 + 2940) A + 2032 + 2986
1275 ( (1460 — 1980) A + 140i — 305 (2865 — 503) A2 + (512i — 395) A — 1124 + 1248 ) '

Asi tenemos que D(A) = N3()), de donde
R © — (7300 — 990) \ — 280i + 610
by =oND (i) = 1275 | — (2032i — 2986) A2 + (20667 — 2940) A — 702 + 929

— (140 4 305) A + 1460i 4 1980
(11247 + 1248) A2 — (512i + 395) A — 286i — 503

X N 2 A
N(A>—5<A)N(i) _<(2)\—1)>\ (2A—1><A—1>>’

N(N(w)* = D)Dw)* 1 0 10(@ +1)
) ~ 25\ 10( '

PN A+1) 44)\w — 16X — 160 — 1

Luego como m =2,d = 3,d; = 1,ds = 2 se tiene que

- (190)

y con esto

o O =
€ ~ o

. . 100 X111 T12 T13
CI)()\)XCD(w)*:(O 1 )\) To1 Tz T3

31 T32 X33

T11 T12 + X13W
To1 + T3\ Tag + T3a\ + Tz + T3z AW

21



Comparando estas dos iltimas ecuaciones nos queda que

1 0 10 10
X = %% 10 -1 -16
10 —16 44

Los valores propios de X son
1 1
{2, %(—7 —V649), %(—7 + V649)},

por lo que
pe(X) =2, p(X) =1y po =0.

Luego, finalmente se obtiene que

ve(N) = ps(X) 4 5po =2y v (N) = p_(X) + g = 1.

Después de esto se tiene que det/N(\) tiene 2 raices en Q4 y 1 raiz en Q- = C\ {Q; UJ}.

4.2. El caso particular A\ + B

Sea N(A\) = AX+ B, con A € D, tal que A y B son matrices hermitianas de dimension m x m que
cumplen que AB = BA. Bajo estas condiciones podemos definir D()) sin la necesidad de hallar la
funcion de valor matricial ©(\) de la Proposicion 3.1, con el fin de obtener la matriz hermitiana
X que satisface (3.6).

Para este caso tenemos que dy =dy =---=d,, =1y d =m, por lo que
§S(\) = A, DN =1, VAeD.

def

Luego si tenemos que D(A) = A + B, entonces
D(\) =0(N)D (i) =A'AN+B*, N\)=06WANN (§> =A"+B*\, VAeD.

Proposicion 4.1. Sea N(\) = AN+ B, con A € D, tal que A y B son matrices hermitianas de
dimension m x m que cumplen que AB = BA, entonces la matriz que satisface la ecuacion (3.6)

es X = A*A — B*B.
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Demostracion.

NN (w)* — DA)D(w)*  (A* + B*A)(A + Bw) — (A*\ + B*)(Aw + B)

1—X\w 1—X\w
 A"A+ B*"AN+ A*BW + B*BANw — A*AMNo — B*Aw — A*"BA — B*B
B 1—\o
_ AA—B*B—(A_A—B B)\w _ A*A_ BB
1—M\w

Luego, como 35()\) = I,, se tiene que 5()\))(5(0.1)* = X, por lo que queda demostrada la igualdad.
]

4.2.1. Ejemplo de calculo

Sea la siguiente matriz polinomial

/A1 A-1) (11 1 -1
NO‘)_()\—l 2 )‘(1 0)A+<—1 2)’
11 1 -1 0 1

(U)o (4 ) e o (0 ),

Ambas matrices son simétricas con valores reales, por lo que también son hermitianas, y se tiene
que

donde

det(N(A) = A2 44X+ 1= (A — 2+ V5)(A — 2 — V/5),

por lo que se satisfacen las condiciones (2.1) y (2.2). Ademas se tiene que

am:(gg) yggﬂuwm*z(}é)

y también se cumple la condicion (2.3). Entonces,

. i [ 21 2 -3\ _[(0 4
X_M_j_ru_r;_(l1)_(_3 5)_(4_4)
Los valores propios de X son
{2(=1-V5), 2(-1+V5)},
por lo que

pe(X) =10 (X) =1y po=0.
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Luego, finalmente se obtiene que

ve(N) = ps(X) 4 spo=1 v v (N) = p_(X) + g0 = 1.

Analicemos este ejemplo siguiendo la demostracion del Teorema 3.1.

° Paraa1:2—\/5,

A—2++5
bal(/\) = 1 _)\(2_ \/3)7
N(al):<i’:£ 1—2\/5>, u{:(l,—éj’) = ujN(aq) =0,
4L (24— (2—-VB)A A—1
Oes () _ﬁ< A—1 3+\/_—(3—\/5))\)’

Ni(A) = 6a, () TIN(N)

B 1 ( —5 + 4v/5 + /5 —(—5+3\/5)(—1+/\)>
C5(=2+vVE+A) \ (-5 +3VE)(-1+A) B+ (-5+4V5) ’

e Para as = 2+ /5,

A -2-5
baalX) = 7 — A2+ V5)
o= (228 ) wm0) = s
o . 5+4VE+VBA  —(5+3V5)(—1+ )
TRV N\ VRt VG raE )
v = e = (113 1)

Asi tenemos que D(\) = Ny(\), verificando que

D(A)Z(i é)+(_11 _21>>\:A+B)\.
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Por lo tanto

AT A1) (11 S I

(A—l 2)‘(1 0)A+(—1 2 )‘AAJFB’
S A T T

_(—A+1 2\ )_(1 0)*(—1 2)A_A+BA'

NN (w)* = D(A)D(w)* _ ( 0 4 )
1—\& 4 —4 )

> = >l =
N———
*

I

N—
*
|

y teniendo en cuenta que @()\) = I,, se tiene que
e (0 4
SNXB(w) = X = ( - )

obteniéndose los mismos resultados que antes.
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Capitulo 5

Conclusiones

Los principales resultados de este Trabajo de Fin de Master son los siguientes:

e Se ha comprendido en su totalidad la demostracion del Teorema de H. Dym y D. Volok.

e Se han explicitado con suficiente detalle las partes en la demostracién que fueron omitidas en
el articulo original de H. Dym y D. Volok y que requieren de ciertos conocimientos avanzados.
Debido a esto se describen en esta memoria aspectos esenciales de los Espacios de Hilbert con

nticleo reproductor y de los Espacios de Hardy, que se encuentran detras de la demostraciéon
del Teorema de H. Dym y D. Volok.

e Se ha detectado un caso especial donde no se precisa de la manipulacion de las raices del
determinante de la matriz considerada para obtener la matriz X y se han mostrado ejemplos
donde se comparan ambas aproximaciones, la que aqui se propone y la que esta implicita en
la demostracion del Teorema de H. Dym y D. Volok.

e H. Dym y D. Volok demuestran la existencia de la matriz X pero esta demostracién no es
constructiva ya que requiere del conocimiento explicito y de la manipulacion de las raices del
determinante de la matriz cuyo nimero de ceros en cierta region se quiere calcular. Por lo
tanto, en su estado actual, no se puede usar este resultado para el proposito que se planteaba
en la introducciéon respecto de la aproximacion de las raices del determinante de una matriz
polinomial.

Como posibles lineas de trabajo futuras como consecuencias de todo lo aqui desarrollado y expuesto,
se deben destacar las siguientes:

e Buscar una demostracion del Teorema de H. Dym y D. Volok puramente algebraica y que
no requiera del uso de los Espacios de Hardy.

e Si los polinomios en la matriz N()) tienen coeficientes racionales, ;las entradas de X tam-
bién seran racionales? Todo parece indicar que si como consecuencia de la demostracion del
Teorema 3.1 (y de la forma en la que se construye la matriz D) y de la aplicacion del Teorema
Fundamental de las Funciones Simétricas .
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e Encontrar una algoritmo que permita obtener la matriz X sin necesidad de manipular las
raices del determinante de N (). Se podrian usar aqui técnicas de evaluacion dinamica ([4])
para manipular las raices del determinante de N () pero eso requiere disponer de dicho
determinante (con todos los problemas que esto trae consigo).
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