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Resumen

En este trabajo se introduce una aproximacion geométrica a la expresién en fracciones
continuas de un nimero real. Comenzaremos introduciendo algunas nociones basicas de
geometria para aplicarlas después a la descripcién del modelo del semiplano de Poincaré
del plano hiperbdlico. Es en el plano hiperbdlico donde se construye la teselacién de Farey,
formada por triangulos ideales, es decir, que tienen como vértices puntos del infinito. Tam-
bién se explicard como se expresa un numero real en fracciones continuas y se estudiara su
relacion con la teselacién de Farey, mostrando finalmente un método grafico para el calculo
de la expresion en fracciones continuas mediante el uso de geodésicas.

Palabras clave: Teselacion de Farey, fracciones continuas, plano hiperbdlico, semiplano
de Poincaré, geometria, niimero real, nimero racional, transformaciones de Mobius.

Abstract

In this bachelor thesis, we introduce a geometric approximation of the expression of real
numbers in continued fractions. Basic geometric ideas are first introduced so that they can
be applied to the description of the Poincaré half-plane model of the hyperbolic plane. The
Farey tesselation consists on a regular tiling of the hyperbolic plane made of ideal triangles,
whose vertices lay on the points at infinity. We also explain how to express a number in
continued fractions and its relation with the Farey tesselation, showing a graphical method
to calculate this expression tracing geodesics.

Key words: Farey tesselation, continued fractions, hyperbolic plane, Poincaré Half-plane,
geometry, real number, rational number, Mobius transformation.
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Introduccion

John Farey fue un gedlogo inglés al cual se le atribuyen las sucesiones de niimeros
racionales de mismo nombre y la propiedad que estipula que dentro de cada sucesion se
puede escribir cada elemento como el cociente de la suma de numeradores entre la suma
de denominadores de los elementos anterior y posterior. Esto fue publicado en un articulo
de Philosophical Magazine en 1816 y probado por el matematico Cauchy, si bien es cierto
que existia un resultado similar, publicado por C.Haros 14 anos antes. Atn asi, el nombre
de sucesiones de Farey perdura hasta el dia de hoy. A partir de la sucesion de Farey se fue-
ron desarrollando otros resultados, como por ejemplo el arbol de Stern-Brocot, descubierto
de forma independiente por Moritz-Stern y Achille Brocot, con el que se construyen los
nimeros racionales. También, Lester R. Ford introdujo el empaquetamiento de circulos que
lleva su mismo nombre “Ford circle packing” en el plano hiperbdlico, publicado en 1938 en
el articulo “Fractions” de la revista The American Mathematician Monthly (ver [11]). A
partir del descubrimiento de los circulos de Ford, se obtiene la teselacién de Farey.

A lo largo de esta memoria vamos a trabajar en el plano hiperbdlico que es una geo-
metria no euclidiana. Euclides (330a.C.-275a.C.) introdujo cinco postulados en geometria
que se han utilizado durante miles de anos. Aun asi, la distinta naturaleza del quinto pos-
tulado con respecto a los otros cuatro ha llevado a pensar a muchos matemaéticos que se
puede deducir de los otros cuatro. Este postulado es “dada una recta y un punto exterior a
esta, existe una unica recta que pase por este punto y que no corte a la primera recta”. Fue
C. F. Gauss quien se dio cuenta de que este postulado es independiente de los otros cuatro
e introdujo las geometrias no euclidianas como aquellas que no cumplen este postulado. J.
Bolyai demostré que la existencia de mas de una recta que pase por un punto y que no
corte a una recta dada implica que existen infinitas rectas con esta caracteristica. Poste-
riormente N. I. Lobachevski introduce la geometria hiperbdlica, aunque el primer modelo
consistente fue propuesto por E. Beltrami. Después de éste, aparecen varios modelos del
plano hiperbdlico, de los cuales destacaremos en este trabajo el modelo del semiplano de
Poincaré.(Ver [19] para una introduccién histérica a la geometria hiperbdlica).

En este trabajo se va a describir la teselacion de Farey y se va a mostrar la curiosa rela-
cién que presenta con la expresién en fracciones continuas de un nimero, permitiéndonos
dar un método grafico para el cdlculo de la expresion en fracciones continuas de un niimero
utilizando geodésicas. Las fracciones continuas son una forma de presentar los niimeros
reales, tanto los racionales como los irracionales. Para los ntimeros racionales es facil en-
contrar una fraccion continua finita, mientras que para los irracionales existe un algoritmo
que permite obtenerlos como limite de fracciones continuas finitas dando lugar a la nocién
de fraccién continua infinita.



Se comenzara introduciendo algunas nociones sobre geometria diferencial con lo que se
describiran varios modelos del plano hiperbdlico. Aunque se muestren distintos modelos
del plano hiperbdlico, se trabajard con el modelo del semiplano de Poincaré H?, en el que
se calcularan las geodésicas y ademas se estudiarda qué transformaciones de Mobius son
isometrias de H?, ya que desempenardn un papel importante en la parte final del trabajo.
Por otra parte se introducird también la nociéon de pares de Farey y el arbol del mismo
nombre, teniendo asi todos los ingredientes necesarios para la construccion de la teselacion
de Farey. Finalmente, se mostrara el calculo de las fracciones continuas de un nimero
mediante el trazo de una geodésica orientada que parta desde la recta imaginaria hasta el
numero real, identificando los distintos tipos de corte de la geodésica con las teselas con
los coeficientes de la expresién en fracciones continuas.



Capitulo 1

Nociones basicas de geometria

Para la realizacién de este trabajo vamos a introducir algunas nociones de geometria que
posteriormente se van a utilizar. Hemos tomado como referencias las siguientes [9, 10, 17].
Nos apoyamos en la Geometria Diferencial que se caracteriza por el uso de técnicas hereda-
das del Calculo Diferencial. A lo largo de este trabajo denotaremos a las funciones de clase
C*como diferenciables. La Geometria esta estrechamente relacionada con la Topologia, por
eso vamos a introducir algunas nociones también. Seguiremos un desarrollo paralelo a [20,
Cap.2].

Definicién 1.1 Una topologia T sobre un conjunto X es una coleccion de subconjuntos
de X que cumple:

1 X,0er.
11 e, Us €7 81Uy € 7 para todo i € 1.
111 ﬂjeJ UietsiUjeTyJ esuna familia finita.

Se dice que X es un espacto topologico si estd dotado de alguna topologia T y se denota
como (X,T).

Una topologia puede estar generada por un subconjunto de la misma, una base, es decir,
todo abierto se puede escribir en funcion de los abiertos de una base.

Definicién 1.2 Una base de una topologia en X es una coleccion B C T que cumple las
siquientes condiciones:

I Para todo x € X existe un elemento V, € B con x € V.

11 Dados dos elementos Vi, V; con interseccion no vacia, para todo x € V; N'V;, existe un
elemento Vi, € B que cumple que x € Vi, y Vi, C VNV

Una base de un espacio topoldgico genera una cierta topologia T si para todo U € T se tiene
que para todo punto x € U existe un elemento V de B de modo que v € V C U.

Una topologia importante es la inducida por una distancia definida sobre un conjunto, es
decir, la topologia de un espacio métrico.
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Definicién 1.3 Una aplicacion d : X x X — [0,+00) se llama distancia si cumple las
siguientes propiedades para x,y,z € X.

Ld(z,y) = d(y, x).

11 d(z,y) =0 si, y solo si, x = y.
11 d(z,y) < d(x,z) +d(z,y), lo que se conoce por propiedad triangular.
Se dice que (X,d) es un espacio métrico.
En todo espacio métrico se pueden definir los conjuntos siguientes.

Definicién 1.4 Sean (X,d) un espacio métrico, un punto © € X y e > 0. Una bola
abierta centrada en x de radio € se corresponde con el conjunto siguiente:

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < &}

Si tomamos todas las bolas abiertas como base de una topologia se tiene la topologia del
espacio métrico.

1.1. Curvas regulares

En primer lugar vamos a dar la definicion de curva regular en el caso particular en el
que la curva estd inmersa en R3.

Definicién 1.5 Una aplicacién v : (a,b) — R? se dice que es una curva regular si es de
clase C*y para la cual +'(ty) = (d“’)( to) # 0 para todo ty € (a,b).

Una misma traza de la curva puede estar expresada de varias formas, es decir, pueden
existir distintas parametrizaciones.

Definicién 1.6 Un difeomorfismo en R es una aplicacion diferenciable, biyectiva y de
inversa diferenciable.

Un cambio de pardmetro es un difeomorfismo ¢ : (¢, d) — (a,b) y al difeomorfismo inverso
lo llamamos cambio de parametros inverso.
Se define la longitud de arco de una curva y(t) = (z(t), y(t), 2(t)) a partir de ¢y como:

0= [ Wl

donde ||/ (t)]| = +/(z/(t))2 + (v'(1))2 + (2/(t))%. Ademés, como 7'(t) # 0 para todo ¢ €
(a,b), la funcién s(t) es diferenciable y como ds/dt(t) = ||[7/(¢)|| > 0, la funcién s(t) es
estrictamente creciente y por lo tanto biyectiva con su imagen, la cual denotamos como
(¢,d). Sih:(c,d) — (a,b) es la funcién inversa de s(t), consideramos la reparametrizacion

de v dada por ¥(s) = Y(h(s)) que cumple [|3(#)[| = 1.

Definicién 1.7 Una curva se dice que estda parametrizada de modo natural o por lon-
gitud de arco si ||dy/dt(t)|| =1 para todo t € (a,b).
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Para definir esta parametrizacion sélo hemos usado la definicién de curva regular, luego
todas las curvas regulares admiten parametrizacién natural. Dada una curva cualesquiera
v(s) inmersa en R? y parametrizada por la longitud de arco, podemos definir los vectores
del triedro de Frenet- Serret: {7, N, B} que se corresponden con el vector tangente
T(s) = dvy/ds(s), el vector normal N(s) = T"(s)/ ||T"(s)|| y el binormal B(s) = T'(s)x N(s),
donde x denota el producto vectorial. El vector curvatura se define como k(s) = T"(s) y
la curvatura como la cantidad x(s) = ||77(s)||. De hecho, para cada s que verifica k(s) # 0
el conjunto {7'(s), N(s), B(s)} define una base ortonormal (ver [17, Cap. 2]).

1.2. Superficies
Comenzamos definiendo superficies contenidas en R3.

Definicién 1.8 Una superficie simple es una aplicacion inyectiva de clase C*, x : U C
R? — R? donde U es un conjunto abierto con coordenadas u, v tales que g—’; X g—’; # 0.

Una superfice regular en R? es una superficie localmente simple, es decir, que todo punto
admite un entorno para el cual existe un abierto en R? en las condiciones de la definicion

anterior.

De este modo, si tenemos la curva « : (a,b) — U y consideramos la aplicacién vy =
xoa : (a,b) - x(U) C M obtenemos una aplicacién de clase C*°que ademds es una
curva en x(U). Diremos que una curva en estas condiciones es una curva contenida en la
superficie M. Tlustramos un ejemplo en la figura 1.1. Existen funciones v*(¢),v%(¢) de modo
que Y(t) = x(v*(t),y*(t)), utilizando la regla de la cadena se tiene:

dy _oxdyt | oxdy? 1)
dt — Ou dt  Ov dt '

Denotaremos también ~/(t) = Z—Z(t).

Definicién 1.9 Decimos que un vector v es tangente a una superficie simple x : U — R3
en P = x(up,vo) si existe una curva v : (a,b) — x(U) con v(ty) = P para ty € (a,b) tal
que 7' (to) = v.

Figura 1.1: Curvas definidas sobre una superficie de R?
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1.3. Primera forma fundamental

En cada punto de una superficie regular se puede definir el espacio tangente bidimen-
sional. En esta seccién consideraremos superficies regulares y cuando hablemos de P € M

en nuestras definiciones entenderemos que existe una superficie simple o parametrizacion
x:UCR*—= M CR?con P ex(U).

Definicién 1.10 El espacio tangente TpM de una superficie M en un punto P € M C
R3 se define como el conjunto de los vectores tangentes en dicho punto (definidos en 1.9).

Notacidn: Se definen los siguientes vectores de TpM:

B ox
Cou

X

con u! = u y u? = v. De la misma forma introducimos la siguiente notacién:

0%x
= =X
ourou? "

Xij

Al introducir esta notacién junto con la definicién de superficie regular y curvas contenidas
en superficies, queda claro que {x;, Xz} es una base de TpM (ver [17, Cap 4]).

Dada una superficie M en R3, se quiere calcular el producto escalar de dos vectores
tangentes a la superficie en un punto P € M, con x: U — x(U) y P € x(U).
Notacién: Introducimos el convenio de sumacién de Einstein, segtin el cual entendemos
que se trata de un sumatorio cuando se representan con la misma letra un subindice y un
superindice. Lo aplicamos a los vectores tangentes a la superficie X = 3 x; X' = x; X".

Teniendo en cuenta que el producto escalar es una aplicacién bilineal, dados los vectores
X =x;X"eY =x;Y7, se tiene que:

(X,Y) = 22: XY {x;,%x;)
ij=1
donde (,) denota el producto escalar. De modo que si denotamos
Gij(u,v) = (x;(u,v),x;(u,v)) obien g; = (x;,%;)
Tenemos lo siguiente:

2
(X.Y) =) X'V,
ij=1
Definicién 1.11 Se llama primera forma fundamental de la superficie M en un pun-
to P a la forma bilineal simétrica g : TpM x TpM — R, dada por g(X,Y) = X'Yg,;

La aplicacion bilineal definida anteriormente es un producto escalar y por lo tanto sera
definida positiva, con lo que se tiene que (x;(u,v),x;(u,v)) > 0.



1.4. CURVAS CONTENIDAS EN SUPERFICIES 7

Como la primera forma fundamental es bilineal, simétrica y definida positiva, se tiene

que la matriz g = (g;;) es inversible y la inversa de ésta se denota por g~'. Los coeficientes
de g~ ! se denotan ¢¥.
Otra forma de expresar la primera forma fundamental es utilizando el espacio dual de
TpM, definido como THM = Hom(TpM,R). Una base del mismo es {dx!, dx*} que actia
sobre la base de TpM como dx'(x;) = 5; Con esta nocién, obtenemos una nueva forma de
escribir la primera forma fundamental ds:

ds? = gijdxidxj

Notacién: Hemos escrito la segunda forma de definir la primera forma fundamental como
un producto de elementos de 75 M, aunque en realidad nos estamos refiriendo al producto
tensorial. La forma de actuar es equivalente a la anterior, dados dos vectores X,Y expre-
sados como antes:

gijdXide (X, Y) = gszlY]

A continuacién, introducimos la forma de calcular los dngulos entre vectores de TpM con
P € M, ya que el calculo de estos se deriva del producto escalar.

Definicién 1.12 Sea M wuna superficie reqular y P € M. El dngulo 0 entre dos vectores
X eY deTpM, se obtiene de

(X,Y)
X

Ademas, la métrica servirda para introducir una distancia. En primer lugar, veamos
cémo se calcula la longitud de una curva utilizando la primera forma fundamental de la
superficie. Sea v(t) = x(7'(t),7%(t)), con t € (a,b), una curva contenida en una superficie
M, su longitud viene dada por:

/ I (8)] dt = / Vo (O T 20000 () + g (7))l (1.3)

De este modo, podemos definir la distancia entre dos puntos de una superficie como el
infimo de las longitudes de las curvas que conectan ambos puntos.

Del mismo modo que hemos introducido la nociéon de longitud de una curva, podemos
introducir la de area de una region en una superficie regular.

cost) = (1.2)

Definicién 1.13 Dada una superficie reqular M, x : U — x(U) C M y R C U, decimos
que el drea de x(R) es

lx; x x ||dudv://\/det(g)dudv:// g11912 — 3o dudv (1.4)
//R 1 X X2 . R\/ 11912 — 912

1.4. Curvas contenidas en superficies

Sean M una superficie en R? y un punto Py de la misma. Fijamos una parametrizacién

x : U — M con Fy € x(U). Definimos el vector normal unitario como
X1 X X9

n=_-——
%1 X Xa|
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Sea v(s) = x(v*(s),7*(s)) una curva parametrizada por la longitud de arco contenida en
la superficie M. Definimos un nuevo vector unitario a partir de los vectores del triedro de
Frenet de 7 y el vector normal unitario de la superficie en el punto v(so) = Py € M. Este
es el vector normal intrinseco a la curva

S(s0) =n(se) x T(s).

Se tiene que T'(sg) € Tp,M y n(sy) es perpendicular a Tp M, luego el vector S(sy) €
Tp,M y es perpendicular a T'(sg). Se deduce que, como el plano tangente tiene dimensién
2, {T'(s0),S(s0)} es una base ortonormal de Tp, M y {T(s0),S(s0),n(s0)} es una base
ortonormal de R3. De este modo el vector de curvatura se puede descomponer de forma
Unica en los siguientes:

R(5)N(s) = ka(s)n(s) + ry(5)S(s) (L5)

Las cantidades x,, y k4 se conocen respectivamente como curvatura normal y geodésica. La
curvatura normal nos dice cémo se curva la curva en conjunto con la superficie, mientras
que la curvatura geodésica nos dice cuanto se curva vista desde dentro de la superficie.

Definicién 1.14 Decimos que una curva vy contenida en una superficie M es geodésica
si kg(s) = 0 para todo s.

Definicién 1.15 Dada una superficie M y una parametrizacion x : U — R?, se definen
las funciones L;; = (x;5,n) y se llaman coeficientes de la segunda forma fundamental.
Las funciones Ffj = (xij, x1)g"" se denominan stmbolos de Christoffel.

Se deduce la expresion de los simbolos de Christoffel:

Proposiciéon 1.16 Los simbolos de Christoffel tienen la expresion siguiente:

2 — ow  oul out

2
1 Aga  0gi; | Ogyy

rg:—zglk[ - =1+ = (1.6)

Demostracion: Para tres indices cualesquiera 4, 7, [ se tiene que % = (%, X;) + (X1, X;).

991 + g1 99

De esta forma si hacemos 2% + 0 — 25 = 2(x;4, X;).

Sustituyendo en la ecuaciéon presentada en la definicién, llegamos a la expresion de los
simbolos de Christoffel buscada. O

Teorema 1.17 Con las notaciones anteriores tenemos que
k
Xi; = Lijn + Xkrij (17)
que se denominan ecuactones de Gauss de la superficie.

Demostracion: Lo que representan las ecuaciones de Gauss es la escritura de los vectores
x;; en funcién de los tres vectores que forman una base del espacio ambiente R?: x;, X5 y n.
De hecho, los vectores x; y n son ortogonales. La representacion de x;; en la base sera tinica
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y vamos a llamar afj a los coeficientes de x;, para k = 1,2y alsj al de n. En primer lugar,

como sabemos que n es ortogonal a los otros dos, tenemos (x;;,n) = ag’j = L;;. En segundo
lugar, (x;j,X;) = gmiaj};, es decir, tenemos que: g (i, %)) = glkgmlag? =0k am = afj. De la

mij
definicién 1.15, tenemos que g'*(x;;, x;) = I'};, luego af; = I'}; para k = 1,2. O

Proposicion 1.18 La curvatura geodésica de una curva vy se puede calcular de

kgS = xi[(4")" + T5(v) (+7)'] (1.8)
Demostracion: Como se tiene que y(t) = x(y*(¢),72(t)) estd parametrizada por la longitud
de arco, k(s)N(s) = 7"(s). Escribimos +' en términos de la base del espacio tangente

{x1,X2}, como mostramos en la ecuacién (1.1):
7 =x(1")
Aplicando la regla de la cadena, tenemos
v =x(7) (V) +xi(v')”.
Sustituyendo las ecuaciones de Gauss en ésta se tiene que
V"= ()il + Lin) (7)) (47) + xi(v)”
Por la ecuacién (1.5), Lin(7") (77) = ka,n y tenemos lo que querfamos. O

De la proposicién anterior y de la definicién de curva geodésica se deduce directamente el
siguiente resultado.

Corolario 1.19 Las ecuaciones diferenciales que determinan las geodésicas son:

(M) +TH0) () =0 (1.9)

1.5. Aplicaciones entre superficies

En esta seccion se van a definir distintas aplicaciones entre superficies.

Definicién 1.20 Dadas dos superficies M y N, un punto P € M y dos parametrizaciones
x:U—Mey:V — N tales que P e x(U) C M y f(P) € y(V) C N, decimos que una
aplicacion f: M — N es diferenciable en P si la aplicacion y=to fox lo es en x 1(P).
La aplicacion f serd diferenciable en M si lo es en todo punto de la misma.

x(U)c M SN y(V)CN
1 v 1
—lofox
UcR? Y24* ycRr?
Definicién 1.21 Una aplicacion diferenciable f : M — N es un difeomorfismo si es

biyectiva y su inversa es diferenciable.

Definicién 1.22 Un difeomorfismo f : M — N se dice que es una tsometria si dada
una curva 7y : [a,b] — M tiene la misma longitud que fo-y: |a,b] = N.
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1.6. Meétricas riemannianas

Para este desarrollo seguimos [8, Cap.0].

Definicién 1.23 Sea M un conjunto. Una aplicacion x : U C R* — x(U) C M se dice
que es una parametrizacion si es inyectiva y U es abierto en R™. Se denotan (U, x).

A una coleccion A de parametrizaciones se le llama atlas C* si todo punto P de M estd en
la imagen de alguna aplicacion x, ademds, si dadas dos parametrizaciones cualesquiera tales
que x(U)Ny (V) # 0, los cambios de parametrizacién que sony tox : x 1 (x(U)Ny(V)) —
y '(x(U)Ny(V)) y sus inversas son difeomorfismos.

El conjunto M es una variedad diferenciable si estd dotado de un atlas mazximal, es
decir, un atlas que no se pueda incluir en ningun otro. La dimension de la variedad es la
misma dimension que la del R™.

Un atlas mazimal dota una base de una topologia a la variedad diferenciable.

Una vez que tenemos el concepto de variedad diferenciable tenemos que una superficie se
puede interpretar como un caso particular de ésta.

Definicién 1.24 Una variedad diferenciable se dice que es una superficie si los abiertos
de la parametrizacion de la variedad se toman en R2. FEquivalentemente, una variedad
diferenciable es una superficie si tiene dimension dos.

Revisando ambas nociones de superficie, la segunda definicién nos da una visiéon abstracta
de lo que es una superficie, mientras que la primera nos da un caso particular, cuando éstas
estan contenidas en R3.

Por el momento hemos dotado a la superficie de una definicién local de primera forma
fundamental pero siempre vamos a tener que trabajar con una parametrizacién en R? de
la misma. Vamos a dar una definiciéon de la métrica mas general pero para ello vamos a
introducir algunos conceptos.

Dada una superficie M de forma abstracta podemos definir el anillo de funciones .# (M) =
{f: M — R, f diferenciable}. Con ello podemos definir el espacio tangente de la variedad,
que coincidird con la nocién vista para superficies en R?.

Dada una curva regular 7 : (—e,e) — M, se dice que su derivada es 7/(t) : F(M) — R

de modo que v'(¢)(f) = @(t).

Definicién 1.25 Dada una variedad diferenciable M, un punto P € M y -~ : (—¢,e) —
M una curva con y(0) = P, se dice que el vector tangente a la misma en P es una funcion

¥ (0) : F(M) — R de modo que ~'(0)(f) = W(O). El conjunto de todos los vectores

tangentes a la superficie en P por la definicion que acabamos de dar se conoce como el
espactio tangente a la variedad en un punto y se denota por TpM.

Observacion 1.26 FEl vector tangente esta bien definido porque podemos considerar:
R —» U =, M SN R
t— (y'(1),7%(1) — x(V'(1).7*() — fox(v'(t),7*(1))
con v = x(v'(t),~*(t)). Entonces se tiene:
d(foy) d(foxox'oy) J(fox)dy

dt dt out  dt
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Por cuestiones de notacidon, teniendo en cuenta que los u' pertenecen a U, definimos la
P a(fox) ’

derivada parcial 2L = 24X D¢ este modo resumimos:
ozt

ou?
d(fory) O(fox)dy (( d ) d’yi) o)
da ou dt  \\ox/) dt

Como conclusion, los vectores (%) son los vectores tangentes a las curvas coordenadas

de la superficie y forman una base del espacio tangente {(%) , (%)} Encontramos la
prueba de este resultado en [17, Cap. 7].

Una vez que tenemos una nocion clara del plano tangente en una superficie definida de
forma abstracta, podemos definir la nocién de campo de vectores.

Definicién 1.27 Un campo wvectorial es una asignacion de un vector Xp € TpM de
modo que para cada f € F (M) cada X(f) es una funcion en F (M) dada por X (f)(P).
El conjunto de campos vectoriales sobre una variedad se denota X(M).

Introducimos en las superficies definidas como variedades diferenciables el concepto de
métrica riemanniana como introdujimos anteriormente el de primera forma fundamental
para superficies en R3.

Definicién 1.28 Dada una superficie M, se define una métrica riemanniana como
una correspondencia que le asocia a cada punto P € M un producto escalar (aplicacion
bilineal, simétrica y definida positiva) sobre el espacio tangente en dicho punto TpM, que
varia de forma diferenciable, es decir, que dada una parametrizacion (U, x) con P € x(U),
se tiene que si x(ug,vo) = P, gi;(ug, vo) = <(%)P, (%)P) es una funcion diferenciable.
Se dice que M es una superficie riemanniana si estd dotada de una métrica rieman-
niana y se denota por (M, g).

El hecho de que se denomine métrica es porque se utiliza para medir distancias en una
variedad. La distancia que define es igual a la presentada en la seccién 1.3 de este capitulo,
es decir, el infimo de todas longitudes de las curvas diferenciables (o diferenciables a trozos)
que unen dos puntos de la variedad.

El siguiente corolario se sigue del teorema de [16, cap. 6].

Corolario 1.29 La topologia inducida por una distancia (definicion 1.4) en una superficie
coincide con la topologia inicial de la superficie.






Capitulo

El arbol de Farey y las fracciones
continuas

2.1. El arbol de Farey

En primer lugar vamos a introducir la nocién de los pares de Farey y sus propiedades.
Nos basamos en [5].

Definicién 2.1 Dados dos nimeros p/q, r/s € Q, decimos que forman un par de Farey
si cumplen que |ps — qr| = 1.

Definicién 2.2 Dados dos mimems racionales p/q y r/s que son un par de Farey, deno-
tamos como p/q Grr/s = E= al nimero racional conocido como suma de Farey de p/q

Q+5
yr/s.

Notacion: El simbolo @& denotard a lo largo de este texto ©p.

Proposicién 2.3 Tanto p/q como r/s forman pares de Farey con p/q @& r/s en el caso
de que p/q y /s lo sean.

Demostracion: Supongamos que |ps — qr| = 1. Entonces: |(p+1)q — (¢ + s)p| = |pq +rq —
pq — ps| = |rq — ps| = 1. De igual forma procedemos para r/s y p/q &p r/s. O

Observacion 2.4 A lo largo de este capitulo utilizaremos % para denotar el punto del
infinito de Py si identificamos Q con la carta afin {[2: 1] : £ € Q} y [L: 0] como el punto
del infinito de Q.

q

Podemos definir los conceptos de padres e hijos, en el sentido de Farey, de un nimero

racional. Dado un nimero racional de la forma § = g - D p 2 con % < m , decimos que §

tiene como padre por la izquierda a % y lo denotamos como L (— = —, y que tiene a ’;—3

como padre por la derecha y lo denotamos R (%) = 2. Observemos que L(%) < £ < R(%).

13
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Con estas notaciones, llamamos hijos de Farey de § por la izquierda y por la derecha

i 2 p— b1 2 p— b2 b b b
respectivamente a [ (q) =Dy (q) =59 Notemos que [ <q> <G <r <q>.

Posteriormente vamos a probar que todo niimero racional se puede expresar de forma tinica
como suma de Farey de otros dos niimeros racionales que forman un par de Farey. De este
modo podemos dibujar el arbol de Farey, presentado en la figura 2.1. Consideramos por
convenio r(3) = I(3) = 1, podemos ver el drbol de Farey comenzando desde  como un érbol
binario desde el cual se pueden construir todos los niimeros racionales no negativos. En las
siguientes proposiciones vamos a trabajar con el arbol de Farey y ntimeros racionales entre
0 y 1. En este caso se puede considerar el arbol de Farey como un arbol binario partiendo
de %, se puede generalizar a nimeros racionales entre n y n 4+ 1, en cuyo caso se tomaria

el arbol de Farey como un arbol binario partiendo de 2”2—“

L =]

N
N

VAR

1

1
2

/N

3

¢

Lol b
(S]]

Figura 2.1: Primeros nimeros racionales colocados en el arbol de Farey

Notacidn: A lo largo del texto, utilizaremos (n, m) con n,m € Z para referirnos al maximo
comun divisor de los dos enteros.

Definicién 2.5 Para cada n € N se define la sucesion de Farey de orden n como:

Los elementos de esta sucesion se dan ordenados de menor a mayor.

Se puede notar que F,_; C F,. Se tiene la siguiente propiedad para dos niimeros consecu-
tivos de una sucesion de Farey.

Proposicion 2.6 Sean n € N, y ¢ < < dos elementos consecutivos de JF,, entonces cb —
ad =1.
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Demostracion: Para el caso n = 1 es cierto ya que sélo encontramos a 0 y a 1, que
evidentemente forman un par de Farey:

1-1-1-0=1

Supongamos cierto el caso n — 1.

Sean § y 4 dos elementos consecutivos de JF, 1 que por hipdtesis de induccién cumplen
cb — ad = 1, definimos A = {§ € Fn:§ < § < 5}. Sea s € A, suponiendo que éste
conjunto sea no vacio, ya que si lo fuera, 7 y 5 serfan dos elementos consecutivos de F;, y
directamente se tendria el resultado. Suponiendo que A es no vacio, resolvamos el siguiente

sistema en funcién de los parametros r, s.
be —af =r

cf —de=s

Como cb — ad = 1, la solucion de este sistema estd dada por e = sa +rcy f = sb+ rd.
Notemos que si r, s = 1, los tres elementos ¢, %, < forman pares de Farey.

Definamos el conjunto B = {£ = ZZL’}; : A €N, (u,A) = 1}, evidentemente todos los
elementos de B estdn comprendidos entre § y < por lo siguiente

b(pa 4+ Ae) —a(pb + Ad) =X >0

c(pub+ Ad) —d(pa+ Ae) = >0

a c

Por una parte, los elementos de B s6lo forman pares de Farey con ¢, 5 en el caso de que
A =1y u=1. Ademas, cada elemento de B estara en un F,, para algun m. Evidentemente,
el denominador méas pequeno se encuentra cuando g = 1 y A = 1, de hecho la fracciéon
obtenida cumplird que (pua + Ac, ub + Ad) = (a + ¢,b + d) = 1, de modo que como A es
no vacio, este elemento es % en JF,, si le damos los valores r = 1 y s = 1 en el sistema
planteado.

Por otra parte, veamos que % es unico en A, por lo que hemos deducido que ? es el elemento
que buscabamos. Como se ha llegado a la conclusion de que si A es no vacio ? =3 D3
y ? € F, pero % ¢ F,_1, se tiene que f = n. Ademds, cualquier otro elemento de F,

que no esté en F, 1, tendra denominador n, luego serd de la forma
—e < m < n —e. Para que “2 esté en A, necesitamos que

n

&M con m € Z,

nc—(e+m)d>0 na—(e+m)b<0

Pero la primera condicién falla si m > 0 y la segunda si m < 0.
Concluimos que ¢, % y 3, son tres elementos consecutivos de JF, y que se cumple que
be — fa=1y que cf —ed=1. 0
Notaciéon: Para que no haya confusiones con la forma de denotar las fracciones continuas,
dado z € R denotamos |z] la parte entera de x.
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Proposicion 2.7 Todo numero racional se puede expresar de forma unica como la suma
de Farey de otros dos nimeros racionales (o de un niumero racional y (—1]) que formen un
par de Farey.

Demostracion: Por simplificar, se han tomado las sucesiones de Farey entre 0 y 1. Cualquier
otro ntimero racional x se puede expresar como ag + % donde ay = |z] y § € Fq. Nos
basamos en el anterior resultado. En primer lugar, sea 0 < § < 1 un numero racional
cualesquiera con g > 2. Consideremos la sucesion de Farey de orden ¢ y sean { y & son los
elementos precedente y posterior respectivamente, de modo que 7, 5 € F,_;. Utilizando la
proposicion anterior, p =a+cy q = b+ d, con lo que § = 3 @ 5. En el caso de que z sea
un nimero racional de la forma ag + £ con ag = [z] # 0, tomamos para £ los dos niimeros

% 5. v se tiene que ag + £ = (ao+¢) @ (a0 +5).

En el caso de que ¢ < 2, nos quedan los ntimeros enteros que se pueden expresar 7 = ”T_l@%.
Veamos ahora la unicidad de esta descomposicién para ¢ > 1, siguiendo [21, Cap. 1].,Sean
7 < S de modo que § € Q con § = 7 @ §. Supongamos que existe otro par & < 5 con
L= Z—: ® %. Se tiene que cumplir que

ag—Vtp=-1

dg—dp=1

Recordemos que también se tiene que
aqg—bp = —1
cqg—dp=1
Si restamos expresiones, tenemos que
(a—a)g—(b-V)p=0

Tenemos que a — a’ # 0 si y solo si b — b’ # 0. En ese caso llegamos a que

;b /
a—a =—=(b-10
q( )

Como a — a’ € 7Z, se tiene que también %’(b —b) € Zy como § viene dada de modo que

(p,q) = 1, tenemos que ¢|(b — b'). Sin embargo, 0 < b, b < ¢, luego |b — V| < ¢, y se tiene

. . . / 1 . . /
una contradiccion, es decir, 37 = ¢. Se utiliza la misma idea para demostrar & = <.
Faltaria por demostrar el caso en el que ¢ = 1, es decir, para los enteros 7. Como el deno-
minador es 1, se tiene que las fracciones que cumplen § = ¢ @ § verifican b+ d = 1, luego

obienb=1y d=0o0bien b=0y d= 1. Supongamos que estamos en el primer caso (en
el otro procedemos de forma similar). Como § y £ forman un par de Farey bc —ad =1y

por lo tanto ¢ = 1. Ademds, como a + ¢ = n, obtenemos que § = ”T_l y que 5 = %. O
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2.2. Fracciones continuas

Vamos a definir el concepto de fraccién continua. Seguiremos [5, 15, 23].

Definicién 2.8 Dada una serie de numeros naturales ag,ay,as, ...,a, con a; > 0 para
i =1,2,...n yag € Z, se define la fraccion continua finita [ag;ay,as...a,|, como el
siguiente numero racional

T
Qn

Este tipo de representacién se utiliza para la expresién de ntmeros racionales, aunque
pronto veremos que también se utiliza para la aproximacion de nimeros irracionales que
se pueden expresar como fracciones continuas infinitas, de las que se tiene una expresion
conocida.
Veamos algunas de las propiedades de las fracciones continuas para la expresién de ntimeros
racionales.

Proposicién 2.9 Todo nimero racional § tiene dos expresiones en fracciones continuas:

p_

b [ag; ay, ..., an] ¥y § = lag; a1, ..., a, — 1,1]

Demostracion: De forma directa a,, = a, — 1 + % O

Observacion 2.10 Aunque para los numeros racionales existan siempre dos representa-
ciones distintas en fracciones continuas, se elegird generalmente en este trabajo la opcion
que implique un menor numero de enteros.

Proposicién 2.11 Dada una fraccion continua [ag; a, as...a,], se tiene una serie de niime-

n
ros racionales llamados convergentes {%} con % = [ao; ay, ..., a;| que se calculan a partir
1 2:0 1
de la expresion siguiente
Po = ao, p1 = a1po + 1, v Pn = QnpPp—1 + Pn-2, (2.1)
0=1 q=a, o Gn = AnGn—1 + Gn—2.
Demostracion: Para el caso k = 0 se tiene que pg = ag v ¢o = 1. Para el caso k = 1, es facil
1
ver que si p1 = aipo + 1y 1 = a1, entonces Lt = %"1“ = ap + — = [ag; a4]
ax

Procedemos por induccién, suponiendo que es cierto para k < n.
/
Sea la fraccién continua de longitud n — 1, [a;; as, ..., a,]. Se tienen los convergentes 7;—5“ de
k
dicha fracciéon continua, que cumplen por construccion

CLp— (2.2)

qk Pr_1
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De esta forma relacionamos p,, = aop, 1 + ¢,,_1 Y gn = p,,_. Por otra parte, por hipétesis
de induccion:
p%_l - anp;L—2 + pln—3 (2 3)
/ _ / / .
Tn1 = anlp o+ Gy 3

Con lo que utilizando (2.2) y (2.3) en las expresiones obtenidas para p, y ¢,, tenemos que

Pn = ag(anp),_5 + p;zf:s) + (ang),_s + q;sz)
an(aoPy_2 + qp_2) + A0Py_3 + G55
AnPn—1 + Pn—2

Gn = Dh_1 = anPr_o + D3 = GnGn-1 + Gn—2

La siguiente proposicién se ha seguido de [3, Cap.1].

Proposicién 2.12 Dada una fraccion continua 2 = [ag; aq, ..., a,] y los convergentes aso-
q ’ J 9

n
ciados {’i} , se cumple que:
@ ) k=0

1. pr—1qk — peQe—1 = (—1)* para k > 1.
2. QuPr—2 — PrQr—2 = (=1)*tay, para k > 2.
5. (peyar) =1

4. 2’—8 < fl’—; << § << fl’—g < %. Es decir, la serie de convergentes pares es menor
que § y la de los impares es mayor.

Demostracion:

1. Para k = 1, como Z—g =agy & = @4t ge tiene que pogr — p1go = aoar — (apa; +1) =

1 q ar
Supongamos que la igualdad es cierta para k — 1.
Calculemos % — 2= Por una parte, tenemos %. Por otra parte, escribiendo

'k con las expresiones dadas en (2.1):

Prk-1  GkPr—1+ Pr—2 _ (arqr—1 + qr—2)Pr—1 — Qe—1(arpe—1 + Pr—2)

Qo1 ORGh1+ Q2 Qk—1(arqr—1 + Qr—2)
_ DPre—1Gk—2 — Pr—2Gk-1 _ (—1)(=D)*!
qrqr—1 qrqk—1

Con lo que igualando ambas expresiones se tiene que pp_1qx — Prqr—1 = (—1)*.

2. A partir de la primera afirmacion tenemos

QkPk—2 — PkQi—2 = (@Qr—1 + Qu—2)Pk—2 — (QxPr—1 + Pri—2)Qr—2

= ap(pr_oQe1 — Pr1qr—2) = (—=1)*ay
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3. La tercera afirmacion es consecuencia directa de la primera. Utilizando la identidad
de Bezout encontramos enteros pi_1, qx_1 tales que si k es par pr_1qr — prqr—1 =1y
si k es impar —pg_1qx + prqr-1 = 1.

. & . (71)k—1

4. Utilizando la segunda afirmacién, es facil ver que Z Z*z , con lo que la

9k 9kdKk—2
sucesién de convergentes pares es creciente y la de impares es decrec1ente A su vez,
—1)k
por la primera afirmacion, se tiene que : - Z—: = #, con lo que cada convergente

impar es mayor que el convergente par sucesivo. Para ver que cada convergente impar
es mayor que cualquier convergente par, se toma un convergente impar cualesquiera

. . —1 2i+1
P2itl v otro par cualesquiera ¢ pQJ . Si 2§ < 2, se tiene que 2 — 22t — CUTT oo
q2i+1 ] q24 q2i+1 q2i92i+1
P2« P2 también se tiene que P2 P2axl (), Supongamos ahora que 25 > 2i, se
q2; q2; q2; q2i+1
. R . ) _1)25+1
deduce de la misma forma a partir de 22 — P2+l — (1) y del hecho de que la
q2; q25+1 q25925+1 A
sucesion de los convergentes impares es decreciente, se concluye que ’qﬁ — ’q)jf—ﬁ
k2

Ademads, como £ es el tltimo convergente, serd un convergente par o impar. Si es

par, serd el mayor de los pares por ser la sucesion estrictamente creciente, y a su
vez menor que cualquier convergente impar. Si es impar, serd menor que los demas
convergentes impares, por ser una sucesion estrictamente decreciente, mientras que
por esto mismo también sera mayor que cualquier otro convergente par.

O

También es posible expresar niimeros irracionales en forma de fracciones continuas.

Definicién 2.13 Dada una sucesion (ay,), donde a, € N y ag € Z, |ag; a1, as, ...| definimos
la fraccion continua infinita como el limite

. o P
lag; ai, az,...] = n1_>n010q—
n

donde cada py,q, estan definidos por las expresiones (2.1).

El siguiente lema da coherencia a la definiciéon anterior y muestra que las fracciones con-

tinuas infinitas estdn bien definidas, porque no tendria sentido definir x = 1im 2 si no
n—oo 1n

fuera una sucesion convergente.
Lema 2.14 Fuiste el limite de los convergentes de una fraccion continua.

Demostracion: Por la cuarta parte de la proposicion 2.12, se tiene que los convergentes pa-

res e impares forman una sucesién mondtona y acotada, en el caso de los convergentes pares
—1)k
superiormente y en el de los impares inferiormente. Ademas, retomando ZZ i Z—: = q(kqﬁ

| = 0, existird = lim 2~. Por construccién de los convergentes
q}chz— n—oo In

Gn = QpQn_1+ qn,g, con cada ¢; > q;_1 > qo = 1 si i > 2, luego, el primer limite presentado

se tiene que si hm \

€S Cero y se tiene que la sucesién <pq_n> es de Cauchy y converge en R. L]
n
n

La posibilidad de expresar niimeros irracionales mediante fracciones continuas nos da una
forma de aproximar niimeros irracionales mediante ntimeros racionales, tanto como se quie-
ra. Algunas fracciones continuas especiales son las de nimeros cuadraticos (ver [12]), es
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decir, soluciones de alguna ecuaciéon cuadratica de coeficientes enteros. Estas fracciones
continuas son periédicas ya que se cumple ay = ap.,, para algin m.

ALGORITMO DE CALCULO DE LA FRACCION CONTINUA PARA z € R:

Paso 0. zq =z, ag = | x|

: 1
Paso k. Si Th—1 7A Ap—1, T, = m Yy ap = kaj

Si xr_1 = ag_1, el algoritmo termina y no se anaden mas términos a la fraccién
continua.

1
Th+1

Notemos que © = x¢y = ag + % y que para un cierto k, xp = aj +

Teorema 2.15 FEl algoritmo anterior nos da x = lim [ag; ay, ..., , ay,]
n—oo

Be = Tag; aq, ..., ax), tomamos p_; = 1y ¢_; = 0. Veamos por induccién

Demostracion: Sean o

para n > 0.
x = Lnt1Pn + Pn1 (2.4)
Tn41qn + Gn—1

s n=0. r = To = Qg + xil — Ziae+l _ Zipotp-y

1 T1q0+q—1"
1
1 mepitpo _ a2(aipotp_1) _ (@tzdpotl g a0
= n=1. = == T = =Xx.
291490 r2a1+1 aH—E 1

= Suponemos cierto el caso n-1 y queremos ver que se cumple para n.

Pn—
Tn+1Pn + Pn—1 . xn—i-l(anpn—l +pn—2) + Dn-1 . <a”pn_1 + pn—2) + 3771-{»1

Tnt1Gn 7+ Gn-1 x"Jrl(a”q"*l + qn*2> + Gn—1 (ananl + anQ) + g:bz_;ll
(an i ;)pnfl + P _ TpPn—1 + Pn—2

Tn+1

(a’n + ;)Qn—l + Gn—2 B Tndn—1 + gn—2

Tn+1

Ademas para k > 1 se verifica lo siguiente

1 1
qr49k+1 qx

1 1

Pk
<
2q1Gr+1 Qk<Qk + Qk+1)

x__
qk

< <

Utilizando (2.4), la proposicién 2.12 y las ecuaciones (2.1), tenemos que

_ | Te1PeF D1 Pr| (—1)*
Tpe1qQrk + Q-1 Gk (The1Qk + Qr—1) Tk

‘ Pk
x PR
qr

Como ajy1 < Tpy1 < agy1 + 1 tenemos que qri1 = App1qe + @1 < Tpp1 Qe + g1 <
(arg1 + 1)@ + Qo1 = Qo1 + G

Teniendo en cuenta que g < gr+1 obtenemos las desigualdades de (2.5), y como conse-
cuencia de éstas, x = lim [ag; ay, ..., , ay)]. O
n—oo
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Dado un nimero racional cualesquiera vamos a poder calcular su expresion en fracciones
continuas utilizando el algoritmo de cédlculo de las fracciones continuas y podemos verificar
que el algoritmo funciona correctamente calculando los convergentes y viendo que el iltimo
se corresponde al niimero racional en cuestion. De igual forma, con este algoritmo podemos
calcular las fracciones continuas que representan ntmeros irracionales. Como hemos visto,
con la expresion en fracciones continuas de un ntmero irracional z, vamos a encontrar
una sucesion de nimeros racionales que aproximen a este niimero irracional, porque como
acabamos de ver la sucesion de convergentes converge en R, exactamente a x.

Veamos dos ejemplos para verificar el buen funcionamiento del algoritmo tanto para
nimeros racionales como nimeros irracionales.

. _ : - : _m
Ejemplo 2.16 Sea § = 51 € Q. Aplicando el algoritmo anterior, tenemos que xo = %7 ¥

que ag = |x9] = 2. Con lo que 1, = —— = ﬁ = % y a; = |z1] = 2. Finalmente,
31

To—ag
procediendo de forma similar xo = 15 y as = 15 con lo que x9 — as = 0 y el algoritmo
termina, teniéndose como resultado % = [2;2,15], es decir,

77 1
—9
31 *

2+ —

15
Utilizamos la proposicion 2.11 y calculamos % = 2. En sequndo lugar % = apotl _

ai
2241 __ 5 : p2 __ agpitpo __ 15542 _ 77
=5= = 5. Finalmente = e =I5t — a1

Ejemplo 2.17 Mostramos el cdlculo de la fraccién continua de /2. Este es uno de los
ejemplos mds tipicos de representaciones de niumeros en fracciones continuas por ser pe-
riédica. \/2 es un nimero cuadrdtico irracional por se raiz de x*> — 2. Llamamos x = V2.
Se tiene que

L 1
1+v2

(V2—=1)(V2+1) =1 con lo que V2 =1+
1+1+

1
1++v2
Como vemos a partir del ultimo término hay un patrén que se repite, y podemos asequrar
que V2 =[1;2,2,2,..].
Por otra parte, queremos ver qué resultado obtenemos aplicando el algoritmo que se ha
mtroducido para cualquier x € R. Llamamos xq = V2 Y ag = Lx/ﬁj = 1. Entonces ©; =

xoiao; a; = L$0iaoJ = {\/ﬁl_lJ = Ll—l-\/ﬁj = 1+ [zo] = 2. De nuevo, xy = ﬁ =
m = x1, con lo que el algoritmo se repetiria indefinidamente siendo ap, = 2 para todo
E>1yvV2=1[1:2,22..].

2.3. Relacién de las fracciones continuas y el arbol de
Farey

Aparentemente, las fracciones continuas y el arbol de Farey son elementos sin relacion,
sin embargo, las propiedades que cumplen los convergentes nos recuerdan a las propiedades
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vistas para los pares de Farey. De hecho, dos convergentes consecutivos de una fraccién
continua forman un par de Farey. Dado un niimero racional, nos gustaria saber qué camino
tomar en el arbol de Farey para llegar a él. Veamos un ejemplo, utilizando una construccién
que aparece en [13].

Ejemplo 2.18 Sea g € Q, tenemos que su expresion en fracciones continuas es [0;1,2,2].
Partiendo de 0, y siguiendo la construccion de [13], vamos a dibujar un diagrama de
tridngulos basandonos unicamente en la expresion en fracciones continuas de % Coloca-
mos en el primer vértice superior % y en el primer vértice inferior % El procedimiento que
se sigue consiste en tomar los dos ultimos vértices obtenidos y calcular su hijo de Farey,
que seria el siguiente vértice. Se podrd hacer una eleccion a la hora de tomar los hijos
de Farey, se podrd fijar un vértice durante un cierto numero a; de pasos de modo que se
utilice en todos ellos y después para otros a;vq se fiyard el ultimo vértice obtenido en los

===

pasos anteriores. Se elige % para utilizarse los ay primeros pasos y como a; = 1, tenemos
. . s g , 0 1 . 1 - 1
que el siguiente vértice serd la suma de Farey”de T Yq €s dc?czr, 1- Ahora fijamos 1Y
tenemos que as = 2, con lo que tomamos dos hijos de +. En primer lugar, como la ultima
arista obtenida unia % Y %, tomamos el vértice %@% = 5. Ahora, manteniendo el vértice %,
tomamos el siguiente hijo de Farey de % Y %, que es % Una vez que hemos tomado ay hijos,
pasamos a fijar el vértice %, por ser el ultimo obtenido, y continuamos el proceso, esta vez
con az = 2. Obtenemos en primer lugar el vértice % y finalmente %, como queriamos. Fl
proceso se puede sequir en la figura 2.2.

=1l

(SR
Lol b

=

Figura 2.2: % obtenido con diagramas de triangulos.

Supongamos que tenemos § = [ap; ai, ..., a,] un nimero racional no negativo y su frac-
cién continua. Ahora consideremos el arbol de Farey, entre || v |z] + 1 (o bien entre
ap y ap + 1). Si tomamos en el arbol comenzando desde ag, tomamos a; hijos de modo
que siempre se utilice el vértice ;’—g = ag, as hijos de modo que siempre se utilice el dltimo
vértice obtenido en la anterior iteracion, y asi hasta llegar a a,,, el iltimo racional obtenido
coincidird con 17;' Ilustramos el proceso seguido en el diagrama de tridngulos presentado en
la figura 2.3. Demostramos el siguiente resultado, basandonos en [1].
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1 P Pn

0 a q az s n

Po _ ao [15)

= P2 Pn-1
qo 1 qz Gn—1

Figura 2.3: Diagrama de obtencién de un racional en el arbol de Farey a partir de los
coeficientes de la fraccién continua.

Proposiciéon 2.19 Sea § un numero racional y 150 = lag; a1, ..., ayp), § se puede obtener del
arbol de Farey partiendo de ay como

= (ot r®2]me (%) noimpar.

= ol o2 (%)  n opar. (2.6)

ESHESESHiS]

Donde cada 1°271...r®2|%r(ag) y cada r*21...r%21%r(ay) son los convergentes pares e im-
pares respectivamente.

Demostracion: La justificacion de este proceso se sigue de la definicién de convergentes
presentada en la proposicion 2.11 y en la construccion del arbol de Farey, presentada en la

primera seccion de este capitulo. Partiendo de ag, se toma un hijo por la derecha y a; — 1

por la izquierda, porque segun este desarrollo partimos de %, y nos movemos hacia la

derecha, ay < % y después mantenemos el vértice ay por la izqulerda porque ag < (alo &) 0).
Siguiendo esta construccion, tenemos

1 ag ag apa; + 1
— i ai - = -
0@ 1@'"@1 ay

Traducido al arbol de Farey, tenemos (%1717 (qg) = 2utl,

al
Pn—1 Pn—2

Suponiendo que en n — 1 pasos se obtiene oy yenn— 2 pasos p; con caminos en el
o

drbol de Farey 2=t = o171l %y (ag) y B2t = pan-27l]an—1 [%1p(qy) respectivamente,
-

dn—1
veamos que en n pasos se obtiene el nimero que queriamos 2 = = Supongamos que n es

par, luego también lo es n — 2 y n — 1 es impar. En el arbol de nFarey, nos encontramos

en el vértice p il Segun la construccién, como n es par, necesitamos tomar un hijo por la
pn 1

n—l

. Esto se debe a que M < M con lo que

Pn— 2 pn 1 < pn 1
-2 dn—1
que se tomaran hijos de ’; o2 S Pn=l por la derecha, suceswamente an — 1 veces. Con lo que

se acaba de explicar, Calculamos el nimero que quedaria en el arbol de Farey

izquierda y an — 1 hijos por la derecha de

necesitamos tomar el primer hijo por la izquierda, mientras que 5 , con lo

I Pn—2 ® pn—lEB an EBpn—l _ AnPn—1 +pn—2
qn—2 dn—-1 qn—-1 AnGn-1 + Gn—2

X

que coincide exactamente con la expresiéon del ultimo convergente

PP

an q
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En el arbol de Farey hemos tomado T“”fll(%

mmt = a7l % (ag), obtenemos 2 = r@n o1 %y (ag).
.
En el caso de que n sea impar se sigue un razonamiento andlogo. O

). Con lo que como por hipétesis de induccién

De la proposicién previa obtenemos que la construccién del diagrama de triangulos esta
relacionado con el arbol de Farey, con lo que para cada niimero racional no negativo somos
capaces de encontrar un camino en el arbol que una ag con el racional.

Un ntmero irracional no negativo no aparece en el arbol de Farey, pero si sus convergentes,
con lo que podemos encontrar caminos que converjan al nimero irracional en cuestién.



Capitulo 3

Geometria hiperbdlica

3.1. Postulados de la geometria de Euclides

A lo largo de esta seccién nos hemos basado principalmente en el libro [2, Cap. 2] y
en [22, Cap. 4]. Muchas de las nociones de geometria utilizadas aparecen en [8-10, 17]. La
geometria hiperbdlica que va a ser estudiada a lo largo de este documento es una geometria
no euclidiana, es decir, una geometria que no cumple uno de los siguientes postulados.

Postulado 3.1 Los postulados de la geometria euclidiana son los que siguen.
I- Es posible trazar una recta entre dos puntos del plano.
11- FEs posible prolongar indefinidamente una recta.

1I- Es posible trazar una circunferencia dado un centro y su radio.

1v- Todos los angulos rectos son iguales entre si.

V- Dados una recta y un punto exterior a ella, es posible trazar una y solo una recta de
modo que esta nueva recta no corte a la dada.

En la geometria hiperbdlica se niega el postulado V' de la geometria euclidiana. Existen
dos formas diferentes de negar dicho postulado. La primera es que dados una recta r y
un punto P exterior a la misma, es imposible que exista otra recta que pase por P y que
no corte a la primera. La segunda es que exista mas de una recta en esas condiciones.
La geometria hiperbdlica es aquella en la que se produce la segunda negacién presentada
de este postulado. Nos vamos a centrar solamente en estudiar modelos de la geometria
hiperbdlica en dos dimensiones, lo que se conoce como plano hiperbdlico.

Definicién 3.2 La geometria hiperbdlica es aquella que cumple del primer al cuarto
postulado presentados en 3.1, pero que sustituye el quinto postulado por este: “para toda
recta r y para todo punto exterior P, existen infinitas rectas que no cortan a la primera y
que pasan por el punto P”.

El caso particular de que el espacio tenga dos dimensiones es el plano hiperbolico.

En la siguiente seccién queremos mostrar distintos modelos de plano hiperbélico.

25
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3.2. Modelos del plano hiperbdlico

Se van a presentar distintos modelos del plano hiperbdlico. Para el cuarto modelo se hara
un estudio en mayor profundidad. Podemos considerar los modelos del plano hiperbélico
como subconjuntos de R? o como subconjuntos de C.

3.2.1. Modelo proyectivo o de Beltrami

Este modelo consiste en el disco unidad abierto {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}, identi-
ficandose los puntos del interior como puntos en el plano hiperbdlico y los de la frontera
como los puntos del infinito. Las rectas euclideas restringidas a este espacio se correspon-
den con las rectas hiperbdlicas. Como nos estamos restringiendo al disco unidad es facil
ver que dado un punto P exterior a una recta r existen infinitas rectas hiperbdlicas que
no cortan a r y que pasan por P, todas aquellas rectas euclideas restringidas al disco de
Beltrami que pasan por P y cortarian a r fuera del disco, o en uno de los puntos del infinito.
Las rectas que pasan por P y cortan a r en uno de los extremos en los que r corta a la
circunferencia se llaman rectas paralelas. Las rectas que pasan por P y cortarian a r fuera
del disco (o la recta paralela que no cortaria a r) se llaman rectas ultraparalelas. En [6,
Cap. 7| encontramos una generalizacién de la métrica en n dimensiones, la cual podemos
escribir en dimension dos como

1 + x2 ry
. 1—z2—y2 (1—z2—32)2 (1—z2—y2)2
- Ty 1 2

2 02)2 _2_2+ _2_22
(1-22—y?) 1-z2—y (1-22—y?)

Aunque este modelo parece que acota la longitud de las rectas hiperbdlicas, contradiciendo
el postulado 77 de Euclides, hay que tener en cuenta que la métrica inducida en este modelo
dota a las rectas hiperbdlicas de longitud infinita.

Figura 3.1: Representacion de una recta hiperbdlica r y un punto dado P por el cual pasan
infinitas rectas paralelas.
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3.2.2. Modelo del hiperboloide

Este modelo se puede describir directamente como una proyecciéon desde el origen del
presentado en la seccién precedente sobre una hoja del hiperboloide H = {(z,y, z) € R? :
2?2 +y* = 22 — 1,2 > 0} cuando el disco se coloca en el plano {(z,y,2) € R? : z = 1}.
Las rectas hiperbdlicas de este modelo son las correspondientes proyecciones del modelo
precedente cuando este se coloca en el plano z = 1 centrado en el origen. La proyeccion de
un punto cualesquiera del modelo anterior en el modelo del hiperboloide viene dada por

plx,y) = ( \/1_2 > \/1—22—312’ \/1_12—,7;2)' Por tanto, las proyecciones de las rectas son las

ramas de una hipérbola. El célculo de las mismas a partir del modelo anterior consiste en
intersecar con el hiperboloide planos que contengan al origen y a las rectas hiperbdlicas del
modelo del disco de Beltrami. Damos una idea de la representacién gréafica de este modelo
en la figura 3.2.

T

y

Figura 3.2: Modelo del hiperboloide y la representacién de una recta hiperbélica (corte de
un plano que pasa por el origen con el hiperboloide).

3.2.3. Modelo del disco de Poincaré

Este modelo también se corresponde con un disco unidad sin la frontera, igual que el
modelo de Beltrami. Consideramos la parametrizacién global siguiente x : {(z,y) € R? :
2?4+ y? < 1} — C, con x(x,y) = z + iy. Este modelo se denota por A = {z +iy € C :
22 +y* = |2|? < 1}. La métrica que se considera es distinta a la del modelo proyectivo, con
lo cual en este caso las rectas hiperbdlicas son diferentes, son arcos de circunferencia que
cortan ortogonalmente a los puntos del infinito (los de la frontera) junto con los didmetros
del disco (ver [24, seccién 6.4]).
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Nap

Figura 3.3: Recta hiperbdlica r sobre el modelo del disco de Poincaré y un punto exterior
a esta P. Se han representado dos de las rectas hiperbdlicas que no cortan a r y que pasan
por el punto P.

Definicién 3.3 Sean u,v € T,A dos vectores del espacio tangente en un punto z = x+iy €
A, llamamos producto escalar en el disco a

4u,v) 4y, )

u'vzl—azQ—yQ 1—|z|?

donde (u,v) es el producto escalar usual utilizado en el plano euclideo. La expresion de la

métrica de este modelo es
—5— 0
1—x2—y?

Observacion 3.4 FEl producto escalar estd bien definido ya que todos los puntos del disco
de Poincaré cumplen que |z| < 1.

3.2.4. Modelo del semiplano de Poincaré

Para este modelo existe una parametrizacién global
x:{(z,y) €R*:y >0} — {z € C: Im(z) > 0},

con x(z,y) = = + iy. Lo denotamos como H? = {z € C : Im(z) > 0} y el conjunto
{z =241y : y =0} se conoce como el conjunto de puntos del infinito.

En este modelo se va a introducir una métrica, que denominaremos hiperbdlica, que
no es mas que una métrica riemanniana definida a partir de un producto escalar distinto
del usual. En la figura 3.4 vemos una representacién del plano hiperbdlico y una muestra
visual de la refutacién del V postulado de Euclides.
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Figura 3.4: Representacion en el plano hiperbdlico de una recta r, un punto exterior a ella
y alguna de las rectas paralelas a r y que pasan por P.

Definicién 3.5 Sean u,v € T,H? dos vectores del espacio tangente de H? en un punto
z =u1x + 1y, el producto escalar hiperbolico se define como
(u,v)
Y2

donde (u,v) es el producto escalar usual, utilizado en el plano euclideo.
La norma hiperbolica se define como

o] = (v-v)?

Observacion 3.6 El producto escalar hiperbolico estd bien definido ya que los puntos con
parte imaginaria igual a cero son los puntos en el infinito, con lo cual no pertenecen al
plano hiperbdlico.

Proposiciéon 3.7 La métrica hiperbdlica se expresa para el punto z = x + iy en la base

{x1,%2} como sigue
-0
g= 36 1
y2

Demostracién: Identificamos T,H? con R% Sean x; = (1,0), x, = (0,1), dos vectores
linealmente independientes de T,H?en el punto z = x + iy.

1 1
911:X1'X1:?; 922=X2'X2:?; 12 = g21 = X1 - X2 =0

O

Una vez que se ha introducido la métrica, vamos a realizar el calculo de las geodésicas de
este modelo.

CALCULO DE GEODESICAS:
En primer lugar vamos a calcular los simbolos de Christoffel que aparecen explicitamente
en el calculo de geodésicas. La ecuacién de las mismas se sigue de (1.9).
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Proposicion 3.8 Los simbolos de Christoffel para este modelo de la geometria hiperbolica

SON: ] . )
Fb:l—%l = _3F§2 = _Qri = §7

stendo los demds nulos.

Se . : sz k1 2 lkr9ga _ 09i5 | Oaquij .
Demostmcz'on. El cdlculo se sigue de la expresion I';; = 53, g7 [55 — 5.7 + 5,7 ], obtenida
en la ecuacion (1.6).

2
Tenemos que ¢! = <y ;2) Llamamos = = u! e y = u?. Mostramos el célculo de dos de

0
ellos, T'{; y T'?,, los demds se pueden obtener de forma similar.
1 o1/y*)  o(1/y*)  o(1/y?
= (o0 [P 20| 20/ Y

ox ox + ox

1 a(1/y?) 1 2\ 1
2 —_ - 22 _—_— = — 2 B — = —
= (O—I—g {0 3 O 7)) =5

Para el calculo de las geodésicas vamos a considerar curvas parametrizadas por la longitud
de arco. Teniendo en cuenta la parametrizacién local x, podemos escribir la curva contenida
en la superficie como 7y(s) = x(z(s),y(s)) = x(s) + iy(s). Utilizando las expresiones obte-
nidas para los simbolos de Christoffel, la ecuacion 1.9 y la condicién de parametrizacion
por la longitud de arco, obtenemos las siguientes ecuaciones

O

x”+2_71-x’-y’:0 (3.1)

' - é (@) + (y)?) =0 (3.2)
@Y+ ()

=1 (3.3)

Vamos a distinguir dos casos, que ' =0y x’ # 0.

w)?
Yy
luego In(y') = In(y) + D y por lo tanto y(s) = P, Con lo que en este caso se

tendria

» '’ = 0. En ese caso x = C, es constante. Sustituyendo en (3.2) obtenemos y” =

(s) = (x(s), y(s)) = (C,e”**") (3-4)

Falta por comprobar que se cumple la ecuacién (3.3). Para que se cumpla esta ecua-

cién, 1 = % Entonces, E? = 1.
» ' # 0. Si tenemos en cuenta que d%(;—;) = % Sustituyendo en (3.1), tenemos
que d%(;”—;) = 0, y que por tanto 2’ = Cy%. Como ya se ha estudiado el caso C' = 0,

supongamos que C' # 0. Sustituyendo en (3.3), C?y* + (y/)?> = 3? y por lo tanto
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A/1—C22
Yy = yy/1— C?y?. Por otra parte, j—i = %% = IC—(;y, con lo que obtenemos la

expresién dy - \/f—g—%z = dz que implica que

Ve,
C Y

r—a =

es decir,
1

c?
Esta expresion se corresponde con la de una semicircunferencia centrada en algin
punto (a,0) de la recta que se corresponde con los puntos al infinito, y = 0, y cuyo
radio es %

En la obtencién de las geodésicas no hemos utilizado la ecuacion (3.2). Para establecer
que las geodésicas del plano hiperbdlico son las semicircunferencias centradas en
puntos al infinito, falta por comprobar que efectivamente corroboran la ecuacién

(3.2).

(1 —a)* +y? = (3.5)

Tenemos que y' = % = /y? — C?y*, por tanto la expresién de y” es:
y' = %(\/”tﬁ —Cyt) = %(y2 = Cty) 2 2y — 4Cy'y?)
= 2%/,(23;3/ —ACYYy’) =y - 20%°
Por otra parte, se tiene que sustituyendo en la ecuacion (3.2) obtenemos
V= (R ) = (<O = Oy =y =2

como queriamos.

Concluimos que las geodésicas en el modelo del semiplano de Poincaré vienen dadas por
las ecuaciones (3.4) y (3.5), que son respectivamente las semirrectas verticales y las semi-
circunferencias centradas en algun punto (a,0) de la recta real con radio %, C>0.

Una vez que se tienen las geodésicas, se puede definir la nocién de tridngulo hiperbdlico.
Un triangulo hiperbdlico en el semiplano de Poincaré es el poligono definido por tres
geodésicas en H? que se cortan dos a dos o bien en el interior de H? o bien en los puntos del
infinito, R U {oc}. Si todos los puntos de corte de las geodésicas que definen un tridngulo
hiperbdlico estdan en R U {00}, se dice que es un triangulo ideal. Calculemos el area de
un triangulo especial a lo largo de este trabajo.

Proposicién 3.9 El drea del triangulo con vértices 0,1 y oo es exactamente .

Demostracion: Llamamos a este tridangulo ¢, cuyas aristas son las lineas verticales en 0, en
1 y la semicircunferencia superior de ecuacién (x — %)2 +y? = }l. Para calcular el area de
este tridngulo se hard uso de la ecuacién 1.4.

dzdy boree dy ! 1
t Y 0 Jy/i--1)2Y 0 /%1 — (z — %)2
1/2 9

= —— = dw = [aresin(2w)]?. =
/_1/2 1 —(2w)? | @)y =7
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3.3. Aplicaciones T : H?> — H?

En esta seccion buscamos aplicaciones que llevan el plano hiperbdlico en si mismo, es
decir, que dado un punto P € H?, se tenga que T'(P) € H2. Un grupo conocido es el de
las transformaciones de Mobius, que son aplicaciones que llevan puntos de C en si mismo.
Estudiaremos la recta compleja extendida C=cCcu {o0} porque tendremos en cuenta el
infinito como un punto. En el apéndice A se pueden encontrar algunos resultados sobre
grupos lineales y transformaciones de Mobius.

Definicién 3.10 Una transformacion de Mobius es una aplicacion T : C — C dada

por T(z) = i;ts, donde a,b,c,d € C de modo que ad — bc # 0.

Por convenio se tiene que T(oo)=%, T(—d/c) = oo. En el caso de que c = 0 se tiene que
T(00) = 0.

Observacion 3.11 Podemos considerar las transformaciones de Mobius como proyectivi-
dades de la recta compleja proyectiva en si misma.

P — Pg
(20 :21] —  Jazo+ bz czp + dz]

Tomando el abierto: U = {[z : 1] : z € C} se tiene que Pt = U U{[1: 0]} = CU{P}. De
este modo, que podemos escribir las transformaciones de Mdbius como sigue:

p. L PL
[z:1] — [‘cljifl 1]
1:00 —  [a:(]

Relacionando esta notacion con la usual, llegamos a la conclusion de que el punto del
infinito se puede escribir como 1/0.

Observemos que las transformaciones de Mobius vistas como proyectividades de la recta
compleja en si misma aportan una nueva prueba a la proposicion A.8, segin la cual el
grupo de transformaciones de Mdbius estd en biyeccién con PGL(2,C).

De las transformaciones de Mobius se tienen algunos resultados conocidos, presentados en
[4, 18]. Estas transformaciones llevan circunferencias de cualquier radio en otras circunfe-
rencias o rectas. Del mismo modo estas transformaciones llevan rectas en otras rectas o en
circunferencias. Ademads, son transformaciones conformes, que preservan angulos. Vamos a
probar algunas propiedades que nos seran ttiles en el capitulo 4.

Proposicion 3.12 Las transformaciones de Mobius llevan circunferencias o rectas en
otras circunferencias o rectas.
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Demostracion: Seguimos un desarrollo similar al de [22]. En primer lugar, como hemos ex-
plicado en la observacién 3.11, consideramos las transformaciones de Mobius como trans-
formaciones de la recta proyectiva compleja en si misma y por las proposiciones A.8 y
A.9, podemos trabajar con las transformaciones que cumplen ad — cb = 1. Consideremos
z =x 41y en C. La ecuacién de una circunferencia es:

A@®+y*)+Ba+Cy+D=0 con A, B,C",DeR

Notemos que cuando A = 0, lo que se tiene es la ecuacién de una recta. Por otro lado,

x = #£ e y = Z2 y podemos reescribir la ecuacién anterior como:

B — (' B + ('
Az + = Lot Z 4 D=AZ4Bz+Cz+ D=0,

donde C' = B. Sea T(z) = % una transformacion de Mabius, y sea la transformacion
dt—b

S DUPONgAMos que z = T-1(t). Utilizando las propiedades de los
nimeros complejos: s +7 =S5+ T y 5T = 5 T, tenemos que z = _dgfa Sustituimos en la
ecuacion de la circunferencia para ver si la ecuacién que nos queda en términos de t y
de t tiene las caracteristicas de una circunferencia. Escribimos la ecuacién una vez se han

reagrupado los términos

inversa: T-1(t) =

(Add — Bdc — Bde + Dce)tt + (—Adb + Bad + Bbc — Dac)t+

(—Adb + Beb + Bda — Dae)t + (Abb — Bab — Bab + Daa) = 0

Observemos que se tiene una ecuacién del tipo
Att + Bit + Bt + Dy =0 (3.6)

Se tiene que el coeficiente que acompaiia a tt y el término independiente son reales. Ademés
los coeficientes que acompanan a t y a t con conjugados. Por tanto, la imagen de una cir-
cunferencia es otra circunferencia o una recta. En el caso de que se anule el coeficiente
que acompana a tt, tenemos que la ecuacién (3.6) es la ecuacién de una recta, es decir, si

Ay = Add — Bdé — Bde + Dcée =0 O

Podemos buscar endomorfismos de H? entre algunos de los subgrupos de las transfor-
maciones de Mcbius. Vamos a poner condiciones a las transformaciones de Mobius para
que lleven puntos de H? en otros puntos de H? y ademaés lleven puntos del infinito RU{oco}
en otros puntos del infinito. Para la descripcién de las transformaciones de Mdébius que
actian en el semiplano superior vamos a utilizar lenguaje de grupos lineales, introducidos
en el apéndice A.

Teorema 3.13 Una transformacion de Mébius deja invariante a H? si, y solo si se puede

escribir de la forma de la forma T(z) = ‘Cljj:s con a,b,c,d e R yad—bc=1.
Demostracion: Sea T'(z) = %is cualquier transformacién de Mobius que deja H? invarian-

te. Veamos las condiciones que verifica T si lleva cualquier ntimero real en otro nimero
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real. Vamos a partir del grupo de transformaciones PSL(2,C), isomorfo al grupo de trans-
formaciones de Mobius, tal y como mostramos en las proposiciones A.8 y A.9. Evaluamos
primero los casos de que z; =0y 29 = o0.

T(z1) =b/d € R; T(z) =a/ceR

Tenemos como casos especiales aquellos en los que ¢ = 0, en los cuales T'(z3) = o0 y
aquellos en los que d = 0, que mandan el cero a co. Dividimos la demostracién en tres
casos distinguidos, ¢ =0, d = 0y ¢,d # 0. Evidentemente el caso en el que c=0y d =10
al mismo tiempo, no se puede dar porque estamos trabajando con transformaciones de
Mobius, para las que se cumple ad — ¢b # 0.

= En el primero de los casos, T'(c0) = ooy T'(0) = g € R. Se tiene que 0 € R, la frontera
de nuestro espacio, luego se quiere que su imagen esté en uno de los puntos de la
frontera: T'(0) = A € R, b = Ad. Andlogamente, T'(1) = “2 =, € R, u € R. Luego,
podemos escribir el coeficiente a en funcién del coeficiente d: a4+ \d = ud, despejando,
a = (p — A\)d. Escribimos entonces la transformacién inicial expresando todos los
coeficientes en funcién de uno solo, obteniendo T'(z) = (’\_“{# = (A—pz+ A
es decir, todos los coeficientes son nimeros reales. Si ahora dividimos entre la raiz
cuadrada del determinante de la transformacion vista como una matriz de PSL(2, C),
que coincide con k = /X — p # 0, distinto de cero porque si no, no podria ser una
transformacién de Mobius. Tenemos que

(A2)z + Ak

T() =

con lo cual los nuevos coeficientes cumplen a’d’ — b'¢’ = 1, tal como se queria demos-
trar.

= En el segundo de los casos se puede seguir un desarrollo similar al anterior.

» En el resto de casos, si ¢ # 0y d # 0 como T(0),7T(c0) € R, a = Acy b= pud, con
A, it € R. Como estamos trabajando con una transformacién de Mobius, tenemos que
Aed — ped # 0, con lo que p # A. Ahora, si evaluamos la funcién en un punto del eje
real, sabiendo que su imagen también debe ser real: T'(1) = ZTJ’S = v € R, llegamos

a que todos los coeficientes tienen que ser multiplos reales de solo uno de ellos. Mas

precisamente, tenemos
Ac + pd
T(l)=——=7€R
(1) c+d 7
luego, (A — v)c = (7 — p)d, teniendo en cuenta que ¢ # 0,d # 0y que p # A, se
tiene que ¢ = K%‘;d. Hemos escrito todos los coeficientes en funcién de d, es por eso
que tenemos que dividiendo entre d al numerador y al denominador llegamos a una

expresiéon de la transformacién de Mobius T' con coeficientes reales:
JI—H
B A 2 T

gz—i—l

T(2)
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Ademas, procediendo como en el caso de ¢ = 0, si dividimos entre la raiz cuadrada

del determinante tenemos que nuevos coeficientes que son a’, b, ¢, d’" y que cumplen
add —bd =1

Reciprocamente, supongamos que tenemos T'(z) = % con a,b,c,d € Ry ad —bc = 1.
Si tenemos un punto z € R su imagen 7'(z) € R o T'(z) = oo, luego T lleva la recta del
infinito en si misma. Por otra parte, veamos cudl es el comportamiento respecto de los
puntos del interior del plano hiperbdlico. Si tenemos una aplicacién de la forma presentada
vy z =x +iy € H? es decir, y > 0 su imagen es T'(z) = aztb ¢ 2 ]a cual reescribimos:

cz+d
T(z) = %. Si multiplicamos por el conjugado del denominador tanto al numerador

como al denominador, en el denominador obtendremos un niimero real estrictamente mayor
que cero. Evaluando sélo la parte imaginaria del numerador: ya(zc + d) — ye(ra + b) =
yx(ac — ac) + y(ad — be) = y > 0, luego se tiene que Im(7T(z)) > 0 y que por tanto
T(z) € H2. O

Lo que hemos demostrado es que el grupo de transformaciones que deja invariante al plano
hiperbdlico es PSL(2,R).

Proposicién 3.14 Una transformacion de Mobius de PSL(2,R) lleva rectas verticales en
otras rectas o semicircunferencias centradas en R.

Demostracion: Siguiendo la notacién vista en la proposiciéon 3.12, una recta vertical tiene
ecuacion
2+zZ+D=0

Si consideramos una transformacién de Mobius T'(z) = 22 en PSL(2,R), T~'(t) = 4=t

Luego la imagen de la recta anterior por esta transformacién es

dt — b dt — b
—+ —
—ct+a —ct+a

que podemos escribir
(—2cd + 2 D)tt + (ad + bc — caD)(t + 1) + (—2ab+ a*D) = 0

De este modo se tiene una recta vertical sic=0o0si D = Q?d. En otro caso, obtenemos

una semicircunferencia centrada en R, porque observamos que el coeficiente de y es cero y

ad+bc—aD 0)

por tanto encontramos que la semicircunferencia esta centrada en el punto
2¢(eD—2d)’

A la vista de la proposicién anterior y de la 3.12, parece que los elementos de PSL(2,R)
son isometrias porque llevan geodésicas en geodésicas, pero comprobemos que realmente
lo son.

Proposicion 3.15 Una transformacién de Mobius en PSL(2,R) en H? es una isometria.

Demostracién: Seguimos [24, Cap. 4]. Sea v : (a,3) — H? una curva definida en el
semiplano de Poincaré. Para ver que una transformacién de Mobius 7' es una isometria,
basta con ver que la longitud de la transformada de una curva coincide con la longitud de
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la curva original. La curva que se obtiene una vez aplicada la transformacién es T o v :
(a, 8) — H? Calculemos la longitud de la curva transformada mediante la expresion dada

n (1.3). Para ello serd necesario calcular la parte imaginaria de un punto 7'(z) por una
transformacién de Mobius, conociendo la parte imaginaria de z. Si z = x + iy y llamamos

Im(z) = y. Sea T(z) = %5 entonces

a(z + iy) +b) — Im ((a(x—l—iy) +b)(c(x —iy) +d))

c(x+iy)+d le(x 4 iy) + d|?

Im(T(2)) = Im (

B ad — cb B 1 Im(z)
Tty +dRY T Jez v dp

Ademads, T'(z) se expresa como

oy alcz+d)—claz+b)  ad—bc 1
T'(2) = (cz + d)2 C(ez+d)? (cz+d)?
luego tenemos que
B o~Y
long((T o v)( / (T o) ()] dt = / ILE(T(TZ)V(;(L'))&
)| -

TGO WO [P Ol e+ dE
/a Tm((T 0 7) (1)) dt‘/a v (@) + 2 I () "
5 (o)
. Tyt tensto(0)
]

Ademas, las transformaciones de Mobius preservan los angulos entre vectores porque dada

una transformacién de Mébius T, se tiene T'(z) = %, que no se anula en ningn punto
de HZ2.

Proposicién 3.16 Si %7 > = forman un par de Farey, la transformacion T = <§ Z) S
PSL(2,Z) lleva

= FEl eje imaginario 1 a la geodésica que une § con =

» La recta vertical x =1 (o0 bien z +Z = 2) en la geodésica que une § con § ® .

» La geodésica 22* +2y* —x —y =0 (0 bien 222 — (2 +2) = 0) que une 0 y 1 en la

5si r Py
geodésica que une % con . D5

Demostracion: Consideramos la transformacion T = (}; T) € PSL(2,Z), tenemos

= En primer lugar, el eje imaginario I tiene como imagen la geodésica que une § N
Esto es porque T'(0) = - y T'(c0) = ’E’ y T es una isometria que lleva geodésicas en

geodésicas. La unica geodésica que une 2 y = es
q S
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e Si § = 00 6 £ = oo, se tiene que la unica geodésica que los une es la recta
vertical # = % en el primer caso o x = § en el segundo.

e La semicircunferencia que une § y % centrada en el punto (pS’LqT O) y radio ﬁ

2qs
ps + qr 2 1
J— 2 —
(x 2gs ) Ty 4q¢%s?

= La recta vertical x = 1 tiene como imagen la geodésica que une £ v 2 @ L porque
g’ q Vs

T(0) = § yT(1) = § @ = y por el mismo argumento que antes, 7' es una isometria
y lleva la geodésica que tiene por extremos 1y oo la que tiene por extremos 7'(1) y
T(o0). La geodésica que une 2 y 2 © es

e SiZ=006
Vertlcal T =

= 00, tenemos que la Unica geodésica que los une es la recta
Z en el primer caso y x = § en el segundo.

1tn|~z

2 g
?_a

»

L. . +qr+2pg
e La semicircunferencia que une 2 y 26 2, de centro | E2-=E () radio
q qY q D 2q(q+s) Y 2(q+8)q

(w _ W) TS
2q(q + s) 4(q + s)*¢?

= Finalmente, la semicircunferencia que une 0 y 1 tiene como imagen la geodésica que
une -y § @ % por el mismo argumento que en los otros dos casos y conociendo que
_ P T _r 7 . r D r
T(1) =L@ % yqueT(0) =% Lageodésicas que une £y L@ L es

e Sit=006 § @ £ = 00, la tnica geodésica que los une es x = § @ % en el primer
caso y r = = en el segundo.

e La semicircunferencia de centro w, 0) y radio
2(q+s)s 2s (q+8)

2sr 4+ sp+1rq 2 9 1
T—— | tyY =
2(q+s)s 4(q + 5)%s?

O

En la anterior proposiciéon hemos estudiado el comportamiento de las geodésicas que forman
un tridngulo ideal bajo ciertas transformaciones de PSL(2,7Z). En la figura 3.5 ilustramos

el comportamiento del tridngulo basico bajo una transformaciéon T = (2 r) € PSL(2,7Z).
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p.T P
q s q

Figura 3.5: Transformacion del triangulo de vértices 0, 1 e oo por una transformacion 7'
El lado que une 0 e co esta coloreado en azul, asi como su transformado. De igual forma
coloreamos los lados que unen 0 y 1 y 1 e oo y sus transformados.



Capitulo 4

Teselaciones de Farey

4.1. Teselaciones

Una idea de teselacion es, por ejemplo, la de un mosaico. En él tenemos las teselas, que
son poligonos pegados por los bordes unos con otros pero cuyos interiores son disjuntos.
En esta seccion se va a tratar la teselacion de Farey que recubre el plano hiperbdlico.

Hemos seguido la construccién de la teselacion de Farey de [23] y hemos utilizado nociones
presentadas en [2, cap. 6,8].

Definicién 4.1 Sea P el plano euclideo, hiperbolico o una esfera. Una teselacion es una
familia { X, }nen, donde cada X,, se conoce como tesela, que cumple:

1- Cada X, es un poligono conexo.
11- Dados cualesquiera X,, y X,, son isométricos.
- J,en Xn = P

v- X,, N X,, o bien es unicamente uno de sus vértices de X,, y X, o bien uno de sus
lados o el vacio.

V- Para todo p € P, existe ¢ > 0, de modo que la bola B(p,e) interseca a un nimero
finito de teselas.

4.2. Construccion de la teselacién de Farey
Vamos a mostrar la forma que tiene la teselaciéon de Farey (figura 4.1), relacionandola

con el arbol de Farey visto en el Capitulo 2 de este trabajo. La vamos a construir sobre el
modelo del semiplano de Poincaré y después faltaria por ver que en efecto es una teselacion.

39
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Figura 4.1: Teselacion de Farey.

ALGORITMO DE CONSTRUCCION DE LA TESELACION DE FAREY:
1. Primero dibujamos lineas verticales partiendo de todo n/1 € Z

2. Unimos todos los n/1 con los (n + 1)/1 utilizando una geodésica, es decir, como ya
hemos visto anteriormente, una semicircunferencia.

3. Marcamos los puntos n/1@ (n+1)/1 y los unimos con n/1 y con (n+1)/1 mediante
arcos de semicircunferencia.

m. Procedemos inductivamente de forma que dados dos niimeros racionales p/qy r/s ya
unidos por un arco, calculamos p/q @ r/s y lo unimos a los dos niimeros anteriores.

Wl =
ST
Wl K

1
2

Figura 4.2: Primeros pasos de la construcciéon de la teselacién de Farey, restringiéndonos a
[0,1] en la recta real.

El resultado de esta construccion consiste en la teselacion de Farey, formada a partir
de triangulos hiperbdlicos.
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Observacion 4.2 Las rectas verticales que se trazan en el primer paso unen a todos los
enteros con el infinito. Los enteros 7 y %, que podemos identificar con oo como presentamos
en la observacion 3.11, forman un par de Farey ya que cumplen 0 -n —1= —1.

Lema 4.3 Si p/q y r/s en Q forman un par de Farey y T € PSL(2,7Z), se tiene que
T(p/q) y T(r/s) forman un par de Farey.

az+b

o € PSL(2,2),

b
d
es decir, ad — bc = 1. Los elementos p/q y r/s forman un par de Farey, luego ps — qr = 1.

Sean T'(p/q) = % y T(r/s) = ‘c’:ﬁlz sus imégenes. Entonces T'(p/q) v T(r/s) forman un

par de Farey porque

Demostracion: Consideremos una transformacién 7'(z) = con

(ap + bq)(cr + ds) — (ar + bs)(cp + dq) = (ad — be)(ps — rq) = 1.

0

Notemos que la construccion de la teselacion de Farey esta estrechamente relacionada con la
construccién del arbol de Farey. De hecho vamos a probar que los vértices de los triangulos
son exactamente todos los niimeros racionales.

Todo punto de H? estd en alguno de los tridngulos, lo cual se deduce por construccién de
la teselacion. Vamos a conocer las transformaciones que dejan invariante a la teselacién de
Farey. Ya hemos visto en la seccién previa que grupo de isometrias de H? es PSL(2,R).
Llamaremos triangulo basico al tridngulo cuyos vértices son los putnos 0, 1 e oo, dibujado
en la figura 4.3.

Como hemos visto en la proposicion 3.16 y en la figura 3.5, una aplicacion que manda al
tridngulo bésico en cualquier otro de la teselacion es la que manda el co a p/q, 0 a s/t y el
1 ap/q®rr/s. Surepresentacion en forma matricial viene dada por Z . Con este tipo

de transformacion se llega a que se puede encontrar una transformacién que lleve cualquier
triangulo de la teselacion en otro.

Figura 4.3: Tridngulo basico cuyos lados son geodésicas en el plano hiperbdlico y sus vértices
son 0,1 y oo.
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Proposicion 4.4 Dados dos tridngulos de la teselacion, existe una transformacion en el
grupo PSL(2,7Z) que manda un tridngulo en otro.

Demostracion: Sean dos niimeros racionales p/q > r/s que forman un par de Farey. Sabe-

p

mos que en este caso la transformacion T = ;) pertenece al grupo PSL(2,7Z), porque

su determinante es igual a la unidad y sus coeficientes pertenecen a 7Z. La imagen de 0 es
r/s,lade ccesp/qgyladelesp/qpr/s.

Este tipo de transformaciones llevan a los nimeros racionales en otros ntmeros racio-
nales o el infinito. Ademds, por ser isometrias llevan las geodésicas en geodésicas, es
decir los lados de un triangulo en los lados de otro triangulo que unen a las imagenes
de los vértices. Sea otro tridngulo de la teselacién cuyos vértices son a/b, ¢/d y su su-
ma de Farey. Una transformacién que lleva al primer tridangulo dado en el segundo seria:

-1
_fa c\(p r
T_(b d) (q S) € PSL(2,7) O

De hecho, deducimos el siguiente resultado.

Proposicion 4.5 Dado un tridngulo cualesquiera de la teselacion de Farey, su imagen por
cualquier transformacion de PSL(2,7) serd otro tridngulo de la misma.

Demostracion: Dado un triangulo de la teselacion de Farey, cuyos vértices son §, Ly §69 =

por el lema 4.3 se tiene que las imagenes por cualquier transformaciéon de PSL(2,7Z) de § yE

forman también un par de Farey y se puede calcular su suma de Farey, que de hecho se com-

a(p+r)+b(g+s) __ (ap+bq)+(ar+bs) __ r
c(p+r)+d(g+s) — (cp+dg)+(cr+ds) T(g) S T(g)

Por tanto, la imagen de los vértices de un triangulo de la teselacién seran los vértices de
otro tridngulo y la imagen de los lados del triangulo serdn las geodésicas que unen las
imagenes de los vértices. H

prueba de forma directa que es T’ § e §> =

Observacién 4.6 Notemos que los triangulos de esta teselacion son isométricos, porque
en la proposicion 3.9 se ha probado que el drea del triangulo bdsico es m y todos los demds
pueden ser vistos como imagenes por una isometria de dicho triangulo.

Proposicion 4.7 Todo par de racionales que son pares de Farey son vértices de uno de
los lados de alguna tesela de la teselacion de Farey.

Demostracion: Basta con tomar dos niimeros racionales § >~ que sean pares de Farey

y la transformacion (2 2) que lleva el tridangulo basico en uno que tiene como dos de

sus vértices los dados y el tercero su suma de Farey. Encontramos un esquema de esta
transformacion en la figura 3.5 en el capitulo 3. 0

Lema 4.8 Dada una geodésica v que forma parte de un lado de una tesela de la teselacion
de Farey, existe una transformacion T € PSL(2,7) tal que T(I) = 7.
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Demostracion: Veamos que existen tres transformaciones que mantienen invariante el
triangulo basico, es decir que transforman los vértices de este triangulo unos en otros.
Estas son:

s [a identidad.

» La transformacién de PSL(2,Z) que manda el 0 al 1, el 1 al oo y el 0o a 0, es decir
0 -1
(1)

» Laque mandael 1al0,el0aocoyelooalles (:1 (1))

Ademas, por la demostracion de la proposicién 4.4, encontramos transformaciones que
llevan el triangulo bésico a cualquier otro triangulo de la teselacion, con lo que las geodésicas
que forman los lados del triangulo bésico se transforman en las geodésicas de la imagen del
triangulo basico. Entonces, si tenemos un tridngulo de la teselacion de vértices £ < § y su
suma de Farey, obtenemos de forma directa que las tres geodésicas que forman sus lados
son imagenes de I por alguna de estas tres aplicaciones:

)
q s

Lema 4.9 Dadas dos geodésicas distintas v, y 2 en la teselacion de Farey, su interseccion
es vacia.

Demostracion: Dadas dos geodésicas cualesquiera, por el lema 4.8, pueden ser vistas como
imdgenes del eje imaginario I, luego probar que T1(I) N T3(I) = (), para T1,T, € PSL(2,7)
equivale a probar que INT(I) = @, con T € PSL(2,Z). Supongamos que las geodési-
cas tienen dos puntos de interseccion, entonces, como la geodésica que une dos puntos
cualesquiera es unica, solo cabe la posibilidad de que las dos geodésicas sean la misma.
Luego, como mucho las dos geodésicas pueden tener un tnico punto de corte. Si T'(I) es
una geodésica de la teselacién de Farey, sus vértices son niimeros racionales o el infinito. La
unica forma de que se produzca un corte de T'(I) con el eje imaginario es que sus vértices
cumplan 3 > 0 > £, es decir, que a,b,d > 0 y ¢ < 0. Pero este caso es imposible porque
ad —cb > 1+ 1= 2 pero también ad — cb = 1 por formar un par de Farey. OJ
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Proposicion 4.10 Dadas dos teselas distintas, su interseccion es o bien un lado o bien
vacia (observemos que los vértices no se encuentran en H?).

Demostracion: Hemos visto que si dos geodésicas de la teselacién se cortan, éstas son igua-

les, es decir, que dadas dos teselas cabe la posibilidad de que se corten en un lado.

Ya hemos visto que dos geodésicas distintas no se cortan en ningin punto, veamos aho-

ra que el interior de las teselas tampoco. Sean t; y t5 dos teselas distintas. Por el lema
o

anterior, t; no puede intersecar los lados de t9, porque se produciria intersecciéon de las

o

geodésicas que forman los bordes de t; con las de t;. Esto quiere decir, que como t; es
o o o o
conexo, solo se pueden dar los casos t; C H?\t, 6 t; C to. Por otra parte, si seguimos el
o o o [¢]
mismo razonamiento para estudiar ¢,, llegamos a la conclusion de que t5 C HQ\tl Oty C 1.

Es decir tol = tog, con lo que t; = ty, pero habiamos tomado t; # t3, luego tol N tOQ =0y
si se produce interseccion entre dos teselas serd en una unica geodésica. Si fuera en dos
geodésicas distintas, tendriamos determinados para ambas teselas los tres vértices de cada
triangulo con lo que una vez mas, las dos teselas serian iguales. O

Proposicién 4.11 Dado un punto p € H? existe € > 0 de modo que B(p, €) interseca a un
numero finito de teselas.

Demostracion: Sea p € H? tal que p no pertenece a una geodésica de la teselacién y que
p pertenece a una tesela t . Hemos visto en el corolario 1.29 que la topologia inducida por
la distancia es la misma que la topologia inicial de la superficie. La topologia inicial de la
superficie es la topologia usual restringida a {(z,y) : y > 0}, con lo que quitando a H?
las tres geodésicas de la tesela (que es un cerrado porque las geodésicas son curvas y son
cerradas en la topologia usual) obtenemos un abierto no conexo con cuatro componentes
conexas, y con ello tenemos que el interior de la tesela es un abierto conexo. Como es

un abierto existen abiertos contenidos en t para la topologia usual y por tanto como el

conjunto de bolas forma una base de la topologia existird e con B(p,€) C t.

Por otro lado, supongamos que p € t; Nty # ), es decir, por la proposicién 4.10, p perte-
nece a una geodésica 7y de la teselacion. En ese caso podemos proceder de la misma forma
que antes, pero esta vez trabajamos con el interior cuadrilatero delimitado por las otras
dos geodésicas de t; y las dos de t5. Se encuentra € de modo que la bola abierta de radio
€ centrada en p esté totalmente contenida el cuadrilatero e interseque tinicamente a dos
teselas, t1 y to. O

Con esta ultima proposicion y las precedentes, aseguramos que la teselacién de Farey
es en efecto una teselacién del plano hiperbdlico porque cumple las propiedades dadas en
la definicién 4.1.

Corolario 4.12 Se tiene que:

1- Todo niumero racional es un vértice de la teselacion de Farey.
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1I- La teselacion de Farey es invariante por la accion de PSL(2,7Z)

Demostracion: Estudiamos el caso § > (. Por la proposiciéon 2.7, se tiene que todo niimero
racional g se puede expresar de manera tinica como la suma de Farey de otros dos niimeros
racionales que formen un par de Farey y de hecho, forma un par de Farey con cada uno
de ellos, § = 3 @ §. De esta forma, el tridngulo formado por 2 y sus dos padres de Farey

q
forman un tridngulo que pertenece a la teselacién. Para el caso de que %” < 0, tenemos que

—§ =— (% B §)7 luego podemos tomar —7 y —5.

Para la segunda afirmacion, sea T' € PSL(2,7Z) tenemos directamente de la proposicién
4.5 que la imagen por 1" de un tridangulo de la teselacién de Farey es otro triangulo de la
misma y por otro lado, dado un tridngulo su imagen por 7! también es un tridngulo.

0

4.3. Relacion de la teselacién de Farey con las frac-
ciones continuas

Se va a presentar la relacion de la teselacion de Farey con las fracciones continuas.
En esta seccién se va a poner en manifiesto la relacion de dos campos de estudio de las
matematicas. Las fracciones continuas que aparentemente no tienen ningun tipo de relaciéon
con la geometria, se pueden interpretar desde un punto de vista geométrico utilizando la
teselacion de Farey. Se van a seguir [14, 23].

Proposiciéon 4.13 Dado un tridngulo cualesquiera de la teselacion de Farey, cuyos vérti-

b T b T b7
ces sean ¢ > LY o D, se pueden escribir

p

6 = [ao;al, ...,an,an+1]

r

e [aojal, ..',an]

S
p r
— @ _ = [CLO’ CLl, ceey a/n, an+1’ 1]
q S

simn es par, y

p

- = [ao;al, ...,an]

q

r

; = [a07a17 ...,an7 an+1]
p r
— @ _ = [CLO’ CLl, ceey a/n, an+17 1]
q S

St es impar.

Demostracion: Escribimos la expresion en fracciones continuas de %’ @ ~ de modo que el

ultimo entero sea uno, [ag; ay, ..., G, Gy, 1]. Por un lado, tenemos § G = 5—1’; y por otro
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lado Z—: = [ag;ay, ...,ax] con a,o = 1, para k = 1, ...,k + 2. Entonces, usando la relacién
P T Gni2Pnt1+Pn . Pnt1+Pn NP4 :
(2.1), tenemos que PR v T Por la proposicién 2.12, se tiene que

los convergentes 1;—" y Z 2L forman un par de Farey y por la proposicion 2.7 todo niimero

racional se puede expresar de forma tunica como suma de dos nimeros racionales que for-

men un par de Farey. Concluimos que como 5 > I sines 1mpar P = 5: = [ag; a1, ...,a,) y
r _ Pntl1 __ . 4 _ P +1 — .

L= = [ag; @i, ..., G, Gpi1]. Sin es par, tenemos que £ b= = [ag; @y, ..., Gy Gpia] Yy
r_ Pao_ [,

g—q—:—[ao,al,...,an]. O

Vamos a intentar relacionar la expresion de un nimero en fracciones continuas con la
teselacion de Farey. En primer lugar, daremos algunas nociones.
Definimos la orientacion de una geodésica seleccionando un principio y un fin de la misma.
Sea una tesela ¢ de la teselacion de Farey y una geodésica orientada v de modo que tNy # ()
y t N~y no es uno de los lados de la tesela. Decimos que se produce un corte a derecha si
el vértice donde confluyen los dos lados a los que corta la geodésica se encuentra a la
derecha de la geodésica para una orientacion fijada. En el caso contrario diremos que se
cortan a izquierda. Si el corte se produce exactamente en uno de los vértices, diremos que
este corte estd indeterminado. En la teselacién de Farey solo se puede producir un corte
indeterminado si el vértice en cuestion es uno de los racionales en la recta del infinito, en
cuyo caso no se puede prolongar mas la geodésica, es decir, no se encontraran mas cortes a
partir de este punto. Ilustramos los distintos tipos de corte que hemos definido en la figura
4.4 pero notemos que también es aplicable a tridngulos cuyo vértice sea oco.

AR AN

Figura 4.4: De izquierda a derecha tenemos una geodésica cortando a una tesela por la
izquierda, de forma indeterminada y por la derecha.

Definicién 4.14 Sea v una geodésica en el plano hiperbdlico que corta al eje imaginario
y P € yN1I, decimos que una sucesion de corte desde P con la geodésica orientada
desde P hasta x > 0 es L°R* L*R*... si la geodésica desde el punto P corta en primer
lugar a izquierda ag veces, después a derecha ay y de éste modo hasta llegar donde acaba .
Notemos que no tiene porque empezar por L luego, se considerard a; > 0 para todo i > 1
mientras que ag > 0. En el caso de que el ultimo corte sea indeterminado, se podrd tomar
en la sucesion de corte uno mds a la 1zquierda o a la derecha, pero elegiremos anadir una
unidad al anterior tipo de corte que aparece en la sucesion.

Esta definicién es vélida en toda geodésica de H? que corte al eje imaginario, exceptuando
a las que conforman la teselacién de Farey, que si cortan a esta recta lo hacen tinicamente
en uno de los puntos del infinito y donde carece sentido definir la sucesién de corte ya que
no se cortan con ninguna otra tesela.

Para la relacién de las fracciones continuas con la teselacion de Farey que vamos a introducir



4.3. TESELACION DE FAREY Y FRACCIONES CONTINUAS 47

a continuacién, tomaremos unicamente geodésicas cuyos extremos sean x > 0y w < 0y
las sucesiones de corte que se van a estudiar se toman desde el punto de interseccién de la
geodésica con el eje imaginario I.

Figura 4.5: Ejemplo de una geodésica que se puede utilizar para conocer geométricamente
la descomposicién en fracciones continuas de un ntimero.

Proposicién 4.15 Sean x > 0 un numero real, z € I y v la geodésica orientada de z a x.

St la sucesion de corte con la teselacion de Farey es LR L* R ..., entonces se tiene

que la sucesion de convergentes {2’—:} de la expresion en fracciones continuas de x estd
k

P _

£ lag; a1, az, ..., ax] para k=0,1,...

dada por
Demostracion: Vamos a probar por induccién que para un cierto n, se tiene que Z—” =
n
lag; ay, ..., a,] donde los a; son los indices de la sucesién de corte. Para el desarrollo de este
demostracién introduciremos dos transformaciones de PSL(2,7Z), la traslaciéon una unidad

hacia la derecha T = ((1] 1) y la inversién (de signo opuesto) H = 0 _1). Estas

1 0

dos transformaciones preservan sucesiones de corte ya que son elementos de PSL(2,Z) y
det(H) = det(T) = 1. Definimos los puntos z; como los puntos de corte de la geodésica
con las teselas en las que se produce un cambio de la sucesién de corte de L a R si ¢ es
par y de R a L si es impar. Vamos a utilizar también el algoritmo de fracciones continuas,
siendo g =, ag = |xo], T = m y ar = |xy| si xx_1 # ax_1. Vamos a probar por
induccién que para cada n > 1 se tiene que, si n es par

(i
(ii

)

) HT@=1 .. HT" HT~%(z, 1) € 1
(iii) H

)

Ton=t... HT""HT~%(z,) esta en la recta vertical {x = (—1)"a,}

(iv) los cortes de HT .-  HT""HT~%(z,_4) a HT® " ... HT"*HT~%(x) se producen
por la izquierda.
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mientras que si n es impar tenemos que
(i) HT %1 ... HT"HT~%(x) = (—1)"x,

)
(il) HT=%1 - HT"HT=%(z, ) € I
(i) HT %1 ... HT"HT~%(z,) estd en la recta vertical {x = (—1)"a,}
(iv) los cortes de HT %1 ... HT"HT~%(z,_1) a HT % ... HT*" HT~%(x) se produ-
cen por la derecha.

Comenzamos probando los primeros pasos n = 0, n =1y n = 2, y después utilizamos la
hipétesis de induccién.

= n=0. Veamos que p—g = ap. En caso de que x < 1, el primer corte con el triangulo
bésico se produce por la derecha y ag = 0. En caso de que = > 1 tenemos dos casos.
Si x € Z, se tiene que los primeros cortes se producen por la izquierda y el tltimo
indeterminado, con lo que por lo que se vio en la definicion de sucesién de corte se
anadiria un corte més por la izquierda y ag = |z|. Si x ¢ Z, se tiene producen |x]
cortes por la izquierda antes de que comiencen a producirse cortes por la derecha.
Obtenemos ag = [z] y 2 = ao.

= n=1. Veamos ahora cuantos cortes se producen por la derecha. Sea zy el punto donde
se produce el cambio de tipo de corte L a R, situado en la recta {z = aq}, trasladamos
2o al eje I utilizando la transformacion 7-%. Aplicando H, ahora HT~%(z,) esta en

el eje I. Por otra parte HT~"(x) < 0, de hecho, HT % (z) = I:io < —1 porque
r —ap < 1y tenemos que HT~%(x) = —x;. Por tanto, los siguientes cortes de

HT=%(zy) a HT~*(x) se producen por la derecha y este nimero de cortes a la
derecha que se producen es [—z1] = a;. Se tiene que 2 = [ap;a1] y que HT ™% (21)
estd en la recta {x = a1 }.

» n=2. Como xy = xlial , entonces T HT~%(x) = —é y por lo tanto, HT“" HT =% (z) =
xo. Luego, la sucesion de corte de la geodésica HT HT'~%(~y), desde HT " HT~%(z) €
Ia HT**HT~%(x), empieza con L*R donde ay = |22, que coincide con la sucesién
de corte de 7 a partir de z5. Ademés, es claro que HT* HT % (z,) estéd en la recta

{z = a}. Por el Teorema 2.15, se tiene que £ = [ao; a1, as].

= Suponemos cierto el caso n-1 par, es decir, si la sucesion de corte hasta z, 1 es
LR .. L%t ge tiene que HT =2 - HT~%(z) = (—1)"'z,_1 = 2,1, que
HT=2... HT~%(z,_;) estd en larecta {z = (—1)"a,_1} y que o= = lao; @, . @n1).
Entonces, como n— 1 es par, se tiene que los cortes a partir de HT2... HT~%(z,_1)
vuelven a ser por la derecha. Para trasladar este punto al eje I aplicamos la transfor-
macién T~ %1y tenemos T~ -1 HT%~2 ... HT* HT~%(x) = ,,_1 —a,_1. Aplicando
después la transformaciéon H, seguimos teniendo HT %t HT%~2 ... HT~%(z, 1) en
el eje ly HI =% 1HT*2... HT"HT~%(x) = _m = —z, = (—1)"z,. En-
tonces, ahora tenemos que analizar el niimero de cortes a la derecha desde este punto
a HI % HT%™=2... HT~%(z). El nimero de cortes a la derecha que se produ-

ce HT =1 HT %2 ... HT" HT~%(~y), desde HT =% HT® 2 ... HT""HT~%(z,_1)
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hasta HT~*-'HT2... HT""HT~%(x) es a, = |x,]. Adem4s,
HT- 2 HT™2... HT""HT~%(z,) estd en la recta {x = —a,} y usando de nuevo
el Teorema 2.15, Z—Z = |ag; ai, ..., a,|, como querfamos.

La demostracién por induccién para el caso en el que n—1 es impar, se obtiene de la misma
forma que ésta. O

En el apéndice B se muestran graficamente los primeros pasos de la demostracion anterior

p_4
para = 7.

Proposicion 4.16 Dados dos racionales = < £ que forman un par de Farey, se cumple
s g

que o bien L(2) = % o bien R(]) = 2.

Demostracién: Como ~ < § forman un par de Farey, © y § son los dos extremos de una

geodésica de la teselacion de Farey. Una geodésica de la teselacién de Farey pertenece
a dos teselas. Por un lado, una tesela serd la que tiene por vértices %, § y L& §. Por
otro lado, por la proposicién 4.14, tenemos dos posibilidades. Que el otro vértice de la te-

selasea * con * < Zoque * > L2 Enel primer caso, - = 2@ yen el segundo 2 = 2=, [
w w S w q S q S q w S

Teorema 4.17 Siguiendo el desarrollo anterior, sean v € R y L* R* L ... la sucesion de
corte que sigue una geodésica que parte de un punto del eje imaginario a x. Entonces las
geodésicas de la teselacion vy, V1, Va2, ... en las cuales encontramos a los puntos zy, 21, 22, ...
que marcan los cambios en las sucesiones de corte de L a R o de R a L, tienen como
extremos

P2k P2k—1 2
n P2k P2k—1 .
2k Y doh—1 para v, conn k

P2k P2k+1 _
n B2k 2R a0 conn =2k-+1.
92k Yy q2k+1 p n +

donde % son las sucesion de convergentes de la fraccion continua |ag; aq,as, ...] y ’;_;i = %.

Demostracion: Para el desarrollo de esta demostracion recordemos que dada una geodésica

de la teselacion que corte con la geodésica v orientada de z € I a x > 0, ésta sélo puede

formar parte de dos teselas . Notemos que ésta tendra dos extremos < § en la recta real

que por ser vértices en la teselacion de Farey, =y § son racionales y aparecen en el arbol
r p

de Farey. En el arbol de Farey, diremos que © esta a la izquierda de , borque L < % y

se cumple que L(2) = £ o R(%) = E. Sin embargo, respecto a la geodésica orientada = se
q S S . q L S

encuentra a la derecha y § a la izquierda. Hacemos esta observacién porque puede parecer

que se contradicen las nociones de izquierda y derecha.

Comenzamos analizando zj, sabiendo que hasta zy el vértice a la izquierda es el punto del

infinito & y que 2o estd en la recta {x = ag}, es decir la geodésica con extremos 2 = aq e
0 ’ 9

o0 6 %.

Después de zg, encontramos a; cortes a la derecha hasta z;, de modo que, como no se

produce en estas a; teselas ningin cambio en el tipo de corte por la derecha o por la

izquierda, se mantendra f]’—g como extremo a la derecha de las geodésicas respecto de 7,
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mientras que ird variando en cada geodésica el extremo de la izquierda. De este modo, por
construccién de la teselacion tenemos

1 a +1
(_ o P0> @ @ @p _a1Po
0 qo 4o a14o

Esta expresion se puede comparar con la presentada para los convergentes en (2.1) y es %.
Ademads, encontramos cierta relacion con la proposicién 2.19, ya que mantener un vértice
a la derecha durante a; cortes es analogo a decir que se estan tomando hijos de Farey de
modo que se mantenga % por la izquierda en el arbol de Farey, es decir, tomar el primer
hijo por la derecha, ya que r(%) > By los sucesivos hijos de éste por la izquierda (de

q0
modo que en todo momento se utilice 5_8 y éste racional sea el menor de los implicados

Bo jalp(Roy)

qO . qO . . . / .
Del mismo modo, el siguiente punto donde se produce un cambio es el z; en la geodésica
~1, de forma que el tipo de cortes pasan de ser derecha a izquierda, y esto sucede hasta
29, en la geodésica .. Como ha habido ay cortes por la izquierda de z; a zy, el vértice
que se encontraba a la izquierda de éstos no cambia y es % Procediendo como antes y

sabiendo que el vértice a la derecha de v, era p—g llegamos a que el otro extremo de 7,

es Z; = % De nuevo, podemos comparar con el resultado de la proposicién 2.19, ya
que se ha mantenido el vértice 2t q1 por a la izquierda de la geodésica, lo que implica que se

ha mantenido a la derecha en el arbol de Farey, luego se ha tomado el primer hijo de %
por la izquierda, de modo que I( %) < % y para mantener este vértice se han ido tomando
sucesivamente ap — 1 hijos por la izquierda porque r“rll(%) < %, con lo que finalmente
se obtiene Z—;.

Ahora, supongamos que para un cierto n — 1 impar tenemos que la geodésica ~,_; tiene
como extremos ’; e j y fl’ =—. Como n—1 es impar, el corte de y con v, se produce en z,_;
y dicho punto marca en la sucesion de corte un cambio de R a L, con lo que tenemos que
el vértice que antes quedaba a la derecha era en el fragmento de la sucesién R ! era el
menor (por encontrarse a la derecha de la geodésica orientada de z € Ta 0 < z € R), 2 ™ =2

En el punto z, en 7, se produce un cambio en la secuencia de L a R, con lo que ahora el

vértice p"—i se encuentra en los a, cortes a la izquierda hasta que se produce el siguiente

cambio. Partimos de los extremos de la geodésica ~,_1, y cruzamos a,, teselas dejando 5 el

por la izquierda, con lo que la ultima geodésica que cruzamos también tendra este extremo
por la izquierda y su extremo por la derecha es

n— n— n— ApPrn—1 + Pn— n
Pn—2 o Pn—1 @ an @p 1 _ @nPn-1TPn-2 _ Pn
Gn—2 Gn—1 Gn—1 ApQdn—1 + Gn—2 An

Podemos comparar este resultado de nuevo con la proposicion 2.19 ya que estamos mante-
niendo a,, veces por la izquierda el vértice z »—L "con lo que en el drbol de Farey se utilizara
a, veces y para ello sera necesario tomar en prlmer lugar un hijo por la izquierda ya que
l(g:—j) < 2%, y después sucesivos hijos por la derecha de éste ya que T“"—lfll(zz—j) < %.
En el caso de que n — 1 fuera par, se procede de modo similar. Se ilustran las cuatro pri-

meras geodésicas v, y sus extremos en la figura 4.6. O
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~~
Pan Pan—1

G2n G2n—1

Figura 4.6: Se representan las primeras =, (en azul), los puntos z, y los convergentes.
Notemos que los convergentes pares quedan por la derecha de la geodésica v y los impares
por la izquierda.

Proposicién 4.18 Dado un nimero real x < 0 podemos calcular la expresion en fracciones
continuas aplicando la proposicion 4.15 a x — |z|, de modo que ay = |x|, y a; para i > 1
los enteros de la expresion en fracciones continuas de x — |x| = [0;ay, asg, ...]

Demostracion: Utilizando el algoritmo de calculo de fracciones continuas nos dice que
ap = |x]. Si aplicamos la traslaciéon T~ nos trasladamos ay unidades hacia la derecha,
con lo que 0 < z; < 1, porque x1 =06

I =

ay +
! 1
a2+—

Si x1 # 0, x1 es un nimero real positivo, con lo que podemos aplicar la proposicion para el
célculo en fracciones continuas visto en la proposicién 4.15 obteniendo [ag; af, @), ...]. Como
0 <z <1, ap =0y por construccién, se obtendra a; = a; para i > 1. O

Ejemplo 4.19 Veamos como se procede en el cdilculo de la expresion en fracciones conti-
nuas de un numero. Tomamos un numero real cualesquiera, por simplicidad hemos elegido
%. Trazamos la geodésica que une un punto del eje imaginario con ‘—;. Anotamos la sucesion
de corte (ver figura 4.7). Observamos que la sucesion de corte se corresponde con

RLR?I
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donde I denota un corte indeterminado. Otra forma de calcular la sucesion de corte seria
utilizando la técnica de la demostracion de la proposicion 4.15, como presentamos en el
apéndice B. Como la sucesion empieza en R, ag = 0, y como el iltimo corte es indetermi-
nado, observamos que la expresion en fracciones continuas puede ser

[0;1,1,2,1] ¢ [0;1,1,3]

Podemos elegir la representacion [0;1,1,3] por ser la que implica un menor nimero de
enteros y porque por la definicion 4.1/ elegimos la sucesion de corte en la que se anade una
unidad al anterior tipo de corte RLR3. Ademds, en la figura se han marcado los vértices en
los que confluyen las geodésicas de las teselas que cortan a izquierda o a derecha. Podemos
comprobar que estos vértices coinciden con los convergentes de [0;1,1,3]. En primer lugar,
el 0 es el primer convergente porque ag = 0, el 1 serd el sequndo porque 1 = [0;1], después
1 =10;1,1] y por dltimo % = [0;1,1,3].

Figura 4.7: Se representa una geodésica cualesquiera que une un punto del eje imaginario
I con %. Se marcan los cortes con las teselas L y R, en funcién de si cortan por la derecha
o por la izquierda, o I si se produce un corte indeterminado con una tesela. En azul se
han marcado aquellos vértices que nos han servido de referencia para saber si el corte se
producia por la izquierda o por la derecha.
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Apéndice A
Grupos proyectivos

En primer lugar vamos a introducir a los grupos lineales generales y especiales, asi como
los grupos proyectivos de los mismos, en el caso de dimensién dos. Gran parte del contenido
de esta seccion estd basado en [7].

Definicién A.1 Sea K un cuerpo y My(K) las matrices de dimension dos y coeficientes
en K. El grupo lineal general de dimension dos se define como el conjunto de elementos

inversibles de Ms(K), y se denota como GL(2,K).

Proposicién A.2 GL(2,K) forman un grupo respecto de la operacion producto de ma-
trices.

Demostracion: En primer lugar GL(2, K) C My(K), luego la operacién producto de ma-
trices es la operacion heredada de este anillo y sabemos que la identidad es el elemento

neutro y que la operacion es asociativa. Como se estan tomando las matrices inversibles, da-
da A € GL(2, K), existe A™!. Adem4s se tiene que A~ € GL(2, K) porque (A™')"1 = A.O

Proposiciéon A.3 Toda transformacion de Mobius se puede escribir como un elemento del
grupo lineal general.

az+b
cz+d

Demostracion: Dada una transformacién de Mobius, ésta serd de la forma: p(z) =

b _ :
. La composicién de transformaciones

d
de Mobius se expresa como el producto de matrices, de modo que si ¢(z) = ;Z{l

con ad — cd # 0. Se puede representar como (i

6o () = €<Z§I§) +f  (ea+ fe)z+eb+ fd
v 9=t +h (ga+he)z+ gb+ hd

Queremos ver que coincide con el producto de ambas matrices en GL(2,C).

e f\(a b\ [ea+ fc be+ fd
g h)\c d) \ga+hc gb+hd
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Observacion A.4 Dada una transformacion de Mobius, existe mas de una representacion
matricial de la misma, ya que una transformacion de Mdbius no cambia respecto al producto
. . _ez+f _ Cez4+Cf
de todos sus coeficientes por escalares. Es decir, ¢(z) = goth = Cgorch» CON C # 0. Por
tanto se tiene que eziste un epimorfismo ¢ : GL(2,C) — Médb entre los elementos de ambos

grupos.

Definicién A.5 El grupo lineal especial de dimension dos sobre el cuerpo K, se define
como subgrupo de GL(2,K) en el cual todos sus elementos tienen determinante igual a 1.
Se denota como SL(2,K).

Proposicién A.6 SL(2,K) forman un grupo respecto de la operacion producto de matri-
ces.

Demostracion: I € SL(2, K) porque det(I) = 1, luego tiene elemento neutro. La operacién
es asociativa porque es subgrupo de GL(2,K). Sea A € SL(2,K), A~' € SL(2, K), porque
det(AA™) =1 = det(A™1) = 1. O

Definicién A.7 El grupo proyectivo lineal general PGL(2,K) se define como el gru-
po cociente de las matrices de GL(2,K) por el grupo de matrices escalares {kl : k € K}.
El grupo proyectivo lineal especial PSL(2,K) se define como el grupo cociente de
las matrices de SL(2,K) por el grupo de matrices escalares {kI : k € K, kI € SL(2,k)} =
{£I}.

Proposiciéon A.8 Fl grupo de transformaciones de Mobius estd en biyeccion con PGL(2,C).

Demostracion: Ya hemos visto que todo elemento de GL(2,C) define una transformacién
de Mobius, de hecho existe un epimorfismo ¢ : GL(2,C) — Mob. Calculamos el nicleo de
este epimorfismo, es decir, aquellas matrices de GL(2,C) que nos dan la identidad. Estas
son las matrices escalares Kerp = {kl : k € K}. Por definicién de PGL(2,C) se tiene que
PGL(2,C)=GL(2,C)/Ker ¢, y por el primer teorema de isomorfia: Méb = PGL(2,C) O

Proposiciéon A.9 PGL(2,C) y PSL(2,C) son isomorfos.

Demostracion: Definimos un isomorfismo entre ambos conjuntos ¢ : PGL(2,C) — PSL(2,C).
Sea A € PGL(2,C), el elemento det(A)~*/?A € PSL(2,C)(A es cualquier representante
de la clase). El morfismo es sobreyectivo porque dada cualquier A € PSL(2,C), existe
A € PGL(2,C), ya que por construcciéon PSL(2,C) C PGL(2,C), podemos tomar A
directamente. También es inyectiva, porque dados dos elementos A, B € PGL(2,C), su-
ponemos que tienen la misma imagen, det(A)~'/2A = det(B)~'/?B lo que es equivalente a

que A = %B que implica que A = B € PGL(2,C) O

A lo largo de este trabajo se ha utilizado el grupo proyectivo lineal especial con coeficientes
en C o algin subgrupo de este.



Apéndice B

Vision geométrica de las sucesiones
de corte

En este apéndice se van a mostrar los primeros pasos de la demostracién de la proposi-

cién 4.15. Se ha tomado § = % como en el ejemplo. En primer lugar se traza una geodésica

que vaya de un punto del eje imaginario a %. Mostramos este paso en la figura B.1.

Figura B.1: Geodésica que une un punto del eje imaginario con %. Marcamos en verde claro
los puntos z € Ry z € R y en azul el punto z;.

Tomamos ag = 0 porque no se produce ningin corte por la izquierda en primer lugar.
Después aplicamos la inversion de signo opuesto H y obtenemos la curva mostrada en la
figura B.2. Recordemos que para calcular a; hay que contar el nimero de cortes por la
derecha desde H(z) hasta H(z1) y que H(E) <0.
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-2

Figura B.2: Transformada por H de la geodésica que une un punto del eje imaginario con
2. En verde claro tenemos H(z) y en azul H(z).

En este caso, la geodésica tiene un tnico corte por la derecha desde el punto de intersec-
cion con el eje imaginario y después empiezan los cortes por la izquierda, luego marcamos el
punto de interseccién de la geodésica con la recta {x = —1}. Como consecuencia tomamos
a1 = 1. Ahora, utilizamos la traslacién a; unidades hacia la derecha, con lo que el punto de
interseccién de H(y) con {z = —1} pasa a estar en el eje I. Mostramos esta transformacion
en B.3.

Figura B.3: Transformada por T" de la geodésica H(7). En azul, tenemos el punto T'H (z1).

Ahora aplicando de nuevo H obtenemos la geodésica presentada en la figura B.4. Vea-
mos los cortes por la izquierda desde el punto de interseccion de la recta I con la geodésica.
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Encontramos tinicamente un corte por la izquierda antes de que se produzca por la derecha,
con lo que deducimos que as = 1.

Figura B.4: Transformada por H de la geodésica TH(v). En azul tenemos el punto
HTH(z) y en azul claro el punto HT H (z3).

Aplicamos la traslacién hacia la izquierda T~1, obteniendo la geodésica T-*HT H(v)
mostrada en la figura B.5.

Figura B.5: Transformada por T—! de la geodésica HT H(v). En azul claro tenemos
T~ 'HTH(z).

Finalmente aplicamos la inversion H y la geodésica que obtenemos, en la figura B.6,
tiene —3 como extremo izquierdo, con lo que se producen dos cortes con las teselas por la
derecha y uno ambiguo. Es decir, podemos elegir a3 =2y ay =1 6 a3 = 3.
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Y

\ia Vs afs ata ol tia Ve afe ata 2 ol

Figura B.6: Transformada por H de la geodésica T-'HTH(v). En azul claro tenemos
HT'HTH(z) y en verde HT'HT H (23) = (—3,0).

Con lo que finalmente, eligiendo la segunda opcién, obtenemos la expresion [ag; a1, as, as] =
[0; 1,1, 3], lo mismo que se obtuvo en el ejemplo 4.19.



