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Resumen

En este trabajo introduciremos la variedad de Grassmann o Grassmanniana
y la veremos desde distintos puntos de vista de las Matematicas. La Grass-
manniana se define como el conjunto de subespacios vectoriales de dimensién
k de un espacio vectorial de dimensiéon n. Admite estructura de variedad di-
ferenciable compacta y conexa de dimensién k(n — k). Es ademds un espacio
homogéneo, es decir, es cociente de un grupo de Lie sobre un subgrupo de
Lie cerrado. Es un objeto matemético muy rico en propiedades topoldgicas,
geométricas y algebraicas. Ademads, se presentan las principales propiedades
de esta variedad, tanto en el caso real como en el complejo, incluyendo su re-
lacién con la variedad de Stiefel y con el espacio proyectivo. Y por tltimo se
usa el embebimiento de Pliicker para ver a la variedad Grassmanniana como
conjunto algebraico.

Palabras clave: Grassmanianna, Grassmann, proyectivo, variedad, diferen-

ciable.

Abstract

In this work we will introduce the Grassmannian manifold or Grassmannian
and will see it from the diferent points of view of Mathematics. The Grassman-
nian is defined as the set of vector subspaces of dimension k of a vector space
of dimension n. It is a compact and connected smooth manifold of dimension
k(n — k). It is also a homogeneous space, i.e. it is the quotient of a Lie group
over a closed Lie subgroup. It is a mathematical objet with a lot of topological,
geometric and algebric properties. In addition, we present the main properties
of this variety, both in the real case and in the complex case, including its
relationship with the Stiefel variety and with the projective space. And finally,
Pliicker’s embedding is used to see the Grassmannian variety as an algebraic
set.
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1. Introduccion

En el presente Trabajo Fin de Grado vamos a describir el conjunto de todos los subes-
pacios vectoriales de una misma dimensién k de un espacio vectorial K™ de dimension n,
es decir, la Grassmanniana Gry,,(K). Vamos a usar siempre el espacio vectorial K" sobre
el cuerpo K = R o K = C. Dicho conjunto tiene la propiedad de ser un espacio topoldgico,
una variedad diferenciable y una variedad algebraica que tiene propiedades topoldgicas,
algebraicas y geométricas muy ricas. En particular, la variedad de Grassmann generaliza
el concepto de espacio proyectivo ya que cuando k = 1, tenemos que Grq ,(K) = KP?—1,
Obsérvese que estamos dando un paso de abstraccién significativo: cada subespacio de
dimension k£ de K" lo vemos como un punto de un nuevo espacio matemaético, la Grass-
manniana. Estudiaremos los casos V= R" y V = C" y dotaremos a la Grassmanniana
Gryn(K) de diferentes estructuras, como acabamos de indicar.

El precursor de dicha variedad es Hermann Giinther Grassmann (1809 — 1877), un
matematico aleman del siglo XIX. Grassmann es considerado un polimata porque ademas
de dedicarse a las matematicas, también ejercié de fisico, humanista y editor. En su obra
maestra Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, mas conocido
como Ausdehnungslehre, que se puede traducir como “teoria de la extensién” o “teoria
de las magnitudes extensivas” habla sobre el dlgebra exterior que se usa en la geometria
diferencial y que nos servira para definir de un modo algebraico la Grassmanniana. Dicha
obra pasé inadvertida hasta después de su muerte y logré su auge con la Teoria de la
Relatividad de Einstein.

En el primer capitulo de esta memoria definimos espacio proyectivo y damos un pe-
queno resumen de sus propiedades (por ejemplo la Proposicién 2.3 que habla de proyecti-
vizacién que es muy importante a lo largo del trabajo). El espacio proyectivo es el conjunto
de todas las rectas vectoriales de un espacio vectorial de dimensién n. Veremos con cierto
detalle los espacios proyectivos reales y complejos, que son variedades diferenciables gra-
cias a los Teoremas 2.5 y 3.6, con importantes propiedades topoldgicas. Hay una notable
diferencia entre el espacio proyectivo real y el complejo: el real se puede obtener como
cociente de la esfera por la accién de un grupo propiamente discontinuo de difeomorfismos
y el complejo es cociente de la esfera y del grupo de Lie de los complejos de norma uno,
es decir, la circunferencia. Por este motivo posponemos el estudio del espacio proyetivo
complejo hasta después del estudio de los grupos de Lie.

En el siguiente capitulo hablaremos sobre los grupos de Lie! que son variedades dife-
renciables reales o complejas con estructura de grupo y tal que las operaciones de grupo
son diferenciables (o analiticas). Una vez definidos los grupos de Lie toca hablar de las
variedades homogéneas que son los cocientes de grupos de Lie sobre subgrupos cerrados

de los mismos. Daremos el Teorema 3.11 que va a ser de gran ayuda para ver que por

lamadas asf en honor al matematico noruego Mario Sophus Lie (1842 - 1899).



ejemplo el espacio proyectivo real y la Grassmanniana real tienen estructura de variedad
homogénea.

Los dos siguientes capitulos tratan sobre las Grassmanniana y la variedad de Stiefel. La
Grassmanniana es el conjunto de todos los subespacios vectoriales de una misma dimen-
sién de un espacio vectorial. Cada elemento se puede representar en forma de matriz y por
ello se puede trabajar con dichas matrices como veremos en la Proposicién 4.2. Definimos
la Grassmanniana real y compleja y a continuacién vemos que la Grassmanniana real (o
compleja) es un espacio homogéneo (asi le damos estructura de variedad diferenciable) y
ademads si estamos en un espacio vectorial n-dimensional, la Grassmanniana de k-planos es
difeomorfa a la de (n — k)-planos y estudiaremos también algunas propiedades topolégicas
importantes. Ademés de esto, la Grassmanniana tiene un recubrimiento llamado Grass-
manniana orientada, como veremos en la Definicion 4.13. Una vez conocida la variedad de
Grassmann, podemos usarla para estudiar las correlaciones de un espacio proyectivo, que
son aplicaciones biyectivas con unas propiedades particulares que tenemos en la Definicién
4.18. Gracias a esta teoria de correlaciones podemos observar que conceptos totalmente
distintos son bésicamente iguales (en el Ejemplo 4.20 tenemos que una recta y sus puntos
y un haz de hiperplanos cumplen esta propiedad), podemos definir el principio de duali-
dad y la polaridad de una cuddrica. En resumen usamos la Grassmanniana en geometria
proyectiva de una forma particular.

Por otro lado, la variedad de Stiefel es conjunto de las k-bases de un espacio vecto-
rial. Observamos que también es un espacio homogéneo y su relacién con la variedad de
Grassmann. Una vez estudiado esto y gracias las proyecciones y simetrias que definiremos,
podemos ver la Grassmanniana como un conjunto de matrices que tienen una propiedades
especial.

Después, en el sexto capitulo, se resume la teoria del dlgebra de exterior (o de Grass-
mann) y con ello se puede dotar a la Grassmanniana de estructura de variedad proyectiva
(gracias a la Proposicién 6.14). Hay que decir en este capitulo que el matemético alemén
Julius Pliicker (1801 - 1868) es de gran ayuda ya que sus trabajos en geometria proyectiva
nos dan la nocién de coordenadas de Pliicker la cual se introdujo luego en el estudio de la
Grassmanniana.

Como se ha visto por la descripcion de la memoria que acabamos de hacer, hemos in-
troducido un objeto matematico, la Grassmanniana, y lo hemos estudiado desde diversos
puntos de vista: topoldgico, algebraico como cociente de grupos, como variedad diferencia-
ble y como variedad algebraica. Y lo hemos puesto en relacién con la geometria proyectiva,
sirviéndonos incluso para explicar la nocién de correlacién proyectiva y el principio de dua-
lidad. Entendemos que la aproximacién que hemos hecho no se circunscribe a la propia de
una unica asignatura sino que hemos necesitado el manejo de conceptos y resultados de
varias. Hemos detallado las demostraciones de los resultados méas ajenos a nuestra propia

formacién y hemos incluido ejemplos concretos (como el de la cuddrica de Klein que es



fundamental en el ultimo capitulo y que nos ayuda a estudiar de un modo algebraico a la

Grassmanniana) que nos han hecho més clara la teorfa expuesta.

1.1. Notacion
Vamos a detallar cierta notaciéon que vamos a usar a lo largo del trabajo.
= K cuerpo, que serd siempre K =R o C.
= K" espacio vectorial de dimensién k sobre K.
» P(K"*1) = KP" espacio proyectivo de dimensién n.
s Grin(K) la Grassmanniana de subespacios de dimension k& de K.

s Grypn(K) la Grassmanniana de subespacios proyectivos de dimensién proyectiva k
de KP™.

2. El espacio proyectivo

Comenzamos recordando la definicién de espacio proyectivo, ya que vamos a identificar
a los espacios proyectivos reales (y complejos) con las Grassmannianas reales (y complejas)
a lo largo del trabajo. Hemos hecho uso de [10] en este capitulo.

Por otra parte, las propiedades de dichos espacios son ttiles para ver las propiedades

de las Grassmannianas, por ejemplo, la proyectivizacién es muy importante.

2.1. Espacio proyectivo y subespacios proyectivos

Definicién 2.1 (Espacio proyectivo). El espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial
X sobre un cuerpo K es el conjunto de todas las rectas vectoriales de X. Se denota por
P = P(X). La dimensidon del espacio proyectivo P(X) es: dim(P(X)) = dim(X) — 1.

El espacio proyectivo también se puede definir como las clases de equivalencia de los
vectores no nulos de X, con la relacién & ~ 0 < A # 0, & = A0. Asi, si © € X — 0, su

correspondiente punto proyectivo serd designado como v =< v >€ P(X).

Definicién 2.2 (Subespacio proyectivo). Sea Y un subespacio vectorial de un espacio

vectorial X, entonces se dice que P(Y) es un subespacio proyectivo de P(X).

A los subespacios proyectivos de dimensién cero se les llama puntos proyectivos, a los
de dimensién uno se les llama rectas proyectivas, a los de dimensién dos se les llama planos
proyectivos y a los de dimensién n — 1 (donde la dimensién de P(X) es n) se les llama
hiperplanos proyectivos.

A la aplicacién que hace corresponder cada subespacio vectorial X con el subespacio

proyectivo P(X) se le llama proyectivizacion.



Asi se tiene la siguiente:

Proposicion 2.3. La proyectivizacion de subespacios lineales es una aplicacion biyectiva
entre el conjunto de subespacios lineales de X y el de subepacios proyectivos de P(X), que

respeta los contenidos, intersecciones arbitrarias y sumas finitas de subespacios.
Demostracién. Ver [10]. O

Observacién 2.4. FEste resultado serd importante cuando estudiemos la Grassmanniana
porque permite identificar la Grassmanniana de subespacios vectoriales de dimension k de
un espacio vectorial con la Grassmanniana de subespacios proyectivos de dimension k — 1

del proyectivizado del espacio vectorial.

2.2. El espacio proyectivo real

El espacio proyectivo real tiene importantes propiedades topoldgicas y ademés es una
variedad diferenciable como veremos a continuacién. Como la Grassmanniana es una gene-
ralizacion del espacio proyectivo, vamos a comprobar luego que la Grassmanniana también
tiene propiedades topolédgicas y ademas estd dotada de una estructura de variedad dife-
renciable con la que trabajaremos después.

Para estudiar el espacio proyectivo real, vamos a enunciar y demostrar el siguiente teo-
rema? ya que es importante para demostrar que el espacio proyectivo real es una variedad
diferenciable. No es la tinica manera de demostrarlo® pero creemos que es la manera més

sencilla.

Teorema 2.5 (Teorema de la Variedad Cociente para grupos discretos). Sean G un grupo
discreto (a lo sumo numerable) y N una variedad diferenciable n-dimensional. Ademds,
sea la aplicacion
n: GxN — N
(g:n) +— nlg,n) =gn

una accion propiamente discontinua, es decir, que satisface las tres condiciones siguientes:

1) La aplicacion
ng: N — N
n +— ny(n)=gn

es diferenciable Vg € G, por lo que es un difeomorfismo con 779_1

ng(U) C N es abierto si lo es U C N.

=g y gU =

2) Para todo n € N existe un entorno abierto U C N de n tal que gU NU = 0,
Vg € G\{e}, por lo que la accion es libre, es decir, gn # n, Vg € G\{e} y Vn € N.

?Podemos encontrarlo en [3].
3Basta dotar a dicho conjunto de un atlas maximal como sigue en [1, Capitulo 2].



3) Para todo par de puntosn, m € N que estén en drbitas distintas, es decir, [n] # [m],
V=10,

existen dos entornos U, V. C N de n y m, respectivamente, tales que (gU) N
Vg € G.

Entonces el espacio cociente N/G = {[n]: n € N} tiene una unica estructura de variedad

diferenciable con la misma dimension que N.

Demostracion. Primeramente notemos que n ~ gn con g € G, n € N, es una relacién de
equivalencia en N y que sus clases de equivalencia son las 6rbitas [n] = Gn = {gn: g €
G} C N, n€ N, de la acciéon n: G x N — N.
Ademaés,
T™: N — N/G
n — w(n)=[n
es continua y sobreyectiva, en donde el subconjunto V' C N/G es abierto si 7= 1(V) C N
es abierto. La condicién 2) implica que 7 es abierta, pues si U C N es abierto, lo son

gU = n4(U) C N, Vg € G, entonces n1(7(U)) = |J gU C N es abierto, de donde
geG
m(U) C N/G es abierto.

Por otro lado, la condicién 3) implica que el espacio N/G es Hausdorff.
Por tltimo, de la condicién 2) se tiene que, para todo punto ¢ = [p] € N/G con
p € N, existe una carta (U, ) de N en p tal que gU NU = 0, Vg € G\{e}, de donde

V = 7(U) C N/G es un entorno no abierto de t tal que 7~ 1(V) = |J gU es una unién
geG
disjunta de abiertos gU C N tales que

gU — V=n(U)

T,y
es un homeomorfismo, Vg € G. Por tanto,
cpo(7r|U)_1 : V. — U —pU)CR"

es un homemorfismo.

Por lo tanto, N/G es una variedad diferenciable n-dimensional satisfaciendo las con-
diciones requeridas, cuya estructura diferenciable estd definida por el atlas de N/G cuyas
cartas son de la forma (V,¢) = (7(U), ¢ o (m,) ).

O

Como hemos podido comprobar a lo largo de la carrera, en algunas asignaturas como
por ejemplo, Variedades Diferenciables, el plano proyectivo real se puede definir como
cociente de la esfera de la siguiente manera:

Sean p, ¢ € S C R™"!, escribimos p ~ ¢ si bien p = ¢ o bien p = —¢ (o0 como se dice,

“« _»

Py g son puntos antipodales de la esfera S™). Es trivial ver que la anterior relacién “ ~

es una relacién de equivalencia en la esfera S™, por lo tanto tenemos que:

P" = RP" =§"/ ~



Ahora sea m : S" — RP", p — 7(p) = [z] = {—=z, x} la proyeccién canénica,
sabemos por topologia general que 7 es una aplicacién continua y sobreyectiva. Y por lo
tanto, se tiene que el espacio proyectivo P es un espacio conexo y compacto como la
esfera S”.

Por lo tanto, para ver que es variedad diferenciable, basta usar el Teorema 2.5 por el
cual tenemos:

P" = §*/s°
donde S* = {—1, 1}

Observacion 2.6. Como hemos visto en la definicion de espacio proyectivo, podemos
definir RP™ como las clases de equivalencia de de los vectores no nulos de R"t, con la
relacion x ~ y < AN # 0, © = Ay, pero lo hacemos con la esfera (restringiendo a ella
la misma relacion de equivalencia) ya que es mds comoda para estudiar sus propiedades

topoldgicas.

Observacién 2.7. Por otro lado, no podemos dar estructura de variedad diferenciable al
espacio proyectivo complejo CP" con este teorema ya que es el cociente de la esfera S*+1
y St y este dltimo no es un grupo discreto o numerable, para poder hacer esto vamos a
dar otro teorema mds general que también nos vale para el espacio proyectivo real. Pero

lo haremos después de definir lo que es un grupo de Lie ya que nos es necesario.

3. Espacios homogéneos

Los espacios proyectivos que acabamos de estudiar y las variedades Grassmannianas
que estudiaremos més adelante son espacios homogéneos, esto es, cocientes de un grupo
de Lie por un subgrupo cerrado. Por tanto vamos a repasar estos conceptos. Tenemos que

decir que la mayoria de la informacién la hemos sacado de [12].

3.1. Gruposy Algebras de Lie

Como los grupos y algebras de Lie tienen muchas propiedades, aqui solo veremos

algunas, que nos ayudaran a comprender este trabajo.

Definicién 3.1 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G, con

tiene estructura de grupo, tal que las siguientes aplicaciones

GxG@ — G G — G

(a,b) —— ab a — at

son diferenciables. Denotaremos con e € G al elemento neutro del grupo y con notacion

multiplicativa la operacion del grupo.

Ejemplo 3.2 (Ejemplos de grupos de Lie). Algunos ejemplos son:



= El espacio Euclideo R™ es un grupo de Lie bajo la suma vectorial.
s C* es un grupo de Lie bajo la multiplicacion.

s La circunferencia S' C C* es un grupo de Lie bajo la multiplicacion inducida de C*.

o

Definicién 3.3 (Subgrupo de Lie). (H, ) es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G

si:
i) H es un grupo de Lie,
ii) (H,p) es una subvariedad de G,
iit) ¢ : H — G es un homomorfismo de grupos.

Definicién 3.4 (Subgrupo de Lie cerrado). (H,¢) se dice que es un subgrupo cerrado de

Lie si, ademds de lo anterior, ¢(H) es un subconjunto cerrado de G.

3.2. El espacio proyectivo complejo

Vamos a dar una generalizaciéon del Teorema 2.5 que es el teorema de la variedad
cociente para después poder definir el espacio proyectivo complejo y ver sus distintas
propiedades. Antes definamos lo que es una accién libre y propia de un grupo de Lie en

una variedad diferenciable.

Definicion 3.5. Sea 1 una accion de un grupo de Lie G en una variedad diferenciable

M, entonces:
= 1 eslibre si g-m=m VYm € M si, y solo si, g =e con e el neutro de G.

= Suponiendo que n es continua, n se dice que es propia si la aplicacion G x M —
M x M dada por (g,m) — (g - m,m) es una aplicacion propia. Ahora que una
aplicacion cualquiera entre espacios topologicos f: M — N sea propia, significa que

para todo compacto K C N, la imagen inversa f~'(K) es compacto.

Teorema 3.6 (Variedad Cociente). Sea G un grupo de Lie que actia suave (diferenciable),
libre y propiamente en una variedad diferenciable M. Entonces el espacio de érbitas M /G
es una variedad diferenciable con dim(M/G) = dim(M) — dim(QG).

Demostracion. La demostracién la encontramos en [6, Teorema 9.16]. O

Definamos el espacio proyectivo complejo CP™ como las clases de equivalencia de de

los vectores no nulos de C"*!, con la relacién z ~ w < I\ € C — {0}, z = Aw. Podemos

S?n-l—l

entonces restringir esta relacion a la esfera y nos queda la relacién z ~ w < I\ €

C — {0}, z = Aw con z,w € S?"*1. Ahora los elementos del conjunto cociente S?"*1/ ~



son de las clases [z] = {\z: A € C} y como Az € S?"*1 1 = ||]Az|| = |[A||||z|| = ||All, por lo
que X € S!. Asf tenemos la definicién de espacio proyectivo complejo: CP" := §27+1 /St

Por lo tanto, ahora podemos dar al espacio proyectivo complejo estructura de varie-
dad diferenciable. Vamos a ver que el conjunto S?"*!/S! tiene estructura de variedad
diferenciable usando el Teorema anterior.

Consideremos S' € C y §?"*! ¢ C**! y definamos la siguiente aplicacién:

n: Sl % S2n+1 — S2n+1
(A, x) — n(\x) =z = (Axg, -+, Axy)

la cual estd bien definida. Ahora veamos que dicha aplicacién es una accién y ademds que

cumple las condiciones del Teorema anterior.

= 7 es accién: Sean A,y € S! y x € S, tenemos:

i) A(yz) = Ayxo, - -+ s vzn) = (Myzo, -+, Ayan) = (Ay)z.

ii) Sea 1 € S! el elemento neutro, Vo € S>**! tenemos que
lz = (lzg, -+ ,1lzp) = (20, -+ ,Zp) =2

= 7 es diferenciable porque coordenada a coordenada es diferenciable.

= 7 es propia: Sabemos que S' es un grupo de Lie compacto y como 7 es continua, 7

es propia4.
= 7 es libre: Veamos que \x =z < A =1:

= Supongamos que A\x = ¢ = Ax; = x; Vi = Ax; — x; = 0 y esto ocurre cuando
A=1.

<« Trivial.

Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.6, tenemos que S?*!/S! es una variedad diferenciable
cuya dimensién real es dim(S?" 1) —dim(S') = 2n+1—1 = 2n, es decir, dimc(S*T1/St) =
n. Y por lo tanto, el espacio proyectivo complejo también es una variedad diferenciable

compleja n-dimensional.

Observacioén 3.7. Hemos visto que los espacios proyectivos reales y complejos (de cual-
quier dimension) son compactos y conexos porque la proyeccion canénica es una aplicacion

continua desde la correspondiente esfera.

Ver [6, Corolario 9.14] que dice: Cualquier accién continua de un grupo de Lie compacto en una
variedad diferenciable es propia.



3.3. Grupos Clasicos

En esta seccién vamos a hablar sobre algunos grupos de matrices que son importantes
para nuestro trabajo. Estos grupos tienen unas propiedades bésicas (que no vamos a
demostrar) las cuales nos van a servir para demostrar algunos resultados posteriores. En
primer lugar tenemos que recordar que My, ,(K) es el conjunto de las matrices de tamaiio
k xn con k,n > 0y con coeficientes en K que es cuerpo (K serd R o C).

El grupo general lineal GL(n,K) que es el conjunto de matrices con determinante
distinto de cero es un grupo de Lie real o complejo que tiene dimensién real o compleja
n2. Se sabe que GL(n,C) es conexo y que GL(n,R) tiene dos componentes conexas.

El grupo ortogonal O(n,R) es el conjunto de matrices de GL(n,R) con determinante
no nulo y el grupo SO(n,R) que es el conjunto de matrices de O(n,R) con determinante
1 son grupos de Lie reales, compactos y de dimensién @ Ademas, O(n,R) tiene dos
componentes conexas donde SO(n,R) es una de ellas.

El grupo unitario U(n) = {A € GL(n,C): AA* = Id} es un grupo de Lie de dimensién
n?, donde A* es la matriz traspuesta conjugada de A, ademds es compacto y conexo. Y el
grupo unitario especial SU(n) que es el conjunto de matrices unitarias con determinante
1 es un grupo de Lie de dimensién n? — 1, ademés, es compacto, conexo y simplemente

conexo.

3.4. Espacios homogéneos

Teorema 3.8. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G y sea G/H := {cH: o €

G}, es decir, el conjunto de clases a izquierda mdédulo H. Sea
mw G — G/H
o +— mw(o)=0cH

la proyeccion candnica. Entonces G/H tiene una estructura de variedad diferenciable tal

que:
a) ™ es C™®

b) SioH € G/H existe un entorno W de o H y una aplicacion (C*) 7: W — G tal

que ToT = id
Ademds, se cumple que: dim(G/H) = dim(G) — dim(H)

Definicién 3.9 (Variedades homogéneas). Sean G un grupo de Lie y H un subgrupo
cerrado de G. Entonces las variedades de la forma G/H donde la estructura de variedad
diferenciable es la unica que satisface las condiciones a) y b) del teorema anterior, se

llaman variedades homogéneas.



Definicion 3.10. Con las notacion de la definicion anterior y ademds sea M un conjunto

cualquiera. Sea
n GxM — M

(o,m) +— n(o,m)=om
una accion a izquierda de G sobre M. Por lo tanto, para cada o € G sea

Ne: M — M
m s ny(m)=mn(c,m)=om

la cual es una biyeccion de M.

La accion n se dice que es efectiva si e € G (elemento neutro) es el inico elemento
tal que ne = idyr. La accion se dice que es transitiva si para m,n € M existe un o € G
tal que ne(m) = n.

Por dltimo, sea my € M el grupo de isotropia en mq (estabilizador de mg)

Isog(mp) = {0 € G: ne(mo) = mop}
es un subgrupo cerrado de G.

Teorema 3.11. Sea
n GxM — M

(o,m) +—— n(o,m)=om

una accion (a izquierda) transitiva de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable
M. Sea mg € M y sea H el grupo de isotropia en my.

Definimos la aplicacion:

Entonces, B es un difeomorfismo.

Ejemplo 3.12. Veamos que los espacios proyectivos real y complejo son variedades ho-

mogéneas:

i) En primer lugar veamos el real:

Sea RP™ el espacio proyectivo real de dimensionn y sea G := SO(n+1,R). Definimos

la siguiente aplicacion la cual es una accion transitiva:

n: GxS* — S"
(A,z) +— n(A,z)= Az

Ademas, mediante la proyeccion

7. S — RP"=S§"/S°
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se induce una accion transitiva:
n: GxRP*" — RP"
(A, [z]) = 7(A, [z]) = [Az]

Por dltimo, calculamos el grupo de isotropia de [en+1] y tenemos:

Al 0 - Ot
H:{( o | detd) ) :AeO(n,R)}_O( R)

por lo tanto, RP" es difeomorfo a SO(n+ 1,R)/O(n,R)

ii) Ahora veamos el complejo:
Sea CP" el espacio proyectivo real de dimension n y sea G := SU(n+1). Definimos

la siguiente aplicacion la cual es una accion transitiva:

n: G x (C\{0}) — C"\{0}
(A, 2) — (A, z) = Az

Ademds, mediante la proyeccion
T (C”‘H\{O} — CP"
z — [2]
se induce una accion transitiva:

i: GxCP" — CP"
(A [2]) = (A [z]) = [AZ]

Por dltimo, calculamos el grupo de isotropia de [en+1] y tenemos:

Al 0 N
H = {( 0 [ 1/det(A) > A€ U(n)} =U(n)

por lo tanto, CP" es difeomorfo a SU(n+1)/U(n). o

Observacién 3.13. Ahora como observacion tenemos que decir que todo espacio ho-
mogéneo es un fibrado principal ® ya que si tomamos G un grupo de Lie y H un subgrupo
cerrado de G, la proyeccion candnica de G a G/H define un H-fibrado principal. Para
comprobar esto, basta comprobar las 3 condiciones de la definicion de fibrado principal,
la primera y sequnda son de fdcil comprobacion pero la tercera hay que buscarla en [/,
Ejemplo 5.1].

5Un fibrado principal sobre una variedad diferenciable M con grupo G consiste en una variedad P

y una accién de G en P satisfaciendo: (1) G actia libremente sobre P a la derecha; (2) M es el espacio
cociente de P mediante la relacién de equivalencia inducida por G, M = P/G, y la proyeccién candnica m
de P en M es diferenciable; (3) P es localmente trivial, es decir, todo punto = € M tiene un entorno U tal

que 71 (U) es difeomorfo a U x G.
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4. La Variedad de Grassmann

En este capitulo del trabajo vamos a hablar de la Grassmanniana, la cual tiene re-
lacién con el, ya introducido antes, espacio proyectivo y ademads tiene unas propiedades

particulares, las cuales no hemos visto a lo largo de nuestro grado.

Definicién 4.1 (Variedad Grassmanniana). Sea K" un espacio vectorial de dimension n
sobre el cuerpo K, el conjunto de todos los subespacios vectoriales k-dimensionales es la

variedad Grassmanniana de k-planos en K" y se escribe Gryp 0 Gryn(K) o Gry ,,(K").

Nosotros fijaremos la notacién Gry , (K) para referirnos a la Variedad Grass-
manniana.

Como hemos empezado hablando de los espacios proyectivos RP™, tenemos que decir
que podemos ver dichos espacios como Grassmannianas de rectas, es decir, si £k = 1,
Grin(R) = RP" L,

Ademas tenemos que las Grassmannianas lineales son de la forma:
Gry(K) := {subespacios vectoriales de dimension k de K"}, K=R o C

y usando la Proposicién 2.3 a cada subespacio proyectivo de dimensién k£ de KP" le co-
rresponde biyectivamente un subespacio vectorial de dimensién k + 1 de K"*!. Entonces

las Grassmannianas proyectivas de la forma:
Grpn(K) := {subespacios proyectivos de dimension k de KP"}, K=R o C
de este modo llegamos a la biyeccién:
Grk,n(K) = Grk+1,n+1(K)

Para abreviar, a un subespacio vectorial de dimensién k lo llamaremos k-plano.

4.1. Grassmannianas reales

La Grassmanniana real Gry,,(R) se compone de los k-planos de R™ como hemos dicho
antes. Lo que vamos a hacer es mostrar dichos k-planos de otra forma la cual nos hara

mas fécil el estudio de Gry ,(R).

Proposicién 4.2. Todo k-plano se puede representar en forma de matriz de tamano kxn
la cual tiene rango k. Ademds, cualquier matriz de tamano k x n y rango k define un k-

plano de R™

Demostracion. Todo k-plano M de R™ se puede representar en forma de matriz de tamano
k x n ya que si {v1,---,v;} es una base de M basta poner cada vector v; como una fila
de dicha matriz, por lo tanto tenemos una matriz k£ X n de rango k ya que los vectores v;

son linealmente independientes.

12



Por otro lado, toda matriz A de tamano k x n y rango k define un k-plano en R"™ ya
que al ser de rango k, los vectores v; € R™ ¢ = 1,---  k que forman las filas de A son
linealmente independientes y ademas, son un sistema de generadores de un k-plano, por

lo tanto, forman una base de dicho k-plano. O

Las matrices de tamano k x n de rango k forman un subconjunto Ay, ,,(R) del conjunto
de las matrices de tamafno k x n, My ,(R). Por lo tanto a cada matriz A € Ay ,(R) le
corresponde un elemento de la Grassmanniana Gry, ,(R) el cual estd generado por las filas
de dicha matriz; escribimos span(A) = span(Ai, - -- , Ax) siendo cada A; la fila i-ésima de
A.

Ahora que sabemos que todo k-plano de R™ tiene una matriz asociada de tamaino k xn
de rango k, nos preguntamos si hay matrices que generen un mismo k-plano. La respuesta

esta dada por la siguiente:

Proposicién 4.3. Sean M, N € A; ,(R), se tiene que M y N generan el mismo k-plano
st, y solo si, existe A € GL(k,R) tal que AM = N.

Demostracion. Demostraremos las dos implicaciones:

= Sean M, N € A, (R) y supongamos que M y N generan el mismo k-plano. Tenemos
entonces que span(N) = span(M) y por lo tanto, podemos escribir A;M = N;, Vi
siendo N; la i-ésima fila de N. Basta formar una matriz A cuyas filas son dichos
A;, la matriz A no es mas que un cambio de base, por lo tanto tiene determinante
distinto de cero entonces A € GL(k,R).

< Sean M, N € Ap,(R) y A € GL(k,R). Supongamos que AM = N, es decir,
A;M = Nj, Vi con A;, N; las filas de A y N respectivamente. Cada N; € span(N)
entonces span(N) C span(M) y como su dimensién es la misma, son iguales. Por lo

tanto, definen el mismo k-plano.

O]

Entonces como conclusiéon podemos decir que a cada matriz A € Ay, ,(R) le corresponde
un k-plano A € Gry,(R) y por lo tanto, mediante la Proposicién 4.3 podemos decir que:
Ay ¥ son el mismo elemento de Gry,(R) si, y solo si, existe A € GL(k,R): AM = N,

con M y N la representacién matricial de ¥ y A respectivamente.

Observacioén 4.4. La relacion R (que es la relacion de la Proposicion 4.3) definida en

A n(R) es una relacion de equivalencia:

M ~ N & 3A € GL(k,R): AM = N.
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Proposicion 4.5. La siguiente aplicacion es una biyeccion:
¢: Apn(R)/R — Gryn(R)
donde R es la relacion de equivalencia antes indicada.

Demostracidon. Trivial ya que tenemos dos funciones sobreyectivas: ¢: Ay ,(R) — Gry ,(R)
que envia M —— span(M) y la proyeccién 7 y ademds, sabemos que ¢p(M) = ¢(N) <

N ~ M, haciendo el siguiente diagrama conmutativo:

¢

-Ak,n (R) Grk,n (R)

©

Ak,n (R)/R
O

Ejemplo 4.6. Como primer ejemplo, vamos a trabajar en la variedad de Grassmann
Gry3(R) de dimensidn 2 ya que vamos a demostrar con otras técnicas que al multiplicar
una matriz representativa de un plano por una matriz del grupo general lineal, nos da
como resultado otra matriz representativa del mismo plano. Ademds vamos a representar
grdficamente mediante la herramienta SAGE el plano y los vectores que lo generan. Sea

A € Gra3(R), con representacion matricial M :

1 2 3
M =
(1 1 1)

con rang(M) = 2. Sea ademds, A € GL(2,R),

A:12
3 4
A'M:12-123:345:N
3 4 111 7 10 13

Entonces, podemos observar que rang(N) = 2. Solo nos falta ver que generan el mismo

tenemos pues:

2-plano, es decir, que la dimension de la suma de los espacios que generan las filas de M

y N es la misma que la dimension de ellos. Entonces comprobando, nos sale que:

1 2 3
11 1]

rang 3 4 5 =
7 10 13
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Por lo tanto, M y N generan el mismo 2-plano de R3, es decir, son el mismo elemento
de Gra 3(R).
Por otro lado, sean los vectores i = (1,2,3), ¥ = (1,1,1) los generadores del plano A,

tenemos que las ecuaciones parameétricas de dicho plano son:
(x,y,2) = A(1,2,3) + u(1,1,1)

es decir, tenemos:

rT=A+pu
y=2\+p
z=3\+pu

Ahora hallamos la ecuacion implicita de A:

=0=-2+2y—2=0

IS IS
W N =
—_ = =

por lo tanto,
A={-z+2y—2=0}

Con una simple comprobacion podemos observar que @, U € A y ademds que W =
(3,4,5), t= (7,10,13) € A, por lo tanto cada par de vectores que genera el mismo plano

A. Podemos observar una grdfica de dichos vectores y del plano en la Figura 1.

14.0

6.5

1.0 14.0
-1.0

6.5
6.5

140 -10

Figura 1: Gréfica del 2-plano —z + 2y — z = 0 con los vectores @ y ¥ en rojo (los mas

pequefios) y los vectores @ y £ en azul (los mas grandes).
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Ejemplo 4.7. Ahora trabajemos en Grz 5(R). Sea Q € Grz5(R), con representacion ma-
tricial M :

2 3 456
M=1{(0 10 2 0 1
1 1 1 11
cuyo rango es 3. Por otro lado, sea A € GL(3,R),
1 1 1
A=10 1 1
0 0 1
haciendo el producto de matrices tenemos:
1 11 2 3 456 3 14 7 6 8
A-M=10 11 0 10 2 0 1|=1(]1 11 3 1 2|=N
0 01 1 1 1 11 1 1 1 11

Entonces, como antes, podemos observar que rang(N) = 3. Solo nos falta ver que generan
el mismo 3-plano, es decir, que la dimension de la suma de los espacios que generan las
filas de M y N es la misma que la dimension de ellos. Entonces comprobando, nos sale
que:

3
10
1
14
11
1

rang

— = W~ O N
= O = O Ot

— W = = N
= N 00 = = O

Por lo tanto, M y N generan el mismo 3-plano 0 de R®, es decir, son el mismo ele-
mento de Gr3 5(R). o

Observacién 4.8. La variedad de Grassmann Gry, ,(R) también puede considerarse como
el espacio de esferas de centro 0 y de dimension k — 1 contenidas en la esfera S"1,

correspondiendo estas univocamente a los subespacios vectoriales de dimension k de R™.

Observacién 4.9. Por otro lado, podemos ver que existe una biyeccion entre Gry ,(R) y
Grp—kn(R) dada por la ortogonalidad de espacios vectoriales, es decir, podemos ver que
la stguiente aplicacion es una biyeccion:
ol: R* — R"
W o— Wt

donde W es un subespacio vectorial de R* y Wt = {v € R": < v,w >=0Yw € W} es el

complemento ortogonal de W.
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Esta claro que la ortogonalidad es una biyeccion ya que para W subespacio vectorial de
R” se tiene que R™ = W @ W+.

Ahora, sean W un subespacio vectorial de R™ de dimension k con lo cual tendrd una
base {v1,--- ,vi}, dichos vectores de la base generardn un k-plano de Gry,,(R), entonces

tenemos la biyeccion:

(252 GT’k,n(R) — Grn,km(R)
< V1, ,0 > +F—— <111,---,vk>l:<vk+1,---,vn>
con {Vg41, - ,vn} un conjunto de vectores que forman base de algin subespacio vectorial

W’ en R™, por lo tanto dicha base forma un elemento de Gryp_j »(R) ya que son un (n—k)-
plano.
La biyeccion ¢ es clara ya que es el complemento ortogonal de un subespacio vectorial:

<Ul’...’fuk>@<fuk+1’...,vn >:Rn

4.2. La variedad de Grassmann vista como espacio homogéneo

Lo que vamos a hacer ahora es identificar la Grassmanniana con un espacio homogéneo.

. . . ., -1
Como hemos visto antes, O(n,R) es un grupo de Lie de dimensién % Sea 0 <k <n,
sabemos que cada espacio k-dimensional ©® C R" esta generado por k vectores linealmente

independientes uy, - - -, ug, es decir, © = span(uq,--- ,ug). Definimos la aplicacién:

¢: O(n,R) x Gryn(R) — Grin(R)
(R,0) — ¢(R,0) = span(Ruq, - - , Ruy)

la cual es una accién transitiva de O(n,R) sobre Gry, ,(R).

e Veamos que ¢ esta bien definida. Supongamos que © = span(uy,--- ,u), para otros
k vectores linealmente independientes vy, - - , v se tiene que:
k
V; :Zaijuj, 1 S’LS k
=1

para algunos a;; € R, y entonces

k
R’UZ‘ = Zainuj, 1 <1< k
j=1

lo que demuestra que
span(Ruy,- -+ , Rug) = span(Ruvy, - - - , Rug)
lo que implica que la accién esta bien definida.

® ¢ es una accion: trivial usando el producto de matrices.
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e ¢ es transitiva: Sean ©, A € Gry,(R). Sabemos que © tiene una base ortonormal®
{uq,--- ,ux} la cual la podemos completar’ hasta formar una base {u,--- ,u,}
ortonormal de R"™. Hacemos los mismo para A el cual tiene como base ortonormal

{v1, -, v} la cual completamos hasta llegar a {vq,--- ,v,}.

Ahora, respecto de la base ortonormal (ug,--- ,u,) la matriz de la aplicacién lineal

que envia u; —> v; es ortogonal.

Ahora vamos a encontrar el estabilizador (grupo de isotropia) de un k-plano. Sea I'g el
subespacio generado por los k primeros vectores de la base canénica {e1,-- ,e,} de R™,

es decir, I’y = span(eq, - - ,er). Veamos que el grupo de isotropia de I'y estd dado por:

Isoo(mr) (o) = { (%‘%) €On,R): Ac O(k,R)y Be O(n — k,R)} (1)

Para ver que se cumple esta igualdad, primero recordemos la definicién de grupo de

isotropia o estabilizador en este caso:
Isop(mr) (o) = {X € O(n,R): span(Xey,---, Xeg) = span(er,--- ,ex)}

por lo tanto, tenemos que demostrar una igualdad de conjuntos (1), lo hacemos por doble

contencion:

C Sea X € Isogar)(lo), tenemos que X € O(n,R) con span(Xey,---,Xeg) =
span(ey,--- ,ex). Llamamos a las columnas de X como Xj,---,X,, entonces te-
nemos que span(Xi,- -, Xp) = span(ey,--- ,er) y por lo tanto, X; es proporcional

a e; para 1 <1 < k. Tenemos la matriz X:
X — kak ‘ AXk:x(nfk)
O(n—k)xk ‘ X(n—k)x(n—k)

y como sabemos que X € O(n,R), X X! = Id,«n, se tiene que:

o o vt
xxt — ( KXkxk ‘ Aka(n—lc) )( ~;Xk><k ‘ AtOkX(n—k) )
O(nfk)xk ‘ X(nfk)X(n*k) X(n—k)xk ‘ X(n—k)x(n—k)
[ XX 4 XX KX
-\ i s

= Idnxn

5Todo espacio vectorial (finito dimensional) con producto interno tiene una base ortonormal.
"Gracias al Teorema de completacién de bases.

18



y esto implica que:

XXt+ XXt = Id o
+ Rk XXt = Idypys

XXt =0 N

o~ e X =0

XXt =0 5 oy

- XX = Idin—i)yx(n-k)

XX = Idp_gyxn-k)

y por lo tanto, la matriz X es de la forma:

¥ — Xiexck ‘ Aokx(nfk)
Otn—k)xk | X(n—k)x(n—Fk)

con X € O(k,R) y X € O(n — k,R) como querfamos.

AlO

D Sea C = (ﬁ) € O(n,R), con A € O(k,R) y B € O(n — k,R). Tenemos
ai;

que Ce; = : para 1 < i < k donde cada a;; es un elemento de la matriz
7%}

A. Y ademés, span(Cey,---,Ce;) = RF ya que A es ortogonal y por lo tanto,

span(Cey,--- ,Ce;) = span(ey,--- ,ex) = RF. Con lo que queda demostrada la

igualdad de conjuntos.

Por lo tanto, identificamos Iso(I'g) con O(k,R) x O(n —k,R)(= P lo llamamos asi por

comodidad) y entonces definimos la siguiente aplicacién:

B: O(n,R)/P — Grin(R)
R(P) —  B(R(P)) = ¢r(Io)

la cual es una biyeccién®

, usando la Definicién 3.10.

Damos entonces una estructura de variedad diferenciable? a Gry,(R) a partir de la
biyeccién anterior con O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R)) y de la estructura de variedad
diferenciable de dicho conjunto. En efecto, tomemos un atlas C*° A de O(n,R)/(O(k,R) x
O(n — k,R)) y basta que lo compongamos con 3 (la biyeccién anterior) para obtener el

correspondiente atlas C>®° A de Grin(R):
A={(Up):iel} = A={(BU),pi0ofY):iel}

asi, podemos observar en la siguiente figura cémo se construye el atlas de la Grassmanniana

a partir del atlas de O(n,R)/(O(k,R) x O(n—k,R)) y de la biyeccién con dicha variedad:

8Tenemos también que O(n,R) es un (O(k) x O(n — k))-fibrado principal sobre Gry, ., (R).
9Podemos dotar de un atlas y ver que las aplicaciones de transicién son difeomorfismos para ver que la

variedad de Grassmann es una variedad diferenciable como hacen en [14].
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0(n, R)/(0(k,R) X O(n — k, R))
R™

-

. |
1 wilA) S eilUi)=V;

B

! v

R |
B
\\ //

Figura 2: Construccion del atlas de Gy, ,(R)

Podemos comprobar que en verdad es un atlas C* ya que las aplicaciones ¢; o =1 son

inyectivas y ademas los cambios de coordenadas son difeomorfismos ya que:

(pioB ) o(pjoB ) =piof toBoypi =piop;!
y COmo (; o cpj_l es el cambio de coordenadas del atlas A, es un difeomorfismo.
Y como ya tenemos que la la Grassmanniana es una variedad diferenciable, usando el
Teorema 3.11 podemos ver que en realidad dicha biyeccién es un difeomorfismo. Ademéds

para calcular su dimensién sabemos que dim(O(k,R)) = $k(k — 1), entonces:

dim(Gri,(R)) = dim(O(n,R)) — dim(O(k,R) x O(n — k,R))
= dim(O(n,R)) — (dim(O(k,R)) + dim(O(n — k,R)))
_ %[n(n—l)—k(k—l)—(n—k)(n_k_l)]
1

= 5[ 2 n—k+k—(n*—nk—n—nk+k*+Ek)

1
= §(n2—n—k2+k:—n2—|—2nk:+n—k‘2—k)

n, R
n, R

= %(2kn—2k2)
= k(n—k)
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Como conclusién, podemos decir que hemos dotado de una estructura de variedad
diferenciable a la Grassmanniana Gty ,(R) cuya dimensién es k(n — k) y ademds hemos

encontrado un difeomorfismo el cual vamos a usar a continuacion.

Observacién 4.10. Tenemos que Ay n(R) es un abierto de My, ,,(R) que no es mds que
R¥*". Por lo tanto Ak, (R) es una variedad diferenciable. Ahora GL(k,R) actia sobre
Apn(R) de tal forma que Ay n(R)/GL(k,R) es una variedad diferenciable y como es bi-
yectivo con la Grassmanniana Gry,(R), tenemos que la Grassmanniana es una variedad
diferenciable. Esto nos lleva a decir que podriamos haber usado el Teorema 3.11 para ver
esta variedad es un espacio homogéneo sin haber dotado de estructura de variedad di-
ferenciable a la Grassmanniana antes de usar dicho Teorema. Ademds las dimensiones
coinciden ya que
dim(Agn(R)/GL(k,R)) = nk — k* = k(n — k)

Observacion 4.11. Sabemos que M, (R) es homeomorfo a R por lo tanto hereda todas
sus propiedades topoldgicas (ser conexo, Hausdorff, etc.). Como GL(n,R) es subconjunto
de M, (R) podemos dotarlo de la topologia del subespacio y ademds, O(n,R) es subconjunto
de GL(n,R) por lo tanto, también podemos dotarlo de la topologia relativa de subespacio

y mediante la proyeccion canonica:
m: OMn,R) — O(n,R)/(O(k,R) x O(n—k,R)) = Grin(R)

podemos dotar a Gry,(R) de la topologia cociente, es decir, U C Grin(R) es abierto s,
y solo si, 7 1(U) es abierto en O(n,R). Asi, la topologia de Gry.,(R) es la topologia mds

fina que hace de m una aplicacion continua.

Por otro lado, la variedad de Grassmann Gry, ,(R) también es difeomorfa a la variedad
homogénea
SO(n,R)/Hy, si k<n-—1

donde Hj, es el subgrupo de O(k,R) x O(n — k,R) formado por (A4, A’) tal que det(A) =
det(A’). Lo vemos:

Como hemos visto antes, SO(n,R) es un grupo de Lie de dimensién n(n-1)

2
0 < k < n, sabemos que cada espacio k-dimensional ® C R"™ estd generado por k vec-

. Sea

tores linealmente independientes uq,- - , ug, es decir, I' = span(ui,--- ,ug). Definimos la

aplicacién:

¢: SO(n,R) x Grin(R) — Gri,(R)
(A,T) — @(A,T) = span(Auy, - , Aug)

la cual es una accién transitiva de SO(n,R) sobre Gry ,(R).

e DBien definida: Lo mismo que hicimos para ver que la Grassmanniana es homeomorfa

a O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R)).
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® ¢ es una accion: trivial usando el producto de matrices.

e ¢ es transitiva: Sean ©, A € Gry ,(R). Sabemos que © tiene una base ortonormal
{uy, - ,ux}. Siesta base estd positivamente orientada no hacemos nada, pero si no,
permutamos el primer vector con el segundo y entonces dicha base estaria positiva-
mente orientada. Ahora, tenemos una base ortonormal positivamente orientada de
O, la prolongamos a una base de R™ y aplicamos el proceso de ortonormalizaciéon
de Gram-Schmidt y por lo tanto los k primeros vectores quedan iguales por que ya
son ortonormales. Y ahora otra vez vemos si esta base de R" estd positivamente
orientada, si lo estd no hacemos nada pero si no lo esta, cambiamos el primer vector
por el segundo y ya estaria. En conclusién, hemos creado una base ortonormal y
postivamente orientada de R"™. Hacemos lo mismo con el k-espacio A. Ahora la ma-
triz de cambio de base de la primera base de R™ a la segunda es ortogonal y ademés
tiene determinante igual a uno porque las bases tienen la misma orientacion, por lo

tanto la accién es transitiva.

Ahora vamos a encontrar el estabilizador (grupo de isotropia) de un k-plano. Sea 'y el
subespacio generado por los k primeros vectores de la base canénica {e1, - ,e,} de R",
es decir, I'g = span(ei, - ,ex). Veamos que el grupo de isotropia de I'g, Is050(n,r)(L0),

estd dado por el siguiente conjunto:

{ <%‘%> € SO(n,R): Ac O(k,R) y Be O(n—k,R),det(A) = det(B)} (2)

Para ver que se cumple esta igualdad, primero recordemos la definicién de grupo de

isotropia o estabilizador en este caso:
Isosomr)(T'o) = {X € SO(n,R): span(Xey,---, Xey) = span(er,--- ,e)}

por lo tanto, tenemos que demostrar una igualdad de conjuntos (2), lo hacemos por doble

contencion:

C Sea X € Isog0(nr)(l'0), tenemos que X € SO(n,R) con span(Xey, -, Xeg) =
span(ey,- - ,ex). Llamamos a las columnas de X como X7,---,X,, entonces tene-
mos que span(Xy,---,Xy) = span(e1,- -+ ,e) y por lo tanto, X; es proporcional a

e; para 1 < i < k. A partir de aqui se sigue como antes y por lo tanto, la matriz X

¥ = Xk ‘ Aokx(nfk)
O(n—k)xk ‘ X(n—k)x(n—k)
con X € O(k,R) y X € O(n — k,R). Ademés, como X € SO(n,R), det(X) =1y
por lo tanto, det(X) = det(X), como queriamos.

es de la forma:
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AlO
D Sea C = (T‘?) € SO(n,R), con A € O(k,R) y B € O(n — k,R) y con el

atq
mismo determinante. Tenemos que Ce; = : para 1 < ¢ < k donde cada a;
Qi
es un elemento de la matriz A. Y ademads, span(Cey,---,Ce;) = R¥ ya que A es
ortogonal y por lo tanto, span(Cey,--- ,Cey) = span(ey,--- ,ex) = RF. Con lo que

queda demostrada la igualdad de conjuntos.

Por lo tanto, identificamos Iso(I'g) con Hj que es el conjunto de matrices A x B con
A€ Ok,R)y B € O(n — k,R) cuyo determinante es el mismo. Entonces definimos la

siguiente aplicacién:

B: SO(n,R)/H,, —> Grin(R)
R(P) — B(R(P)) = ¢r(To)

la cual es una biyecciéon usando la Definicién 3.10.
Damos entonces una estructura de variedad diferenciable a Gry,(R) a partir de la
biyeccién anterior con SO(n,R)/Hj, y de la estructura de variedad diferenciable de dicho

conjunto.

4.2.1. Difeomorfismo entre Gry,(R) y Gr,_i,(R)

En la Observacion 4.9 vimos que existia una biyeccién entre las dos Grassmannianas,
de hecho existe un difeomorfismo como vamos a comprobar a continuacién. Gracias a los
resultados anteriores, tenemos el siguiente diagrama que nos ayuda a entender graficamente
el difeomorfismo que vamos a construir:

_ =1 °
Grin(R) P o Gro_kn(R)

& P2

O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R))

donde 1 y 12 son los difeomorfismos definidos antes entre la variedad de Grassmann y la
variedad O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R)), ademés sabemos que:

O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R)) = O(n,R)/(O(n — k,R) x O(k, R))

Por lo tanto, podemos observar que ¢ es un difeomorfismo entre Gry ,,(R) y Grp—»(R),
es decir,
Gripn(R) = Grp—in(R)
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Observacién 4.12. Como sabemos que podemos identificar las Grassmannianas Griy1 n+1(K)

con Gry, »(K), tenemos que:
Gren(K) = Grigine1(K) 2 Gryp—pni1(K) = Grp—p—1.,(K)
por ejemplo, cuando k =1 y n =3, tenemos que:

GT’173(K) = GT274(K) = GY’QA(K) = GT173(K)

4.2.2. Propiedades topolégicas de la Grassmanniana

Veamos que la variedad de Grassmann es compacta, para ello definimos la proyeccién
candnica:

7 O(n,R) — On,R)/(Ok,R) x O(n—k,R))
la cual es continua y como O(n,R) es compacto, O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R)) loes. Y

ademds como Gy, ,(R) es difeomorfo a este espacio, también es compacto.
Ademads, como la variedad de Grassmann es difeomorfa a SO(n,R)/Hy, definimos la
proyeccion
m: SO(n,R) — SO(n,R)/H

la cual es continua y al ser SO(n,R) conexo, SO(n,R)/Hj también lo es y por lo tanto,

Grin(R) es conexa.

4.2.3. La Grassmanniana orientada

Una vez definida la Grassmanniana, vamos a ver mediante la topologia algebraica que

tiene un espacio recubridor de 2 hojas llamado Grassmanniana orientada:

Definicién 4.13 (Grassmanniana orientada). La Grassmanniana orientada Gry ,(R) es
el conjunto de todos los subespacios vectoriales k-dimensionales de R™ con una orientacion

fijada, ya sea positiva, + o negativa, —.

Los elementos de évrk,n(]R) son de la forma: (I', orientacion). Por ejemplo, el mismo k-
plano con distinta orientacién son dos elementos de la Grassmanniana orientada: (I', 4+) #
(T', —). Sabemos que S” actiia sobre la Grassmanniana orientada y ademés dicha accién
es propiamente discontinua. Entonces por el resultado [5, Teorema 17.1] tenemos que
p: é\;"kn(]R) — évrk,n(]R)/SO es un recubrimiento. Donde

a;“kvn(R)/SO = {[(A, orientacién)]: (A, orientacion) € @kn(R)}

y ademas,
[(A, orientacion)] = {(A,+), (A, —)}.
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Por lo tanto, podemos identificar a a;’kn(R) /S° con la Grassmanniana Gry,(R) y

podemos ver la aplicacién p como:
p: Grk,n(R) — Grk,n(R)

Y por dltimo, como tenemos una aplicacién de recubrimiento, Gry ,(R) conexo y el
cardinal de las fibras de p es 2 ya que p~1(A) = {(A,+), (A, —)}. Tenemos que el recubri-
miento tiene 2 hojas.

De modo similar a como hemos determinado la estructura de la Grassmanniana como

espacio homogéneo se prueba que:

Teorema 4.14. La Grassmanniana orientada tiene estructura de espacio homogéneo me-
diante el siguiente difeomorfismo con el espacio homogéneo SO(n,R)/(SO(k,R) x SO(n—
k,R)):

Grina(R) 2 SO(n,R)/(SO(k,R) x SO(n — k,R))

4.3. La Grassmanniana compleja

Si tomamos el cuerpo C y definimos la variedad Grassmanniana a partir del espacio

vectorial C", tenemos que:
Gryn(C) := {subespacios vectoriales de dimension k de C"}

En este caso procedemos de forma similar al caso real para ver que tiene estructura
de variedad diferenciable y que ademés de identificarla con un espacio homogéneo, es
difeomorfo a él. También es compacto y conexo y ademds existe un difeomorfismo entre
las Grassmannianas complejas G, ,(C) y Grp—j 5 (C). El espacio homogéneo con el que

identificamos a la variedad de Grassmann compleja es:

Grea(C) = U(n)/(U(k) x U(n —k))

donde U(r) es el grupo unitario'®.

Como hemos visto antes, U(n) es un grupo de Lie de dimensién n?. Sea 0 < k < n,
sabemos que cada espacio k-dimensional © C C™ esta generado por k vectores linealmente

independientes u, - - - , uy, es decir, © = span(uq,--- ,ug). Definimos la aplicacion:

¢: Un) xGry(C) — Gry,(C)
(R,0) —  ¢(R,0) = span(Ruy, -, Rug)

la cual es una accién transitiva de U(n) sobre Gry, ,,(C).

e Veamos que ¢ estd bien definida: Lo mismo que hicimos para ver que la Grassman-
niana real es homeomorfa a O(n,R)/(O(k,R) x O(n — k,R)).

19F] grupo unitario U(r) es un grupo real (no complejo) aunque sea de matrices complejas.
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e ¢ es una accion: trivial usando el producto de matrices.

e ¢ es transitiva: Sean ©, A € Gry,(C). Sabemos que © tiene una base ortonormal
{uy,- -+ ,ur} la cual la podemos completar hasta formar una base {uy,--- ,uy} or-
tonormal de C". Hacemos los mismo para A el cual tiene como base ortonormal
{v1, - ,v;} la cual completamos hasta llegar a {v1,--- ,v,}. Ahora, respecto de la
base ortonormal (u1,--- ,u,) la matriz de la aplicacién lineal que envia u; — v; es

unitaria.

Ahora vamos a encontrar el estabilizador (grupo de isotropia) de un k-plano. Sea I'g el
subespacio generado por los k primeros vectores de la base canénica {e1, - ,e,} de C",

es decir, I'g = span(ey,--- ,er). Veamos que el grupo de isotropia de I'y estd dado por:

ISOU(n)(FQ):{<%‘%> GU(n):AEU(k‘)yBEU(n—k)} (3)

Para ver que se cumple esta igualdad, primero recordemos la definicién de grupo de

isotropia o estabilizador en este caso:
Isoy () (To) ={X € U(n): span(Xey,---,Xer) = span(ey,--- ,er)}

por lo tanto, tenemos que demostrar una igualdad de conjuntos (3), lo hacemos por doble

contencién:

C Sea X € Isoy)(I'o), tenemos que X € U(n) con span(Xey, -+, Xeg) = span(er, - -+, ex).
Llamamos a las columnas de X como X1, - -- , X,,, entonces tenemos que span(Xy, - , Xi)
span(ey,- -+ ,ex) y por lo tanto, X; es proporcional a e; para 1 < i < k. Tenemos la
matriz X:

X — kak ‘ Aka(nfk)
O(n—k)xk ‘ X(n—k)x(n—k)

y como sabemos que X € U(n), XX* = Id,«n, se tiene que:

X+ — ( Xioxk ‘ AXkX(nfk) )( ~ngk ‘ ASkX("_k) )
O(n—k)xk ‘ X(n—k)x(n—k) X(nfk)xk ‘ X(nfk)x(nfk)
[ XX XX KX
- x| x%
= Idpxn

y esto implica que:

XX* —i—XX* = Tdpxk X - Id
XX* — 0 X . kxk
XX* = 0 O
5 oy XX* = Idnpk)x(n-k)
XX* = Idpn—tyx(n—k)
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y por lo tanto, la matriz X es de la forma:

¥ — Xk ‘ Aokx(nfk)
Otn—t)xk | X(n—k)x(n—Fk)

con X e U(k) y X € U(n — k) como queriamos.

A0
D Sea C = (T‘?) € U(n), con A € U(k) y B € U(n — k). Tenemos que
ai;
Ce; = : para 1 < ¢ < k donde cada a;; es un elemento de la matriz
Q.

A. Y ademés, span(Cey,---,Ce;) = CF ya que A es ortogonal y por lo tanto,
span(Cey,--- ,Cey) = span(ey,--- ,ex) = CF. Con lo que queda demostrada la

igualdad de conjuntos.

Por lo tanto, identificamos Iso(I'g) con U(k) x U(n — k)(= P lo llamamos asi por

comodidad) y entonces definimos la siguiente aplicacion:

B: Un)/P — Gri,(C)
R(P) + B(R(P)) = ¢r(To)
la cual es una biyeccion usando la Definicién 3.10.
Damos entonces una estructura de variedad diferenciable a Gry,,(C) a partir de la
biyeccién anterior con U(n)/(U(k) x U(n—k)) y de la estructura de variedad diferenciable
de dicho conjunto.

Ademés para calcular su dimensién sabemos que dimg (U(k)) = k%, entonces:

dimgr(Grn(C)) = dim(U(n)) —dim(U(k) x U(n — k))
= dim(U(n)) — (dim(U(k)) + dim(U(n — k)))
= n?—k?—(n—k)?
= n?—k?—(n® —2nk+k?)
= —2k%+2nk
= 2k(n—k)
y por lo tanto la dimensién compleja!! de la Grassmanniana compleja es k(n — k).
Como conclusién, podemos decir que hemos dotado de una estructura de variedad

diferenciable a la Grassmanniana Gry,,(C) cuya dimensién compleja es k(n — k).

Por otro lado, como el grupo unitario es compacto y conexo, definamos la proyeccion:

7 Uln) — Un)/(U®K) x Oln — k))

1T a Grassmanniana compleja es una variedad compleja y no se puede demostrar con el uso de U(n) ya

que es un grupo real. Probar esto se escapa de las herramientas de este trabajo.
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que es una aplicacién continua y por lo tanto, U(n)/(U(k) x U(n — k)) es conexo y com-
pacto. Por lo que la Grassmanniana compleja es compacta y conexa. Ademads, gracias al

difeomorfismo 3, podemos ver que Gryn(C) es difeomorfa a Gry,— »(C).

4.4. Correlaciones en el espacio proyectivo

Sabemos que la variedad de Grassmann tiene varios campos de aplicacién, las propias
matematicas son uno muy importante ya que podemos usar dicha variedad en geometria
proyectiva, optimizacién, topologia algebraica, etc. Ademaés, uno de los principales campos
de uso es la visién por ordenador. Debido a la finitud de este trabajo no vamos a hablar
de la visién por ordenador ya que haria falta otro TFG.

En esta secciéon vamos a hablar de cémo interviene la Grassmanniana en la geometria
proyectiva, en concreto, hablaremos de la dualidad y méas en concreto de las correlaciones.
Sirven para ver que hay conceptos diferentes que son iguales en su esencia, el Principio de
dualidad de algunos teoremas y ademads podemos ver que la polaridad en cuadricas es un

tipo de correlacion.

Definicién 4.15. La Grassmanniana de todos los subespacios proyectivos de P(X"t1) es

el conjunto de todos los subespacios proyectivos del espacio proyectivo P(X"11), es decir,
n
Gr(X) = |J Grea(X)
k=-1

Observacion 4.16. En el capitulo 2, por la biyeccion establecida en la Proposicion 2.8
existe una identificacion entre Gry ,(X) y Gri11,41(X) siendo X"+ un espacio vectorial

de dimension n + 1.
Antes de definir correlaciéon vamos a dar un concepto reciproco, la colineacion.

Definicién 4.17 (Colineacion). Sea f: P(X"*1) — P(Y™!) una homografia entonces
se verifica que dim(P(A)) = dim(f(P(A))), con P(A) C P(X"*1). Dicha homografia'? f
induce una aplicacion F: Gr(X) — Gr(Y) tal que:

» respeta las Grassmannianas, es decir, F(Gry (X)) C Gry,(Y) para todo k €
{-1,0,--- ,n}.

» respeta los contenidos, es decir, si P(A) C P(B), F(P(A)) C F(P(B)).

Dicho esto, pasamos a definir correlacién que no es més que el concepto reciproco,

como ya hemos dicho antes.

12Cada homografia define de modo directo una colineacién.
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Definicién 4.18 (Correlacién). Sean P(X"T1) y P(Y" 1) dos espacios proyectivos di-

mension n. Una correlacion es una aplicacion biyectiva:
G: Gr(X) — Gr(Y)
que verifica:
» G invierte las Grassmannianas, es decir, G(Gry (X)) C Gry—1-n(Y) para todo
ke{-1,0,--,n}.
» G invierte los contenidos, es decir, si P(A) C P(B), entonces
G(P(A)) D G(P(B)).

Observacién 4.19. Sea X = K" un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K.

Se define el espacio vectorial dual como
X*: = Hom(X,K) :={f: X =K / f es una transformacion lineal}

el cual tiene dimension n también. Por lo tanto, se llama espacio proyectivo dual a P(X*).
El motivo de esta observacion viene dado porque tenemos que una correlacion de P(X) en

st mismo es una colineacion de P(X) en P(X*).

Pasemos a dar un ejemplo que nos hard entender mejor las correlaciones, sobre todo la
frase del principio de la secciéon que dice que hay conceptos diferentes que son iguales en su
esencia. Un haz de hiperplanos en un espacio proyectivo P(X) es el conjunto de todos
los hiperplanos de P(X) tal que todos contienen el mismo subespacio de una dimensién

menos, es decir,
Haz de hiperplanos: = {H C P(X): dim(P(X))y S C H}
donde dim(S) = dim(P(X)) — 2. A S se le llama soporte del haz.

Ejemplo 4.20 (Haz de hiperplanos). Sea G una correlacion de un espacio proyectivo
P(K"Y) de dimension n en si mismo y sea L C P(K"!) una recta proyectiva de P(K"*1).
Entonces usando la definicion de correlacion tenemos que:
. Como G(Grin(K)) C Gryp—i1—kn(K), tenemos que dim(G(L)) =n —1 —dim(L) =
n—1—-1=n-2;
» Para todo punto p € L se tiene dim(G(p)) =n—1—0=n—1, por lo tanto podemos

ver un punto como un hiperplano;

» Para todo punto p € L se tiene G(p) D G(L).

Por lo tanto, mediante la correlacion la recta y sus puntos se han transformado en un haz
de hiperplanos. En concreto, a cada punto le corresponde un hiperplano y a la recta en que

estdn los puntos, le corresponde el soporte del haz de hiperplanos. o
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Veamos las propiedades fundamentales de una correlacién, las cuales nos van a ayudar

a definir el principio de dualidad que veremos después.

Teorema 4.21. Sea G una correlacion de un espacio proyectivo P(K"*1) de dimension
n en s mismo y sean P(A), P(B) C P(X"!). Entonces:

s G también es correlacion;
= G(P(A) + P(B)) = G(P(A) NG(P(B));
» G(P(A)NP(B)) =G(P(A)) + G(P(B)).

Una vez dado este teorema pasemos al Principio de Dualidad, que es muy importante

en la geometria proyectiva.

Definiciéon 4.22. Dado un enunciado proyectivo que sdlo involucre relaciones de con-
tenido, suma e interseccion de subespacios se llama enunciado dual al que se obtiene
realizando una correlacion, esto es, permutando las relaciones de contenido entre si y las

de suma con interseccion.
Por lo tanto, se tiene:

Teorema 4.23 (Principio de dualidad). La verdad de un enunciado equivale a la de su
dual.

En el siguiente ejemplo vamos a hallar el dual del teorema de Desargues. En primer
lugar enunciamos dicho teorema cuya demostracién la podemos encontrar en cualquier

libro de geometria proyectiva.

Teorema 4.24 (Desargues). Sean a,b,c,a’,b', ¢ seis puntos de un plano proyectivo tales

que no haya tres alineados y sean:
p=<a,b>N<d, bt >qg=<bc>Nn<V,d>r=<ac>n<d,d>

entonces p,q,r estin alineados si y solo si las rectas < a,a’ >,< b,b/ >,< ¢,d > son

concurrentes.

Ejemplo 4.25. Ahora, supongamos que tenemos una correlacion de P(K3) en si mismo
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con dim(P(K3)) = 2. Usando la definicion de correlacion y sus propiedades tenemos:

a,b,c,d’ V', puntos <, L .R,S,L',R',S rectas
<a,b> — LNR=zx
< b,c> — RNS=y
<a,c> — LNS==z
<ad, bt > — L'NR =2
<V,d > — RNS =y
<dad,d > — 'ns =2
p=<a,b>nNn<d,b > — <z, >
g=<be>n<V,d> — <y,y >
r=<a,c>N<a,cd > — <z 7>
<p,q,r >, siestan alineados — <z, >N<yy >N<zz2 >
— <p,¢d,r">

{<a,a’>m<b,b’>ﬂ<c,c’>}

st son concurrentes

Por lo tanto el enunciado dual es:

Sean L,R,S,L', R, S’ seis rectas del plano proyectivo tales que no haya tres concu-

rrentes y sean:

Tn=(LNR)+ (L'NR)
Ty=(RNS)+ (RnS)
T5=(LNS)+(L'nS

tres rectas. Entonces Ty, Ty, T3 son concurrentes si y solo si, los puntos L N L,
RNR, SNS estin alineados.

\. .

El teorema de Desargues es autodual, porque queda la misma configuracion de puntos
y rectas en el enunciado dado que es su dual. Veamos grdficamente los dos teoremas a
continuacion. Tenemos que decir que hemos usado la herramienta GeoGebra para obtener

estas figuras.

31



P

S

(a) Teorema de Desargues (b) Teorema dual

Figura 3: Comparacion grafica del teorema de Desargues y su dual cuando se verifican las

hipotesis de cada uno de ellos.

o

Por otro lado, hay teoremas como el de Pascal cuyo enunciado dual es el teorema de
Brianchon, basta usar la polaridad como correlacién. Y sélo hace falta demostrar uno de

ellos para poder afirmar la veracidad del otro.

5. Variedad de Stiefel y su relaciéon con la de Grassmann

Ahora pasamos a estudiar otro tipo de variedad, la variedad de Stiefel. La variedad de
Stiefel esta relacionada con las referencias de un espacio vectorial. Dicha variedad también
es un espacio homogéneo y estd intimamente relacionada con la variedad de Grassmann.

He ahi el motivo de su estudio en este trabajo.

Definicién 5.1 (Variedad de Stiefel). Sea V un espacio vectorial sobre R de dimension n

y sea 0 < k < n, se define la Variedad de Stiefel como el conjunto:

Si(V) :={k —bases en V} = {w = (w1,...,wg) : wi,...,wg son li.en V}

A continuacién vamos a identificar a la variedad de Stiefel con un espacio homogéneo
como hicimos antes con la de Grassmann. De esta forma vamos a dotar a la variedad de

Stiefel con una estructura de variedad diferenciable.

5.1. La Variedad de Stiefel vista como espacio homogéneo

Vamos a identificar la variedad de Stiefel con un espacio homogéneo como hemos hecho
antes con la variedad de Grassmann, fijemos una base eq,...,e, de V e identifiquemos V

con R™. Entonces la accién:
n: GL(?’L,R) X Sk(V) — Sk(V)
(A, (v1,...,08))  — (A, (v1,...,0)) = (Avy, ..., Avg)



es transitiva y entonces hallamos el grupo de isotropia de la k-base de los k primeros

vectores de la base candnica de V = R", es decir, e, ..., ¢eg.
H = Isogrmpr)((e1,. .. ex)) =

Idy | A
:{< e ) € GL(n,R): BGGL(n—k,R)yAGka(n—k)<R)}

donde M,y (n—i)(R) es el espacio de las matrices reales de dimensiones k x (n — k).

Definimos pues la siguiente aplicacién:

n: GL(n,R)/H — Si(V)
A(H) — (A(H)) =na((ex, -, ex))
la cual es una biyeccién (Ver Definicién 3.10). Y como en la variedad de Grassmann,
mediante esta biyeccién dotamos de estructura de variedad diferenciable a la variedad de
Stiefel Sk (V).
Ahora para calcular la dimensién de la variedad de Stiefeld, calcularemos la dimensién
de la variedad GL(k,R)/H la cual es dim(GL(k,R)) — dim(H) = k* — dim(H), entonces

solo nos falta hallar la dimension de H:
I|A
o B € GL(k,R) & B € GL(n — k,R)

dim(H) = dim(R**"R) 4 dim(GL(n — k,R))
= k(n—k)+ (n—k)?
= n(n—k)

Por consiguiente:

Y entonces, la dimensién de la variedad de Stiefel es:
dim(Sp(V)) = n? — n(n — k) = nk

entonces Si (V) ~ GL(n,R)/H tiene una estructura de variedad diferenciable de dimensién
kn, que es independiente de la base e1,..., e, de V elegida.

Por otro lado, sea ahora,

Sp(V) ={v=(v1,...,v5) : v; € Vecon 1 <i <k son vectores ortonormales}

Fijemos una base ortonormal e;,...,e, de V, entonces por el mismo razonamiento
anterior Sk (V) lo identificamos con O(n)/O(n — k) y por lo tanto, tiene una estructura de

k(2n—k—1)
2

variedad diferenciable de dimensién que es independiente de la base ortonormal

e1,...,en, de 'V elegida.
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Para k = 1, tenemos:
S1(V)~0(n)/O(n—1) ~ s !
En particular, S*~1 = S} (R™).

Observacion 5.2 (Propiedades topolégicas de las variedades de Stiefel). Llamemos varie-
dad de Stiefel a Sp(R™) y variedad de Stiefel de vectores ortonormales a Si(R™). Tenemos
que la variedad de Stiefel es no compacta pero la variedad de Stiefel de vectores ortonor-

males si lo es, basta ver que la proyeccion
m: O(n,R) — O(n,R)/O(n — 1,R)

es continua y como O(n,R) es compacto, O(n,R)/O(n — 1,R) ~ Sp(R™) lo es. Ademds,
por el mismo razonamiento, la variedad de Stiefel de vectores ortonormales es conexa ya

que es el cociente de SO(n,R) pero cuando k < n.

5.2. Relacién con la Variedad de Grassmann

En esta seccion vamos a ver que la variedad de Grassmann estd relacionada con la
variedad de Stiefel. Como bien sabemos, la variedad de Stiefel es el conjunto de las k-bases
de un espacio vectorial. Ahora, dichos vectores podemos ponerlos en forma de matriz, es
decir, que cada vector de la k-base sea una fila de dicha matriz. Asi, trivialmente podemos

definir la siguiente biyeccién la cual nos da la relacion buscada:

T: Sk(R™) — Apn(R)
U1
v=(v1, - ,05) — 7(0)=
Vk

y como sabemos por la Proposicién 4.5 existe una biyeccién entre Ay, ,(R)/ ~ y Gry,(R)
y por lo tanto, la variedad de Grassmann G7y,,(R) es biyectiva a una variedad cociente
de la variedad de Stiefel Si(R"™)/ ~.

Observacién 5.3. Tenemos otra forma de ver que la variedad de Grassmann es una varie-
dad compacta. Sabemos que Si(R"™) C Sp(R™) y ademds, cualquier elemento de Gry, ,(R)
tiene una base ortonormal. Ademds, la variedad de Stiefel de vectores ortonormales Si,(R™)

es compacta, por lo tanto, mediante la proyeccion
T Sk(Rn) — Sk<Rn)/ ~

restringida a gk(Rn) que es una aplicacion continua, tenemos que la variedad de Grass-
mann es una variedad compacta. Y del mismo modo, sabiendo que la variedad de Stiefel de
vectores ortonormales Si(R™) es una variedad conexa cuando k < n, mediante la corres-
pondiente proyeccion podemos ver que la variedad de Grassmann es una variedad compacta

cuando k < n.

34



5.3. Proyecciones y simetrias.

En esta seccién hemos hecho uso de [8] y [2]. Vamos a dar una biyeccién entre la
Grassmanniana real y un conjunto de matrices con unas propiedades especiales, esto no

es mas que otra forma de ver dicha variedad. Asi pues, sea la variedad de Grassmann
Grin(R).

5.3.1. Proyecciones.

Para cada T € Grin(R), sea {uy,--- ,ux} una base ortonormal de YT y consideremos
su representacion matricial:
U1

Q = € Mixn
Uf
con QQ' = Id. Entonces la matriz A = Q'Q € GL(n) satisfaciendo que A* = A, A2 = A
y que traza(A) = k es la matriz de la proyecciéon ortogonal de R™ sobre Y en la base
canoénica de R™. Por lo tanto podemos definir una biyeccién entre los conjuntos Gry, ,(R)
y Pr(n) := {A € GL(n,R): At = A, A%2 = A, traza(A) = k} C Sim(n), siendo Sim(n) el
conjunto de matrices simétricas n x n:
gk Grin(R) — Pi(n)
T — gr(¥)=A

5.3.2. Simetrias o reflexiones.

Con las notaciones anteriores, la matriz B = 2A—Id = 2Q'Q —Id € gl(n) que satisface
que: Bt = B, B?> = Id y traza(B) = 2k — n es la matriz de reflexién (o simetria):
Sy: R* — R”
w +— Sy(w)=wB
de R™ respecto del k-plano T C R", en la base canénica de R™. Por otro lado, sea
Ror—n(n) :={B € GL(n,R): B' = B, B> = Id, traza(B) = 2k —n}
entonces la siguiente aplicacion es biyectiva,
hk: Pk(n) — ng_n(n)

A=BHd p(A)=B=24-1d

y por lo tanto, podemos definir otra aplicacién biyectiva

7% Grea(®) 25 P(n) 5 Ropn(n)
Y = span(ui, - ,u;) — A=Q'Q +— G (¥)=B=24-1d

que asocia a cada T € Gry ,(R) la matriz B de la reflexién (o simetria) Sy de R™ respecto
del k-plano T C R™.
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Observacién 5.4. Podemos definir una métrica'®> (y por lo tanto una topologia) en
Grin(R), dicha métrica es conocida como métrica “gap”. En concreto, sean Yi,YTo €

Grin(R), definimos la distancia'* “gap” como:

d(Y1, T2) = [|ge(T1) — gr(T2)ll2 = [| A1 — Azl
donde gr.(Y;) = A; es la proyeccion ortogonal sobre T, con i =1,2.

Vamos a ver a continuacién un ejemplo de cémo usar las proyecciones, veamos una

superficie utilizada en geometria algebraica:

Ejemplo 5.5 (Superficie de Veronese). En primer lugar, tenemos que decir que vamos
a seguir la notacion anterior. Sea gi: RP? — Sim(3) = RS la aplicacién que asocia
a cada elemento T € RP? = Gri13(R) la matriz A de la proyeccion ortogonal de R3
sobre la recta Y C R3. Probemos es un embebimiento y que g1 (RP?) = {A € gl(3): At =
A, A% = A, traza(A) = 1}(= P1(3)). Para cada T € RP? tenemos la proyeccion ortogonal
Py:R3 — Y C R3 sobre dicho 1-plano Y y ademds, la aplicacion

g1: RP?=Gri3(R) — Pi(3)
A — qi(A)=A

con P1(3) := {A € gl(3): At = A, A% = A, traza(A) = 1} es biyectiva y la siguiente

aplicacion sobreyectiva es diferenciable:
hy: s Ts RP2 L Pi(3)
(x,y,2) —» [r:y:z] — A

2

T ¢ xYy TZ
con A= |y (a: Y z> =\|zy y2 yz | = (962,y2,z2,96y, T2, Y2).
z rz yz 2

Ast, para ver que la aplicacion g1 es un embebimiento con gl(RIP’Q) = P1(3), serd

suficiente probar que la aplicacion diferenciable:

h: R?®-{(0,0,0)} — RS
(:U?y7z) H h('x?y7z):(x27y2ﬁz2?xy7xz?yz)

es una inmersion. Para ello, sean (x,y,z) € R3 — {(0,0,0)}, v = (v1,v2,v3) € R? y
a(t) e R? con a(0) = (z,y,2) y o/(0) = (v1,v2,v3). Supongamos que

d
(dh)(:c,y,x) (U) - % h(a(t))
t=0
= (2zv1,2yve, 22v3, yv1 + T2, 201 + TV3, 2V + YU3)

= (0,0,0)

13 Ademds sabemos que todo espacio métrico es Hausdorff, entonces Gry »(R) es Hausdorff.
m n 2 )1/2

"La norma 2 que usamos estd definida como: |All2 = (37, S0 | a3
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Entonces, como (x,y, z) # (0,0,0) tenemos que uno de los x,y,z no es cero. Por ejemplo,

sea x # 0, entonces:
(22v1,0,0, 2v9,2v3,0) =0 v; =0, Vi=>0v =0

Por lo tanto, h es una inmersion. Y ademds, la subvariedad conexa, compacta 2-
dimensional h(S?) = {(2%,v?, 22, 2y, v2,y2): (2,y,2) € S*} de RS se llama superficie de
Veronese. Como tenemos que las coordenadas de la superficie son homogéneas y distintas

de cero, podemos verla en el espacio proyectivo RP simplemente tomando:

h:  RP? — RP®
[2:y: 2] — h(z,y,2]) = [22: y%: 22 ay: 2zt vz

6. Embebimiento de Plicker

En primer lugar, vamos a hablar sobre la inmersiéon de Pliicker mediante la cual pode-
mos observar a la variedad Grassmanniana Gry, ,,(K) como un subvariedad proyectiva del
espacio proyectivo KP() 1. Esta aplicacion hace corresponder a cada k-plano de Gry, ,,(K)
k coordenadas homogéneas del espacio proyectivo. Tenemos que usar las nociones de alge-
bra exterior (dlgebra de Grassmann), recordemos qué es el dlgebra exterior de un espacio

vectorial V.

6.1. Algebra exterior

Vamos a estudiar con brevedad algunas definiciones y propiedades que nos van a ayudar

en este capitulo. Hemos hecho uso de [12], [13] en esta seccidn.
k
Sea V un espacio vectorial de dimensién n, la k-ésima potencia exterior de V, AV, es

un espacio vectorial que tiene asociado una aplicacién ¢ que definimos a continuacion:

k
=~

k
¢p: Vx".°xV — AV
('Ul?-.-,’l)k) — QS(Ul’.--’Uk):le...Avk

llamada multiplicacién exterior. Este producto tiene la propiedad de ser multilineal (lineal

en todas sus componentes) y antisimétrico, esto es,
VIA AN AU AN AN = =01 A AU A AV A~ Avg con i < j
y de estas dos propiedades tenemos que se cumple:
VA AVA---AVAN---ANv =0

Ahora, veamos la siguiente:
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Proposicién 6.1. Dada una base 8 = {v1,--- ,v,} de V, el conjunto:

Bk:{eil/\---/\eik:1§i1<~-<z’k§n}

k
es una base de \'V. Por lo tanto, tenemos que:

dim( /k\ V) = (Z)

k
si 0 < k <n. Ademds, para k > n tenemos que \'V = {0}.

Lema 6.2. Sea W un subespacio vectorial d-dimensional de un espacio vectorial V n-
dimensional sobre un cuerpo K, ademds sean B1 = {wi,--- ,wq} y Po = {v1, -+ ,vq} dos
bases de W. Entonces

Ul/\---/\vd:)\(wl/\-~-/\wd)

para algin A € K.

Demostracion. En primer lugar, realizamos un cambio de base de (s en 51, es decir,
tenemos que:

U)j = aljvl + -+ adjvd

con a;; € K,Vi, j. Calculamos entonces:

wi A Awg = (a1101 + -+ agvg) A A (argvr + -+ agava)
= Y 59n(0)a15(1) - Aag(a) (V1 A -+ Ava)
oESy

donde sgn(o) es la signatura de o. Entonces vemos que

> sgn(0)are() - tdo(a) = det(A) ==\
€Sy

donde A = (a;;) es la matriz de cambio de base. O

6.2. Embebimiento de Plicker

Dada la ultima propiedad de la secciéon anterior, pasamos a definir la aplicacion de
Plicker.

Definicién 6.3 (Aplicacién de Pliicker). Sea A € Gry,,(K) tal que {vi,--- , v} es una

base de A, se define la aplicacion de Plicker de la siguiente forma:

P Gra(K) — PAKY)
A — p(A) =[vr A A g

donde [v1 A -+ Ay es el proyectivo del vector vy A - -+ A vg.
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Dicha aplicacion estd bien definida por el Lema 6.2. Ahora vemos un ejemplo para
entender mejor la definicién, es un ejemplo bésico y solo vamos a calcular la imagen de un

k-plano.

Ejemplo 6.4. Trabajaremos con K = R o K = C. Sea la variedad de Grassmann de
dimension 4, Gro4(K) y II € Gro 4(K) un 2-plano con base = {vi,v2}. Por otro lado,

sea o = {eq1,e9,€e3,e4} la base candnica de K* entonces podemos escribir:

4
v = ajiei, j=1,2
i=1

= [(a110a22 —a12a2.1)(e1 Ae2) + (ar,1a23 — a1 3a2,1)(e1 A e3)

y por lo tanto:

p(Il)

(a11a2.4 — a1 4a21)(e1 A eq) + (ar2a22 — a1 3a22)(e2 A e3)

+ o+

(a12a2.4 — a1,4a22) (€2 A eg) + (a13a24 — a1 4a2.3)(e3 A eq)]

En conclusion, la imagen de Gra 4(K) por la aplicacion de Plicker estd contenida en el

2
espacio proyectivo P(\NK?) que es un espacio 5-dimensional generado por: {e1 A e, e A

63,61/\64,62/\63,62/\64,63/\64}. <o

Observacién 6.5. La Grassmanniana de planos de R?, Gra4(R), se puede identificar en
virtud de la Proposicion 4.5 y la Observacion 4.16 con la Grassmanniana Gry3(R) de

rectas proyectivas del espacio proyectivo tridimensional.
Proposicién 6.6. La aplicacion de Pliicker p es inyectiva.

Demostracion. En primer lugar, definimos la aplicacién x como sigue:

X: P(/k\]K”) —  Grin(K)
[w] — {veK":v/\wzoek}r\lK”}

y a continuacion vamos a demostrar por doble contencién que x o p = id, de esta forma p

resulta ser inyectiva. Sea = € Gry, ,,(K), vamos a verificar la igualdad: = = x o p(2).

C Sea {wi,- - ,wy} una base de E, tenemos por lo tanto que p(Z) = [wi A -+ Awyg] y

ademds Yw € Z, w Awj A -+ Awg, =0 y entonces = C x o p(=).
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2 Por otro lado, si v € xop(Z), vAwi A---Awy, = 0. Extendemos la base {wy, -, wg}

a una base de V, {wy, -+, wg, Wgt1, -+ ,wy}. Escribiendo v es esta base tenemos:

n
v = Z a; W;
=1
y ademas,
n
(Zaiwi> ANwi A---ANwg =0
=1

y usando las propiedades de A, concluimos que:
a; =0 parat >k

y por lo tanto,

v = ajw + -+ agwy,
O

De hecho, la aplicacién de Pliicker p es un embebimiento (Véase [7, Corolario 2.8]). Co-
mo p es un embebimiento, sabemos que G7y, ,(K) es homeomorfo a su imagen p(Gry, ,(K)),

por lo tanto, podemos ver a dicha variedad de Grassmann como un subespacio proyectivo
k

del espacio proyectivo P(/\ K").

Definicién 6.7 (Coordenadas de Pliicker). Sean p la aplicacién de Plicker,

A = span(vi,--- ,vg) € Gri,(K) y p(A) = [v1 A -+ Avg], sabemos que podemos escribir

vi A -+ Avg de la siguiente forma:

VI A AN = E gy i €3 N N €4y
1< << <n

y como [v1 A -+ A vg| no puede ser nulo, a;,..;, no son todos cero y se dice que son las

coordenadas de Pliicker del punto [vy A --- A vg].

Ejemplo 6.8. En el Ejemplo 6.4, podemos decir que las coordenadas de Pliicker del 2-

plano II son:

[ ai1a22 —aipa21 : Q11623 — Q13021 ©  G1,1024 — 41,4021

) ) 5
ai2a22 — 13022 (12024 —A14022 Q13024 — Q14023 | € KP

Por otro lado, sabemos que podemos definir la biyeccion:
k n
b P(AK™) — Kp()-?

[v] = [ > Qi €in N Neg ] [ @i o]
1< << <n
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que envia cada elemento de P(/\ K™) puesto como combinacién lineal de elementos de la
base al escalar asociado a cada elemento de dicha base, que en realidad son las coordenadas
de Pliicker. Dichas coordenadas de Pliicker también se pueden calcular de una forma més

rapida: supongamos que tenemos A € Gry,(K) cuya matriz asociada es M € Ay, (K),

definimos como A;, ...,

Tenemos pues (Z) matrices y como son cuadradas podemos calcular sus determinantes y

entonces cada det(A;,...;, ) son las coordenadas de Pliicker de A. Tenemos que se cumple

la siguiente igualdad:

donde aj;...;,,

Ejemplo 6.9. En el Ejemplo 6.4 tenemos que la matriz que identifica al 2-plano es

k

det(A;

U1

V2

a la matriz formada por las columnas iy ---i; de la matriz A.

L) = ey

estd definido en la Definicion 6.7.

ajl ar2 a3 a4

a1 G22 Q23 424

entonces calculamos los menores de esta matriz:

At

A3

Ara

Az 3

Az

Az

ai
det

az,1

ai
det

az,1

ai
det

as.1

ai,2
det

as o

ai,2
det

as o

a3
det

as3

y sus coordenadas de Pliicker son:

[ ai1a22 —a1a12

a1,2023 — a2201 3

Ahora vamos a describir la imagen de la aplicacion de Pliicker, vamos a ver que es un
conjunto algebraico formado por los elementos que tienen una propiedad especial (definida
a continuacién) y por lo tanto es un cerrado en el espacio proyectivo ambiente. Llamamos

a partir de ahora V al espacio vectorial n-dimensional K" sobre el cuerpo K.

a1,102,3 — a2,101,3

a1,2G2.4 — a2201 4

a1

= 01,1022 — (2,101,2
a2
ai,s3

= 01,1023 — (2,101,3
a,3
a4

= 01,1024 — (2,101 4
a4
ai,s3

= a1,2023 — (22013
a3
ai.4

= 0a1,2024 — (22014
a4
ai1,4

= Q1,324 — (23014
a4

41

a1,102,4 — A2,101 4

13024 — (2301 4



k
Definicién 6.10. Sea v € AV, se dice que v es totalmente descomponible o que se des-

compone totalmente si v = vy A --- A\ vg para algunos v; € V, para ¢ =1,--- ,k que sean

l.1.

Para probar que la imagen de la aplicacién de Pliicker es un conjunto algebraico,
primero demostremos el siguiente teorema que nos ayudara a ver dichas propiedades de la

aplicacién de Pliicker.

s
Teorema 6.11. Sea w € \'V distinto de cero y sea la aplicacion lineal:

r+1
ow: V. — AV

vo— pu(v)=vAw

entonces dim(ker(py)) < r y se cumple la igualdad si, y solo si, w es totalmente descom-

ponible. Ademds, siw = vy A--- A vy, entonces ker(¢y,) = span(vi,--- ,vy)

Demostracion. En primer lugar definimos una base {e1,---,e,} de V y ademds, sea

,
{e1, -+ ,es} una base del ker(yp,). Como w € AV, podemos escribirlo como combina-

cién lineal de elementos de la base:

w = E iy in iy N Neg,
1<i1<---<ir<n

y la imagen de e; por ¢, sera:

owle) =e ANw = Z +ai, .. Neig N Ne;,
1<iy <-<ir<n
por lo tanto, queremos el ker(yy), es decir, los e; tal que ¢,(e;) = 0 y se tiene que
e;Neiy, N---Nej. =0sii € {i1, - ,iy} y por otro lado, aj,..;, = 0sii & {i1, -~ ,ir}
para ¢ tal que 1 <7 < s. Ahora podemos concluir que los a;,...;, pueden ser distintos de
cero siempre y cuando se cumpla que {1,---,s} C {i1, -+ ,i,} (ademds al menos hay un

ai,..i, 7 0 ya que w # 0) y con estos concluimos que s < r y ademds, podemos escribir

r—S
w=(e1A\---Nes) ANy para algin y € A V. Por dltimo, sir =s, w =ay... y(e1 A+~ Aey),
es decir, totalmente descomponible.
Por 1ltimo, si se cumple que w = v1 A- - - Av,, sabemos que span(vy,--- ,v,) C ker(py,)

y ademas tienen la misma dimensién, por lo tanto son iguales. O

Por otro lado, tal como hemos definido la aplicacion de Pliicker, podemos decir que la
imagen de la variedad de Grassmann son los elementos de la forma [w] = [v1 A -+ A vg]
es decir, los elementos w que son totalmente descomponibles. Vamos a ver que esto es en

realidad verdad:

k
Lema 6.12. Un elemento [w] € P(\V) esta en la imagen de Gry, ,(K) por la aplicacion

de Pliicker si, y solo si, w es totalmente descomponible.
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Demostracion. Lo vemos por doble implicacion:

< Supongamos en primer lugar que w es totalmente descomponible, esto es, w = v A
-+« A vg. El espacio generado por dichos vectores v;, span(vi,---,vg) = A es k-

dimensional y por lo tanto es un elemento de Gry,,,(K) y tenemos que p(A) = [w].

= Por otro lado, supongamos que [w] = p(A) con A € Gr,(K). Supongamos que
A = span(uy,--- ,up), entonces, [w| = [ug A---Aug] y por lo tanto, w = Aug A« - - Auy

con A un escalar. Lo que quiere decir que w es totalmente descomponible.

O

Ahora vamos a dar un ejemplo de la imagen de una variedad de Grassmann en concreto,
vamos a ver que define una cuadrica llamada la cuadrica de Klein.
Ejemplo 6.13 (Cuddrica de Klein). Sea k = 2,n = 4 y consideremos la variedad de
2
Grassmann Gro 4(K) y su imagen por la aplicacion de Pliicker, p(Gra4(K)) C P(A\K?).

Como hemos visto en el lema anterior, un elemento [w] € p(Gra4(K)) si y solo si w es

totalmente descomponible. Tomemos pues una base {e1 N ez, e1 A e3,e1 A ey,ea N ez, ea A

eq,e3 Neg} de /2\K4 por lo tanto cada elemento w € P(/2\ K*) se puede escribir como:
w = ajz(e1 A e2) +aiz(er Aes) +aia(er Aes) + ags(ea Aes) + aga(ez Aes) + aza(es Aey).
Ahora si w es totalmente descomponible, se cumple que w A w = 0, por lo que:
wAw = (a12a34 — ai3a24 + a14a23)(e1 Aea Aeg Aeg) = 0= (aj2a34 — a13a24 + ajgagz) =0
por lo tanto, la imagen p(Gra4(K)) satisface la ecuacion de la cuddrica homogénea:
ai2azs — a13a24 + argazz =0
o

Proposicién 6.14. Con las notaciones anteriores, el conjunto p(Gry, ,,(K)) es un conjunto

k
algebraico del espacio proyectivo P(/\ K™).

Demostracion. En primer lugar, en virtud del lema anterior, sabemos que p(Gry ,(K))

estd compuesto por todos los elementos [w] € P(/k\ K") tal que los w son totalmente
descomponibles. Por el Teorema 6.11 esto implica que rang(yp,) = n — k lo que quiere
decir que todos los menores n — k + 1 de la matriz M, se anulan. Esto quiere decir que
p(Grin(K)) no es més que el conjunto de ceros de una coleccién de polinomios homogéneos
de grado n — k 4 1 en las coordenadas de Pliicker. Por lo tanto es un conjunto algebraico

y es cerrado si dotamos de la topologia de Zariski a nuestro espacio. O
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Ejemplo 6.15. Continuemos con la variedad Gra4(K), sean {e1, e, e3,e4} una base de
3
K* y sea {e1\eaAes, e1 AeaAeq, e1 Aez ey, eaNesAey} una base de \K*. Consideramos un

2
elemento x € NK* entonces los podemos escribir como combinacion lineal de elementos

de la base, es decir,
r = aia(e1 Aez) +aiz(er Aes) +ara(er Aeq) + agz(ea Ae3) + agalea A eq) + azales Aey)
y la aplicacion . tiene como matriz M, :

a3 —aiz aiz 0

aa —aia 0 ape
Mg,z =

aza 0  —aus a3

0 a4 —aos aoy

Ahora, necesitamos que rang(M,,) = 2 por lo tanto, p(Gra4(K)) es el cero comin de

x

los menores 3 X 3 de esta matriz. Haciendo los cdlculos podemos observar que 4 de esos

menores son cero y los demds son multiplos del polinomio de grado 2:

Q12034 — (13024 + Q14023
o

Para terminar esta secciéon vamos a hablar de los a-planos y de los S-planos. Llamemos
P" al espacio proyectivo P(K"*1) = KP" siendo K"*! un espacio vectorial de dimensién
n + 1 sobre el cuerpo K. Demostremos que el conjunto de todas las rectas que pasan por
un punto dado de P? forman un plano de P llamado a-plano y después vamos a ver que
el conjunto de todas las rectas que estdn contenidas en un plano de P? forman un plano
de P° llamado S-plano.

Sea K* un espacio vectorial 4-dimensional e identifiquemos Gr 4(K) con Gry 3(K). Sea

el embebimiento de Pliicker:

p: Gry 3(K) —s P
A = span(a,b) —— [p12: P13 : D14 P23 : P24 : P34]
a; aj

bi b

Ahora sean los conjuntos:

con p;; = . Tenemos que la cuddrica de Klein es {p1ap34 —p13pos+pirapes = 0} C P2,

A := {rectas que pasan por un punto dado a € P3} C Gry 3(K)

B := {rectas que estin contenidas en un plano dado 1 C P*} C Gry 3(K)

veamos su imagen por p.
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1. Hallemos en primer lugar p(A). Por sencillez de cdlculo vamos a suponer que a =
[1:0:0:0]yb=1b1:bg:bs: by], sea R = span(a,b) € A. Por lo tanto, tenemos

que:
1 0| |1 O} |1 Of (O O] |0 O [0 O
p(R) = : : : : :
by ba| |b1 b3| |bi ba| |ba b3| |ba bs| |b3 b4
= [ba:b3:bs:0:0:0]
y por ello,
T4 =
p(A) = a5=0p CP°
T = 0

entonces p(A) es un subespacio proyectivo de P° con dim(p(A)) = dim(P%) — 3 =

5 —3 =2, por lo que es un plano. A dicho plano se le llama a-plano.

2. Hallemos en primer lugar p(B). Analogamente vamos a suponer que II = {z; = 0}

y sea R = span(a,b) C II entonces a =[0:ag : a3 :a4)y b=1[0:by:bs: byl. Porlo

|

tanto, tenemos que:

0(14
0 by

OCLQ
0 b

_0@3
10 by

a2 as
by b3

az Q4
by by

as agq
bs by

p(R) = [

= [0 :0:0: a2b3 — ang . a2b4 — a4b2 : agb4 — a4bg]
y por ello,

:Elzo
pIl) =S zy=0p CP°

$3:0

entonces p(I1) es un subespacio proyectivo de P° con dim(p(Il)) = dim(P?) — 3 =

5 —3 =2, por lo que es un plano. A dicho plano se le llama S-plano.
Observacion 6.16. Veamos dos observaciones curiosas:

= Todo plano contenido en la cuddrica de Klein en un a-plano o un B-plano.

= Con las notaciones de antes, un a-plano y un B-plano se cortan en una recta cuando

a € I, siendo a el punto de interseccion de A y Il el plano de B.
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6.3. Coordenadas locales en la variedad de Grassmann

Consideremos la variedad de Grassmann Gry,(K). Un elemento A € Gry,,(K) y su
representacion matricial la llamamos B. Sin pérdida de generalidad!®, consideremos la
coordenada de Pliicker a; ... j, # 0, sabemos que se cumple la igualdad ay ... , = det(Bj.... i)
(donde dicha matriz es la submatriz de la matriz B formada por sus columnas 1,--- , k)
y como es no nulo, la matriz Bj ... ;, es invertible. Ahora multiplicamos a B por la inversa

de la matriz By ... ;, es decir,
1 oo 0 bigyr - bim
By=Byl ,-B=|[: . 1 (4)
0 -+ 1 bpgyr - brn

y obtenemos una matriz que genera el mismo k-espacio. Esta matriz es conocida como la
matriz canénica del k-espacio A. Conocido esto, podemos hallar cada coordenada b;; a

partir de las coordenadas de Pliicker de dicho A. Veamos como calcularlo:

0 - 0 by
1 0 0 by |

a3, rj=|{. . . .j = (=1)" by
0 -+ 1 by

por lo tanto, para hallar todos los b; ; tenemos la férmula:
ay gy = (1) i (5)

donde i quiere decir que la columna i ha sido quitada.
Vamos a ver un ejemplo donde a partir de las coordenadas de Pliicker de un k-espacio

obtengamos la matriz representativa de dicho espacio:

Ejemplo 6.17. Supongamos que tenemos la Grassmanniana Gr35(R), y un elemento A

en dicho espacio. Ahora sea B su representacion matricial:

1 2 3 45
B=1111 11
10 001
y entonces sus coordenadas de Pliicker son:
p(A) = [-1:-2:—4:-1:—-4:-4:0:—-1:-2:—1]

= [1:2:4:1:4:4:0:1:2:1]

5Los demés casos son equivalentes ya que basta permutar los elementos de la base de V.
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donde en la sequnda igualdad no hemos hecho mds que multiplicar por —1 por comodidad

para hacer los cdlculos. Ahora pasamos a calcular la matriz candnica de A que tendrd la

forma:
big -+ bis
Byr= b1 -+ bas
bsq -+ b3

entonces tomamos a1o3 = 1, por lo tanto podemos poner:

1 0 0 b174 b1’5
Ba=|0 1 0 boy bos
0 0 1 bgy bss

y ahora usando la férmula (5), tenemos que:

0 0 b1,4 00 b1’5

ag3q = 1 b2’4 = b174 a935 = 1 0 b275 — b175
0 1 b3,4 01 1)375
0 bia 1 0 b

aj24 =10 1 bog| =b34 a5 =10 1 bos| =b3s
0 b3,4 0 0 b375
10 b1,4 1 0 b175

aizs =10 0 boyg| = —bag a135 =0 0 bys| = —bas

0 1 b3a 0 1 bys

y por lo tanto, nos queda la matriz:

100 0 1
By=10 1 0 -1 —4
001 2 4

y podemos ver que las filas de B y Bp generan el mismo espacio vectorial ya que tomando
C € GL(3,R) tal que:

Q

Il
— = =
S =N
O = W

tenemos que C By = B.
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6.4. Relaciones de Plicker

Ahora que hemos visto la representacién candnica de un k-espacio vectorial, podemos
calcular las relaciones de Pliicker de una forma maés facil. Supongamos que tenemos la
matriz candénica B como en (4), entonces podemos calcular dichas relaciones cuadréticas

como sigue. Tenemos ay.... , = 1, entonces podemos tomar:

0 bLj bl,l
o --- 0 b27j bg,l b b
az..,ju=11 -+ 0 bsj bsi| = (—1)" Ly YLl
’ IRV i b2’] b2[
0 -~ 1 brj by

tenemos por lo tanto,

as.. rj1 = (—=1)"(b1,ba; — b1 b2 ;)
= (1" ((-D)"ags. ri (1) a1 3, r — (1) ags.. i(—1)Pars . ry)

= (=1)"(a1,3, r,ja2,3, 5l = Q1,3 1,102,331 1.5)
tenemos por lo tanto,
g, gl = (=1)" (@13, r,jA2,3, 1l — Q13,0 1,102,315
y homogeneizando esta relacion nos queda:
s, rj 1012, 0 = (—1)7(a1,3, 1,j@2,3 - 11 — Q13 71023, 1,5)
Por ejemplo podemos tomar n =4,r = 2,5 = 3,] = 4 y tenemos que:
(12034 = (13024 — 14023

que no es mas que la cuadrica de Klein.
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