UC

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

Facultad
de

Ciencias

CURVAS PLANAS CON
PROPIEDADES FISICAS O
GEOMETRICAS ESPECIALES Y
UTILES

(Plane curves with special and useful physical or
geometrical properties)

Trabajo de Fin de Grado
para acceder al

GRADO EN MATEMATICAS

Autor: Igor Sierra Fernandez
Director: Mario Alfredo Fioravanti Villanueva
Junio 2019



Indice general

Introduccién

1.

La cicloide

1.1. Ecuaciones paramétricas . . . . . . . .. .. ...
1.2. Tipos de cicloide . . . . . .. . ... ... ...
1.3. Longitud de arco de la cicloide . . . . . . .. ... .. ... ...
1.4. Area bajo el arco de la cicloide . . . ... ... ... ... ...
1.5. La evoluta de la cicloide . . . . .. ... .. ... ........
1.6. La curvatura de la cicloide . . . . . .. ... .. ... ......
1.7. La propiedad tautécrona de la curva cicloide . . . . . . . .. ..
1.8. La curva Braquistocrona de Johann Bernoulli . . . . . ... ..
1.9. Varias aplicaciones de la cicloide . . . . . . . .. ... ... ...

Catenaria

2.1. Ecuacion de la catenaria . . . . . ... ...
2.2. La catenaria y la pardbola . . . . . . . ... ... ... .. ...
2.3. Consecuencias geométricas . . . . . . . . . .. ... ...
2.4. Longitud de la catenaria . . . . . . . . ... ... ... ... ..
2.5. La catenaria en la arquitectura . . . .. .. ... ... ... ..
2.6. La evolvente de la catenaria . . . . . . . .. ... .. ... ...

La tractriz

3.1. Ecuacién cartesiana . . . . . . ... ...
3.2. Ecuaciones paramétricas . . . . . . .. ...
3.3. Longitud de arco de la tractriz . . . . . . ... ... ... ....

Clotoide o espiral de Cornu
4.1. Ley de curvatura de la clotoide . . . . ... ... ... .....
4.2. Ecuaciones paramétricas . . . . . . . . . . ... ...

21
22
26
27
28
29
32

34
35
36
36



INDICE GENERAL 3

Resumen

Se van a estudiar varias curvas planas que han despertado el interés de
ingenieros, fisicos y matematicos a lo largo de la historia, ya sean por sus pro-
piedades fisicas o geométricas, siendo ttiles en aplicaciones practicas.

Las curvas que se van a estudiar son la cicloide, la catenaria, la tractriz y
la clotoide o espiral de Cornu. Algunas de ellas estan relacionadas entre si,
como la catenaria y la tractriz, que lo veremos mas adelante.

De cada curva se van a presentar parametrizaciones y se explicaran algunas de
sus propiedades fisicas y geométricas mas importantes. Ademaés, se mencionara
parte de su historia y quienes estudiaron dichas curvas.

Abstract

The objective of this work is to study some curves that have aroused the
interest of engineers, physicists and mathematicians along the history, either
by its physical or geometric properties, being useful in practical applications.

These curves are the cycloid, the catenary, the tractrix and the Cornu spi-
ral or clothoid. We will show that some of them are related to each other,
like the catenary and the tractrix. The parameterizations of each curve will be
shown and some of its most important properties will be explained. In addi-
tion, we will briefly mention part of its history and those scientists who studied
these curves.



Introduccion

El estudio de las curvas planas puede realizarse desde multiples enfoques
y existe en una gran cantidad de ejemplos de curvas con propiedades variadas
e interesantes. Teniendo en cuenta las limitaciones de tiempo y espacio, pa-
ra este trabajo hemos escogido algunas curvas que han despertado el interés
de matematicos, fisicos e ingenieros, debido a sus particulares propiedades
geométricas y fisicas. Algunas de estas curvas, son la solucién de problemas
fisicos y otras resultan tienen un papel importante en la seguridad y el diseno
de carreteras, o en el diseno de cierta clase de arcos arquitectonicos.

Este trabajo va estar repartido en cuatro capitulos, tratando cada capitulo una
curva plana diferente. En todos los capitulos haremos referencias historicas.

En el primer capitulo vamos a estudiar la cicloide, empezando por una des-
cripcién de la curva y su historia. Veremos como se obtienen sus ecuaciones
paramétricas, ademas expondremos brevemente tipos de cicloide que hay. Tam-
bién vamos a ver diferentes propiedades, como cual es la longitud del arco de la
cicloide, el area encerrada bajo la cicloide, su evoluta y curvatura. Anadiremos
al capitulo dos propiedades fundamentales de la cicloide, que son que la curva
posee las propiedades tautécrona y braquistocrona.

En el segundo capitulo abordaremos la curva catenaria, una curva muy in-
teresante desde el punto de vista arquitecténico. Enunciaremos su ecuacion,
veremos su relacion con la pardbola, calcularemos su longitud y denotare-
mos varias consecuencias geométricas interesantes. Ademas veremos como su
evolvente es la tractriz, y veremos, mediante ejemplos, su importancia en la
arquitectura.

En el tercer capitulo introduciremos las curvas de persecucién a partir de la
curva tractriz. Veremos sus ecuaciones cartesianas y paramétricas.

En el cuarto y ultimo capitulo vamos a estudiar la clotoide o espiral de Cornu,
viendo que es una curva de transiciéon muy 1til a la hora de realizar trazados
de caminos y carreteras gracias a la propiedad geométrica que hace que esta
curva sea especial.

Las figuras geométricas que aparecen en el trabajo han sido realizadas con el
programa GeoGebra o Mathematica, y los archivos se incluyen en el CD que
se entrega con él.



Capitulo 1

La cicloide

La Cicloide es definida como la curva plana que es descrita fisicamente por

la trayectoria de un punto de una circunferencia que, sin deslizarse, rueda so-
bre una recta horizontal. [12]
Pensando en el punto de contacto de la circunferencia con la recta horizontal
en el instante inicial del comienzo del rodamiento, observamos que este punto
describe un arco hasta volver a tocar de nuevo la recta horizontal sobre la cual
se produce la rodadura de la circunferencia. Este arco, pues, estara encerrando
un drea plana sobre dicha recta horizontal en el intervalo [0, 27 R], siendo R el
radio de la circunferencia descrita. Si el circulo sigue rodando sobre la recta
horizontal sin deslizamiento, vemos, naturalmente que el trazado es periédico,
como apreciamos en la siguiente imagen.

Figura 1.1: Cicloide

Aunque la curva en si era conocida por los griegos, las propiedades mas im-
portantes fueron descubiertas por Galileo Galilei (1564-1642) y por Christiaan
Huygens (1629-1695) en relacién con problemas de mecénica. Las frecuentes
disputas entre matematicos del siglo XVII causaron que la cicloide fuese co-
nocida cémo la Helena de los gedmetras. Varios son los candidatos a ser los
descubridores de la cicloide, desde Nicolds de Cusa (1401-1464) cuando estu-
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diaba el drea de un circulo mediante integracién; Marin Mersenne (1588-1648),
quien dio la primera definicién acertada de la cicloide y ademés declaré alguna
propiedad basica, como que la longitud de la base es igual a la circunferencia del
circulo rodante, hasta Galileo, quien dio nombre a la cicloide en 1599. Ademas
de los cientificos mencionados también fueron muy importantes los hermanos
Johann y Jacob Bernoulli, Christopher Wren, Gottfried Leibniz, Isaac Newton,
René Descartes y Guillaume de 'Hopital. [13]

En este capitulo vamos a ver las ecuaciones paramétricas de la cicloide y como
se llega a ellas, la longitud de arco de la cicloide, el area encerrada bajo el
arco de la cicloide, la curvatura y la evoluta de la cicloide, ademéas de varias
propiedades importantes, como que la cicloide cumple las propiedades de ser
tautécrona y braquistocrona.

1.1. Ecuaciones parameétricas

Si la cicloide se genera mediante una circunferencia de radio R que se apoya
sobre el eje de abscisas en el origen, su descripcién en forma paramétrica viene

dada por:
r = R(a — sin(a))
{ y = R(1 — cos(a)) (1.1)

dénde a es un parametro real, correspondiente al angulo girado por el circulo
rodante.

‘ C
Poy) kool + D
o|o A 2 '-B T T
Figura 1.2:

Demostracion. Para obtener las ecuaciones paramétricas de la Cicloide bas-
tard tener en cuenta en la figura (1.2) que, puesto que la circunferencia no se
desliza, sino que rueda, el arco PB y la distancia rectilinea OB coinciden: OB
= arco(PB).

Asi, pues, para un punto genérico cualquiera P(x,y) de la Cicloide, se tiene,
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llamando R al radio de la circunferencia y « al dngulo en el centro:
v = OB — 4B = d(0, B) — d(A, B)
y=BC —DC =d(B,C)—d(D,C)

y sustituyendo las distancias, obtenemos:

{ = aR — Rsin(a) = R(a — sin(«a))
y =R — Rcos(a) = R(1 — cos(a))

que son las ecuaciones paramétricas de la curva. O

1.2. Tipos de cicloide

Vamos a enumerar los diferentes tipo de cicloide que hay, que van a depen-
der de donde se encuentra el punto P respecto de la circunferencia generatriz.
Siendo R el radio de la circunferencia, y b la distancia desde el centro de la

circunferencia al punto P. Tenemos:

= (Cicloide comun: si P pertenece a la circunferencia generatriz, es decir

cuando R = b.

» Cicloide acortada: si P se encuentra en el interior de la circunferencia
generatriz, b < R. Figura 1.3

= Cicloide alargada: si P esta en el exterior de la circunferencia generatriz,
b > R. Figura 1.4

Las cicloides acortada y alargada tienen como ecuaciones paramétricas:

r = Ra — bsin(a)
y =R —bcos(a)

VAR,

Figura 1.3: Cicloide alargada
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Figura 1.4: Cicloide acortada

1.3. Longitud de arco de la cicloide

Definicién 1.1. La longitud de un arco de curva parametrizada entre dos
puntos, A y B, se puede calcular mediante la integral definida:

/ \/ —y) da (1.2)

Teorema 1.2. La longitud de un arco de cicloide es ocho veces la longitud del
radio

Demostracion. Aplicando la férmula (1.2) al caso del arco de cicloide entre los

d d
puntos (0,0) y (27 R, 0), sabiendo que % = R(1 —cos(a)) y % = Rsin(a),
es:

L= \/ (1 —cos(a)))? + (Rsin(a))? da

0

_ /OQW V2R — cos(a)) da = R\/E/OQW V1= cos(a) da

y, de la formula del dngulo mitad:

sin (%) = FCT()S(Q) (1.3)

tenemos que:

2

L= R\/_\/_/ sm da—2R2[ cos (%)]

0

= 4R[—cos (2;) +cos(0)] =4R(1+1) =8R
[

Por lo tanto, hemos obtenido que la longitud de un arco de cicloide resulta
ser 8 veces la longitud del radio del circulo generador, como ya probé en 1658
el arquitecto y matemético ingles Christopher Wren (1632-1723).
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1.4. Area bajo el arco de la cicloide

Una vez sabido cual es la longitud de arco de la cicloide, nos preguntamos
cual es el area bajo el arco de la cicloide. Este problema se lo propuso en
1628 Mersenne a Gilles Roberval (1602-1675), quien aunque al principio no lo
resolvid, en 1634 si lo hizo, escribiendo orgulloso a Descartes para contarselo.

Proposicién 1.3. Si una curva C viene dada por las ecuaciones x = x(a),
y = y(a) con a € (a1,qs), y estas funciones definen entre los puntos de
abcisas a = x(a1) y b = x(ag) una funcion y = f(x) integrable, entonces el
area encerrada entre la curva C'y el eje OX es:

b a2
A= / (@)l = / y(@)'(o)]da (1.4)
n

Proposicién 1.4. El drea encerrada bajo el arco de una cicloide es 3 veces el
area del circulo que lo genera.

Demostracion. En nuestro caso tenemos que a =0y b = 27R, y(a) = R(1 —
cos(a)) y ' (o) = R(1 — cos(a)), sustituyendo en la ecuacién anterior:

A= /0 ’ |f(z)|dz = /0 7TR(l — cos(a))R(1 — cos(a))da

= R2/0 7r(1 — cos(a))?da = RQ/O 7r(1 + cos*(a) — 2cos(a))da

2T 1 2m 9
= RQ/ (1+ —1—%5(04) — 2cos(a))da = R2/ %Wda
0 0

27 3
= ZR%?27 = 3R*r

3 .
= §R [a — sin(a)] 5

0

Y hemos obtenido que el 4rea encerrado bajo el arco de la cicloide es A = 3R?m,
es decir, es tres veces el area del circulo que lo genera. O

1.5. La evoluta de la cicloide

Definicién 1.5. Se llama evoluta de una curva C' dada, al lugar geométrico de
los centros de curvatura de C'. Sea la curva formada por el conjunto de puntos
(z,y) donde z e y son funciones dependientes de una variable a.. Entonces se
puede escribir las coordenadas de la evoluta de la forma:

12 2 2 12
) T+ Y ) TT+Y
l‘/y” _ x//y/’ l‘/y” _ C(,‘”y’

(X,)Y)=(r—y ) (1.5)
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donde a cada (x,y) - o lo que es lo mismo, a un valor de o que determina un
punto de la curva - le corresponde un centro de curvatura (X,Y) en funcion de
ese av. [1]

Recordamos que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son:

r = R(a — sin(«))
{ y = R(1— cos(a)) (1.6)

Una vez definida la evoluta de una curva y recordado las ecuaciones paramétri-
cas de la cicloide, vamos a ver cual es la evoluta de la cicloide usando (1.5).
Para ello, hallamos la derivada primera de las ecuaciones paramétricas de la
cicloide con respecto el parametro a:

{ ¥’ = R(1 — cos(a))
Yy = Rsin(«))

y la segunda derivada:
{ 2" = Rsin(a))

y" = Rcos(a))
Tenemos que
.CEIQ + y/2 — R2(1 + 6082(04) _ 2003(a)) —+ R2Sin2(04)

= R*(1 + cos*(a) + sin*(a) — 2cos(a)) = 2R*(1 — cos(a))

y ademas,
2'y" — 2"y = R(1 — cos(a))Reos(a) — Rsin(a)Rsin()

= R*(cos(a) — cos*(a) — sin*(a)) = R*(cos(a) — 1)

Ahora podemos despejar (1.5):
2R%*(1 — cos())
R2(cos(a) — 1)

r = R(a — sin(a)) — Rsin(a))

N { = R(a — sin(a)) + 2Rsin(a)) = R(a + sin(a))
= R(1 — cos(a)) — 2R(1 — cos(a)) = R(cos(a) — 1)

Luego, hemos obtenido que las ecuaciones paramétricas de la evoluta de la
cicloide son:

{szm+mmw> (1.7)

y = R(cos(a) — 1)
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CICLOIDE ORIGINAL

EVOLUTA

Figura 1.5: Evoluta de la cicloide

Si observamos las ecuaciones obtenidas, podemos apreciar que son bastante
parecidas a las de la cicloide, por lo que nos surge la duda de si la evoluta de
la cicloide es también una cicloide. Por ello, vamos a comprobar si se cumple.
Para ello, partiendo de (1.6), trasladamos el origen al punto (z,y) = (7R, —2R):

t=x+7R=R(a—sin(a)) + 7R
y=y—2R=R(1l —cos(a)) — 2R

N { & = R(a+ ) — Rsin(a) = R(a + ) + Rsin(a + )
g =—R(1+ cos(a)) = —R+ Rcos(a + )

Realizamos un cambio de variable: o/ = a + 7, y obtenemos:

{ & = R(da/ + sin(a)) (1.8)

y = R(cos(a’) — 1)

que son las ecuaciones de la evoluta de la cicloide.
Por lo que podemos afirmar que la evoluta de una cicloide es una cicloide.

1.6. La curvatura de la cicloide

En esta seccién del capitulo vamos a estudiar la curvatura de la cicloide.

Lema 1.6. Dada una curva parametrizada r(«) segin un pardmetro cualquiera
«, se define la curvatura como una medida del cambio de direccion del vector
tangente a una curva, cuanto mds rdpido cambia éste a medida que nos des-
plazamos a lo largo de la curva, se dice que es mas grande la curvatura. Para
una curva parametrizada cualquiera la curvatura es iqual a:

_ |Ir'(a) x (o]

52 = P

(1.9)
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donde se tiene que

IF(@)P = (VaaP + (P (1.10)

Y
/ " o xl<a) y/(a) I/ " o "
') x 1”@ = |5 e | = @@ (@) = v(@a"(@)  (1.11)
Proposicion 1.7. La curvatura de la cicloide es k = mcsc (2)

Demostracion. Nuestra curva, la cicloide estd paramétrizada como r(a) =
(z(a),y(a)), y tiene por ecuaciones paramétricas las definidas anteriormen-

e (1.1).

Procedemos a estudiar la curvatura de la cicloide usando (1.10):

|7 (a)|* = <\/R2 + cos?(a) — 2cos(a)) + RQSmQ(a)>3

- <\/2R2(1 — cos(a)))3 = (\/5)3 R*(1 — cos(a))\/(1 — cos(a))

y usamos (1.11):

17 () x r"(a)|| = ’ROR;Z(()ZS&)) 2?;22?33

= R(1 — cos(a))Rcos(a) — Rsin(a)Rsin(«)
= R?cos(a) — R* = R*(cos(a) — 1)
Ahora, despejando en la férmula de la curvatura (1.9)
R*(cos(a) — 1)
(\/5)3 R3(1 — cos(a))y/(1 — cos(a))

- — - - = _—lcsc (Q)
- (\/§)3R\/§sin (%) B 4Rsin <%> 4R 2

donde he usado la férmula del angulo medio (1.3).
Por lo que que concluimos que la curvatura de la cicloide es

k(a) = %csc (a)
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CICLOIDE

CURVATURA DE LA CICLOIDE] |

Figura 1.6: Cicloide y su curvatura

1.7. La propiedad tautdécrona de la curva ci-
cloide

La propiedad tautécrona de la cicloide, una cuenta que se desliza por la

curva y alcanza la parte inferior en el mismo tiempo, sin importar de qué
punto de la curva parta, fue descubierta por el ciéntifico holandés Christiaan
Huygens (1629-1695). La publicé en 1673 en su tratado de la teoria de los
relojes de péndulo, y era de conocimiento general entre los matematicos de
finales del siglo XVII. Cuando Johann Bernoulli publicé su descubrimiento
sobre la braquistocrona, curva que veremos en la siguiente seccion, en 1696, se
expreso con las siguientes palabras [2]:
Con justicia admiramos a Huygens por ser el primero en descubrir que una
particula pesada se desliza por una cicloide comin en el mismo tiempo sin
importar de qué punto de la cicloide inicie su movimiento. Pero se quedardn
petrificados de asombro cuando les diga que esta cicloide, la tautocrona de
Huygens, es nuestra necesaria braquistocrona

Figura 1.7: Christiaan Huygens

Vamos a calcular el tiempo que tarda en llegar una bola al punto minimo de
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la cicloide en caida libre, dando igual el punto inicial desde donde parta. [12]
Podemos expresar la velocidad del desplazamiento del punto como la variacién
de arco s de la cicloide con respecto al tiempo

ds
= — 1.12
v dt’ ( )

o0 como el movimiento en caida libre

v = \/2gh. (1.13)

[gualando ambas ecuaciones, obtenemos:

ds
E = \/ 2gh

y despejando
ds

v 2gh

Por lo que podemos obtener el tiempo resolviendo la siguiente integral:

s2 dS
t= 1.14
/51 V2gh ( )

Para resolver la integral, primero hallamos ds

dz\? dy 2
dS—\/(@) +<%) do

= \/(R(l —cos(@)))? + (Rsin(«))? da = \/2R2(1 — cos(a)) da

y usando (1.3)
= 2R, [ sin? <%> da = 2Rsin (%) do

y segundo hallamos h

dt =

h=y(¢) — y(a) = R(cos(¢) — 1) — R(cos(ar) — 1) = R(cos(¢) — cos(a))
= R ( 2cos* (%) —-1- (20052 <%) — 1)> =2R (0052 (%) — cos® <%))
Ahora, con lo que acabamos de obtener, podemos sustituir e integrar (1.14)

P 2Rsin (%) da

\/zng (0032 (g) — cos? (%))

t =
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2

2

R [T sin <%) da
_, /; /(ZS
\/(0082 (¢> — cos? (a))
Realizamos un cambio de variable para facilitar la integral:

T = cos <%> = dx = —%sin <%> da

R [©3) da R (' du
_2\/;/0 & _2\/;/0 V1—wu?
cos? <§) — a2
= 2\/§[ar03m(u)]

Podemos concluir que el tiempo de descenso de una bola por la cicloide desde

™

R
g

0

IR
cualquier punto de partida de la curvaest = 4/ —m
g

1.8. La curva Braquistocrona de Johann Ber-
noulli

La palabra braquistécrona proviene del griego Braquisto, que significa el
mas breve, y Chronos, que significa tiempo.
Vamos a ver el problema de la curva Braquistécrona, un problema que fue
propuesto por el suizo Johann Bernoulli (1667-1748) en junio de 1696 en la
revista Acta Eruditorum. Dicho problema fue un desafio para el resto de la
comunidad matematica. El enunciado del problema fue el siguiente:

"Determinar la curva, entre las infinitas posibles, por la que un cuerpo
desciende en el menor tiempo posible entre dos puntos que no estan ni en
posicion vertical ni horizontal, movido tnicamente por efecto de la gravedad”

Este problema, también llamado problema de la curva de tiempo més breve, fue
considerado cerca de setenta anos antes por Galileo Galilei, quien, sin poseer
la potente herramienta del calculo infinitesimal de Leibniz, propuso errénea-
mente que dicha curva debia de ser un arco de circunferencia. [11]

Dicho problema propuesto por Johann, debia ser resuelto en un plazo de tiem-
po limitado hasta finales de 1696. Después de un ano, se recibieron cinco pro-
puestas,las de Jacob y Johann Bernoulli, la de Leibniz, la del marques de
L’Hopital, quien no propuso que la solucién era la cicloide, y la de Newton.
Newton también resolvié el problema, enviando la solucién de manera anénima
en Philosophical Transactions, una brillante y escueta propuesta que concluia
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que la curva Braquistdcrona era la cicloide. Que enviase la solucién de manera
anénima no impidié que Bernoulli supiese que era él, ya que segun él, reconocid
al leén por sus garras. [2]

El método de resolucién propuesto por Jakob Bernoulli era mucho mas gene-
ral que la solucion propuesta por su hermano Johann, y ejercié una profunda
influencia en Leonhard Euler, quien, junto a Lagrange, instauraria las bases
del Calculo de Variaciones.

Vamos a ver la solucién dada por Johann Bernoulli, que aparecié en Acta
Eruditorum bajo el nombre:

La curvatura de un rayo en un medio no uniforme

Demostracion. Johann toma en consideracion un problema de optica que apa-
rentemente no tiene relacién con el problema de la braquistocrona.

Enuncia el principio del menor tiempo de Fermat, que dice que la luz va de
un punto A a un punto B siguiendo la trayectoria que requiere menor tiempo.
Este principio se aplica para encontrar la trayectoria de un rayo de luz en un
medio de densidad variable, donde, en general, la luz se desplazara en curvas
en lugar de lineas rectas, debido a la variacion de la velocidad.

La ley de Snell es una féormula utilizada para calcular el angulo de refrac-
cion de la luz al atravesar una superficie de separacion entre dos medios de
propagacién de la luz con indice de refraccién distinto. Dicha ley afirma que
la multiplicaciéon del indice de refraccién por el seno del angulo de incidencia
respecto a la normal es una constante para cualquier rayo de luz incidiendo
sobre la superficie separatriz de dos medios

Rayo incidente ™

n2
rayo refractado

Figura 1.8: Refracciéon

Férmulas Ley de Snell:

nysin(an) = nosin(as), ny = c/vi, ng = c/vy = sin(o) _ sin(o)
0 (%)

donde nq,n9 son indices de refraccién en sus superficies, ¢ velocidad de la luz
y v1,v9 velocidad en sus superficies
Volviendo a la demostracion, suponiendo un medio éptico estratificado, en
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cada capa la velocidad de la luz es constante, y la velocidad varia de capa a
capa. En el caso de que la velocidad del rayo de luz que desciende aumentara,
se refractard cada vez més alejado de la vertical. Aplicando la ley de Snell:

sin(ay)  sin(ap)  sin(as)

U1 (%) (R}

y considerando, que las capas son cada vez mas delgadas y numerosas, entonces
en el limite, la velocidad de la luz, conforme desciende el rayo va a verificar

que:

) _ g (1.15)

v

Ahora suponemos que un cuerpo que desciende de A a B, puede escoger la
trayectoria como lo hace un rayo de luz, empleando el menor tiempo posible
(Fermat).

El principio de conservacién de energia dice que la velocidad alcanzada en
un nivel dado queda determinada por su pérdida de energia potencial que se
transformara en energia cinética

mu?

ER

es decir, la velocidad es proporcional a la raiz cuadrada de la distancia desde

donde cae,
v =129y =k\y
y usando (1.15)

Figura 1.9: e

y=f@) tan(B) =L atp=or
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sin(a) = cos(f) = L _ !

sec(B) /14 tan®(B)

obtenemos :

que es la ecuacion diferencial de la braquistécrona segin Johann Bernoulli,
donde C es una constante.

Ahora, vamos a operar con los diferenciales, despejando para ver que cierta-
mente estamos ante la ecuacién de la cicloide.

N
= —2— 1.1
dx (C—y> dy (1.16)

1/2
Efectuamos el cambio de variable: tan(¢) = ( Y > :

=\a—y
Por lo que sustituyendo en (1.16) dz = tan(¢)dy.
Ademsés

y = f(z) = (C —y) tan®(¢)
= y(1 + tan*(¢)) = Ctan®(¢)
=y = Csin’(¢)

y tenemos que:

dy = 2Csin(¢)cos(¢)dep)
dx = 2Csin*(¢)do

dy = 2Csin(¢p)cos(¢)d)
= { dx = C(1 — cos(2¢))do

Integramos lo anterior:
[dx= [C(1—cos(2¢))dp = x = %(QQZ) — sin(2¢)) + C1,

imponiendo las condiciones iniciales (x,y)=(0,0); $=0 obtenemos C;=0.
Luego, » = (26— sin(20)) y y = Csin2() = & (1 - cos(20).

C
y cambiando 5 = Ry2¢ =0, llegamos a (z,y) = (R(0—sin(d)), R(1—cos(0)))
que son las ecuaciones paramétricas de la cicloide.
Por lo tanto la curva por la que un cuerpo desciende en el menor tiempo
posible entre dos puntos que no estan ni en posicion vertical ni horizontal
movido unicamente por el efecto gravedad, es la cicloide O
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1.9. Varias aplicaciones de la cicloide

La cicloide se encuentra aplicada en la arquitectura, como por ejemplo en
el Museo de Arte Kimbell en la ciudad de Fort Worth, Texas, EE. UU. Museo
que alberga una pequena pero exquisita coleccion de arte de Europa, Asia y
de las culturas precolombinas.

En el ambito de la mecanica, se han utilizado tradicionalmente las curvas
cicloides en el diseno de engranajes hasta principios del siglo XX. Aun se usan
en mecanismos de relojeria.

Un uso practico es el diseno de ciertos toboganes. En las pistas de skate se
puede apreciar que su estructura esta formada por dos cicloides, siendo los
extremos, y una base plana por la que se desliza el skater una vez bajado
por la cicloide. Los hechos con forma de cicloide se utilizaron en la industria
aeronaitica, pues se requeria una forma apropiada de salir deslizandose desde
un avion en caso de emergencia.



Capitulo 2

Catenaria

Definimos la catenaria como la curva ideal descrita por una cadena que se
encuentra colgada fijada por sus dos extremos y estd sometida a un campo
gravitatorio uniforme. La catenaria puede ser confundida con la pardbola. Es
una curva que se describe bajo el propio peso del elemento, por lo que tiene
la caracteristica de ser el lugar geométrico de los puntos donde las tensiones
horizontales del cable se compensan y por ello carece de tensiones laterales por
lo que la cadena permanece inmdévil sin desplazarse hacia los lados. Las fuerzas
que actian son una fuerza vertical, la de la gravedad, y la tensién de la cadena
en cada punto que es la que la mantiene estirada.

Figura 2.1: Catenarias

La ecuacién de la catenaria fue obtenida por Leibniz, Huygens y Johann Ber-
noulli en 1691, quienes respondieron a un desafio presentado por Jacob Ber-
noulli para encontrar la ecuacién de la 'curva de la cadena’. [13]

Aunque la ecuacion de la catenaria fue obtenida por los cientificos mencionados
anteriormente, esta curva fue estudiada a lo largo de la historia, ya que creaba
fascinacién entre los matematicos y fisicos la forma que adoptaba una cuerda
que se combaba bajo su propio peso. En los libros de Leonardo da Vinci se

21
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pueden encontrar notas y esquemas de cadenas colgando. Tal fue la dificultad
de resolver el problema de dicha curva, que Galileo Galilei (1564-1642) publicé
en sus Didlogos sobre dos nuevas ciencias en el ano 1638 que la cadena cogia
forma de una parabola. Joachim Jungius (1587-1657) un filésofo, matematico
y naturalista aleman, quien uso las mateméticas como modelo para las ciencias
naturales, probd en 1669 que una cadena colgante no adoptaba la forma de
una parabola, refutando asi la publicaciéon de Galileo.

La solucién al problema llegaria en 1691, después de que el matematico sui-
zo Jacob Bernoulli (1655-1705) propusiese en 1690 en la prestigiosa revista
cientifica Acta Eruditorum, descubrir qué férmula matematica definia la ver-
dadera forma de la curva de la cadena colgante. La ecuacion fue obtenida en
1691 como respuesta a la propuesta de Jacob, de forma independiente, por
Johann Bernoulli(1667-1748) hermano menor de Jacob, con el que tenia gran
rivalidad, y por Gottfried Leibniz(1646-1716) y Chistiaan Huygens. Huygens
fue el que por primera vez se refiri6 a esta familia de curvas como catenaria en
una carta enviada a Leibniz.

Leonard Euler (1707-1783) demostré en 1744 que una catenaria que giraba en
torno a su asintota que genera la tnica superficie minima de revolucién, la
catenoide.

Antonio Gaudi (1852-1926) que fue un arquitecto espanol reconocido interna-
cionalmente como uno de los expertos mas prodigiosos de su disciplina, ademas
de uno de los maximos exponentes del modernismo, tuvo como uno de sus ele-
mentos mas empleados la curva catenaria. Ademaés, fue el primero en utilizar
este elemento en la arquitectura comun. La utilizaciéon de arcos catenarios en
obras como la Casa Mila, el Colegio de las Teresianas, la capilla de la Colonia
Giiell o la Sagrada Familia permite a Gaudi dotar a sus estructuras de un
elemento de gran resistencia.

2.1. Ecuacion de la catenaria

Antes de entrar a calcular la ecuacién de la catenaria, vamos a introducir
la ecuacién de la longitud del arco.

Definicién 2.1. Llamemos y(x) a la funcion definida sobre un intervalo [xg, 1]
y sujeta a las condiciones iniciales y(xo) = yo, y(z1) = y1. Ademds exigimos
que su longitud sea iqual a un valor prefijado L, es decir, que

z1
/ V1+y(x)?de =L
zo

Mas en general, consideramos la longitud de arco s : |[xo,z1] — [0, L] dada

por:
s(z) = / V1+y(x)*dz (2.1)

que es una funcion creciente y derivable.
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Para llegar a la ecuacién de la catenaria vamos a plantear un problema, el
problema de una cadena flexible, de un metal pesado, atada firmemente a una
altura igual por ambos extremos, que cuelga bajo la influencia de su propio
peso. Este problema es un problema clasico de la ingenieria mecdanica, y su
solucién va a implicar el cédlculo, la fisica elemental y las ecuaciones diferen-
ciales. [2]

Figura 2.2: Cadena flexible

Empezamos analizando una seccion de la cadena entre los puntos A y B, como
indicamos en la figura 2.3 donde B = (x,y) es un punto variable y A su punto
mas bajo en la cadena.

Figura 2.3: Dos puntos en la cadena flexible

Viendo la Figura 2.4 tenemos:

-T1, la tension horizontal en A

T, la componente de la tensién tangente a la cadena en B
-w, el peso de la cadena por unidad de longitud

T, T5,w son numeros, mostrados en la siguiente imagen (2.4)

y

Figura 2.4: La cadena y sus componentes

Notemos que si s es la longitud de la cadena entre dos puntos dados, enton-
ces sw va a representar la fuerza descendente de gravedad en esta seccién de
la cadena, como indicamos en la figura (2.4). Vamos a usar € para indicar el
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angulo que la tangente a la cadena en B forma con la horizontal.

La Primera ley de Newton dice que un objeto en reposo permanece en
reposo o, si estd en movimiento, permanece en movimiento a una velocidad
constante, a menos que una fuerza externa neta actie sobre él.

Utilizando la primera ley de Newton, podemos igualar las componentes hori-
zontales de la fuerza para obtener:

Ty = Thcos(0) (2.2)

De la misma manera, igualamos las componentes verticales de la fuerza para
obtener:
sw = Tysin(0) (2.3)

Ahora, procedemos a dividir el miembro derecho de la ecuacién (2.3) entre el
miembro derecho de la ecuacién (2.2), y el miembro izquierdo de la ecuacion
(2.3) entre el miembro izquierdo de la ecuacién (2.2), e igualando obtenemos:

SW
— = tan(0)
T
Vamos a pensar ahora que la cadena en suspension es la grafica de una funcion,
para ser asi y una funcién de x. Por lo que 3/ en B es igual a tan(f) y podemos
reescribir la ecuacién anterior:
) = Sw
T

Simplificamos esta ecuacién cambiando de notacién, siendo ¢ = ¢/, teniendo:

q(z) = s(x)

w
— 2.4
" 2.4
Ahora, si Az es un incremento de z, entonces Aq = ¢(z + Az) — q(x) va a
ser el incremento de q, y As = s(z + Ax) — s(z) es el incremento de s. Como

indicamos en la siguiente figura, As se aproxima por medio de:

As ~ \/(Ax)? + (Y Az)2 = /1 + (y)2Az = /1 + Az

Por lo que sustituyendo en (2.4), tenemos que:
Ag ~ Yns~ 2\ /1t ¢?Ax
T T

Dividiendo entre Az y haciendo que Az tienda a 0 se obtiene la ecuacion

@_w

= 21+ 2
dx Tl +q

que podemos reescribir como

| i=7l
——=— [ dx
1+¢2 T
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Figura 2.5:

Integramos el miembro izquierdo de la ecuacién, utilizando la sustitucion v =
tan(v) o utilizando funciones trigonométricas hiperbdlicas, obteniendo:

arcsin(q) = it C
T
Sabemos que la cadena posee una tangente horizontal en x = 0 que es donde
se encuentra el punto A en la primera figura. Por lo tanto, ¢(0) = 3/(0) = 0.
Sustituyendo en la ecuaciéon anterior obtenemos que C' = 0. Siendo nuestra
solucion:

arcsin(q(x)) = %x
o bien
w
—sinh [ £
= sin (T )
° d
% = sinh (%x) (2.5)

Por 1ltimo, integrando (2.5):

T1 w
= —cosh D
y(x) . cos (T1 ) +

donde D es una constante de integraciéon, que puede determinarse a partir de
la altura hg del punto A desde el eje x

T}
ho =y(0) = Elcosh(O) +D

T
D =hy— -1

w

Finalmente, tenemos que nuestra cadena colgante queda definida por la si-

guiente ecuacion:

Tl w T1
= —cosh ho — — 2.6
y(x) cos (Tl ) + ho ” (2.6)

w
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Por lo que hemos llegado a la ecuacién de la catenaria
Si tomamos el minimo de la catenaria en el punto (z,y) = (0, hy), tenemos que
la ecuacion de la catenaria es:

T
y(z) = —cosh (ﬂx) (2.7)
. . : T .
y haciendo un cambio de variables, donde hqg = —, se tiene:
w

_ N _hofm
y(x) = hocosh (h_o) =3 (e +e ) (2.8)

Podemos concluir que este caso se puede extender para todo z € [zg,x;] sin
que sea necesario que los extremos estén a la misma altura, es decir, no es
necesario que y(xg) sea igual que y(z1)

2.2. La catenaria y la parabola

En esta seccién vamos a hablar de las similitudes y diferencias de la cate-
naria y la parabola.
Para ello, vamos a incluir una grafica en la que vamos a tener dibujadas una
catenaria y una parabola con el mismo vértice y el mismo eje de simetria. [14]

Funcién catenaria Funcién parabola

L 14
f(x)=a *::sh (a)

®

g(x) = b+ cx + da?
b1
. 4
c=0
L 2
a=1
@

Figura 2.6: Catenaria y parabola

Observando la imagen, vemos a simple vista que ambas curvas son muy pare-
cidas, por lo que entendemos que Galileo Galilei y otros matematicos errasen
al afirmar que la cadena fijada sobre dos puntos a la misma altura colgada
sobre su propio peso era una parabola.
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Desarollando en serie de Taylor, la ecuacién de la catenaria (2.8), observamos
que

1
y(x) = ho + Q—hOmZ + 0 (2%)

corresponde a la ecuacién de la parabola méas un elemento de cuarto orden,
donde la ecuacion de la parabola es:

g(r) = a+bx + ca®

con a,b y ¢ parametros reales. Esto es la razén de que ambas curvas sean tan
parecidas al representarse en una grafica en el entorno de cero, notando mas
su diferenciacion segin aumentan los valores en el entorno.

Ocurre también que dichas curvas tienen ademds una curiosa relaciéon, que
es que si hiciésemos rotar una parabola apoyada sobre el eje de abscisas su
foco dibujaria una curva catenaria.

2.3. Consecuencias geométricas

Vamos a mencionar un par de teoremas interesantes acerca de la catenaria,
partiendo de la ecuacién de la catenaria y(z) = hocosh (— + cl) , con ¢q valor

ho
real. [6]

Teorema 2.2. Sean y(z), y(x) dos catenarias en un intervalo [xo,x;] tales
que y(zo) = y(zo) y y(x1) = y(x1). Entonces existe un € € [xg, 1] tal que
y'(e) =9'(e).

Demostracion. Suponemos primero que y(zg) = y(x1). Por el teorema de Rolle
sabemos que Je € [xg, 1] tal que y'(¢) = 0, teniendo en nuestro caso que

y'(e) = sinh (hio + cl> por lo que € = —c¢hy.

Tenemos cosh (i—g + cl> = cosh (% + cl> por la condicién y(xo) = y(z1), por
lo que 3¢ +¢1 = =3 — ¢; (cosh funcién par).
y
To + T1
2 )
siendo € independiente de y, por lo que se tiene que y'(¢) = ¢'(¢) = 0.
Ahora, si y(zg) # y(x1), aplicando el teorema de Cauchy, que dice que Je €
[0, 1] tal que :

E = —Clho =

L= Y) —y(zo) _ y'(e)

g(x1) = g(xo)  7'(e)
Llegando a que y/'(¢) = §/(¢) O
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A partir del teorema que acabamos de demostrar, vamos demostrar el si-
guiente:

Teorema 2.3. Dos catenarias distintas no pueden tener mds de dos puntos
en comun.

Demostracion. Tenemos dos catenarias, y(x) y y(x), supongamos que coin-
ciden en tres puntos r; < xo < x3. Aplicando el teorema anterior, deq, e,
T < €1 < 2y < & < w3 tales que y'(e1) = §'(€1).y'(e2) = §'(e2).
Explicitamente:
sinh(i—;+cl>:sinh<2—;+él> {Z—;+01=§—1+51
= €2 — &2
sinh(i—z—i—cl) = sinh (Z—z+él> wta=3-ta

Como hio +c = hi +c1 , son dos rectas que coinciden en dos puntos, luego son
0

iguales, por lo que tenemos que hg = hg y ¢; = ¢; , luego las dos catenarias
son idénticas. O

Como consecuencia del teorema anterior, podemos afirmar que dos cate-
narias con extremos comunes en [zg, 1] no van a poder cortarse dentro del
intervalo.

2.4. Longitud de la catenaria

Utilizando la ecuacién de la definicién (2.1) de la longitud del arco, vamos
a calcular cual es la longitud de la catenaria.

T
En nuestro caso tenemos la funcién y(z) = hgcosh <h_>
0

Derivamos y(z) con respecto de x:

- ()

Aplicando (2.1) en el intervalo [0, x]

:/ \/l—l—y’(aj)?dx:/ \/1+3mh2 <£)dw
0 0 ho

/ cosh2 dac = / cosh( )
\/ ho
= hgsinh ( h0>

Por lo que la longitud del arco, con el origen en el minimo es:

L = hgsinh (hio)




2.5. LA CATENARIA EN LA ARQUITECTURA 29

2.5. La catenaria en la arquitectura

La catenaria ha tenido un gran impacto en la arquitectura, sobre todo de la

mano de Antonio Gaudi. Antes de que Gaudi usase la catenaria en sus obras,
ya en la antigiiedad, concretamente en Oriente se construyeron intuitivamente
arcos estables con la curvatura de las catenarias invertidas mientras que en la
cultura occidental disenaban sus arcos de maneras menos eficientes. [14]
Un ejemplo de que en la antigiiedad se construyeron arcos estables de manera
intuitiva con la curvatura de la catenaria invertida es el Gran Arco de Ctesifon-
te o Tag-i Kisra, que es el tinico resto visible de la antigua ciudad de Ctesifonte
en la antigua Persia, actual Irak. Podemos verlo en la siguiente imagen:

Figura 2.7: Taq Kasra, el arco de Ctesifonte

La catenaria es un ejemplo de la reflectividad que hay entre estructuras trac-
cionarias y las comprimidas, lo que permite que un arco en forma de catenaria
invertida sea precisamente la forma que minimiza los esfuerzos de compre-
sién sobre dicho arco. El arco catenario es el arco que reproduce exactamen-
te la morfologia de una curva catenaria invertida. Todas las caracteristicas
matematicas de la catenaria se conservan al ser invertida. Ademas, del arco
catenario se derivan los arcos funiculares que tienen también Optimas carac-
teristicas constructivas y que se pueden obtener con facilidad reproduciendo
(invertidos) los efectos de cargas puntuales sobre una curva catenaria. [15]
Los arcos funiculares se obtienen cuando, de un arco catenario se suspenden
diferentes cargas puntuales. Para la obtencién de este arco se debe fijar un
cordel o cadena fija permitiendo su arqueamiento, luego se disponen cargas
puntuales hasta conseguir la forma deseada. Al final, invertimos la curva y la
usamos para usos arquitectonicos

Antonio Gaudi que es uno de los grandes arquitectos de todos los tiempos, se
diferencia del resto de arquitectos de su época en que hay una preocupacién
desde el inicio, por el diseno de una estructura estable y no una mera compro-
bacién de estabilidad a posteriori. El interés en construir estructuras estables,
ademas de una buena formacién técnica, es lo que provoca que emplee los arcos
catenarios y parabdlicos desde un principio.
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El uso de arcos catenarios por Gaudi también era porque los encontraba estéti-
camente satisfactorios, ya que empleaba los arcos con profusion en lugares don-
de otras soluciones estructurales hubieran sido posibles. EI, mismamente dijo
que la catenaria transmitia elegancia y daba espiritualidad al arco. Para Gaudi
la naturaleza era un referente, y la catenaria es una forma natural.

Figura 2.8: Colegio de las Teresianas

Gaudi también utilizaba frecuentemente algunos recursos como la simetriza-
cién y sobre todo la traslacién de los arcos para conseguir efectos especiales.
Como se aprecia en los largos pasillos del colegio de las Teresianas, en la si-
guiente imagen.

Figura 2.9: Pasillo del colegio de las teresianas con traslacion de catenarias

Vamos a ver varios ejemplos de edificios donde aparece la catenaria, como
el Arco de Gateway, la Antigua Reserva Federal de Minneapolis y el Kingdom
Centre de Arabia Saudita.
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El Arco Gateway de San Luis (Misuri, Estados Unidos) que es un monumento
conmemorativo, es quizas la obra arquitectéonica con forma de arco catena-
rio mas conocida del siglo XX. Esta obra es una maravilla de la construccion
teniendo cuenta que fue realizado entre 1963 y 1965, época anterior a los or-
denadores. Es obra del arquitecto norteamericano de origen finlandés Eero
Saarinen y tiene una altura de 192 metros, siendo el monumento de acero
inoxidable més alto del mundo.

Figura 2.10: Arco Gateway (San Luis, Misuri)

Otra obra moderna en la que aparece el arco catenario, es la Reserva Federal
de Mineapolis en Estados Unidos. Es una obra del arquitecto de origen letén
Gunnar Birkerts y el diseno esta basado en un puente colgante. La obra consis-
te en dos grandes estructuras laterales de hormigon separadas 100 metros una
de la otra que sirven de soporte en las que se anclan dos inmensos cables en
forma de catenaria que sustenta la estructura del edificio de 11 pisos, siendo la
fachada el lugar en el que se reproduce la curva catenaria resaltando el sistema
constructivo empleado.

Figura 2.11: Antigua Reserva Federal de Minneapolis, Estados Unidos

Yéndonos al caso en el que el uso de la catenaria sea mas estético que estruc-
tural, podemos fijarnos en el Kingdom Centre en la capital de Arabia Saudita,
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situado en la ciudad de Riad. Es una obra del arquitecto Scott Berry y tiene
una altura de 302 metros, siendo el quinto edificio mas alto del pais. A su curva
catenaria se han referido como tin collar para la ciudad de Riad”. Pertenece a
la familia real Saudita.

Figura 2.12: Kingdom Centre (Riad, Arabia Saudita)

2.6. La evolvente de la catenaria

Vamos a ver cual es la evolvente de la catenaria, pero antes vamos a ver la
definicién de evolvente.
La operacién de calcular evolventes de una curva se puede considerar la inversa
de la operacién de célculo de la evoluta. [1]

Definicién 2.4. Dada la curva c : t — c(t) € R? sin estar parametrizada por
el arco, la evolvente de la curva ¢ viene dada por:

at) = c(t) — s(t)% (2.9)

donde s : t — s(t) = f: | (¢)|de € J C R? con 7 wvalor real

Lema 2.5. La evolvente de catenaria es la tractriz.

x
Demostracion. Sean las ecuaciones paramétricas de la catenaria c(t) = (t, hocosh (h_>)
0

con t valor real.
Utilizando la férmula de la evolvente (2.9) a partir del punto ¢ = 0, se tiene:

s(t) = /Ot V 1+ sinh?(e)de = /Ot cosh(e)de = sinh(t)

y sustituyendo

_ sinh(t)

a(t) = ((t, cosh(t)) cosh(D) (1, sinh(t)) = (t — tanh(t), cosi(t))
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que son las ecuaciones paramétricas de la tractriz como vamos a ver en el
siguiente capitulo O



Capitulo 3

La tractriz

En este capitulo, vamos a exponer la tractriz, una curva definida como la
trayectoria de un punto P arrastrado por otro punto A que se desliza en linea
recta, manteniéndose a una distancia constante d. La tractriz puede ser defini-
da de una manera mas coloquial como la curva trazada por un perro arrastrado
mediante una correa tensa e inextensible por su amo, que camina a lo largo
de una recta que estd inicialmente perpendicular a la correa [16]. Esto provoca
que la tractriz sea también llamada la curva del perro. La palabra tractriz
proviene del latin, de la palabra tractum, que significa arrastrar.

Al hablar de la tractriz, estamos hablando de un caso concreto de una curva
de persecucion, estas curvas son las que describen un objeto que se desplaza
a una velocidad v; constante y que persigue de manera 6ptima a otro objeto
que se desplaza en linea recta a una velocidad v, también constante.

Se conoce que la tractriz fue introducida por Claude Perrault (1613-1688)
en 1670. Isaac Newton estudié la curva en 1676 y Christiaan Huygens en 1692,
siendo el primero en llamarla asi al escribir en una carta a Leibniz. También
la estudié Johann Bernoulli. El estudio de la tractriz comenzo6 con el siguiente
problema propuesto a Leibniz [18]:

¢Cudl es el camino de un objeto arrastrado en un plano horizontal por una
cadena de longitud constante cuando el extremo de ésta no unido al objeto se
mueve a lo largo de una recta en el plano?

Una de las caracteristicas de la tractriz es que su evoluta es la catenaria. Otra
propiedad interesante es que cualquier segmento tangente a la tractriz desde el
punto de tangencia hasta la asintota de la curva tiene longitud constante, de
aqui que también sea conocida la curva con el nombre de curva equitangencial.
Ademas, la rotacién de la tractriz con respecto al eje Y genera la superficie de
revolucién denominada pseudoesfera, pues tiene curvatura de Gauss constante
negativa. Esta superficie sirve como modelo para la geometria hiperbdlica de
Lobachevsky.
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3.1. Ecuacion cartesiana

Vamos a conseguir las ecuaciones cartesianas de la tractriz resolviendo el
siguiente problema, que es de naturaleza matematica y carente de los orna-
mentos del mundo real.

Problema 3.1. Imaginemos que arrastramos un punto P en el plano XY por
una cuerda PT de longitud constante a. Si T parte del origen y se desplaza a

lo largo del eje positivo Y, y si P parte del punto (a,0). Entonces, ; Cudl es

la trayectoria que va a recorrer el punto P? [2]

Figura 3.1: Tractriz

Solucion Sabemos que la curva descrita por el punto P es la tractriz.
Observando la imagen del recorrido realizado por el punto P, vemos que se
puede calcular la pendiente de la curva de persecucion.

Por el enunciado conocemos que el punto inicial de P es Py = (a,0) con a

constante y Ty = (0,0). En el instante de tiempo ¢, el punto P se encuentra en
(z,y) y T se encontrara en (0, y;)

Sabemos que la pendiente de PT es:

T
y como PT = a, a*

xz + (yt - y)27 despejando yt — y = 1/a2 _.TQ, y
sustituyendo en la ecuacion de la pendiente:

o dy  JE—#
y(o)=— ="

Tdr T
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Nos encontramos con la derivada de y con respecto a z y despejando, obtene-
mos una ecuacién diferencial de primer orden separable:

1/(12_1;2
dy=— [ XX "z
xXr

Se resuelven las integrales, realizando en la integral de la derecha el cambio de
variables x = asin(¢), donde ¢ es el dngulo entre la recta AP y el eje de las
ordenadas. Obteniendo:

y=aln <a+\/a2—x2) B
x

a2 — 2

que es la ecuacién de la tractriz

3.2. Ecuaciones paramétricas

A partir de la ecuacion cartesiana de la tractriz y con un par de cambios
de variable, usando funciones hiperbdlicas, vamos a deducir las ecuaciones
paramétricas de la tractriz. [17]

Hemos visto en la seccion anterior que la ecuacién cartesiana de la tractriz es::

(a+\/a2—x2)
y=aln| ———W""—) —
x

a2 — 2

Siendo ¢ = aresech (2) = cosh™' (%) y cosh(t) = £~ = 2. Teniendo:

2
a+vVa?— x?

t=In ,
T
2 — 12
tanh(t) = ———
anh(t) = Y=
Y x
sech(t) = —
t)==

Despejando, obtenemos que las ecuaciones paramétricas con funciones hiperbéli-

cas son:
{ xr = asech(t) = #h(t)

y = a(t — tanh(t))

3.3. Longitud de arco de la tractriz

Partiendo de la ecuacion cartesiana de la tractriz, vamos a calcular cual
es su longitud de arco. Para ello vamos a utilizar la ecuacién de la definicion
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(2.1).
Derivamos la ecuacién cartesiana respecto x, y obtenemos
2
a x
!
y(r) =— +
a2 —x2 Va2 — a2
x? —a? a? — x2

zva? — x? T

Ahora, sustituyendo en (2.1):

L:/:\/lJr (—@>2dx:/:gdx:aln(a)—aln(x) —am (%)

T T T

Concluimos afirmando que la longitud de arco de la tractriz es L = aln (%)



Capitulo 4

Clotoide o espiral de Cornu

En este capitulo vamos a introducir las curvas de transicion y su importan-
cia a la hora de ser aplicadas, concretamente nos vamos a centrar en la curva
conocida como clotoide, también llamada espiral de Euler o espiral de Cornu,
en honor del fisico francés Marie Alfred Cornu (1841-1902).

Figura 4.1: La espiral de Cornu o clotoide

La clotoide es una de las curvas que pertenece a la familia de las espirales.
La definimos como una curva plana descrita por un punto que se desplaza con
movimiento uniforme sobre una recta, mientras la recta gira con movimiento
uniforme alrededor de uno de sus puntos. Recibe el nombre de clotoide de la
palabra griega 'klothd’, que significa hilandera. Dicha curva fue creada por Ma-
rie Alfred Cornt como un monograma para célculos de difraccién 6ptica. La
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clotoide posee una propiedad que hace que ésta curva sea fundamental a la ho-
ra de realizar trazados para carreteras, ferrocarriles... La veremos mas adelante.

Las curvas de transicion, también llamadas curvas de radio variable, son las
curvas matematicamente calculadas para una seccién de carretera o de la via
del ferrocarril, donde una alineacion recta cambia a una curva circular, forman-
do una espiral. En otras palabras, son las curvas encargadas de unir tramos
rectos con tramos curvos o para conectar tramos circulares de curvaturas dis-
tintas.

Los primeros trazados de carretera y vias férreas fueron durante mucho tiempo
tramos rectos encadenados con arcos de circunferencia, que eran considerados
los mejores caminos por ser los mas cortos. Los problemas empezaron a llegar
cuando los vehiculos y trenes alcanzaron mayor potencia, siendo capaces de
ir a mas velocidad, siendo ambos transportes mas dificiles de controlar en las
curvas.

Vamos a ver el problema que nos produce que el trazado sea la union de una
recta con el arco de un circulo, analizar el problema, y ver cual es la solucion
Definimos el radio de curvatura en un punto, R. como el inverso del curvatura
en ese punto,R, = %, tomandose como infinito cuando x = 0. Por lo tanto, a
mayor curvatura menor radio. En el caso que menciondbamos anteriormente,
un trazado de carretera generado por una recta y el arco de circulo unidos, se
produce un cambio brusco en la curvatura , ya que en la recta dicha curvatura
k =0, y en la circunferencia k = R%’ donde R, es el radio de la circunferencia.
Por lo que un transporte que recorre este trazado, se encuentra en dificultades
al pasar de no sufrir ninguna fuerza centrifuga en la recta a sufrirla en la curva,
lo que provoca la pérdida de control del vehiculo, ocupando en algunos casos
el carril contrario o saliéndose de la calzada, habiendo una falta de seguridad

. , , . . muv

en dicha via. La fuerza centrifuga viene definida por F, = 7= muk, donde
C

m es la masa, v la velocidad y R, es el radio de curvatura. Si observamos la

formula, podemos apreciar que contra mas pese el vehiculo y més rapido vaya,
la fuerza centrifuga serd mayor. Por otro lado, en la recta la fuerza centrifuga
es 0 al ser su curvatura 0 y la fuerza centrifuga serd menor en una curva con
menor curvatura que una con mayor curvatura.

Luego, buscamos una solucién a los problemas que nos ocasiona el trazado. Po-
demos pensar mirando la férmula de la fuerza centrifuga, en que si redujésemos
la masa del vehiculo, la fuerza disminuiria, pero esto no tiene mucho sentido.
Como tampoco tiene mucho sentido reducir la velocidad considerablemente al
tomar la curva, lo que harfa ir mucho mas despacio. Otra solucién seria au-
mentar el radio de la circunferencia, pero esto implicaria que la recta fuese mas
corta.

Para evitar las dificultades, pensamos en anadir entre la recta y la curva circu-
lar, otra curva en la que el radio disminuya suavemente desde el infinito, que
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es el radio de la recta, hasta el valor correspondiente del principio de la curva
circular, lo que serfa una curva de transicién. Realizariamos el mismo proceso
de manera andloga, para la salida de la curva circular a la recta, en este caso
aumentandose el radio. Esto produciria que el cambio de la fuerza centrifuga
no fuese brusco, sino suave.

Por lo que podemos concluir que la solucion es unir la recta y el arco circular
mediante una curva de transiciéon. Ademads, se puede afirmar que los traza-
dos con curvas de transicion disenados minuciosamente hacen que la fuerza
centrifuga crezca y decrezca gradualmente a medida que se entra o se sale de
una curva circular, siendo asi el trazado comodo, seguro y facil de circular por
el carril correcto.

Dentro de las diferentes curvas de transicion, la curva que mas se ajusta pa-
ra resolver el problema anterior, es la clotoide o espiral de Cornu, ya que la
propiedad que la define es que su radio de curvatura y su distancia recorrida
son inversamente proporcionales, y nosotros buscdbamos una curva en la que
el radio de curvatura fuera disminuyendo a medida que la distancia recorrida
fuera aumentando.

En la actualidad, los nuevos trazados de carreteras estan disenados como una
sucesién de clotoides, evitando asi tramos rectos excesivamente largos que
podian llevar a una conducciéon monotona, lo que puede provocar distraccion
y riesgo de accidentes. [8] [9]

Vamos a estudiar la clotoide o espiral de Cornti, empezando por la ley de
curvatura de la clotoide, que va a ser la propiedad geométrica que defina a la
curva; y a obtener su ecuacion a partir de las ecuaciones de Fresnel

4.1. Ley de curvatura de la clotoide

Empecemos estudiando la ley de curvatura de la cicloide. [§]
Para ello, vamos a suponer un trazado, que va a ser una curva circular de radio
R., por el que transita un coche o cualquier otro vehiculo, a una velocidad V'
constante, experimentando una aceleracion centrifuga:

e = — (4.1)

Este valor, va a ser el cambio inmediato que se tiene de pasar de una recta a una
curva circular y viceversa, ya que en la recta el coche no va a sufrir aceleracién
centrifuga al ser a. = 0, y entonces el incremento total de aceleracion es Z—Q.
Usamos una curva de transicién para solucionar el problema, es decir, pcara
buscar una variacién constante, progresiva, uniforme o lineal en la aceleracion
centrifuga.

Tomamos una curva de transicion de longitud L., produciéndose una variacién

de la aceleracion por unidad de longitud, también llamada aceleracién unitaria,
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a lo largo de esta curva:
V2

R,
Aoy = =< (4.2)
L
Ahora, calculamos la fuerza centrifuga de un punto cualquiera que se encuentre
en la curva de transicion entre la recta y la curva, a una distancia [ del inicio
de la curva de transicion, siempre que su radio varie desde infinito a R,

V2
Qcp = ﬁ (43)
Una aceleracién, que en funcién de la unitaria es:
V21
Qcp = acul = RCLe (44)
Igualando las dos expresiones anteriores:
V2 B V2
R R.L,
tenemos que
Le _ 1 = R.L. = RI
R - Rc clie —

de donde sabemos que L. y R. son constantes, luego también lo serd el valor
de su multiplicacién, al que vamos a llamar A2, y las ecuaciones anteriores
quedan como:

R.L. = Rl = A* (4.5)

denominada la ecuacién (4.5) Ley de curvatura de la clotoide, apreciando que
el radio de curvatura R es inversamente proporcional a la longitud L de la
curva desde su origen.

Hemos llegado a la propiedad fundamental de la clotoide, gracias a la cual es
la curva de transicion ideal.

4.2. Ecuaciones paramétricas

En esta seccion del capitulo, vamos a intentar hallar las ecuaciones pa-
ramétricas de la clotoide. Llamamos r(s) = (z(s),y(s)) a la representacion
paramétrica de la clotoide, donde en cada punto de la curva se va a cumplir
que el producto de la longitud del arco recorrido, | = s, por el radio de la
curvatura R, = r, es igual siempre a A? y constante, como hemos visto en la
seccién anterior. A es el pardmetro de la clotoide. [19]

2

Rl=rs=A*<r="— (4.6)
s
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Sabemos que la curvatura de la curva es el inverso del radio de la curva, xk = %,
y usando en ésta ecuacién (4.6) , tenemos:

K:%:— (4.7)

Tomamos ¢(s) como el dngulo que forma el eje de las abcisas con el vector
tangente unitario ¢ (s) en el punto r(s) y tenemos que

—

t'(s) = r'(s) = (cos((s)), sin(¢(s))) (4.8)

derivando con respecto ¢(s)

(s) = ¢/(s)(—sin(e(s)), cos(d(s))) = r(s) 7 (s)

y tomando normas

7

do
()] — |2
5(s)] = 16/(s)] = |22
Entonces, si k(s) y ¢'(s) tienen el mismo signo se cumple que k(s) = %, e
igualando con (4.7)
dp s
ds A2

Despejamos la igualdad dejando el miembro d¢ a la izqda, integramos a ambos

lados, y obtenemos:
2
/ dop = / —ds = ¢(s =on

Volviendo a (4.8), vemos que

2'(s) = cos(¢(s)) x(s) —z(sg) = S‘Z cos(o(s))ds
{ y(s) = sin(é(s) { ) (

Por lo que si tomamos que sg = 0, el origen O = (0,0) = (x(s0),y(s0)) v
tomamos el valor obtenido anteriormente para ¢(s), resulta:

{ x(s) = [ cos (57 )ds

2A2
s . 52
y(s) = [, sin(35z)ds
y concluimos que 7(s) = (z(s),y(s)) = (f cos(%)ds, N sz’n(%)ds), es decir,
que la ecuacion de la clotoide viene dada por las integrales de Fresnel.
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