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Resumen
H. Poincaré introdujo el estudio de la dindmica de los homeomorfismos de la circunferencia en su
intento de clasificar las soluciones de las ecuaciones diferenciales definidas sobre el toro. Estas inves-
tigaciones dieron lugar al problema de describir la estructura de estos homeomorfismos. Poincaré
introdujo el principal invariante para el estudio de su dindmica denominado “nimero de rotacién”.
En este trabajo mostramos un estudio de la dindmica de los homeomorfismos de la circunferencia
viendo que propiedades se pueden describir a partir del nimero de rotacién. También se estudiaran
las propiedades del grupo de homeomorfismos de la circunferencia que preservan la orientacion.

Palabras clave: Grupo de Homeomorfismos, Circunferencia, Niumero de rotacién, Conjunto de
Cantor.

Abstract
H. Poincaré introduced the study of the circle homeomorphisms dynamics in his attempt to classify
the solutions to differential equations defined on the torus. These researches brought the problem
to describe the structure of these homeomorphisms. Poincaré introduced the main invariant in the
study of its dynamics called “rotation number”.

In this project we show an study of the circle homeomorphisms dynamics noticing at those pro-
pierties that can be described by the rotation number. Furthermore, we will study those propierties
of the circle homeomorphisms which preserves the orientation group.

Key words: Homeomorphisms Group, Circle, Rotation number, Cantor set.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se va a analizar el comportamiento de los sistemas dindmicos de la circunferencia
restringiéndonos al caso en que son homeomorfismos. En concreto vamos a formalizar y estudiar el
comportamiento de una trayectoria definida por un homeomorfismo y vamos a ver en que casos su
comportamiento se asemeja al de aplicaciones mas familiares, las rotaciones y en que casos podemos
transformar (mediante conjugacién) a uno de estos homeomorfimos en una rotacién.

Un sistema dindmico puede ser continuo o discreto. En el caso discreto, un sistema dinamico

es una aplicacién f : X — X en el que la n-ésima iteracién consiste en f* = fo f»~! con f° la
identidad. Este tipo de sistemas recibe el nombre de mapa.
En el caso continuo, tendremos un conjunto de aplicaciones {f* : X — X}, con t recorriendo
los reales o los reales no negativos, que forma grupo o semigrupo respectivamente respecto de la
operacién composicién y de nuevo f es la identidad. Un sistema continuo también recibe el nombre
de flujo. Es claro que si consideramos un homeomorfismo de la circunfencia en si misma, obtenemos
un mapa.

La motivacién para entender los homeomorfismos de la circunferncia vistos desde el punto de
vista de la dindmica, surge del interés de Poincaré a la hora de estudiar el comportamiento de las
ecuaciones diferenciales sobre el toro. Vio que al estudiar la trayectoria de un punto por la solucién
de la ecuacién, es decir la trayectoria de un punto obtenida a partir del flujo dado por la ecuacion
diferencial, esta al volver a cruzar el meridiano que pasaba por el punto de partida, definia una
aplicacién de la circunferencia en si misma, ver figura A esta aplicacion posteriormente se la
denomino aplicacion de primer retorno de Poincaré. Esta aplicaciéon se ha generalizado a los siste-
mas dinamicos en general y es de gran interés debido a la informacion que se extrae de esta sobre
el sistema en cuestion.

Figura 1.1: Trayectoria de un punto pasando por el mismo paralelo [13].
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A continuacién detallamos el contenido de esta memoria.

En el siguiente capitulo de este trabajo, vamos a hacer un repaso de ciertos conceptos de
topologia algebraica y particularizaremos para el caso de interés, es decir, la circunferencia. Este
trabajo se encuentra dentro del campo de la dindmica topoldgica, es decir, estudiaremos propiedades
de la dindmica de un sistema desde la topologia. En este segundo capitulo introduciremos conceptos
pertenecientes a esta disciplina como pueden ser los denominados puntos limites y veremos algunas
propiedades de estos.

En el tercer capitulo nos centraremos en la clasificacién de los homeomorfimos de la circunfe-
rencia segin un invariante que definiremos, denominado ntimero de rotacién y estudiaremos sus
propiedades. Este concepto serd clave a lo largo del trabajo. A lo largo de este capitulo nos apoya-
remos en los conceptos definidos en el capitulo anterior. Si consideramos los homeomorfismos de la
circunferencia como sistemas dindmicos, veremos que dicho invariante nos aporta informacion de la
dindmica de estos homeomorfismos. A modo de ejemplo, veremos como la dindmica de un sistema
con un numero de rotacién racional es totalmente diferente a la de uno cuyo ntimero de rotacion
es irracional.

Finalmente, en el tltimo capitulo estudiaremos el comportamiento de varios de estos homeomor-
fismos, atendiendo a dos factores: la topologia de dicho conjunto de aplicaciones y su estructura
como grupo. Juntando ambos campos, seremos capaces de generalizar ideas vistas en el tercer
capitulo. Veremos condiciones bajo las que un grupo de homeomorfismos se puede ver como un
grupo de rotaciones o como la dindmica de estos se asemeja a la de un tnico homeomorfismo.
Durante este capitulo ademas se hard a modo de recordatorio un breve repaso de conceptos sobre
teoria de la medida que nos serdn de gran utilidad.



Capitulo 2

Preliminares

A modo de aclaracién, en este trabajo se considera al 0 como un elemento de los nimeros
naturales. Cuando haya ambigiiedad en la notacién, usaremos que f°" para denotar la n-ésima
composicon en lugar de .

En esta seccion se va a probar que todos los homeomorfismos de la circunferencia en si misma,
se pueden transformar por composiciéon de aplicaciones en una rotacion.

2.1. Homeomorfismos de S! y sus levantamientos

Comencemos definiendo una serie de conceptos imprescindibles para el desarrollo de este tra-
bajo, el objetivo inicial es relacionar el espacio S' con la recta real con el fin de poder de trabajar
con funciones reales. Esta idea se puede hacer porque R es un espacio recubridor de S. Concepto
que procedemos a definir y del que se daran algunas propiedades de interés cuyas demostraciones
se pueden encontrar en [§].

Definicién 2.1.1. Sean (X,7x) y (E,Tg) dos espacios topoldgicos. Se dice que E es un espacio
recubridor de X si existe una aplicacion p: E — X, con las siguientes propiedades:

1. p es continua.
2. p es sobreyectiva.

3. Para cada x € X, existe U entorno abierto de x, tal que p_l(U) = U;er Vi con V; abiertos de
FE, disjuntos dos a dos y tales que p|% : Vi — U es un homeomorfismo para todo i € I. Al
entorno U se le denomina abierto trivializante.

Si se consideran los espacios R y S!, ambos con la topologia usual, se comprueba que la siguiente
aplicacién es de recubrimiento.

p:R — S p(t) = (cos(27t),sen(27t)) (2.1)

Si consideramos un abierto conexo en S', intuitivamente vemos que su contraimagen es de la forma
dada por la figura que cumple las propiedades deseadas.



4 CAPITULO 2. PRELIMINARES
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A

Figura 2.1: Esquema de la contraimagen de los abiertos de S' por p.

Definicién 2.1.2. Sean f : X — Y una aplicacion continua y (E,p) un espacio recubridor de Y.
Se denomina levantamiento de f a una aplicacion continua F : X — E tal que f =po F.

Dados zp € X, ep € Eeyp €Y, con f(xp) = yo = p(ep), si Y es conexo y localmente conexo por
caminos, la condicion necesaria y suficiente para que exista un levantamiento F' : X — FE tal que
F(z0) = ep es la siguiente relacién entre grupos fundamentales:

fe(m1 (X, 20)) C pu(m1(E, €0)) (2.2)

siendo f. y ps« las aplicaciones inducidas entre grupos fundamentales por f y p respectivamente.
Ademads una vez fijado F(x9) = ep, si la aplicacién existe, es tnica.

Recordemos que el grupo fundamental se obtiene como el conjunto de clases de lazosE con la
relacion “ser hométopos con los extremos fijos”. A modo de recordatorio hacemos un repaso de
algunos conceptos relacionados con la teoria de la homotopia.

Definicion 2.1.3. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas, diremos que son homdétopas, si
existe una aplicacion continua H : X x [0,1] — Y tal que H(z,0) = g(x) y H(z,1) = f(x) para
cualquier x € X.

Definiciéon 2.1.4. Sea X un espacio topoldgico y A C X un subconjunto, diremos que A es un
retracto de deformacion si existe una aplicacion continua r : X — A tal que r|, es la identidad
y que sea homdtopa a la identidad sobre X.

Una propiedad de interés es de los retractos de deformacion es la siguiente.

Proposicion 2.1.5. Sea A C X wun retracto de deformacidn, entonces los grupos de homotopia
son isomorfos, es decir dado a € A, entonces m1(X,a) = m1(4A,a).

Es decir tenemos que hay una similitud entre ambas topologias.

Debido a que el objetivo de este trabajo es el estudio de los homeomorfismos de la circunferencia
S!, usaremos los levantamientos de estos. En concreto dada una aplicacién g : S' — S' continua,
podemos considerar un levantamiento G de la aplicacion g o p, obteniendo el siguiente diagrama
conmutativo:

R—C94R

| I

st —2 st

1Un lazo en un espacio topolégico es un camino en el que los extremos coinciden.
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Por simplicidad y siguiendo la bibliografia empleada en lugar de decir que G es un levantamiento
de g o p, diremos simplemente que G es un levantamiento de g (ver [I]).

Estos levantamientos siempre existen, ya que R es simplemente conexo, es decir que su grupo
fundamental es el trivial y por tanto se tiene que para cualquier aplicacién continua ¢ : S* — S!,
se cumple la condicién de ([2.2]).

{0} = (9 0p)«({0}) C p«({0}) = {0}

Observacién 2.1.6. Se puede ver la circunferencia S' como el intervalo [0,1] con los extremos
identificados donde el conjunto de clases de equivalencia tiene una biyeccién natural con el conjunto
[0,1), tenemos que g(z) = G(z) mod 1 y en concreto p(z) = x mod 1. A menudo utilizaremos estas
representaciones por simplicidad. En este caso la topologia de la circunferencia se puede ver como
la obtenida a partir de la siguiente métrica:

d(x,y) = min{|z —y|,1 — |z — y|}

Donde z,y se ven como elementos de [0,1). Ver que se trata de una métrica consiste en un mero
ejercicio de comprobacién.

A partir de ahora por simplicidad, salvo que sea necesario precisar, denotaremos todas las
distancias por d. Ahora continuaremos estudiando los levantamientos de aplicaciones continuas de
la circunferencia, ya que poseen unas determinadas propiedades que serdan relevantes en el trabajo,
por lo tanto procedemos a reseniar alguna de ellas.

Observacién 2.1.7. Sean f,g:S' — S! dos aplicaciones continuas y sean F' y G levantamientos
de f y g respectivamente. Se tiene que F' o G es un levantamiento de f o g.

Demostracion. Tenemos que
poFoG=fopoG=fogop.
Es decir tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

G F

R——R——R

ok

1 1 1
ST>S*>S
O

Lema 2.1.8. Sean g : S' — S! wna aplicacion continua y G un levantamiento, entonces, existe
un k € Z tal que G(x + 1) = G(z) + k para todo v € R y ademds G(z + n) = G(z) + nk para
cualquier entero n.

Demostracion. Tenemos que
poG(z) =gop(x) =gop(x+1)=poG(z+1).

De modo que G(z + 1) = G(z) + k(z) con k(x) € Z para todo x € R. Luego podemos escribir
k(x) = G(x+1) — G(x), es decir como diferencia de dos funciones continuas, entonces tenemos que
k : R — 7Z es continua y por tanto es constante.

Para la segunda parte sea n € Z, se ve de forma inmediata a partir del primer resultado que

G(xz 4+ n) = G(z) + nk. O
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Aplicando un razonamiento similar se prueba el siguiente resultado.

Lema 2.1.9. Sean F y F’ dos levantamientos de una misma aplicacion f : S' — S!, entonces
existe k € 7 tal que F(x) = F'(x) + k para cualquier x € R.

Desde el punto de vista de la topologia algebraica se puede entender el lema [2.1.8 a partir del
siguiente concepto.

Definicién 2.1.10. Sea f: S' — S! una aplicacion continua. Se denomina grado de la aplicacion
f a grado(f)=f.(1), donde f. es la aplicacion inducida entre los grupos fundamentales (St bg)
con by € S* y w1 (S, f(bg)), ambos isomorfos a Z y donde 1 representa la clase del lazo que da una
vuelta a la circunferencia en sentido antihorario.

La definicion [2.1.10] nos dice que el grado de la aplicacién se corresponde con la imagen de la
clase del lazo que da una vuelta completa a la circunferencia, es decir, con el nimero de vueltas
que da este lazo imagen. Si F' es un levantamiento de una aplicacién f, el niimero de vueltas lo
medimos a partir de la diferencia F'(x +1) — F(x) que como se ha visto en el lerna no depende
del punto escogido.

Una propiedad bastante interesante es la de continuidad uniforme, pese a ser un concepto bastante
empleado, procedemos a realizar un breve recordatorio de su definicién y algtun resultado interesante
sobre este tipo de funciones (ver [9]).

Definicién 2.1.11. Sea g : (X,dx) :— (Y,dy) una aplicacion entre espacios métricos, decimos
que g es uniformemente continua si dado € > 0, existe un § > 0, tales que para cualquier par de
puntos a,b € X tal que dx(a,b) < 0 se tiene que dy(g(a),g(b)) < e.

Teorema 2.1.12. Sea g : (X,dx) — (Y, dy) una aplicacion continua entre espacios métricos. Si
X es compacto entonces g es uniformemente continua.

Observacion 2.1.13. Como la circunferencia es un espacio compacto, es claro por el teorema
anterior que toda aplicacién continua sobre estd, es uniformemente continua.

La siguiente proposiciéon nos muestra que la continuidad uniforme se conserva en los levanta-
mientos de aplicaciones de la circunferencia.

Proposicién 2.1.14. Sean g : S' — S' una aplicacion continua y G un levantamiento de g,
entonces G es uniformemente continua.

Demostracion. Sabemos que G’[*LI] es continua por serlo sobre toda la recta real. Por tanto
aplicando el teorema por ser [—1, 1] compacto, G |[_171] es uniformememte continua. Luego
sabemos que dado £ > 0, existe un § > 0, tal que para cualquier par de puntos z,y € [—1, 1] tales
que |z — y| < 0 entonces |G(x) — G(y)| < €. Luego dado € > 0, tenemos asociado un ¢ > 0. Sean
a,b € R con |a — b| < min{d, 1}. Sin pérdida de generalidad supongamos que a < b. Tenemos que
b = [b] + 7, donde [b] es la parte entera de b y llamamos v, = a — [b]. Se cumple que 4,7 € [—1,1]
Y |[Ya — | < 0, por tanto |G(v4) — G()| < €. Por el lema sabemos que existe un k € Z tal
que G(z +n) = G(x) + kn para cualquier z real y n entero. Por tanto

G(7a) = G(w)| = [G(a) = G)| <€

Quedando probada la continuidad uniforme de G. 0
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Un caso particular que estudiaremos con detenimiento es aquel en el que f : S! — S! es un
homeomorfismo y F' un levantamiento suyo, de manera que F' es una funcién creciente, en tal caso
diremos que f preserva la orientacion.

Proposicién 2.1.15. Si f : S' — S es un homeomorfismo que preserva la orientacidn, se tiene
que un levantamiento F' cumple la siguiente propiedad: F(x+ 1) = F(x)+ 1 para todo nimero real
x.

Demostracién. Por el lema[2.1.8 sabemos que F(z + 1) = F(z) + k con k € Z. Falta ver que k = 1.
Como F es creciente no puede darse que k < 0. Como f es homeomorfismo y p es de recubrimiento
y por tanto es homeomorfismo local, se tiene que F' es localmente inyectiva. Si k = 0, se tendria
que F' = cte por ser creciente, en contra de esa inyectividad local.

Finalmente supongamos que k > 1, entonces por continuidad existe y € (x,z + 1) tal que F(y) =
F(z)+1. Luego fop(z) = poF(z) = p(F(z)+1) = poF(y) = fop(y), en contra de que fop|y, ..
es inyectiva para cualquier x real. ]

De igual manera se prueba que si un homeomorfismo g no preserva la orientacién se tiene que
grado(g) = —1. Es decir los homeomorfismos convierten un lazo que da una vuelta a la circunferen-
cia en otro lazo que también da una vuelta. En el caso de que la aplicacién preserve la orientacion,
el sentido de giro en el lazo de salida y el imagen es el mismo, por el contrario si la aplicaciéon no
preserva la orientacién se tiene que los sentidos de giro cambian. Luego para cualquier homemor-
fismo de la circunferencia h, se cumple que grado(h) = +1 (ver [14]).

Observacién 2.1.16. Notemos que la relacién F(x + 1) = F(z) + 1 mostrada en la proposicién
2.1.15| para levantamientos de homeomorfismos que preservan la orientaciéon y mas en general en
relacion con el lema [2.1.8| para los levantamientos de dos aplicaciones con el mismo grado provoca
que

méx {|F(z) — G(z)} = max{[F(z) — G(z)}

xz€[0,1] zeR

Denotaremos por Homeo, (S!) al conjunto de homeomorfismos de la circunferencia que preser-

van la orientacién y a los que no preservan la orientacién por Homeo_ (S!).
Al tener un conjunto de funciones continuas sobre un espacio métrico, entonces podemos definir
una topologia sobre nuestro conjunto.

Definicién 2.1.17. Sea (X, dx) un espacio métrico compacto, definimos sobre el conjunto C(X)
de funciones continuas de X en si mismo, la siguiente métrica

d(f,g9) = yg{dx(f(y),g(y))} fr9€C(X)

La topologia inducida la denominamos topologia de convergencia uniforme o topologia C.
Proposicion 2.1.18. La funcién dada en la definicion es efectivamente una métrica.

Demostracion. Un espacio métrico compacto es cerrado y acotado, por lo tanto se tiene que el
maximo siempre es una cantidad finita y la funcién estd bien definida.

Es obvio que d(f, g) > 0 para cualquier par de funciones f,g € C(X) y se da la igualdad d(f,g) =0
siysolosi f=g.
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También es claro que d(f,g) = d(g, f).
Probemos la desigualdad triangular. Sean f,g,h € C(X). Dado y € X, tenemos que por ser dx
distancia se cumple que

dx (f(y), h(y)) < dx(f(y),9(y)) + dx(g9(y), h(y))

Luego
d(f,h) = I;g{dx(f(y)y h(y))} < glg{dx(f(y),g(y)) +dx(9(y), h(y))} <
< ryng{dx(f(y),g(y))} + Iyng{dx(g(y), h(y))} = d(f,g) +d(g,h)
Por tanto queda probado el resultado. ]

Observacion 2.1.19. Claramente estd definicién se puede restringir al conjunto de homeomorfis-
mos de un espacio métrico compacto como es la circunferencia con la topologfa heredada de R2.
En este caso se obtiene que la distancia entre dos homeomorfismos de la circunferencia f, g es:

d(f, g) = max{min{|f(z) — g(2)], 1 - /() — g(@)[}} = yfél[gﬁ] {min{[F'(y) = G(y)|,1 = [F(y) = G(y)[}}

Donde F, G son dos levantamientos de f, g con F(0),G(0) € [0,1), de esta forma se evitan confu-
siones entre la circunferencia y el intervalo [0,1). Cuando se trate con distancias, los levantamientos
se tomardn con el origen en el intervalo [0,1).

Aunque R no es compacto, a raiz de la observacion [2.1.16] se puede aplicar estd misma métrica
para los levantamientos de los homeomorfismos de la circunferencia que preservan la orientacion.
Sean F, G dos levantamientos de f y g respectivamente, tenemos que la distancia de la métrica de
convergencia uniforme es la siguiente:

A(F.G) = mix (|F(x) - G()])

Lo primero que observamos de la métrica entre homeomorfismos de la circunferecia es que esta
acotada superiormente por 1/2, sin embargo, estd distancia no estd acotada para los levantamientos.
Tenemos que si la distancia d(f,g) < 1/2, entonces

d(f.g) = max{|F(z) = G(z)|} o bien d(f,g) =max {1l —|F(z) - G(x)[}

De no ser asi, por continuidad de las funciones |F(z) — G(z)| y 1 — |F(z) — G(x)|, existirfa un
punto en la que ambas toman el valor 1/2, en contra con que d(f,g) < 1/2. Como podemos tomar
levantamientos de una misma funcién, pero separados una constante entera cualquiera, entonces a
raiz de esto, si d(f, g) = € < 1/2, podemos tomar dos levantamientos F, G de f y g respectivamente,
tales que d(F,G) = ¢.

Sigamos con mas propiedades de los levantamientos.

Lema 2.1.20. Sean f : S' — S! un homeomorfismo y F un levantamiento, entonces F es un
homeomorfismo.
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Demostracion. Para probar este resultado consideramos dos casos:

1) Supongamos inicialmente que f preserva la orientacién. La aplicacién F' es continua por ser
un levantamiento. Ademds, por ser F creciente, F[z,z+1) = [F(z), F(x)+1) para cualquier z € R,
luego F' es sobreyectiva.
Como p restringida a cualquier intervalo de la forma [y, y+1) es una aplicacién inyectiva y ademads se
tiene que poF = fopy f es homeomorfismo, entonces po F‘[:c,av-f—l) es inyectiva. Por tanto, F|[x’x+1)
es inyectiva por serlo la composicién y de nuevo utilzando que Flz,x + 1) = [F(x), F(x) + 1) se
llega a que F' es inyectiva sobre todo su dominio.
Probemos ahora que F' es abierta, para ello tomamos W C R abierto, definimos V,, = W [((z,z+1)
con x € R, es obvio que W = |J, g Vi v basta probar que F(V;) es abierto.
Tenemos que p| y+1) €8 homeomorfismo para cualquier ¥y € R y en concreto es abierta. Ademés
se cumple que F(x x+1) = (F(x),F(z)+ 1), entonces F(V;) C (2,2 + 1) para algin z € R. Por
tanto al ser f homeomorfismo y po F(V,) = f o p(V,), tenemos que p(F(V;)) es abierto y como p
es homeomorfismo en el intervalo (z,z + 1), entonces F'(V,) es abierto como querfamos ver.

2) Supongamos ahora que f no preserva la orientacién, eso quiere decir que F' es decreciente.

Tomemos la aplicacién ¢ : S — St = [0,1) con t(z) = —x mod 1, su levantamiento T'(Z) = —7 es
decreciente. De manera que f ot preserva la orientacion, ya que F oT es creciente. Por tanto F oT
es homeomorfismo y en consecuencia lo es F' por serlo también T O

Observacion 2.1.21. Siguiendo la demostracién del lema [2.1.20] se ve que verdaderamente se
prueba que si f : S' — S! es una aplicacién continua de grado +1, entonces es biyectiva o abierta
si y solo si lo es también un levantamiento cualquiera suyo.

Proposiciéon 2.1.22. Sean f un homeomorfimo y F un levantamiento. Para cualquier entero k € 7
se cumple que F* es un levantamiento de f*, es decir:

poFk = fFop (2.3)
Demostracion. Tenemos que
poF2 (poF)oF = (fop)oF:f2op.

Aplicando induccién queda probado para cualquier nimero natural. Para probarlo para los ne-
gativos usamos que f y F son homeomorfismos tal y como se vio en el lema Se cumple
que

foflop=p=poFoF t=fopoF!

Luego f~'op = po F~!. Argumentando de igual manera que para el caso positivo, obtenemos el
resultado deseado. De hecho tenemos que F~! es un levantamiento de f~1. O

Observacion 2.1.23. Si f preserva la orientacion, de la proposicion [2.1.15| se obtiene que para
cualquier entero k, se verifica que F(x + k) = F(x)+ k y por la proposicién [2.1.22 ademés se tiene
que F"(z + k) = F"(x) + k para cualesquiera n € Ny k € Z.

Procedamos a estudiar la dindmica de estos homeomorfismos, para ello definimos los siguientes
conceptos debido a su relevancia en la teoria.
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Definicién 2.1.24. Dados una aplicacion f: X — X y un punto y € X, el conjunto Orb;{ (y) =
{f™"(y) : n € N} se denomina érbita positiva de y por f.

Si la aplicacion es invertible se puede considerar el conjunto {f*(x) : k € Z} dando lugar a la
érbita completa, denotada por Orbs(y). Ademds en este caso llamaremos érbita negativa a la
orbita positiva de y por f~1, dicho conjunto lo denotaremos por Orb]? (y).

Definicién 2.1.25. Sea f : X — X. Se dice que x € S* es un punto periédico de f, si existe un
nidmero natural positivo n tal que f"(x) = x. Al menor nimero natural positivo n que cumpla esa
igualdad se le denomina periodo de x por f.

Trabajar con un levantamiento F' de un homeomorfismo de la circunferencia f puede resultar
en ocasiones mas sencillo que trabajar directamente con el propio homeomorfismo, en el siguiente
lema se da una caracterizacién de los puntos periédicos de f en funcién de F'.

Lema 2.1.26. Sean f :S' — S' un homeomorfismo y F : R — R un levantamiento de f. Son
equivalentes:

1. x € St es un punto periddico por f con periodo q.
2. q es el minimo entero positivo tal que para cualquier T € p~'(x), existe un entero r tal que

FiZ)=T+r.

Demostracion. Para ver que I = 2, basta tener en cuenta que si x es un punto peridédico de
f, entonces para algin ¢ natural positivo se tiene que f4(xr) = z. Luego si T € p~!(z), como
fl0op=po F1 entonces

z = fl(z) = fTop(@) =po F(z).

Es decir, F4(z) € p~!(z), por lo que F4(Z) = Z + r para algiin r entero, ya que p(x) = p(y) si y
solosiy=xz+rconré€Z.

La implicacién 2 = 1 se deduce aplicando la proposicién [2.1.22 con f? o p(T) = p o FU(T).
Teniendo en cuenta la periodicidad de p obtenemos que

fi(@) = flop(E) =po FUT) =pE+r) =2

Ademads ¢ es el minimo para el que esto sucede, por tanto x tiene periodo q. ]

2.2. Propiedades de la 6rbita

El objetivo del siguiente capitulo es el de clasificar los homeomorfismos de la circunferecia
mediante un invariante, para ello previamente tendremos que recordar ciertos conceptos de topologia
general e introducir algunos nuevos (ver [9]). Los resultados relativos a la dindmica, se desarrollan
en [1].

Pasamos a dar las definiciones de propiedades asociadas a conjuntos de un espacio topoldgico.

Definicion 2.2.1. Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que

1. x € A es un punto aislado de A si existe un entorno abierto W de x tal que A(\(W\{z}) = 0.
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2. ¢ € A es un punto de acumulacién si no es punto aislado.

3. A es un conjunto denso en ninguna parte si Int(A) = ().

4. A es un conjunto perfecto si A es un subconjunto cerrado sin puntos aislados con la topologia
de subespacio.

5. 0A = X\AN A es la frontera de A. También la podemos escribir como A = A\Int(A).

Por lo general se suele definir un conjunto de Cantor como un conjunto cerrado, perfecto y
denso en ninguna parte.

Definicién 2.2.2. Sea f: X—> X un aplicacion, decimos que un subconjunto AC X es invariante

por fsi f(A) C A.

Lema 2.2.3. Sea f: X — X una aplicacion continua. Si A C X es invariante por f, entonces A
también lo es.

Demostracién. Sea y € A, veamos que f(y) también estd en A. Para ello tomamos un entorno U
de f(y), y por ser f continua, tenemos que f~'(U) es un entorno de y. Como y es un punto de la
adherencia de A entonces f~1(U) (A # (). Luego por la invarianza de A, se tiene que U () A # 0.
Por tanto f(y) estd en la adherencia de A. O

A continuacién damos las deficiones de otras propiedades de espacios toplégicos. En todas las
definiciones tomaremos X como un espacio topoldgico.

Definicién 2.2.4. Dado z € X decimos que una coleccion {V;}icr de entornos de x es una base
de entornos si para un abierto U cualquiera que contenga a x, existe un V; C U.

Definicion 2.2.5. Decimos que X cumple el primer axioma de numerabilidad si todo punto posee
una base numerable de entornos.

De igual manera diremos que X cumple el segundo axioma de numerabilidad si X posee una base
numerable de abiertos.

Definicion 2.2.6. Sea X un espacio Hausdorff, decimos que X es es localmente compacto si para
todo y € X existe un entorno de y compacto.

Hay varias definiciones de la nocién de espacio localmente compacto, pero en el caso que el
espacio sea Hausdorff todas ellas son equivalentes (ver proposicién VIIL.2.3 de [3]).

Definicion 2.2.7. Decimos que X es un espacio de Baire si para cualquier familia numerable de
abiertos {U;}icr densos en X se cumple que (\,c; U; es denso en X.

Enunciamos un teorema en relacion al 1ltimo concepto definido que nos serd de utilidad més
adelante, pero omitiremos su demostracién por salirse de los objetivos de este trabajo (ver [9]).

Teorema 2.2.8. [Teorema de categoria de Baire] Si X es un espacio T y localmente compacto o
un espacio métrico completo, entonces X es un espacio de Baire.

Finalmente damos el concepto de transitividad para una aplicacién.

Definicion 2.2.9. Se dice que una aplicacion f: X — X es topologicamente transitiva si existe
un x € X tal que su orbita positiva es densa en X, es decir, Orb}'(az) =X.
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En la teoria de grupos la accion de un grupo sobre un conjunto se dice que es transitiva si
la érbita de todo elemento coincide con el conjunto. En la siguiente proposiciéon se ve que esta
propiedad de la transitividad topoldgica es andloga a la de grupos, pero reescrita en términos de
entornos. Este resultado y el siguiente nos da condiciones més suaves para caracterizar si una
funcién es topoldgicamente transitiva o no.

Proposicion 2.2.10. Sea f: X — X una aplicacion continua con X un espacio Ts, localmente
compacto y cumpliendo el seqgundo axioma de numerabilidad. Si para cada par de abiertos no vacios
U,V de X se cumple que existe un nimero natural n tal que f"(U)(\V # 0, entonces f es
topoldgicamente transitiva.

Demostracion. Tomamos {V;};c; una base numerable de la topologia de X. Para todo i € I se
cumple que dado un U abierto no vacio, existe un n € N tal que f™(U) (Vi # 0. Por tanto existe
x € U tal que f*(z) € V;, entonces x € f~™(V;), es decir, f~™(V;) U # 0.
Por la continuidad de f se tiene que el conjunto A; = J, oy f 7" (Vi) es abierto y ademds interseca
a todos los abiertos de X distintos del vacio, luego para todo 7 se tiene que A; es denso en X.
Consideramos el conjunto Y = (,c; A;, interseccién de conjuntos abiertos y densos, por el teorema
de Baire, se tiene que Y es denso en X y por tanto no vacio.
Sea y € Y, entonces para todo i € I existe un n; € N tal que y € f~"(V}), es decir, tal que
f"(y) € V;. Por tanto, para todo V; se cumple que ViﬂOrb;{(y) # (0. Como {V;}icr es base,
entonces todo abierto interseca a la orbita positiva y por tanto es densa, quedando probado que f
es topoldgicamente transitiva.

O

Proposiciéon 2.2.11. Sea f : X — X un homeomorfismo con X un espacio métrico, compacto y
sin puntos aislados. Si existe x € X tal que Orbs(x) es densa en X, entonces existe un y € X tal
que Orb?(y) es densa.

Demostracion. Por ser X un conjunto sin puntos aislados, entonces para cualquier € > 0, el conjunto
B(z,e)\{x} es no vacio, donde B(z, €) representa la bola de centro z y radio €. Tomamos y € B(x,¢)
con y # x. Como B(z,e) es abierto podemos considerar un abierto U con y € U C B(x,¢),
tal que ¢ U por ser Hausdorff. Por tanto, como el conjunto Orbs(x) es denso, se tiene que
Orbs(z) (U # 0, y como z no estd en U, tenemos que (Orbs(z)\{z}) () B(x,e) # (. Luego z es
un punto de acumulacién de su érbita.

Podemos tomar una sucesién de nimeros de enteros {nytren con |ng| — oo tal que f™(x) — x,
en la cual hay necesariamente infinitos valores de nj positivos o negativos.

En el caso en el que existan infinitos valores positivos de nj, tomamos una subsucesién {n} }ren
con nj, > 0 mondtona creciente. Por tanto, para cualquier [ € Z existe un nj € {n} }ren tal que
nj, +1 > 0 para todo nj, > nj, asegurandonos que en la sucesién {n}, +!},en solo nos quedamos con
términos positivos. Tenemos que la sucesién { f7%* ()} ke >n; converge a fY(x). De este modo
se ve que cada elemento de la érbita completa es el limite de una subsucesion de términos de la
érbita positiva, es decir, estd en su adherencia. Luego Orby(x) C Orbj{(w) y quedaria probado que

Orb;[ () =X.
Si no hay infinitos términos de la sucesién positivos, se tiene que razonando de igual manera que

Ofrb; (x) = X. Tomamos dos abiertos U, V, veamos que existe un n € N tal que f"(U) (| V # 0 para
poder aplicar la proposicién 2:2.10] y concluir que f es topolégicamente transitiva. Como la érbita
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negativa de z es densa, existen enteros negativos i, j con i < j tales que f(x) € U, fi(z) € V, por
tanto f77(U)(V # 0 como querfamos probar.
O]

En general vamos a trabajar con espacios métricos, una propiedad comun a todos ellos es que
cumplen el primer axioma de numerabilidadﬂ Por lo que en el resto de la seccién vamos a suponer
como minimo que nuestros espacios cumplen este axioma. Procedemos a definir ahora los conjuntos
que seran nuestros objetos de trabajo.

Definicion 2.2.12. Sea f : X — X wuna aplicacion continua. Decimos que y € X es un punto
w-limite de z si existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales {an nen tal que
la sucesion (f*(x))nen converge a y. Llamamos w(x) = wys(x) al conjunto de todos los puntos
w-limite de x.

De igual manera, si ademds f es invertible, un elemento y se define como un punto a-limite de z si
existe una sucesion estrictamente creciente {by ynen tal que (f~0(2))nen converge a y. Al conjuto
de todos los puntos a-limite de x se le denota por a(x) = af(x).

Proposicién 2.2.13. Los conjuntos w(z) y a(z) son cerrados.

Demostracion. Dado y € w(x) se tiene que y € Orbs(f/(x)) = {f7*t"(x) : n € N} para cualquier
J > 0 por definicién de punto w—limite. Por tanto y € (N, ey Uy, f4(2).

Reciprocamente sea y € [,y U=, f2(2). Podemos tomar una base numerable de entornos abiertos
de y, {Vi}ien, con la que podemos definir una segunda base mds conveniente. Llamamos U; =
(Ni<; Vi, obviamente cada U; es un entorno abierto de y, por ser interseccién finita de abiertos y
ademés {U; };en forman una base numerable de entornos de %, ya que dado W entorno de y, existe
ViconyeV,yU, CV;, CW.

Como para cualquier n, se tiene que y es un punto de adherencia de J,~,, f*(z), entonces cada

entorno U; interseca a dicho conjunto. Definimos ag como el minimo & tal que (Uf:o fl(x)) NUo #

(0, y paran > 0, a, es el minimo k tal que (Uf>an_1+1 fl(x)) U, # 0. Esto nos genera una sucesién
{an }nen estrictamente creciente y se cumple que f% (x) — y cuando n tiende a infinito.

Para ver la dltima afirmacién tomamos W un entorno de y, entonces existe un U; C W, por tanto
f%(xz) € W. Ademés como U; 41 C Uj, se tiene que f*+1(x) € W y repitiendo este argumento se
tiene que f% (x) € W para todo n > i. Por tanto aplicando la definicién de limite se tiene que
fo(z) — y, luego y € w(x).

Por tanto w(z) = ey Uisn f%(x) que es cerrado por ser interseccién de cerrados. De igual manera
se prueba que a(z) =, ey Uisp f74(2). O

Proposicion 2.2.14. Sea f : X — X un homeomorfismo. Entonces para cualquier punto x € X,

se tiene f(w(z)) =w(x) ¥y fa(x)) = alz).

Demostracion. Sea x € X. Veamos en primer lugar que ambos conjuntos son invariantes por f.
Dado y € w(z), entonces sabemos que existe una sucesién estrictamente creciente de naturales
{an}nen con fo(x) — y. Si tomamos la sucesién {a,, + 1},en por la continuidad de f, se cumple

que ft(z) — f(y), luego f(y) € w(x).

2En un espacio métrico X, para cualquier punto z € X, el conjunto {B (m, n%rl)} es una base de entornos
neN

abiertos numerable.
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Argumentando de igual manera, dado y € a(x), se cumple que existe una sucesion estrictamente
creciente {b, }nen con 7P (z) — y. Tomamos la sucesion {b, — 1},en (existe la posibilidad de
que haya que quitar by — 1 si es negativo) esta cumple que f~»+1(z) — f(y).

Para ver que no solo son invariantes por f sino que ademds las imagenes coinciden con ellos mis-
mos, basta tener en cuenta que el conjunto de los puntos a-limite de z por f~! es w(z) y de igual
manera, a(z) es el conjunto de los puntos w-limite de = por f~1. Por tanto a(z) y w(z) por lo que
acabamos de probar son invariantes por f~'. A partir de esto y de que f es sobreyectiva por ser
un homeomorfismo se obtienen las siguientes relaciones:

of (W) Cw(x) of Hw@) Cwlz) ofof Hw)) =uwl)

Junténdolas, se tiene que:

w(z) = fo fH(w(@) C flw(x)) C w(z)

Luego f(w(z)) = w(x), cambiando w(x) por a(x) en el anterior razonamiento se obtiene el resultado
equivalente. O

A partir del levantamiento se puede definir de manera natural un orden entre en un conjunto
de puntos de la circunferencia a partir del orden de R. Sean x, y dos puntos de la circunferencia y
Z, 7 sus respectivos puntos de p~!(z) y p~(y) que estan en [0,1), decimos que x < y respecto del
0 si y solo si T < . El orden lo esquematizamos en la siguiente figura:

X

N

Figura 2.2: Ejemplo de dos puntos de la circunferencia, z,y con x < y.

En lugar del intervalo [0,1), se puede tomar el [a, «+ 1) con o € R y definir de manera analoga
el orden respecto de a. Por simplicidad y a menos que se especifique lo contrario, se tomara el
orden respecto del 0.

Ademids en lo que prosigue, el conjunto [a, b] hard referencia al arco de circunferencia cerrado de
extremos a, b recorrido en sentido antihorario, de manera analoga denotaremos los arcos abiertos o
semiabiertos por un extremo.

A partir de este orden se puede definir un orden entre aplicaciones. Dados dos homeomorfismos
f,g de St, diremos que f > g si f(x) > g(x) para todo x € S.



Capitulo 3

Numero de Rotacion

En este capitulo seguiremos principalmente [I] y [7], aunque gran parte de los resultados también
se pueden encontrar en [5], [6] y [13].

3.1. Definicién y propiedades del nimero de rotacién

Definamos ahora un parametro que clasifica los distintos homeomorfismos.

Definicién 3.1.1. Sean f : S' — S' un homeomorfismo que preserva la orientacion y F un
levantamiento de f. Dado z € R, definimos

p(F) = lim M

n— 00 n

(3.1)

Se denomina nimero de rotacion de f a p(f) = p(p(F)).
Nuestro primer objetivo es ver que la definicién tiene sentido.

Teorema 3.1.2. Sea f un homeomorfismo que preserva la orientacion, entonces p(f) existe. Ademds
p(f) no depende ni del punto elegido ni del levantamiento.

Demostracion. Probemos que el limite siempre existe, para ello separemos la demostracién en dos
partes:

1. Supongamos que f tiene puntos periddicos. Por el lema [2.1.26] esto es equivalente a que haya
un z € R tal que existan unos r,¢q € N de forma que F4(z) = x + r. Entonces, teniendo en cuenta
la observacion [2.1.23
i FM@) g onrta—a r/q (3.2)

n—00 ng n—00 nq
Esto solo prueba la existencia del limite para una subsucesion. Dado ¢t € N cualquiera, por la
divisién euclidea, existen enteros n(t) y k(t) con 0 < k(t) < g, tales que t = n(t)q + k(t), luego:

Fr®a+k®) (z) — FMO (@) 4 n(t)r -z
F)y=1 =l =
p( ) ti{& n(t)q + k(t) ti{go n(t)q + ]f(t) r/q

15
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ya que {F¥(z) —2:0 < k < ¢ — 1} estd acotado por ser finito.

2. Supongamos que f no tiene puntos periddicos, entonces para cada par de nimeros ¢,r € N
se cumple F'4(x) < x + r o bien F4(z) > = + r para todo x € R. Esto se debe a que si se diese
un cambio en la desigualdad, por continuidad, en un punto se produciria la igualdad y por tanto
aplicando el lema, habria un punto periédico.

Entonces para todo n € N existe r, € N tal que r, — 1 < F"(z) — x < r,, para todo z € R. Dado
m € N, tenemos que

m—1
an _ ( z—|—1 Fm( ))
=0
entonces
m(r, —1) < F" () —x < mry, (3.3)

ya que cada término del sumatorio se puede ver como F"(y) — y con y = F™(z). Como

m(rn, — 1) < mF"(z) — mx < mry,.
Restando esta expresién a la ecuacion (3.3)), se llega a las siguientes desigualdades
—m < (F"(z) —x) —m(F"(x) —z) < m.

Luego, juntando todo en un valor absoluto, tenemos

|(F"™(x) —x) — m(F™(z) — x)| <m.

En la ecuacion (3.3) los papeles de n y m se pueden intercambiar, por tanto razonando de igual
manera se tiene que

[(F"™ (2) = x) = n(F™(z) — 2)| < n.

Dividiendo ambas expresiones entre nm, y aplicando la desigualdad triangular, finalmente se obtiene
que:

F'(z)—x F™z)—=x 1 1
n m m o n
Luego {(F™(x) — z)/n}nen es una sucesién de Cauchy y por tanto es convergente.

Veamos ahora que la definiciéon no depende ni del levantamiento ni del punto inicial.
Sean F'y F’' dos levantamientos de f o p entonces existe k € Z tal que F'(x) = F(z) + k para todo
x € R. Ademds F(z + k) = F(z) + k para todo x € R, por tanto:

F(z) — F(z) — x + nk
p(F) = lim T8 =2 g Fi@) —an

n—00 n n—00 n

= p(F) + k.

Pero el ntimero de rotacién de f es p(f) = p(p(F)), entonces p(p(F)) = p(p(F) + k) = p(p(F")).
Ademas si z,y € R, con |x — y| < 1, se tiene que |F(z) — F(y)| < 1, yaque F(x +1) = F(z) + 1
por la proposicién [2.1.15] luego:

[(F*(x) = 2) = (F"(y) —y)| <[F"(2) = F*"(y)| + |z —y[ <2

y por lo tanto
o 107@) = 2) = () — )

n—00 n

=0
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probando que no depende del punto en este caso. Si |z — y| > 1. A partir de la observacién
como F(x + k) = F(x) + k entonces se puede tomar un z tal que z =  + k con |z — y| < 1,
aplicando el caso anterior se ve que el nimero de rotacién es el mismo para y y para z. Ademaés,
por la observacion [2.1.23] se ve que también es el mismo para z y x, ya que

F' (z2)—z=F"(z+k)—(z+k)=F"(z)+k—(z+k)=F"(z) -z

por lo que queda probado el resultado deseado.
O

Si nos salimos de la condiciones del teorema de existencia del ntimero de rotacién tenemos que
podria darse que existan puntos en los que el nimero de rotacién no exista.

Ejemplo 3.1.3. Tomamos g : S — S!, dada por g(z) = —22 mod 1. Tenemos que G(T) = —27
es un levantamiento de g. Si T # 0 vemos que

N\ _ - _ Ny _ A
lim M = lim M
n—00 n n—o0 n

y este limite no existe. En cambio si T = 0, dicho limite existe y toma el valor 0.

Detengamonos a entender el significado del niimero de rotacion. La definicién de nimero de
rotaciéon determinada por ecuacién (3.1]) la podemos escribir de la siguiente manera:

p(F) = Tim B =2 e S (FiH (2) — Fi(x))

n—o00 n n—o00 n

(3.4)

Si en la ecuacién (3.4) llamamos Ax' = Fitl(z) — Fi(z), es decir, el desplazamiento entre la
iteracién ¢ y la i 4+ 1, nos queda que el nimero de rotacién es:

n—1 i
"o A’
p(F) = lim 2izo A7 .

n—00 n

Luego, cada término de la sucesiéon nos da un promedio del desplazamiento en la n primeras itera-
ciones de nuestro mapa. Al pasar al limite se tiene que el nimero de rotaciéon es un promedio del
desplazamiento entre dos iteraciones consecutivas en la érbita de un punto. Por el teorema (3.1.2
tenemos que el nimero de rotacion no depende del punto. Por tanto lo que nos da es el desplaza-
miento promedio entre un punto y su imagen por el homeomorfismo.

En principio si se componen dos aplicaciones, lo natural es pensar que como la imagen por la
composiciéon de dos puntos es el resultado de la suma de dos desplazamientos se esperaria que al
promediar el nimero de rotacion de la composicion sea la suma de los ntimeros de rotacion de cada
una de las funciones, en general esto no se cumple, pero existen condiciones que garantizan que se
de esta igualdad (ver proposicién 2.21 de [12]).

Proposicién 3.1.4. Sean f,g € Homeo, (S') y F,G levantamientos de f y g respectivamente. Si
FoG=GoF, entonces p(F o G) = p(F) + p(Q).
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Demostracion. Calculemos a partir de la definicién p(G o F'). Sean € N con n > 0, como F' y G
conmutan respecto de la composicién se tiene la siguiente igualdad.

(GoF)"(0) _ G"oF"(0) _ G"o F"(0) ~ F"(0) | F"(0)

n n n n

donde el segundo término claramente converge a p(F'). Falta ver que el primero converge a p(G).
Llamemos y = F™(0), sea [y] su parte entera y 7 = y — [y, como G"(x + k) = G"(z) + k para todo
x € Ry k € Z, se tiene que G"(y) —y = G™(y) — . Como G es creciente G(0) < G(y) < G(1). Por
tanto G(0) — 1 < G(y) — v < G(1) 4+ 1. Luego podemos acotar inferior y superiormente la primera
expresion de la siguiente manera

GM(0) =1 _ G"(y) —y _ G F"(0) ~ F(0) _ GM(1) +1

n n n n

Como ambas cotas convergen a p(G) cuando n tiende a infinito, tenemos que

i GOFO = FNO)

n—o0 n

Anadiendo el término antes calculado se tiene que el resultado queda probado. O

Corolario 3.1.5. Dados un homeomorfismo f, un levantamiento F' y m un entero cualquiera, se
cumple que p(F™) = mp(F).

Demostracion. Basta aplicar induccién y tener en cuenta que F' conmuta consigo mismo y con su
inversa. O

Este corolario nos dice que la m-ésima composicion se desplaza m veces mas rapida que la ori-
ginal, tal y como era de esperar. Prosigamos estudiando este concepto del desplazamiento promedio.

Ejemplo 3.1.6. Vamos a considerar la siguiente aplicacion:

To St — St
(cos(2mt),sen(2nt)) +—— (cos(2m(t + «)),sen(27(t + «)))

Un levantamiento serfa R, (z) = + «. Ambas aplicaciones reciben el nombre de rotacién rigida, ya
que todos los puntos se desplazan de igual manera. Aplicando la definicién de nimero de rotacion,

se llega a que :
R (x) —x ., TH+no—w
=4 = lim — =«

n—o00 n n—00 n

En la figura se muestra un diagrama de la aplicacion.
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r,(x)
r2(x)

r3(x)

Figura 3.1: Representacién de una rotacion rigida de la circunferencia, en ella se ve como un punto
es trasladado un angulo a cada vez que se le aplica la rotacién.

Anteriormente se ha dicho que no es cierto que el niimero de rotacién de la composicién no sea
la suma de los nimeros de rotacién, en el siguiente ejemplo se muestra esta situacién.

Ejemplo 3.1.7. Tomamos g(x) = 2% con = € [0,1), tenemos g(0) = 0 y podemos considerar un
levantamiento G' con G(0) = 0. Se ve claramente que al aplicar la definicién de nimero de rotacién
nos queda que:

p(G) = lim G"(0) = lim 9:0
n—00 n n—oo N

También podemos considerar la rotacién rigida 7,4 cuyo niimero de rotacién es 1/4 como se vio
en el ejemplo Al componer se tiene que 71,4 0 g(z) = (2® 4+ 1/4) mod 1. Se cumple que
r1/409(1/2) = 1/2 y argumentando de manera similar al caso de g se prueba que p(r;/4 © g) = 0.
Luego p(r1/4 0 g9) # p(g) + p(rijs) = 1/4.

El ntimero de rotacién tiene una propiedad interesante que es la invarianza por conjugacion
topolégica. Antes de enunciar y demostrar dicha propiedad nos hace falta introducir este concepto.

Definicion 3.1.8. Sean f: X — X yg:Y — Y dos aplicaciones continuas. Decimos que f es
semiconjugada topolégica de g si existe una aplicacion h :' Y — X continua y sobreyectiva tal que
foh=hog. Si ademds h es homeomorfismo diremos que f es conjugada topoldgica de g.

Un ejemplo muy claro de dos aplicaciones que son semiconjugadas topoldgicas son un homeomor-
fismo de la circunferencia y un levantamiento suyo donde la aplicacion que hace la semiconjugacién
es la aplicacion recubridora, ver definicion

Proposicién 3.1.9. Sean f,h € Homeo, (S'), entonces p(f) = p(h=r o foh). Es decir el nimero
de rotacion es invariante por conjugacion si el homeomorfismo que realiza la conjugacion preserva
la orientacion.

Demostracion. Consideremos F''y H dos levantamientos de f y h respectivamente. Tenemos que
para cualquier n € N

(H'oFoH(z)"—x _ H''oF"oH(z)—x
H_loF”onf[(x)—F"oH(x) F”?H(m)—H(m) H(z)—x

= + +
n n n
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Como H y H™! son levantamientos de homeomorfismos de S' en S' que preservan la orientacién,
por la proposicién [2.1.15( tenemos que las funciones H(y) —y y H~(y) —y tienen una periodicidad
de longitud 1 como funciones reales, es decir, H(y + 1) —y + 1 = H(y) — y y lo mismo con H!,
por tanto se trata de un par de funciones acotadas. Luego
F"oH(x)— H
p(H o FoH)= lim ° H(z) (x):p(F)

n—00 n

ya que el nimero de rotaciéon no depende del punto escogido tal y como se vio en el teorema
3.1.2 O

Ejemplo 3.1.10. La proposicién anterior es falsa si el homeomorfismo A no preserva la orientacion.
Si tomamos f(z) = (z+1/4) mod 1y h(z) = —x mod 1, tenemos que g(x) = h~lofoh(z) = (x—1/4)
mod 1= (z + 3/4) mod 1.

Es obvio que se cumple que p(f) =1/4y p(g) = 3/4.

Cuando en secciones posteriores estudiemos la dindmica de un homeomorfismo en funcién de
ntumero de rotacién, la siguiente propiedad nos sera de intéres.

Proposicién 3.1.11. La aplicacién p : Homeoy(S') — S' que asigna a cada aplicacion su
nidmero de rotacidn es continua con la topologia C°.

Previa a la demostracion usaremos el siguiente lema.

Lema 3.1.12. Dados f un homeomorfismo que preserva la orientacion y § > 0, existe y > 0 tal
que para cualquier g € Homeo, (SY) con d(f,g) < u, se tiene que d(f™, g") < 6.

Demostracion. Vamos a suponer que 6 < 1/2; ya que si § = 1/2 el resultado es trivial. Para n = 1:
Basta tomar © =0

Induccién sobre n: Supongamos cierto el enunciado para n — 1. Sea F' un levantamiento de f
con F(0) € [0,1), tenemos que por ser F' uniformemente continua (por la proposicién [2.1.14)) existe
un v > 0 tal que dados z,y € R con 0 < y — z < «y entonces F(y) — F(z) < /2. No es necesario
el uso de valores absolutos, ya que F' es estrictamente creciente. Por hipdtesis de induccion, existe
un 3 > 0 tal que si d(f,g) < B, entonces d(f" 1, g" 1) < 7.

Llamamos p = min{f,v,d/2}. Sean g € Homeo,(S') con d(f,g9) < 'y G el levantamiento de g
con G(0) € [0,1). Debemos de calcular

méx]{min{\F(F”’l(w)) — GG (@)1= [F(F" (@) = GG (@)}

z€[0,1
A raiz de la observacion podemos suponer que por hipdtesis de induccién que
|F"=Yz) — G Y(x)| < 7, el caso 1 — |[F""Y(x) — G"1(z)] < 7 es andlogo. Podemos escribir
z=G"(x) ey =2 —[z], luego F(z) = F(y) + [z] y de igual manera con G, ademas F" 1(z) =
G" (z) +¢ con || < 4. Por tanto tenemos que F(F"~1(x)) — G(G" (z)) = F(y+¢) — G(y) para
algun y € [0,1], € € (—v,7). Teniendo en cuenta esto, vemos que se cumple que

3 n—l — (g max €)—
méx ([P (@)~ G @)} < e {IF(-+) = G
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Existen cuatro opciones:

Caso 1: F(y+¢) —G(y) > 0 con 0 < e < ~. Sabemos que por la continuidad uniforme de F' se
cumple que F(y +¢) < F(y) + /2. Por tanto

0<F(y+e)—Gy) <Fly) —Gy) +6/2<p+06/2<4
ya que d(f,g) < p.
Caso 2: G(y) — F(y+¢) >0 con 0 < e < ~. En este caso como F es creciente
p>Gly)—Fly) >Gy) —Fly+e) >Gy) — Fy) —6/2> —p—35/2> -6

Los otros dos casos con € < 0 se prueban de manera analoga a los dos anteriores. Luego para
todo y € R, se cumple que |[F(y+¢) — G(y)| < con € € (—v,7). En todos los casos se concluye
que |F™(z) — G™(x)| < § < 1/2 para cualquier x € [0,1] y por tanto 1 — |F"™(z) — G"(x)| > 1/2,
luego d(f™, g") < 6, de igual manera si se supone que 1 — |F""1(z) — G"~!(z)| < v, se prueba que
1—|F"(z) — G™(x)] < 9. O

Observacion 3.1.13. Siguiendo la notacién del lema anterior, hemos visto que si
d(F,G)=d(f,g) <pu<1/2yd/f"¢g") <d<1/2, entonces d(F",G") = d(f"™,g").

Demostracion Proposicién[3.1.11. Sea U C S! un abierto, podemos verlo como un subconjunto de
[0,1), veamos que su contraimagen por p es abierto. Tomamos f € p~(U), por ser U abierto existen
racionales r/q,7’ /¢ tales que r'/¢" < p(f) < r/q tomando representantes en el intervalo [0,1). En
St, los entornos del cero son de la forma (u,1]|J[0,€), por tanto si p(f) = 0, habrfa que tomar
0<r/qyr'/q <1, viéndolos como niimeros racionales no como elementos de S'. La demostracién
en ambos casos es la misma, asi que supongamos sin pérdida de generalidad que p(f) # 0.
Podemos tomar un levantamiento F' de f que ademés cumpla que r —q < F9(z) —x < r para todo
z € R, ya que existe un levantaminento que lo cumple para algin punto. Si existiese y € R en el
que se diese la igualdad en uno de los extremos, se tendria que y es un punto periédico y el nimero
de rotacion serfa p(f) = r/q.

Adems4s si se diese que para algin y € R, F4(y) —y = ¢’ /¢, argumentando de manera similar a la
anterior, se cumpliria que p(f) = 7//¢. Por tanto se tiene que cumplir que uno de los dos siguientes

Casos: , ,
r

aq<Fq(l‘)—$<7“ 'r—q<Fq(x)—a:<aq

Por tener que r’'/q¢ < p(f) < r/q solo puede darse el primero. Por tanto al tener las desigualdades
estrictas, se cumple lo siguiente

if{r — F(z)+z} = min {r — Fi(z)+z} =¢; >0

zeR z€[0,1]
inf{F9(z) —x —1'q/q'} = min {Fi(z) —z—1'q/q'} =e2 >0
z€R z€[0,1]

Llamamos € = min{e, 2}, por el lema anterior existe un u > 0 tal que para todo g € Homeo, (S!)
con d(f,g) < u, entonces d(f9,g%) < /2. Podemos tomar un levantamiento G de g, con d(F,G) =
d(f,g), es decir, tomamos el levantamiento de g més préximo a F. Entonces, por la definicién de
distancia sabemos que |F(z) — G(x)| < p para cualquier z € R, y de igual manera por ser G el
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levantamiento de g¢ més préximo a F'9, por la observacién|3.1.13| se tiene que |F4(x)—G9(z)| < £/2
para todo = € R.
Entonces, para todo z € R, tenemos que

r'q/d +e<Flz)—xz<r—c¢

—¢/2<GY(x)— Fl(x) <e/2

Sumando ambas expresiones se tiene que 1'q/q + ¢/2 < G4(x) — x < r — /2 para cualquier z
real. Si ahora calculamos el nimero de rotacién de GG, tenemos que

/

r 1
J— { f— - —_ < =
< i (o e/2)n s <000)

i S G(a) - G (a)

n—00 nq

, r 1 1
nh_}rgo <qq<€/2> n- i (7“*6/2); <r/q.

<

IN

Luego p(g9) = p(G) cumple que r'/q" < p(g) < r/q. Es decir B(f,u) C p~Y(U) y por tanto es
abierto. O

Para concluir esta seccién anadimos un pequenio lema de relativo al orden de las aplicaciones
que nos da una idea de monotonia del nimero de rotacion.

Lema 3.1.14. Sean f,g € Homeo, (S!) tales que f < g, entonces p(f) < p(g).

Demostracion. Tomamos dos levantamientos F, G de f y g respectivamente tales que F'(0), G(0) €
[0, 1]. Entonces como f < g, se cumple que F(0) < G(0) y

0 < F"(0) = F"H(F(0)) < G"TH(F(0)) < G"(0) <n

Por tanto queda claro que 0 < p(F') < p(G) < 1, luego al aplicar p nos queda que p(f) < p(g). O

3.2. Homeomorfismos de S! con nimero de rotacién racional

Procedamos a estudiar la dindmica de un homeomorfismo en funcién de su nimero de rotacion,
por abuso de notacién tomaremos p(f) € [0,1), ver observacién m

Teorema 3.2.1. Sea f un homeomorfismo que preserva la orientacion, entonces su numero de
rotacion es racional si y solo si tiene un punto periddico. Ademds todos los puntos periddicos
tienen el mismo periodo, es decir, el cardinal de su orbita es el mismo.

Demostracion. En el teorema [3.1.2] se probd que si f tiene puntos periédicos entonces su nimero
de rotacién es racional, ver ecuacién . Probemos el reciproco, sea F' un levantamiento de f y
supongamos que p(F) = r/q € Q. Por reduccién al absurdo, supongamos también que f no tiene
puntos periédicos. De nuevo como en la prueba del teorema se tendréd que o bien F'4(x) < z+r
o bien F(x) > = 4 r para todo z. Supongamos que se da la primera situacién, la condicién ciclica
F™"(xz + k) = F"(x) + k mostrada en la observacién , implica que:

inf {y +r — F1 = mi +r—F1 =e>0
JQR{Z/ r ()} yrer}(l){ll]{y r (y)}=¢
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es decir, existe z € [0, 1] tal que F9(z) — x = r — . Por tanto para cualquier niimero natural k se
cumple que:
k=1 (pi+Da( ) — Fia qk
ree _kr—e) _ i (FOI@) — Fia@)  Fok(e) o
q kg — kq kq
En contra de que p(F') = r/q, la demostracién para la desigualdad contraria es idéntica, pero to-
mando el supremo en lugar del infimo.

Probemos ahora que todas la drbitas tienen el mismo cardinal. Supongamos que p(F) = r/q
con med(r,q) = 1y consideremos F' un levantamiento de f. Veamos que si z es periddico, entonces
su 6rbita tiene cardinal ¢ o lo que es lo mismo que el periodo de x es q.

Sea ¢’ el periodo de = por f y T € p~!(z) con F ¢ (T) =T + 1/, entonces se tiene que aplicando la
definicién de nimero de rotacién que p(F) =1'/q’ = r/q. Por tanto se ha de cumplir que " = dr
y ¢ = dq para algtn d.

Veamos ahora que F9(T) =T + r, si esto fuese cierto, entonces debido al lema que nos da la
relacién entre un punto periédico y un levantamiento de la funcion se tendria que el periodo de x
es ¢ y por tanto ¢ = ¢ y r = r’. Supongamos que F9(T) < T + r, la otra desigualdad se probaria
de igual manera. Por tanto:

!

FI(@) =% +1 =%+ dr > F'7) = F7 (7)
Llegando a una contradiccion, luego en conclusion ' =ry g = ¢'. O

Observacién 3.2.2. En la demostracién del teorema se ha probado un resultado mas fuerte
que el del enunciado, se ha visto que si p(F') = r/q con mcd(r,q) = 1, entonces el cardinal de las
orbitas periddicas es q.

Corolario 3.2.3. Si f es un homeomorfismo que preserva la orientacion, se tiene que f tieme un
punto fijo si y solo si su numero de rotacion es 0.

Demostracion. Para probar este resultado basta aplicar la definicién de niimero de rotaciéon en
el punto fijo para una implicacién. La otra implicacién se deduce que si p(f) = 0, entonces para
cualquier levantamiento F' se tiene que p(F) = r/1 con r € Z. Luego por la observacién
tenemos que el cardinal de todas las orbitas periddicas es 1 y ademas por el teorema [3.2.1] estas
existen. Por tanto existen puntos fijos. O

Prosigamos analizando las propiedades de las 6rbitas para el caso en el que el niimero de rota-
cién sea racional.

Teorema 3.2.4. Sea f un homeomorfismo que preserva la orientacion con numero de rotacion
p(f) = r/q con mecd(r,q) = 1. Si x es un punto de periddico, entonces siguiendo la relacion de
orden previamente establecido, las q-uplas (z, f(x), f2(z), ..., f7 (x)) v (0,7/q,2r/q, ..., (¢ — 1)1 /q)
quedan ordenadas de manera ascendente bajo el efecto de la misma permutacion.

Demostracion. Considemos la érbita {z, f(z), f2(x), ..., f21(x)}. La circunferencia la podemos ver
como el conjunto [y + s,y + s+ 1) con s € Z ey € [0,1) tal que p(y) = x. Es claro que para
cualquier s entero, el intervalo [y 4+ s,y + s + 1) contiene ¢ elementos cuya imagen por p nos dan
los elementos de la érbita de x por f. Siguiendo este razonamiento se ve que el intervalo [y, y + r)
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contiene 7 - ¢ puntos cuya imagen por p se encuentran en la érbita. Llamemos A = p~! (Orby(x))
y B=ANy,y+r)={y; ;;151 con y; < y;+1. Vemos que el conjunto {[yj,yj+1)}§jgl nos da una
particién del intervalo [y,y + r) . Como consecuencia del lema y del teorema pordemos
considerar F el levantamiento de f tal que F4(y) =y + r.

Podemos tomar una segunda particién del intervalo [y,y + ), dada por {[F7 (y),Fj“(y))}g;(l).
Por ser F biyectiva y dejar invariante a A, tenemos que en cada intervalo [F7(y), F/*1(y)) con
0 < j <g—1hay r elementos de B. Se cumple que yg = y. El siguiente elemento cuya imagen esta
en la érbita y que es mayor que y es y;. Existen unos i,k € Z con 0 < i < q tales que F'(y) = y; +k.
Consideramos el levantamiento f* dado por F = F* — k.

Veamos que f2(y) = 19, de estd forma tendriamos la permutacién que nos ordena los elementos de
la érbita de x. Supongamos que esto no se da, entonces, existe un y; con j > 2 tal que 7 (v) = vj,
entonces tenemos las siguientes desigualdades:

—=2
y<y1=F(y) <y <y; =F(y)
Como F' es un levantamiento de f?, tenemos que es un homeomorfismo creciente de la recta real
en si misma, entonces aplicando F tenemos que

y<F '(y2) <Fy) = m

En contra de que y; es el elemento méas préximo a y. Repitiendo este argumento se concluye que
F'(y) = F(y). Por tanto tenemos que f(x) = f(z), luego i = 1 mod ¢q. Veamos que esto implica
que las g-uplas (z, f(z), f2(x), ..., fT 1 (x)) v (=, fi(x), f¥(x), ..., fCVi(z)) tienen la misma longi-
tud.

Probemos la tltima afirmacién. Para ello nos fijamos en que dados a,b,c € N tales que ¢ es el
resto de la divisién euclidea de a entre b, si existe d tal que dla y d|b, entonces d|c. Recipro-
camente, si d|c y d|b se cumple que d|a. Aplicando esto, como med(ir,1) = 1, tenemos que
med(ir,q) = 1, luego med(i, q) = 1. Por lo tanto, el orden de ¢ en Z /qZ es q. Es decir los elementos
de (z, fi(z), f%(x), ..., fCDi(z)) son todos distintos y estdn todos los elementos de la érbita de z.
Ademis de esta propiedad se tiene que ir/q = t+1/q con t entero. Luego aplicando la congruencia
médulo 1, se tiene que las dos siguientes g-uplas (0,ir/q,2ir/q,....,(q — 1l)ir/q) vy
(0,1/q,2/q,...,(qg — 1)/q) sobre la circunferencia son iguales y ademds vemos que estd escrito de
forma ordenada. En ambos casos para ordenar las orbitas hay que aplicar la misma permutacién,
f(x) — fi(z) y r/q —> 7i/q, como se queria demostrar. O

El anterior teorema nos dice que si un punto es periddico por f, entonces su orbita es como la
orbita del 0 por la rotacién rigida con el mismo nimero de rotacion que el de f, es decir, nos dice
que los comportamientos de ambas aplicaciones son similares.
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Figura 3.2: Esquema de la érbita de un punto de periodo 5 por una aplicacion y la 6rbita del 0 por
7"2/5 .

Proposicién 3.2.5. Sea f € Homeo, (S) con p(f) € Q, si f tiene puntos no periédicos, entonces
existe un € € R con 0 < e < 1/2, tal que si g es un homeomorfismos que preserva la orientacion

con d(f,g) < e, se tiene que p(g) = p(f), para g > f o bien para f > g.

Demostracién. Tomemos F un levantamiento de f con F(0) € [0,1). Primero supongamos que
F(0) = 0, entonces el 0 es un punto fijo y por tanto el nimero de rotacién es 0. Es claro que para
todo g € Homeo, (S') con g < f, entonces g(0) = 0 y por tanto su nimero de rotacién es también
0.

Supongamos ahora que F'(0) # 0, entonces F'(0) € (0, 1). Sabemos que f tiene puntos no periédicos,
por tanto existe un x € R tal que €1 = F9(z) — z — r # 0 sea positivo o negativo. Supongamos que
e1 > 0. Tomemos ¢ = min{e;, 1/2}.

Entonces por el lema existe un gy > 0 tal que dado g € Homeo, (S') con d(f,g) < p1, se
cumple que d(f?,g?) < e. Entonces llamando p = min{y1,1/2,1 — F(0)} y tomando un homeo-
morfismo g que preserva la orientacién con d(f,g) < u con g < f. Por las observaciones
y podemos tomar un levantamiento G de g con d(F,G) < py d(F?,G?) < €. Se cumple
que G4(z) —x —r > 0, de esto se deduce que p(G) > r/q, ademds como 1 — F(0) < p, entonces
G(0) € (0,1), por tanto p(G) < 1. La otra desigualdad es consecuencia del lema El caso en
el que € < 0 es similar. ]

En el siguiente ejemplo se explica un poco mejor la idea del dltimo resultado.

Ejemplo 3.2.6. Tomemos la funcién f(z) = (2 — x) restringida al intervalo [0,1], f se puede ver
como un homeomorfismo de la circunferencia que preserva la orientacion. El 0 es un punto fijo de
f, por tanto p(f) = 0. Por otro lado vemos que una pequena perturbacién que levante la parabola
hace que estd deje de tener puntos fijos y por tanto su nimero de rotacién deja de ser cero, en
cambio, una pequena perturbacion que la haga bajar sigue haciendo que tenga puntos fijos y se
conserve el numero de rotacién (ver Figura 3.3)).

Por otro lado, la condicion de la proposiciéon de que haya puntos no periédicos es necesaria.
Tomemos por ejemplo una rotacién rigida r, con ¢ € Q. Es claro que ry £ ¢ tiene un ntimero de
rotacién distinto por muy pequenio que sea €.
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Figura 3.3: f frente a la identidad restringidos al intervalo [0,1].

3.3. Homeomorfismos de S! con niimero de rotacién irracional

Con estos resultados podemos continuar con nuestro estudio del niimero de rotacion. La siguien-
te proposicién nos da cuenta de como debe ser el comportamiento asintotico de un homeomorfismo
de S' si su nimero de rotacién es irracional.

Proposicién 3.3.1. Sea f: S' — S' un homeomorfismo que preserva la orientacion y con p(f)
irracional, entonces para para cualquier par de puntos x,y € St, se tiene que w(r) = w(y). Ademds,
se cumple que o bien w(x) = S' o bien w(x) es perfecto y denso en ninguna parte.

Previa a la demostracién probemos el siguiente lema.

Lema 3.3.2. Consideremos f un homeomorfismo de S' que preserva la orientacién. Si p(f) es
irracional, dado x € S' y dos niimeros enteros m,n con m > n, entonces cualquier érbita positiva
de f interseca al arco I = [f™(x), f(x)].

Demostracion. Dadoy € S, siy € f~*(I) para algtin k > 1, entonces f*(y) € I y quedaria probada
la afirmacién. Luego basta probar que St = (J32, f~*(I). Supongamos lo contrario, si {f~*(I)}ren
no recubren la circunferencia, en concreto como m > n tampoco lo hard {f~*"=)(I)},cy. Pero

JHmI(T) = fEm) (), o)) = [T ), ok )

y vemos que fRm=n)(fr(z)) = f-EEDm=n)(fm(2)) luego dos intervalos consecutivos se interse-
can en los extremos. Como no recubren la circunferencia la tinica posibilidad es que f~*"=")( f(z))
converja a un punto z cuando k tiende a infinito. Ademd&s ese punto z tiene que ser un punto fijo
de f™™ ™ ya que

s = Jim 7)) = o (g g () ) = o)

Por tanto aplicando el corolario se tiene que el numero de rotacién de f™~" es 0, pero por la
propiedad mostrada en el corolario eso no puede ser por ser p(f) irracional. O
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Procedamos con la demostracién de la proposicion.

Demostracidén proposicion [3.5.1. Lo primero de todo w(z) es un conjunto no vacfo para cualquier
z € S, ya que Orb;{(z) forma de manera natural una sucesién sobre la circunferencia. Por ser S
un conjunto compacto, dicha sucesién tiene una subsucesién covergente en S' y por tanto hay un
punto en w(z).

Sean x,y € S! veamos que los conjuntos w-limite coinciden. Tomamos z € w(x), entonces existe
una sucesién de enteros positivos {ay fnen con f(x) — z cuando a,, tiende a infinito.

Por el lema anterior, existe un b, natural tal que f’(y) € [f®-1(x), f*(x)]. Luego por la conver-
gencia de la sucesién (% (z))nen a 2, la sucesién (f*(y))nen también converge a z. Por lo tanto,
w(x) C w(y), repitiendo el mismo argumento se da el otro contenido.

Veamos ahora que w(x) es perfecto. En la proposicién vimos que w(z) es cerrado, luego
solo queda ver que no tiene puntos aislados. Dado z € w(z), debemos probar que z es un punto
de acumulacién de w(x). Como acabamos de probar w(z) = w(z) y al ser w(z) invariante por f, se
cumple que Orb;f( f(2)) C w(z). Ademds como w(z) es cerrado, se tiene que no solo la érbita estéd

contenida en w(z), sino que también lo estd su adherencia, Orb;{( f(2)) Cw(z).

En la demostracién de la proposicién [2.2.13 se vio que w(z) = (,ey Ujsn f1(2) C Orb;f(f(z)).

Juntando ambos contenidos se tiene que w(z) = Orb;{( f(2)). Para ver z es de acumulacién, nos

basta probar que z € Orb;f(f(z))\Orb}r(f(z)). Supongamos lo contrario, entonces z = f¥(z) para
algin k > 0, ya que se ha tomado Orb;{( f(2)). De esta forma se tendria que z es periédico y por
lo visto en el teorema |3.2.1| contradice el hecho de que el niimero de rotacién sea irracional. Por lo
tanto z es de acumulacién y w(z) es perfecto.

Supongamos que w(z) # S'. Para ver que el conjunto es denso en ninguna parte, tenemos que
ver que su interior es vacio, ya que w(z) es cerrado, o lo que es lo mismo que coincide con su
frontera, w(z) = dw(x).

Lo primero que vemos es que dw(x) es no vacia: como la circunferencia es un conjunto conexo, el
vacio y el total son los tinicos conjuntos cerrados y abiertos al mismo tiempo. Por tanto S!\w(x) #
S"\w(z). De este resultado se concluye que dw(z) = SN\w(z) Nw(x) # 0.

Ademss la frontera es invariante por f, ya que por cumplirse que f(w(z)) = w(z), entonces S'\w(x)
también es invariante. Por lo visto en el lema tenemos que S'\w(x) es invariante. Como la

frontera de ambos conjuntos es la misma, se cumple que

J(0w(@)) = f (Shw(@) (@) € £ (STw(@) () f(w@) ¢ Swlz) (w(z) = dw(z)
La frontera es un conjunto cerrado y en este caso es no vacia, ya que w(z) # S'. Dado z € dw(z),
por ser la frontera invariante por f, tenemos que Orbjf(f(z)) C Ow(z). Por otro lado como dw(x) C
w(z) =w(z) = Orb;f(f(z)), entonces dw(x) = Orb;[(f(z)) = w(x) como queriamos ver. O
Ejemplo 3.3.3. El resultado anterior es falso si el niimero de rotaciéon es racional. Si tomamos

como homemorfismo la identidad id, tenemos que w;q(y) = {y} para cualquier y € S' y su nimero
de rotaciéon claramente es 0.

El uso de ntimeros irracionales hace que sea necesario introducir algunos resultados de la teoria
de nimeros (ver [I1]).
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Teorema 3.3.4. [Teorema de Dirichlet] Sean o y Q dos nimeros reales con Q@ > 1, entonces
existen nimeros enteros p,q tales que |pa+ q| < 1/Q.

Demostracion. Supongamos inicialmente que ) es natural. Sea x € R, definimos el siguiente niimero
{z} = = — [z], siendo [z] la parte entera de x. Consideramos los siguientes nimeros:

0,1, {a},{2a},....{(Q — 1)a} (3.5)

Tomamos la siguiente particién del intervalo unidad:

(o) [5-2)[% "1}

Cada {x} cumple que estd en el intervalo unidad. Los nimeros definidos en forman un conjunto
de @ + 1 elementos, mientras que la particién del intervalo unidad es de cardinal (). Por tanto
aplicando el principio del palomar al menos dos de esos ntimeros estdn en un mismo elemento de la
particion. Luego existen unos nimeros enteros r1,79,81 y S2 con 0 < 11,10 < Q y 1 # 7o tales que

|(riae — s1) — (recx — $2)| < 1/Q.

Si ahora no suponemos que ) sea natural, podemos aplicar este resultado al caso [Q]+1 y quedaria
probado el teorema. O

Una implicaciéon importante de este teorema que nos serd de gran utilidad es la siguiente.

Corolario 3.3.5. Sea « irracional, entonces existe un nimero de infinito de pares (p,q) de natu-
rales primos entre si tales que |a — p/q| < 1/¢%.

Demostracion. En la demostracion anterior se vio que por construccién dado un @@ > 1 se obtenia
un par de naturales coprimos (p,q) con 1 < ¢ <Qy

0<epg=la—p/g < <

Podemos tomar Q' > 1/g,, v se tendria que

loo—p/q| > 1/Q

Por tanto al aplicar el teorema de Dirichlet para a y Q" obtenemos otro par de naturales (p/,q)
cumpliendo la desigualdad deseada, ademds tenemos que p/q # p'/q’. Repitiendo este proceso es
claro que se obtiene el nimero infinito de pares de naturales buscado.

O

Procedamos a enunciar el teorema pricipal de este capitulo.

Teorema 3.3.6 (Teorema de Clasificacién de Poincaré). Sea f: S' — S' un homeomorfismo que
preserva la orientacion con p(f) irracional. Entonces se cumple una de las siguientes situaciones:

1. Si f es topolégicamente transitiva, entonces f es topoldgicamente conjugada a r,. Es decir,
existe un homeomorfismo de la circunferencia h tal que f = h™' o 750 h.
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2. Si f no es topoldgicamente transitiva, entonces f es topoldgicamente semiconjugada a r,, es
decir existe una aplicacion continua h : S' — S' tal que ho f = rp0 h.

Ademds en ambos casos se cumple que si H es un levantamiento de h, entonces H es una funcion
mondtona creciente.

Para la demostracién de este teorema, nos apoyaremos en los dos lemas siguientes:

Lema 3.3.7. Sean f : S' — S! un homeomorfismo que preserva la orientacion y F un levanta-
miento de f con p(F') = p irracional. Para todo mi, ma,ni,ne enteros se cumple que nip + my <
nap +ma si y solo si F™ (z) +my < F™(x) + mg para cualquier z € R.

Demostracion. Supongamos que se cumple que F™ () +my < F™2(x) + mg para cualquier z € R,
veamos que se da la desigualdad nip + mi < ngp + mo.

Por el lema [2.1.20] se puede tomar la inversa de F™2 y por la observacién [2.1.23| se tiene que
F™M=m2(z) +my < x 4+ ma. Sea k € N, entonces escribimos:

FRm=m2)(g) _ g — Z (Fi("l_m)(x) - F(i_l)(”l_"z)(ac)) < k(mg —my).
i=1

Supongamos que 1 > ngy, entonces

FRm=n2)(g) — g L Ma—m

k(ny — ng) n| — Ny

Pasando al limite cuando k tiende a infinito, se tiene que p(F) < (mg — mq)/(n1 — n2). Como
el nimero de rotacion es irracional no se puede dar la igualdad, por lo que quedaria probada la
desigualdad.

Siny < ng, tenemos que F™~™ () + mgy > x + my, de nuevo se tiene

Fk:(nz—n1)(x) —r - mi — mo

k?(?”LQ *TLl) no — N1

Llegando a que p(F') > (mi —ma)/(n2 — n1). El caso en el que n; = ng es trivial.

Para la otra implicacién, supongamos que ny > ng, luego p(F) < (me — my)/(n1 — na) y
que existe un =z € R tal que F™ "2 (z) — x > mg — my. Por la irracionalidad del ndmero de
rotacion se tiene que no se puede cambiar la desigualdad, sino se tendria la igualdad en algin
punto y el nimero de rotacion seria racional. Aplicando la demostraciéon anterior se concluye que
p(F) > (ma—my)/(n1 —n2) en contra de la hipotesis realizada. Por tanto F™ ~"2(x) —z < ma—my
para cualquier x € R y quedaria probada la afirmacién. Si ny < no se hace igual.

O

Lema 3.3.8. Para cualquier nimero irracional « se tiene que el conjunto A = {na+m : n,m € Z}
es denso en R.
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Demostracién. Sean z € R y € > 0, basta ver que existen que r, s € Z tales que |z — (ra+ s)| < e.
Por el teorema se pueden encontrar n,m € Z tales que |na + m| = p < ¢, basta aplicarlo a
un @ > 1/e.
Supongamos que na+m > 0y x > a. Sea v = x — «, entonces podemos escribir v = tu + § con
t€Zy0<§< p. Tenemos que x —a—t(na+m) =39 < e, porloquer =tn+1y s =tm cumplen
la propiedad buscada. En los otros tres casos posibles la demostracién es idéntica.

O

Demostracion del teorema de clasificacion de Poincaré. Para esta demostracion definiremos la apli-
caciéon h que serd la conjugacién entre f y r,. Sean F' un levantamiento de f y x € R, definimos
los siguientes conjuntos.

A={F"(x)+m:n,m €7} C={np+m:n,meZ}

Construccion del levantamiento H de h: Llamamos G a la aplicacion G : A — C con
G(F™(z) + m) = np + m. Por el lema se tiene que la funcién G es creciente. Ademds G
es claramente sobreyectiva y es inyectiva, ya que si z = F™ (z) +m1 < F™(z)+mgy = y, se cumple
que G(z) =n1p+my < nap + mo = G(y).

Nuestro objetivo es extender estd aplicaciéon a todo R. Definimos H : R — R como

H(y) = sup {np+m: F"(z) +m < y}.
nmezZ

Se cumple que H|, = G. Veamos que H es continua en A, para ello vamos a probar en primer
lugar que H(y) = inf{np+m: F"(z) +m > y}.
Supongamos que existe un y € R tal que

inf{np+m: F"(z)+m >y} —sup{np+m: F*(z)+ m <y} =p> 0.
Por tanto para cualesquiera mi, mo, n1,no nimeros enteros tales que
F"(z)4+my >y; F™(@)+me <y
se tiene que
GF™ (z) +m1) = GF™(x) + m2) = (n1p + ma) — (n2p + ma) = pp > /2

luego C'(\ B(H (y) + 1/2, 1/3) = 0, ver figura[3.4] pero por el lema el conjunto C' es denso en
R en contradiccion con este resultado. Por tanto se cumple que H se puede definir indistintamente

a partir del infimo o del supremo.

B(H(y) + p/2,1/3)

sup

Figura 3.4: Esquema de la distribucién de puntos de C' en la recta real si el infimo y el supremo no
coinciden.
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Sea {y}ren C A una sucesiéon convergente a punto y € A\ A, veamos que H es continua en
y. Podemos separar la sucesién en dos disjuntas {yx}ren = {y; bren U{¥; tren, donde la primera
subsucesiéon esta formada por los elementos de la sucesién y, > y y la segunda subsucesion por los
elementos con y < y.
Sin pérdida de generalidad supongamos que ambas subsucesiones poseen infinitos términos de la
original. Tenemos que

ka H(y}) =sup{np+m: F"(z) + m < y} = sup{np+m: F"(z) + m <y} = H(y)
— 00

ka H(y, ) =inf{np+m: F"(z) +m >y} =inf{np+m: F"(z) + m >y} = H(y)
—00

Para ver estas igualdades, tomamos € > 0, como {y/j}keN converge a y y C es denso en R, se tiene
que existe k- tal que G(y;;,) < H(y) + ¢ para todo m > k.. Ademds G(y;") > H(y) para todo k por
como se ha cogido la subsucesion. Por tanto, dado € > 0, existe un k. natural, tal que

H(y) < G(y}) < H(y) +¢  para cualquier m > k..

Esto prueba que lim; G(y;) = limy H(y;") = H(y). Para la subsucesién {y; }ren la prueba es
similar.

Como las sucesiones {G(y )} ren ¥y {G(y;, )} ren convergen a H(y) es obvio que se tiene que
{G(yr) }ken también converge a H(y) probando la continuidad.

Probemos la continuidad en R. Sea I una componente conexa de R\ A. Se tiene que I = (a,b) y
para cualquier y € I se cumple que

H(b) = inf{np+m: F*(z) +m > b} =inf{np+m: F(x)+m >y} = H(y)
H(a) =sup{np+m: F"(x) + m < a} =sup{np+m: F*'(z) + m <y} = H(y)

es decir, la funcién toma un valor constante en las componentes conexas y su valor coincide con el
de los extremos del intervalo, por tanto queda probada la continuidad.

Propiedades de H: La aplicacion H que acabamos de definir verifica las siguientes propiedades:
1. H es creciente, ya que por el lema tenemos que G es creciente, luego H es no decreciente.

2. Para todo y € R, se tiene que H(y + 1) = H(y) + 1, ya que
H(y+1)=sup{np+m: F'(z)+m<y+1} =
=14sup{np+m—1:F"(x)+m—-1<y}=H(y)+ 1.

3. H es sobreyectiva, esto se deduce de la propiedad 2. y de ser continua.
4. Para todo y € R, se cumple que H(F(y)) = H(y) + p, es decir Ho F = R,0 H.
H(F(y)) =sup{np+m: F"(z) + m < F(y)} =

=sup{np+m: F" z)+m <y} =
=p+sup{(n—1)p+m: F""z)+m <y} =p+H(y)
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Definicién de h y propiedades: Dados x € S' y T un punto cualquiera de la fibra p~!(z). Definimos
h(z) = po H(Z). Tenemos que:

= h estd bien definida: Dados Z1, T2, se cumple que existe un k € Z tal que T = T2 + k. Por
tanto por la propiedad 2. de H, se cumple que p(H(Z1)) = p(H(T2)).

» N es continua: Sea x € S! consideramos U C S! un abierto trivializante de 2 por p (ver

definicién [2.1.1)). Tenemos que p~H(U) = U,z Vi con V;(V; = 0 si i # j y las restricciones
p|Vl_ : V; — U homeomorfismos. Denotaremos por simplicidad por p‘z_l a la inversa de p|Vi .
Con estas notaciones tenemos que h(z) =po H o p(/il (), con i € Z cualquiera.
Sea U C S! un abierto, veamos que h~1(U) es abierto. Sean y € h~1(U) y z = h(y), podemos
tomar unos entornos trivializante U', U? de ¥, z respectivamente. De forma que p~*(U') =
Uicez V! con las propiedades de los abiertos trivializantes y de igual manera p~1(U?) =
Uiez Vf. Ademés podemos tomar U? de tal forma que dado un VjQ7 exista un Vi1 tal que
H _1(Vj2) C Vi! que es abierto por ser H continua. Por tanto

BNU?) = (po H o py )" (U2) = pya o H o p b (U?)
i J

Entonces h~1(U?) es un entorno abierto y contenido en U, ya que H es continua y las funciones
Pyt ¥ py2 son homeomorfismos.
i J

= hof=r,0h. Dados z € S' y T € p~!(x), aplicando la definicién de h y la propiedad 4. de
H, vemos que

ho f(z) =po H(F(T)) = p(p+ H(T)) =
=po Ry(H(T)) = rpop(H(T)) =
=r, o h(x)

donde ademaés se ha aplicado que R, es un levantamiento de 7.

La aplicacion h es homeomorfismo st y solo st f es topoldgicamente transitiva: Si h es homeomorfis-
mo, entonces al ser H un levantamiento suyo creciente, se tiene que h preserva la orientaciéon, luego
por el lema [2.1.20] h es homeomorfismo si y solo si lo es H. Por la observacién tenemos que
H es biyectiva o abierta si solo lo es h.

Supongamos que H es biyectiva tenemos que dado I = (a,b) C R, se cumple que H(I) =
(H(a),H(D)). Esto se debe a que H es creciente y continua, luego H(I) es conexo y los extre-
mos del intervalo son H(a) y H(b). Ademds no puede ser que H(I) sea cerrado por uno de sus
extremos, por ejemplo H(I) = [H(a), H(b)), ya que sino se tendria que Hla,b) = H(I), en contra
de la biyectividad. Lo que prueba que si H es biyectiva, entonces es abierta y por tanto h también
lo es. Luego si h es biyectiva, entonces es abierta y en consecuencia h es homeomorfismo. Por tanto
basta probar que h es biyectiva si y solo si f es topolégicamente transitiva.

Sean x,y € Int(Z) con x < y es claro que existen z1,29 € A con z < 21 < 29 < y, luego se
tiene que H(xz) < H(z1) < H(22) < H(y), luego H|;,, 7 siempre es inyectiva. Ademds la funcién
H es constante en las distintas componentes conexas de Ad(R\A), siendo Ad(V') la adherencia de
un subconjunto V' y H es sobreyectiva. Por tanto A es denso en R si y solo si H es biyectiva, luego
con probar que A es denso en R si y solo si f es topoldgicamente transitiva se tendria el resultado
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deseado.

[<=] Supongamos que f es topolégicamente transitiva, luego existe un z € S! tal que su érbita
positiva es densa. Tenemos que Orb;[(z) = w(z) UOrb}r(z), ya que por definicién un punto de
acumulacién de la dorbita positiva es un punto w -limite.

Como Orb}“(z) = S! y la medida de Lebesgu de Orb]'f(z) es cero por ser un conjunto numerable,
entonces se tiene que cumplir que la medida de w(z) es positiva, luego no se puede cumplir que
w(z) sea denso en ninguna parte.

Luego por la proposicién solo se puede ser que w(z) = S, como w(z) = w(y) para cualquier
par de puntos z,y € S! se debe de cumplir que Orb?(y) es denso para cualquier y € S'. En concreto
se cumple para x.

Sea U un abierto de R entonces por ser p aplicacién abierta p(U) es abierto, luego podemos con-
siderar un abierto trivializante W C p(U) con p~*(W) = U,;; Vi v los V; cumpliendo las propie-
dades descritas en la definicion de espacio recubridor. Por ser la érbita de z densa, se cumple que
WﬂOrb}'(x) # (). Tenemos que p~! (Wﬂ Orb}r(:n)) # (), ya que p es sobreyectiva. Notemos que

p~1(Orbs(z)) = A, luego

o2 (W of@) < (Uv)N4

iel

Por tanto, existen un F™(z)+m y un Vj; tal que F"(x)+m € V;. Por la periodicidad de p se cumple
que para todo i,j € I, existe un k € Z tal que V; = V; + k = {z + k : z € V}}. En consecuencia
se cumple que V;( A # () para cualquier i y como existe un V; C U, se concluye que U []A # 0.
Probando que A es denso en R.

[=] Supongamos que A es denso en R. Tenemos que si U es un abierto de S, como p~1(U) (A #
(), entonces

0 #p(p" ' (U)[A) c UM Orby(x)

luego Orby(x) es densa en S', y por la proposicién [2.2.11| se tiene que f es topolégicamente tran-
sitiva, y por tanto queda probado el teorema.
O]

'En el siguiente capitulo se veran determinados conceptos de teorfa de la medida, aun asf referenciamos [2] para
ver en detalle algunas propiedades de la medida de Lebesgue.






Capitulo 4

Grupo de Homeomorfismos de S!

Los resultados més relevantes de este capitulo se pueden encontrar en [4].

4.1. Introduccion al grupo

En esta seccion vamos a estudiar el grupo de homeomorfismos de la circunferencia. En el capitu-
lo anterior los resultados relevantes se pueden clasificar en dos tipos, los relativos a la dindmica de
un punto por un homeomorfismo y los que los relacionan a un homeomorfismo con una rotacién
rigida. De nuevo nuestro objetivo es el de analizar este tipo de resultados.

Por lo general dado un espacio topolégico X, se denota por Homeo(X) al conjunto de homeo-

morfismos que van de X sobre si mismo. Si a este conjunto se le anade la composicion, claramente
al tratarse de un conjunto de homeomorfismos, se obtiene una estructura de grupo.
Si nos restringimos al caso de la circunferencia, recordamos que tan solo existen dos posibilidades
para un homeomorfismo de la circunferencia, que preserve la orientacién o que no lo haga. Dado
g € Homeo(S'), tenemos que si g preserva la orientacién y llamamos ¢(z) = —z mod 1, entonces got
es un homeomorfismo que no preserva la orientacién y viceversa. Por tanto vemos que se podemos
simplificar nuestro estudio considerando sélo el subgrupo de los homeomorfismos que preservan la
orientacion.

No solo es que se pueda genera todo homeomorfismo que no preserva la orientacion a través de
uno que si la preserva, sino que ademas el grupo no es un conjunto conexo respecto de la topologia
de convergencia uniforme descrita en el segundo capitulo (ver definicién , ya que se puede
separar el conjunto en dos espacios, los homeomorfismos que preservan la orientacién Homeo, (S!)
y los que no Homeo_(S'), tal y como probamos en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1.1. Los conjuntos Homeoy (S') y Homeo_(S') son abiertos disjuntos del grupo
de homeomorfismos de la circunferencia y por tanto tenemos que Homeo(S') no es conexo.

Demostracion. Para probar este resultado veamos que dados dos elementos f € Homeo, (S') y
g € Homeo_(S') se tiene que d(f,g) = 1/2. Recordamos que por la definicién de la métrica
d(f,g) < 1/2 (ver observacién , luego falta ver que no puede darse la desigualdad estricta.
Por tanto buscamos y € S! tal que f(y) = (g(y) + 1/2) mod 1.

Tomemos F,G dos levantamientos de f, g respcetivamente tales que F(0),G(0) € [0,1). Vea-
mos inicialmente que existe un = € [0,1] tal que F(x) = G(z). Para ello tomemos la funcién

35
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F(x) — G(z) = H(z) y distingamos casos.

Si F(0) = G(0) se tiene el resultado buscado. Si F(0) < G(0), es decir, H(0) < 0, como f preserva
la orientacién tenemos que F'(1) = 1 + F(0) y como g no lo preserva, entonces G(1) = G(0) — 1.
Por tanto sustituyendo se llega a que H(1) > 0. Como H es continua por ser diferencia de dos
funciones continuas, aplicando el teorema de Bolzano se llega a que existe un = € [0, 1] tal que
H(xz) =0= F(z) — G(z). La demostracién con la desigualdad contraria es idéntica.

Como g no preserva la orientacién, entonces ry /5 0 g tampoco, luego podemos aplicar el resultado
anterior a f y 713 0 g, es decir existe un z € [0, 1] tal que F'(z) = G(x) £ 1/2. Componiendo con
p, se tiene que existe un y € S! tal que f(y) = (g(y) + 1/2) mod 1.

De esta forma hemos probado que la bola B(f,1/2) C Homeo (S') para cualquier f € Homeo, (S')
y lo mismo con B(g,1/2) C Homeo_(S') para cualquier g € Homeo_(S'). Por tanto tenemos que
ambos conjuntos son abiertos y que Homeo(S') no es conexo. O

Durante todo el capitulo utilizaremos que la topologia de Homeo(S') y la de cualquiera de sus
subgrupos es la de convergencia uniforme. Una de las propiedades interesantes de este grupo, es
que es lo que se conoce como un grupo topolégico.

Definicién 4.1.2. Sea (G,*,7) un grupo dotado de una topologia, diremos que G es un grupo
topolégico, si las aplicaciones x — x~1 y (x,y) = x * y son continuas.

Proposicién 4.1.3. Homeo (S') es un grupo topoldgico.

Demostracién. Probemos que la aplicacién de Homeo (S') — Homeo, (S!) definida por h + A~}
es continua, para ello usaremos la definicién de continuidad para espacios métricos. Lo primero,
dados f € Homeo, (S') y € > 0, como f~! es uniformemente continua, sabemos que existe un § > 0
tal que si d(z,y) < & entonces d(f~(z), f~1(y)) < e. Tomemos g € Homeo, (S') con d(f,g) <Jy
x € S! calculemos d(f~!(z), g (z)).

Sabemos que por ser g biyectiva, existe un y € S! tal que y = g~!(x). Por como hemos cogido g, se
cumple que d(f(y), g(y)) < d. Por la continuidad uniforme de f~!, tenemos que d(y, f~1(g(y))) < €.
Finalmente sustituyendo se tiene que d(¢g~'(z),f (z)) = d(y,f '(g(y))) < e. Como
d(f~1, 97 = méx,cq{d(f1(2),g7'(2))} tenemos que d(f~',¢g') < . Quedando probada la
continuidad.

Veamos ahora que la aplicacién de Homeoy (S') x Homeo, (S') — Homeoy(S') dada por
(f,g) — f og es continua. Sean fi,g91 € Homeo,(S') y ¢ > 0. De nuevo por la continuidad
uniforme de f; y g1, podemos coger un § tal que si d(z,y) < 0, entonces d(f1(x), f1(y)) < /2
y d(g1(x),g1(y)) < €/2. Llamamos v = min{e/2,6} y sean fa,go € Homeoy(S!), tales que
d(f1, f2) <7y d(g1,92) <7-

Sea z € S!, tenemos que d(gi(z),g2(x)) < 7 y por tanto, aplicando f; tenemos que
d(f1(g1(x)), fi(g2(z)) < ¢€/2. Ademds, como d(f1,f2) < + también se cumple que
d(f1(g2(2)), f2(g2(x)) < /2. Por tanto aplicando la desigualdad triangular

d(f1(g1(x)), fa(g2(2)) < d(f1(g1(2)), f1(g2(z)) + d(f1(g2(x)), fa(g2(x)) < e

Quedando probada la continuidad de la aplicacién. Por tanto queda probado que Homeo, (S!) es
un grupo topolodgico. O



4.2. ACCION DE UN SUBGRUPO 37

4.2. Accién de un subgrupo

En esta seccién nos dedicaremos a detallar diversos resultados relativos a la accién de un sub-
grupo I' < Homeo (S') sobre un punto de la circunferencia. Previamente recordamos el concepto
de accién de grupo.

Definicién 4.2.1. Sean (G, *) un grupo y X un conjunto. Se denomina accién de G sobre X a
una aplicacion de G x X — X tal que al par (g,x) lo manda a g - x cumpliendo las siguientes
propiedades:

= Sie es el elemento neutro de G, entonces e - x = x para todo r € X.
» Para todo g1,92 € G y x € X se cumple que g2 - (g1 -x) = (g2 % q1) - x.

Dado g € G y V C X un subconjunto cualquiera, llamaremos accién de g sobre V' al conjunto
gV)={g-z:z €V}

Si consideramos un espacio topoldgico X y su grupo de homeomorfismos Homeo(X), tenemos
una aplicacién definida de manera natural entre Homeo(X) x X — X a partir de:

(9,2) — g(x) x€ X, g€ Homeo(X)

Esta aplicacién nos da claramente una accién de grupo. En este capitulo cuando nos refiramos a la
accién de un subgrupo de Homeo(X) sobre X nos referiremos a esta aplicacién o también cuando
se considere un subgrupo del conjunto Ap(X) de aplicaciones biyectivas de X en si mismo.

De manera andloga a como se defini6 la érbita por la imagen de un sistema dindmico, se define
la érbita de un punto por la accién de un subgrupo.

Definicién 4.2.2. Sean (G, *) un grupo y X un conjunto sobre el que actia el grupo G. Dado
H < G un subgrupo de G y x € X, denominamos 6rbita de x por H al conjunto

Orbg(z) ={ye X|3he€e H :h-x =y}

La definicién que teniamos previamente de O6rbita para un sistema dindmico invertible
g : X — X, coincide con esta si se considera como accion de grupo por el subgrupo que ge-
nera (g) < Ap(X).

En el anterior capitulo se estudiaron las érbitas de los distintos puntos a partir de lo que
denominamos conjuntos limites, que informalmente son los puntos a los que la trayectoria de un
punto se va aproximando a medida que aumenta el nimero de iteraciones de nuestro sistema
dindmico. Una de las propiedades de esos conjuntos era su invarianza. Vamos a intentar explicar
de nuevo propiedades de las 6rbitas en términos de conjuntos invariantes. Previamente es necesario
introducir un nuevo concepto de la dindmica topoldgica.

Definicién 4.2.3. Sean (G, *) un grupo que actia sobre un espacio topolégico X y H < G un
subgrupo. Decimos que un subconjunto V. # () de X es minimal por H si cumple las siguientes
propiedades:



38 CAPITULO 4. GRUPO DE HOMEOMORFISMOS DE S!

1. 'V es cerrado.
2.V es invariante por la accion de H.

3. Para cualquier otro subconjuto W que cumple las dos primeras condiciones y ademdas W C V,
se tiene que W =V,

El interés de este tipo de conjuntos es que bajo las condiciones en las que trabajamos se puede
garantizar la existencia de un conjunto minimal. Aunque para probar dicha existencia es necesario
asumir el lema de Zorn que procedemos a recordar.

Lema 4.2.4 (Lema de Zorn). Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Si todo subconjunto
de A totalmente ordenado, también llamado cadena, posee cota superior, entonces A tiene al menos
un elemento maximal.

Para simplificar la demostracién de la existencia de grupo minimal vamos a dar una caracteri-
zacién de conjuntos compactos bastante util en este caso.

Definicién 4.2.5. Sean A un conjunto y C = {a;}icr una familia de subconjuntos de A. Decimos
que C posee la propiedad de la interseccién finita si para cualquier subconjunto finito J C I se

cumple que (¢ a; # 0.

Teorema 4.2.6. Sean X un espacio topoldgico y C = {a;}icr una familia de cerrados de X cum-
pliendo la propiedad de la interseccion finita. Entonces X es compacto si y solamente si(\;c; a; 7# 0.

Aunque la demostracién es sencilla remitimos al teorema 26.9 de [9] para verla en detalle.

Lema 4.2.7. Sean (G, *) un grupo que actia sobre un espacio compacto X y H < G un subgrupo,
entonces existe un subconjunto minimal por H.

Demostracion. Sea C el conjunto de subconjuntos cerrados en X invariantes por H y tomemos la
relacién de orden “estar contenido en”, es decir dados A, B € C diremos que A < B si y solo si
B C A. Sea K una cadena de C para dicho orden y veamos que K posee una cota superior para
aplicar el lema de Zorn.
Lo primero que se observa es que K = {k;};cs es no vacio, ya que X es invariante por H. Al tratarse
de una cadena ordenada por la inclusion, es obvio que cumple la propiedad de la interseccién finita.
Por tanto por ser X compacto podemos considerar el conjunto A = (;c; ki # 0. El conjunto A es
cerrado por ser interseccién de cerrados, ademas dado x € Ay h € H, tenemos que h -z € k; para
todo i € I, por tanto A es invariante por H. A partir de esto es claro que A es cota superior de
la cadena K, luego aplicando el lema de Zorn, tenemos que C tiene un elemento maximal, dicho
elemento maximal es un conjunto minimal.

O

Lema 4.2.8. Sea A C X un conjunto minimal por la accion de un subgrupo H < Homeo(X),
entonces para cualquier a € A, se cumple que su orbita por H es densa en A.

Demostracion. Sea a € A, es claro que Orbg(a) es un conjunto invariante por la accién de H y por
ser A invariante por H, entonces Orbg(a) C A. Ademds como A es cerrado Orbg(a) C A. Como
H < Homeo(X), todo elemento de H es un homeomorfismo, y por el lema para cualquier
homeomorfismo h € H, tenemos que el conjunto Orby(a) es invariante por h. Por tanto Orby(a)
es un conjunto invariante por la accién de H, luego por la minimalidad de A se concluye que

Orbp(a) = A. O



4.2. ACCION DE UN SUBGRUPO 39

En el dltimo lema la condicién de tomar un grupo en el que la accién restringida a un dnico
elemento del grupo define una aplicacién continua es necesaria. En el siguiente ejemplo mostramos
un caso en el que no se cumple el lema al quitar esta condicion.

Ejemplo 4.2.9. Consideramos el conjunto X = {1,2,3} con la topologia 7 = {0, X, {1},{2,3}} v
tomamos la biyeccion f definida por: f(1) =3, f(2) =2y f(3) = 1. Tenemos que f no es continua,
ya que f~1({1}) = {3} que no es abierto.

Consideramos el subgrupo (f) < Ap(X), y veamos que el conjunto minimal asociado a (f) es el
total. Sea A un minimal de X, supongamos que 1 € A, como f(1) = 3, entonces 3 € A, pero {1, 3}
no es cerrado, luego hay que anadir el 2. De igual manera si se supone que 3 € A. Por ultimo si
suponemos que 2 € A, tenemos que {2} es invariante por la accién de (f), pero no es cerrado, para
que lo sea hay que anadirle el 3 y por el caso anterior, se tiene que es el total. Por tanto queda
probado que el conjunto minimal de X por la accién de (f) es el propio X.

Cojamos Orb. ¢~ (2) = {2}, su adherencia es el conjunto {2,3} # X, luego la drbita de 2 no es
densa en su conjunto minimal.

Observacion 4.2.10. Dado V C X un conjunto invariante por la acciéon de H, se tiene que la
imagen de la accién sobre V' coincide con el propio V. Es decir que dado x € V, existen y € V' y
h € H tal que h -y = x. Para ver esto basta tomar como h el elemento neutro. Esta propiedad que
se deduce tan facilmente para el caso de trabajar con acciones de grupos, cuando se trabaja con
un sistema dindmico f, requiere de la invarianza del conjunto tanto por f como por f~!.

Adema&s que la imagen de un conjunto invariante V sea el mismo provoca que X\V también sea
invariante por la accién de H. Si hubiera un y € X\V tal que existaun h € H con z =h-y € V,
entonces h~' -z € V en contra de la invarianza.

Lema 4.2.11. Tomemos H < Homeo(X) y sea V. C X un conjunto invariante por la accion de
H, entonces la frontera OV también es invariante por la accion de H.

Demostracion. Supongamos que la frontera de V' es no vacia, ya que en caso contrario el resultado
es trivial. Sea h € H un elemento cualquiera, como V es invariante por la accién de H, en concreto
es invariante por la imagen de h y de h™!, es decir se cumplen las siguientes contenciones:

n(V)cV V)V

Aplicando h en la segunda se deduce que V' C h(V). Luego junto con la invarianza, se tiene
que h(V) = V. Ademds h es una aplicacién biyectiva, por tanto h(X\V) = X\V. Es decir el
complementario de V es invariante, luego por el lema se tiene que la adherencia de V' como
la de X\V son invariantes por la accién de H. Como 9V C X\V y 9V C V. Por ser ambos
conjuntos invariantes, solo es posible que h(0V) € X\V (V = dV. Como V es invariante por un
homeomorfismo de H, lo es por todo H. ]

Pasemos a enunciar y demostrar un resultado relativo a la dindmica del grupo de homeomor-
fismos de S'.

Teorema 4.2.12. Sea I' < Homeo (S'). Entonces existen tres opciones excluyentes:
1. Existe una orbita finita por I'.

2. Todas las orbitas son densas.
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3. Existe un unico conjunto K C S' compacto, perfecto y denso en ninguna parte, es decir, un
conjunto de Cantor, tal que K es invariante por la accion de I' y para todo x € K, la orbita
de x por I' es densa en K.

Demostracién. Como S' es un conjunto compacto, por el lema sabemos que existe un conjunto
minimal K. Por ser K cerrado en un conjunto compacto, tenemos que K es compacto. Denotemos
por K’ el conjunto de puntos de acumulacién de K y por 0K a su frontera. Distingamos varios casos:

1) K" = (), entonces por ser K compacto, se tiene que cumplir que K es un conjunto finito.
Como K es un conjunto minimal, toda 6rbita de elementos de K es densa en K, es decir dado

x € K, Orbp(x) = K, pero como K es finito, la tinica posibilidad es que Orbp(z) = K.

2) OK = (), en este caso se tiene que K = S! y de nuevo aplicando el lema se tiene que
todas las 6rbitas son densas en S'.

3) No se puede dar el caso de que 9K = K’ = (), porque si la frontera es vacia estamos en el
caso 2) y los puntos de acumulacién coinciden con la circunferencia.

4) K' #£ () # OK. En este caso vamos a ver que K = K’ = K, ya que si se cumple este hecho,
como K es cerrado, entonces la frontera se escribre como 0K = K\Int(K) y por tanto es densa en
ninguna parte, también lo serfa K y por ser K’ perfecto, también lo cumpliria K y se tendria que
K es de Cantor.

Por el lema tenemos que 0K es invariante por la accién de I'. Ademads, por definicién la
frontera es un conjunto cerrado, ya que es interseccién de dos cerrados. Por tanto como 0K C K
y K es minimal, se tiene que cumplir que 0K = K.

Veamos ahora que todo punto es de acumulacién. Sabemos que K’ # (), luego podemos tomar
z € K'. Tomemos y € K supongamos que y es un punto aislado en K, eso quiere decir que en la
topologia de subespacio {y} es abierto. Sabemos que por ser K minimal la 6rbita por I" de x es
densa en K. Por tanto como {y} es abierto, la tinica posibilidad que hay de que y € Orbr(x), es
que y € Orbp(x). Por definicién de 6rbita tenemos que existe un h € I" tal que h(z) = y.

Sea e > 0, tomamos la bola B = B(y, €), si vemos que este abierto contiene puntos de K distintos de
y para cualquier €, se tendria que y es de acumulacién, en contra de haber supuesto que es aislado.
Para probar esto, tomamos h~!(B) = U que es entorno abierto de = por ser h homeomorfismo. Al
ser z punto de acumulacién de K se cumple que (U\{z}) [ K # 0, luego existe z € U[) K con
z # x. Como K es invariante por la accién de I' sabemos que h(z) € K, ademés h(z) # y por ser
h biyectiva y h(z) € B, ya que z € U. Por tanto queda probado que K no tiene puntos aislados.
Con esto ha quedado probado que K es de Cantor y que todas sus érbitas son densas en él. Falta
ver que el conjunto minimal es tnico. Para ello vamos a probar que K C Orbr(x) para cualquier
xz € S!. Si se prueba este resultado, dado M minimal para I' y dado y € M, se tendria que
K C Orbr(y) C M, luego por minimalidad K = M.

Tomemos = € S', si # € K el resultado estd probado en el lema Supongamos que x & K,
sabemos que S'\K es abierto, luego # € I con I una componente conexa de S'\K. Podemos
escribir I = (a,b) un arco orientado en sentido antihorario y llamemos J = [a,b]. Tenemos que

a € K, luego Orbr(a) = K. Dado y € K, al ser y un punto de acumulacién de K, se cumple que
Orbr(a)\{y} = K, por tanto existe una sucesién (hyp)nen en I' con hp(a) # hp(a) sin # my
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ademads lim,,_, o hy(a) = y. Veamos que lim,,_, o hy(J) = {y} de estd forma quedaria probado que
y € Orbp(z). Dado L = [¢,d], denotamos por A(L) = d — ¢ la longitud del intervalo. Lo primero
que haremos sera ver que lim,_,o A(hn(J)) = 0.

Supongamos lo contrario. Aplicando la definicién de limite, tenemos que existe un € > 0 tal que
para cualquier n € N, existe m > n natural con A\(h,,(J)) > . Tomemos h € I' un homeomorfismo
cualquiera, entonces h([) sigue siendo un intervalo abierto por ser h homeomorfismo. Ademés como
los extremos de I son elementos de K, estos tienen que ir a elementos de K por la accién de h, es
decir los extremos de h(I) son elementos de K, pero h(I) C S'\K por ser invariante.

Por tanto un homeomorfimo de T' es un homeomorfismo entre componenentes conexas de S'\ K.
Como la longitud de la circunferencia es finita, existe un nimero finito de componentes conexas
de S'\ K con longitud mayor o igual que . Como el intervalo I pasa infinitas veces por algunas de
las componentes conexas de longitud mayor o igual que &, entonces a pasa infinitas veces por los
extremos de dichas componentes. Dichos extremos forman un conjunto finito, lo que nos da una
contradiccién con que hy,(a) # hy(a) si n # m, luego la longitud del intervalo converge a cero.
Como la longitud tiende a cero, se tiene que cumplir que 1im,, o hn(J) = {z} con z € S, ya que
si el limite contuviera a dos puntos distintos z1, 22, estos estarian separados por una distancia pu,
luego para que hubiera convergencia por la definicién de limite se tendria que a partir de un n
natural, el intervalo h,,(J) intersecaria a las bolas B(z1,11/3) y B(z2,1t/3) para cualquier m > n.
Como ambas bolas no se tocan, se tendria que A(hy,(J)) > p/3 para cualquier m > n y hemos visto
que eso es imposible. Por tanto el limite antes escrito converge a un conjunto unipuntual, ademas
sabemos que lim,, oo hy(a) =y , luego z = y. De esta forma queda probado que lim,,_, hyp(z) =y
e y € Orbr(x) con lo que queda finalmente demostrada la unicidad del conjunto de Cantor.

Que las tres opciones son excluyentes se deduce de que si un conjunto minimal es S', no puede
no haber otro conjunto minimal y si se tiene que el conjunto minimal es de Cantor, hemos visto
que entoces el conjunto minimal es Unico y no podria darse el caso de tener una érbita finita. [J

4.3. Subgrupo de rotaciones

En esta seccién vamos a estudiar propiedades del subgrupo de rotaciones rigidas y diferentes
situaciones bajos las cuales un subgrupo determinado se comporta de manera similar a este.

Hasta este momemto nos hemos estado refiriendo como rotaciones rigidas a las funciones
7o + St — S! tales que r4(z) = (z + ) mod 1, pero podemos ver que verdaderamente son
elementos del grupo de rotaciones del plano SO(2,R). A partir de la notacién matricial de los
elementos de SO(2,R), es claro que la siguiente aplicacién nos da un isomorfismo entre el conjunto
de rotaciones rigidas de la circunferencia y SO(2,R).

. ( cos(2ma) —sen(2ma)

sen(2ma)  cos(2ma) > = E(e)

En el primer caso tenemos que r, es una rotaciéon de angulo « en la circunferencia, mientras que
R(a) es una rotacion del plano de dngulo v y por tanto de la circunferencia. Ademds sabemos que
raorg =Trat+p ¥ R(a) -R(S) = R(a+ ). A raiz de esto en esta seccién denotaremos por SO(2,R) al
subgrupo de rotaciones rigidas de Homeo, (S'), aunque seguiremos usando la notacién establecida
de las rotaciones rigidas por simplicidad.
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Una propiedad que pasa desapercibida con la formulacién matricial de SO(2, R), pero que resulta
mas intuitiva con la formulacién de las rotaciones rigidas es la que enunciamos en el siguiente lema.

Lema 4.3.1. SO(2,R) es un conjunto compacto.
Demostracion. Tomamos la siguiente aplicacién

6: S — SO2,R)
o — To

Claramente la aplicacién es biyectiva. Ademds sean a, 3 € S, entonces d(a, ) = min{|a — 3[,1 —
|o — S|}, mientras que

d(ra,rg) = méx{d(ra(z),rs(2))} =

= max{d(«, )} = d(«, B)

z€eSt
De esta forma queda probado que ¢ es una isometria y por tanto homeomorfismo. Luego por ser
S! un espacio compacto, tenemos que SO(2,R) también lo es. O
4.3.1. Conceptos de teoria de la medida

Hasta ahora hemos estado usando el concepto de medida de manera intuitiva basada en cono-
cimientos bésicos relativos a esta, pero en lo siguiente es necesario un uso mas preciso y formal de
este concepto. De este modo procedemos a realizar una breve introduccién (ver [2]).

Definicién 4.3.2. Sean X un conjunto y w C P(X) un subconjuto del conjunto potencia de X,
decimos que w es una o-algebra si cumple las siguientes propiedades.

s X cw.
» Si A€ w, entonces X\A € w.
» Dada una sucesion infinita {An}nen C w, entonces [\, ey Ans Upen An € w.

Si X es un espacio topolégico Hausdorff, entonces la o-dlgebra generada a partir de las intersec-
ciones y uniones infinitas de abiertos y cerrados de X recibe el nombre de o-algebra de Borel. A
sus elementos se les denomina borelianos.

Definicion 4.3.3. Sean X un conjunto y w una o—dlgebra de X, decimos que una aplicacion
p:w— RsgU{+0o0} es una medida sobre X si cumple la propiedad de la aditividad numerable.
Es decir, dado C C w un conjunto numerable con C = { A, }nen con A;(Aj =0 sii# j, se cumple

; p <U An) =3 nl4n)

neN neN

A la terna (X,w, ) se le denomina espacio medible y los elementos de w reciben el nombre de
conjuntos medibles.

Ahora procedemos a dar algunas definiciones para clasificar a las distintas medidas.
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Definicion 4.3.4. Sean X un conjunto y w una o-dlgebra con una medida p sobre X. Decimos que
1

= es invariante por la accién de un grupo G, si para todo g € G, A € w se cumple que

pu(A) = p(g(A)).-

= no tiene puntos aislados si la medida de cada dtomo es cero, es decir u({y}) = 0 para todo
yeX.

» es una medida de probabilidad si p(X) = 1.
= es de soporte total si X es un espacio topologico y la medida de cualquier abierto es no nula.

Una observacién de interés es que la medida de Lebesgue sobre R™ (ver [2]) es una medida de
soporte total sin puntos aislados y que todo boreliano de R", obtenido a partir de la topologia
usual, es medible con esta medida. Ademds una de las propiedades de los elementos de SO(2,R) es
que son isometrias desde el punto de vista de que preservan la medida de Lebesgue de los distintos
borelianos.

También hay que anadir algunos conceptos que relacionen una medida y una funcién.

Definicién 4.3.5. Sean (X,w, 1) un espacio medible y f : X — R|J{xoo} = [—00, +00]. Decimos
que f es una funcion medible, si cumple una de las siguientes propiedades:

1. Para todo U C R abierto, f~1(U) € w.
2. Para todo C C R cerrado, f~1(C) € w.
3. Para todo B C R boreliano obtenido por la topologia usual, f~*(B) € w.

Observacién 4.3.6. En las condiciones de la definicién se puede probar que todas las
afirmaciones anteriores son equivalentes, ademads es inmediato ver que una funcién continua es por
definicién medible.

El dltimo concepto relativo a la teoria de la medida que nos hace falta es el de integral.

Definicién 4.3.7. Sean (X,w,p) un espacio medible y f = > 7" aixa, una funcion de X simplfﬂ
no negativa, donde x 4, es la funcion caracteristica sobre el conjunto A; € w, ademds A;(A; =0
si1# j ya; € R>g. Definimos la integral de f como:

/ fap=">>" aip(A;)
X i=0

Sea g una funcion medible no negativa. Definimos su integral como

/gd,u:sup{/ fdu: f<g y f es simple}
X X

1 Se dice que una funcién es simple si el conjunto imagen es finito.
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Si g es una funcion medible cualquiera de X, la podemos descomponer como g = g4+ — g—, siendo

7. () :{ g(z) si g(x) >0

0 sig(x)< 0
() si g(x)<0
g(x):{ g st g(ac?ZO

En este ultimo caso la integral de g es fX gdu = fX g+du — fX g—du. Si la integral de una funcion
existe, admitiendo como vdlido el caso en el que estd diverja, es decir que tome el valor oo,
diremos que la funcion es integrable.

Existen varios resultados relativos a la teoria de la medida que nos seran de utilidad en las
siguientes paginas, para su demostracién de estos se puede consultar [2].

Teorema 4.3.8 (Teorema de la convergencia monétona). Sean (X,w, p) un espacio medible y f,
fo,f1,-... funciones no negativas medibles sobre X. Si se cumplen las siguientes dos condiciones en
cast todo punt

1. fu(x) < fuyi1(x) para todo n € N.
2. limy o0 fn(z) = f(2).
Entonces [ fdu = lmy oo [ frdp.

Teorema 4.3.9 (Teorema de la convergencia dominada). Sean (X,w,u) un espacio medible, f,
fo,f1,-... funciones medibles sobre X y g una funcion integrable sobre X . Si se cumplen las siguientes
dos condiciones en cast todo punto

1. |fu(2)] < g(x) para todo n € N.

2. limy, o0 fn(z) = f(2).
Entonces las fn y f son funciones integrables y ademds [ fdu = limy oo [ frdp.

Teorema 4.3.10. Sea (G, *,7) un grupo topoldgico localmente compacto. Si se considera la o-dlge-
bra de Borel, existe una unica medida invariante por la accion de G, salvo constante de proporcio-
nalidad. Dicha medida recibe el nombre de medida de Haar.

Ademds la medida es finita si y solo si G es compacto.

Para ver este resultado en detalle nos referimos a los teoremas 9.2.1 y 9.2.3, junto con la
proposicién 9.3.3 de [2].

4.3.2. Conjugacion de los subgrupos de rotaciones

El siguiente resultado muestra que verdaderamente los nicos subgrupos de Homeoy (S') que
preservan medidas como la de Lebesgue son los subgrupos de SO(2,R) salvo por conjugacion to-
poldgica, en esta seccién seguiremos [10].

2 Decimos que una propiedad se cumple en casi todo punto si el conjunto de puntos en los que no se cumple es de
medida 0.
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Teorema 4.3.11. Sea I' < Homeoy (S') un subgrupo y sea p una medida de probabilidad, con
soporte total y sin puntos aislados definida sobre la circunferencia S' tomando la o-dlgebra de
Borel. Si p es invariante por la accion de I, entonces I' es conjugado topoldgico a un subgrupo de

SO(2,R), es decir, existe ¢ € Homeo(S') tal que {poho¢~t: h €T} < SO(2,R).

Demostracion. Viendo la circunferencia S' como el intervalo [0,1) se puede extender la medida
de manera natural sobre R. Para ello, dado A C R de Borel, definimos la siguiente aplicacion.

a(4) = > u(p(nn+14)) (4.1)

nez
es decir, escribimos A como unién de conjuntos [n,n+ 1) (| A para n € Z, mediante la aplicacién p,
llevamos estos conjuntos a la circunferencia y medimos el conjunto resultante (con ). Claramente
es una medida, ya que por serlo u, se ve que & cumple la aditividad numerable.
Esto lo hacemos para una particion de la recta real en intervalos de longitud 1. Si en la ecuacion
cambiamos la particion, obtenemos el mismo, resultado. Para ver esto, tomamos un € con
0 <e < 1. Tenemos que [n+e,n+1+¢) C [n,n+1)UJn+ 1,n+ 2), luego:

i “(p ([n+€,n+1+e)ﬂA)> < iiiu(p ([n,n+1)ﬂA))

Haciendo ¢ temd::;bZ infinito, se cumple que o
Z”(p<[n+s,n+1+€)ﬂf1>) < ZM(P([n,n+1)ﬂA)) — (A)
neN Z

De manera similar se obtiene la otra desigualdad. Ademas por ser p de soporte total y sin puntos
aislados, también lo es @.

Como y es invariante por la accién de T, entonces se cumple que u(f(A)) = u(A) para todo A C St
medible y para todo f € I'. Por tanto, si denotamos por F' a un levantamiento de f, dado B C R
medible, como F(z+ 1) = F(z) + 1 para cualquier z, podemos cambiar la particién en la ecuacién
para obtener lo siguiente

aEB) =Y (p(F0).Fo+D)VFB)) =D n(pe F (Inn+1)()B)) =

nez nez
:ZM(fop([n,n+1)ﬂB>) :Zu<p<[n,n+1)ﬂ3>) = 7(B)
nez nez

Probando que 7t es una medida invariante por la accién de los levantamientos de los elementos de
I". Ahora definimos la aplicacién que nos dara la conjugacién.

®: R — R

n([0,z]) st x>0
v {—u([a:,O]) si <0

Tenemos que ver que ® es homeomorfismo.
® es inyectiva. Tomemos por simplicidad z > y > 0, el resto de situaciones se prueban igual.
Supongamos que ®(z) = ([0, z]) = ([0, y]) = ®(y). Tenemos que [0, z] = [0, y] J(y, x], por tanto

®(z) = 1([0, y]) + 1((y, 2]) = @(y) + 1y, 2])
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Luego 7i((y, z]) = 0, pero como i es de soporte total, la inica posibilidad es que z = y.

O es sobreyectiva. Sabemos que ®(0) = 0, cojamos a > 0, la prueba para el caso negativo es analoga.
Sabemos que ®([a + 1]) = [a + 1] donde [a + 1] es la parte entera de a + 1. Si tomamos la funcién
g = ® —a, tenemos que ¢g(0) < 0y g([a+1]) > 0. Aplicamos el método iterativo de biseccién sobre
g E[ Existen dos posibilidades:

La primera es que haya convergencia en un nimero finito de iteracciones a un ¢ tal que g(c) = 0,
en cuyo caso se tendria probada la existencia de contraimagen. La segunda posibilidad es que en
ningdn paso del proceso se obtenga un punto en el que se anule g.

Mediante el proceso de biseccién hemos obtenido una sucesién {t¢,},cn formada por los puntos
intermedios del intervalo en el que se ha aplicado el método iterativo. Claramente la sucesién es
convergente y denotaremos por t al limite de la sucesion.

Podemos dividir nuestra sucesién en otras dos, {t/ },en v {t, tnen, donde g(t,t) > 0y g(t,) < 0
para todo n. Por hipotesis al menos una de las dos sucesiones tiene infinitos términos, veamos que
verdaderamente ninguna de los dos es finita. Por ser ® creciente, tenemos que ¢} > ¢ > ¢, para
cualquier n, ahora supongamos sin pérdida de generalidad que la sucesién {t. },,en solo tiene un
nimero finito de términos.

En esta situacién tenemos que llega un momento en el que el método de biseccién siempre toma co-
mo extremo derecho del intervalo el punto central del obtenido en la anterior iteraccién y que existe
un tj que siempre queda fijo. Como el método de biseccién va dividiendo el intervalo en dos mitades
de igual longitud y siempre queda fijo el extremo derecho, entonces se cumple que lim,, s t,, = tj,
es decir, t = t;r. De darse esta situacion se tendria que g(t;r) > 0, pero lim,_,~ g(t,) < 0. Escri-

;,t;’]) > 0, pero lfmn%oo[t,j,t;'] = {t;}, en

biendo esto en términos de i, tenemos que lim,, o f([t
contra con que & no tiene puntos aislados.

Luego por tanto la tnica posibilidad es que ambas sucesiones tengan infinitos términos. Argumen-
tando de manera similar, como ambas sucesiones convergen a un mismo ¢, tenemos que
lim,, 00 fi([t;, s £;7]) = 0, debido a que f no tiene puntos aislados. Esto quiere decir que g(t) = 0y

por tanto ®(¢) = a. Quedando probada la sobreyectividad.

® es continua. Tomemos un € > 0, sean z1, 3 € R, tales que ®(z1) = 22 e y € S! tal que p(z1) = y.
Tomamos un intervalo (y — a,y + a) C S, tenemos que u(y — a,y +a) = 6 < 1, entonces como
lim,, 0o (y — a/n,y + a/n) = {y}, se tiene que lim,, o u(y — a/n,y + a/n) = 0. Por tanto existe
un m tal que pu(y —a/m,y +a/m) < e, si (y —a/m,y + a/m) es lo suficientemente pequeno, estd
contenido en un abierto trivializante, podemos levantarlo por p y quedarnos con el intervalo («, )
que sea un entorno de zj. En dicho intervalo podemos tomar un 6 > 0 tal que B(z1,d) C (a, ).
Se cumple por construccién que m(B(z1,9)) < w(a, 8) < e.

De esta forma se cumple que si |21 — z| < ¢ entonces fi([z1, z]) < € 0 [i([z,z1]) < €. Lo que es lo
mismo si |x; — 2| < J, entonces |z — ®(z)| < e. Probando la continuidad de la funcién.

® es abierta. Por ser continua, la imagen por ® de un intervalo abierto es un intervalo por preservar
la conexién. Ademads por ser creciente e inyectiva no puede ser cerrado en ninguno de sus extremos.

3Dada una funcién f definida sobre un intervalo [a,b] con f(a)f(b) < 0, el método de biseccién consiste en coger
el punto medio ¢, evaluar f(c) y quedarte con el intervalo donde en los extremos haya un cambio de signo, aplicando
este método repetidas veces se obtiene la convergencia a un punto. Si la funcién es continua, el punto es un cero de
la funcién.
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Con estas propiedades, queda probado que ® es un homeomorfismo. Como para cualquier x € R,
se tiene que p([z,z + 1)) = S!, p|[x7l,+1) es inyectiva y 1 no tiene puntos aislados, entonces
([x,z + 1]) = 1 para cualquier z € R. Por tanto ®(z + 1) = ®(x) + 1 para todo = real, es
decir que ® es el levantamiento de un homeomorfismo de la circunferencia ¢ que preserva la orien-
tacién por ser @ creciente.

Como tltimo paso de la demostracién, veamos que dado h € T', entonces ¢pohop~t € SO(2,R).
Sea H un levantamiento de h, queremos ver que ® o H o ®~!(y) = y + a para todo y € R y algtin
a e R.

Por simplicidad supongamos que H(0) > 0 y que y > 0. Tenemos que

®oHod (y) =7u([0,Ho @ ' (y)]) = u([0, H(0)]) + m([H(0), H(® ' (y))]) =
=n([0, H(0))) + A(H([0, 2" (y)])) = A([0, H(0)]) + ([0, (y)]) =
= ([0, H(0)]) +y

Donde hemos aplicado la invarianza de Ji. Esto prueba que ® o Ho ®~! = R, con a = f([0, H(0)]).
Aplicando p tenemos que

Taop:poRa:pO@OHO®il:(y{)ohod)ilop

Como p es sobreyectiva, concluimos que ro = ¢oho ¢!y con esto que I' es conjugado topoldgico
de un subgrupo de SO(2,R). O

Anteriormente dijimos que los elementos de SO(2,R) son isometrias respecto de la medida de
Lebesgue, es decir, que dejan invariante dicha medida. Por tanto lo que esta diciendo este resultado
es que una medida es invariante si esta es el resultado de una deformacién de la medida de Lebesgue.
Aparentemente se trata de un resultado con nula trascendencia préactica, ya que nos garantiza la
conjugacion si existe una cierta medida invariante que a priori no se conoce. Pero verdaderamente
si que existe una situacién en la que se pueda garantizar la existencia de esta conjugacién como
muestra el siguiente resultado.

Teorema 4.3.12. Todo subgrupo compacto de Homeoy (S') es conjugado topolégico a un subgrupo
de SO(2,R).

Previa a la demostracién, necesitamos probar el siguiente resultado.

Lema 4.3.13. Sean (G,*,7) un grupo topolégico localmente compacto y A su medida de Haar.
Dada f una funcion medible sobre G, si f es integrable entonces para todo g € G se cumple que

/Gf(t)d)\:/Gf(g*t)d)\

Demostracion. Lo primero si f es una funcién caracteristica sobre un conjunto A y tomamos un
elemento g € G, tenemos que por la definiciéon de la medida de Haar,

/ F(H)AA = A(4) = A(g(A)) = / f(g * t)dA
G G
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Por tanto en el caso general, basta escribir f como combinacién de funciones caracteristicas. Sea
n € N con n > 1, entonces definimos para cualquier ¢ € Z y cualquier 0 < j < 2" los siguientes
conjuntos

= (it it Tt))s w= i)

Tenemos que cada uno de los a% son medibles por serlo f y por lo tanto las funciones caracteristicas
Xi; ¥ las xi definidas sobre los a;; y los a; respectivamente son medibles e integrables. Definimos
las funciones

2m—1 .
. Z J
=0

Es claro que A} es medible por ser suma de funciones medibles. Ademds, por como se coge la
particién de los aj}, se tiene que h'(z) < hi*Y(x) para todo = € R.

Dado un i € Z, definamos las funciones f; = x;f, fi; es medible e integrable por ser producto de
medibles e integrables. Veamos que lim,,_,o hl'(z) = fi(x) para todo = € R. Para ello tomemos un
z€Ryune >0, sz ¢ a; entonces hl'(z) = fi(x) = 0 para todo n € N, si & € a;, tenemos
que existe un n € N tal que 27" < ¢, entonces para cualquier m > n, h*(x) =i+ 2% para algun
Jj < 2™, de esta forma tenemos que x € a;; y por construccién |h]" (z) — fi(z)| < 27™ < e. Probando
que la sucesién {h]'}>°, converge a f;. Por lo que al no tener cambios de signo las A ni f;, nos

encontramos en en las condiciones del teorema de la convergencia mondétona. Por tanto
2n_1 i
ﬁ&L§:G+W>%M:£&AWM:LﬂM
k=0
Ahora bien, por la linealidad de la integral se cumple que
2n—1 1 2n—1 I
dim 3 [ (o) =i [ 5 (i) vian= [ g
De nuevo aplicando el teorema de la convergencia mondtona tenemos que

/Gerd/\—gfgfid)\; /cfd/\_g/g_f‘id)‘

Aplicando la definicién de integral y sustituyendo, tenemos que:

/jwz/ﬁw—/fwz
G G G
00 2n—1 k 00 2n—1 k
S ([ (o)) 5 (2 [ () s

Por tanto aplicando la invarianza de la integral por la accién de G a cada integral de las funciones
caracteristicas, se concluye el resultado deseado. O
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Demostracion del teorema[/.3.19. SeaT' < Homeo, (S') un subgrupo compacto. Por ser Homeo (S!)
un espacio métrico es T y por tanto I' es localmente compacto. Luego por el teorema pode-
mos tomar A la medida de Haar de I' y ademas por ser compacto podemos tomarla de manera que
AT) =1.

El objetivo es encontrar una medida sobre S! que cumple las hipStesis del teorema clara-
mente A no vale por ser una medida sobre I'. Por tanto definimos a partir de estd una nueva medida.
Dado A C S! un conjunto de Borel, definimos la medida de A como

J(A) = /F Leb(h(A))dA (4.2)

Donde Leb denota la medida de Lebesgue sobre S!. Veamos que estamos en las condiciones del

teorema 3. 111

1 es una funcion invariante por la accion de I'. Partimos inicialmente de los casos mas sencillos.
Denotemos por ¢4 : I' — [0, 1] a la funcién que manda h +— Leb(h(A)) siendo A un boreliano. Si
Leb(A) = 0 tenemos que Int(A) = 0 y como los elementos de I' son homeomorfismos tenemos que
para todo h € T', Leb(h(A)) = 0, es decir, 4 = 0. De igual manera se argumenta que si Leb(A) = 1,
entonces, p4 = 1.

Supongamos ahora que A = (a,b) es un intervalo abierto. Vamos a probar que ¢4 es continua.
Tomemos ¢ > 0, y sean hi,ho € T' dos elementos tales d(h1,hs) < £/2. Tenemos que hi(A) =
(h1(a),h1(b)) y ho(A) = (ha(a), ha(b)), ademds por construccién tenemos que d(hi(a), ha(a)) < &/2
y d(h1(b), ha(b)) < /2. Por tanto |Leb(hi(A)) — Leb(ha(A))| < . De esta forma queda probada

que @4 no solo es continua, sino que es uniformemente continua.

Tenemos que por ser ¢4 continua es medible, y por tanto aplicando el lema se cumple
que @4 es invariante por la accién de I'. Supongamos ahora el caso general, sea B C S! un bo-
reliano. Supongamos que Leb(B) # 0, 1. Podemos descompones B = Int(B)|J(B\Int(B)), donde
Leb(B\Int(B)) = 0 por tener interior vacio. Por la aditividad numerable de la medida de Lebesgue,
tenemos que Leb(B) = Leb(B\Int(B)) + Leb(Int(B)) = Leb(Int(B)). Por tanto ¢p = ¢ru(p)
Ademds podemos escribir Int(B) = |J,cybn siendo b, una componente conexa de Int(B), si el
numero de conexas es finito, supondremos que salvo una cantidad finita de b, el resto son el
conjunto vacio. Por la aditividad numerable de la medida de Lebesgue, tenemos que Leb(B) =
> nen Leb(by), es claro que g = > - @b, Definimos las funciones ¢, = >_"" ¢y, tenemos que
lim,, 00 &n(h) = @p(h) para todo h € I'. Por ser cada b; un intervalo abierto o el vacio tenemos que
las ¢, son suma de funciones continuas y por tanto continuas. Finalmente tenemos que 0 < ¢,, < 1,
donde claramente la funcién constantemente 1 es integrable. Por tanto aplicando el teorema de la
convergencia dominada, se concluye que

wpdA = lim /cpbnd)\

Finalmente como las integrales de las ¢;, son invariantes por la accién de I', entonces la de ¢p
también lo es. Quedando probado que p es una funcién invariante por la accién de I'.

 es una medida. Es claro que es no negativa. Para ver la aditividad numerable, cojamos B un bore-
liano tal que B = |J,,cy An €s unién de borelianos disjuntos. Tenemos de nuevo que ¢ = >, ¥4,
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aplicando de nuevo el teorema de la convergencia dominada se tiene el resultado deseado.

wes una medida de probabilidad de soporte total y sin puntos aislados. Como la medida de Haar
est4 normalizada a la unidad por ser I' compacto y como pg1 = 1, es claro que u(S') = 1y que
pu({z}) = 0 para todo x € S'. Ademds si b C S! es un abierto tenemos que ¢ es positiva en todo
T, luego p(b) es la integral de una funcién positiva y por tanto p(b) > 0. Quedando probadas las
tres afirmaciones.

Finalmente vemos que nos encontramos en las condiciones del teorema y por tanto I' es
conjugado a un subgrupo de SO(2,R). O

Sabemos que en un espacio métrico los compactos son conjuntos cerrados y acotados. Dado
f € Homeo, (S'), tenemos que la bola cerrada B(f,1/2) = Homeoy(S!), pero si fuera compacto
por el teorema anterior tendriamos que Homeoy (S') es conjugado a un subgrupo de SO(2,R)
por un homeomorfismo ¢. Tomemos f € Homeo(S') que no sea una rotacién. Tendriamos que
g=¢"tofopec SO(2,R), pero por hipétesis f = pogop ' =pogp lofogpop™ & SO2,R).
Llegando a una contradiccién.

Hemos visto que el grupo de homeomorfismos de la circunferencia, muchos elementos se obtienen
a partir de rotaciones rigidas, mostrando que estas juegan un papel mas que relevante en toda esta
teoria, pero el siguiente y ultimo resultado nos muestra hasta que punto esto es asi.

Teorema 4.3.14. SO(2,R) es un retracto de deformacion de Homeo (S') y por tanto comparten
grupo de homotopia de primer orden.

Demostracion. Empecemos definiendo la retraccién. Denotemos por H;n;e/o+(81) y /§6(2,R) al
conjunto de homeomorsfismos de R crecientes tales que son levantamientos de homeomorfismos
de la circunferencia que preservan la orientacién y a los levantamientos de rotaciones rigidas res-
pectivamente . Sea F € H%Jr(gl), tenemos que F(x + 1) = F(x) + 1, por tanto la funcién
ap(x) = F(x) — x es una funcién periédica de periédo a lo sumo 1.

Si llamamos cp = fol ap(z)dzr y fr(x) = ap(x) — cp, podemos escribir F(z) = x + cp + Br(x),
donde SF sigue si/er\ld/o una funciéill)eriédica con el mismo periodo que ap. Ahora definimos nuestra
retracciéon R : Homeo, (S') — SO(2,R) como F + Idg + cp, es decir, R(F)(z) = = + cp.

Veamos que R es continua. Sea ¢ > 0 y sean F,G € Homeo (S!) tales que d(F,G) < ¢. Es claro
que

1 1 1
/O(F(x)—s—x)d:z</0 (G(x)—a:)d$</0 (F(z)+e—a)dx

Luego |cr — cg| < € y como |cp — cg| = d(Idr + cp, Idr + ci), tenemos probada la continuidad.

Ahora definamos la homotopia entre ambos Ry Id —~— LS

H: Homeoy(SY) x [0,1] —> Homeo (S
(F,s) — Idg +cr+(1-5)Br
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Lo primero es ver que ¢ estd bien definida, es decir que no nos salimos del Cogillgto. Para ello basta
con probar que Homeoy (S') es un conjuto convexo. Si tomamos F,G € Homeo(S') y s € [0, 1],
tenemos que L = sF' + (1 — s)G es continua por ser una combinacién lineal de funciones continuas.
La funcién L es estrictamente creciente por serlo F'y Gy por tomar s € [0, 1] por lo que es inyec-
tiva y abierta. Como limy, 100 F'(z) = limy— 100 G(2) = f00 por ser homeomorfismos crecientes,
entonces lim,_, 4+, L(z) = +oo, probando la sobreyectividad. Por tanto L es un homeomorfismo
creciente. Finalmente como F(x+1) = F(z)+1y G(z+1) = G(x)+1, sustituyendo en la expresién
de L, tenemos que L(x + 1) = L(z) + 1. Quedando demostrado que L es el levantamiento de un
homeomorfismo de la circunferencia que preserva la orientacién y por tanto que H esta bien definida.

Es claro que H es una funcién continua por ser producto y suma de funciones continuas, por tanto H
es continua. Ademds es claro que H(F,0) = F'y H(F,1) = R(F). Por lo que H es la homotopia en-

tre Ry la identidad sobre H%ASU, luego 5\6(2, R) es retracto de deformacién de H;’I;L_G/OJF (SH.

Hasta ahora hemos trabajado en la recta real, pero ahora hay que bajar a la circunferencia. Ob-
servamos que Homeo, (S') es el conjunto cociente de H;n\w/oJr(Sl) con la relacién Fy ~ Fy siy
solo si po Fy = po Fy. Denotemos por ¥ a la proyecciéon entre ambos espacios, de igual mane-
ra U nos da la proyeccién entre SO(2,R) y SO(2,R). Como d(F(x),G(x)) = |F(x) — G(z)| y
d(f(z),g(x)) = min{|f(x) — g(z)],1 — |f(x) — g(x)|}, es claro que si d(F,G) < € para un € > 0,
entonces d(f, g) < e. Probando la continuidad de W. Ahora usamos el siguiente diagrama.

Homeo (SY) x [0,1] -~ Homeo, (S')

(\I/,Id[o,l])l \ l\ll

Homeo, (S') x [0,1] - Homeo, (S1)
1

donde Hy(f,s) = Hi(®(F),s) = ®(H(F,s)) siendo F un levantamiento de f. Veamos que H;p esta
bien definida: si F} y F» son dos levantamientos de f, entonces F(z) = F(z) + k para todo z € R
con k € Z. Luego

Ry (l‘) = aF2(x) +k, CP = CRy + ko y /BFI (x) = IBFQ(x)

Por lo tanto, como H(Fy,s) = Idgr+cp, + (1 —5)Br, vy H(Fa,s) = Idg +cp, + (1 — s)Br,, aplicando
las anteriores relaciones, se tiene que W(H (Fy,s)) = V(H (Fy, s)).

Tenemos que Wo H es continua por ser composicion de continuas y ademas por ser ¥ una aplicacion
cociente, tenemos que Hp es continua si y solo si Hy o (¥, Idg) lo es tambiénﬁ pero es claro que
Hyo (U, Idg) = Vo H. Por tanto Hy es continua y eso nos da una homotopia entre la identidad en
Homeo, (S') y la retraccién po R de SO(2,R). O

4 Aunque se trata de un resultado muy conocido de la topologia general, referenciamos el teorema 22.2 de [J] para
verlo en més detalle.
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