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Resumen

La ensefanza de las matematicas durante el siglo XX estuvo orientada
principalmente al estudio de los numeros y el algebra, obviando una de sus
ramas mas importantes: la geometria. Durante las ultimas décadas, y tras
diferentes estudios e investigaciones sobre la importancia de esta en el
desarrollo del ser humano, su ensefianza y aprendizaje se incorpord en nuestro

sistema educativo, pero empleando unas metodologias inadecuadas.

Este TFM muestra como trabajar en el aula las rectas y los puntos notables de
los triangulos, mediante el empleo de tres metodologias diferentes: la clasica
(regla y compas), la papiroflexia y el programa de geometria dinamica,

Geogebra.

Palabras clave: geometria, metodologias, puntos y rectas notables, triangulos.

Abstract

The teaching of mathematics during the twentieth century was mainly oriented
to the study of numbers and algebra, ignoring one of its most important
branches: geometry. During the last decades, and through studies and research
on the importance of geometry in the development of human beings, their
teaching and learning were incorporated into our educational system, however,
it was using inadequate methodologies.

This dissertation is based on the use of different methodologies: the classical
one (ruler and compass), origami and the dynamic geometry program,

Geogebra.

Key words: geometry, methodologies, remarkable points and straight lines,

triangles.

Nota: Se tomara el masculino genérico a lo largo del texto para economizar el uso del

lenguaje.
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1. INTRODUCCION

Vivimos en una sociedad en la que todavia hoy perdura la creencia
generalizada de que las matematicas es cosa de especialistas, son dificiles de
entender y no todo el mundo “vale” para ellas. Esto influye directamente sobre

nuestros alumnos.

Una de las causas principales que han contribuido histéricamente al desarrollo
de esta creencia han sido las metodologias empleadas para su ensefianza,
pues esta ha estado orientada a un aprendizaje memoristico basado en la
repeticion de ejercicios de forma sistematica, obviando el desarrollo de la
capacidad deductiva y el pensamiento critico del alumno para poder

enfrentarse a la resolucion de diferentes problemas.

Esta manera de entender la ensefianza de las matematicas tuvo su origen a
mediados del siglo XX, con lo que se conoce como la “matematica moderna”, la
cual permanecid en nuestro sistema educativo hasta practicamente los afios
ochenta. Se trataba de un modelo de ensefianza en donde el estudio de las
matematicas se centraba en la Iégica y el rigor, alejandose de la intuicion y la
experimentacion, por lo que el estudio de la geometria desaparecidé por

completo (Sorando, 2002).

Esta corriente fomentd que las matematicas se alejasen de ser una ciencia al
servicio de la sociedad para convertirse en algo abstracto, solo apto para

especialistas. Lo que derivo en el fracaso de la misma.

Durante las ultimas décadas del siglo XX aparecieron nuevas escuelas de
investigaciéon para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, y
concretamente sobre la geometria y su contribucion al desarrollo cognitivo de

los estudiantes.

Las posteriores reformas educativas de nuestro pais, conscientes de la
importancia de la ensefianza de la geometria, la introdujeron de nuevo en el
sistema educativo. No obstante, su estudio se basaba en la memorizacion de

conceptos, propiedades y foérmulas. Esta influencia, todavia hoy en dia, se



pone de manifiesto en muchas de nuestras aulas, pues muchos de los actuales
docentes estudiaron la geometria desde ese punto de vista y no tienen unas
buenas referencias metodoldgicas para desarrollar un buen proceso de

ensefanza — aprendizaje (Barrantes y Blanco, 2005).

Algunos de los resultados obtenidos por los estudiantes en la prueba PISA de
evaluacion educativa realizada en nuestro pais en 2015 (a falta de que sean
publicados a lo largo del presente afo los resultados de la prueba realizada en
2018) muestran que las matematicas siguen siendo una “asignatura pendiente”.
Segun afirma dicho informe los alumnos esparioles tienen unos resultados por
debajo de la media de la OCDE y de la Unién Europea. Ademas, el informe de
PISA 2015 hace especial hincapié en el papel del profesor como responsable
de las actitudes de sus alumnos respecto a su aprendizaje. Si las metodologias
aplicadas por algunos profesores no son las adecuadas, los alumnos no
mejoraran su percepcion y actitud hacia las matematicas. Por lo que, si
cambiamos las metodologias empleadas, puede que consigamos mejorar estos

resultados.

A lo largo de este TFM vamos a analizar y comparar tres metodologias
didacticas diferentes en la ensefianza — aprendizaje de la geometria, como son:
la metodologia clasica, con regla y compas, la papiroflexia y el uso de
programas de geometria dinamica, en este caso Geogebra. Las actividades se
desarrollaran durante el periodo de practicas del master en un centro educativo
de la comunidad auténoma de Cantabria, con un grupo de alumnos

pertenecientes a 1° de ESO.

Dentro del ambito de la geometria, se trabajara con la geometria plana,

concretamente el estudio de los puntos y las rectas notables de un triangulo.

En primer lugar, se justificara el porqué de la realizacion de este TFM,
detallando una serie de objetivos, que trataremos de lograr basandonos en los
estudios teodricos existentes sobre la ensefianza — aprendizaje de la geometria

en la Educacion Secundaria Obligatoria.

A continuacion, se realizara una breve introduccidn histérica, la cual nos

permitira conocer cdmo ha evolucionado el conocimiento geométrico y su



ensefanza hasta la actualidad. Ademas, de manera especifica, se introduciran

las principales caracteristicas de las tres metodologias que seran empleadas.

En la parte final del documento se mostrara el disefio y el desarrollo de las
diferentes actividades con los alumnos y se analizaran los resultados obtenidos
con cada una de ellas.

Cerraremos este documento con las conclusiones que hayamos podido obtener
a lo largo de la puesta en practica de las distintas metodologias.

2. JUSTIFICACION DEL TFM

El desarrollo de este TFM se centra en el estudio de la geometria plana, pues
esta parte de la matematica esta ultimamente relegada a un segundo plano,
quedando al final de las programaciones didacticas y trabajada solo si da
tiempo. Todo esto, a pesar de ser una de las ramas de las matematicas mas
antiguas y estudiadas a lo largo de la historia, dada su multitud de aplicaciones

en la vida real.

“La geometria es para el ser humano el idioma universal que le permite
describir y construir su mundo, asi como transmitir la percepcion que tiene de

este al resto de la humanidad.” (Vargas y Gamboa, 2013, p.75).

Aun asi, si prestamos atencion al contenido y la estructura de la actual Ley
Organica para la Mejora de la Calidad Educativa, LOMCE, podemos observar
como el bloque de geometria siempre aparece en la parte final, antes de
estadistica y probabilidad, caracteristica que también se ve reflejada en nuestra
comunidad auténoma en el Decreto 38/2015, de 22 de mayo, por el que se
establece el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria y del

Bachillerato.

El contenido de los bloques de geometria es de los menos extensos en cada
curso, mientras que otros como numeros y algebra se llevan la mayor parte del

curriculum, a pesar de tratar contenidos de modo repetitivo.

Con este TFM, basado en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, se

muestra como desde esta se pueden trabajar y fomentar las competencias
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clave, tal y como recoge la Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se
describen las relaciones entre las competencias, los contenidos y los criterios
de evaluacién de la educacion primaria, la educacion secundaria obligatoria y el

bachillerato.
A continuacion se detalla la contribucion de nuestro TFM a cada una de ellas.

— Competencia de comunicacion linguistica.

En la asignatura de matematicas como en cualquier otra es sumamente
importante que los alumnos adquieran la capacidad y habilidades
necesarias tanto para expresarse de forma oral como escrita. Con
nuestras actividades contribuiremos a ambas. A través de los
cuestionarios y con las preguntas de reflexion en la actividad de
Geogebra los alumnos desarrollaran su capacidad de expresion escrita.
Mientras que durante las actividades con regla y compas y papiroflexia
se fomentara que estos expresen de forma oral los conceptos
aprendidos.

— Competencia matematica.

En todas y cada una de las actividades que realizaremos, los alumnos
razonaran matematicamente y mostraran los procesos de construccién
llevados a cabo en el desarrollo de cada una de ellas. En el caso de la
actividad con regla y compas se podran observar las construcciones
auxiliares que les han llevado a resolver el ejercicio. La papiroflexia nos
mostrara los pliegues que han elaborado los alumnos para obtener la
construccién pedida. Mientras que el programa de Geogebra ayudara a
estudiar todos los casos posibles, viendo como cambia la situacion de
los elementos notables del triangulo al cambiar este de una forma
continua.

— Competencia digital.

Fomenta el desarrollo de la creatividad, pero los alumnos deben tener
cierta capacidad critica para valorar tanto las ventajas como los
inconvenientes que presentan las tecnologias para el desarrollo de un
buen aprendizaje.

Dicha competencia sera desarrollada con la actividad de Geogebra. Al

ser la ultima de las actividades, los alumnos ya habran estudiado los
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conceptos y podran juzgar y analizar las distintas construcciones,
ademas de consolidar sus imagenes conceptuales.

Aprender a aprender.

Para consolidar un aprendizaje los alumnos deben estar motivados,
sintiéndose participes del mismo y alcanzando las metas propuestas.
Nuestras actividades tienen el objetivo de motivar al alumnado a través
de metodologias diferentes que les muestren una forma mas atractiva de
estudiar la geometria. Para que los alumnos se sientan retados a
obtener la solucidon se ira incrementando de manera progresiva la
dificultad de los ejercicios planteados y con ello convertirse en
protagonistas de sus logros.

Competencias sociales y civicas.

Durante el desarrollo de las clases se fomentara la participacion
democratica del alumnado, la comunicacion y el respeto de los distintos
puntos de vista. Es por ello que a lo largo de todas nuestras actividades
se animara a los alumnos a participar y a expresar sus opiniones acerca
de las diferentes construcciones geométricas trabajadas.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor.

Una vez realizada la primera de las actividades, los alumnos ya habran
podido familiarizarse con los conceptos que se van a trabajar en todas
las sesiones, por lo que el inicio de la actividad con papiroflexia
propiciara que los alumnos desarrollen su capacidad creativa vy
emprendedora. Para ello se les dejara un espacio de tiempo en el que
ellos mismos investiguen como obtener las construcciones vistas en la
sesidn anterior, esta vez con un triangulo de papel.

Conciencia y expresiones culturales.

Durante las clases se incluiran referencias al desarrollo matematico y su
evolucion a lo largo de la historia, incentivando en el alumnado el
respeto por otras culturas y manifestaciones artisticas. En nuestro caso,
nos ayudaremos de la historia de la geometria para mostrarles a los
alumnos como esta es una rama de las matematicas que ha contribuido
a facilitar la vida del ser humano y que no se trata de algo abstracto en
donde sdlo existen rectas, puntos y formulas.



Ademas, de manera transversal a las actividades desarrolladas a lo largo de
este TFM, se trabajaran algunos de los contenidos correspondientes al bloque
1 “procesos, métodos y actitudes en matematicas”, que establece el curriculo
de la Educacion Secundaria Obligatoria, tales como la reflexion de los
resultados obtenidos, el empleo de estrategias y procedimientos para resolver
problemas concretos, expresar de forma razonada los procesos de resolucion

de un problema...

La ensefianza de la geometria, al igual que ocurre con cualquier otra materia,
esta directamente relacionada con la visidon que tienen los docentes sobre ella.
En el caso de la geometria, esta ha sido tradicionalmente ensefiada mediante

clases magistrales y aprendizajes memoristicos.

Con el objetivo de analizar si los futuros docentes tienen una vision de la
ensefanza de la geometria enfocada a la experimentacion y a las
metodologias constructivistas, autores como Barrantes y Blanco (2005)
basaron en ello algunas de sus investigaciones, a través de las cuales
observaron que en la actualidad existe un cierto grado de disociacidon entre las
metodologias clasicas, con las que los futuros docentes fueron formados
durante su educacion primaria y secundaria, frente a la tendencia

constructivista actual.

Por medio de estas investigaciones podemos percibir la influencia que tienen
los docentes sobre sus alumnos, el como les ensefien o les guien en sus
aprendizajes, influira notablemente en las concepciones que estos tengan

sobre lo estudiado.

Debido a ello, existen algunas organizaciones comprometidas con la mejora de
la ensefanza y el aprendizaje. En el caso de la ensefianza de las matematicas
destacamos a nivel internacional, el National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM). El cual, dentro de su publicacion “Principios y estandares
para la educacion matematica”, recoge una serie de metodologias didacticas
interactivas con programas sencillos, para facilitar la comprensién y el
aprendizaje. En el caso de la geometria hacen especial hincapié en que los
alumnos desarrollen su capacidad de visualizacién y razonamiento espacial
(Marin y Lupiafiez, 2005).



Con nuestro TFM complementamos la labor de estas investigaciones vy
organizaciones, analizando la vision que tienen los alumnos sobre la geometria
y proponiendo tres metodologias diferentes que ayuden a los alumnos a
aprender y comprender mejor las relaciones que se dan entre los elementos

notables de los triangulos.

Diversos autores, como Piaget, Van Hiele, Vinner... han demostrado el
desarrollo cognitivo que produce en los alumnos el conocimiento matematico, y
en concreto la geometria, pues, ademas de servir como herramienta para
describir el espacio que nos rodea, genera en el alumnado la capacidad de
abstraccion, razonamiento y visualizacion espacial, entre otros procesos

cognitivos.

Es por esto que la geometria no solamente se reduce a formas, conceptos o
teoremas, sino que abarca muchos otros aspectos que dificilmente se logran
con otras ramas de las matematicas. Permite explorar, experimentar y

cuestionarse.

Por lo tanto, consideramos que fomentar la comprension de la geometria
mediante diferentes instrumentos manipulativos contribuirda a mejorar la vision
que tienen de ella los alumnos, les ayudara a mejorar su capacidad de
abstraccion y razonamiento, no sélo en el ambito de las matematicas, sino en

muchos otros, y fomentara un pensamiento critico y reflexivo.

3. OBJETIVOS

El objetivo principal de este TFM es comparar diferentes metodologias
didacticas y su contribucion a mejorar el proceso de ensefianza — aprendizaje
de la geometria. En concreto a la comprension y conocimiento de los puntos y

rectas notables de un triangulo.

Para ello analizaremos cual de ellas contribuye de un modo mas completo a la
comprension de los diferentes conceptos por los estudiantes. De tal manera
que se pueda conseguir que los alumnos/as tengan otra visién sobre el estudio

de la geometria.



Con el uso de metodologias diferentes pretendemos, ademas, contribuir a la
motivacion del alumnado, pues la motivacion es uno de los factores mas
influyentes para un buen desarrollo de la ensefianza — aprendizaje. (Gil de la

Serna y Escano, 2010).

Tal y como afirman otros autores, la motivacion generalmente no es algo
intrinseco en los estudiantes, sino que los docentes deben de conseguirlo
mediante propuestas didacticas de aprendizaje activo (Alsina y Domingo,
2007).

El trabajo se desarrollara en tres partes:

Primero, prepararemos un pre-test para que los alumnos nos den su vision
sobre la geometria. Después una vez finalizadas las actividades con las
diferentes metodologias, realizaremos un post-test. Mediante estos
cuestionarios pretendemos ver si ha cambiado la percepcion que tienen los
alumnos sobre estudiar geometria y que es lo qué les ha servido de mas

ayuda.

En segundo lugar, plantearemos diversas actividades relacionadas con la
obtencidn de los puntos y rectas notables de un triangulo, a través del calculo
de las mediatrices, las medianas, las alturas y las bisectrices. Asi como, el
estudio de las propiedades de dichos puntos, como son la obtencion de las
circunferencias circunscrita e inscrita o la recta de Euler. Sera en esta parte
donde apliguemos metodologias distintas: método clasico (regla y compas),
papiroflexia y Geogebra, un software de geometria dinamica, para ver su

eficacia en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

Por ultimo, se evaluara la eficacia del uso de las diferentes metodologias y se
comparara el grado de éxito entre ellas.

Estas actividades se realizaran con un grupo de alumnos de 1° de ESO.

A continuacion, con el fin de lograr el objetivo principal, se desglosan los

objetivos que nos permitiran alcanzarlo durante el desarrollo este trabajo:

1. Analizar la vision que tienen los alumnos sobre la geometria.

2. Mejorar la actitud de los alumnos hacia el aprendizaje de la geometria.



3. Elaborar diferentes actividades con materiales manipulativos (regla y
compas, papiroflexia y Geogebra).

4. Poner en practica las tres metodologias mostradas.
Evaluar el proceso ensefianza — aprendizaje con Geogebra, papiroflexia
y método clasico.
Comparar la eficacia del uso de cada una de las metodologias.
Identificar las mejoras en la percepcion que tiene el alumnado sobre la

geometria.

4. MARCO TEORICO

4.1 La geometria desde la antigiiedad hasta nuestros dias
La palabra geometria significa medida de la tierra, pues esta formada por dos
palabras con raices griegas “geo” y “metron” que significan tierra y medida,

respectivamente.

La aparicion de la geometria esta histéricamente ligada a las necesidades de la
humanidad. Ya en el antiguo Egipto era empleada para resolver problemas de
la vida diaria, como el calculo de las parcelas de tierra utilizadas para los
cultivos. Dichos calculos era necesario realizarlos cada vez que se producian
inundaciones del rio Nilo. Pero no fue hasta la época de los griegos cuando se
consideré la geometria plana formal, es decir, empleando demostraciones

matematicas rigurosas (Sanchez, 2012).

Destacan en esa época matematicos como Tales de Mileto (s.VI a.C),
Pitagoras (s.V a.C) o Euclides (s. IV a.C), entre otros. A este ultimo debemos
los cinco axiomas' que dieron lugar a la geometria euclidiana o euclidea,
también conocida como geometria plana, contenidos dentro del libro “Los
Elementos”. En dicho libro se uni6 y axiomatizd, por primera vez, toda la

geometria que se conocia hasta la fecha (Hernandez y Montesinos, 1992).

La geometria no sufrid ningun cambio sustancial hasta la Edad Moderna, en
torno a los siglos XVI y XVII, con el nacimiento de la geometria analitica,

cuando René Descartes (1596—1650) propuso otro método de resolucion de los

! Proposicién clara y evidente que se admite sin necesidad de demostracion.



problemas geomeétricos, definiendo un sistema de referencia para situar un
punto en el plano a través de dos coordenadas (x e y), conocidas en su honor
como coordenadas cartesianas. Para Descartes, “la meta perseguida es
generalmente una construccion geomeétrica, y no necesariamente la reduccion

de la geometria al algebra” (Boyer, 1994, p.427).

Cabe destacar, en su aportacion a la geometria analitica, a Pierre de Fermat
(1601-1665), ya que trabajé usando sistemas de referencia antes de la

publicacion de René Descartes.

La geometria analitica emplea los ejes cartesianos para representar las figuras

geométricas tanto en el plano como en cualquier otra dimension.

En el siglo XVIII uno de los principales matematicos fue Leonhard Euler (1707—
1783). En sus estudios sobre geometria analitica destaca el uso de las
coordenadas para describir el espacio tridimensional. Euler aporté Ilas
ecuaciones generales de tres superficies, cilindros, conos y superficies de

revolucién (Boyer, 1994).

Otra de sus aportaciones a la geometria, concretamente a la geometria
sintética o clasica (basada en axiomas), fue el descubrimiento de que los
puntos notables de un triangulo, (circuncentro, baricentro y ortocentro),
cumplen una misma ecuacion, es decir, pertenecen a una misma recta. En su

honor dicha recta recibe el nombre de “Recta de Euler”. (Ver figura 1).

Figura 1: Rectas y puntos notables de un triangulo. Recta de Euler.
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Ya en el siglo XIX se desarrollaron las geometrias no euclideas, las cuales
difieren en alguno de los cinco postulados de Euclides. El postulado que creé
mayor controversia, y por el que surgen dichas geometrias, es el quinto: “E/

postulado de las paralelas”.

Y que si una recta al incidir sobre dos rectas hace los angulos internos del
mismo lado sean menores que dos angulos rectos, las dos rectas prolongadas
indefinidamente se encontraran en el lado en el que estan los angulos menores

que dos rectos (Euclides, 300 a.C).

Este quinto postulado siempre provocd debate porque no se sabia si se podia
deducir de los otros cuatro. Debido a ello, muchos matematicos trataron de

demostrar si se deducia o era independiente.

Finalmente, se demostré que este quinto postulado era independiente de los
otros cuatro, dando lugar a las geometrias no euclideas. Dos de estas
geometrias fueron la hiperbdlica y la eliptica, y ambas consideran la superficie
con una curvatura constante. En cambio, la hiperbdlica considera la curvatura
negativa mientras que en la eliptica esta es positiva. Algunos de los
matematicos que formalizaron la geometria hiperbdlica fueron Gauss (1777—-
1855), Lobachewski (1792—-1856) y Bolyai (1802—-1860).

A finales del siglo XIX, el matematico aleman Bernhard Riemann (1826—-1866),
siguiendo a su predecesor Carl Friedrich Gauss con el estudio de las diferentes
geometrias, considerd todas ellas, de manera infinitesimal, como euclideas.
Surge asi la geometria diferencial, mas conocida como geometria riemanniana.
Con ella Riemann se centr6 en estudiar la curvatura para “n” dimensiones,
llevandole a desarrollar un nuevo concepto de fuerza, el cual sirvié afios mas
tarde como base para el desarrollo de la teoria general de la relatividad
enunciada por Albert Einstein en 1916 (Stewart, 2008).

Durante el siglo XX, una de las principales caracteristicas que marco el
desarrollo de la geometria fue la generalizacion y aceptacion de la geometria

multidimensional.

Con el auge de los ordenadores, durante los afos setenta, surge una nueva
geometria para describir la naturaleza, la geometria fractal, desarrollada por
Benoit Mandelbrot (1924 - 2010).
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Una vez comenzado el siglo XXI, debido a las nuevas necesidades de la
sociedad, las matematicas, al igual que cualquier otra ciencia, cada vez tienen
sus areas menos diferenciadas y estan muy interrelacionadas unas con otras
(Bombal, 2015).

4.2 Andlisis de la enseianza y el aprendizaje de la geometria
El estudio de la geometria dentro del contexto escolar, al igual que a lo largo de
la historia, ha ido cambiando con el paso de los afios.

Principalmente, las dos corrientes psicolégicas mas extendidas sobre la
ensefanza y el aprendizaje de las matematicas a lo largo del siglo XX, han sido

la conductivista y la constructivista.

El conductivismo tiene como base un aprendizaje de tipo memoristico, en el
que el alumno aprende interiorizando la informacion que le transmite el
profesor, dando una gran importancia a las secuencias de ejercicios (con
dificultad ascendente) y donde el aprendizaje se adquiere de manera rutinaria.
Mientras que la corriente constructivista se apoya en el desarrollo cognitivo del
alumno. Este aprende descubriendo por si mismo nuevos conceptos, los cuales
interiorizara con la ayuda proporcionada por la figura del profesor (Armendariz,
Azcarate y Delofeu, 1993).

Continuando con la corriente constructivista, Jean Piaget (1896—1980) investigd
sobre como los nifios desarrollan la vision espacial y asimilan los conceptos
geométricos. Segun Piaget las personas desarrollan su conocimiento
explorando, descubriendo y pensando por si mismos de manera critica y no por
el mero hecho de que alguien les transfiera directamente informacién. Es decir,
aprenden construyendo sus propios significados de los contenidos a los que
tienen acceso (teoria del aprendizaje significativo, cuyas caracteristicas seran
explicadas mas adelante). Concretamente, Piaget desarrolla un constructivismo
cognitivo basado en el individuo como precursor de su propio conocimiento
(Santrock, 2004).

Para Piaget los nifios desarrollan su mente de dos formas, mediante dos
instrumentos internos: la asimilacion (reciben un nuevo concepto) y la

acomodacion (interiorizan los nuevos conceptos).

12



Bajo la influencia de Piaget, el psicélogo David Ausubel (1976) investigd
también acerca de como se desarrolla y qué caracteriza el aprendizaje de los

alumnos, dando lugar a la teoria del aprendizaje significativo.

La teoria del aprendizaje significativo aborda todos y cada uno de los elementos,
factores, condiciones y tipos que garantizan la adquisicion, la asimilacion y la
retencion del contenido que la escuela ofrece al alumnado, de modo que

adquiera significado para el mismo (Rodriguez, 2004, p.535).

Diversos autores, como Braga (1991) y De la Torre (2003), destacan la
aportacion de Piaget con su teoria del desarrollo cognitivo en nifios y
adolescentes, pero afirman que se trata de una teoria solamente del desarrollo
y no del aprendizaje, ya que Piaget considera el aprendizaje como un proceso
biolégico del individuo. Para este, el paso del alumno de un nivel de
aprendizaje inferior a otro superior, lo determinan sus cambios biolégicos y

puede producirse de manera innata.

Otro de los modelos que surgen en la segunda mitad del siglo XX es el
conocido como modelo de Van Hiele, de especial importancia en el campo de
la geometria. A diferencia del modelo desarrollado por Piaget, este modelo da
importancia a como se ensefian los contenidos y al lenguaje empleado para

ello.

Por un lado, el modelo Van Hiele se plantea dar respuesta a como los alumnos
pasan de un nivel de razonamiento a otro, destacando para ello el papel del
docente, pues para los Van Hiele la forma de ensenar la geometria influye

directamente en su aprendizaje.

Por otro lado, el modelo Van Hiele considera el lenguaje como algo
fundamental para el desarrollo del pensamiento del alumno y lo estructura en
niveles paralelamente a los del razonamiento. Por el contrario, Piaget no le da

practicamente ninguna importancia.

Para los Van Hiele, la geometria no se aprende simplemente por el crecimiento
del individuo, el como se la ensefien también influye. Se trata de un modelo de
razonamiento geomeétrico basado en conseguir un aprendizaje significativo,
aprender construyendo significados (teoria constructivista), como ya decia la

teoria de Piaget.
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El modelo de razonamiento de Van Hiele surge de las propias experiencias
vividas en el aula por un matrimonio de profesores holandeses, Pierre M. Van
Hiele y Dina Van Hiele Geldof. Durante sus clases de geometria observaron
que los alumnos tendian a memorizar los conceptos y solo sabian aplicarlos en
situaciones similares, sin ser capaces de utilizarlos en otro tipo de problemas o
contextos. Ambos profesores, en sus respectivas tesis doctorales, estudiaron el

desarrollo del razonamiento geométrico desde dos aspectos:

— Descriptivo: explica cdmo se desarrolla el pensamiento geométrico en
los alumnos a través de cinco “niveles de razonamiento”.
— Prescriptivo: facilita a los docentes el proceso ensefianza — aprendizaje

definiendo cinco “fases de aprendizaje”.
(Gutiérrez y Jaime, 1990).

La clasificacion realizada por los Van Hiele de los niveles de razonamiento y las
fases de aprendizaje que también recogen otros autores como Braga, 1991; Jai
Gutiérrez y Jaime, 1990; Gutiérrez, 2006; Vargas y Gamboa, 2013, es la

siguiente:

Niveles de razonamiento

— Nivel 1: Reconocimiento o visualizacion.

El alumno es capaz de distinguir las figuras geométricas por su
apariencia, pero no por sus propiedades.

— Nivel 2: Analisis.

Se comienzan a distinguir algunas de las propiedades de las figuras asi
como a diferenciar las partes de estas, pero aun no son capaces de
relacionar diferentes formas entre si.

— Nivel 3: Deduccion informal u orden.

De manera informal los alumnos pueden deducir y demostrar las
propiedades de las figuras geométricas y reconocerlas.

— Nivel 4: Deduccion.

Los alumnos ya realizan demostraciones formales, siendo conscientes
de la necesidad de justificar las propiedades atribuidas a una figura
geométrica. No es necesario trabajar con objetos geométricos concretos.
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— Nivel 5: Rigor.

Conocimiento de diferentes sistemas axiomaticos, trabajo abstracto con
el que se alcanza el maximo rigor matematico. Este nivel puede ser
alcanzado por estudiantes universitarios con altas capacidades para la

geometria.

El paso de un nivel a otro debe de ser secuencial, cada nivel depende del
anterior y es independiente de la edad del alumno.

Fases de aprendizaje

— Fase 1: Informacion.

El profesor informa y dialoga con los alumnos el tema que se va a tratar,
el tipo de ejercicios y problemas a realizar y los materiales que se van a
emplear.

— Fase 2: Orientacion dirigida.

Durante esta fase los alumnos comienzan a explorar, descubrir y
aprender los conceptos y propiedades del tema en el que se encuentran.
Para ello el profesor debe de guiarles hacia ese objetivo a través de las
actividades propuestas progresivamente.

— Fase 3: Explicitacion.

Una vez adquiridos los conocimientos sobre el tema, los alumnos
intercambian opiniones y explican como han resuelto las actividades.
Para lo cual el profesor les ayudara a emplear un lenguaje apropiado
con el que poder justificar sus respuestas de manera adecuada.

— Fase 4: Orientacion libre.

Los alumnos aplican los conocimientos adquiridos a lo largo del tema
para resolver los problemas planteados. El profesor debera plantear
ejercicios que puedan resolverse de diferentes formas o que tengan
varias soluciones.

— Fase 5: Integracion.

En esta ultima fase no se introducen nuevos conceptos, sino que los
nuevos conocimientos vistos en el tema se relacionan con otros
adquiridos antes, de manera que los alumnos lo integran en su

conocimiento.
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Las fases sirven de guia al docente para elaborar las actividades que ayudan al
alumno a pasar de un nivel a otro. No siendo ninguna de ellas exclusiva de un
nivel. Con ellas, los profesores contribuyen en primer lugar a que los alumnos
adquieran los conocimientos basicos para después poder desarrollar las

actividades que contribuiran a desarrollar y afianzar dichos conocimientos.

En ambos modelos, la teoria del desarrollo cognitivo de Piaget y el modelo de
razonamiento de Van Hiele, se parte de que el alumno comienza a desarrollar
un aprendizaje de manera inductiva para ir poco a poco adquiriendo

razonamientos mas deductivos y abstractos (Braga, 1991).

A finales del siglo XX, aparece en Europa otro modelo de ensefianza —
aprendizaje, el conocido como modelo de Vinner (1983, 1991), basado en el
aprendizaje de conceptos matematicos con un fuerte apoyo grafico (Gutiérrez y
Jaime, 2015).

Este modelo explica el desarrollo mental de los alumnos cuando aprenden

conceptos geomeétricos nuevos.

“El modelo de Vinner distingue dos principales formas de recepcion de la
informacion matematica por los estudiantes: verbal y grafica” (Gutiérrez y
Jaime, 2015, p.58).

La informacién verbal es aquella que Vinner denomina “concepto” y hace
referencia a la definicion formal del objeto matematico, mientras que la grafica
es denominada “imagen conceptual” y se trata de la representacién de dicho
concepto en la mente de cada persona. Para definir cualquier concepto se
emplean una serie de caracteristicas del mismo, las cuales pueden ser
imprescindibles para definirlo o por el contrario prescindibles. Se trata de los

“atributos relevantes e irrelevantes”.

Los atributos relevantes son aquellas caracteristicas o propiedades necesarias
para definir un concepto. Por ejemplo, en el concepto paralelogramo un atributo

relevante es que tiene cuatro lados.

Los atributos irrelevantes son aquellas caracteristicas o propiedades no
necesarias para definir un concepto, no se cumplen siempre, pero que pueden

servir para realizar clasificaciones. Por ejemplo, en el concepto paralelogramo
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un atributo irrelevante es que tenga los lados iguales (Chapa, Gutiérrez y
Jaime, 1992).

El modelo de Vinner propone que se muestre a los alumnos un gran numero de
ejemplos y contraejemplos de los diferentes conceptos, para evitar que algunos
de los atributos irrelevantes actuen como “distractores” y se consideren como
caracteristicas imprescindibles del concepto. Se distinguen dos tipos de

distractores, los de orientacion y los de estructuracion.

Los distractores de orientacién son aquellas caracteristicas visuales que el
alumno incluye en su esquema conceptual, las cuales no se corresponden con
la definicibn del concepto. Por ejemplo, los alumnos interiorizan que un
cuadrado siempre esta apoyado en un lado paralelo al borde del papel y en

cambio un rombo se apoya en un vértice.

Los distractores de estructuracidon son representaciones débiles de un concepto
en donde algunas de las propiedades del concepto son excluidas. Por ejemplo,
en el caso de un cilindro, que su altura siempre sea mayor que el ancho de la

base.

En definitiva, este modelo se basa en que los alumnos tengan el mayor numero
de imagenes posibles asociadas a un concepto, lo que les ayudara a identificar
el concepto en muchos mas casos y con mayor facilidad. Haciendo que la
imagen conceptual sea lo mas cercana, preferiblemente igual, que la definicion.
Solamente cuando los conceptos geomeétricos son muy simples no son
necesarias todas esas imagenes, pudiendo adquirilos mediante la

identificacion y la construccion.

4.3 Metodologias de ensefianza de la geometria

En el presente TFM se han trabajado tres de las metodologias existentes para
la ensefianza y el aprendizaje de la geometria. Las metodologias escogidas
han sido la clasica o sintética (trabajo con regla y compas), la papiroflexia y un

programa de geometria dinamica, Geogebra.
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— Método clasico (regla y compas)

La metodologia clasica para el estudio de la geometria es toda aquella que se
puede desarrollar con el uso de la regla y el compas, tal y como establecio la

geometria griega (Pérez, 2010).

A lo largo de la historia en la ensefianza de la geometria, destaca como
herramienta fundamental, el libro “Los Elementos” de Euclides, que pese a sus
casi dos milenios de antigiedad, ha sido el mas traducido y adaptado para su

uso en el contexto escolar.

Durante la época de los Pitagodricos (s. V a.C), la geometria era empleada
como herramienta para demostrar todo lo exacto, puro y universal, focalizando
su uso en resolver unos problemas concretos: la cuadratura de circulo (el mas
famoso de los problemas griegos), la duplicacion del cubo y la triseccién del

angulo (Hernandez y Montesinos, 1992).

Estos tres problemas clasicos de la antigua Grecia no pudieron ser resueltos
unicamente con la regla (no graduada) y el compas. Sin embargo, se
consiguieron resolver mediante el uso de otros instrumentos y medios
mecanicos, pero el empleo de estos fue rechazado por los gedbmetras griegos

al no considerarlos puramente geométricos.

La ensefianza de la geometria durante la primera mitad del siglo XX se relego a
un segundo plano en beneficio del algebra y la teoria de conjuntos. No fue
hasta bien entrada la década de los setenta cuando, después de ver el fracaso
de la “matematica moderna”, la ensefianza de la geometria comenzd a cobrar

importancia (Sanchez, 2012).

La caracteristica principal de la matematica moderna era la busqueda del rigor
l6gico, obviando las operaciones mas elementales y los recursos
manipulativos. La geometria fue sustituida por el algebra, lo que supuso la
carencia de vision espacial de los alumnos de la época. Esta matematica
carecia de significados, era abstracta y no era una matematica que estuviese al

servicio de la sociedad (De Guzman, 2007; Sorando, 2002).

Posteriormente, la geometria se incluyd en los curriculums de la Educacion

Primaria y Secundaria, pero estaba basada en la memorizacion de conceptos y
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la resolucion sistematica de problemas métricos. Esta metodologia no
contribuia a ayudar a los alumnos a comprenderla, ni tampoco a los docentes a

ensenarla (Barrantes, Balletbo y Fernandez, 2014).

Durante los ultimos afios, tal y como destacan autores como Barrantes et al.
(2014, p.11), “la nueva culturizacion exige un cambio en los contenidos y
metodologia de ensefianza de la Geometria en la Ensefianza Secundaria, mas
orientados hacia metodologias activas como son la resolucion de problemas y

la metodologia de laboratorio.”

A través de la resolucién de problemas, los alumnos construyen su propio
aprendizaje enfrentandose a situaciones de la vida real complementadas con la
metodologia de laboratorio. Esto contribuye a la formacion de los conceptos

geométricos siguiendo el lema de “aprender haciendo” (Barrantes et al. 2014).
— Papiroflexia

La papiroflexia es el “arte de dar a un trozo de papel, doblandolo
convenientemente, la forma de determinados seres u objetos” (Diccionario de

la Real Academia Espafiola, 2006).

Originariamente el término con el que se conoce la papiroflexia es origami,

palabra de origen japonés formada por los términos “ori” (doblar) y “kami”

(papel).

Durante los siglos | y Il d.C aparece el papel en China, llegando hacia el siglo
VI d.C a Japon. Alli se cre6 el arte de la papiroflexia, empleado en su origen
como un entretenimiento para las clases altas, ya que el papel en ese momento
era considerado como un articulo de lujo. Siglos después, durante el periodo
Tokugawa (1603-1867), se extendio su uso al resto de la poblacion y se generé

una gran corriente cultural que se extendié hasta occidente (Royo, 2002).

La papiroflexia moderna, tal y cdmo la empleamos hoy en dia se la debemos al
japonés Akira Yoshizawa (1911-2005), que fue quién cred el sistema de
plegado para las diferentes construcciones: “Sistema Yoshizawa-Randlett”
1956, (Grupo Pi, 2009).
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Cabe destacar que la corriente mas purista de la papiroflexia no permite el uso
de tijeras ni pegamento, empleando unicamente un trozo de papel cuadrado

(Royo, 2002; Berenguer, Flores, Lupiafiez, Marin, y Molina, 2011).

¢ Por qué relacionar la papiroflexia con las matematicas y en concreto con la

geometria?

Como bien nos dice Royo (2002, p.178), ‘la mejor manera de darse cuenta de
la relacion entre las matematicas y la papiroflexia es desplegar un modelo y
observar el cuadrado inicial”, pues es ahi donde se nos va a presentar un

entramado de lineas que satisfacen una serie de propiedades.

Tal y como indican diversos autores, Berenguer et al. (2011), a través de la
papiroflexia podemos realizar las mismas construcciones que utilizando la regla

y el compas.

A la hora de emplear el papel como recurso didactico en la practica docente se
siguen unas modalidades menos restrictivas que las empleadas por la
papiroflexia original. Son en estas aplicaciones de la papiroflexia donde nos
encontramos con las matematicas:

— Papiroflexia modular: poliedros y figuras geométricas. Consiste en
construir figuras independientes (modulos), provistas de solapas para
unirse entre si y poder construir diferentes poliedros.

— Axiomas de constructibilidad: teoria de puntos constructibles con
origami, paralela a la existente con regla y compas. Se trata de trabajar
la geometria plana elemental, interpretando geomeétricamente los
pliegues realizados. En ello se basara la actividad con papiroflexia de
este TFM.

— Disefo de figuras: métodos matematicos para la creacion
papirofléctica. Partiendo de las cicatrices o pliegues de una hoja de
papel se trata de obtener la figura a la que corresponden, intentando

obtener la secuencia de plegado.

(Royo, 2002).
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— Software informatico, Geogebra

Desde hace unos anos, uno de los recursos didacticos empleados en las aulas
de matematicas es el uso de los programas informaticos. Estos permiten
estudiar la geometria como algo dinamico, facilitando al alumnado Ila

visualizacion y modificacion de las diferentes construcciones geométricas.

En este TFM utilizaremos el programa de geometria dinamica, Geogebra. Se
trata de un software matematico interactivo libre, creado en 2001 por Markus
Hohenwarter, “que pone a nuestra libre disposicion un entorno sencillo,
amigable y potente con el que podemos realizar facilmente construcciones

geométricas y analiticas” (Losada, 2007, p.223).

Geogebra contribuye a que los estudiantes trabajen las matematicas de
manera experimental, el interfaz para trabajar es muy sencillo y pueden
construir diferentes representaciones de un mismo objeto, de manera que les
ayude a comprender e interiorizar mucho mejor los conceptos. Pero ademas de
ser una herramienta muy util para el aprendizaje de la geometria, es un gran
apoyo para los docentes en su labor de ensefar, ya que con ella pueden

mostrar a sus alumnos los nuevos conceptos desde diferentes perspectivas:

— Demostrar y visualizar: se demuestran mas facilmente algunos
conceptos tales como la simetria, los giros, etc. El programa permite
emplear diferentes sistemas de representacion.

— Realizar construcciones geomeétricas: mediante Geogebra se pueden
dibujar diferentes construcciones, las cuales pueden ser dotadas de
movimiento para una mejor comprension. Siendo esta aplicacion de
especial interés para lograr los objetivos de este TFM.

— Descubrir y experimentar: los alumnos pueden por si solos descubrir
nuevos conceptos y propiedades. Ademas del plano donde se muestran
las construcciones geométricas, el programa también dispone de una
ventana donde se muestran los datos algebraicos de las mismas.
Concretamente para nuestro TFM los alumnos pueden descubrir la
formacion de la recta de Euler y ver sus particularidades, como es el

caso de un triangulo equilatero.
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— Crear nuevos materiales didacticos: los profesores pueden
proporcionar a los alumnos ejercicios interactivos a los que ellos pueden
acceder y realizar en cualquier ordenador con conexion a internet, ya

gue no es necesario tener el programa descargado en el ordenador.
(Hohenwarter y Fuchs, 2005).

Con el uso de programas de geometria dinamica los alumnos pueden descubrir
y experimentar por si mismos, siempre con la figura del profesor como guia, de
manera que no se convierta su manejo en el mero hecho de pulsar un botén y

resolver un problema por completo (Mora, 2007).

El empleo de Geogebra como herramienta complementaria al uso del lapiz y el
papel para la resolucion de problemas geométricos ha sido el objeto de la
investigacion llevada a cabo por Iranzo y Fortuny (2009). En ella muestran los
resultados obtenidos por un grupo de alumnos, al realizar dos actividades con
ambas metodologias, lapiz y papel y Geogebra, analizando para ello las
estrategias que utilizan los alumnos para resolver los dos problemas
propuestos y como influyen las dos herramientas en la adquisicion del
conocimiento. Con esta investigacion concluyen que el empleo de Geogebra
ayuda a los alumnos a visualizar los conceptos geométricos, lo que les supone
menores errores cuando resuelven un problema geométrico de manera

algebraica.

5. DISENO Y DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES

5.1 Diseio

Tal y como se definio en el apartado 3, el objetivo principal de este TFM ha sido
comparar y analizar la contribucion de tres metodologias diferentes a la mejora
del proceso de ensefianza — aprendizaje de los puntos y rectas notables de un

triangulo.

Antes de disenar las tres actividades que se realizaron con los alumnos, se
elaboraron dos cuestionarios, un pre-test y un post-test (ver anexo I). El

objetivo de estos cuestionarios fue comparar la vision que tienen los alumnos
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sobre el aprendizaje de la geometria antes y después de realizar las
actividades.

Ambos cuestionarios han sido validados por tres profesores. Dos de ellos,
Daniel Sadornil Renedo y José Manuel Diego Mantecon, pertenecientes al
Departamento de Matematicas, Estadistica y Computacién de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Cantabria. La tercera profesora fue Carmen
Barrio Marafndn, profesora de educacion secundaria y perteneciente al
Departamento de Matematica Aplicada y Ciencias de la Computacion de la
Facultad de Ciencias de la Universidad de Cantabria.

Siguiendo lo establecido en la Ley Organica 3/2018, de 5 de diciembre, de
Proteccion de Datos Personales y Garantia de los derechos digitales, se
mostraron al director del centro educativo los cuestionarios y las actividades

que se iban a desarrollar.

Este informdé de que las familias de los alumnos firmaron un documento a
principio de curso para que estos puedan participar en este tipo de actividades.
Por lo tanto, no ha sido necesario realizar un documento especifico para las

familias.

Para la realizacion de la primera actividad se diseid una ficha informativa,
donde se recogieron todos los conceptos geométricos que fueron tratados en
las tres actividades, asi como sus métodos de construccion con regla vy
compas. Junto con ella se entregé a los alumnos otra ficha con diferentes
triangulos en los cuales tuvieron que construir los puntos y las rectas nobles.

(Ver anexos lll y IV).

Para la segunda actividad, construcciones geométricas con papiroflexia, se
disefié un Power Point explicativo con el que los alumnos pudieron seguir paso
a paso todas las indicaciones necesarias para realizar la actividad. (Ver anexo
V).

Finalmente, para la actividad con Geogebra, se presentd una ficha — guia, con
la que los alumnos pudieron familiarizarse paso a paso con las herramientas

del programa e ir realizando las diferentes construcciones. Al término de la
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actividad respondieron unas preguntas para comprobar los conocimientos

adquiridos. (Ver anexo VI).

5.2 Desarrollo y analisis de resultados
La realizaciéon de las tres actividades se ha llevado a cabo con un grupo de 25

estudiantes de 1° de ESO en el IES Zapatdn de Torrelavega, Cantabria.

El IES Zapaton se localiza en un barrio urbano cuya poblacidon
mayoritariamente pertenece a una clase social media — baja. El grupo de
alumnos con los que se ha realizado las actividades de este TFM pertenecen al
programa bilingue del centro. Durante el presente curso los alumnos todavia no
han estudiado geometria en la asignatura de matematicas, por lo que parten
con la base que tienen de la Educacién Primaria y lo estudiado este curso en la

asignatura de plastica.

Las actividades se han desarrollado en tres sesiones consecutivas de 50
minutos. Previamente, se utilizaron los ultimos 15 minutos de una clase
ordinaria para explicar a los alumnos en qué iban a consistir las proximas
sesiones y que pudiesen realizar el pre — test. Para la realizacién del post — test
se emplearon 10 minutos de la primera clase posterior a la realizacidén de las

actividades.

A continuacion, se detallan como se llevaron a cabo cada una de las

actividades y los resultados obtenidos.

12 Sesidn
La primera sesién consistid en calcular las rectas y los puntos notables de un

triangulo mediante el uso de la regla y el compas, metodologia clasica.

Para ello, primero realizamos una lectura en comun de la ficha informativa (ver
anexo lll) que fue entregada a los alumnos, de manera que estos pudiesen
conocer los términos con los que iban a trabajar y a su vez recordar el calculo
de algunas construcciones elementales. A continuacion, se comenz6 la ficha de
actividades con la propuesta de varios tipos de triangulos, para que los
alumnos obtuviesen en cada uno de ellos, de manera individual, el punto
notable que se le indicaba. De este modo los alumnos pudieron familiarizarse

con las construcciones geomeétricas empleadas y asimilar su significado.
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El ultimo ejercicio propuesto de esta ficha estaba destinado a calcular la recta
de Euler, donde para ello tenian que obtener el circuncentro, el baricentro y el
ortocentro en un mismo triangulo. Con este ejercicio se pretendia que los
alumnos observaran por si mismos como dichos puntos se unen entre si

formando una linea recta: la recta de Euler.

A lo largo del desarrollo de la sesion se explico a los alumnos mas
detenidamente tanto el concepto como la construccion de las circunferencias
circunscrita e inscrita, siendo esta ultima la que mayores complicaciones
generod a los alumnos, puesto que, para hallar el radio de dicha circunferencia,
es necesario construir una recta perpendicular a uno de los lados del triangulo
desde el incentro. Y tal y como se pudo observar durante el desarrollo de las
actividades, los alumnos mostraron dificultades para entender y trazar las
rectas perpendiculares, puesto que lo mismo ocurrié cuando calculaban las

alturas de un triangulo.

Segun dicen Barrantes y Zapata (2008), en la mayoria de los libros de texto se
muestra a los alumnos figuras con lados paralelos a los bordes del libro de
manera que las rectas perpendiculares se dibujan siempre siguiendo la
direccion de uno de estos lados. Esto provoca no sélo que los alumnos tengan
una imagen erronea del concepto, y piensen que las perpendiculares siempre
son horizontales y verticales, sino que no sepan construir perpendiculares
cuando no siguen las direcciones de los lados del papel, que es lo que nos

ocurria a nosotros.

Al terminar la sesion se recogi6 la ficha de las actividades con el fin de analizar
aquellos puntos en los que los alumnos habian encontrado mayores

dificultades y en cuales el grado de éxito habia sido mayor.
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Construcciones | Construcciones Mo
correctas y incompletas y | realizan
asimilacién de mal la
conceptos argumentadas | actividad
1. Calculo del circuncentro
y circunferencia 100% _ _
circunscrita.
2. Calculo del baricentro. 88% 4% 8%
3. Calculo del ortocentro. 64% 36% _
4. Calculodelincentroy
; i ol : 44% 52% 4%
circunferencia circunscrita.
5. Construccion de la recta
52% 28% 20%
de Euler.

Tabla 1. Resultados de la actividad del alumnado con regla y compas.

A continuacioén, se muestran algunas de estas actividades realizadas por los
alumnos, asi como el analisis de los resultados obtenidos. En esta primera
los alumnos realizaron todas las construcciones

ficha la mayoria de

geométricas.

1. Calculo del circuncentro y la circunferencia circunscrita.

La primera de las construcciones fue la que mejor realizaron todos los alumnos,
no presentando ninguna dificultad. Los alumnos tenian interiorizado el concepto
y la construccion de una mediatriz, unicamente se explicé el concepto de

circunferencia circunscrita.
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1. Hallar el circuncentro y la circunferencia circunscrita del siguiente
triangulo.

llustracién 1. Construccion correcta realizada por un alumno.

2. Calculo del baricentro.

Al igual que ocurria con la primera actividad, casi la totalidad del alumnado ha
realizado la construccién pedida sin problemas. Frecuentemente, cuando los
alumnos realizan esta construcciéon suelen confundir el concepto de mediana
con el de mediatriz o dibujan las medianas como si fuesen rectas en vez de
segmentos. Quizas debido a que los alumnos fueron guiados durante la

realizacion de la actividad, no cometieron estos errores.
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2. Hallar el baricentro del siguiente triangulo.

llustracién 2. Construccion correcta realizada por un alumno.

3. Calculo del ortocentro.

Como hemos comentado anteriormente, algunos de los alumnos presentaron
dificultades a la hora de trazar las alturas del triangulo, debido a que no tiene

interiorizado el concepto de perpendicularidad.

Ademas, normalmente este ejercicio se hace a continuacién del calculo del
baricentro, lo que hace que muchos alumnos confundan las medianas con las
alturas, como Barrantes y Zapata (2008) han observado. En nuestro caso los

alumnos no los confundieron dado que se les guio en cada construccion.

Debido a las dudas generalizadas que surgieron a la hora de trazar las alturas
se les indic6 como realizar las rectas perpendiculares mediante el uso de la
escuadra y el cartabon. Los alumnos tuvieron bastantes dificultades con el uso
de dichas herramientas. Muchos de ellos, a pesar de que las conocian,

comentaron que no les habian ensefiado previamente como trabajar con ellas.
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3. Hallar el ortocentro del siguiente triangulo.

llustracion 3. Construccion en la que un alumno tiene dificultades para obtener las rectas

perpendiculares.

4. Calculo del incentro y la circunferencia inscrita.

Es el ejercicio en el que mas dificultades tuvieron los alumnos. Mas de la mitad
dejaron el ejercicio incompleto. El calculo de las bisectrices, aunque no era algo
nuevo para ellos, les resultdé mas dificil que el de las mediatrices. Ante las
numerosas dudas individuales que fueron surgiendo, y no siendo suficiente con
las explicaciones verbales, se decidid hacer una explicacion en la pizarra paso
a paso junto con los alumnos. Ademas, en este ejercicio tuvieron la dificultad
afiadida de calcular la circunferencia inscrita al triangulo, para lo que es
necesario emplear el concepto de tangente y perpendicular, siendo el calculo
de esta ultima el que mas problemas causé a los alumnos, tal y como
indicamos anteriormente. Fue por ello, que se les explicd durante la clase como
obtener el radio de la circunferencia inscrita, ya que la primera intencion que
tuvieron los alumnos fue hacer una circunferencia “a 0jo” con centro en el

incentro.
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4. Hallar el incentro y la circunferencia inscrita en el siguiente triangulo.

llustracién 4. Construccion con dificultades para obtener circunferencia inscrita.

5. Construccion de la recta de Euler.

En este caso el triangulo proporcionado era un triangulo acutangulo, de forma

que los tres puntos notables se situaran dentro del triangulo.

Destaca en los resultados de este ejercicio que un 20 % de los alumnos lo
dejaron en blanco. La principal dificultad que encontraron los alumnos en este
ejercicio fue realizar tres construcciones en un mismo triangulo. Durante la
realizacion del ejercicio algunos preguntaban si podian borrar las
construcciones auxiliares, ya que les resultaba bastante complicado
distinguirlas de la solucion pedida. Debido a ello tuvieron dificultades para

situar correctamente los puntos notables (ver ilustracion 6).

Otros no llegaron a completar el calculo de los tres puntos notables que forman

parte de la recta de Euler (ver ilustracion 5).
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5. Calcular la recta de Euler en el siguiente triangulo.

llustracion 5. Construccion incompleta de la recta de Euler.

5. Calcular la recta de Euler en el siguiente triangulo.

llustracion 6. Construccion erronea e incompleta de la recta de Euler.
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22 Sesion

La segunda sesidn consistié en emplear la papiroflexia para obtener las rectas
y los puntos notables de un triangulo. Para el desarrollo de esta sesion, al
terminar la clase anterior, se pidio a los alumnos que trajesen de casa una serie
de triangulos recortados en papel: cinco triangulos acutangulos, un triangulo

rectangulo y un triangulo obtusangulo.

Con la ayuda de una presentacion en Power Point (ver anexo V) se indicé a los
alumnos las normas y pasos a seguir con el uso de la papiroflexia. La
presentacion se proyectd en el aula de forma que los alumnos pudiesen seguir
las indicaciones para obtener y comprender los pliegues correspondientes a
cada construccion geométrica. No obstante, en todas las construcciones fue

necesario acompanar a los alumnos en cada paso.

Se comenzd con la construccidon del circuncentro, con la que los alumnos no
tuvieron dificultades para entender el pliegue mediante el cual se obtenia la

mediatriz de un lado del triangulo.

Para la construcciéon del baricentro los alumnos comprendieron los pasos que
tenian que realizar, pero el mayor inconveniente con esta construccion fue el
dar forma al papel para obtener la mediana, de modo que terminase
correctamente en el punto medio del lado del triangulo. Se pudo observar
durante esta actividad que algunos alumnos perdian la paciencia, dejando la

construccion incompleta.

Después, se calculd en otro de los triangulos acutangulos el ortocentro. Pese a
los problemas que habian surgido con la construccion de las rectas
perpendiculares durante la primera sesion, en esta ocasion los alumnos
comprendieron mejor como obtener las alturas del triangulo, aunque se les

acompano en los pasos necesarios.

Por ultimo, la construccion del incentro gener6 bastantes dificultades, pese a
que los alumnos, en la sesion anterior, habian terminado construyendo (con
ayuda también) las bisectrices de un tridngulo. Al tener que realizarlas
plegando el papel se percibia que solamente tenian interiorizados los pasos
para construirlas con regla y compas, pero no tenian adquirida la suficiente

capacidad de abstraccion para saber lo que realmente significa dicho concepto,
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ya que no conseguian doblar el papel de modo que dos lados del triangulo

coincidieran, dividiendo asi el angulo en dos semiangulos iguales.

Una vez obtenidos los cuatro puntos notables de manera independiente en
cada uno de los triangulos acutangulos, se pidié a los alumnos que realizasen
las mismas construcciones para el caso de un triangulo obtusangulo y de un
triangulo rectangulo. El objetivo que perseguiamos es que se diesen cuenta por
si mismos de que los puntos notables de un tridngulo que siempre estan dentro
del mismo son el baricentro y el incentro, mientras que el circuncentro y el

ortocentro pueden estar fuera del triangulo.

En el triangulo obtusangulo la mayoria del alumnado percibio sin dificultad lo
que sucedia al intentar obtener el circuncentro o el ortocentro. Para que los
alumnos lo apreciasen mejor se les indicd que pegasen el triangulo en un folio
y asi poder ver los puntos de corte de las mediatrices y las alturas,

respectivamente.

En cambio, en el caso del triangulo rectangulo, en general, les resulté mas
complicado indicar qué ocurria cuando calculaban el ortocentro, quizas debido
a los problemas que presentaba el alumnado para interiorizar el concepto de
perpendicularidad, como ya hemos comentado anteriormente. Ademas,
acababan de ver en el caso anterior que podia encontrarse fuera del triangulo y

eso les hizo suponer que ocurria lo mismo en ese caso.

Con el calculo del circuncentro, que ahora coincide en la hipotenusa del
triangulo, gran parte de los alumnos no tuvo dificultades para darse cuenta de

lo que sucedia.

No obstante, como algunos alumnos tuvieron dificultades para comprender las
construcciones, incluso con el triangulo pegado en el folio, estas fueron

explicadas en la pizarra utilizando diversas representaciones.

Tal y cdmo nos dice la teoria de Vinner (1983, 1991), en muchas ocasiones la
imagen conceptual que los alumnos se han creado no coincide con la definicidn
matematica formal. La mayoria necesita que se le muestren distintos ejemplos
que cumplan las propiedades de la definicidon dada, (atributos relevantes), asi
como otros que no son necesarios para la definiciéon del concepto (atributos
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irrelevantes). Este es el caso de algunos de nuestros alumnos, los cuales
necesitaban ejemplos en los que el circuncentro y el ortocentro estuviesen
fuera del triangulo, puesto que esas construcciones no las realizaban bien,
debido a que esperaban que estuviesen dentro. Tenian una imagen conceptual

incompleta, en la que habian influido distractores de estructuracion.

Durante el desarrollo de esta sesion se observd la actitud, la habilidad y la
destreza de los alumnos mientras realizaban las distintas construcciones. En
esta clase, sin haberlo planeado previamente, se generd un aprendizaje
cooperativo basado en la tutoria entre iguales, en donde aquellos alumnos que
habian conseguido obtener las construcciones pedidas ayudaban a su
companero. En otras ocasiones se pudo observar también cédmo entre varios
alumnos intentaban realizar los pliegues expuestos para conseguir el resultado

final.

La actividad final realizada por los alumnos, y que fue recogida para su
posterior evaluacion, consistio en obtener la recta de Euler en un triangulo
acutangulo. En el transcurso de esta actividad algunos alumnos comentaban
que todos los puntos notables les coincidian en el mismo sitio, o que les hizo
preguntarse qué ocurria, qué estaban haciendo mal. En esta situacion, se
animo6 a los alumnos a que dedujesen por qué sucedia eso, reflexionando
sobre el tipo de triangulo con el que estaban trabajando. Algunos de ellos, una
minoria, dedujeron que se trataba de un triangulo equilatero. Finalmente, se
explico a todo el grupo el tipo de triangulo que estaban utilizando, pues no
solamente era un triangulo acutangulo, sino que también era equilatero y, por

tanto, todos los puntos notables son el mismo punto.

En la siguiente tabla se recoge la evaluacion de las diferentes construcciones

realizadas con papiroflexia.
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Construcciones

Construcciones

No

de Euler.

correctas y incompletas y realizan
asimilacion de mal la

conceptos argumentadas | actividad
1. Calculo del circuncentro. 100% - -
2. Calculo del baricentro. 0% 30% -
3. Célculo del ortocentro. 60% 40% -
4 Célculo del incentro. 45% 20% -
2. Construccion de larecta 26% 44% -

Tabla 2. Resultados de la actividad del alumnado con papiroflexia.

A continuacion, se muestran algunos de los triangulos en los que los alumnos

obtuvieron la recta de Euler con el uso de la papiroflexia.

llustracion 7. Recta de Euler calculada en un triangulo acutangulo.
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llustracion 8. Recta de Euler calculada en un triangulo practicamente equilatero.

32 Sesion

La ultima sesion estuvo dedicada a trabajar las construcciones vistas durante
las anteriores sesiones con el programa de geometria dinamica Geogebra.
Para ello acudimos con el grupo de alumnos a una de las aulas de informatica
de las que dispone el centro. Al tratarse de un grupo numeroso, 25 alumnos, se
disponia de un ordenador por cada dos alumnos. Por lo que durante esta
actividad la observacion del alumnado mientras trabajaba sirvid para evaluarles
individualmente, destacando el hecho de que, al no trabajar de manera
individual en los ordenadores, se podia apreciar como uno de los dos alumnos

tenia mas dominio que el otro al realizar la actividad.

Para trabajar con todo el grupo, se empleo un proyector el cual permitia que los
alumnos viesen la pantalla del profesor, y asi seguir las explicaciones,
pudiendo ensefiar de forma mas visual qué comandos se debian emplear para
calcular las diferentes construcciones geométricas. Ademas, estos disponian
de una ficha (ver anexo VI) donde también podian seguir los pasos uno a uno.

El desarrollo de la clase no pudo realizarse segun lo previsto debido a que los
alumnos nunca habian trabajado con el programa, por lo que durante la sesion

surgieron numerosas dudas: unos no encontraban los menus de los comandos
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que debian usar, otros “perdian” el dibujo en la pantalla... Debido a ello hubo
que acompaiar y supervisar cada paso de los alumnos. Ademas, esto provoco
que los alumnos estuviesen menos concentrados en la actividad, pareciéndoles
muy sencillo el realizar cada trazo pues solamente tenian que pinchar un boton.
Lo que generé6 que no razonasen suficientemente las construcciones

realizadas.

En esta actividad pretendiamos que los alumnos guardasen el archivo con
todas las construcciones realizadas para poder evaluarlas. Pero se nos
comunico que las aulas de ordenadores no disponian del programa, y debido al
impedimento de poder instalarlo, hubo que realizar la actividad con la version
online del mismo. Asi que no se pudieron guardar los archivos, porque los
alumnos tendrian que haberse registrado previamente en Geogebra, con todo
lo que eso supone de cara a permisos de los padres.

Una vez finalizada la actividad, con el objetivo de poder analizar la mejora en la
comprension de los conceptos por los alumnos mediante el uso de Geogebra,
estos realizaron una ficha (ver anexo VI) con tres preguntas para reflexionar
sobre las caracteristicas mas destacadas de las rectas y los puntos notables de
un triangulo. Con las construcciones geométricas realizadas, Geogebra
permitié a los alumnos modificar el tipo de triangulo y ver lo que ocurria con las

rectas y puntos notables.

Los resultados obtenidos se recogen en la siguiente tabla.
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Asimilan los

obtusangulo.

Confunden | No responden
conceptos
conceptos | correctamente
correctamente
1. Los puntos notables
en el triangulo
s . 60% 30% 10%
equilatero. ¢ Que ocurre
con la recta de Euler?
2. Los puntos notables
en un triangulo 36% 16% 45%
rectangulo.
3. Los puntos notables
de un triangulo 32% 28% 40%

Tabla 3. Resultados de la actividad del alumnado con Geogebra.

A continuacion, se muestran algunas de las respuestas que dieron los alumnos

en esta ficha.

1. ¢Existe algun triangulo en el que coincidan todos los puntos

notables? ¢ Cual? ;Qué ocurre con la recta de Euler?

Con esta preguntaba se pretendia que los alumnos se dieran cuenta de que en

un triangulo equilatero coinciden todos los puntos notables y por lo tanto la

recta de Euler deja de ser una recta para convertirse en un punto. En general,

como pudimos comprobar, mas de la mitad del alumnado se dio cuenta de esta

situacion, pero destaca que muchos de ellos no lograran definir de manera

correcta lo que ocurre con la recta de Euler. Esto resulta curioso teniendo en

cuenta que en la actividad con papiroflexia ya se llegd a esta conclusion.

1. ¢Existe algun triangulo en el que coincidan todos los puntos notables?

£ Cual? ; Que ocurre con la recta de Euler?

llustracion 9. Respuesta errénea.

38



. ¢(Existe algin tnangulo en el que coincidan tocos 08 purtos notables?
£Cual? g Oue oowrre con la recta de Euler?

e _'.} : S A -_\_..\:I - .

-, W - ., e T

4=

llustracion10. Respuesta incompleta.

iExste algin frdngulo en el gue concidan todos los punios potables?

LCual? s Qué ocurre con la recla de Euler?

llustracion 11. Respuesta correcta.

2. ;Qué puedes decir de los puntos notables de un triangulo

rectangulo?

Al preguntarles por uno de los casos particulares vistos a lo largo de las
sesiones se pretendié ver el grado de comprension que habian adquirido los
alumnos. Algunos recordaban una de las dos situaciones particulares, sabian lo
que sucedia con el ortocentro o con el circuncentro. La mayoria de los alumnos
nombraron el ortocentro y no dijeron nada del circuncentro. Otros muchos, casi

la mitad, no dieron respuestas coherentes.

2. (Qué puedes decir de los puntos notables de un triangulo rectingula?

llustracion 12. Respuesta errénea.

2 iCue puedes decir de los puntos notables de un triangulo rectdngulo?

llustracion 13. Respuesta incoherente.
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2. ¢Qué puedes decir da los puntos notables de un tridnguis rects ngula?

. 2 =) | " r'.= b W .
'\._-!_f\,-'--!.- . ‘J‘;#‘:-;"-’T-I'r-'? 4 LA - 7 ) _'-...

llustracién 14. Respuesta con uno de los dos casos particulares.

2. ;Qué puedes decir de los puntos notables de um tridnguio re ctangula?

llustracion 15. Respuesta correcta.

3. ¢Y de los de un triAngulo obtusangulo?

Al igual que en la respuesta anterior, la intencién con la que se redacto esta
pregunta fue para que los alumnos se diesen cuenta de que algunos de los

puntos notables de un tridngulo no siempre se encuentran en el interior del
mismao.

3. (Y de los de un tridngulo obtusdngulo?

llustracion 16. Respuesta errénea.

3. ¢Y de los de un tnangulo obtusangulo? 3. LY de los de un triangulo obtusangulo?

k 1 N o Ty,
Qund, D ST il

Lo

llustracién 17. Respuestas incompletas.
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5.3 Analisis y resultados de los cuestionarios

Pre — test

Este primer cuestionario tuvo como objetivo obtener informacién sobre la vision
de los alumnos acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la geometria,
previamente a la realizacién de las actividades de este TFM. Con él pudimos
observar diferentes aspectos en cuanto a como han estudiado geometria los
alumnos, cuanto tiempo ha ocupado en sus clases, qué saben de sus usos y

aplicaciones en la vida real...

A través de los resultados obtenidos (ver anexo Il) pudimos reafirmar como la
geometria es estudiada hacia final de curso, no dedicandose mas de tres
semanas a su estudio, en la mayoria de los casos. Ademas, su ensefianza
sigue orientada a la memorizacion de férmulas y su posterior aplicacion, tal y

como reflejan las preocupaciones principales de los alumnos.

En cuanto a los materiales empleados para su aprendizaje y la forma de
evaluar a los alumnos, también se observdé que mayoritariamente estos se
basan en una metodologia clasica, predominando el uso de la regla y el
compas, los libros de texto, la evaluacion con examenes escritos, etc. Como
dato excepcional destacamos que ninguno de los alumnos marcé la opcion de
‘programas de geometria en el aula de informatica”. Con lo cual su primer
contacto con programas tipo Geogebra ha sido en la tercera sesién de las
actividades planteadas en este TFM.

Post — test

Una vez finalizadas las tres actividades propuestas se entregd a los alumnos
un cuestionario final con el objetivo de analizar y comparar en qué grado las
sesiones realizadas en este TFM habian contribuido a mejorar su vision de la

geometria y cual de ellas tuvo un éxito mayor.

De los resultados obtenidos del post — test (ver anexo Il) podemos afirmar que
las actividades realizadas con nuestro TFM tuvieron un gran éxito entre los
alumnos. Ya que como se puede observar con los resultados obtenidos a la
mayoria les sirvieron para entender mejor la geometria, en especial para
ayudarles en la realizacion de las construcciones geométricas, y cambiar su

vision sobre ella.
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Las dos metodologias que los alumnos consideran que mas les han ayudado
fueron la clasica, con regla y compas, y Geogebra. Esta ultima, sobretodo, les

sirvié para comprender y poder visualizar mejor los conceptos representados.

En cuanto al uso de la papiroflexia, en general les resulté mas complicado su
uso, pero mas de la mitad afirman que les ha servido para comprender mejor

las construcciones geométricas.

6. CONCLUSIONES

La finalidad principal que nos propusimos con este TFM era la de comparar
diferentes metodologias didacticas y como estas contribuyen a mejorar el
proceso de ensefianza — aprendizaje para la comprension de los puntos y las

rectas notables de un triangulo.

A continuacion, una vez analizados los resultados obtenidos con la puesta en
practica de las actividades de este TFM, se comparan estos con los objetivos

propuestos para alcanzar dicha finalidad.

Durante la primera parte de nuestro trabajo contribuimos a lograr tres de los
objetivos propuestos al inicio del mismo. A través de la realizacién del pre —
test, pudimos analizar la vision que tenian los alumnos sobre la geometria. Esto
nos sirvio para elaborar las diferentes actividades, no so6lo con el objetivo de
mejorar la comprension de los elementos notables de los triangulos, sino
también con el fin de mostrarles a los alumnos una forma mas atractiva y

entretenida de aprender geometria.

Tras la realizacion de la primera actividad, en la que aplicamos la metodologia
clasica, con regla y compas, fuimos conscientes de que los tridngulos que
utilizamos para calcular el circuncentro y el ortocentro eran acutangulos, con lo
cual estos puntos notables aparecian dentro de los triangulos. Para una futura
puesta en practica de esta actividad es necesario incluir triangulos
obtusangulos y rectangulos, para que estos puntos no siempre aparezcan
dentro de los triangulos. De esto modo, nuestros alumnos tendran una imagen

conceptual rica, como aconseja la teoria de Vinner. De hecho, nosotros ya lo
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tuvimos en cuenta en las actividades que realizamos con papiroflexia y con

Geogebra.

A través de las actividades realizadas hemos podido poner en practica las
distintas metodologias y a su vez, evaluar la contribucién de cada una de ellas
a mejorar el proceso de ensefianza — aprendizaje. Al realizar las mismas
construcciones en las tres sesiones, observamos que los alumnos tenian
ciertas dificultades para comprender el concepto de amplitud de un angulo,
puesto que la construccidon que mas problemas generd fue el calculo del
incentro. Mediante el uso de la regla y el compas los alumnos memorizaban los
pasos a seguir para la construccién de las bisectrices, mientras que con la

papiroflexia no eran capaces de asimilar el pliegue que debian hacer.

Durante la ultima sesién, con el programa de geometria dinamica Geogebra,
hemos llegado a la conclusion de que los alumnos pudieron complementar y
mejorar la comprension de los distintos conceptos trabajados con las dos
metodologias anteriores. Con esta actividad podian modificar directamente el
triangulo y observar en qué casos algunos puntos notables se encontraban en
el exterior del mismo y cudles nunca. Ademas, les permitié observar lo que

ocurria con la recta de Euler en el caso particular de un triangulo equilatero.

Por lo tanto, los resultados obtenidos con la actividad en la que se usa
Geogebra coinciden con los de la investigacion llevada a cabo por Iranzo y
Fortuny (2009), con la que afirman que el uso de Geogebra contribuye a que

los alumnos asimilen mejor los conceptos geométricos.

En este TFM hemos trabajado los niveles 2 (analisis de las propiedades) y 3
(relaciones entre las propiedades) del modelo de razonamiento de Van Hiele.
Una vez analizados los resultados obtenidos por los alumnos, consideramos
que la mayoria se encuentran entre los niveles 2 y 3, en cuanto a los conceptos
trabajados. Algunos de ellos, lograron entender las relaciones entre los puntos
y las rectas y cuando dichos puntos estan dentro o fuera de los triangulos, por
lo que se encuentra en un nivel 3. Mientras que otros, solamente consiguieron

aprender las propiedades de dichos conceptos.

Finalmente, el desarrollo de cada una de las actividades y los resultados
obtenidos con las mismas nos han permitido alcanzar otro de los objetivos
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propuestos: “comparar la eficacia del uso de cada una de las metodologias”,
concluyendo que las tres metodologias trabajadas a lo largo de este TFM se
complementan, ya que hemos podido observar cémo el método clasico es muy
util para realizar las construcciones, la papiroflexia ayuda a comprenderlas y
Geogebra permite estudiar todos los casos posibles. Por lo tanto,
consideramos que trabajar con las tres metodologias de manera conjunta
contribuye considerablemente a mejorar la ensefanza y el aprendizaje de los

elementos notables de los triangulos.

Ademas, a la vista de las respuestas obtenidas en el post — test, a la mayoria
de los alumnos les resulté mas atractivo incluir las diferentes metodologias
para estudiar la geometria, mejorando asi considerablemente la vision que
tenian sobre ella, aunque no todas fueron aceptadas con el mismo grado de
éxito, ya que la papiroflexia fue la que les resultd menos atractiva. De este
modo alcanzamos el ultimo objetivo propuesto, “identificar las mejoras en la

percepcion que tiene el alumnado sobre la geometria”.

Personalmente, la elaboracién de este TFM me ha servido para aprender,
comprender y motivarme de cara a mi futura carrera profesional como docente
de matematicas. Ademas, me ha permitido conocer en profundidad la didactica
de la geometria, pues siempre he estado interesada en ella, pero hasta ahora

desconocia “coOmo” ensenarla.
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ANEXO I. CUESTIONARIOS

PRE-TEST

Para ayudaros a mejorar y ampliar vuestros conocimientos en Geometria, os
queremos hacer unas preguntas para conocer vuestra opinion. Algunas de

respuesta unica y otras multiples.

iNecesitamos vuestra colaboracién y sinceridad! jAnimo chic@s!

Edad: Curso: Género:

1. Indica en una escala del 1 al 5 tu gusto por las matematicas.

1 2 3 4 )

Nada Mucho

2. ¢Te ha costado conseguir aprobar matematicas en cursos anteriores?

[ ] st

No.

3. Indica en una escala del 1 al 5 el grado de dificultad que supone para ti la

geometria.

Muy facil Muy dificil
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4. En cursos anteriores, ¢ cuando veias el tema de geometria?

I:I A principio de curso.

A mitad de curso.

A final de curso.

Nunca he estudiado geometria.

¢, Cuanto tiempo le dedicabais?

Menos de tres semanas.

I:I De tres semanas a un mes.

|:| Mas de un mes.

5. Considero que la parte mas dificil de la geometria es:

(Senala dos de ellas)

|:| Aprender y memorizar las formulas.

Saber cuando aplicar una formula u otra.

|:| Realizacion de actividades con regla y compas.

El vocabulario que aparece en el tema.

Visualizar las distintas construcciones geométricas.

|:| Otros (especifica):
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6. ¢(Qué métodos de aprendizaje y materiales utilizan tus profesores para
facilitar la comprension de la geometria? Sefala todos los que hayas

utilizado alguna vez.

Uso de la regla y el compas.

Libros de texto.

Programas de geometria en el aula de informatica.

L O [

Explicacion y resolucion de ejercicios en clase mediante pizarra digital.

Ejercicios practicos aplicados a la vida real. (Medir en el patio,
actividades en el exterior, ...).

Deberes para casa.

Otros (especifica):

7. ¢Con qué instrumentos te ha evaluado el profesor en esta parte de la

materia? Senala todos los empleados.

|:| Examenes escritos.

Trabajos y exposiciones en grupo.

Rubricas. (Tablas para evaluar el trabajo del alumno).

Correccidn de tareas y ejercicios.

L O [

Otros (especifica):
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8. De todo lo que has estudiado de geometria, ¢ qué es lo que mas te gusta?

|:| Aplicar las formulas para resolver ejercicios.

Dibujar con regla y compas distintas figuras y construcciones geométricas.

Estudiar sus aplicaciones en la vida real.

|:| Construir solidos a partir de los desarrollos planos, (cubo, piramide,...).

Otros (especifica):

9. ¢Crees que mediante el uso de la geometria podemos describir y visualizar
el espacio que nos rodea?

Si.
|:| No.
|:| Ns/Nc.
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POST-TEST

Edad: Curso: Género:

1. Las actividades vistas en clase, ¢consideras que te han servido para

entender mejor la geometria?

Nada Mucho

2. ;Cual de las metodologias propuestas te ha ayudado mas?

|:| Uso de la regla y el compas.

Geogebra.

Papiroflexia.

¢ Para qué?

|:| Para comprender mejor los conceptos teoricos.
|:| Para visualizar las diferentes representaciones.

|:| Para representar graficamente las construcciones geométricas.

3. Indica en una escala del 1 al 5 cuanto te ha ayudado emplear la regla y el

compas para comprender las construcciones geométricas realizadas.

1 2 3 4 )

Nada Mucho
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4. ¢ Crees que el uso de Geogebra sirve para comprender mejor los conceptos

que usando la regla y el compas?

1 2 3 4 )

Nada Mucho

5. El empleo de la papiroflexia para explicar la geometria, ¢cuanto crees que

te ha ayudado a comprender las diferentes construcciones geométricas?

Nada Mucho

6. ¢Como te han resultado las siguientes formas de trabajar la geometria?

Regla y compas.

Muy facil Muy dificil

Geogebra

Muy facil Muy dificil

Papiroflexia.

Muy facil Muy dificil
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7. En general, ste ha parecido la clase de geometria mas atractiva que

anteriormente, usando solo lapiz y papel?
[ ] st
|:| No.

8. ¢Cambiarias alguna de las actividades realizadas?

[ ] si. ¢Cual? ¢Por qué?

No.

|:| Ns/Nc.

9. iCrees que con lo visto en estas actividades te resultara mas facil

comprender las propiedades de los triangulos?

Si.
|:| No.
|:| Ns/Nc.
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ANEXO II. RESULTADOS CUESTIONARIOS

Resultados del pre — test

1. Indica en una escala del 1 al 5 tu gusto por las matematicas.
Si—8%
No — 92%

2. ¢Te ha costado conseguir aprobar matematicas en cursos anteriores?
Si—8%
No — 92%

3. Indica en una escala del 1 al 5 el grado de dificultad que supone para ti
la geometria.
Dificultad media — 64%
Muy dificil — 20 %
Muy facil — 16%

4. En cursos anteriores, ¢, cuando veias el tema de geometria?
A final de curso — 68%
A mitad de curso — 32%
¢, Cuanto tiempo le dedicabais?
Menos de 3 semanas — 52%

De 3 semanas a un mes — 48%

5. Considero que la parte mas dificil de la geometria es: (Sefiala dos de
ellas)
Aplicaciones de las formulas — 44%
Aprender y memorizar formulas — 30%
Visualizacion de las construcciones — 17%

Realizacion de actividades con regla y compas — 9%
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6. ¢Qué métodos de aprendizaje y materiales utilizan tus profesores para
facilitar la comprension de la geometria? Sefala todos los que hayas
utilizado alguna vez.

Regla'y compas — 100%

Deberes para casa — 92%

Libros de texto — 84%

Ejercicios practicos aplicados a la vida real — 64%

Ejercicios en clase mediante pizarra digital — 32%

7. ¢Con qué instrumentos te ha evaluado el profesor en esta parte de la
materia? Senala todos los empleados.
Examenes escritos — 100%

Correccién de tareas y ejercicios — 88%

8. De todo lo que has estudiado de geometria, ;qué es lo que mas te
gusta?
Aplicar las formulas para resolver ejercicios — 13%
Dibujar con regla y compas distintas figuras y construcciones
geomeétricas — 38%
Estudiar sus aplicaciones en la vida real — 6%

Construir sélidos a partir de los desarrollos planos — 43%

9. ;Crees que mediante el uso de la geometria podemos describir y
visualizar el espacio que nos rodea?
Si— 56%
Ns/Nc — 44%
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Resultados del post — test

1. Las actividades vistas en clase, ;consideras que te han servido para
entender mejor la geometria?
Nada — 4%
A veces — 20%

Mucho — 76%

¢, Cual de las metodologias propuestas te ha ayudado mas?
Regla y compas — 32%
Geogebra — 44%
Papirofflexia — 24%

¢ Para qué?
Para comprender mejor los conceptos teodricos — 24%
Para visualizar las diferentes representaciones — 16%
Para representar graficamente las construcciones geométricas — 60%

Indica en una escala del 1 al 5 cuanto te ha ayudado emplear la regla y el
compas para comprender las construcciones geométricas realizadas.

Nada — 12%

A veces — 20%

Mucho — 68%

¢, Crees que el uso de Geogebra sirve para comprender mejor los conceptos
que usando la regla y el compas?

Nada — 16%

A veces — 24%

Mucho — 60%
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5. El empleo de la papiroflexia para explicar la geometria, ¢cuanto crees que
te ha ayudado a comprender las diferentes construcciones geomeétricas?
Nada — 20%
A veces — 28%

Mucho — 52%

6. ¢Como te han resultado las siguientes formas de trabajar la geometria?
Regla y compas
Muy facil — 68%
Dificultad media — 24%
Muy dificil — 8%
Geogebra
Muy facil — 72%
Dificultad media — 16%
Muy dificil = 12 %
Papiroflexia
Muy facil — 24%
Dificultad media — 28%
Muy dificil — 48%

7. En general, ste ha parecido la clase de geometria mas atractiva que
anteriormente, usando solo lapiz y papel?
Si—88%
No — 12%

8. ¢Cambiarias alguna de las actividades realizadas?
Si—12%
No — 60%
Ns/Nc — 28%
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9. ;Crees que con lo visto en estas actividades te resultara mas facil
comprender las propiedades de los triangulos?
Si—80%
No — 8%
Ns/Nc — 12%
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ANEXO lIl. FICHA DE TEORIA

CALCULO DE LOS PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO CON REGLA

Y COMPAS

CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS

Segun sus lados

ANV

X

N~

Equilatero Isdsceles Escaleno
Segun sus angulos ” 74 /L/ _; ; v
Acutangulo Obtusangulo Rectangulo

¢ Qué tengo que saber?

A continuacion, se expone un breve resumen de los conceptos que se utilizaran

a lo largo de esta actividad, se trata de los puntos y las rectas notables de un

triangulo.

Mediatriz: recta perpendicular a un segmento AB por su punto medio.

Pasos a seguir para el calculo de la mediatriz de un segmento AB.

1. Con centro en el punto A se abre el compas, con una apertura mayor

que la mitad del segmento y se traza un arco.

2. Con la misma apertura de compas y centro en el punto B se traza otro

arco.

3. Con la regla unimos los dos puntos de corte de los arcos y obtenemos la

recta que divide al segmento en dos partes iguales. Es decir, la

mediatriz.
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Los tres lados de un triangulo son segmentos, por tanto, podremos calcular las

mediatrices de sus lados.

Mediatriz

&

CIRCUNCENTRO: punto de corte de las tres mediatrices de un triangulo y
centro de la circunferencia circunscrita que pasa por los tres vértices del

triangulo. Puede estar fuera del triangulo.

Medianas de un tridngulo: segmentos que unen cada vértice del triangulo y el

punto medio de su respectivo lado opuesto.
A

" Mediana

B/
o

BARICENTRO: punto de corte de las tres medianas de un tridngulo. Siempre

- A
esta dentro del triangulo.

R
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Alturas de un triangulo: rectas que pasan por un vértice del triangulo y son

perpendiculares a los lados opuestos.

Altura 4

ORTOCENTRO: punto de corte de las tres alturas'de un triangulo. Puede estar

fuera del triangulo.

y, C

Bisectriz: semirrecta que pasa por el vértice de un angulo y divide al angulo en

dos partes iguales.
Pasos a seguir para el calculo de la bisectriz de un angulo.

1. Con centro en el vértice A se traza un arco para marcar el angulo.

2. Con centro en B se abre el compas, con una apertura mayor que la
mitad de la amplitud del angulo, y se traza un arco.

3. Con centro en C y la misma apertura de compas se traza otro arco.

4. Unimos el vértice A con los dos puntos de corte de los arcos anteriores,

y obtenemos la bisectriz.
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En el caso de un triangulo tendremos una bisectriz para cada uno de los

angulos.

Bisectriz

INCENTRO: punto de corte de las tres bisectrices de un triangulo y centro de la
circunferencia inscrita, (circunferencia que es tangente a los tres lados del
triangulo). Desde el incentro trazamos una recta perpendicular a uno de los
lados del tridangulo, la circunferencia inscrita pasa por el punto de corte de la

recta perpendicular con el lado. Siempre se encuentra dentro del triangulo.

Tres de estos puntos, el circuncentro, el baricentro y el ortocentro, siempre se
pueden unir entre si dando lugar a una recta, conocida como RECTA DE
EULER. Recibe este nombre en honor al matematico Leonhard Euler, que la

descubrié en 1 765.
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L

RECTA DE EULER
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ANEXO IV. ACTIVIDADES CON REGLA Y COMPAS

1. Hallar el circuncentro y la circunferencia circunscrita del siguiente

triangulo. C

2. Hallar el baricentro del siguiente triangulo.
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3. Hallar el ortocentro del siguiente triangulo.

4. Hallar el incentro y la circunferencia inscrita en el siguiente triangulo.




5. Calcular la recta de Euler en el siguiente triangulo
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ANEXO V. POWER POINT PAPIROFLEXIA

CONSTRUCCIONES
GEOMETRICAS CON
PAPIROFLEXIA

PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO

INDICE

1. REGLAS PARA TRABAJAR CON PAPEL.

2. CONSTRUCCION DEL CIRCUNCENTRO DE UN TRIANGULO.

3. CONSTRUCCION DEL BARICENTRO DE UN TRIANGULO.
4 CONSTRUCCION DEL ORTOCENTRO DE UN TRIANGULO.
5. OBTENCION DE LA RECTA DE EULER.

6. CONSTRUCCION DEL INCENTRO DE UN TRIANGULO.
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REGLAS DEL JUEGO

> NO USAR TIJERAS. gﬁ

» NO USAR PEGAMENTO.

» PROHIBIDO USAR REGLA Y COMPAS KEEP

» PROHIBIDO USAR LAPICES Y BOLIGRAFOS. CA&LM

» UNA PIZCA DE PACIENCIA. FOLLOW
» MUCHA MOTIVACION.

- THE RULES

EL CIRCUNCENTRO

Punto de corte de las mediatrices de un triangulo

1°- Plegamos cada lado de vértice a vértice: obtenemos la mediatriz de
cada lado.
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EL CIRCUNCENTRO

Punto de corte de las mediatrices de un trigngulo

2° Obtenemos el circuncentro, punto de corte de las tres
mediatrices.

EL BARICENTRO

Punto de corte de las medianas de un triangulo

1°- Plegamos el papel para obtener el punto medio de un lado.
2° Marcamos el segmento que va desde el punto medio al vértice opuesto,

mediana.
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EL BARICENTRO

3° Repetimos los pasos para obtener las tres medianas, que se cortaran en el
baricentro.

EL ORTOCENTRO

1% Desde uno de los vértices plegamoes el papel de manera que el lado gue doblamos

pliegue sobre si mismo.

2% Obtenemos asi una de las alturas del trigngulo.

72



EL ORTOCENTRO

3% Repetimos los pasos para obtener las tres alturas, que se cortaran en el ortocentro.
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RECTA DE EULER

Observamos gue si doblamos el papel por dos de estos puntos, la recta formada
también pasa por €l tercer punto. j0btenemos la recta de Euler!.

EL INCENTRO

Punto de corte de las bisectrices de un triangulo

1% Plegamos un lado del trigngulo sobre otro, de tal manera gue dividimos el
angulo en dos partes iguales, obtenemos la bisectriz.

an B n
2 3
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EL INCENTRO

Punto de corte de las bisectrices de un triangulo

2% Repitiendo &l paso anterior obtenemos el punto de corte de las bisectrices
del triangulo, el incentro.

GRACIAS POR VUESTRA
ATENCION
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ANEXO VI. ACTIVIDADES Y PREGUNTAS DE GEOGEBRA

ACTIVIDADES CON GEOGEBRA

Antes de comenzar a trabajar con Geogebra, una vez abierto el programa,

guardaremos el archivo en el escritorio del ordenador, para ello iremos a la

barra de herramientas superior. (Archivo — guardar como — escritorio — nombre

del archivo (G .n° de grupo) — guardar).

1.

Construccion de la mediatriz de un segmento.
a) Dibuja un segmento cualquiera AB. e
b) Hallar la mediatriz del segmento AB. ><
c) Guardar. (Archivo - guardar).

d) Ocultar la construccion.

Construccién de la bisectriz de un angulo.

a) Dibuja dos semirrectas formando un angulo cualquiera. /'/

b) Hallar la bisectriz del angulo, con los puntos que usaste para
construir las semirrectas. .4:—2;"

c) Guardar. (Archivo - guardar).

d) Ocultar la construccién.

Hallar los puntos notables de un triangulo.
CIRCUNCENTRO .

D
a) Dibujar un tridngulo cualquiera. -

b) Hallar las mediatrices de cada lado del triangulo. ><

c) Punto de interseccion de las tres mediatrices del triangulo,
circuncentro, (nombrar el punto como CIRCUNCENTRO). «‘*

d) Dibujar la circunferencia circunscrita al triangulo, con centro en el
CIRCUNCENTRO y que pasa por los tres vértices. fﬂ:,"

e) Poner de color verde el circuncentro y las mediatrices.

f) Guardar. (Archivo - guardar).

g) Ocultar todas las construcciones, dejando solamente visible el

triangulo.
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BARICENTRO

a)
b)

c)

Marcar los puntos medios de cada lado del triangulo. - g

Dibujar las medianas del triangulo, usando para ello la herramienta
segmento. e

Punto de interseccion de las tres medianas del triangulo, baricentro,
(nombrar el punto como BARICENTRO). f.i>~,-‘“

Poner de color amarillo el baricentro y las medianas.

Guardar. (Archivo - guardar).

Ocultar todas las construcciones, dejando solamente visible el

triangulo.

ORTOCENTRO

a)

b)

c)

d)
e)

Dibujar las alturas de cada lado del triangulo, usando para ello la
herramienta de recta perpendicular. '

Punto de interseccidon de las tres alturas del triangulo, ortocentro
(nombrar el punto como ORTOCENTRO). 'f":‘:r,:‘“

Poner de color morado el ortocentro y las alturas.

Guardar. (Archivo - guardar).

Ocultar todas las construcciones, dejando solamente visible el

triangulo.

INCENTRO

a)

b)

c)
d)

Dibujar las bisectrices de los tres angulos del triangulo, (por tres
puntos). .zf_

Punto de interseccion de las tres bisectrices del triangulo, incentro
(nombrar el punto como INCENTRO). -~

Recta perpendicular desde el incentro a cualquier lado del triangulo. —~

Punto de interseccion de la recta perpendicular con el lado del
triangulo. -

Dibujar la circunferencia inscrita en el triangulo con centro en el
. . .. . o
incentro y que pasa por el punto de interseccién anterior. ( * )
Poner de color naranja el incentro y las bisectrices.

Guardar. (Archivo - guardar).

Ocultar todas las construcciones, dejando visible el triangulo.
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RECTA DE EULER

a) Poner visibles los siguientes puntos notables: circuncentro,
baricentro y ortocentro.

b) Dibujar la recta de Euler. «"

c) Guardar. (Archivo - guardar).

d) A continuacién, responde brevemente a las preguntas de la ficha
adjunta.

e) Cerrar el programa.
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GeoGebra
PREGUNTAS GEOGEBRA

Demuestra todo lo que sabes de los puntos notables de un triangulo.

1. ¢Existe algun triangulo en el que coincidan todos los puntos notables?

¢ Cual? ;Qué ocurre con la recta de Euler?

2. ¢Qué puedes decir de los puntos notables de un triangulo rectangulo?

3. ¢Y de los de un triangulo obtusangulo?
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