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R E S U M E N 

Al proponernos conseguir el objetivo que da nombre a 
la presente Tesis Doctoral ("Posibilidad de obtención de -
distintas eguiparticiones y compactaciones del espacio con 
poliedros convexos cuyas caras no son poliedros regulares"), 
se nos planteó el problema de elegir, entre los infinitos -
poliedros posibles, en qué familia de ellos debíamos polari_ 
zar nuestro estudio. 

En virtud de que los cinco cuerpos topológicamente -
distintos que producen la equipartición del espacio perte­
necen a la familia de-poliedros denominados zonoedros equi_ 
lateros, fue en este tipo de sólidos donde centramos nues­
tra atención. 

Era sabido que dados 3 ̂  4,... n segmentos iguales -
concurrentes, no siendo coplanarios tres de ellos, se pue­
den obtener poliedros con simetría central de R(n-l) ca­
ras rombo. Sin embargo, no existen fórmulas que relacionen 
entre sí los ángulos de las caras rombo que se obtienen. Un 
primer trabajo fue pues, el de obtener estas relaciones y 
las condiciones de convexidad en función de los ángulos de 
las caras. 

Halladas estas relaciones, concentramos nuestro estu 
dio en los rombododecaedros . (con seis caras diferentes), ya 
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que, como se verá en el Capítulo II, cualquier otro zonoe-
dro procedente de una estrella no singular formada por n 
segmentos iguales, se puede reducir al estudio de { ^ 2 ^ ^ " 

rombododecaedros. 

Llegados a este punto se planteó la duda de si estos 
rombododecaedros con seis caras diferentes, eran el resul­
tado de una afinidad espacial del rombododecaedro equifacial, 
llegando a la conclusión de que en general, no todo rombo-
dodecaedro puede provenir del rombododecaedro equifacial -
por medio de una afinidad espacial, aunque es posible pasar 
por medio de acortamientos y/o alargamientos de los segmen 
tos de la estrella a un cuerpo formado por caras paralelo-
gramos, afín del rombododecaedro equifacial. Esto último, 
nos permite asegurar que todo rombododecaedro equiparte el 
espacio. 

Dado que todo rombododecaedro rellena el espacio y -
tiene elipsoide inscrito, se planteó el problema recíproco 
de obtener el rombododecaedro que permita el empaquetamien 
to de elipsoides,; en general, no siendo cada uno de ellos tangente a 
ot.ros doce; y en el caso de que los semiejes cumplan deter 
minadas condiciones, será posible disponerles, tanto igual 
mente orientados, como desigualmente orientados. 

Tomando como punto de partida las relaciones halladas 
entre las caras de un rombododecaedro, podemos obtener los 
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sólidos singulares como casos particulares de las familias 
generales, exigiendo, o bien caras cuadrado, caras iguales, 
etc. Este estudio nos permite asegurar que solamente exis­
ten dos rombododecaedros con todas sus caras iguales. 

Por último, conocidos, clasificados y definidos ana­
líticamente los zonoedros equiláteros, teníamos suficiente 
apoyo matemático para abordar el tema de la equipartición -
del espacio que, por una parte, quedaba asegurada con un -
rombododecaedro cualquiera {*) y que, además, permite gene­
ralizar el problema a combinaciones cuaternarias y quinarias 
de cuerpos que rellenan el espacio, lo que supone una nove­
dad, además de otras combinaciones unitarias, binarias y -
ternarias también originales. 

Las conclusiones que se derivan de la presente inves­
tigación, se expresan en el Capítulo VIII. 

(*) Significa ésto, que, partiendo de cinco rombos distin 
tos de igual arista, es posible obtener mediante las fór 
muías que se ofrecen, el sexto rombo con el que comple­
tar las seis caras distintas posibles de un rombododecae 
dro, con el que siempre podremos eguipartir el espacio. 
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I N T R O D U C C I Ó N 

JUSTIFICACIÓN 

Los poliedros son coexistentes con el concepto de e£ 
pació. Instantes posteriores a la gran explosión del Univer 
so, cuatro puntos no coplanarios definían un tetraedro, 
ocho simétricamente dispuestos podían ser vértices de un -
cubo, etc. 

La Naturaleza no ha sido ajena a estas formas y ha -
dotado, tanto a los minerales como a algunos seres vivos, 
de estructuras poliédricas. 

Es bien conocido que el sulfantimoniato sódico, la -
sal común y el aliimbre de cromo, cristalizan según tetrae­
dros cubos y octaedros, respectivamente. Los esqueletos si 
liceos de los radiolarios (seres unicelulares)Circogonia -
icosahedra y Circorrhegma dodecahedra, estudiados por Hae-
ckel, son ejemplos de perfectos icosaedros y dodecaedros. 

Conviene puntualizar que cuando-se habla creído fir­
memente en la imposibilidad de que ninguna sustancia inorgá 
nica se presentase bajo la estructura de un icosaedro, re­
sulta que el boro forma una molécula cuyos doce átomos 
están dispuestos como los vértices de un icosaedro. 

La incorporación del microscopio electrónico al estu-
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dio de los virus, ha detectado que muchos de ellos: virus 
del sarampión, herpes, la trióla iridiscente y otros, cris_ 
talizan en mácromoléculas con formas icosaédricas. 

Pocos temas como los poliedros, han tenido para el -
hombre una atracción y dedicación más constante e intensa. 
Desde que sepamos que se fistudián; por primera vez, hace más 
de 2.500 años, hasta nuestros días, geómetras, matemáticos 
y cristaiógrafos no han dejado de investigar esta parcela. 
En los ultimes treinta años se han elaborado y publicado un 
gran número de trabajos notables sobre los poliedros. 

Pero el hombre no se ha detenido en el estudio teórico de 
estas formas y ha hecho aplicación de ellos, tanto a la Arqui 
tectura como a la Ingeniería Civil. En los Apartados 1.2 y 
1,3 se citan algunos ejemplos. 

Tal persistente y prácticamente ininterrumpida dedica 
ción de geómetras, artistas, místicos, pensadores, matemáti^ 
eos, cristaiógrafos, etc., durante casi 3.000 años, al estu 
dio de los poliedros en sus múltiples manifestaciones y apli 
caciones, ha movido también nuestra curiosidad hacia un uni­
verso de formas, en el que cuanto más se profundiza, más di_ 
fícil es ver sus fronteras, A partir del análisis de los -
cinco cuerpos de Platón, los trece de Arquímedes y los equi 
faciales, el interés se va extendiendo a todo tipo de gene­
ralizaciones. Así, Freudenthal y Van der Waerden (1947) ago 
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tan el tema de los, poliedros convexos con caras triángulos 
equiláteros, Zalgaller dedica su atención a los poliedros 
convexos cuyas caras son polígonos regulares. Coxeter, Lon 
guet-Higgins y Miller realizan un estudio exhaustivo de -
todos los posibles poliedros (convexos y no convexos) cuyas 
caras son polígonos regulares (convexos y estrellados) y a 
los que se designa con el nombre de poriedros uniformes. 

Intimamente ligado con el conocimiento en profundidad 
de los sólidos limitados por caras planas se desarrollan los 
temas de la equipartición y la compactación del espacio. Co 
nocida y ampliamente estudiada la forma de llenarlo con po­
liedros regulares y arquimedianos por repetición de sí mis­
mos, se hacen interesantes estudios de combinaciones de dos 
o más de estos cuerpos intentando establecer un orden en el 
espacio. Así, Keith Critchlov? en un admirable trabajo, agota 
el tema del encaje de estos cuerpos sin dejar huecos que se 
res-ume en una interesante lámina de su publicación, "Order 
in Space". 

Al alimentar nuestra curiosidad hacia este interesante 
mundo de los poliedros y sus aplicaciones, empezaremos a des 
cubrir campos aún no explorados. 

Al principio, se pensó en si no se podría dividir el 
espacio de forma distinta a las conocidas. Esto nos exigía -
un conocimiento mayor del que puede encontrarse en los libros 
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de determinados tipos de poliedros. En concreto, era necesa­
rio conocer exhaustivamente las posibilidades que podían -
ofrecer los cuerpos de caras rombo. 

Nuestra dedicación a estos estudios nos hizo descubrir 
la importancia que tenía el poder relacionar entre sí a los 
ángulos que intervenían en un determinado poliedro, limitado 
por caras rombo; así como poder asegurar por medio de una -
formulación matemática, la convexidad del mismo. 

111o nos llevó a determinarlos para casos particulares 
de estos rombos: que las diagonales estuvieran en determina-, 
da proporción, o que fueran iguales (caras cuadrados). Así -
pudimos establecer una teoría ordenada. 

Puesta nuestra atención en la posibilidad de dividir -
el espacio, el estudio llevaba anejo los problemas de empa­
quetamiento de esferas o elipsoides y con ello, llegar a es­
tablecer la afirmación de que todo elipsoide puede ser alma­
cenado por medio de rombododecaedros de forma que; en general, 
cada uno de los elipsoides no será tangente a otros doce; y 
que si sus ejes cumplen unas determinadas condiciones (de las 
que dejamos constancia) , es posible empaquetarlos, tanto di^--
poniéndolos igualmente.orientados, como desigualmente orienta 
dos. 

Dentro de este núcleo de nuestra Tesis, hemos llegado 
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a un acercamiento al problema de combinaciones cuaternarias 
y quinarias de sólidos que rellenan el espacio; descubrien­
do un total de cuatro combinaciones diferentes, además de -
otras once combinaciones -unitarias, binarias y ternarias. 
El estudio sin embargo, no queda agotado dejando iniciado 
un camino cuyo final se encuentra más allá del horizonte -
que en este momento podemos ver. 

OBJETIVOS 

Los objetivos pretendidos en esta investigación son, 
fundamentalmente, cuatro: 

La determinación de las propiedades comunes a fami­
lias de poliedros con caras rombo. 

- La obtención de zonoedros singulares y particulares. 

- Empaquetar elipsoides, sean o no de revolución, en 
general, no siendo tangentes a otros doce, por .— 
poliedros no afines del rombododecaedro equifacial. 

- Posibilidad de obtener compactaciones del espacio -
por más de tres poliedros que tengan alguna particu 
laridad. 

ORGANIZACIÓN Y DESCRIPCIÓN DEL TRABAJO 

Generalmente, el desarrollo seguido durante la gesta-
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ción de una investigación no es el más apropiado para su ex 
posición, cuando ya se han obtenido resultados que permiten 
presentar el producto de una búsqueda y un constante tantear 
vías que nos conduzcan a algún descubrimiento. Este trabajo, 
que pretende presentar de forma ordenada los logros obteni­
dos en nuestros años de investigación, se ha dividido en los 
siguientes capítulos: 

En el Capítulo I, se expone, resumidamente, una visión 
general de los poliedros, sin ánimo de hacer un extenso tra­
tado sobre el tema, pero que nos va a permitir adentrarnos -
en los capítulos posteriores en los que se desarrolla propia 
mente el trabajo realizado. 

El el Capítulo II, se obtienen las relaciones que li­
gan entre sí a los ángulos que intervienen en un zonoe-
dro equilátero. Entendemos por zonoedros equiláteros, todo 
poliedro de n(n-l) caras, siendo todas rombos cualesquiera. 

En el Capítulo III, como consecuencia de la simbología 
propuesta, es preciso introducir el concepto de equivalencia 
entre zonoedros. Se estudia además, la convexidad de los rom 
bododecaedros. 

En los Capítulos IV, V y VI, se hacen múltiples aplica 
cienes de las relaciones obtenidas.en el Capítulo II. 
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En el Capítulo :IV, se demuestra que todo rombododecae 
dro de hasta seis caras diferentes (en general no es direc­
tamente afín del rombododecaedro equifacial), produce la -
equipartición del espacio; y también se obtiene el rombodo 
decaedro que permite el empaquetamiento de elipsoides, sean 
o no de revolución, pero en general, no siendo cada uno de 
estos elipsoides tangente a otros doce. 

En el Capítulo V, se realiza un estudio exhaustivo so 
bre los rombododecaedros con dos tipos de caras rombo. 

En el Capítulo VI, se obtienen todos los posibles zo­
noedros , cuyas caras rombo sean todas iguales. 

En el Capítulo VII, se estudian las combinaciones que 
permiten rellenar el espacio entre los cinco cuerpos, con -
caras rombo, cuyas diagonales están en relación áurea. 

Por fin, las conclusiones que se derivan del presente 
trabajo, se exponen en el Capítulo VIII. 
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CAPITULO I 

EVOLUCIÓN HISTÓRICA DEL CONOCIMIENTO Y ESTUDIO DE LOS 

POLIEDROS. 

Puesto que a lo largo de cuanto en lo sucesivo se 
expresa, se van a citar constantemente distintos términos 
y conceptos, conviene empezar por precisar éstos con to­
da exactitud. 

1.1.- DEFINICIONES 

Polígono : Es un circuito de p segmentos A 2 , 

A 2 A^, ..., ^ 1 uniendo pares consecuti^ 
vos de p puntos. A^, A 2 , ... A^. Los seg; 
mentes y puntos son llamados lados y vérti^ 
ees del polígono. 

Si todos los vértices son coplanarios, 
diremos que el polígono es plano, y en ca­
so contrario alabeado. 

Un polígono plano así definido represen 
ta una región simplemente conexa limitada 
por p segmentos distintos. 

"Simplemente conexa" significa que toda 
curva cerrada simple dibujada en la región 
puede ser reducida a un punto sin abandonar 
la región, es decir, que no hay agujeros 
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. o regiones vacías. 

Diremos que un polígono es convexo, cuan 
do el segmento que une dos vértices cuale£ 
quiera es interior a la región en todos sus 
puntos, o bien es uno de sus lados. 

De un polígono en el que todos los lados 
son iguales diremos que es equilátero; y -
equiángulo , si son iguales todos sus án­
gulos. 

Para p > 3 , el polígono puede ser equi­
látero sin ser equiángulo y viceversa. 

Polígono regu­
lar : Es un polígono equilátero y equiángulo. 

Al polígono regular de p lados lo desig­
naremos por {p}. 

Circunferencia 
circunscrita..: Es aquella que contiene a todos los ver 

tices de un polígono plano 

Circunferencia 
inscrita : Es aquella que es tangente a todos los 

lados del polígono plano. 
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Para p ̂  3 no todos los polígonos ten­
drán algunas de las circunferencias descri^ 
tas. 

Se puede demostrar fácilmente que todo 
polígono regular tiene circunferencia cir­
cunscrita y circunferencia inscrita. 

En base a estas definiciones, podríamos 
definir de nuevo un polígono regular como 
aquel en que su circunferencia inscrita es 
tangente en el punto medio de sus lados. 

Poliedro : Es un conjunto finito de polígonos pla­
nos, tal que todos los lados se pertenecen 
los unos a los otros, con la restricción -
de que los polígonos que JTodean cada vérti^ 
ce formen un circuito simple (al objeto de 
eliminar anomalías tales como dos pirámides 
con un vértice común), Los polígonos son 
llamados caras y sus vértices ariátas 

Diremos de un poliedro que es simple­
mente conexo, cuando toda curva cerrada -
simple dibujada sobre la superficie, puede 
ser reducida a un punto, o que todo circuí 
to de aristas rodea una región (la cual pue 
de constar de una o más caras). 
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Todo poliedro simplemente conexo satis­
face la conocida fórmula de Euler: C+V=A+2 

Fig l.U 

En la figura •'•••^A ®̂ muestran dos -
cuerpos, de los cuales el primero no cumple 
con la definición de poliedro por no ser -
sus caras superior e inferior polígonos. 

En el segundo caso es un poliedro, pero 
no simplemente conexo; y por tanto, no satis_ 
face la fórmula de Euler. 

En todo lo que sigue entenderenos por po­
liedros a los cuerpos definidos como simple 
mente conexos. 

Un poliedro será convexo, cuando el se£ 
mentó que une dos cualesquiera de sus vérti­
ces es interior al poliedro en todos sus -
puntos o bien está sobre su superficie. 
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tas del poliedro. 

Poliedro conjugado, 
dual o polar recí­
proco 

Ángulo diedro : Es el ángulo interno formado por dos caras 
que concurren a lo largo de una arista común. 

Ángulo Sólido 
en un vértice : Es el área del polígono esférico que defi­

nen la intersección de las caras que concurren 
en el vértice considerado sobre una esfera de 
de radio unidad con centro en dicho vértice. 

Todas las definiciones que anteceden son comunes para — 
toda clase de poliedros. 

A continuación, se incluyen definiciones que solamente 
son válidas para tipos particulares y especiales de poliedros. 

Esfera circun£ 
crita : Es la que contiene a todos los vértices del 

poliedro. 

Esfera inscrita: Es aquella que es tangente a todas las ca­
ras del poliedro. 

Esfera tangente a 
las aristas, inter 
resfera o esfera 
filar : Es aquella que es tangente a todas las aris 
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"de uno dado, 

Fig 1. I B 

Se obtiene trazando en primer lugar la 
interesfera del poliedro dado y a continua 
ción por cada punto de tangencia con las -
aristas las rectas a las aristas y tan 
gentes a la esfera. Estas rectas convergen' 
y constituyen las aristas del poliedro -
dual. . 

Esta definición es equivalente a que -
las caras del poliedro conjugado son los 
planos polares de los vértices del primi­
tivo respecto a la interesfera y sus ver 
tices los polos de las caras del poliedro 
origen. 

De la propia definición se desprende que 
tiene la propiedad simétrica. 

ligura verti-
cial , Si consideramos un poliedro formado por 

polígonos equiláteros (no necesariamente -
regulares) de uno o más tipos, que tenga -
esfera circunscrita y que en todos los ver 
tices concurran el mismo ntímero de caras -
igualmente dispuestas, todos los vértices 
que están unidos a un vértice V cualquie 
ra de dicho poliedro pertenecen, por 
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definición, a la esfera circunscrita al po­
liedro, pero además pertenecen a la esfera 
de centro el vértice V y radio la arista 
del poliedro y, por tanto, están situados 
en el plano intersección de ambas esferas. 

Al polígono sección que produce este 
plano en las caras que concurren en el ver 
tice V se le denomina figura verticial. 

Está claro que si no imponemos ninguna restricción a 
la definición ya dada de poliedro, se pueden formar series 
infinitas de ellos que, en principio, no van a tener ningún 
interés. Todos los poliedros fundamentales estudiados des­
de el punto de vista teórico y de los cuales se han deri­
vado interesantes aplicaciones prácticas cumplen con todas 
o algunas de las siguientes condiciones: 

Condición ^ Descripción 
1 Todos los polígonos son regulares 

2 Todos los polígonos son iguales 

3 En todos los vértices concurren el mismo nú 
mero de caras igualmente dispuestas 

4 Todos los ángulos diedros son iguales. 

1.2.-- POLIEDROS RB3ÜLARES CONVKOS 
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Si a la definición general de los poliedros convexos 
se le añade la exigencia de las cuatro condiciones citadas 
se obtienen los poliedros regulares que, como se sabe, son 
cinco. 

Cuatro de los cinco poliedros regulares convexos eran 
conocidos en el antiguo Egipto: el tetraedro, el octaedro 
y el cubo aparecen repetidamente en su Arquitectura. (De -
una exposición del British Museum parece deducirse que en 
algunos juegos, los egipcios utilizaban dados icosaédricos). 
Según Heath (1921), los etruscos construyeron un dodecae­
dro antes del 500 A.C. Estos cinco poliedros son generalmen 
te conocidos como los cuerpos Platónicos, aunque todos 
ellos fueron estudiados por los primeros Pitagóricos e in­
cluso por ei mismo Pitágoras. 

Los cinco poliedros regulares tienen esfera circuns­
crita, esfera inscrita y esfera tangente a las aristas. 

Las figuras verticiales correspondientes son polígo­
nos regulares. 

Según la notación propuesta por Schlaffi al polie­
dro regular cuya cara y figura verticial son {p} y íq} res 
pectivamente, se le denomina {p,q}. Por ejemplo, el dodeca 
edro es {5,3} , por tener caras pentágonos y en cada verti 
ce concurren tres polígonos. El icosaedro, de acuerdo con 
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esta notación es {3,5} , el cubo {4,3} el octaedro "{3,4} 
y el tetraedro {3,3} . 

Los conjugados de todos los poliedros regulares son 
los propios poliedros regulares. El tetraedro es conjuga­
do de sí mismo, el cubo y el octaedro son conjugados entre 
sí; así como el icosaedro y el dodecaedro. En resumen, el 
conjugado de {p,q} es {q,p} 

Existen múltiples interrelaciones entre los cinco s6 
lidos Platónicos. Ya Kepler en su 'Misterium Cosmographicum" 
elaboró una teoría para explicar el número de planetas co­
nocidos en su época (6), y sus distancias al Sol deducidas 
por Copérnico; pensando que, la razón de que hubiera seis 
planetas era porque había sólo cinco sólidos regulares y -
que esos cuerpos inscritos o anidados uno dentro de otro -
determinarían las distancias del Sol a los Planetas. Esta­
ba tan entusiasmado con su idea, que aunque no coincidiera 
con las observaciones de Copérnico, la elegancia y grandio 
sidad de la teoría le persuadieron de que los datos obser­
vados debían ser erróneos. Su 'Misterium Cosmographicum" -
quedó totalmente superado por los descubrimientos muy pos­
teriores de los tres restantes planetas: Urano, Neptuno y 
Plutón. 
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a Esfera de Saturno 
6 Tetraedro 
n Órbita de la Tierra 
X Octaedro 

6 C T T O 

e Esfera de Marte 
0 Icosaedro 
X Esfera de Mercurio 

Y Esfera de Jí%)iter 
C Dodecaedro 
1 Esfera de Venus 
\x Sol 

Esta figura realizada por Kepler y que aparece en su 
"Mysterium Cosmographicum", muestra las esferas de los seis 
planetas anidados en los cinco sólidos de Platón. Kepler -
propuso al duque de Württemberg construir un modelo de pla­
ta y piedras preciosas y que además serviría de cáliz ducal, 
La propuesta fue rechazada con el amable consejo de que an­
tes construyera un ejemplar menos caro. 
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Las aplicaciones prácticas de los poliedros regulares 
son numerosas, tanto a la Arquitectura como a la Ingeniería 
Civil. Recordemos dentro de las Obras arítimas los tetrá­
podos, dolos , akm.on, etc., obtenidos a partir del tetraedro 
y otros inspirados en el cubo. 

Entre los ejemplos más conocidos de nuestros días, -
puede citarse al Atomium, símbolo de la Exposición Interna 
cional de Bruselas del año 1958; que se diseñó disponiendo 
un cubo con una diagonal vertical y situando una esfera en 
cada vértice y otra en el centro. Recientemente se han -
construido viviendas unifamillares en Holanda, que en esen 
cia son un cubo con una diagonal vertical apoyado en un 
prism.a de generatrices verticales, tratando de simular un 
conjunto de árboles. 

El icosaedro y el dodecaedro encuentran su aplicación 
en las cúpulas esféricas materializadas por mallas triangu 
lares, las cuales han sido diseñadas por Richard Buckmins-
ter Fuller. Combinando tetraedros y octaedros se han dise­
ñado cubiertas planas. De estas últimas existen en nuestro 
país realizaciones de ingenieros españoles que han sido so 
luciones récord de luz en el mundo. 

De los cinco poliedros regulares, solamente con el -
cubo puede obtenerse la equipartición del espacio. 
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1.3.- POLIEDROS ARQUI4 EDI ANOS Ó EQUIÁNGULOS CONVEXOS 

Si imponemos a la definición general de los polie­
dros convexos que todas las caras sean polígonos regula­
res de dos o más tipos, y que en todos los vértices concu­
rran el mismo número de caras igualmente dispuestas; es -
decir, que satisfaga las condiciones 1 y 3, obtenemos los 
poliedros arquimedianos o equiángulos. 

Se sabe que Platón ya tuvo conocimiento de uno de -
los poliedros equiángulos con caras de dos tipos: el cu-
boctaedro. A este cuerpo y otros doce se les suele rela­
cionar con Arquimedes, aunque su libro sobre ellos se ha 
perdido. Cinco de estos trece sólidos fueron redescubier­
tos por Piero della Erañcesca (1416-1492) , cuyo manuscrito 
"Libellus de quinqué corporibus regularib.us", está en el 
Vaticano. Este tratado fue traducido al italiano por Fra 
Luca Pacioli (1509), quien añadió xjiicosihexaedro (ahora -
conocido como el rombicuboctaedro) . ISi modelo de cristal 
de este último sólido fue exquisitamente pintado por Jaco 
po di Barbari en su retrato de Pacioli, el cual puede ver­
se en el Museo Nazionale en Ñapóles. 

La más antigua enumeración .completa de los poliedros 
regulares y arquimedianos fue hecha por Kepler (1619), quiéi 
observó que la definición incluía también a los prismas con 
caras laterales cuadradas y a los antiprismas con caras la-
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terales triangules equiláteros. 

Todos los poliedros equiángulos tienen esfera circun£ 
crita y esfera tangente a las aristas; pero, tienen más de 
una esfera tangente a las caras (tantas como polígonos di­
ferentes tenga el poliedro). 

Estos poliedros que tienen una identidad incuestiona 
ble a partir de su propia definición; en ocasiones, por ra­
zones didácticas o para facilitar su exposición se les pue 
de clasificar en seis familias para poder ser obtenidos par­
tiendo de los poliedros de Platón a los que se les trunca 
y .achaflana. 

Un símbolo adecuado para este tipo de poliedros es 
(p , q?, r', s ) , el cual representa un conjunto de a{p} , 

I • I 

6{q} , yír} y 6{s} que se repite por este orden e veces. 

1° Familia.- Se puede obtener truncando los poliedros regu 
lares a " j " de la arista (en el cubo y dode 
caedro, obviamente, no es exactamente a 
puesto que deben obtenerse octógonos y decágo 
nos regulares respectivamente). 
Los cinco arquimedianos a los que se llega son: 

2 
1 - ( 3 , 6 ) - Tetraedro truncado 
2 - (3,8^) - Cubo truncado 

2 
3 - ( 4 , 6 ) - Octaedro truncado 
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4 - (5,6^) - Icosaedro truncado 
2 

5 - (3 , 10 ) - Dodecaedro truncado 

2°mmilia.- Truncando y achaflanando los poliedros regula­
res. En esta familia, las caras del poliedro -
base {p,q} se tranforman en polígonos regulares 
{2 p}. De esta forma.obtendremos: 

6 - {4, 6, 8) - Cuboctaedro truncado 
7 . - (4, 6, ICJ - Icosidodecaedro truncado 

3°.-Familia-Truncando a j de la arista los poliedros regu 
lares. Por este procedimiento se obtienen 

8 - (3,4)2 _ Cuboctaedro 
9 - (3 , 5)2 - Icosidodecaedro 

4= Familia.- La obtenemos truncando y achaflanando los polie 
dros regulares. En esta familia las caras {p} 
del poliedro base {p,q} se transforman en polí­
gonos regulares {p}. Resultan los- siguientes: 

10 - (3, 4"̂) - Rombicuboctaedro 
11 - (3, 4, 5, 4) - Rombicosidodecaedro 

5° Familia,- La forman dos series infinitas de poliedros los 
primas de Arquímedes y los antiprismas de Arquí_ 
medes. 
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6° Familia.- La constituyen dos poliedros que pueden obtener 
se, aunque no de forma sencilla, a partir del 
cubo y del dodecaedro; o bien, del octaedro e -
icosaedro. 

12 - {3^ , 4) - Cubo romo 
13 - Í3^ , 5) - Dodecaedro romo 

Todo poliedro arqúimediano que se obtenga de un {p,q} 
también puede ser obtenido de su conjugado {q,p}. 

A esta lista de poliedros equiángulos aparentemente 
completa, conocida desde la Antigüedad aunque, recuperada 
y ordenada por Kepler, se le ha añadido en nuestro siglo 
un nuevo poliedro descubierto por Azhkinuze cuyas caras y 
ángulos son iguales a los del rombicuboctaedro aunque le -
diferencia de éste la pérdida de simetría central de cua­
tro de sus vértices. 

Los conjugados de los poliedros arquimedianos son lia 
mados poliedros equifaciales, que se describirán en el pro 
ximo epígrafe. 

El icosaedro truncado, el icosidodecaedro y el dode­
caedro romo tienen mucha aplicación en la construcción de 
cúpulas esféricas materializadas por mallas triangulares, 
y en un plano mucho más popular es interesante reseñar que 
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el primero de ellos ha servido para inspirar el despiece 
del actual balón de fútbol en polígonos esféricos regulares 
iguales" de dos tipos: 20 hexágonos y 12 pentágonos de igual 
arista. 

De los trece poliedros arquimedianos (al que podría­
mos añadir el poliedro de Azhkinuze) y de las dos series in 
finitas de prismas y antiprimas, solamente dos poliedros -
producen la equipartición del espacio disponiéndoles igual_ 
mente orientados. Son éstos el troncoctaedro (ó poliedro -
de Lord Kelvin) y el prism.a hexagonal. El prisma triangular 
(n^) aunque rellena espacio no queda igualmente orientado -
y el es el cubo ya descrito al referirnos a los polie­
dros regulares 

1.4.- POLIEDROS EQUIFACIALES 

Si añadimos a la definición general de los poliedros 
convexos el que todas las caras sean iguales y que todos -
los ángulos diedros sean idénticos; es decir, que ciamplan 
las condiciones 2 y 4, se obtienen los poliedros equifacia 
les. 

Los dos poliedros equifaciles más importantes, el -
rombododecaedro y el triakont.aedro son citados por Kepler 
en el siglo XVII. 
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Todos los poliedros equifaciales tienen esfera inscri_ 
ta, esfera tangente a las aristas, y tantas esferas que con 
tengai a sus vértices como vértices de distinto tipo tenga -
el poliedro. 

Existen trece poliedros equifaciales correspondiéndo­
se uno a uno con los poliedros arquimedianos; además del ca 
so singular del conjugado del poliedro de Azhkinuze. 

Los conjugados de los poliedros equifaciales son, -
evidentemente los poliedros arquimedianos. 

De los trece poliedros equifaciales y el conjugado -
del poliedro de Azhkinuze solamente un poliedro produce la 
equipartición del espacio. Este poliedro es el rombodode­
caedro. 
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En las páginas que siguen, se ofrecen, agrupados, ca 
da uno de los trece poliedros arquimedianos y el de Azhki-
nuze junto con sus equifaciales conjugados; emparejando en 
cada hoja, cada uno con su dual y recogiendo junto a ellos 
alguno de sus elementos más característicos. 

Estos elementos son para los poliedros arquimedianos: 

c. V A A 

={r) ^ípKq} ^{p}{r} ̂ {q}{r} ={r) 

donde: G^^j = número de caras {p} 

•^{p}{q} ~ número de aristas compartidas por un {p} 
y un {q} 

^{p}{q} ~ ángulo diedro formado por una cara {p} y 
una cara { q̂ } 

R = radio de la esfera circunscrita 

p = radio de la esfera tangente a las aristas. 
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Para la definición de los últimos elementos conside­
raremos igual a la unidad la arista del poliedro arquimedia 
no. 

Los elementos considerados para los poliedros equifa 
ciales son: 

c. . A 

^i V. 3 

donde = número de vértices en que concurren i caras 

6 = ángulo diedro entre dos caras adyacentes del po 
liedro 

Definición de la cara del poliedro 
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TETRAEDRO TRUNCADO 

c V A 

{̂6} {̂3} {6} ̂{6} {6} 
4 4 12 6 

8 12 18 

&Q}{e} ^ cos(-j) 109° 28' 16" 

{̂6} {6}^ are eos 70° 31' 44" 

R = 

3/7 p = _ ^ 

TRIAKISTETRAEDRO 

c V A 

12 
^3 ^6 

18 12 4 4 18 

12 8 18 

6 = are eos(-rJ^) = 129° 31' 16" 

A - 112° 53" 8" 
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CUBO TRUNCADO 

c V A 

{̂3} {̂3} {8} {̂8} {8} 
8 6 24 12 

14 24 36 

ó̂ 3j{gj = are cos(-^) = 125° 15' 52" 

{̂8}{8} = 50° 

R = I /7 + 4/1 
p = I (2 + 

TRIAKISOCTAEDRO 

c V A 

^3 ^8 
24 8 6 36 

24 14 36 

6 ^ 147°-21' 

A 117° 15' 18" 
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OCTAEDRO TRUNCADO (POLIEDRO DE LORD KELVIN) 

c V A 

{̂4} {̂6} {̂4} {6} {̂6} {6} 
6 8 24 24 12 

14 24 36 

^{éie} ^ eos (--y) = 125° 15- 52" 

{̂6} {6} = cos{-^) s 109° 28« 16"' 

R = /lo 

p = 1,5 

TETRAKISHEXAEDRO 

c V A 

24 
^4 ^6 

36 24 6 8 36 

24 14 36 

6 - 143° 7' 48" 

A Sí 83° 37' 

B = 48° 11' 30" 
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ICOSAEDRO TRUNCADO 

c V A 

^̂{6} 
60 

B̂}{6} {̂6} {6} 
12 20 60 60 30 

32 60 90 

/I5 
'{5} {6} = .arc c o s ( - ^ /3+^) ̂  142° 37' 21" 

Ŝ ĝ ĝ̂  = 2 are s e n ( ^ ) ¿138° 11' 23" 

VIO + 9<i> 

3é 
p = 

PENTAKISDODECAEDRO 

c V A 

60 
^5 ^6 

90 60 12 20 90 

60 32 90 

6 ^ 156° 43' 7" 

A - 68° 37' 8" 

B - 55° 41« 26" 
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DODECAEDRO TRUNCADO 

c V A 

^ao} {̂3} {LO} ̂Ü.0}{10} 
20 12 60 60 30 

32 60 90 

'{3}{10} cos(-í^/3 + 4<j))=:142° 37' 21" 

%.0}ao} ^ are sen(-^/5~+^) ==116° 33' 54" 

R = /II + 154) 

P = - 1 + 3# 

TRIAKISICOSAEDRO 

c V A 

60 
^3 ^10 

90 60 20 12 90 

60 32 90 

6 - 160° 36' 45" 

A ^ 119° 3' 

B - 30° 28' 30" 
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CUBOCTAEDRO TRUNCADO 

c V A 

^{4} ^{6} ^{8} 

48 

^{4} {6} ^{4} {8} ^{6} {8} 

12 8 6 48 24 24 24 

26 48 72 

^{4}{6} ^ eos (--y) = 144° 44- 8" 

/7 
{̂4} {8} " cos(—^) = 135° 

^Í6}{8} cos{-y) = 125° 15' 5 2 " 

R = I /13 + 6/2" 

= i i^l2 + 6/1 

HEXAKISOCTAEDRO 

c V A 

48 

^4 ^6- ^8 

72 48 12 8 6 72 

48 26 72 

6 = 155° 4' 56 II 

A ^ 87° 

B - 37° 
A 

C Sí 

Ac 

55° 
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IcosíDODECAEDRO TRUNCADO 

C V A 

{̂i:o> 
120 

^{4} {6} "̂ {4} {10} ^{6} {LO} 

30 20 12 120 60 60 60 
62 120 130 

'{#{6} = are c o s { ~ <i>) - 159° 5' 41" 

{4} {1.0} = are cos{~>/2+i")- 148° 16' 57" 

6̂ gĵ Qj = arc cos{-j^/3+I?) = 142° 37' 21" 

R = I /19 + 24i|> 

HEXAKISICOSAEDRO 

c A 

120 

^4 ^6 '̂lO 

180 120 30 20 12 180 

120 62 180 

6 - 164° 53' 17" 

A = 88° 59' 31" 

B K 58° 14' 17" 

C = 32° 46' 12" 
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CUBOCTAEDRO 

c V A 

{̂4} 
12 

0̂} {4} 
8 6 12 24 

14 12 24 

'̂{3}{4} ^ cos(-y^)= 125° 15' 52" 

R = 1 

o - ^ P = - o -

ROMBODODECAEDRO 

c V A 

12 
^3 

24 12 8 6 24 

12 14 24 

6 = 120° 

Las caras son rombos cuyas diago­
nales están en la relación /2 . 

A=arc cos(-j)= 109° 28' 16" 

B=arc cos(j) =: 70° 31' 44" 
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ICOSIDODECAEDRO 

c V A 

30 
{̂3} © 

20 12 30 60 

32 30 60 

'{3}© 

R = 4» 

/15 = are cos(-íj^/3+4^) =142° 37' 21" 

p = •3 -f 4^ 

TRIAKONTAEDRO 

c V A 

30 
^3 

60 30 20 12 60 

30 32 60 

6 = 144° 

Las caras son rombos cuyas diago 
nales están en relación áurea. 

A = are cos(-~) = 116° 33' 54" 

B = are eos (^) =: 63° 26' 6" 
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ROMBICUBOCTAEDRO 

'{3} {4} 

•{4} {4} 

c V A 

{̂4} {̂3} {4} ^Í4H4} 

8 18 24 24 24 

26 24 48 

= are eos (-í> = ; 144° 44' 8" 

= are eos (-f, ̂  = 135° 

R = 

p = 

^5 + 2/2 
2 

+ 2/2 

IcosíTETRAEDRO TRAPEZOIDAL 

c V A 

24 
^3 ^4 

48 24 8 18 48 

24 26 48 

6 = 138° 6' 34" 

A ^ 81° 34' 44" 

B = 115° 15' 48" 
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ROñBICOSIDODECAEDRO 

c V A 

{̂4} 
60 

%{4} 
20 30 12 60 60 60 

62 60 120 

/3 
1̂3ĵ ĵ = are c o s ( ~ <}> ) =? 159° 5' 41" 

'{4}© = are eos 148° 16' 57" 

R = /7 + 8(j) 

p = ^ v̂ 3 + 44» 

HEXAKONTAEDRQ TRAPEZOIDAL 

c V A 

60 
^3 ^4 

120 60 20 30 12 120 

60 62 120 

A =¡ 67° 46' 59" 

B - -86° 58» 27" 

C =í 118° 16' 7" 
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CUBO ROMO 

c V A 

{̂3} {̂4} {̂3} {3} ̂{3} {4} 
32 6 24 36 24 

38 24 60 

{̂3}{4} =̂  1^2° 59-

R s 1,3436 

p í= 1,2472 

ICOSITETRAEDRO PENTAGONAL 

c V A 

24 
^3 ^4 

60 24 32 6 60 

24 38 60 

6 ^ 136° 20' 

A = 80° 45' 6" 

B ^ 114° 48» 43" 

Los lados BE 
son iguales 
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DODECAEDRO ROñO 

c V A 

60 
{̂3}{3} ^{3}{S 

80 12 60 90 60 

92 60 150 

*{3}{5} ̂  152° 55' 53" 

R =í 2,1556 

p =í 2,0969 

HEXAKONTAEDRO P E N T A G O N A L 

c V A 

60 

^3 ^5 

150 60 80 12 150 

60 92 150 

6 = 153° 10' 24" 
A 

A ^ 67° 28' 

B 118° 8' 

3 Los lados BB son 
iguales. 
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POLIEDRO DE AZHKINUZE 

c V 

{̂4} {̂4114} 
8 18 24 ' 24 24 

26 24 48 

'̂{3}{4} " cos(-^) = 144° 44' 8" 

5 {4} {4} = cos{-^) 135° 

p =• 

^5 + 2/2 
2 

+ 2/2" 
2 -

CONJUGADO D E L POLIEDRO DE AZHKINUZE 

c V A 

24 
^3 ^4 

48 24 8 18 48 

24 26 48 

6 - 138° 6' 34" 

A = 81° 34' 44" 

B ~ 115° 15' 48" 
A 
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Por último, ordenamos los poliedros regulares, arquime 
dianos y equifaciales de caras rombo de acuerdo con la rela-

2/3 
ci6n 1= Superficie/(volxmíen) ' . 

Evidentemente el mínimo valor de I se consigue con la 
esfera, que es el cuerpo que encierra un determinado volximen 
empleando la mínima envoltura. 

Recorriendo la lista de abajo hacia arriba, los polie­
dros considerados, quedarían ordenados con valores decrecien 
tes de I, lo cual nos indica que a medida que avanzamos en -
dicho sentido, obtendremos poliedros cuya estructura se en­
cuentra más cercana a la esfera. 

El valor de I representa la superficie necesaria para 
encerrar una unidad de volumen. 

El valor de I/I_ expresa la relación entre la superfi-
cié de un poliedro y la de la esfera que encierra el mismo -
volumen. 
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Poliedro Símbolo 1=5/(Vo 1)2̂ -̂  

Esfera 4,8360 1,0000 
Dodecaedro íromo (3^,5) 4,9248 1,0184 
Rombicosidodecaedro (3,4,5,4) 4,9380 1,0211 
Icosidodecaedro truncado (4,6,10) 4,9840 1,0305 
Icosaedro truncado (5,5^) 5,0024 1,0344 
Cubo romo (3^4) 5,0106 1,0361 
Triakontaedro 5,0328 . 1,0407 
Rombicuboctaedro (3,4^) 5,0690 1,0482 
Icosidodecaedro (3,5,)^ 5,0869 1,0519 
Cuboctaedro truncado (4,6,8) 5,1275 1,0603 
Icosaedro {3,5} 5,1480 1,0645 
Dodecaedro truncado (3,10^) 5,2216 1,0797 
Dodecaedro {5,3} 5,3126' 1,0986 
Octaedro truncado (4,62) 5,3146 1,0990 
Cuboctaedro (3,4)? 5,3437 1,1050 
Rombododecaedro 5,3467 1,1056 
Cubo truncado (3,8^) 5,6925 1,1771 
Octaedro {3,4} 5,7190 1,1826 
Cubo {4,3} 6,0000 1,2407 
Tetraedro truncado (3,6^) 6,2370 1,2897 
Tetraedro {3,3} 7,2055 1,4900 
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1.5.- POLIEDROS UNIF0R4ES 

Si se obliga en la definición general de los polie­
dros {en general, no convexos) a que todas las caras sean 
polígonos regulares (los cuales no tienen por qué ser con 
vexos) de uno o más tipos; y, que en todos sus vértices con 
curran el mismo número de caras igualmente dispuestas, se 
obtienen los poliedros uniformes. 

En el caso particular de que todas las caras sean 
iguales, obtenemos los poliedros regulares (convexos y es- , 
trenados). 

Junto a los cinco cuerpos de Platón, los trece arqui­
medianos, el poliedro de Azhkinuze, los cuatro poliedros e£ 
trenados regulares de Kepler (1619) y Poinsot (1810), y de 
las familias infinitas de prismas y antiprismas, hay por lo 
menos otros cincuenta y tres; cuarenta y uno de los cuales 
fueron descubiertos por Badoureau (1881) y Pitch (1881). Los 
doce que faltaban fueron descubiertos por Coxeter yfliller 
entre 1930 y 1932, pero la publicación fue pospuesta a la -
espera de obtener una demostración de que la serie estaba -
completa. 

Por fin, en 1953, se dio a conocer el conjunto de los 
poliedros uniformes sin haber conseguido alcanzar su propó­
sito de acompañarlos con una demostración rigurosa de que -
no existían más que los que se ofrecían. 
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La enumeración de los poliedros uniformes está basa­
da en una aplicación sistemática de la construcción de — 
Wythoff's a todos los posibles triángulos de Schwarz. To­
dos, excepto uno de los poliedros, pueden ser obtenidos de 
esta manera. 

En las págimas que siguen, se ofrecen los cincuenta 
y tres poliedros uniformes a los que nos hemos referido. 

/ / 
\ / 
v:— 

'y^^. " 4^ 7 \ í \ 
V ^ 2. . - Z _ - — ^ 
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. A ; / J\ : > r : 
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X ^ ' \ / ' \ \ 

\ - V / / \ v i 

<• : : / / / / / > \ \ 1 

1/ 
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\,/ '^r-

X 
•X 

A . - ' , ; J . v . ^ 
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:;>—-„ /A } 

/ 
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1.6.- POLIEDROS CONVEXOS CON CARAS REGULARES 

Si a la definición de poliedros convexos añadimos 
que todas las caras sean polígonos regulares; es decir, la 
primera condición, estaremos en presencia de los poliedros 
convexos con caras regulares. 

El planteamiento de obtener poliedros convexos con 
caras polígonos regulares aparece en 1946, cuando desde 
Tashkent, L. Esaulova envía un manuscrito al Departamento 
de Geometría de la Universidad de Leningrado, en el cuál -
exponía la problemática de la forma de los poliedros con­
vexos con caras regulares. La dirección de L. Esaulova — 
permaneció desconocida a pesar de las investigaciones de 
la Oficina de Direcciones de la ciudad de Tashkent. En su 
manuscrito presentaba una tabla de posibles tipos de vérti 
ees y los diagramas esquemáticos de un número de poliedros. 

Las figuras no hacían un estudio exhaustivo de todos 
los poliedros. Una considerable parte de ellos eran erró­
neos y cuando fueron pegados los desarrollos correspondien 
tes se vio que no correspondían a poliedros con caras regu 
lares. 

Viktor A. Zalgaller ayudado por muchos colaboradores 
y personas interesadas en el tema, desarrolló y publicó en 
1966 el trabajo completo cuyas conclusiones fundamentales 
fueron: 
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- Además de'los primas H^, . .. y de los antipris­
mas A^, Aj, ... existen'sólo 28 poliedros simples de 
caras regulares. Se dice que un poliedro de caras -
regulares es simple si no puede ser descompuesto en 
dos poliedros de caras regulares por un plano. 

- Dejando aparte primas y antiprismas, poliedros re­
gulares y arquimedianos existen sólo 92 poliedros 
convexos de caras regulares. 

Este trabajo engloba como caso particular a los cin­
co deltaedros que no son poliedros regulares. 

En la literatura especializada se ha aceptado el nom 
bre de déltaedro a aquellos poliedros convexos cuyas caras 
son exclusivamente triángulos equiláteros. 

Solamente hay ocho deltaedros convexos, los de 4, 6, 
8, 10, 12, 14, 16 y 20 caras. Como se observa en esta serie 
de números pares falta el déltaedro de 18 caras. La demos­
tración de que solamente existen ocho deltaedros convexos 
no fue conocida hasta el año 1947, año en que fue publica­
da por B.L. Van der Waerden y Hans Freudenthal en el núme­
ro 25 de la revista Simón Stevin (págs. 115-121) bajo el -
título "Over een bewering van Euclides" 

A continuación se reúnen las representaciones gráfi­
cas de los 28 poliedros simples de caras regulares y de los 
8 deltaedros. 
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M, Mi 

M '•lio Mu M 12 

M 1 3 M u . M 15 

M 19 M20 
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^21 M j 2 23 M 24 

25 Mil 

Fig. 1-6^. Los 28 poliedros simples de caras regulares 

¿ CARAS S CARAS í CARAS W CARAS 

!2 CAms f4 CARAS }6 CARAS 

Fig i-6e LOS OCW D£LTA£DROS 

20 CARAS 
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1.7.- ZONOEDROS 

La definición más simple y la que en principio se da 
de un zonoedro es la de un poliedro convexo cuyas caras -
son paralelogramos. 

La teoría general de estos cuerpos es debida al cris­
taiógraf o ruso E.S. Fedorov. 

Si n es el número de direcciones diferentes en que 
se hallan las aristas, no es difícil demostrar que un polie 
dro así definido tiene, n(n-l) caras, 2n(n-l) aristas y 
n(n-l) + 2 vértices. 

.Dirojciones Caras Vértices Aristas 

3 6 8 12 
4 12 14 24 
5 - 20 22 40 
6 
• 

30 
• 

32 
• 

60 
• 

• 

n 
• 

n(n-l) 
• 

n(n-l) + 2 
• 

2n(n-l) 

Una estrella se define como un conjunto de n segmen 
tos con un punto medio común, y diremos que es no singular 
si ninguna terna de segmentos son coplanarios. Se puede com 
probar que todo poliedro convexo formado por paralelogramos 
determina una estrella no singular, teniendo un segmento por 
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cada conjunto de 2(n-l) aristas paralelas. 

Fig. 1.7^ 

Inversamente, la estrella determina el poliedro. Sean 
n vectores e^ , € 2 ••• representados por los segmentos 
de la estrella (con un sentido definido sobre la dirección 
de cada uno de los segmentos). 

Las varias sumas de estos vectores sin repetición 

E e^ (x^ = 0 0 1 ) 

conducirá de un punto dado a un conjunto de 2 " puntos no 
necesariamente todos distintos. El más pequeño cuerpo convexo 
que contiene a todos estos .puntos (en la superficie o en el 
interior) es un poliedro cuyas aristas son paralelas a los 
vectores e^. Si la estrella es no singular, las caras son pa-
ralelogramos. 



- 62 -

En el caso de que la estrella sea singular, transfor 
mará algunas caras del poliedro en polígonos de 2p lados 
(p > 2) y cuyos lados opuestos seráiparalelos; por tanto, 
generalizaremos la definición de zonoedro y llamaremos zo­
noedro general a todo poliedro convexo cuyas caras (incluso 
no siendo polígonos regulares) tienen simetría central. Es­
ta definición agrupa tanto a los zonoedros que proceden de 
estrellas no singulares como a los' formados a partir de -
estrellas, singulares. 

Hay que tener en cuenta para estos últimos, en la ex­
presión que da el número de caras, que cada polígono de 2p 
lados ocupará el lugar de (̂ ) paralelogramos. . 

De acuerdo con el teorema de Alexandroffque dice: 
"S¿ toda, cafta de. un potltdto aonvzxo tltno. ¿¿m2.tfLla ce.ntn.aZ, 

también la tzndn.d z¿ polltdKo", (él recíproco de este teore 
ma es falso) se puede asegurar que todo zonoedro general -
tiene simetría central. 

Zonoedro equilátero, es todo aquel que procede de es­
trellas (singulares o no singulares) cuyos segmentos sean -
iguales. 

. Zonoedro polar, es todo aquel determinado por una es­
trella, que para n par une vértices opuestos de un prisma 
n-gonal (n̂ ) y para n impar une vértices opuestos de un -
antiprisma n-gonál (A^). 

http://ce.ntn.aZ
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De las propias definiciones se deduce que todo zonoe-
dro polar es equilátero (lo recíproco no es cierto), sus -
n (n-1) caras seráirombos y estarán distribuidos de la siguien 
te forma: n rombos iguales rodeando un vértice? otros n rom 
bos debajo, iguales entre sí, pero en general, diferentes a 
las anteriores y así sucesivamente; en total, (n-1) conjuntos 
de n rombos, terminando con aquellos que rodean el vértice 
opuesto. 

Del conjunto de los cinco cuerpo Platónicos, los trece 
arquimedianos y sus trece conjugados equifaciales, solamente 
seis poliedros <si exceptuamos los 1̂ 2̂ )̂ , responden a la def i 
ñiciónde zonoedro. Son éstos: 

1.- El cubo (caras cuadrado) • 
2.- El octaedro truncado o poliedro de Lord Kelvin 

(caras cuadrados y hexágonos regulares). 
3 , . - El cuboctaedro truncado (caras cuadrados, hexágonos 

regulares y octógonos regulares). 
4.- El icosidodecaedro truncado (caras cuadrados, hexá­

gonos regulares y decágonos regulares). 
5.- El rombododecaedro (caras rombo) 
6.- El triakontaedro (caras rombo) 

• Es oportuno destacar que los cinco cuerpos topológica-
mente diferentes que equiparten al espacio permaneciendo -
igualmente orientados son zonoedros. (Haremos.referencia ex­
presa a ello en el próximo apartado) 
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Conviene señalar, por último, que todo zonoedro que 
procede de una estrella no singular puede ser descompuesto 
en Ĉ ) paralelepípedos. 

1.8.- DISTINTAS FORMAS DE RELLENAR EL ESPACIO Y LA EQUI­
PARTICIÓN DEL MISMO. 

Entenderemos que un número finito de cuerpos convexos 
(al objeto de evitar que se pueda descomponer el espacio en 
infinitos cuerpos diferentes y ser recompuesto similarmente 
a como se hace con un puzzle plano), es capaz de rellenar -
el espacio, cuando se pueden acoplar unos a otros indefini­
damente en las tres direcciones del espacio sin dejar huecos 
o intersticios entre ellos. 

Si existe una combinación de cuerpos tal que rellene 
el espacio, también lo rellenará cualquier otra que proceda 
de la anterior por transformación proyectiva afín de todo -
el conjunto. 

Por tanto, desechamos cualquiera de las infinitas com­
binaciones que procedan por transformación afín de una com-
pactación base o primaria. 

Además, se les suele imponer a todos los poliedros que 
intervienen en una combinación que rellena espacio, el que 
permanezcan igualmente orientados. 
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En consecuencia, diremos que se produce la equiparti­
ción del espacio cuando interviene un sólo tipo de poliedro y per-' 
manecen él y todos sus iguales, idénticamente orientados. 

El primer estudio riguroso sobre la partición del es­
pacio se debe a E.S. Fedorov quién en 1885 publicó un traba 
jo en que daba a conocer los posibles poliedros que por yux 
taposición de individuos idénticos o enantiamorfos pueden 
llenar el espacio sin intersticios, a los cuales llamó este 
roedros. 

Numerosos autores continuaron el estudio de este proble 
ma geométrico, especialmente Alexandroff, Andreini, Barlow, 
Chaundy, Delaunay, Engeihardt, Heesch , Keller, Lord Kelvin, 
Nowacki, Reinhardt, Schubnikow, Steinitz, Tertsch y el pro­
pio Fedorov. Sin que esta bibliografía sea completa, hace -
ver de todos modos el interés que ha suscitado este problema 
entre los geómetras, matemáticos y cristalógrafos de fines 
del siglo pasado y primera mitad de éste. 

Con las restricciones que acabamos de hacer, la equi­
partición del espacio solamente se puede hacer por medio de 
cinco poliedros topológicamente diferentes, a saber: 

- El cubo 
- El prisma hexagonal 
- El octaedro truncado o poliedro de Lord Kelvin 
- El rombododecaedro 
- El rombododecaedro alargado 
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CU30 PRISMA 
HEXAGONAL 

OCTAEDRO 
TRUNCADO 

Fig. 1.<5A 

ROMBODODECAEDRO R0H30DODECAE DRO 
ALARGADO 

Con las mismas restricciones solamente existen cuatro 
combinaciones de dos cuerpos diferentes que permiten relle­
nar el espacio y son los que se esquematizan a continuación: 
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Existen otras combinaciones de dos cuerpos diferentes 
que permiten compactar el espacio; pero, con la pérdida de 
la igualdad de orientación de alguno de los poliedros. 

Sin duda, la más importante de éstas es la que combi­
na tetraedros y octaedros, ya citada en las aplicaciones de 
los poliedros regulares a las cubiertas planas. 

Si se siguen manteniendo las condiciones anteriores, 
ya no existen combinaciones de más de-dos cuerpos que permi^ 
tan rellenar el espacio, aunque si eliminamos la restricción 
de que los cuerpos queden igualmente orientados, existen ocho 

combinaciones de tres poj-iedros diferentes (regulares y 
arquimedianos) que son capaces de rellenar el espacio. 

En las páginas siguientes, se ofrecen estas ocho comb_i 
naciones ternarias, junto con los poliedros que las forman. 

Con cuanto antíc.e.de., ¿e /teáume y txtKacta e£ e.stado -
actual dtl conoclmltnto ¿ob^e. loé pol¿(idh.o& conve.xo¿, la¿ -

^o^maé d& Azllznan. o tqulpantln. ti t&paclo y la¿> aplZcacZo-

nc¿> que. de. elloi ¿e de^Ávan 
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1.9.- CONCLUSIONES 

- Solamente existen cinco poliedros topológicamente -
diferentes que equiparten el espacio. 

- Son posibles cuatro combinaciones binarias de polie 
dros que rellenen el espacio y en el que todos los 
sólidos permanezcan igualmente orientados. 

- Hay ocho combinaciones ternarias de poliedros regu­
lares y arquimedianos que permiten rellenar el espa 
ció sin quedar igualmente orientados. 

(Estado actual del conocimiento). 
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El objetivo que se trata de alcanzar en el presente 
lio es relacionar ent: 

grar los fines siguientes; 
capítulo es relacionar entre sí estos ángulos, para lo-

- Definir un zonoedro cualquiera a partir de las caras 
no relacionadas entre sí. 

- Deducir las propiedades comunes intrínsecas en estos 
zonoedros. 

- Obtener los zonoedros singulares o particulares. 

CAPÍTÜLO I I 

OBTENCIÓN DE LAS RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS ( 2 ) 

ÁNGULOS. QUE INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS PROC£ 

DENTES DE ESTRELLAS NO-SINGULARES FORMADAS POR N SEGMEN­

TOS IGUALES/ PARA VALORES DE N=3, N=4/ N=5, N=6. 

2.1.- PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA 

De lo ya dicho en el punto 1.7 se desprende fácilmen­
te que partiendo de una estrella no singular formada por -
n segmentos iguales se obtiene un zonoedro de nCn-1) ca­
ras rombos. Por gozar de simetría central, el número máxi­
mo posible de caras rombo diferentes será (j) y los ángulos 
que las definen serán los que formm entre sí los n segmen 
tos de la estrella tomados dos a dos. 
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2.2.- RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS ÁNGULOS QUE ÍNTER 
VIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS PROCEDENTES DE ES 
TRELLAS NO-SINGULARES FORMADAS POR TRES SEGMENTOS 
IGUALES. 

A partir de una estrella no-singular formada por tres 
segmentos iguales se obtiene un zonoedro equilátero compue£ 

to de 6 caras rombo. Debido a 
la simetría central del zonoe­
dro el número máximo posible -
de caras rombo diferentes será 
3 y los ángulos que las definen 
serán los que forman entre sí -
los 3 segmentos de la estrella 

^ o tomados dos a dos. No existe -Fig 2.24 
correlación alguna entre estos ángulos; y todos los cuerpos 
así obtenidos son los conocidos bajo el nombre de rombohexae 
dros, cuerpos afines del cubo, y por tanto, triviales. 

2.3.- RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS SEIS ÁNGULOS QUE 
INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS PROCEDENTES 
DE ESTRELLAS NO SINGULARES FORMADAS POR CUATRO SEG­
MENTOS IGUALES. 

Definida la estrellan© singular formada por cuatro -
segmentos iguales se obtiene el zonoedro equilátero compue£ 
to de 12 caras rombo. Denominaremos a estos poliedros con -
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el nombre genérico de rombodo-
decaedros. Por tener simetría 
central cada cara será igual 
a la opuesta y por tanto el -
número máximo posible de caras 
rombo diferentes será seis y 
los ángulos que definen dichas 
caras serán los que forman en 

tre sí los cuatro segmentos de la estrella tomados dos a -
dos. Estudiemos a continuación la relación existente entre 
estos seis ángulos. 

Fig 2.3, 

Sean 3̂ Y 4̂ vectores unitarios dirigidos se­
gún los cuatro segmentos que forman la estrella, y sean: 

Fig 2.3s 

a . . ->• afigulo formado por los 
vectores ^. y V. 

1 J D 

Adoptemos la simbología 

a 1,2 a 2,3 •̂ 3,4 °'4,1 
a i,3 a 2,4 

para expresar el rombododecae­
dro que aparece en la fig. 2.3^; donde se han tomado: 

"̂ 1 2 "̂ 2 3 "3 4 °'4 1 ®^ sentido horario y por este or­
den, observados desde el exterior 
del vértice donde concurren. 
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2 ®s ®1 ángulo que forma triedro con '^i 2 ^ ''^2 3 
o bien con "3 4 Y ^̂ 4 1 

^ es el ángulo que forma triedro con «2^3 y «3 4 
o bien con y 2 

Tomemos O como origen de coordenadas y como, plano 
yz el definido por los vectores y El eje X será 
J _ a este plano por el punto O . Por ejes y, z, tomaremos 
las bisectrices de y ' 

a. 
' Vĵ íO,.̂  - s e n - ^ , ^cos-i^} 

a 1,3 a 1,3. ^3(0, s e n - ^ , -cos-^^} 

•^l+b^+c^ 

Fig 2.3c 

Podemos, tomar como 
1 el primer coseno direc 
tor de ^̂ 2» tenemos 

la seguridad de que nunca va a tomar el valor cero? ya que 
en ese caso, sería coplanario con y ¥3 y la estrella 
serla singular. 

^l'^2 = «1,2 ' - 7 ̂
 sen ^ eos -4^ = ,cos a, ^ 

i ¿ í,¿ 
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^2'^3 = "2,3 ' b sen - eos % ^ = eos a 2,3 

2c "l 3 

Sumando m. a m.: eos —̂f— = (cosa^ ^ + cosa^ ,,) 

^ 1 = 

/l + b2+ c2 

cosa^ 2 cosa2 3 

a 2 eos 1,3 

b " 1 3 Restando m. a m.: 2 — sen — = ^ = eosa^ , - cosa- ^ 
^ 2 ¿,ó l,¿ 

/l + 

cosa2^3 - cosa.^^2 
a 2 sen 1,3 

2 2 ícosa^ 2+cosa2 ^ (posa.^ ^-eosa^ 2 ) 

2 " 1 3 
4 c o s ^ - i f ^ 

2 " 1 3 
4 sen^ 

Operando de la misma forma para el vector 

B 
l /l + B^ + C2 >̂  

V4,V, = a,^^ ; ^ sen ^ a 
eos eos a 4,1 

^ 3 ' ^ = " 3 , 4 ' ^ s e n ! 4 ^ C " 1 3 oos -iî i = eos a 3 , 4 
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Sumando m. a m.: C 3 - 2 — eos — ~ ~ - eos a- . + eos a- . ¿ 3,4 4,1 

C 2 = 
cosa^ ^ + cosa^ ^ 

"l 3 
2 eos 

B 3 Restando m. a m.: 2 sen—K^=cosa_ . - eosa. , 5—5" 2 3,4 4,1 
U+B 

b 2 = B 
^1 + B^+ 

eosag^^ - ^°^"4,1 
a 2 sen 1,3 

^2 = 1 -
(cosa2 ^+cosa^ 

J. 

4 eos 2 °'l,3 
(cosa^ ^-cosa^ ^) 

4 sen'̂  
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2.4.- RELACIONES QOB LIGAN ENTRE SI A LOS DIE2 ÁNGULOS QUE 
INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS PROCEDENTES 
m EST.RELLAS HO-SINGOIARSS FORMADAS POE CINCO SESSEli 
TOS IGUALES. 

Definida la estrella no singular formada por cinco -
segiaentos iguales se obtiene el zonoedro equilátero compues ' 

to de veinte caras rombo. De 
nominaremos a estos poliedros 
con el nombre^ genérico de rom 
boicosaedrca.. por tener sime­
tría central cada cara será -
igual a la"opuesta j por tan 
to el número máximo posible de 
caras rombo diferentes será -
diez y los ángulos que definen 
dichas caras serán los que for 
men entre si los cinco segmen­

tos de la estrella tomados dos a dos. Estudiemos, a continua­
ción la relación existente entre estos diez ángulos 

Sean f ^ , ^ 3 ' ̂ 4 Y '̂ 5 vecto 
res unitarios dirigidos según 
los cinco segmentos que forman 
la estrella y sean: 

^±ti ángulo formado por Ios-
vectores y f ^ 

FIg lAg 
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Adoptemos la simbología: 

H,2 " 2 , 3 " 3 , 4 " 4 , 5 " 5 , 1 

" 1 , 3 " 2 , 4 " 3 , 5 " 4 , 1 " 5 , 2 

para expresar el romboicosaedro que aparece en la fig. 2 . 4 ^ ; 

donde se ha tomado: 

"l 2 " 2 3 " 3 4 " 4 5 " 5 1 ®^ sentido horario y por este or­
den observados desde el exterior 
del vértice donde concurren. 

« 1 , 3 
es el ángulo que forma triedro con 

" 1 , 2 
y « 2 , 3 

" 2 , 4 

II II II II II 11 •1 

" 2 , 3 
y " 3 , 4 

^ ^ 3 , 5 

II II II II II II II 

" 3 , 4 
y 

" 4 , 5 

" 4 , 1 

II II II II II 11 II 

" 4 , 5 y ° ^ 5,l 

" 5 , 2 
n II II II II II II 

« 5 , 1 
y 

" 1 , 2 

Ahora podemos optar por tomar un camino semejante al 
recorrido para los rombododecaedros y que a través de peno 
sos y engorrosos cálculos ncs conduciría al resultado bus­
cado; pero si, observamos detenidamente un romboicosaedro, 
vemos que hay cinco bandas octogonales que lo recorren; 
siendo las generatrices de cualquiera de ellas paralelas a 
un V^. Pues bien, SI ELIMINAMOS UNA CUALQUIERA DE ESTAS BAN 
DAS OCTOGONALES Y' JUNTAMOS LAS DOS RESTANTES PIEZAS, OBTENE 
MOS UN ROMBODODECAEDRO. 
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Entonces, PODEMOS CON­
SIDERAR UN ROMBOICOSAEDRO CO 
MO UN ROMBODODECAEDRO AL CUAL 
SE LE HA INTERCALADO UNA BAN 
DA OCTOGONAL. {La rayada en 
la figura). 

Para fijar el rombodo­
decaedro se precisaban cinco 
ángulos? ya que, el sexto se 
obtenía a partir de la ecua­
ción (2.31); y para materia­
lizar la banda octogonal se 

necesitarán conocer dos de los cuatro ángulos diferentes -
que pueden existir en dicha banda. 

Fig 2,¿c 

•Esto Último es así, porque, con los dos ángulos de la 
banda octogonal y la cara adyacente del rombododecaedro te­
nemos definido un triedro del cual se conocen sus tres caras 
y por tanto, podemos determinar la arista del prisma octogo 
nal y todas las demás serán paralelas a ella. 

En resumen, para quedar definido un romboicosaedro se 
necesitan conocer 7 de los 10 ángulos diferentes que pueden 
intervenir, con la restricción de que en ningún caso 6 de -
estos siete ángulos formen rombododecaedro; ya que, entonces 
estarían ligados entre sí. 
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Tenemos pues que encontrar tres condiciones que nos 
permitan determinar los tres ángulos restantes en función 
de los siete ángulos conocidos. 

La forma más sencilla será localizar tres rombodode 
caedros de los cinco que pertenecen a este romboicosaedro 
y obligar a que los ángulos de los rombododecaedros cumplan 
la condición (2.31). 

Empleando la misma simbología adoptada en 2.3; tres 
posibles rombododecaedros son: 

1er. rombododecaedro: 

1,2 2,3 3,4 4,1 
a- o oto yl 1,3 2,4 

el cual proviene de eliminar la banda cuyas generatrices -
son paralelas a V.̂  y nos permite obtener a2 

2° rombododecaedro: 

«1,2 "2,3 "3,5 "5,1 
"1,3 "5,2 

el cual proviene de eliminar la -banda cuyas generatrices 
son paralelas a y nos permite obtener 2-

3er. rombododecaedro: 

"1,2 "2,4 "4,5 "5,1 
"1,4 "2,5 
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que proviene de eliminar la banda cuyas generatrices son 
paralelas a y permite obtener el ángulo que nos falta 

"4,5' 

Para poder ser obtenido este ángulo de una forma có­
moda, es preciso hacer uso del CONCEPTO DE EQUIVALENCIA que 
se tratará en el próximo capítulo. Según lo que diremos -
allí es fácil deducir que el tercer rombododecaedro es equi_ 
valente a: 

" ° - "5,2 S , l - a^^^ a^^^ 

180 - a^^2 " O - a^^g 

Obligando a que los tres cumplen la ecuación (2.31), 
obtenemos: 
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2.5.- REMCIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS QUINCE ÁNGULOS 
QUE INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS PROCE 
DENTES DE ESTRELLAS NO SINGULARES FORMADAS POR SEIS 
SEGMENTOS IGUALES. 

Definida la estrella no singular formada por seis -
segmentos Iguales, se obtiene un zonoedro equilátero (entre, 
dos posibles, topológicamente diferentes (fig, 2.5^)) com 
puesto de treinta caras rombo. Denominaremos a estos polie 
dros con el nombre genérico de triakontaedros. Por tener -
simetría central^ cada cara será igual a la opuesta y por 
tanto, el número máximo posible de caras rombo diferentes 
será quince y los ángulos que definen dichas caras serán -
los que forman entre sí los seis segmentos de la estrella 
tomados dos a dos. Estudiemos a continuación la relación -
existente entre estos quince ángulos, en primer lugar para 
los triakontaedros topológicamente iguales al triakontaedro 
polar, y en segundo para los triakontaedros. topológicamente 
iguales al. triakontaedro equifacial. 

Fig 2.54 
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2.5.1.- TRIAKONTAEDROS TOPOLÓGICAMENTE IGUALES AL TRIAKON­
TAEDRO POLAR. 

Sean , ¥ 3 , 

^4 ' ̂ 5 ^ ^6 vectores 
unitarios dirigidos se 
gún los seis segmentos 
que forman la estrella; 
y sean:i 

Fig 2.5.I4 

Adoptaremos la simbología: 

a. . : ángulo formado 
por los vectores 
Vi y ^. 

" 1 , 2 « 2 , 3 " 3 , 4 « 4 , 5 " 5 , 6 « 6 , 1 

«1,3 «2,4 «3,5 «4,6 «5,1 «6,2 

1,4 «2,5 a 
3 , 6 

a 1,4 a 2 , 5 3,6 

para expresar el triakontaedro que aparece.en la fig. 2.5.1^; 
donde se ha tomado: 

«1,2 «2,3 «3,4 «4,5 «5,6 «6,1 sentido horario y por 
este orden observados de£ 
de el exterior del vérti­
ce donde concurren. 
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Podemos seguir un procedimiento análogo al recorrido 

para los romboicosaedros, si nos fijamos en que hay seis -

bandas decagonales que circundan al triakontaedro conside--

rado. Si eliminamos una de estas bandas decagonales y jun­

tamos las dos restantes piezas, obtenemos un romboicosaedro. 

Entonces, PODEMOS CON­

SIDERAR UN TRIAKONTAEDRO 

, (fig. 2.5.1g) COMO UN ROM 

BOICOSAEDRO AL QUE SE LE 

HA INTERCALADO UNA BANDA 

DECAGONAL. (La que apare­

ce rayada en la figura). 

Para fijar el romboico 

saedro se precisaban sie-

Fig 2.5.1© te ángulos; ya que los -

otros tres se obtenían a 

partir de las ecuaciones (2.41); y para materializar la ban 

da decagonal se necesitarán conocer dos de los cinco ángulos 

diferentes que pueden existir en dicha banda. 

La razón de esto último es la misma que ya se adujo -

para los romboicosaedros; ya que con los dos ángulos de la 

banda decagonal y la cara adyacente del romboicosaedro teñe 

mos definido un triedro del cual se conocen sus tres caras 

y por tanto, podemos determinar la arista del prisma decago-
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nal y todas las demás serán paralelas a ella. 

Resumiendo/ para definir un triakontaedro se necesi­
tarán conocer nueve de los quince ángulos diferentes que -
pueden intervenir, con la restricción de que en ningún ca­
so seis de estos nueve ángulos forman rombododecaedro; ya 
que, entonces estarán ligados entre s£. 

Será preciso encontrar seis condiciones que nos per­
mitan determinar los seis ángulos restantes en función de 
los nueve ángulos conocidos. 

La forma más sencilla será localizar seis rombodode-
caedros que pertenezcan a romboicosaedros derivados del -
triakontaedro considerado y obligar a que los ángulos de -
estos rombododecaedros cumplan con la condición (2.31); o 
lo que es lo mismo, obligar a que los rombododecaedros pro 
cedentes de seis combinaciones diferentes de cuatro vecto­
res ctunplan con la condición (2.31). 

Seis posibles combinaciones diferentes de los vecto­
res ^ 1 / , ̂ 3 , V 4 , ̂ 5 , ̂ /g son: 

1°.- , V 2 , V 3 , V 4 

2 ° . - ^ ^ , ' "̂ 3 ' ̂ 5 

3°.- , ^ 2 ' ̂ 3 ' ̂ 6 
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4°.- ' ^2 ' ^4 ' ^5 

' ^2 ' ^4 
6°.- -y 

^1 ' h ' ^5 ' ^6 

1er. rombododecaedro: 

«1,2 «2,3 «3,4 «4,1 
«1,3 «2,4 

nos permite obtener ^ 

2° rombododecaedro: 

«1,2 «2,3 «3,5 «5,1 
- °̂ 1,3 «2,5 . 

nos permite obtener a2 ^ 

3er. rombododecaedro: 

'1,2 -«2,3 «3,6 «6,1 
«1,3 «2,6 

nos permite obtener a- _ 
¿jb 



- 91 -

4° rombododecaedro: 

«1,2 °̂ 2,4 "4,5 "5,1 
"1,4 "2,5 

nos permite obtener ^ , pero para que sea de una forma 
cómoda es preciso pasar al rombododecaedro equivalente; 

180 - a2^5 «5^^ 180 - a^^^ a^^^ 

180 - a3_̂ 2 - "4,5 

que se estudia, como ya se ha dicho en 2.4 , en el capítulo 
siguiente. 

5° rombododecaedro: 

"1,2 "2,4 "4,6 "6,1 
"1,4 "2,6 

nos permite obtener g * pero si queremos que sea de una 
forma cómoda es preciso pasar al rombododecaedro equivalente; 

- «2,6 "6,1 180 - a^^4 a^^^ 

180 - a^^2 • 180 - «4,6 
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6° rombododecaedro: 

"1,2 "2,5 "5,6 "6,1 
"1,5 "2,6 

nos permite obtener g, pero para que sea de una forma 
cómoda es necesario pasar al rombododecaedro equivalente; 

- "2,6 "6,1 - a^^5 a^^^ 

180 - a, _ 180 -a^ ^ 

Obligando a que los seis rombododecaedros cumplan la 
condición (2.31) obtenemos 
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2.5.2.- TRIAKONTAEDROS TOPOLOGICAMENTE IGUALES AL TRIAKONTAE­
DRO EQUIFACIAL. 

Sean , V 2 , V 3 , 

Fig 2.5.2^ 

, y Vg vectores 
unitarios dirigidos se­
gún los seis segmentos 
que forman la estrella, 
y sea: 

a. .: ángulo formado -
1 , 3 

por los vectores 

^i y % 

Adoptaremos la simbologia: 

a a. a-1,2 "2,3 "3,4 "4,5 "5,1 

"1,3 «2,4 • -"3,5 "4,1 «5,2 

"1,6 "4,6 "2,6 "5,6 "3,6 "1,6 "4,6 "2,6 "5,6 "3,6 

a, 

para expresar el triakontaedro que aparece en la figura -
2.5.2^ ; donde se ha tomado: 

"1,2 "2,3 "3,4 «4,5 "5,1 ®^ sentido horario y por este 
orden observados desde el ex­
terior del vértice donde con­
curren. 
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Este triakontaedro también está circundado por seis 
bandas decagonales y 
por tanto, se le pue 
de considerar como -
un romboicosaedro al 
que SE LE HA INTERCA 
CALADO UNA BANDA DE­
CAGONAL. (La rayada 
en la figura). 

Al igual que para 
el otro triakontaedro 
se precisará conocer 
nueve de los quince -

ángulos diferentes que puedan intervenir y las condiciones 
que permiten determinar los restantes seis ángulos son las 
(2.5.11). 

Fig 2.5.2 s 

2.6.- ZONOEDROS EQUILÁTEROS PROCEDENTES DE ESTRELLAS NO-SIN 
GULARES FORMADAS POR N SEGMENTOS IGUALES. 

Definida la estrella no singular formada por n se£ 
mentos iguales se obtiene el zonoedro equilátero compuesto 
de n(n-l) caras rombo. Por tener simetría central - -
cada cara será igual a la opuesta y por tanto, el numero má 
ximo posible de caras rombo diferentes será (2) y los ángu­
los que definen dichas caras serán los que formen entre sí 
los n segmentos de la estrella tomados dos a dos. 
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Para definir los n segmentos de la estrella en el 
espacio será necesario conocer (2n-3) ángulos; ya que, para 
fijar los dos primeros segmentos es preciso un ángulo y a 
continuación cada vez que se añada un segmento más hacen -
falta dos ángulos, de lo cual se deduce fácilmente que para 
definir n segmentos son necesarios (2n-3) ángulos con la 
restricción de que seis cualesquiera de ellos no definan -
rombododecaedros. 

El resto de los ángulos - (2n-3) = (̂ 2̂ ) se dedu­
cirán a partir de los (2n-3) precisos para definir los n 
segmentos de la estrella; y para su obtención habrá que obli^ 
gar a que los rombododecaedros procedentes de (̂ 2̂̂ ) combina 
cienes diferentes de cuatro vectores, cumplan con la condi­
ción (2.31). 

Si llamamos . al número de vértices en que concu­
rren i caras, la distribución de para un zonoedro to 
pológicamente igual al zonoedro polar será: 

n ^n . . . . ^6 ^5 ^4 ^3 Total 
n = 3 2+6=8 8 
n = 4 2+4=6 8 14 
n = 5 2 10 10 22 

n = n 2 n(n-3) 2n n(n-l)+2 

Obsérvese que para n=3, se suman' los V con los V-, y para n=4 

se suman los V_ con los V-n 
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Para n par » 6 la distribución de para un zo 
noedro topológicamente diferente al zonoedro polar será: 

n V i . . . . ^7 ^6 ^5 ^4 ^3 Total 

6 2+10 0 20 32 
8 2 14 14 28 58 

• 

n 2 2Cn-l) {n-lXn-6) 4(n-l) nCn-l)+2 

,Observese que para n=6 se suman los con los V^-

2.7.- CONCLUSIONES 

^ ' . Para definir un zonoedro equilátero pro­
cedente de una estrella no-singular formada por n segmen­
tos iguales, habrá que facilitar {2n-3) ángulos con la res­
tricción de que seis cualquiera de ellos no formen rombodo­
decaedro í obteniéndose los {"2̂ ) restantes por resolución 
de otros tantos rombododecaedros mediante la ecuación (2.31) 
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• CAPITULO I I I 

SOBRE LA EQUIVALENCIA Y CONVEXIDAD DE LOS ZONOEDROS, 

ASI COMO DE LA OBTENCIÓN DE LOS MISMOS A PARTIR DE LAS CA­

RAS NO RELACIONADAS ENTRE SI. 

3.1.- EQÜimLENCIA ENTRE ZONOEDROS 

El concepto de equivalencia entre zonoedros es conse 
cuencia de la simbología adoptada; ya que, así como una de 
terminada definición de las que se han estudiado en el ca­
pítulo anterior particularizada para ángulos cualesquiera 
de partida nos definirá un zonoedro y sólo uno; en cambio, 
un zonoedro podrá tener diferentes denominaciones como con 
secuencia de la simbología propuesta. 

Del conocimiento,, con la simbología que se propone , de -
las distintas representaciones de un determinado zonoedro, 
resultan dos interesantes consecuencias: 

1°.- Elegir en"cada caso' aquella que^ nos permita resolver 
de la forma más cómoda posible los ("2̂ ) relaciones -

' ̂ ^^^Q los ángulos de un zonoedro. 

2*4- Saber distinguir un mismo zonoedro bajo distintas de-
nominaciones. 

Se podría argumentar que cuando los {2n-3) ángulos -
1 n'dep'ehcíi-e'ntes del zonoedro son fijos, la importancia de -
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de la primera consecuencia es relativa, ya que, únicamente 
se complica el programa cuando se quieren obtener los ("2̂ ^ 
ángulos relacionados entre sí y con los anteriores. Sin em 
bargo, su trascendencia hay que buscarla en el caso de que 
algunos de los (2n-3) ángulos sean variables. 

Digamos también que aunque en el capítulo II ya se hizo un 
uso relativo de la primera consecuencia; será en el capí­
tulo V donde ésta y la segunda tengan su máxima aplicación. 

3.1.1.- ROÍ BODODECAEDROS EQUIVALENTES 
1 

Llamaremos rombodode 
caedros equivalentes a 
todos aquellos que pro­
cedan de un mismo rombo 
dodecaedro base y que -
pueda tener expresiones 
diferentes por causa de 
la simbología adoptada. 

Al rombododecaedro -
de la figura 3.1.1^ se 

le define, de acuerdo con la simbología que proponemos, por; 

Fig 3 . I.I4 

1,2 2,3 3,4 4,1 
^1,3 ^̂ 2,4 
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n 1 II II 1 II 

Pero si le giramos de j en j obtendremos las defi 
niciones siguientes: 

" «2,3 «3,4 «4,1 «1,2 
«2,4 «1,3 

- «3,4 «4,1 «1,2 «2,3 
«1,3 «2,4 

- «4,1 «1,2 «2,3 «3,4 
«2,4 «1,3 

Estas cuatro definiciones diferentes se han obtenido 
a partir del vértice ' 1 como vértice en que concurren cua 
tro caras; pero existen otros cinco vértices en que se dé 
la misma circunstancia. Si nos referimos a ellos, obtenemos 
las definiciones siguientes: 

"Vértice 2 '^2 A 180-a^ ^ « 1 2 ~«2 4 

ISO-a^^, 180-a2^3 

II 2_" 
y todos sus girados 

Vértice 3 «2^3 180-a^^3 a^^^ "0-«2,4 

180-a^^2 18°-«3,4 

I I I f I 

y todos sus girados 
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Vértice 4. a^^^ 180-^2^4 a^^2 180-a^^3 

(opuesto al ^^gO-a, - 180-a vértice 2) 2,3 4,1 

y todos sus girados 

Vértice 5 «2^3 180-a2^4 a^^^ 180-a^^3 
(opuesto al - ^gQ,^ 
vértice 3) 3,4 1,2 

II 2_ II 

y todos sus girados 

Vértice 6 a^^2 "4,1 «3,4 "2,3 
(opuesto al - a- _ 
vértice 1) '^'^ '̂-̂  

I I 2 " 

y todos sus girados 

En consecuencia, un mismo rombododecaedro puede apa- . 
recer bajo 24 formas diferentes debido a la simbología adop 
tada. Estas 24 representaciones distintas se pueden reducir 
fundamentalmente a tres que proceden de tres vértices dis­
tintos (no opuestos dos a dos); ya que las restantes se cbm 

• II 1 H 

pondrán . de sus girados y en los vértices opuestos fi­
gurarán los mismo ángulos recorridos en sentido contrario. 

3.1.2.- ROÍBOICOSAEDROS EQUIVALENTES 

Entenderemos por romboicosaedros equivalentes a todos 
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Fig 3.1.2, 

aquellos que procedan- de 
un mismo romboicosaedro 
base y que puedan tener -
expresiones diferentes a 
causa de la simbología -
adoptada. 

Al romboicosaedro de 
la figura 3.1.2^ le hemos 
representado por: 

H,2 ""2,2 °'3,4 «4,5 «5,1 
«1,3 «2,4 «3,5 «4,1 «5,2 

"1" "1" 
Pero si 1 e giramos de en ^ obtendremos las ex­

presiones siguientes: 

«2,3 «3,4 «4,5 «5,1 «1,2 
«2,4 «3,5 «4,1 «5,2 «1,3 

«3,4 «4,5 «5,1 «1,2 «2,3 
«3,5 «4,1 «5,2 «1,3 «2,4 

«4,5 «5,1 «1,2 «2,3 «3,4 
«4,1 «5,2 «1,3 «2,4 «3,5 
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- °̂ 5,1 «1,2 «2,3 «3,4 «4,5 
«5,2 «1,3 «2,4 «3,5 «4,1 

Estas cinco expresiones o definiciones diferentes se 
han obtenido a partir del vértice 1 , como vértice en -
que concurren cinco caras; pero al existir otro vértice con 
la misma particularidad, la definición del romboicosaedro 
partiendo de este vértice sería: 

Vértice 2 «1^2 «5,1 «4,5 «3,4 «2,3 
«2,5 «4,1 «3,5 «2,4 «1,3 

I 1 1 1 I 

y todos sus girados 

Así pues, un mismo romboicosaedro puede aparecer bajo 
10 formas diferentes debido a la simbología adoptada. Estas 
10 representaciones diferentes se pueden reducir fundamen­
talmente a una; ya que las restantes se compondrán de sus 

II2II 

girados -j^ y en el vértice opuesto figurarán los mismo án 
gulos recorridos en sentido inverso. 

3.1.3.- TRIAKONTAEDROS EQUIVALENTES 

Denominaremos triakontaedros equivalentes a todos .-
aquellos que procedan de un mismo triakontaedro base y que 
que puedan tener diferentes expresiones como consecuencia 
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de la simbología adoptada: 

Distinguiremos dos casos: 

3.1.3.1.- TRIAKONTAEDROS TOPOLOGICA4 ENTE IGUALES AL TRIA­
KONTAEDRO POLAR 

Al triakontaedro de la 
figura 3.1.3.1^ se le de­
fine de acuerdo con la -
simbología propuesta por: 

Frg 3.5.3.I4 

«1,2 «2,3 «3,4 «4,5 «5,6 «6,1 
«1,3 «2,4 «3,5 «4,6 «5,1 «6,2 

«1,4 «2,5 «3,6 «1,4 «2,5 «3,6 

"1" II in 

Pero si le giramos de ^ en ^ obtendremos las expre­
siones siguientes: 

«2,3 «3,4 «4,5 «5,6 «6,1 «1,2 
«2,4 «3,5 «4,6 «5,1 «6,2 «1,3 

«2,5 «3,6 «1,4 «2,5 «3,6 «1,4 
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«3,4 «4,5 "5,6 "6,1 "l,2 "2,3 
"3,5 "4,6 "5,1 "6,2 "1,3 "2,4 

"3,-6 "1,4 «2,5 «3,6 "l,4 «2,5 

"4,5 "5,6 "6,1 "1,2 "2,3 "3,4 
"4,6 "5,1 "6,2 "1,3 "2,4 "3,5 

"1,4 "2,5 "3,6 "1,4 "2,5 "3,6 

"5,6 "6,1 "1,2 "2,3 "3,4 "4,5 
"5,1 "6,2 "1,3 "2,4 "3,5 "4,6 

"2,5 "3,6 "1,4 "2,5 "3,6 "l,4 

"6,1 "l,2 "2,3 "3,4 "4,5 "5,6, 
"6,2 "1,3 "2,4 "3,5 "4,6 "5,1 

"3,6 "1,4 "2,5 "3,6 "l,4 "2,5 

-Estas seis definiciones diferentes se han obtenido a 
partir del vértice 1 , como vértice en que concurren seis 
caras; pero como ya sabemos, en el vértice opuesto se da -
la misma circunstancia y así se puede escribir: 

Vértice 2 z ^ o t , ^ <- o í . r . ^ r , A c t o o 1,2 6,1 5,6 4,5 3,4 2,3 
"2,6 "1,5 "4,6 "3,5 "2,4 "l,3 

"2,5 "1,4 "3,6 "2,5 "l,4 "3,6 

n 1 II 

y todos sus girados ^ 
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Luego un mismo triakontaedro topológicamente idénti­

co al triakontaedro polar puede aparecer bajo 12 formas dî  

ferentes debido a la simbología adoptada. 

Estas 12 representaciones diferentes se pueden redu­

cir a una; ya que las restantes se compodrán de sus gira-
H Jl̂  II • 

dos -g- y en el vértice opuesto figurarán los mismcs ángulos 

recorridos en sentido contrario. 

3.1.3.2.- TRIAKONTAEDROS TOPOLÓGICAMENTE 15 DALES AL TRIAKON 
TAEDRO EQUIFACIAL 

1 

Al triakontaedro de -

la figura 3.1.3.2^ se le 

define de la siguiente -

forma: 

a 1,2 ^2/3 a 3,4 4,5 a 5,1 
a 1,3 a 2,4 a 3,5 a 4,1 a 5,2 

"1,6 "4,6 "2,6 "5,6 "3,6 "l,6 "4,6 "2,6 "5,6 "3,6 

Pero si le giramos de |' en "~" obtendremos las expresiones 
siguientes: 



- 112 -

«2,3 "3,4 «4,5 «5,1 «1,2 
«2,4 «3,5 «4,1 «5,2 «1,3 

«2.5 «5,6 «3,6 «1,6 «4,6 «2,6 «5,6 «3,6 «1,6 «4,6 

«3,4 «4,5 ...«5,1 «1,2 «2,3 
«3,5 «4,1 " «5,2 «1,3 «2,4 

«3,5 «1,6 «4,6 «2,6 «5,6 «3,6 «1,6 «4,6 «2,6«5,6 

«4,5 «5,1 «1,2 «2,3 «3,4 
«4,1 «5,2 «1,3 «2,4 «3,5 

«4,6 «2,6 «5,6 «3,6 «1,6 «4,6 «2,6 «5,6 «3,6 «1,6 

«5,1 «1,2 «2,3 «3,4 «4,5 
«5,2 «1,3 «2,4 «3,5 «4,1 

«5,6 «3,6 «1,6 «4,6 «2,6 «5,6 «3,6 «1,6 «4,6 «2,6 

Estas cinco representaciones diferentes se han obte­
nido a partir del vértice 1 , como vértice en el que con­
curren cinco caras; pero, como se sabe, existen otros once 
vértices con la misma particularidad que nos permiten las 
nuevas definiciones del poliedro siguientes: 
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Resulta así, que un mismo triakontaedro topológicamen­
te igual al triakontaedro equifacial puede aparecer bajo -
60 formas diferentes como consecuencia de la simbología 
adoptada. 

Estas 60 denominaciones distintas se pueden reducir 
fundamentalmente a seis que proceden de seis vértices di fe 
rentes (no opuestos dos a dos); ya que las restantes se com 

II II 

pondrán de sus girados y en los vértices opuestos fi­
gurarán los mismos ángulos recorridos en sentido inverso. 

3.2.- CONVEX IDAD DE LOS ZONOEDROS 

Cualquiera de las definiciones que se han recogido -
en el capítulo anterior, particularizada para ángulos dados, 
nos definirá un zonoedro y solamente uno, el cual podrá -
ser o no convexo. Este problema es el que se estudia a con 
tinuación, particularizado para los rombododecaedros y exi^ 
giendo en el caso general que los (̂ ) rombododecaedros que 
se pueden obtener a partir de un zonoedro cualquiera, eli­
minando sucesivamente las bandas respectivas, sean convexos. 

CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES QUE DEFINEN LA 
CONVK IDAD DE UN RO! BODODECAEDRO. 



- 118 -

3.2.1.- CONDICIONES NECESARIAS DE CONVEXIDAD 
1 

Basta exigir que la 
suma de ángulos en cada 
vértice sea menor que -
360°; Dada la simetría 
central del poliedro, -
bastará con aplicarlo a 
la mitad de los vértices, 

- Fig 3.2.U 

«l,2+«2,3-*'«3,4+«4,l<3^° 

2.- 360 -ai^2-«4,l-^«2,4<2^° " «1, 2+«4 , 1^«2, 4 

3.- 360 -a^,2-=^2,3-^«l,3 < ̂ 60 - «i, 2+«2 , 3>«1, 3 

4.- 360 -a2^3-a3^4+a2^4< 360 -> «3,3-^«3,4>«2,4 

5.- 360 -'a3^4-a4^^+a^^3< 360 - «3, 4+^4^ i>ai^ 3 

6.- 360 +a^^2^«3,4-«l,3-«2,4^360 - «i, 3+«2, 4 ̂  «1, 2-̂ «3,4 

7.- 360 +°2,3-'«4,l-°l,3-«2,4>360 - «1^ 3+^2, 4 «2,3-*-«4,1 

Obsérvese que al combinar. 2 con 6 y 7 
3 con 6 'y 7 
4 con 6- y 7 
5 con 6 y 7 

aparecen el resto de las condiciones necesarias para que 
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se puedan formar los cuatro triedros fundamentales del rom 
bododecaedro. 

(«1,2 «2,3 «1,3^ («2,3 «3,4 «2,4^ 

(«3,4 «4,1 «1,3 («1,2 «4,1 «2,4^ 

En un principio parece que estas condiciones además de 
necesarias son las suficientes para definir la convexidad 
de un rombododecaedro. Sin embargo no es así; y bastará -
para ello proponer un contraejemplo en el que se cumplan 
las condiciones impuestas y el poliedro al que se llegue no 
sea convexo. 

Sea: a^^2=«2,3= ^° 
«3,4=«4;i= «2;4 ^ 
"1,3=' " ° - "2,4'- - ^ = 9 0 - % Í 

' ^1,3 "2,4 -:r-=sen—77— cos-

\ 

«1 3 
«2 4 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos: 

L 2 «2,4 
í/í sen — 

2«2,4 /í sen — ^ /í eos ^ = /í 2 «2 4 sen 2^ cosa2 ^ 

Elevando al cuadrado: 

2 ̂ 2 4 2 ^2 4 2 4 ^2 4 2 sen — | - (sen — ^ o.^ ^) = sen — ^ eos ^ 
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2 ^ 2 4 2 2*^24 2 
1 __£ eos ct2,4 " ~ X ~ "2,4 

sen^ (l-cos^ a^^^) = eos a^^^ 

(l-eos a-y A) -) j 
^'^ (1 - eos a_ .) = cos^ a 2 "-2,4' 

3 2 eos a2 4 "* 3 eos ct2 4 ~ c:os 0 2 ^ + 1 = 0 

3 2 
Haciendo: eos (x^ ¡^ = yi ; x - 3 x - x + l = 0 

las raices de |x:{ < 1 son: x̂ =: 0,460811127 ;a2 ̂ - 62,56053956 

X2--0',6751308706 ía2 4 -132,4643139 

Evidentemente, la primera solución: 02 62,560539 56. 
cumple con todas y cada una de las siete condiciones de con 
vexidad. 

Sin embargo, la segunda solución: a2 4=132,4643139... 
no cumple ni siquiera la primera condición de convexidad, -
por lo que debe desecharse. 

Continuemos ahora el estudio de la primera solución 
que cumple las siete ecuaciones de partida y que, en prin­
cipio, hace suponer que nos encontramos ante un rombodode­
caedro que ha de ser convexo. 



- 121 -

Las caras obtenidas nos permiten dibujar su desa­
rrollo que es el que se ofrece a continuación: 

Fig 3.2.1fi 
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Si intentamos materializar este poliedro, resulta que no 
es convexo; y por tanto, las condiciones necesarias (3.2.11) 
no son suficientes para poder afirmar que el poliedro sea 
convexo. 

Hallemos pues, las condiciones que nos faltan y que 
en principio no eran tan evidentes que se tuviesen que exî  
gir. 

3.2.2.- OTRAS CONDICIONES EXIGIBLES PARA ASEGUPJ^R LA CON­
VEXIDAD DEL ROMBODODECAEDRO 

9 0 - - ^ 

Fig. 3.2.24 

Los vectores . V2 y V^ definen un plano cuya intersec 
ci6n con el plano coordenado yz nos proporciona la recta 
i . El ángulo y formado por esta recta con el eje y debe 
ser: 
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90 ±-£̂  < Y < 90 + -4^ 

y por tanto, y debe satisfacer a: 

tgY> - - o bien a tgy > — 
. "1,3 ^ «1,3 

tg 

Ambas se pueden reunir en una sola; 

tg\> — i -
^ 2 «1,3 tg 

Calculemos a continuación el valor de tgy • Para 
ello, en primer lugar, ha2laremos el plano definido por 

3 k 

^1 ^1 ^1 

^2 .^2 ^2 

donde (a^ b^ c^) y b 2 0 .2) son los valores ya calculados 
en 2.3. 

Ecuación del plano definido por ^ 2 Y \ * 
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^1 =1 

b 2 C 2 

X -

^1 ^1 

^2 ^2 

y + 
^1 ^1 

^2 ^2 

2 = 0 

Intersección con x = O 

^1 ^1 

^2 ^2 

z = 
^1 ^1 

^2 =2 

Luego: 

tgy = 

^1 °1 

^2 ^2 
^1 ^1 

^2 ^2 

Por tanto: | a^ c^ i 2 

^ 2 ^ 2 1 ^ 1 

^1 ^1 

^2 ^2 

^ 2 «1 3 tg^ - H 

^1 ^1 

^2 ^2 

2 «1 3 < tg^ 
^1 ^1 

^2 ^2 

(3.2.21) 
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Asimismo, los vectores y definirán un plano cu 
ya intersección con el definido por V2 y nos proporcio 
na una recta que debe estar comprendida entre la parte po­
sitiva de ambos. En vez de rehacer todos los cálculos, po­
demos aprovechar los anteriores sin más que cambiar los án 
gulos de la siguiente manera: 

2 (nuevo) = 

a 

a 
a 
a 

2,3 
'3,4 
4,1 
1,3 
2,4 

a2 3 (anterior) 

a 
a 
a 
a 
a 

3,4 
4,1 
1,2 
2,4 
1,3 

Según ésto, la ecuación (2.42) se transformará en: 

4 

4 

b' 
< tg 2 ^ 

^2 

(3.2.22) 

donde (a¿ b| c p y (a¿ b| c^ son los (a^ b^ c^) y (a2 b2 C2) 
ya calculados en 2.3 y en los cuales se han sustituido los 
a. . (nuevos) por los a. . (antiguos) 

Por tanto, estas dos nuevas condiciones permiten, -
finalmente, asegurar la convexidad de un rombododecaedro. 
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LAS CONDICIONES QUE DEFINEN LA CONVEXIDAD DE UN ROÍ 

BODODECAEDRO SON, EN DEFINITIVA, LAS NUEVE SIGUIENTES: 

"l,2+°2,3+«3,4+«4,l < 

«1,2-̂ °'4,1 > ̂ 2̂,4 

«1,2+^2,3 > «1,3 

«2,3+^3,4 > «2,4 

«3,4+«4,l ^ "1,3 

«l,3+"2,4 ^ °1,2+ "3,4 

"l,3+"2,4 > "2,3+ "4,1 
(3.2.23) 

8.-
^1 ^1 

^2 ^2 

2 "l 3 

9 . -

^2 

4 

^2 

< tg 2 "2,4 

4 

donde: 

a- = 
(cosa. ^ + cosa^ -,) •1,2 2,3' (cosa2 2 - cosa^ 

4 eos 2 "1,3 4 sen 2 "1,3 

^°^"2,3 " ^°^"l,2 
a. 1 3 2 sen 

^°^"l,2 ^°^"2,3 
a 2 eos 1/3 
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2 2 (cosa^ ^ + cosa^ ^) (cosa^ ^ - cosa^ ^) 
a.^ = - jl -£ £ : J 

/. 2 «1,3 . 2 «1,3 4 eos —ñ'— 4 sen —s'— 

^2 = 
^°^«3,4 - ^°^«4,1 

«1 3 
2 sen 

coso^^4 + cosa^^^ 
^2 

«1 3 2 eos -i-^ 

a- = +\ 11 ^^°^«2,3-^^°^«3,4^^ _ (eosa3^^ - cosa2^3)2 

4 eos2 4 sen^ ^ 

cosa_ . - eosa_ _ 

2 sen —k-

cosa.2 3 + eosa3 ^ 

«2 4 
2 eos 2 
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a¿ = -\ /l -
2 2 (cosa^ ^ + cosa^ 2̂  (cosa^ ^ - cosa^ 2̂  

4 eos 2 ^̂ 2,4 4 sen 2 «2,4 

eosa^^^ -.eosa^^2 

«2 4 
2 sen 

e • = -
eosa, . + cosa 

4 , 1 1,2 
a 

2 eos 2,4 

Volvamos al contraejemplo desarrollado anteriormente 
para ver qué condición es la que incumplía: 

En nuestro caso: 

a, = 1 

b^ = O 

c, = O 

a2 = - 0,4608 

b2 = O 

C2 = - 0,8874 

Con estos datos pasamos a comprobar la condición 8 
de (3.2.23) : 

-0,4608 O 
< 2,7092 . 

1 
-0,4608 -0,8874 

O < 2,1334 : Luego cumple la condición 8 
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Nos falta comprobar por último la condición 9 y 
para ello calculemos previamente (a| c|) y (a2 b^ c^) 

aj_ = 0,8546 

b[ = 0,4437 

cJL = -0,2696 

a¿ = - 0,8546 

b¿ = 0,4437 

c^ = - 0,2696 

Entrando en la condición 9 : 

0,8546 0,4437 

-0,8546 0,4437 
< 0,3691 

0,8546 -0,2696 

-0,8546 -0,2696 

0,5751 ̂  0,0783 

Luego era la condición 9 de (3.2.23) la que incum­
plía el contraejemplo propuesto aunque en principio tenía 
toda la apariencia de ser convexo. 

En consecuencia, han de ser nueve las condiciones exi_ 
gibles a un rombododecaedro para que sea convexo y no las 
siete que aparecían en un planteamiento simplista y, como 
se ha visto, falso. 

Omitimos para no hacer más extenso este estudio la -
demostración de que estas nueve condiciones necesarias pa­
ra asegurar la convexidad de un rombododecaedro son también 
las suficientes para definirle, pero es fácilmente comproba 
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ble que las dos últimas condiciones impuestas para un vér­
tice donde concurren cuatro caras, implica que se cumplan 
en los otros cinco vértices con la misma particularidad. 

3.3.- OBTENCIÓN DE LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS A PARTIR DE LAS 
CARAS NO RELACIONADAS ENTRE SI. 

Ya se dedujo en el Capítulo II que el número de ángu­
los independientes de las caras de un zonoedro equilátero -
procedente de una estrella no singular formada por n seg­
mentos iguales, es 2n-3, deduciéndose los restantes ("2̂ ) 
a partir de las fórmulas que allí se facilitan. 

La obtención de estos C^-^) ángulos es fácilmente pro 
gramable, lo cual nos permite resolver de una forma rápida, 
todos los zonoedros equiláteros deseados a partir de sus 
ángulos determinados, 

Resolvamos a título de ejemplo, diferentes zonoedros 
equiláteros, partiendo de los (2n-3) ángulos independientes, 
con la condición de que seis cualesquiera de ellos no formen 
rombododecaedro. 

3.3.1.- OBTENCIÓN DE UN, ROMBODODECAEDRO A PARTIR DE CINCO -
DE SUS ÁNGULOS 

Sean: 



- 131 -

"1,2 = 60° "4,1 = 135° 

«2,3 = 80° «1,3 = 130° 

"3,4 = 65° 

en la ecuación (2.31), obtenemos: 

a2 4 =141,9454854 

Resolvemos a continuación este mismo ejercicio GEOMETRI_ 
CAMENTE. Se reducirá a la construcción de dos triedros de los 
que se conocen las tres caras, y hallar el ángulo formado por 
dos aristas de ambos triedros. 

a. 

^2,4 = ^ ' 

Fig S.S.U 
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3.3,2.- OBTENCIÓN DE UN ROMBOICOSAEDRO A "PARTIR DE SIETE DE 
SUS ÁNGULOS NO RELACIONADOS ENTRE SI 

Sean: «1,2 = 60° «1,3 = 130° 

«2,3 = 80° «3,5 = 125° 

«3,4 = 65° «4,1 = 135° 

% 1 = 75° 

Entrando en las ecuaciones* <2.41), obtenemos 

RESULTADO 
ANALÍTICO 

RESULTADO 
GEOMÉTRICO 

a 
a 
2,.4 
5,2 
4,5 

141,94548 
132,77185 
65,894695 

142» 
133° 
65,5° 

Eliminando una. de las bandas octogonales de este rom-, 
boicosaedro, se puede obtener el rombododecaedro anterior 

3.3.3.- OBTENCIÓN DE UN TRIAKONTAEDRO TOPOLÓGICAMENTE IGUAL 
AL TRIAKONTAEDRO POLAR A PARTIR DE NUEVE DE SUS ÁN­
GULOS, NO RELACIONADOS ENTRE.SI. 

Sean: «1,2 = 60° «3,5 =̂  97,8834 
«2,3 = 80° «5,1 =̂  113° 
«3,4 = 65° «1,4 = 135° 
«6,1 = 75° «3,6 = 125° 
«1,3 = 130° 
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Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (2.5.11) 
obtenemos: 

«2,4 
«2,5 
«6,2 
4,5 

«4,6 
«5,6 

a 

R E S U L T A D O 

A N A L Í T I C O 

141,94548 
165° 
132,77185 
32,885 
65,894695 
38° 

R E S U L T A D O 

G E O M É T R I C O 

142° 
• 165° 
133° 
33° 
66° 
38° 

Si eliminamos una banda decagonal de este triakontae­
dro, se puede obtener el romboicosaedro anterior 

3.3.4.- O B T E N C I Ó N D E U N T R I A K O N T A E D R O . T O P O L Ó G I C A M E N T E I G U A L 

A L T R I A K O N T A E D R O E Q U I F A C I A L , A P A R T I R D E N U E V E D E -

S U S Á N G U L O S N O R E L A C I O N A D O S E N T R E S I 

Sean: «1,2 60° «3,5 = 125° 

«2,3 = 80° «4,1 = 135"* 

«3,4 = 65° «1,6 =̂  65,83902435 

«5,1 75° «3,6 = 70° 

«1,3 130° 

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (2.5.11), 
obtenemos: 
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RESULTADO 
ANALÍTICO 

RESULTADO 
GEOMÉTRICO 

a 

a 

a 

O' 

a 

2,4 
5,2 
2,6 
'4,5 
4,6 
5,6 

141,94548 
132,77185 
63,13624 
65,89469 
90° 
86,88776 

142° 
133° 
63,5° 
65,5° 
90° • 
87° 

Se puede obtener el romboicosaedro anterior eliminan 
do una de las bandas.diagonales de este, triakontaedro. 

3.4.- CONCLUSIONES 

- Son precisas nueve condiciones para definir la con­
vexidad de un rombododecaedro. Estas nueve condicio 
nes son las que se expresan en (3.2.23), 

- Definidos los (2n-3) ángulos no relacionados entre 
sí de un zonoedro equilátero, pueden ser obtenidos 
los (̂ 2̂ ) restantes, tanto analítica como•geométrica 
mente. 



C A P I T U L O I V 
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CAPITULO IV 

PROPIEDADES COMUNES A TODOS LOS ROMBODODECAEDROS; LA 

EQUIPARTICIÓN DEL ESPACIO, EL ELIPSOIDE INSCRITO Y EL EMPA 

PAQUETAMIENTO DE CUALQUIER ELIPSOIDE SEA O NO DE REVOLUCIÓN 

POR MEDIO DE UN DETERMINADO ROMBODODECAEDRO. 

4.1.-LA EQUIPARTICIÓN DEL ESPACIO 

Por medio de una afinidad, se puede transformar el -

rombododecaedro equifacial en un cuerpo cuyas caras sean pa 

ralelogramos. Existen pues infinitas afinidades que permiten 

obtener a partir del rombododecaedro equifacial sólidos con 

figurados por doce caras paralelogramos. Solamente en casos 

muy particulares estos paralelogramos serán rombos como ve­

remos en 4.3. El cubo inscrito al rombododecaedro equifacial 

{aquel cuyos vértices son los vértices triedros del rombodo­

decaedro) se transformará en un paralelepípedo, y la esfera 

inscrita a dicho rombododecaedro en un elipsoide tangente -

en el punto medio de las caras del poliedro afín. 

En general, un rombododecaedro cualquiera (entendiendo 

por tal un cuerpo con doce caras rombo, de las cuales puede 

haber hasta seis diferentes), no es un cuerpo directamente -

afín del rombododecaedro equifacial; pero siempre, podrem.os 

encontrar un cuerpo afín del rombododecaedro equifacial cu­

yas caras son paralelogramos (no rombos) tales que sus ángu­

los son iguales a los del rombododecaedro (de caras rombo) -

no obtenido por afinidad. 
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La forma de asociar o relacionar un rombododecaedro 
(de caras ronbos de distintos ángulos) al. cuerpo correspon­
diente que sea afín del rombododecaedro equifacial es la 
siguiente: 

Se parte del rombodo­
decaedro de caras rombo 
cualesquiera y en uno de 
sus vértices donde concu 
rran cuatro caras se ha­
llan las intersecciones -
de las caras no- adyacentes 
obteniendo las rectas r 
y s , las cuales definen 
un plano P . Si cortamos 
a los segmentos de la es-

Fig 

trella por un plano paralelo al P obtendremos la magnitud 
de los segmentos de las aristas que definen el cuerpo afín 
del rombododecaedro equifacial y cuyos ángulos de sus caras 
serán iguales a los del rombododecaedro considerado. 

Podemos decir pues que, aunque no todo rombododecaedro 
puede provenir del rombododecaedro equifacial por medio de -
una afinidad espacial, es posible pasar por medio de acorta­
mientos y/o alargamientos de los segmentos de la estrella -
que define un vértice en el que concurren cuatro caras a un 
cuerpo de caras paralelogramo (y ángulos de sus caras iguales 
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a los del rombododecaedro considerado) afín del rombodode­
caedro equifacial. La magnitud de los acortamientos y/o 
alargamientos se obtienen de la forma indicada en el parra 
fo anterior. 

Puesto que, mediante acortamientos y alargamientos -
de las aristas de un sólido de caras paralelogramos (afín 
del rombododecaedro equifacial) pueden convertirse sus ca­
ras en rombos y los ángulos sólidos y ángulos diedros de 
sus vértices y aristas no varían, es evidente que, estos 
rombododecaedros rellenan el espacio; ya que, así lo ha­
cían los sólidos afines del rombododecaedro equifacial por -
rellenar éste el espacio. 

En consecuencia, CUALQUIER ROMBODODECAEDRO {di hcL6ta 

ca/ia6 fiombo¿ dl¿tintan» ] PERMITE LA EQUIPARTICIÓN DEL 
ESPACIO POR YUXTAPOSICIÓN DE CUERPOS IDÉNTICOS QUE QUEDAN 
IGUAL^!ENTE ORIENTADOS. 

4.2.- CONDICIONES QUE DEBEN CUMPLIR LOS ROMBODODECAEDROS DE 
CARAS CUALESQUIERA SUSCEPTIBLES DE RELLENAR EL ESPA­
CIO SIN EXIGIR QUE ESTÉN IGUALMENTE ORIENTADOS 

Diremos que dos cuerpos iguales entre sí están igual­
mente orientados cuando se pasa de uno a otro por medio de 
traslaciones. 

Dos cuerpos iguales entre sí están desigualmente orien 
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tados cuando es preciso efectuar un giro además de una tra£ 
lación para hacerlos coincidir. 

Veamos en qué condiciones un rombododecaedro, además 
de equipartir el espacio (propiedad común a todo rombodode­
caedro) es capaz de rellenar el espacio aunque no quede -
igualmente orientado. 

Se debe cumplir en uno 
de los cuatro vértices trie 
dros diferentes, que los -
tres ángulos sean iguales, 
lo cual se expresa por me­
dio de una de las siguientes 
condiciones: 

Fig 4.24 

180 - a 

180 - a 

1,2 

2,3 

180 - a 3,4 

180 - «2^3 = a^^3 

180 - «3^4 = a2^4 

- «4,1 = ."1,3 
l (¿1.21) 

180 - a^^^ = 180 - a^^2 = «2,4 ^ 

Cualquiera de las igualdades (4.21) es una condición 
necesaria y suficiente para poder disponer los rombododecae 
dros desigualmente orientados rellenando el espacio. Pero, 
como veremos en el punto 4.3 de todos los rombododecaedros 
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que cumplan alguna de las condiciones (4.21) nos interesa­
rán aquellos en que "̂i 2 ~ «2 3 ~ «3 4 ~ «4 1' '̂ ^̂ ^̂ '̂̂ ^ ®^ 
cuenta ésto, obligamos a que se cumplan simultáneamente las 
condiciones primera y tercera de (4.21) 

En consecuencia 

"1,2 = "2,3 = "3,4 = "4,1 

«1,3 = 180 - a^^2 

«2,4 

Obligando a que estos ángulos cumplan la condición de 
rombododecaedros (2.31) 

-I /4 sen^ - 4 cos^ a^^2 " ^ ^^^^ «12"^ 

2 2 «1 2 + 4 eos a, T = 4 sen — ' — eos a~ . 1,2 2,4 

2 «1 2 2 2 2 «1 •? -(sen — i eos a, _) + eos a, ^ = sen ' eos , o 1,2 2,4 

o 2 . 2 
cosa, " ^ - ^ - 1 ; c o s ^ % i = ü l ^ 

. a2 4 . . cosa-, p • 
eos ̂  = hl ^^22) 

"1 2 sen ±i± 
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En consecuencia, de la familia considerada de rombo 
dodecaedros con dos tipos de caras rombo 

«1,2 "1,2 "1,2 "1,2 

^^°-"l,2 "2,4 

proporcionado un ^12' posible, obtener mediante (4.22) 
el otro ángulo del ROMBODODECAEDRO QUE SEA CAPAZ DE RELLE­
NAR EL ESPACIO QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO. ' 

Si obligamos a que todas las caras del rombododecae­
dro sean iguales, habrá de suceder que: 

"2,4 

'"1,2 

- "1,2 

Para «2 4 = 2' sustituyendo en (4.22) 

"1 2 "1 2 eos = ±l1 
"1 2 sen - i ^ 

2 "1,2 = "1,2 

"1,2 ~ ^"^ ̂  1 2 ~ ^3,4349. 
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Este rombododecaedro cuyas caras son todas iguales, 
siendo éstas ROMBOS CON DIAGONALES EN RELACIÓN ÁUREA, se­
rá exhaustivamente estudiado en el capítulo VI. A este in 
teresantísimo poliedro nos referiremos en lo sucesivo de­
nominándole R 3. 

«2 4 «1 2 Para «2 4 " ~ «1 2 — T ~ ~ "l' ' Sustituyen 
do en (4.22) 

. a, . eos a, T 
sen - i ^ = ^ 

sen 

1 - eos a- 2 ' 
2 = a^^2 

eos «1 2 ^ I " ^ « 1 2 70,5287 -> ROMBODODECAEDRO 
EQUIFACIAL 

Aunque el rombododecaedro equifacial cumple con las 
condiciones (4.22) debido a su simetría queda igualmente 
orientado. 

4.3.- OBTENCIÓN DEL ELIPSOIDE INSCRITO A UN ROMBODODECAEDRO 
DADO DE CARAS CUALESQUIERA Y DEL ROMBODODECAEDRO CIR­
CUNSCRITO A UN ELIPSOIDE DADO. 

Como se sabe para determinar una euádriea se necesi-
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tan nueve condiciones. En este caso, ha de ser tangente a 
doce planos, o bien, haciendo uso de la condición de cen­
tro (tres condiciones), y ser tangente a seis caras (seis 
condiciones); en total, las nueve condiciones necesarias 
que determinan la existencia del elipsoide inscrito. 

El objetivo que perseguimos y que desarrollaremos en 
el próximo apartado es que dado un elipsoide cualquiera, -
determinemos el rombododecaedro cuyas caras son todas tan­
gentes a ese elipsoide. Por tanto, para determinar los -
seis ángulos correspondientes al rombododecaedro, tenemos 
las siguientes tres'condiciones: 

Una, dada por la ecuación (2.31) 

Dos, por las relaciones entre los semiejes del elip­
soide 

Faltan de imponer otras tres condiciones que quedan 
a nuestra elección. Las miás sencillas son: 

"2,3 = "1,2 
''3,4 = "1,2 
"4,1 = "1,2 

El que ^2.,2 ^ ^2,3 ~ «3 4 ~ «4 1 "° quiere decir que 
el elipsoide vaya a ser de revolución; ya que, mientras -
"1,3 "2 4 segmentos que • forman la'estrella correspon 
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diente al rombododecaedro, no tendrán igual inclinación. 

4.3.1.- OBTENCIÓN DEL ELIPSOIDE INSCRITO A UN ROMBODODECAE 
DRO DADO. 

Para hallar la ecuación del elipsoide inscrito a un 
rombododecaedro que cumple las anteriores condiciones nos 
vamos a apoyar en lo ya deducido y calculado en 2.3. 

Z 
En nuestro caso: 

^^iPf -sen Jz^ , -eos -¿0= A 

V2(a^ , O , ĉ )= B 

^ «13 «13 ¥3(0, sen , -eos - ^ ) 5 C 

V^í-a^ , O , ĉ )s D 

Fig 4.3.U 

A + B _.^1 1 «1,3 c.̂  - eos _ ( — , - _ sen —ir- , ) 
2 2 ^ ^ 2 

_ B -f C a-_, U 1 -1,3 ^1 - ^ , s e n - ^ , 2 ) 

P =£±. ^ 1 
sen 

«1,3 ••^1-'«'^«1,3, 
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"1,3 
, D + A _ , ^1 1,^^1.3 ^1 " ~ 

«13 «13 
= 2 (â  , - sen — ^ , - cos-^-j 

«1 3 «13 
N 2 = 2 =(a^ , sen — i - , - eos 

«13 «13 
P 2 = 2 a^ , sen — ^ , - eos — ^ ) 

« 1 3 " 1 3 
Q 2 = 2 = (-ajL , -sen — ^ , - eos — ^ ) 

^ + ^ 2 «1 3 O = -i £ = ( 0 - , O , - eos 

N + Q 2 3 

O = -± - = (O , O , c^ - eos 

Trasl-adándo-.los- ejes'de 37 : a ,.0 > y -teniendo en cuen 
ta que el.centro del elipsoide va a ser el centro del rombo 
dodecaedro, su ecuación será: 

1 sen — ~ 

donde C es un parámetro a determinar por la condición de 
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que el elipsoide sea tangente al plano V A B . Después -
de la traslación, las coordenadas de V serán 

«1 3 
(O , .0 , cos'-i^ - c^) 

^1 ^ ^2 

1 

O -sen 

3 

a a. 1,3 -1,3 -eos = -c^ sen - í i ^ 1 -

«13"^ -a^ eos — — j + 

+a^ sen k 

La ecuación del plano V A B será: 

.a c, sen X + a, eos a 1,3 a 
^ y - a^ sen 1,3 z + D = O 

que para x = 0 , y = 0 , z = eos a 1,3 - c. 

z = D «1,3 
_ _ = eos - c^ 

a^ sen 

«1 3 '̂l ̂  D = a^ sen (eos - c^) 

a. a 1,3 a Plano V A B E e^ sen - i i x + a^ eos y - a^ sen ^ 1,3 z + 

+ a^ sen — ^ «1 3 • «T ? 
' (eos -1^1 - c^) = o (¿1.3.12) 
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El plano tangente al elipsoide (4.3.11) en el punto 
(u , V , w ) , será: 

—2 ̂  ^ ^^1^3 y + ^ z - 2 = O ( 4 . 3 . 1 3 ) 
^1 sen^ ~t' ^ 

Estableciendo la identidad entre (4.3.12) y (4,3.13) 
tendremos: 

2u — 2v 
—7 2 «1 3 a/ sen^ - ^1 ^2 - 2 

«1 3 «13 «13 .«1 3 «1 ̂  
^ , no.Q -±l1 - sen ^^.^ a^sen-i^(cos-ii¿- ĉ ) 

«1 3 (eos - c^) 

«13 «13 sen eos 

«1 3 eos -—2 

C C S -1^ -

Por pertenecer el punto (u , v , w) al elipsoide, sa­
tisfará la ecuación (4.3.11) 



- 148 -

2 2 «1,3 „2 eos — | — C 

( e o s ^ - e,)2 - °1^ - ¥ - ^l) 

2 «1- 3 C = - 2 c^ eos 

eos â ^ 2 
Pero según 2.3 y para nuestro caso: c- = - -— 

eos -±íA 

2 
Sustituyendo: C = 2 eos 2 

La ecuación del elipsoide será: 

2 2 2 IL. + 1 + 5 = 1 
a 2 «1 3 1' sen — j - 2 eos 2 

Pero a^ según 2.3 y para nuestro caso vale: 

, cos^ a, _ 
= 1 

2 «1,3 eos ^ 

Por fin, la ecuación del elipsoide inscrito al rombo-

dodecaedro a^^2 «1,2 «1,2 «1,2 será: 

«1,3 «2,4 
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— 2 Í — + — z ! _ + — — = 1. (k,3\m) 

1 -_f21.-!i±Í 2 eos a^^2 
2 «1,3 eos 1— 

Es fácilmente comprobable que las coordenadas de -
(u , V , w) no se corresponden en general con las de 
(punto medio de la cara V A B), las cuales, teniendo en -
cuenta la traslación efectuada son: 

^̂ 1 
^1 1 «1,3 eos -
— # o- sen — ^ , 
2 ^ 2 

• La ::condición- para que coincidan (u , v , w) 
y M^; es decir, para que la serie de rombododecaedros 

«1,2 "1,2 "1,2 «1,2 
"1,3 "2,4 

sean cuerpos afines del rombododecaedro equifacial, es que 
2- «1^ 3 

eos «2 2 " ^'^^ — J " ' equivalente a ^ = a2 ^ . En es­
te caso, el elipsoide (4.3.14) será de revolución. 

4.3.2.- EMPAQUETAMIENTO DE CUALQUIER ELIPSOIDE SEA O NO DE 
REVOLUCIÓN POR MEDIO DE UN DETERMINADO ROMBODODE­
CAEDRO 

Se ha visto en este capítulo que todo rombododecaedro 
es capaz de equipartir el espacio y además admitir elipsoi 
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de inscrito; por tanto, si somos capaces de encontrar el " 
rombododecaedro cuyas caras sean todas tangentes a un eli£ 
soide determinado, habremos logrado un empaquetamiento de 
elipsoides y en general, sucederá que cada uno de ellos no 
será tangente a otros doce. 

Si disponemos de un elipsoide cualquiera de semiejes 
a , b y c y establecemos la proporcionalidad entre estos 
semiejes y los de la ecuación ' (4.3.14), deduciremos los án 
gulos del rombododecaedro que permita el empaquetamiento 
de estos elipsoides. Aunque el valor de 4 aparece -
premeditadamente en la ecuación (4.3.14), lo deduciremos -
de la ecuación (2,31).que liga a los ángulos del rorobodode 
caedro , ̂ ^^2 «1,2 «1,2 ' «1,2 

«1,3 «2,4 

Distinguiremos dos casos según que el elipsoide sea 
o no de revolución. 

4.3.2.1.- EL ELIPSOIDE NO ES DE REVOLUCIÓN 

Seaní ^ = 

1= ̂ 2 

Obligando a que los semiejes del elipsoide (4,3.14) 
estén en la misma relación, tendremos 
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. c . Q S , .a 

eos 

Ir 2 
2 «l.,3 

2 

sen 2 °1,3 

\ 
= k. 

2 eos a. 1,2 2 = k. 

sen 2-«1,3 / 

(̂ .3.2.11) 

De la segunda eenación de (4.3.2.11) obtenemos: 

2 «1 3 2 
sen — f - = --2- «1,2 

^2 (̂ .3.2.12) 

Desarrollando la primera ecuación de (4,3.2.11) ten­
dremos : 

2 
eos a 1 - 1,2 

eos 2 «1,3 
,2 .en^ ^ (̂ ,3.2.13) 

Eliminando 2 entre (4.3.2.12) y (4,3.2.13): 

cos^ a^^2 = (1-k^^sen^ ~i^) 

2 2 2 2 
eos 2 ~ (̂  2^°^ «1 2̂ (1""''̂ 1 ~~2 « 

^2 ' ^2 
1/2) 
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4 
cos^a^^^íl + - 2 (1 + ^1^ « 1 , 2 - 1 = 0 C¿l .3.2.14) 

^2 ^2 

- k , ^ (1 + k,^ ) + ^{l--k.^ ) ̂  + kJ^ 
eos _ = _ J 1 2 1 2 C í í . 3 . 2 . 1 5 ) 

' 1 4 . , 2 k2 - 4kj^ 

Válida para ?̂  2 k^ 

2 
En el caso de que k2 = 2k^ la ecuación ( 4 . 3 . 2 . 1 4 ) se 

1 2 
transforma en t— (1 + K- ) eos a. , - 1 = 0 

k i J- J- / ^ 

eos a 2 = ^ ( 4 , 3 . 2 , 1 6 ) 
l ' ' ^ 1 + k £ 

Una vez conocido a. - el valor de a - o lo Obtenemos 
de la ecuación ( 4 . 3 . 2 . 1 2 ) . Nos falta por fin hallar a~ ¿, 
el cual lo obtenemos a partir de la relación que liga a los 
ángulos del rombododecaedro « 1 , 2 « 1 , 2 « 1 , 2 « 1 , 2 

« 1 , 3 « 2 , 4 

mediante la ecuación ( 2 . 3 1 ) 

"l 3 2 2 2 «1 
— ^ 4 eos a^^2^+'^ 0L^^2^ 2 «2 4 

o 2 
2 eos â . 2 

eos . = éji=. - 1 
' . 0 ^ 2 « 1 , 3 eos 1— 
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eos 2 ^ ^ \,2 
2 2«1,3 eos ír-

eos «2,4 _ «1,2 
.a. 

eos 1.3 (4.3.2.17) 

Luego, dado un elipsoide de semiejes a , b y c donde 

1 " b ^ '̂ 2 ~ b = ^ y k„ = ; los ángulos del rombododeeaedro 

«1,2 «1,2 «1,2 «-1,2 
«1,3 «2,4 

que permiten su empaquetamiento vienen definidos por 

Si ^ 2 k^ 

eos a 1,2 
-k2̂  (1 + k̂ ^ ) + :^a-k 

^2 " ^ ^ 1 

2 «1 3 2 
—j- = r r «1,2 

^2 

eos • «2-, 4 
eos a 

a 
eos 

1,2 
1,3 

(¿i. 3.2.18) 
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Si k2 = 2 

eos a 1,2 
1 + k. 

2 «1" 3 1 " 
sen - i - = i q eos «1^2 •1 

1 + k. 

eos "2,4 
eos. a 1,2 _ 1 +, k 1 + k, 

eos 1 , 3 

1+k, 
1 + k 

(¿1.3.2.19) 

J! 

Dado que los semiejes a , b y c del elipsoide se 
pueden ordenar de seis formas diferentes, habrá seis pares 
^1 ' ̂ 2' '̂ ^̂  introducidos en las ecuaciones (4.3.2.18) o -
(4.3,2.19) nos proporcionará seis- rombododecaedros del tipo 

a 1,2 a 1,2 a 1,2 a 1,2 
'1,3 a 2,4 

capaces de empaquetar dicho elipsoide. 

4.3.2.2.- EL ELIPSOIDE ES DE REVOLUCIÓN 

Dado que el elipsoide es de revolución, dos de los -
tres semiejes a , b y c son iguales y se podrán ordenar -
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de feres formas diferentes; por tanto, habrá tres pares -

' ^2 ' Q^®' ecuaciones (4.3,2.18) o 

(4.3.2.19) nos proporcionará tres rombododecaedros del -

tipo: a^^2 «1,2 «1,2 «1,2 
«1,3 «2,4 

capaces de empaquetar dicho elipsoide. 

4.4.- EMPAQUETAMIENTO DE ELIPSOIDES EN ROMBODODECAEDROS QUE 
SEAN SUSCEPTIBLES DE RELLENAR EL ESPACIO DESIGUALMEN­
TE ORIENTADOS. 

Para este tipo de rombododecaedros según se vio en -
4.2. 2 ~ ~ «1 2 ^ tanto la ecuación (4.3.14) -
del elipsoide inscrito se transformará en 

2 2 2 
^ + ^ a - - = 1 (4.̂ 1) 2 2 1 2 . eos . ,â . 2 eos — 2 eos ^ 

" 2 «1 2 sen'̂  

Como este elipsoide no tiene más que un parámetro 
(a^ 2); y k2 estarán relacionados entre sí a través de 
dicho parámetro. 

2 
eos a., ̂  • 1 Íjl£ 2 «1 2 " «T 2 2 ^._2_a^_ _cos\^^ 

' ^ e o s ^ ^ J s e n 2 « l , 2 

2-2cos a-£-2- 4eos^ « 1 2 

1 - cos^ «1,2 
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2 - 4 C O S . a ^ ^ 2 

^1 1 - eos a 1,2 

^ 2 . 2 eos a, „ 4 eos a. _ 
^2 ~ ~2 7*0 2 1,2 1+ eos a. , eos — 2 — 1, 

2 ^ «1,2 
1 + eos a 

1 , 2 

Eliminando eos 2 sntre (4.42) y (4.43), obtene­

mos: 

4 - 3 k. 

2 - k. 
(¿1.44) 

Y si además representamos las eeuaeiones (4.42) y 
(4.43) para valores de O < eos â ^ 2 ^ siendo k., y k 2 ma 
yores que eero 

K, 

VJ. 

1/2 J ees a'H 
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3 / 

0 
^'2 

El campo de existencia común será 0< eos 2^ 2 

lo cual proporciona: 

O < </2 

O < k. < 2/3 
(4.¿}5) 

En consecuencia, definido un elipsoide por sus semi£ 
jes a , b y c (habrá seis pares k^ , ̂ 2)'' CONDICIÓN -
NECESARIA Y SUFICIENTE para que dicho elipsoide pueda ser 
empaquetado por medio de un rombododecaedro que puede relie 
nar espacio desigualmente orientado, es que al menos uno de 
los pares k^ , k2 cumpla las siguientes condiciones: 
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4 - 3 k 2 \ 

2 - k-

O < k^ < /r 

O < k2 < 2/3 

/ 

(¿1.45) 

Los ángulos del rombododecaedro 

a 1,2 «1,2 «1,2 «1,2 

180-a. , a- . 1,2 2,4 

que permiten este tipo de empaquetamiento desigualmente 
orientado son: 

eos a 1,2 

a 

4 - k. 

eos a. 
eos 2,4 _ -1,2 

1,2 a 
sen / 

( 4 . 4 7 ) 

El valor de 0.2,4 ^^^^ ^^^^ ^ÍP° rombododecaedros 
ya fue calculado en (4.22). 
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4.5.- CONCLUSIONES 

No todo rombododecaedro puede provenir del rombodo­
decaedro equifacial por medio de una afinidad espa­
cial, pero es posible pasar por medio de acortamien 
tos y/o alargamientos de los segmentos de la estre­
lla a un cuerpo de caras paralelogramos que tenga -
los mismo ángulos en las caras y que puede ser afín 
del rombododecaedro equifacial. 

PARTIENDO DE CINCO ROMBOS CUALESQUIERA DE IGUAL ARIS 
TA, ES POSIBLE OBTENER MEDIANTE LA ECUACIÓN (2.31), 
EL SEXTO ROMBO, CON EL QUE COMPLETAR LAS SEIS CARAS 
ROMBO DISTINTAS POSIBLES DE UN ROMBODODECAEDRO, CON 
EL QUE SIEMPRE PODREMOS EQUIPARTIR EL ESPACIO. 

TODO ROMBODODECAEDRO QUE CUMPLA UNA DE LAS CONDICIO­
NES (4.21), ADEMAS DE EQUIPARTIR EL ESPACIO, LO PE-
LLENARA, QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO. 

DADO UN ELIPSOIDE CUALQUIERA ,(SEA O NO DE REVOLUCIÓN) 
ES POSIBLE ENCONTRAR EL ROMBODODECAEDRO CIRCUNSCRITO 
QUE PERMITA SU EMPAQUETAÍllENTO. 

DADO UN ELIPSOIDE CUYOS SEMIEJES CUMPLAN LAS CONDI­
CIONES (4.46), ES POSIBLE ENCONTRAR UN ROMBODODECAE • 
DRO CAPAZ DE PERMITIR SU EMPAQUETAMIENTO, TANTO IGUAL 
MENTE ORIENTADOS, COMO DESIGUALMENTE DISPUESTOS. 



C A P I T U L O V 
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CAPITULO V 

DONDE SE OBTIENEN LOS SIETE ROMBODODECAEDROS CON­

VEXOS CON DOS TIPOS DE CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS 

CUADRADO, COMO CASO PARTICULAR DE UN ESTUDIO EXHAUSTIVO 

SOBRE LAS RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS ÁNGULOS -

DE UN ROMBODODECAEDRO CON DOS TIPOS DE CARA ROMBO, 

5.1.- PLANTEAMIENTO•GENERAL DEL PROBLEMA 

Si al rombododecaedro de la figura 5.1^, al cual le 
hemos designado por: 

«1,2 «2,3 «3,4 «4,1 
«1,3 «2,4 

le exigimos que todas las 
caras sean roinbos de ari£;. 
ta unidad de alguno de los 
dos tipos siguientes: 

resultará que: a^^2 «2,3 «3 4 «4 1 alguna de las 
siguientes cuaternas: 
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1.- «1 «1 «1 «1 
2.- «1 «1 «1 «2 
3.- «1 «1 «2 «2 
4.- «1 «2 «1 «2 
5.- «1 «1 «1 ^1 
6.- «1 «1 ^1 «2 

7.- «1 ^1 «1 «2 
8.- «1 ^1 «2 «2 
9.- «1 «2 ^1 «2 

, (5.11) 

El resto de las cuaternas, o bien no son posibles -
por condiciones de convexidad, o bien son permutaciones 
circulares de (5.11), o por lo contrario se pueden reducir 
a ellas sustituyendo: 

por y/o rx^ ^2 
(5.12) 

por a2 6 ^2 Y "2 ^̂ ""̂  «1 ^ ^1 

«1,3 «2 4 alguno de los siguientes pares: 
1.- "1 «1 5.- «2 «1 • 9.- ^1 «1 13.- 32 «1 
2.- «1 «2 6.- «2 «2 10.- ^1 «2 14.- 32 «2 
3.- «1 ^1 7.- «2 ^1 11.- ^1 ^1 15.- ^2 ^1 
4.- «1 ^2 8.- «2 ^2 12.- ^2 16.- h ^2 

(5.13) 
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Luego en principio habrá 144 tipos de rombododecae­
dros con dos caras diferentes, aunque como veremos más ade 
lante, este número se reducirá considerablemente. 

Como en todo rombododecaedro, sucederá que sus seis 
ángulos deberán cumplir la ecuación (2.31), que una vez 
simplificada resultará una expresión del tipo f(a^,a2) =0; 
y se estudiará para los tres casos siguientes: 

= «2 que nos proporcionará los rombododecaedros 
en que todas las caras sean iguales. 

â^ = 90° de la cual resultarái rombododecaedros con -
dos tipos de cara, siendo una dé ellas cua-
drado. 

"2 = 90° igual que la anterior condición. 

El proceso a seguir será el siguiente: 

1°) Comprobar, a priori, si puede ser eliminadp el rombodo­
decaedro por no poder ser convexo. 

2°) Transformarlo en los equivalentes que permitan resolver 
de una manera más cómoda la ecuación (2.31); o bien, po 

nerlo bajo la forma de un caso ya resuelto. 

3°) Reducirlo a otro rombododecaedro ya resuelto. Diremos 
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que un rombodedecaedro con dos tipos de cara se reduce -
a otro, cuando haciendo una sustitución del tipo (5.12), 
coincide con el segundo. 

La primera sustitución de (5.12) equivale a pasar de 
f(á.,,a2) = 0 a alguna de las tres siguientes: 

f(B^,a2) = O ; f(a^,B2) = O ; £(3^,62) = O 

La segunda sustitución de (5.12) equivale a pasar de 
f(a^,a2) = O a alguna de las cuatro siguientes: 

f(a2,a^) = 0 ; • fia^,^^) = O 

£(62,a^) = O ; f(32,B^) = O 

5.2.- ESTUDIO DETALLADO DE CADA UNO DE LOS POSIBLES 144 ROM­
BODODECAEDROS CON DOS TIPOS DE CARAS ROMBO 

5.2.1.- Rombododecaedros tipo a, a. a, a. 
X -L 1 

"1,3 "2,4 

donde a^^^ '^2, A ^^^^ -^^^ (5.13) 
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1.- «1 

2, - a^^ 

«1 «2 

No puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

«1,2 = «2,3 = «3,4 =-̂ «4,i =̂ '«1,3 = «1 

«2,4 = «2 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31), obtenemos: 

«1 «2 • eos = eos -j- eos 

Para â ^ = a2 ^ a, = O 
Para = 90° 

Para a2 = 90° 

NO CONVEXO 
180° NO CONVEXO 

are cosii^ií í= 50,1792... CSiYÜQ 
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3,- a, " a, a. 1̂ "1 "'1 
«1 ^1 

"1,2 = "2,3 = "3,4 = "4,1 = "1,3 = "l 
"2,4 = - "l 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

tg a = 2 a - 63,4349... R 3 

4.- "l "- a. 

"1 ^2 

Este caso 'se puede' reducir al 2 / cambiando $2 Por a2 

5.- "i "i "i "i 
"2 "l 

Este caso es equivalente al _ 2 • 

5,- et̂  

«2 "2 

"1,2 = "2,3 = "3,4 = "4,1 = "l 

"1,3 = "2,4 = "2 
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Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

«2 «1 sen -y = /2 sen -y 

Para = a2 = O NO CONVEXO 

Para = 90° = 180° NO CONVEXO 

Para a2 = 90° = 60° QgHY|iO 

7,- a]_ aj_ o-i ai 

CX2 6i 

«1,2 = «2,3 = «3,4 = "4,1 = «1 

"l,3 = "2 

"2,4 = " O -

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

«1 «2 eos = sen eos 

Para â ^ ^2 tg = 2 R 3 

Para = 90° 02 = 180° NO CONVEXO 

Para a2 = 90° = are eos g""*- ̂  67,021343 ggMlilO 
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8,-

«1,2 = «2,3 = «3,4- = «4,1 = «1 

«1„3 = «2 
«2,4 = - «2 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

2 eos = sen 02 

Para = a2 ^ tg = 2 R 3 

Para = 90° 02 = O NO CONVEXO 

Para TTJ = 9.0° -> â ^ = 60° S Q I L E K Q (es el mismo que 6 ) 

9,- aj a, a. 

h «1 

Este caso es equivalente al 3 t 

10.- a, a, a. 

^1 «2 

Este caso es equivalente al J , 

a 2 62 
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11.. a 3_ -a^ 

= «2,3 = «3,4=^^«4,1 = «1 

•«1,3 = « 2 , 4 ' " ° - «1 ; 

Sustituyendo estos valores en la ecuación {2.31) obtenemos 

= are eos 4 ^ROMBODODBCAEBRO EQtlIFACIAI, 

12.- «1 a, a , a. 

Este caso es' equivalente al 15 

13,- CL^ 

Este caso es' •e'qulvalente al í| 

a-

2̂ «2 

Este caso es equivalente al g 
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15.- «1 «1 «1 «1 

Este caso se puede reducir al 7 cambiando $2 ^2 

1 5.- a. a, a , . a. 

Este caso se puede reducir al 6 cambiando 62 ^2 

5.2.2.- ROMBODODECAEDROS TIPO â ^ . 02 

«1,3 «2,4 

donde a- , A es una de las (5,13) 

7 , - ct^ OL^ a2 

H «1 

No puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la suma de 
los ángulos es 360° 
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18,- a-L «1 

«i «2 

a. 

No puede ser convexo, por 
la misma razón que el ante 
rior 

19,- o,^ . a. a. 

Este rombododecaedro es equi­
valente a Bĵ  

Bi B2 

«1,2 = "2,3 = ."3,4 = "1 

"4,1 = "1,3 = 180 -

"2,4 = 180 -• "2 

Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (2.31) obte-
mos 

sen = 2 eos 
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Para = 0 ^ tga 

= 90°--»- a2 = O 
a2 = 90° â ^ 

= 2 R 3 

NO CONVEXO 
= 60'' NO CONVEXO 

20,- aj_ 

«1 h 
Este rombododecaedro es equi­

valente a «2 '^2 

h h • 

«1,2 = «1 
«2,3 =-«l,3^ = .«2,4 = " ° - «1 
«3,4 = «4,1 = «2 

Sustituyendo estos valores en 
la ecuación (2.31) obtenemos 

2 3 , , l+cosa,-3cos a -eos o, 
coŝ o¡2= • - - - -

2(1 + 2 cosOj^) 

Para a, = a 

Para a, = 

Para a» = 

2 
9 0 O 

a = are tg2 R.3 

NO CONVEXO 

90° s47,53568612... NO CONVEXO 

a2 = 45° 



- 173 -

«2 «1 

22.- «1 «1 «1 «2 
«2 «2 

No puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

Este rombododecaedro es equi-

valente a ^2 ^2 

32 ^1 
y este último a su vez se pue 
de reducir al que estudiaremos 
en 55 cambiando 32 Por 
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23.- «1 ot̂  «2 
«2 6^ 

Este rombododecaedro es equi­

valente a B2 '^2 

"1,2 = "2,3 -
"3,4 = 180 - "2 

"4,1 
"1,3 = "2,4 = 180 -

Sustituyendo estos valores en 
la ecuación (2.31), obtenemos 

3 2 2 eos - 3 eos - eos + 1 

eos a^, = 2(1 - 2eos a^) 

Para = a = are tg 2 •> R 3 

NO CONVEXO 

CONVEXO 

90° «2 ^ 

90° = 62,56053956.. . 

2¿l.- cx̂  a 1 "1 
62 

a. 

"1,2 = "2,3 = "3,4 = "1 

"4,1 = "1,3 = "2 

"2,4 = - "2 

Sustituyendo estos valores en 
la ecuación (2.31) obtenemos: 
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2 2 2 2 eos a^(cos - eos a^) + eos a2(eos + eos + 

2 2 2 2 + eos eos «2 ~ 3(eos + eos + 1 = 0 

Para = a2 a = are tg 2 -> R 3 

a, = 90°-^ a_ = are eos i ^ 51,827292... NO CONVEXO 
1 2 9 

= 90°-> a, = are eos 4 51,827292... CONVEXO (eoinei-2 1 9 ' = = = = = = = 

de eon 52) 

25.- ct̂  a, a. 
' 1 "2 

h " 1 

Es equivalente al 19 

26,- ct̂  a, 

^1 «2 

Es equivalente al 23 

27.- ot̂  
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« 2 

Es equivalente al 

«1 «1 «1 «1 
32 6i 

ya estudiado en el 15 

28,- a. 

3i 32 

Es equivalente al 

«1 «1 «2 «2.-
3i 3i 

que se verá más adelante en 

el ¿13 
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29.- «1 ^1 «1 "2 

^2 «1 

Es equivalente al 20 

30.- «1 «2 
62 - "2 

Es equivalente al 24 

31.- «1 a 1 "2 
32 3, 

Es equivalente al 28 Y 1° tanto al 43 

32. oĉ  «2 

2̂ 3. 32 

Es equivalente al rombodode­
caedro a2 ct̂  a2 

32 3i 

que se estudiará en el 63 
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5.2.3.- ROMBODODECAEDROS TIPO a2 

«1,3 «2,4 

donde 01^ ^ «2 4 ®^ (5.13) 

33,- a 2 «2 
«1 «1 

«1,2 = «2,3 = «1,3 = «2,4 = «1 
«3,4 = «4,1 = «2^ 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

2 2 2 «1 2 eos «2 + eos a^(l-2cosa2) = eos -j- sen 

Para = a2 -> a = O NO CONVEXO 
NO CONVEXO 

a2 = 90° - 47,53568612... NO CONVEXO 
= 90° 0-2 = 45° 

34.- ^2 «2 
«1 «2 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 
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«1 «1 «2 «2 
«1 ^1 

«1,2 = «2,3 = a 

"3,4 = "4,1 = a 

«2,4 = 180 -• «1 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

2 2 2 «1 2 eos a2 + eos a^ ( l + 2 eos = eos - y sen 

a = 180° NO CONVEXO . 
Para a, = a-

a = are tg 2 R3 

Para = 90° = 45° NO CONVEXO 

= 90° , ^ 47,53568612 gQHyíSg 

35.-
«1 ^2 

«1,2 = «2,3 ' «1,3 = «1 
«3,4 =.«4,1 = «2 
«2,4-= - «2 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 
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eos a2 -
1 + eos -• 2eos 

3 + 5cos a, 

a = 180' NO CONVEXO 
Para â ^ = a2 

a = are tg2 R 3 

Para = 9 0 a2 = are tg /2 - 54,735610 SQSYIKQ 

Para a2 = 90 
â ^ = 0 NO CONVEXO 

= 120° NO CONVEXO 

37,- a ¿ a,̂  a2 a. 

«2 «1 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 
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38.- «2 «2 
" 2 « 2 

Si cambiamos por a2 y P*-*̂  °i' ̂ '̂'̂ ^ rombodode­
caedro se puede reducir a <^2 "l "l 

«1 H 

el cual a su vez es equivalente al 33 

39.- ^2 a. 

" 2 ^1 

Si cambiamos por a2 y 0.2 por , éste rombodode­

caedro se puede reducir a «2 . '̂ ''2 '̂i "̂ 1 

"1 ^2 

el cual a su vez es equivalente al 35 

í|0.- â ^ â ^ 02 a2 

«2 0 2 

Si cambiamos por 02 y a2 por aéste rombodode­
caedro se puede reducir a a2 02 

«1 ^1 

el cual a su vez es equivalente al 35 
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¿11. _ 

^1,2 = «2,3 = «2,4 = «1 
«3,4 = «4,1 = «2 
«1,3 = -

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

2 2 2 «1 2 eos + eos cx̂ (i - 2cos a^) = sen -y sen 

Para '^2. ~ '^2 « = ^''^^ tg 2 R 3 

Para = 90°-̂ a2 = 45° NO CONVEXO 

a,^ = 90°->a^ c= 62,56053956 NO CONVEXO 

Este último rombododecaedro fue analizado.en el punto (3.2.1) 

42.- «1 

h "2 

«1,2 = «2 , 3 
= a 

" 3 , 4 = 
" 4 , 1 

= a 

" 1 , 3 = 
180 -

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

h "l 
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2 

Para = a2 a = are tg 2 R 3 

Para = 90° 02 = are tg / I - 54,7356 NO CONVEXO 
a2 = 90° = 60° NO CONVEXO 

a2 

"1,2 = «2,3 = «1 

«3,4 = "4,1 = "2 
«1,3 = "2,4 = 180 -

Sustituyendo estos valores en la ecuaeión (2.31) obtenemos 

2 2 2 «1 ? eos a2 + eos a^(l + 2eos a2) = sen -j- sen' 

Para = a2 a = are eos -j ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL 

Para = 90°̂ -a2 = 45° NO CONVEXO 
(^2 = 90°->-â  ̂  62,56053956 QQ^YE^Q (eoineide eon 23) 

2 -1 - eos - 2cos 
eos = — 

3 - Seos 
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£|í},-

h ^2 

«1,2 = «2,3 
«3,4 = «4,1. = ̂ «2 

«1,3 = 180 - «1 

«2,4 = 180 - a 
2 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

. a ^ 
eos — = "2". sen 

Para = .«2 « ~ J ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL 

Para = 90* «2 tg *^ « 54,73561 gQlV||g (coincide 
«2 = 90 ^ = 60° NO CONVEXO 

45,- aj_ â ^ a. 
"2 - 2 

^2 «1 

Si cambiamos a^ por 02 y por â ,̂ este rombododecae­
dro se puede reducir a 02 «2 '^1 '̂i 

h «2 
el cual es' equivalente al estudiado en el 42 
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¿16.-
62 «2 

Si cambiamos por a2 y «2 «i' rombododecae 
dro se puede reducir a 02 «2 ot̂  

^1 "1 

el cual a su vez es equivalente al estudiado en el ¿|1 

m a 2 «2 

62 h • 

Si cambiamos por a2 y «2 por a^, este rombododecae 
dro se puede reducir a «2 «2 

6, 62 

el cual a su vez es equivalente al estudiado en el ¿{¿| 

¿18.- a2 a2 

62 &2 

Si cambiamcB por «2 y a2 por a^, este rombododecae 
dro se puede reducir a a2 (^2 «1 «1 

el cual es equivalente al estudiado en el ¿|3 
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5.2,4.- ROMBODODECAEDROS TIPO 0.2 

"1,3 "2,4 

donde 3 '^2 A cada una de las (5.13) 

Zj9.- «2 «2 

«1 "1 

No puede ser convexo ya que 
la suma de ángulos en el ver 
tice V es 360°' 

50,- 02 0-2 

«1 "2 

"1,2 = "3,4 = "1,3 = "1 

"2,3 = "4,1> "2,4 = "2 
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Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

eos + eos ~ 2eos — eos — 

Para = «2 a = O NO CONVEXO 

Para = 90-^a2 = are eos (-̂) = 128,1727 NO CONVEXO 

a2 = 90^a^ = are eos (-i) - 128,1727 NO CONVEXO 

1 "2 «1 «2 
"l ^1 

«1,2 = «3,4 = "1,3 
"2,3 = «4,1 = "2 
«2,4 = 180 - "l 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

eos + eos = sen 

Para ^2 ^"^" ~ ^ ^ ̂  

= 90°-t a2 = O NO CONVEXO 

0-2 = 90°-^ = 45° NO CONVEXO 
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52. - «1 " «2 «1 «: 
«1 ^2 

«1,2 = «3,4= «1,3 = «1 
«2,3 = «4,1 = «2 
«2,4 = -

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

«2 «1 
' eos + eos = 2sen -j- eos -~ 

Para = ^2 ''^^« ~ ^ ^ 

= 90° = are eos i = 51,82729 gQ^YüQ 

a2 = 90 = are cos(-|) = 128,1727 NO CONVEXO 

55'- «2 «2 

«2 «1 

Es' equivalente al caso estudiado en el 50 
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5Í|.- «2 a. 
«2 «2 

No es convexo, ya que en el 
vértice V la suma de ángu, 
los es 360° 

55.- «1 «2 «1 «: 
«2 ^1 

Cambiando por y a.^ por â ,̂ este rombododecaedro 
se puede reducir a â ^ 

«1 h 
el cual a su vez es equivalente al ya estudiado en el 52 
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55.- «1 «2 «1 «: 

«2 ^2 

Cambiando por a,^ y ot̂  por a^, este' rombododecaedro 
se puede reducir a a2 

"1 ^1 

el cual a su vez es equivalente al estudiado en el 51 

57,- ot̂  ^2 a, 

• ^1 "1 

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 51 

ETO 

«1 «2 «1 «2 

^1 «2 

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 55 

59.- «2 «2 

^1 ^1 

«1,2 = «3,4 = "1 

«2,3 = "4,1 = "2 

"1,3 = "2,4 = 180 -
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Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

eos «1 = 

«1 = «2 - a = are 

90° -> «2 = 0 

«2 = 90° -> «1 = 60° 

^1 2 «1 «2 
h. h 

«1,2 = "3,4 = a 
1 

"2,3 = «4,1 = 

«1,3 = 180 - «1 

«2,4 = 180 - «2 

2 «2 

i ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL 

NO CONVEXO 

CONVEXO (coincide con el 5) 

Sustituyendo estos valores en la ecuación (2.31) obtenemos 

«1 «2 eos + eos a2 = 2sen -j- sen 

Para = ^2 a = are eos — ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL 

= 90° 0.2 = are eos i ^ 51,82729 CQHY|gQ Ambos coin 
ciden con 

02 = 90° -> = are eos ^ 51,82729 gQMYS^Q ^2 



- 192 -

51,- «2. 
$2 cx^ 

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 52 

52.- «2 "l 
B2 «2 

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 55 

63.- «1 «2 "l "2 

^2 ^1 

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 50 

6¿1,- a2 a.2 

Cambiando por 02 y «2 por a^, este rombododecaedro 
se puede reducir a 02 02 

el cual, a su vez, es equivalente al ya estudiado en el 59 

5.2.5.- ROMBODODECAEDROS TIPO 3^ 

"1,3 "2,4 

donde 01̂  ̂  °̂2 4 ®^ cada una de las (5.13) 
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65.- B^. 

«1 «1 

No puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

65.- o t ^ c x ^ 6^ 

«1 «2 

a 

a 

a 

1,2 
.4,1 
2,4 

= «2,3 = «3,4 
= 180 - a. 

= a. 

«1,3 = «1 

Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (2.31) obte 
mos: 

sena2 = 2 eos 

Para = a2 NO CONVEXO 
Para = 90 ̂  a2 = O NO CONVEXO 

= 90 -V a2 = 60 NO CONVEXO 
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67,- \ »i \ 

No puede ser convexo ya que en 
el vértice V la suma de Sngu 
los es 360° 

68.- «1 «1 

«1 ^2 

Este caso se puede reducir al 65# cambiando 3-, por a. 

69.- «1 «1 «1 

"2 "l 

Este caso es equivalente al 66 
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70.- «1 «1 ^1 ^1 
«2 "2 

/5, _ 
Este rombododecaedro es equi­

valente a 02 '̂i ^2 

• "l ^1 
el cual se puede reducir a su 
vez al 51 cambiando 62 °'2 

71.- «1 «1 «1 3. 

«2 ^1 

Este rombododecaedro es equi­
valente a a-^ ^2 

"1 ^1 

el cual se puede reducir a su 

vez al 19 cambiando ^2 '̂2 
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72.-
«2 ^2 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

73,- oí^ B. 

Si a. 

Es equivalente al 57 Y tanto, no convexo 

7¿|.- B. 

^1 "2 

Es equivalente al 71 
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75.- «1 " 1 ^1 
6, 6, 

Es equivalente a 

«1 «1 «1 «1 
«1 ^1 

ya estudiado en el 3 

75.- ct^ 6̂  
B i B2 

Este rombododecaedro es equivalente a 3^ 

B2 B^ 

el cual a su vez se puede reducir al 71/ cambiando B- por a, 

77,- B^ 

B2 

Es equivalente al 58 
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78.-
B2 «2 

Es equivalente al 72 / Y PO^ tanto, no convexo 

79.- B. 

B2 B i 

Es equivalente al 76 

80,-

Se puede reducir al 70 r cambiando B2 por 

5.2.6.- ROMBODODECAEDROS TIPO B^ 0.2 

«1,3 «2,4 

donde " 1 3 «2 4 cada una de las (5.13) 
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81.- ^1 «1 ^2 

«1 "l 

Es equivalente a 

^1 ^1 ^1 «1 
Si S2 

y éste a su vez se puede re­
ducir al 58 cambiando por S^ 

82.- S^ «2 

"l «2 

^ 2 . Al 

No puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la simia de 
los ángulos es 360° 
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83.- <x^ 
«1 h 

No puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

84*- \ 0;¡_ B-L «2 

«1 h 
Es equivalente a: 

«1 ^1 

«1,2 = «2,4 
«2,3 = "1,3 
«3,4 = «4,1 

= a. 

Sustituyendo estos valores en 
la ecuación (2.31) obtenemos: 
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co^ a2 = 
2 3 1+cos a,ĵ  - 3cos , ,a.̂, eos 

2(2cos a^+l) 

Para = NO CONVEXO 

= 90" = 45° NO CONVEXO 

a = 90° •*• a. - 47,53568612 NO CONVEXO 

85,- otj_ a2 

«2 «1 

" No puede ser convexo, ya que 
; en el vértice V la suma de 
: ángulos es 360° 
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86,- «1 «1 % ^2 

«2 «2 

«1,2 = «2,3 = «1 
«3,4 = - «1 
«4,1 = «1,3 = «2,4 = «2 

Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (2.31), obte 
nemos: 

Para = NO CONVEXO 
1 = 90 02 = are eos ^ - 51,82729 NO CONVEXO 

a2 = 90 = are eos ^ = 51,82729 NO CONVEXO 

87,- oĉ  3^ a2 

«2 ^1 

Este rombododecaedro es equivalente a 

«1 «1 ^2 «2 
«1 ^1 
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«1,2 = «2,3 = «1-

«3,4 = «2,4 = - «1 

«4,1 = «1,3 = «2 

Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (2.31) obte 
nemos ? 

1 + cosa. 3cos^ a.-cos^ a. 
eos = = ^ = -

2 (2cosa^ + 1) 

Para = 02 NO CONVEXO 

NO CONVEXO 

a2 = 90°-va^-s 47,53568612 gQiV|KQ (coincide con 35) 

= 90° ->'a2 = 45° 
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88.- cx̂  $1 a-

«2 h 

a.. 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

89,- aj_ «1 6i «2 

^1 "l 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 
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90.- «1 «1 ^1 «2 

^1 «2 

Este rombododecaedro es equi­
valente a â^ a2 &2 

h '^1 

«1,2 = «2,3 = «2,4 «: 
«3,4 = «2 
«4,1 = " O -
«1,3 = " O -

Sustituyendo estos valores en 
la ecuación (2.31) obtenemos 

cos^a. 
1 - cosa- -. 2 3 3cos .a^ + eos a,̂  

2 ( 1 - 2cosa^) 

Para a^ = NO CONVEXO 
NO CONVEXO 

«2 = 90° - 62,56053956 NO CONVEXO 
= 90° a2 = 45° 
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91.- «1 «1 Bi «2 

Es equivalente a 

«1 "l «1 «2 
«1 ^1 

ya estudiado en el 19 

92.- $2 «2 

^1 ^2 

« 2 . /5i 
Es equivalente a 

"l «1 ^2 «2 
^1 «1 

ya estudiado en el 41 
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93.- a^- 6^ a. 

$2 

/5i 

Es equivalente a 

^1 h "l "2 
^1 ^2 

el cual a su vez, cambiando 
por se puede reducir 

a 

«1 ^2 

ya estudiado en el 8¿{ 

02 °'2 

a, Al 

NO puede ser convexo, ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 
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95.- «1 «1 6i 

"^2^ Al 

Es equivalente a 

«1 «1 «2 «2 

• «1 % 

ya estudiado, en el 35 

96.- «1 «1 &i «2 

32 62 

Es equivalente a 
Al a2 «2 «2 '̂i 

"1 ^1 

el cual, cambiando por a2 

y a2 por se puede reducir 

a 

"2 h 
ya estudiado en el 24 
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5.2.7.- ROMBODODECAEDROS TIPO 

«1,3 «2,4 

donde «2 3 «2 4 ®^ cada una de las (5.13) 

97.- 6̂  a. 

«1 «1 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma -
de ángulos es 360° 
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98.- «1 6j_ a2 
«1 «2 

Es equivalente a 

h h ^-2 h 

«2,4 = ̂ SO-«1,2= «2,3 =«1,3 

«3,4 = «2 

«4,1 = 180 - «2 

Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (2.31) obte­
nemos 

3 2 
« eos a - 3cos a, - eos a, + 1 

cos'̂  0X2 ^ 

2(1- 2cos a^) 

Para = 

= 90° a2 = 45° 

NO CONVEXO 

NO CONVEXO 

= 90° = 62,56053956 NO CONVEXO 
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99,-
«1 ^1 

Es equivalente a 

«1 «1 «1 h 
. 62 «1 

ya estudiado en el 77 

100.- «1 «2 

«1 ^2 

Es equivalente a 

^1 ^1 «2 «2 
3i 

el cual, cambiando por B]_ 
se puede reducir a 

«1 «1 «2 «2 

«1 «1 

ya estudiado en el 33 
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101,- «1 
"2 "l 

Es equivalente al 98 

102,- 0.2. ^1 °̂1 °̂2 

«2 «2 

Es equivalente a 

"1 ^2 62 

el cual a su vez, se puede 

reducir al 53 cambiando 

por a. 
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103, ~ \ h "l «2 

«2 h 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

10^--"l ^1 «1 «2 
«2 H 

Es equivalente a 

"2 "2 h ^1 

el cual, cambiando a2 por 
y $^ por se puede reducir 
a â ^ 8^ a2 

«2 «2 

ya estudiado en el 86 
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105.- B i «1 «2 

^1 "l 

Es equivalente al 99 

106,- «1 

. h "2 

Es equivalente al 103 y por tanto no convexo 

107,- B^ a2 

Es equivalente a 

"l "1 «1 «1 
"l ^2 

ya estudiado en el i| 
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108.- «1 3^ 

Es equivalente a 

«1 «1 «1 «2 
62 

ya estudiado en el 29 

109.- «1 a2 

32 

Es equivalente al 100 

110.- 3ĵ  02 
3-, oi^ ^2 2 

Es equivalente al 104 
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111.- »1 «2 
B2 6i 

Es equivalente al 108 

112.- ^1 «1 «2 

^2 ^2 

Es equivalente al 

«1 «2 «1 «2 
62 

ya estudiado en el 51 

5.2.8.- ROMBODODECAEDROS TIPO 6̂  

«1,3 «2,4 

donde 3 «2 4 ®^ cada una de las (5.13) 
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113.- «1 
"l "l 

Es equivalente a 

^1 ^1 ^1 "2 
32 3, 

el cual se puede reducir al 

29 cambiando 3̂^ por 

«1 ^1 a2 a2 

«1 «2 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma -
de ángulos es 360° 
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«1 ^1 
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Es equivalente a 

"l «1 ^1 • «2 
02 «1 

ya estudiado en el 93 

116.- «1 $1 a2 a2 

"l ^2 

Es equivalente a 

^1 ^1 «2 «2 
^1 h 

el cual se puede reducir al 
36 cambiando por 
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117.- 6^ a2 a. 

«2 «1 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 

118.- «2 a2 
«2 «2 

Es equivalente a 
$2 a2 62 

«1 ^2 
el cual se puede reducir al 
101 cambiando por 3^ y 

por 
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119.- «1 Bi a2 
"2 ^1 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma -
de ángulos es 360° 

120.- \ 3^ 
"2 h 

Es eauivalente a 

"2 "2 ^2 «1 
"l ^2 

el cual se puede reducir al 
87 cambiando a, por y 
por 
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121.- «1 6̂  

h «1 

Es equivalente a 

«1 «1 ^1 «2 
«1 ^2 

ya estudiado en el 84 

122.- ^1 «2 «2 

^1 «2 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 
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123.- o^ Bj_ «2 «2 

Es; equivalente a 

â^ a2 

«1 ^2 

ya estudiado en el 20 

124.- «1 3i «2 «2 
^1 ^2 

EB' equivalente a 

«1 «1 «2 «2 
«1 ^2 

ya estudiado en el 36 
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125.- 02 

h "l 

Es equivalente a 

^1 ^1 "2 "2 

el cual se puede reducir al 
45 cambiando $^ por 

126,-a^ «2 
h "2 

Es equivalente a 
«2 a2 2̂ 

el cual se puede reducir al 
90 cambiando por y o.^ 
por a^. 
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127.- ^1 «2 -«2 

^2 ^1 

Es equivalente a 

«1 «1 «2 «2 

ya estudiado en el ¿}5 

128.- Si «2 "2 

^2 ^2 

Es equivalente a 

«2 «2 «2 "l 
«1 ^2 

el cual se puede reducir al 
23 cambiando por y 
por ct̂ . 
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5.2.9.-COMBIN^IONES TIPO 

"1,3 "2,4 

donde 3 ^2 A ®^ cada «na de las (5.13) 

129,- a2 a2 

"1 "1 

« 2 ^ Al 

Es equivalente a 

3^ ttj 6^ a2 

"1 ^1 

el cual se puede reducir al 
57 cambiando por B^ 
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130.- «1 «2 ^1 «2 
«1 «2 

Al 

Es equivalente a 

1̂ ^1 «1 ^2 

el cual se puede reducir al 
86 cambiando por y o.^ 
por B2 

131.- «1 «2 B^ «2 

«1 ^1 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma de 
ángulos es 360° 
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132.- a2 
«1 ^2 

Es equivalente a 

. «2 "2 «2 ^1 
^1 «1 

el cual se puede reducir al 
2¿í cambiando a2 por y 

^2 

133.- «2 6̂  «2 

«2 «1 

ES equivalente al 130 
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134.- «2. «2 ^1 «2 
«2 «2 

«̂ 2 . A, 

No puede ser convexo ya que 
en el vértice V la suma 
de los ángulos es 360° 

135.- «1 «2 ^1 ": 

"2 \ 

Es equivalente a 

"l "l ^1 ^2 
^2 ^2 

el cual se puede reducir al 

86 cambiando 82 P^^ ̂ 2̂ 
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135,- a2 02 
"2 «2 

a , Al 

No puede ser convexo, ya que 
la suma de los ángulos en el 
vértice V es 360° 

137.- Bi a2 

^1 "l 

o ' s ^ At 

No puede ser convexo, ya que 
la suma de los ángulos en el 
Vértice V es 360° 
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138.- \ «2 h «2 

^1 «2 

Es equivalente al 135 

139.- «2 

Es equivalente a 

«1 -«1 «1 ^1 
02 32 

ya estudiado en el 80 
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m.- «1 «2 ^1 «2 
B , B2 

Es equivalente a 

a2 0-2 

^1 «1 

el cual se puede reducir al 

30 cambiando por 02 y «2 

por 

141,- 0.2 B^ 0-2 

B2 

Es equivalente al 132 
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m , - «1 ^2 ^1 "2 
62 «2 

No puedg ser 'convexo ya que 
en el vértice V la suma 
de los ángulos es 360° 

143,- «2 ^1 «2 
62 

Es equivalente al JíjO 
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14¿|.- a2 a2 
^2 h 

Es equivalente a 

a2 a2 «2 

"l ^1 

el cual a su vez se puede 
reducir al 8 cambiando â ^ 
por a2 y por 
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5.2.10.- RESUMEN 

- De las 144 familias iniciales de rombododecaedros con 
dos tipos de cara rombo, hay ocho que tienen todas sus caras 
iguales, cuatro de las cuales se puede asegurar desde el -
principio que son no convexas, y las otras cuatro resultan 
ser el rombododecaedro equifacial {una vez) y el R 3 (tres 
veces). 

Estamos pues ante un primer conjuntó de poliedros que 
tienen todas sus caras iguales, como caso particular de su­
poner de partida que existen caras rombo de dos tipos. 

- Las 136 familias restantes son rombododecaedros con -
dos tipos de caras rombo, de las cuales,, 27 resultan ser a -
priori no convexas, cualesquiera que sean los valores de 
y 

- Las 109 familias que quedan se pueden limitar a 26; -
ya que, las otras 83 se pueden agrupar en formas equivalentes 
a estas 26 o bien se pueden reducir a ellas. 

- Si a estas 26 familias las imponemos la condición de 
que = a2; es decir, que las caras sean iguales, aparece 
4 veces el rombododecaedro equifacial, 12 veces el R 3 y 10 
rombododecaedros no convexos. 

Si exigimos que una de las caras sea cuadrado, se ob-
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tienen 7 rombododecaedros convexos con dos tipos de"caras -
rombo, siendo una de ellas cuadrado. 

Estos 7 rombododecaedros son los que se especifican -
en el epígrafe 5.2.11. 

5.2,11.- ROMBODODECAEDROS CONVEXOS CON DOS TIPOS DE CARA 
ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO. 

Los 7 posibles rombododecaedros con dos tipos de cara, 
siendo una de ellas cuadrado,.a los que nos acabamos de re­
ferir, son los siguientes 

2.- \ «1 \ ^ 
«1 «2 a = 90° 2 

a = are eos « 50,1792, 
^ 8 

2 caras cuadrado 

5.-
«2 «2 «2 = 90° 

= 60° 

4 caras cuadrado. Este poliedro se puede obtener pro­
longando las caras triángulo del cuboctaedro o "Dymaxion" 
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7.-
«2 ^2 = 90° 

= are eos - 67,021343 

2 earas cuadrados 

23,- «1 • «1 «: 
«2 ^1 

4 earas cuadrados 

35.- «]_ 0 1 ^ a2 a. 

«1 ^1 

4 caras cuadrados 

a2 = 90° 
62,56053956. 

02 = 90° 
= 47,53568612.. 

36,- «2 «2 

«1 h = 90° 
a_ = are eos -i- = 54,735610. 

/3 

6 caras cuadrados. Este poliedro se puede obtener a 
partir del cubo, desplazando dos vértices opuestos en 
la dirección de la diagonal que las une. 
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52.- "2 "1 "2 
a. = 90° 

6 earas cuadrados. 

Los rombododecaedros 7 Y 23* además de equipartir el 
espacio, pueden rellenarlo quedando desigualmente orientados 
por cumplir una de las condiciones de (4.21). 

5.3.- GENERALIZACIÓN DEL PROBLEMA 

Como complemento y aplicación de cuanto se ha venido 
desarrollando, veamos la posibilidad de obtener romboicosae­
dros y triakontaedros con dos tipos de caras rombo con la -
particularidad de que una de ellas sea cuadrado. 

5.3.1.- ROMBOICOSAEDROS CON DOS TIPOS DE CARAS ROMBO, SIENDO 
UNA DE ELLAS CUADRADO. 

Si existiera un romboicosaedro convexo con dos tipos -
de caras rombo, siendo una de ellas cuadrado, y elimináramos 
sus bandas octogonales, obtendríamos rombododecaedros que -
cximplieran esas condiciones. Podemos pues, partir de los rom 
bododecaedros ya conocidos del epígrafe anterior y transfor­
marlos en romboicosaedros añadiéndoles una banda octogonal -

«2 = are eos j - 51,82729. 
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formada por cuadrados y/o rombos (del mismo tipo que ya te­
nía el rombododecaedro). Si se sigue este artificio con ca­
da uno de los siete rombododecaedros ya conocidos, solamen­
te en un caso se obtienen romboicosaedros del tipo buscado. 
Se trata del rombododecaedro 52, y se obtiene el siguiente 
romboicosaedro: 

«1 «1 «i «1 «1 
« 2 CX2 « 2 «2 02- = 90° 

= are eos = 51,82729. 

10 cuadrados 

De este único romboicosaedro de 20 caras, de las que 
10 son cuadrados y 10 rombos de ángulo are eos i se ofre-4) 
ce un croquis del mismo y su desarrollo 

arceos -

Fig 5.3.I4 
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5.3.2.- TRIAKONTAEDROS CON DOS TIPOS DE CARA ROMBO, SIENDO 

UNA DE ELLAS CUADRADO. 

Se puede seguir un razonamiento análogo al ya hecho 

para los romboicosaedros. 

Si existiera .un triakontaedro convexo con dos tipos de 

cara rombo, siendo una de ellas cuadrado, y elimináramos sus 

bandas decagonales, obtendríamos romboicosaedros que cumplie 

ran dichas condiciones. 

Siguiendo, pues, el camino inverso; partiremos del rom 

boicosaedro ya conocido del punto anterior, y le transforma­

remos en un triakontaedro añadiéndole una banda decagonal -

formada por cuadrados y/o rombos (del mismo tipo que el que 

ya tenía el romboicosaedro). 

Si hacemos ésto para el romboicosaedro obtenido a par 

tir del rombododecaedro 52 i no es posible obtener esa ban­

da decagonal; y por lo tanto, no existen triakontaedros con 

caras de dos tipos en las que una de ellas sea cuadrado. 

5.4.- CONCLUSIONES 

- Los rombododecaedros con dos tipos de cara rombo, se 

pueden reunir en 26 familias, siendo el resto no con 

vexos, formas equivalentes a estas 26, o bien se pue 

den reducir a ellas. 
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SOL,V-'.EKTE EXISTEN SIETE ROMBODODECAEDROS CON DOS TI 
POS DE CARA ROyjJO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADR/íDO. 

SOLA.MEKTE EXISTE UN ROMBOICOSAEDRO CON DOS TIPOS DE 
CARA ROMBO, SIENDO Uí̂'A DE ELLAS CUADRADO. 

KO EXISTEN TRIAKONTAEDROS CON DOS TIPOS DE CARA ROM 
BO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO. 



C A P I T U L O V I 
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con lo cual los a^^ serán a o g, y además imponemos que sus 
ángulos cumplan las relaciones allí deducidas, obtendremos 
los zonoedros equiláteros con un sólo tipo de cara rombo. 

6 . 2 . - ROMBOHEXAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO 

Ya se vio en el punto 2 .2 que no existe relación algu 
na que ligue los ángulos que intervienen en los rombohexae 
dros; y que, por tanto, definida una cara rombo cualquiera, 
podremos obtener el rombohexaedro correspondiente. Realmen­
te, se obtienen dos diferentes, el que procede de reunir en 
un vértice tres ángulos a , y el que proviene de reunir en 
un vértice tres ángulos 0 . En el caso de que el rombo sea 
un cuadrado {a=6), los dos rombohexaedros coinciden en el -
cubo. 

CAPITULO VI 

ZONOEDROS EQUILÁTEROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO 

PROCEDENTES DE ESTRELLLAS NO SINGULARES FORMADOS POR N SEG 

MENTOS IGUALES PARA VALORES DE N=3 , N=4 , N=5 / N=6 

6 . 1 . - PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA 

Si a los zonoedros equiláteros estudiados en el capí­
tulo II les exigimos que todas las caras sean rombo iguales 
del tipo 
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6.3.- ROMBODODECAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO 

Del estudio exhaustivo realizado en el Capítulo V so­
bre los rombododecaedros con dos tipos de caras rombo, he­
mos obtenido como caso particular cuando o'-ĵ=c'2 "̂ ^̂  rom 

bododecaedros con un sólo tipo de cara rombo. Son estos: 

- El rombododecaedro equifacial 

a a a a ^ 
a = are eos ^ 70,5287... 

Lá cara rombo tiene sus diagonales en la relación 

- El R 3 

a a q a 
a = are tg 2 63,4349... 

a 0 

La cara rombo tiene sus diagonales en la RELACIÓN ÁUREA 

Este rombododecaedro fue obtenido en 1960 por Bilins-
ki, eliminando una de las bandas octogonales del romboico­
saedro y juntando las dos piezas restantes, {über die rhom-
benisoeder. Glasnik, 15 pp. 251-263). 

Se puede asegurar después del estudio realizado en el 
Capítulo V que no existe un tercer rombododecaedro en que -
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se dé la circunstancia de que todas las caras sean rombos 
iguales. 

6.4.- ROMBOICOSAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO 

Como -máximo, solamente podrán existir dos romboico­
saedros con un sólo tipo de cara rombo, la cual será, o bien 
la cara del rombododecaedro equifacial, o bien la cara rom­
bo del R 3. Si existiera un romboicosaedro más, al eliminar 
una de sus bandas octogonales obtendríamos un tercer rombo-
dodecaedro con todas sus caras rombos iguales, lo cual no -
es posible. 

Además, en el vértice donde concurren cinco caras se 
habrán reunido necesariamente 5a, ya que, si introdujéramos 
un B, la suma de ángulos sería 4a+g= 3a+180, que para los 
valores de a de 6.3, sería siempre > 360? 

La expresión del romboicosaedro con la simbología pro 
puesta será; 

a a a a a 

«1,3 "2,4 "3,5 "4,1 ."5,2 

donde a^^^ a^^^ a^^^ a^^^ ^s,2 todos iguales 
entre sí, al objeto dé que al eliminar las cinco posibles -
bandas octogonales que circundan un romboicosaedro, obtenga 
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mos siempre el mismo rombododecaedro. 

Existirán dos posibilidades: 

«1,3 = «2,4 = «3,5 = «4,1 = «5,2 = « 

«1,3 = «2,4 = «3,5 = «4,1 = «5,2 = ^ 

que darán lugar a dos romboicosaedros 

1er. romboicosaedro: 

a a a a a 
a a a a a 

Este romboicosaedro cumple las condiciones (2.41) para 
el valor a=0 que da lugar a un romboicosaedro no convexo. 

2° romboicosaedro :̂  

a a a a a 

6 B 6 '3 e 

Este romboicosaedro cumple las condiciones (2.41) para 
el valor a = are tg 2. 

La cara rombo tiene sus diagonales en la RELACIÓN ÁUREA 

A este cuerpo le denominaremos en lo sucesivo R 4 



- 246 -

6.5.- TRIAKONTAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO 

No podrá existir más que un triakontaedro con caras 
rombo de un sólo tipo, ya que, si existiera un triakontae­
dro más, al eliminar una de sus bandas decagonales, se ob­
tendría un segundo romboicosaedro con todas las caras rombo 
iguales, lo cual no es posible. 

El triakontaedro: 

a a a a a 
3 6 3 3 3 
a a a a a a a a a a 

Satisface todas y cada una de las condiciones (2.5.11) 
para a = are tg 2 

La cara rombo tiene sus diagonales en la :-REIiACION ÁUREA 

El triakontaedro obtenido es el triakontaedro equifa­
cial. 

A este cuerpo le denominaremos.en lo sucesivo • R 5 

6.6. RELACIONES MUTUAS ENTRE LOS ZONOEDROS EQUILÁTEROS CON 
UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO 

Si eliminamos una banda decagonal del R 5 y juntamos 
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las dos restantes piezas, obtenemos el R 4. Si sometemos a 
este último a una operación semejante con uno de sus prismas 
octogonales, resulta el R 3. Por fin, podemos eliminar dos 
posibles bandas hexagonales en el R 3 que conducen a dos rom 
bohexaedros diferentes a los que denominaremos R 1 y R 2; 
sus caras son rombos cuyas diagonales están en 

El rombododecaedro equifacial queda fuera de esta or­
denación y solamente la podemos relacionar con el ran±ohexaedro 
que se obtiene eliminando una de sus bandas hexagonales. 

Resumiendo, solamente existen cinco zonoedros equilá­
teros con caras rombo iguales y CUYAS DIAGONALES ESTÁN EN LA 
RELACIÓN AUP^A Son estos: R 1 , R 2 , R 3 , R 4 , R 5 . 

6.7.- ÁNGULOS DIEDROS DE LOS POLIEDROS CON CARAS ROMBO CUYAS 
DIAGONALES ESTÉN EN RELACIÓN ÁUREA. 

6.7.1.- ÁNGULOS DIEDROS DEL R 1 

Tomando una sección ortogo­
nal a las aristas. 

Fig 6.7.I4 
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•'̂11 a 2 sen a eos - 2 eos •2 

eos '11 
2 sen a 

«11 = 36° 

6̂ 2 = 144° 

6.7.2.- ÁNGULOS DIEDROS DEL R 2 

Tomando una sección ortogo-
gonal a las aristas 

Fig 6.7.24 

2 sen a sen — ~ = 2 sen ^ 

sen •«21 

2 eos I 
«21= 72° 

= 108° 
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'Los ángulos diedros de los demás poliedros son los ya 
obtenidos para R 1 y R 2. 

Es interesante destacar que los ángulos diedros que 
aparecen^ son los ángulos de las figuras utilizadas en el 
"MOSAICO DE PENROSE" en el que se trata de forma no ordena­
da y con 'ramificaciones infinitas de rellenar el plano. 

6.8.- ÁNGULOS SOLIDOS DE LOS POLIEDROS CON CARAS ROMBO CUYAS 
DIAGONALES ESTÉN EN RELACIÓN ÁUREA. 

Una vez conocidos los ángulos diedros, es realmente -
sencillo obtener el ángulo sólido de un triedro; pues será 
el área del triángulo esférico qué tiene por ángulos los án 
gulos diedros. 

6 ^ . + 6 2 + 6 3 - 180 
^ = IT 

180 

6.8.1.- ÁNGULOS SOLIDOS DEL R 1 

Hay 6 triedros (a,a,B) cuyos ángulos diedros son 
(36,36,144) 

^s 5 
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Kay 2 triedros { B, 3, 3) cuyos ángulos diedros son 
(144,144,144) 

A - 7 TI 
•̂s 5 

6.8.2.- ÁNGULOS SOLIDOS DEL R 2 

Hay 6 triedros (a,3,3) cuyos ángulos diedros son 
(72,108,108) 

<̂s - — 

Hay 2 triedros ( a , a , a ) cuyos ángulos diedros son 
(72,72,72) 

*s - 5 

Los ángulos sólidos de los restantes vértices los ha 
llamos por descomposición, reduciéndoles a combinación li­
neal de los anteriores. 

2 (a,a,a) = 
(a,a,a,a) 

2 (a,a,3) = 3^ 

(a,a,a,6) = (a,3,3) + (a,a,3) = ^ + ^ = 

(a,a,a,a,a) = 5 (a,a,a) = ^ 
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6.9.- EL R 3 COMO POLIEDRO CAPAZ DE PRODUCIR LA EQUIPAR­
TICIÓN DEL ESPACIO, ASI COMO DE RELLENAR EL ESPACIO 
QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO 

Ya se vio en el punto 4.1 que todo rombododecaedro es 
capaz de producir la equipartición del espacio, y en el pun 
to 4.2 que el R 3 es uno de los rombododecaedros suscepti^ 
bles de rellenar el espacio desigualmente orientado. 

Comprobemos la equipartición del R 3 a partir de sus 
ángulos diedros y ángulos sólidos. 

Fig 6.94 

En los puntos anteriores 
se han' obtenido los ángulos -
diedros y los ángulos sólidos 
correspondientes a los polie­
dros con caras rombo cuyas dia 
gonales están en la relación 
áurea y en particular del -
R 3 . 

*A = 5 

*C' 

D 
37T 
T 
7lT 
3" 

'îF = *G = *H = 4TT 
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Posibles combinaciones: 

2 + 2 (j)̂  = 4TT 

4 (í)g + 2 (í)̂  = 4TT 

Para la 1° combinación, la suma de ángulos diedros al­
rededor de: 

AD^ EÓ = 72 + 2-144 = 360° 

DG-̂  E6 = 2'108 + 144 = 360° 

Para la 2° combinación: 

DG-̂  E6 = 2-108 + 144 = 360° 

CG-í" 18 = 2.144 + 72 = 360° 

Luego vemos que rellenan volumen: 

::íVí:¥:|:::;S 

Fig 6.9e 
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6.10.- SOBRE LA IMPOSIBILIDAD DE OBTENER EL R 3 COMO SOLI­
DO A F Í N DEL ROMBODODECAEDRO, LO QUE HACE AUN MAS DES-
TACABLE LA IMPORTANCIA DE ESTE POLIEDRO 

Por analogía con lo que sucede con el cubo y los rombo 
hexaedros,resulta muy tentador pensar en la posible proceden 
cia por afinidad del R 3 a partir del rombododecaedro equi,, 
facial; ya que, los dos cuerpos tienen el mismo número de -
vértices, aristas y caras (siendo rombos en ambos casos aun 
que la relación de las diagonales sea distinta). 

Entonces sucederá, que si existe tal afinidad espacial 
la esfera inscrita al rombododecaedro equifacial se transfor 
mará en un elipsoide que ha de ser tangente en los puntos me 
dios de las caras del R 3; ya que la esfera es tangente en 
los puntos medios de las caras del rombododecaedro equifacial 
y la afinidad conserva la proporcionalidad. 

Podemos elegir entre hallar el elipsoide inscrito al 
R 3 y comprobar si es tangente en los puntos medios de las 

caras, o bien, hallar el elipsoide que pasa por los puntos -
medios de las caras y comprobar si es tangente a éstas. Op­
tamos por la primera forma. 

En el punto 4.3 se obtuvieron todos estos datos para -
el rombododecaedro 

"1,2 "1,2 "1,2 "1,2 
"1,3 "2,4 
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Su elipsoide inscrito, punto de tangencia y punto me­
dio de la cara para nuestro caso: 

a a a a 
B a 

serán: 

2 .2 
Elipsiode inscrito: — + ^ . Z _ + 5 = 1 

3 - - cb 2 + 4) • 2(2(J)-1) 
— r ~ " ~ T ~ — 5 — 

Punto de tangencia: ^36 - 204) VSS - -204) 2/35 - 204) 

Punto medio de la cara: /15 - 54> • Vio + 54» A 5 + 204̂  ] 
10 10 10 

Luego no coinciden las coordenadas del punto medio de 
la cara con las del punto de tangencia, y, por tanto, no pue 
de existir una afinidad espacial que tranforme el rombodode 
caedro equifacial en el R 3 . 

6.11.- CONCLUSIONES 

- SOLAMENTE EXISTEN DOS ROMBODODECAEDROS CON TODAS SUS 
CARAS ROMBO IGUALES. 

SOLAMENTE EXISTEN CINCO CUERPOS DE CARAS ROMBO IGUA­
LES y CUYAS DIAGONALES ESTÉN EN RELACIÓN ÁUREA. 



C A P I T U L O V I I 
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CAPITULO V I I 

DONDE SE ESTUDIAN DIVERSAS COMBINACIONES QUE PERMI­

TEN RELLENAR EL ESPACIO CON LOS ÚNICOS CINCO POLIEDROS -

CONVEXOS DE CAKAS ROMBO CUYAS DIAGONALES ESTÁN EN RELACIÓN 

ÁUREA. 

7.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

De todas las combinaciones de dos o tres cuerpos que 
rellenan el espacio (no necesariamente igual orientados), 
solamente una, aquella en la que intervienen tetraedros y 
octaedros cumple con la condición de que todas las caras 
de los poliedros combinados sean iguales. 

En este capítulo se van a analizar todas las posibles 
comibinaciones (unitarias, binarias, ternarias, cuaternarias 
y quinarias) que permitan rellenar el espacio con los cinco 
cuerpos con caras rombo cuyas diagonales estén en relación 
áurea. 

7.2.- COMBINACIONES A ESTUDIAR. 

En nuestro caso, con los cinco poliedros de caras rom 
bo y diagonales en relación áurea, tendremos las siguientes 
combinaciones: 

COMBINACIONES UNITARIAS (5 casos) 

1.- R 1 consigo mismo 
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2.- H 2 consigo mismo 
3.- R 3 
4.- R 4 
5.- R 5 

COMBINACIONES BINARIAS (10 casos) 

6.- R 1 - R 2 
7.- R 1 - R 3 
8.- R 1 - R 4 
9.- R 1 - R 5 

10.- R 2 - R 3 
11.- R 2 - R 4 
12.- R 2 - R 5 
13.- R 3 - R 4 
14.- R 3 - R 5 
15.- R 4 - R 5 

COfiBINACIONES TERlíARIAS (10 casos) 

16.- R 1 - R 2 - R 3 
17.- R 1 - R 2 - R 4 
18.- R 1 - R 2 - R 5 
19.- R 1 - R 3 - R 4 
20.- R 1 - R 3 - R 5 
21.- R 1 - R 4 - R 5 
22.- R 2 - R 3 - R 4 
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23.- R 2 - R 3 - R 5 
24.- R 2 - R 4 - R 5 
25.- R 3 - R 4 - R 5 

COMBINACIONES CUATERNARIAS (5 casos) 

26.- R 1 - R 2 - R 3 - R 4 
27.- R 1 - R 2 - R 3 - R 5 
28.- R 1 - R 2 - R 4 - R 5 
29.- R 1 - R 3 - R 4 - R 5 
30.- R 2 - R 3 - R 4 - R 5 

COMBINACIONES QUINARIAS (un caso) 

31.- R 1 - R 2 - R 3 - R 4 - R 5 

7.3.- DESCOMPOSICIÓN DE LOS SIETE POSIBLES TIPOS DE VÉRTICE 
QUE SE PUEDEN FORMAR HACIENDO CONCURRIR CARAS ROMBO -
CON DIAGONALES EN RELACIÓN ÁUREA EN OTROS VÉRTICES EN 
QUE SE DE LA MISMA CIRCUNSTANCIA 

Existe la posibilidad de que un vértice de un polie­
dro en el que concurran tres o más caras rombo con las dia 
gonales en proporción áurea, se pueda considerar como la -
agrupación de dos o más vértices de otros poliedros de caras 
rombo cuyas diagonales estén, también, en proporción áurea. 
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Los posibles vértices se relacionan a continuación 
y junto a ellos se ofrece la forma en que podrían o no -
descomponerse estos vértices. 

(a,a,a) NO TIENE DESCOMPOSICIÓN 
(a,a,6) NO TIENE DESCOMPOSICIÓN 
(a,6 ,6 ) 2 (a,a,6 ) + l(a,a,a) 
(B ,B ,B) -> 2(a,B ,3) + l(a,a,B ) 
{a,a,a,a) 2(a,a,a) 

-> 2(a,a,0) 
(a,a,a,B) -> Ka,0,0) + l(a,a,B) 
(a,a,a,a,a) 5(a,a,a) 

2(a,a,a,a) + l(a,a,a) 
^ l(a,B ,0 ) + 2(a,a,B ) 

1 (a,a,a,6 ) + líá,a,B ) 

7.4.- DESCOMPOSICIÓN DE LOS POLIEDROS CON CARAS ROMBO CUYAS 
DIAGONALES ESTÁN EN RELACIÓN ÁUREA EN OTROS POLIEDROS 
CON LA MISMA PARTICULARIDAD. 

R 1 NO TIENE DESCOMPOSICIÓN 
R 2 -»• NO TIENE DESCOMPOSICIÓN 
R 3 2R. _1 + 2R 2 
R 4 IR 3 + 3R 1 + 3R 2 

5R 1 + 5R 2 
R 5 IR 4 + 5R 1 + 5R 2 

IR 3 + 8R 1 + 8R 2 
^ lOR 1 + lOR 2 
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7.5.- CONSIDERACIONES A TENER EN CUENTA PARA EL ESTUDIO DE 
LAS COMBINACIONES QUE RELLENAN ESPACIO 

1.- Consideraremos que una combinación rellena espacio -
• cuando se puede formar una estructura elemental capaz 

de reproducirse en tres direcciones no coplanarias -
del espacio. 

2.- Si una determinada combinación formada por uno o va­
rios R^ rellena espacio,, también lo rellenará cual­
quier otra en que figuren los R^ y/o sus descompues­
tos según el punto 7.4 

3.- Si en una determinada combinación intervienen los -
siete tipos de vértices, recogidos en la tabla I del 
Capítulo VI o en 7.3; o bien, si falta alguno, dispo 
nemes de aquellos en que se pueda descomponer (según 
se ha expuesto en 7,3) tendremos la seguridad de que 
dicha combinación rellena volumen. 
Esta última condición equivale, por una parte a exigir 
la presencia de los cuatro tipos de ángulos diedros 
en sus aristas (y por tanto sus combinaciones posi­
bles) , y por otra, la necesidad de que exista una úl_ 
tima pieza que cierre el vértice alrededor del cual -
se está rellenando volumen. 
Aunque esta condición es, por tanto, superabundante 
(suficiente pero no necesaria) vamos a utilizarla jun 
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to con las dos anteriores para nuestro estudio; pues 
to que, no nos ha sido posible encontrar un algorit­
mo que nos permita asegurar (en el caso de que falte 
alguno de los siete vértices -y que a su vez no se -
pueda descomponer en aquellos de los que se dispone-) 
que no va a ser necesario ese vértice sólido para ma 
cizar completamente el punto alrededor del cual nos 
hallamos compactando. 

7.6.- CASOS ESTUDIADOS DE LAS 31 COMBINACIONES POSIBLES 

7.6.1.- COMBINACIONES UNITARIAS 

1.- R 1 

Rellena volumen,,por ser un cuerpo afín del cubo 

2.- R 2 

Rellena volumen, por ser un cuerpo afín del cubo 

3.- R 3 

Rellena volumen, por ser un rombododecaedro 

4.- R 4 

No rellena volumen; ya que, no existe una combina 
nación de ángulos sólidos que permita cerrar el -
vértice (0 ,B ,e ) . 
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5.- R 5 

• No rellena volumen, por la misma razón que el an 

terior 

7.6.2.- COMBINACIONES BINARIAS 

6.- R 1 - R 2 

Rellena volumen, por rellenarlo R 3 y teniendo -

en cuenta el punto 2 de 7,5 

7.- R 1 - R 3 

Si acoplamos los R 3 por el prisma•hexagonal, que 

hay que eliminar para obtener el R 1, y ponemos 

encima una capa de R 1, solamente habremos varia­

do la posición relativa de los huecos; lo cual, -

nos permitirá poner otra capa de R 3, y así suce­

sivamente; por tanto, rellena espacio. 

10.- R 2 - R 3 

Si acoplamos los R 3 por el prisma hexagonal que 

hay que eliminar para obtener el R 2, y ponemos 

encima una capa de R 2, solamente habremos varia 

do la posición relativa de los huecos; lo cual,-

nos permitirá poner otra capa de R 3 y así suces_i 

vamente; y, por lo tanto, rellena espacio, 

11.- R 2 - R 4 

Si acoplamos los R 4 (por una de sus bandas oc-
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togonales) en dos direcciones e intercalamos 
en cada uno de los..huecos comprendidos entre -
cada cuatro bandas octogonales un R 2 y a con­
tinuación adosamos convenientemente más unida­
des de R 2 hasta dejar en la parte superior el 
negativo de la inferior (huecosdonde se pueden 
alojar R 3), habremos conseguido rellenar volu­
men. 

15.- R 4 - R 5 
No rellena espacio; ya que, tiene para combinar 
los mismo ángulos sólidos que tenía R 4. 

Los casos 8, 9, 12, 13 y 14 no han sido estudiados 

7.6.3.- COMBINACIONES TERNARIAS 

16.- R 1 - R 2 - R 3 
Rellena volum.en, por rellenarlo R 3 y teniendo 
en cuenta el punto 2 de 7.5 

17.- R 1 - R 2 - R 4 
Rellena volumen, apoyándose en el punto 3 de -
7.5. En este caso, falta el (a,a,a,a), pero lo 
sustituimos por 2(a,a,a) ó 2(a,a , B ) . 

También, se podría haber visto a partir de la 
combinación 11 -(R 2 - R 4) ocupando los huecos 
superiores donde se pueden alojar los R 3 con -
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sus equivalentes 2R 1 + 2R 2 y añadiendo conve 
nientemente más unidades de R 2, con lo cual es 
taremos en el mismo caso, pues solamente habre­
mos variado la posición relativa de los huecos. 

"l8.- R 1 - R 2 - R 5 
Rellena volumen, teniendo en cuenta el punto 3 
de 7.5. En este caso, faltan el (a,a,a,a) y el -
(a,a,a,B), pero se puede sustituir por sus equi­
valentes vistos en 7.3 

22.- R 2 - R 3 - R 4 
Rellena volumen, a partir de la combinación 11 
(R 2 - R 4), en la cual, alojamos en los huecos 
superiores una capa de R 3 y añadiendo convenien 
temente m.ás unidades de R 2, estarem.os en el mis_ 
mo caso, pues solamente habremos variado la posi 
ción relativa de los huecos. 

Los casos 19, 20, 21, 23, 24 y 25 no han sido estudiados, 

7.6.4.- COMBINACIONES CUATERNARIAS 

26.- R 1 - R 2 - R 3 - R 4 

Rellena volumen, si tenemos presente el punto 3 
de 7.5.- En este caso no falta ningún tipo de -
vértice. 
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27.- R 1 - R 2 - R 3 - R 5 
• Rellena volumen, por la misma razón que la an­
terior combinación. 

28.- R 1 - R 2 - R 4 - R 5 
Rellena volumen, teniendo en cuenta el punto '3 
de 7.5. En este caso, falta el vértice (a,a,a,a) 
pero lo podemos sustituir,' bien por 2(a,a,a) o 
bien por 2(a,a,8) 

Los casos 29 y 30 no han sido estudiados. 

7.6.5.- COMBINACIONES QUINARIAS 

31.- R 1 - R 2 - R 3 - R 4 - R 5 
Rellena volumen, remitiéndonos al punto 3 de 7.5. 

7.6.6.- RESUMEN 

De los 31 posibles casos relacionados en el apartado 
7.2, se han estudiado un total de 18 (60%); dejando los 13 
restantes, tanto por su complejidad como por no alargar ex­
cesivamente esta parte de Tesis Doctoral. Todo ello se resu 
me en el siguiente cuadro: 
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C O M B I N A C I O N E S 

POSTRT,R'=? ESTUDIADAS 
RKÍ,T.KIS¡MI 
VDII3MEN VOLUMEN 

m 
ES1UDIADAS 

UNITARIAS 5 5 3 2 0 

BINARIAS 10 5 4 1 5 

TERNARIAS 10 4 4 0 6 

CUATERNARIAS 5 3 3 0 2 

QUINARIAS 1 1 1 0 0 

31 18 15 '3 13 

En definitiva, de los 18 casos estudiados, hemos ob­
tenido 15 combinaciones posibles que rellenan el espacio. 

7.7.- COMBINACIONES NO ESTUDIADAS 

Como ya se ha dicho en el punto anterior, nos quedan 
13 combinaciones por estudiar: 

- 5 binarias 
- 6 ternarias 
- 2 cuaternarias 

No existe ninguna razón, para asegurar que entre ellas 
haya o no alguna que rellene el espacio. 
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7.8. CONCLUSIONES 

EXISTEN COMBINACIONES CUATERNARIAS Y QUINARIAS (AL 
MENOS CUATRO) ENTRE LOS CINCO POLIEDROS CON CARAS 
ROMBO IGUALES Y DIAGONALES EN RELACIÓN ÁUREA QUE -
PERMITEN RELLENAR EL ESPACIO; EN TANTO QUE, CON LOS 
POLIEDROS REGULARES Y SEMIRREGULARES, SOLO SE PUE­
DEN CONSEGUIR COMO MÁXIMO, COMBINACIONES TERNARIAS 
(QUE EN TOTAL SON OCHO) 

EXISTEN AL MENOS ONCE COMBINACIONES (UNITARIAS, BI­
NARIAS Y TERNARIAS) DE POLIEDROS CON CARAS ROMBO -
IGUALES Y DIAGONALES EN RELACIÓN ÁUREA QUE RELLENAN 
EL ESPACIO. 



C A P I T U L O V I I I 
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CAPITULO V I I I 

RESUMEN DE CONCLUSIONES Y NUEVAS LINEAS DE I N V E S T I ­

GACIÓN 

8.1.- CONCLUSIONES 

Reunimos a continuación las conclusiones citadas al -
final de cada Capítulo. Las de los capítulos II al VII, am­
bos inclusive, son el resultado de la investigación desarro 
liada en la presente Tesis Doctoral. 

CAPITULO I 

- Solamente existen cinco poliedros topológicamente di 
ferentes que equiparten el espacio. 

- Son posibles cuatro confcinaciones binarias de poliedros que 
rellenen el espacio y en el que todos los sólidos per 
manezcan igualmente orientados. 

- Hay ocho combinaciones ternarias de poliedros regula 
res y arquimedianos que permiten rellenar el espacio 
sin quedar igualmente orientados. 

(Estado actual del conocimiento) 

CAPITULO II 

- Para definir un zonoedro equilátero procedente de una 
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estrella no singular formada por .n segmentos iguales 
habrá que facilitar (2n-3) ángulos con la restric­
ción de que seis cualesquiera de ellos no formen -
rombododecaedro; obteniéndose los { 2 ) restantes 
por resolución de otros tantos rombododecaedros me 
diante la ecuación (2.31). 

CAPITULO III 

Son precisas nueve condiciones para definir la con 
vexidad de un rombododecaedro. Estas nueve condicio 
nes son las que se expresan en (3.2.23), 

Definidos los (2n-3) ángulos no relacionados entre 
sí de un zonoedro equilátero, pueden aar obtenidos -
los (^2^) restantes, tanto analítica.como geométrica 
mente. 

CAPITULO I¥ 

- No todo rombododecaedro puede provenir del rombodo- ^ 
decaedro equifacial por medio de una afinidad espa­
cial, pero es posible pasar por medio de acortamien 
tos y/o alargamientos de los segmentos, de la estre­
lla, a un cuerpo de caras paralelogramos que tenga -
los mismos ángulos en las caras y que puede ser afín 
del rombododecaedro equifacial. 
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PARTIENDO DE CINCO ROMBOS CUALESQUIERA DE IGUAL ARIS 
TA, ES POSIBLE OBTENER MEDIANTE LA ECUACIÓN (2.31), 
EL SEXTO ROMBO, CON EL QUE COMPLETAR LAS SEIS CARAS 
ROMBO DISTINTAS POSIBLES DE UN ROMBODODECAEDRO, CON 
EL QUE SIEMPRE PODREMOS EQUIPARTIR EL ESPACIO. 

TODO ROMBODODECAEDRO QUE CUMPLA UNA DE LAS CONDICIO­
NES (4.21), ADEMAS DE EQUIPARTIR EL ESPACIO, LO RE­
LLENARA,. QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO. 

DADO UN ELIPSOIDE CUALQUIERA (SEA O NO DE REVOLUCIÓN) 
ES POSIBLE ENCONTRAR EL ROMBODODECAEDRO CIRCUNSCRITO 
QUE PERMITA SU EMPAQUETAMIENTO. 

DADO UN ELIPSOIDE CUYOS SEMIEJES CUMPLAN LAS CONDI­
CIONES (4.46), ES POSIBLE ENCONTRAR UN ROMBODODECAE 
DRO CAPAZ DE PERMITIR SU EMPAQUETAMIENTO, TANTO - -
IGUALMENTE ORIENTADOS,COMO DESIGUALMENTE DISPUESTOS. 

CAPITULO V 

Los rombododecaedros con dos tipos de cara rombo, se 
pueden reunir en 26 familias, siendo el resto no con 
vexos, formas equivalentes a estas 26 o bien se pue­
den reducir a ellas. 

SOLAVIENTE EXISTEN SIETE ROMBODODECAEDROS CON DOS TI-
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POS DE C A R A ROMBO, SIENDO Vm DE EilAS CüADRM)0. 

SOLAMENTE EXISTE UN ROMBOICOSAEDRO CON DOS TIPOS DE 
CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO. 

NO EXISTEN TRIAKONTAEDROS CON DOS TIPOS DE CARA ROM 
BO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO. 

CAPITULO VI 

SOLAMENTE EXISTEN DOS ROMBODODECAEDROS CON TODAS SUS 
CARAS ROMBO IGUALES. 

SOLAMENTE EXISTEN CINCO CUERPOS DE CARAS ROMBO IGÜA 
LES Y CUYAS DIAGONALES ESTÉN EN RELACIÓN ÁUREA, 

C A P I T U L O V I I 

E X I S T E N C O M B I N A C I O N E S C U A T E R N A R I A S Y QUINARIAS CAL 
M E N O S C U A T R O ) ENTRE L O S C I N C O P O L I E D R O S C O N C A R A S -

R O M B O I G U A L E S Y D I A G O N A L E S E N R E L A C I Ó N Á U R E A QUE P E R 

M I T E N R E L L E N A R E L E S P A C I O ; E N T A N T O Q U E , C O N L O S P O ­

L I E D R O S R E G U L A R E S Y S E M I R E G U L A R E S , S O L O S E P U E D E N -

C O N S E G U I R C O M O M Á X I M O , C O M B I N A C I O N E S T E R N A R I A S ( Q U E 

E N T O T A L S O N O C H O ) . 

E X I S T E N A L K E N O S O N C E C O M B I N A C I O N E S ( U N I T A R I A S , B I N A 

R Í A S Y T E R N A R I A S ) D E P O L I E D R O S C O N C A R A S R O M B O I G U A -
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LES Y DIAGONALES EN LA RELACIÓN ÁUREA QUE RELLENAN EL 

ESPACIO. 

8.2.- NUEVAS LINEAS DE INVESTIGACIÓN 

En el camino seguido.para elaborar una investigación, 
siempre quedan metas por alcanzar, pero también permanecen 
inexplorados ramales que entroncan en esta vía o que parten 
de ella 

Entre las.líneas más interesantes de trabajo futuro 
que proponemos, destacamos las siguientes: 

- Estudio exhaustivo sobre todos los posibles cuerpos 
con caras pentágonos (no regulares); profundizando 
en aquellos casos singulares o particulares y en las 
propiedades de éstos. 

- Puesto que todo rombododecaedro equiparte el espacio 
estudiar la relación área/(volumen)con objeto 
de conseguir envolturas con menos material para un 
mismo contenido. 

Esta misma cuestión la podemos enunciar de la si­
guiente manera: Dados cuatro rombos cualesquiera, -
encontrar los dos restantes que permitaii cerrar un 
rombododecaedro, tal que la relación área/(volumen)2/3 
sea la mínima .de todos los posibles rombododecaedros -
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que sean susceptibles de contener aquellas cuatro ca 
ras fijas. 

De las 22 familias ám rombododecaedros con dos tipos 
de caras rombo que resultan de eliminar las cuatro -
que tienen como caso particular el rombododecaedro -
equifacial, estudiar el rombododecaedro pertenecien~ 
te a cada una de las familias que hace mínima la re-

2/3 
lación área/Cvolumen)^ ̂  , 

Encontrar el algoritmo que permita resolver de una 
forma total cuántas de las 31 combinaciones de polie 
dros con caras rombo iguales y diagonales en relación 
áurea rellenan el espacio. ̂  
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