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RESUMEN

Al proponernos conseguir el objetivo que 42 nombre a
la presente Tesis Doctoral ("Posibilidad de obtencién de -
distintas equi?articiones y com?actaciones del espacio con
boliedros convexos cuyas caras no son poliedros regulares"),
5@ nos élahteé el problema de elegir, entre los infinitos -
poliedros posibles, en qué familia de ellos debiamos polari

" zar nuestro estudio.

En virtud de que los cinco cuerpos\topolégicamente -
distintos que producen la equi?articién del espacio perte-
necen a la familia de-poliedros denominados zonoedros equi
léteros, fue en este tipo de s6lidos dende centramos nues-

tra atencién.

Era sabido que dados 3, 4,... n segmentos igdales -
concurrentes, no siendo co?lanarios.tres de elilos, se pue-
den obtener poliedros con simetria central de n(n-1) ca-
‘ras rombo. Sin embargo, no existen férmulas gue relacionen
entre si los &ngulos de las caras rombo que se obtienen. Un
primer trabajo fue ﬁues, el de obtener estas relaciones y

las condiciones de convexidad en funcibn de los &ngulos de

las caras.

Halladas estas relaciones, concentramos nuestro estu

dio en los rombododecaedros .(con seis caras diferentes), vya
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gque, como se verd en el Capitulo II, cualquier otro zonoe-

dro procedente de una estrella no singﬁlar formada por n
‘ ' et . n-2

segmentos iguales, se puede reducir al estudio de (",7)

rombododecaedros.

Llegados a este punto se plante6 la duda -de si estos
rcmbododeéaedros con seis caras diferentes, eran el resul-
tado de una afinidad espacial del rombododecaedro equifacial,
llegando a la conclusibén de §ue en general, no todo rombo-
dodecaedro éuede provenir del rombododecaedro equifacial -
por medio de una afinidad esbacial, aungue es posible pasar
por medio ae acortamientos y/o ala:gamiéntos de los segmen
tos de la estrella a un cuerﬁo formado por caras paralelo-

~gramos, afin del rbmbododecaedro equifacial. Esto Gltimo,
nos ?ermite asegurar que todo rombododecaedro equiparte el

espacio.

Dado que todo rombododecaedro rellena el‘espacio y -
tiene elipsoide;inscrito,,se plante6 el problema reciproco
de obtener el rombododecaedro que permita el empaguetamien
to de eli?soides‘,;en general, no siendo cacda uno de ellos ta.ngents a
otros doce; y en el caso de que los semiejes cumpian deter
minadas condiciones, ser& posible disponerles, tanto igué&

mente orientados, como desigualmente orientados.

Tomando como punto de partida las relaciones halladas

entre las caras de un rombododecaedro, podemos obtener los
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s6lidos singulares como casos particulares de las familias
generales, exigiendo, o bien caras cuadrado, caras iguales,
etc. Este estudio nos permite asegurar que solamente exis-

ten dos rombododecaedros con todas sus caras iguales.

Por (ltimo, conocidos, clasificados y definidos ana-
1fticamente los zonoedros equil&dteros, teniamos suficiente
apoyo matemitico para abordar el tema de la equiparticibn -
del espacio que, por una parte, quedaba asegurada con un -
rombododecaedro cualquiera (*) y que, ademis, permite gene-
ralizar el problema a combinaciones cuaternarias y quinarias
de cuerpos que rellenan el espacio, lo gue supone una nove-
dad, adem&s de otras combinaciones unitarias, binarias y -

ternarias también originales.

Las conclusiones que se derivan de la presente inves-

tigacidn, se expresan en el Capitulo VIII,

(*) Significa ésto, que, partiendo de cinco rombos distia
tos de igual arista, es bosible obtener mediante las f6r
mulas que se ofrecen, el sexto rombo con el que comple-
tar las seis caras distintas posibles de un rombododecae

dro, con el que siempre podremos equipartir el espacio.
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INTRODUCCTION

JUSTIFICACION

Los poliedros son coexistentes con el concepto de es
pacio. Insténtes posteriores a la gran explosidn del Univer
so, éuatro puntos no coplanarios definian un tetraedro, -
ocho simétricamente dispuestos ?odian ser vértices dé un -

cubo, etc.

La Naturaleza no ha sido ajena a estas formas y ha -
dotado, tanto a los minerales como a algunos seres vivos,

de estructuras polié&dricas.

Es bien conocido que el sulfantimoniato s6dico, la -
sal comfin vy el alumbre de cromo, cristalizan segﬁn tetrae~-
dros cubos y octaedros, respectivamente. Los esqueletos si
liceos de los radiolarios (seres unicelulares)Circogonia -
icosahedra y Circorrhegma dodecahedra, estudiados por Hae-

ckel, son ejemplos de perfectos icosaedros y dodecaedros.

Conviene puntualizar gue cuando.se habia creido fir-
memente en la imposibilidad de que ninguna sustancia inorgi
nica se presentase bajo la estructura de un icosaedro, fe—
sulta que el boro forma una molécula'B12 cuyos doce &tomos

est@n dispuestos como los vértices de un icosaedro.

La incorporacifn del microscopio electrénico al estu-



dio de los virus, ha detectado gue muchos de ellos: virus
del sarampibn, herpes, la triola iridiscente y otros, crié

talizan en macromoléculas con formas icosaédricas.

Pocos temas como los poliedros, han tenido para el -
hombre una atraccidn y dedicacibfn m8s constante e intensa.
Desde que sepamos que se estudian por primera vez, hace més
de’2;500 afos, hasta nﬁestros dias;‘éeémetras, matemdticos
v cristaiégrafos no han dejado de investigar esta parcela.
En los Gltimos treinta afios se han elaborado y publicado un
‘gran'nﬁmero de trabajos notables sobre los poliedros.

Pero el hombre no se ha detenido en elestudio tefrico de
estas formas y ha hecho aplicaqién de ellos, tanto a la Arqui
tectura como a la Ingenierfia Civil. En los Apartados 1.2 y

1.3 se citan algunos ejemplos.

Tal persistente y précticamente ininterrumpida dedica
cidn de gefmetras, artistas, misticos, pensadores, matem&ti
cos, cristalbgrafos, etc., duranée casi 3.000 anos, al estu
dio de los poliedros en sus mGltiples manifestaciones y apli
caciones, ha movido también nuestra curiosidad hacia un uni-
verso de formas, en el que cuanto mis se profundiza, mis di
ficil es ver sus fronteras. A partir del andlisis de lgé -
cinco'cuerpos de Platbn, los trece de Arquimedés y los equi
faciales, el interés se va extendiendo a todo tipo de gene-

ralizaciones. Asi, Freudenthal y Van der Waerden (1947) ago»



tan el tema de los poliedros convexos con caras tridngulos
equiléteros, Zalgaller dedica su atencifn a los poliedros
convexos cuyas caras son boligonos regulares. Coxeter, Lon
~guet-Higgins y Miller realizan un estudio exhaustivo de -
todos los ?osibles poliedros (convexos Y no convexos) cuyas
caras son poligonos requlares (convexos y estrellados) y a

los que se designa con el nombre de poliedros uniformes.

Intimamente ligado con el conocimiento en profundidad
de los s6lidos limitados por caras ﬁlanas se deéarrollan los
temas de la equiﬁarticién y la compactacibn del espacio. Co
nocida y ampliamente estudiada la forma de llenarlq con po-
liedros regulares y arquimedianos por repeticifn de si mis-
mos, se hacen inﬁeresantes estudios de combinaciones de dos
o mis de estos cuerpos intentando establecer un orden en el
espacio; Asi, Keith Critchlow en un admirable trabajo, agota
el tema del encaje de estos cuerpos sin dejar huecos que se
resume en una interesante l&mina de su éublicacién, "Order

in Space”.

Al aumentar nuestra curicsidad hacia este interesante
mundo de los poliedros y sus aplicaciones, empezaremos a des

cubrir campos afin no explorados.

Al principio, se pensd en si no se podria dividir el
espacio de forma distinta a las conocidas. Esto ncs exigia -

un conocimiento mayor del que puede encontrarse en los libros



de determinados tipos de poliedros. En concreto, era necesa-
rio conocer exhaustivamente las posibilidades que podian -

ofrecer los cuerpos de caras rombo.

Nuestra dedicacibn a estos estudios nos hizo descubrir
la importancia que tenia el poder relacionar entre sfi a los
&ngulos que intervenfian en un determinado poliedro, limitado
por caras rombo; asi como poder aéegurar por médio de una -

formulacidn matemdtica, la convexidad del mismo.

Ello nos llevS a determinarlos para casos particulares
de estos rombos: que las diagonales estuvieran en determina-.
da proporcién, o que fueran iguales (caras cuadrados). Asfi -

pudimos establecer una teoria ordenada.

kPuesta nuestra atencibn en la posibilidad dé_dividir -
el espacio, el estudio llevaba anejo los problemas de empa-
gquetamiento de esferas o elipsoides y con =llo, llegar a es-—
tablecer la afirmacibn de que todo elipsoide puede ser alma-
cenado por medio de rombododecaedros de forma que; en generai,
cada uno de los elipsoides no serd tangente a otros doce; y
que si sus ejes cumplen unas determinadas condiciones (de las
que dejamos constancia),\es posible empaquetarlos, tanto dis-.

poniéndolos igualmente. orientados, como desigualmente orienta

dos.

Dentro de este nficleo de nuestra Tesis, hemos llegado



a un acercamiento al problema de combinaciones cuaterharias
y quinarias de sb6lidos gue rellenan el espacio; descubrien-
do un total de cuatro combinaciones diferentes, ademis de -
otras once combinaciones unitarias; binarias y ternarias.
El estudio sin embargo, no gueda agotado dejando iniciado
un camino cuyo final se encuentra m&s alld del horizonte -

gque en este momento podemos ver,

OBJETIVOS

Los objetivos pretendidos en esta investigacién son,

fundamentalmente, cuatro:

-~ La determinaci6én de las propiedades comunes a fami-

lias de poliedros con.caras rombo.
- La obtencidn de zonoedros singulares y particulares.

- Empaquetar elipsoides, sean o no de revolucibn, en
general, no siendo tangentes a otros doce, por --

poliedros no afines del rombododecaedro equifacial.

- Posibilidad de obtener compactaciones del espacio -
por mds de tres poliedros que tengan alguna particu

laridad.

ORGANIZACION Y DESCRIPCION DEL TRABAJO

Generalmente, el desarrollo seguido durante la gesta-



cién de una investigacién no es el més apropiado para su ex
posicibn, cuando ya se han obtenido resultados que permiten
présentar el producto de una bfisqueda y un constante tantear
vias que nos conduzcan a algfin descﬁbrimiento; Este trabajo,
que pretende presentar de forma ordenada los logros obteni-
dos en nuestros afios de investigacibén, se ha dividido en los

siguientes capitulos:

En el Capitulo I, se expone, resumidamente, una visifn

~general de los poliedros, sin &nimo de hacer un extenso tra-
tado sobre el tema, pero que nos va a permitir adentrarnos -
en los capitulos posteriores en los que se desarrolla propia

mente el trabajo realizado.

" El el Capitulo II, se obtienen las relaciones que li~

n . .
gan entre si a los (,) &ngulos que intervienen en un zonoe-

dro equildtero. Entendemos por zonoedros equilfteros, todo

poliedro de n(n-1) caras, siendo todas rombos cualesquiera.

" En el Capitulo III, como consecuencia de la simbologia
propuesta, es preciso introducir el concepto de equivalencia
entre 2zonoedros. Se estudia ademis, la convexidad de los rom

bododecaedros.

~En los Capitulos IV, V y VI, se hacen mfiltiples aplica

ciones de las relaciones obtenidas.en el Capitulo II.



En el Capitulo 1V, se demuestra que todo rombododecae
dro de hasta seis caras diferentes (en general no es direc-
tamente afin del rombododecaedro equifacial), produce la -
equiparticibn del espacio; y también se obtiene el rombodo
decaedro que permite el empaquetamiento de elipsoides, sean
o no de revoluciﬁn, pero en general, no»siendo cada uno de

estos elipsoides tangente a otros doce.

" En el Capitulo V, se realiza un estudio exhaustivo‘sg'

bre los rombododecaedros con dos tipos de caras rombo.

" En el Capitulo VI, se obtienen todos los posibles zo-

noedros, cuyas caras rombo sean todas iguales.

" En el Capitulo VII, se estudian las combinaciones que
permiten rellenar el espacio entre los cinco cuerpos, con -

caras rombo, cuyas diagonales estén en relacibn aurea.

Por fin, las conclusiones que se derivan del presente

trabajo, se exponen en el Capitulo VIII.



CAPITULO 1

iSend posible que todos Los grandes cilentificos
def pasado hayan estado en realidad fugando, den
tro de un juego en el que Las nreglas no Las ha -
eschito el hombre sino Dios?... AL jugan, no se
pregunta por qué se juega; se juega, Aencéﬂﬂameﬂ
Ze. EL juego carece de cﬁdiéo moral, aparie del
extraiio cbdigo que se Ampone misteniosamente en
el juego... Uno puede buscar en La Literatura -
cientifica seiiales de mofivacdibn, pero serd un -
esfuenzo vano. Y en Lo que se reflene al extraio
cédigo mornal que Los clentilfLcos observan, iqué
puede sen més raro que La consideracibn abstrhac-
ta de La vendad en un mundo tan LLeno de mentira,
de cosas que s¢ esconden y de prohibiciones?... AL
poner a su considenacidn esta Ldea de que La men-
Ze humana aleanza un estado Gpiimo cuando juega,
yo mismo estoy fugando, y Esto me hace sentir cue

en Lo que digo puede haber un elfemento de verdad.

J.L. Synge
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CAPITULO 1

EVOLUCION HISTORICA DEL CONOCIMIENTO Y ESTUDIO DE LOS
POLIEDROS.,

Puesto que a lo largo de cuanto en lo sucesivo se
expresa, se van a citar constantemente distintos términos
y conceptos, conviene empezar por precisar &stos con to-

da exactitud.
1.1.- DEFINICIONES

Poligono......: Es un circuito de p segmentos A; A,,
A2 A3, ceny Ap Al uniendo pares consecuti
vos de p puntos. Al, AZ’ .o Ap. Los seg
mentos y puntos son llamados lados y vérti

ces del poligono.

Si todos. los vértices son coplanarios,
diremos que el poligonc es plano, y en ca-

so contrario alabeado.

Un poligono plano asi definido represen
ta una regidn simplemente conexa limitada

por p segmentos distintos.

"Simplemente conexa" significa que toda
curva cerrada simple dibujada en la regibn
puede ser reducida a un punto sin abandonar

la regibén, es decir, que no hay agujeros
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. O regiones vacias.

Poligono regu-

lar".'.‘...":

Circunferencia

circunscrita..:

Circunferencia

inscritaaes.seeas:

Diremos gue un poligono es convexo, cuan
do el segmento gue une dos vértices cuales
quiera es interior a la regifn en todos sus
puntos, © bien es uno de sus lados.

De un poligono en el gue todos los lados

son iguales diremos que es eguildtero; y -

-~

equidngulo, si son iguales todos sus &n-

~gulos.

Para p;'3, el poligono puede ser equi-

ldtero sin ser equidngulo y viceversa.

~

Es un poligono equil&tero y equidngulo.
Al poligono regular de p lados lo desig-

naremos por {p}.

Es aquella que contiene a todos los vér

tices de un poligono plano

Es aquella gue es tangente a todos los

lados del poligono plano.



PoliedrO.eeeess

Para p> 3 no todos los polfigonos ten-
dré&n algunas de las circunferencias descri .

tas.

Se puede deﬁostrar fdcilmente gque todo
polfgono regular tiene circunferencia cir-
cunscrita y circunferencia inscrita.

En base a estas definiciones, podrfamos
definir de nuevo un polfigono regular como
aquel en que su circunferencia inscrita es

tangente en el punto medio de sus lados.

Es un conjunto finito de poligonos pla-
nos, tal que todos. los lados se pertenecen
los unos a los otros, con la restriccibn -
de que los poligonos que rodean cada vérti
ce formen un circuitolsimple (al objeto de
eliminar anomalias tales como dos pirémides
con un vértice comtin), Los poligonos son

llamados caras y sus vértices aridtas

Diremos de un poliedro que es simple-

mente conexo, cuando toda curva cerrada -

simple dibujada sobre la superficie, puede
ser reducida a un punto, o que todo circui
to de aristas rodea una regifn (la cual pue

de constar de una o mds caras).
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Todo poliedro simplemente conexo satis-

face la conocida f6rmula de Euler: C+V=A+2

2D

Fig 1.)a

En la figura .l.lA se muestran dos -
cuerpos, de los cuales el primero no cumple
con la definicién de poliedro por nc ser -

sus caras superior e inferior polfgonos.

En el segundo caso es un poliedro, pero
no simplemente conexo;y por tanto, no satis

»face la f6rmula de Euler.

En todo lo que sigue entenderemos por po-
liedros a los cuerpos definidos como simple

mente conexos.

Un poliedro serd convexo, cuando el seg
mento que une dos cualesquiera de sus v&rti-
ces es interior al poliedro en todos sus -

puntos o bien est& sobre su superficie.



- 14 -

Angulo diedro : "Es el &ngulo interno formado por dos caras

gue concurren a lo largo de una arista com(n.

Angulo S&lido

en un vértice : Es el &rea del poligono esférico que defi-
nen la interseccibn de las caras gue concurren
en el vé&rtice considerado sobre una esfera de

de radio unidad con centro en dicho vértice.

Todas las definiciones que anteceden son comunes para -~

toda clase de poliedros.

A continuacibn, se incluyen definiciones gue solamente

son vélidas'para tipos particulares y especiales de poliedros.

Esfera circuns

crita ....o.0.08 Es la que contiene a todos los vé&rtices del
poliedro.
Esfera inscrita Es aquella que es tangente a todas las ca-

ras del poliedro.

Esfera tangente a

las aristas, inter

resfera o»esfera

filar : Es aquella que es tangente a todas las aris

tas del poliedro.
Poliedro conjugado,

dual o polar reci-
proco
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de uno dado...: Se obtiene trazando en primer lugar la
interesfera del poliedro dado y a continua
cibén por cada punto detangencia con las -
aristas las rectas | a las aristas y tan
~gentes a la esfera. Estas rectas convergen’
y constituyen las aristas del poliedro -

dual. .

Esta definicibn es equivalente a que -

las caras del poliedro conjugado son los

planos polares de los vértices del primi-
tivo respecto a la interesfera vy sus vér
tices los polos de las caras del poliedro

origen.

De la propia definicidbn se desprende que

tiene la propiedad simétrica.

Figura verti-

cial,..cievesss Si consideramos un poliedro formado por
poligonos equil&teros (no necesariamente -

regulares) de uno o mds tipos, gue tenga -

esfera circunscrita y que en todos los vér
tices concurran el mismo nGmero de caras -
igualmente dispuestas, todos>lcs vérticés

que estédn unidos a un vértice . V cualquie

ra de dicho poliedro pertenecen, por



Es
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definici6n, a la esfera circunscrita al po-
liedro, pero adem&s pertenecen a la esfera
de centro el vé&rtice V y radio la arista
del poliedro y, por tanto, estdn situados

en el plano interseccibn de ambas esferas.

Al poligono seccidn que produce este -
plano en las caras gue concurren en el vér

tice V se le denomina figura verticial.

td claro que si no imponemos ninguna restriccién a

la definicibn ya dada de poliedro, se pueden formar series

infinitas de ellos que, en principio, no van a tener ningn

interés.

Todos los poliedros fundamentales estudiados des-

de el punto de vista teSricce y de los cuales se han deri-

vado interesantes aplicaciones pré&cticas cumplen con todas

o algunas de las siguientes condiciones:

‘ Condicibn Descripcifbn
1 Todos los poligonos son regulares
2 Todos los poligonos son iguales
3 En todos los vértices concurren el mismo ngh
mero de caras igualmente dispuestas
4 Todos los &ngulos diedros son iguales.
1.2.-" POLIEDROS REsULARES CONVEX OS
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Si a la definicidn general de los poliedros convexos
se le anade la exigencia de las cuatro condiciones citadas
se obtienen los poliedros regulares que, como se sabe, son

cinco.

Cuatro de los cinco poliedros regulareé convexos eran
conocidos en el antiguo Egipto: el tetraedro, el octaedro
y el cubo aparecen repetidamente en su Arquitectura. (De -
una exposicién del Bfitish)&uéeum parece deducirse que en
algunos juegés, los egipcios utilizaban dadosvicosaédricos).
Segin Heath (1921), los etruscos construyeron un dodecae-
dro antes del 500 A.C. Estos cinco poliedros son generalmen
te conocidos como losg cuerpos Platbnicos, aungue todos -
ellos fueron estudiados por los primeros Pitégé;icoé e in-

cluso por el mismo Pit&goras.

Los cinco poliedros regulares tienen esfera circuns-

crita, esfera inscrita y esfera tangente a las aristas.

Las figuras verticiales correspondientes son poligo-

nos regulares.

Seglin la notacién propuesta por Schliffi al polie-
dro regular cuya cara y figura verticial son {p} y {q} res
pectivamente, se le denomina {p,q}. Por ejemplo, el dodeca
edro es {5,3} , por tener caras pentdgonos y en cada vértiA

ce concurren tres poligonos. El icosaedro, de acuerdo con
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esta notacién es {3,5} , el cubo {4,3} el octaedro {3,4}

y el tetraedro {3,3} .

Los conjugados de todos los poliedros regulares son
los propios poliedros regulares. El tetraedro es conjuga-
do de si mismo, el cubo y el octaedro son conjugados entre
- si; asi como el icosaedro y el dodecaedro. En resumen,‘el

conjugado de {p,ql es {q,p!

Existen m@Gltiples interrelaciones entre los cinco s8
lidos Platbnicos. Ya Kepler en su '"Misterium Cosmographicum"
elabor6 una teorfa para explicar el nfimero de planetas co-
nocidos en su &poca (6), y sus distancias al Sol deducidas
por Copérnico; pensando que, la razén de que hubiera seis
planetas era porque habié g6lo cinco s6lidos regulares y -
-que esos cuerpos inscritos o anidados uno dentro de otro -
determinarfan las distancias del Sol a.los Planetas. Esta-
ba tan entusiasmado con su idea, que aungue no coincidiera
con las observaciones de Copé€rnico, la elegancia y grandio
sidad de la teoria le persuadieron de que los datos obser-
vados debian ser errbneos. Su 'Misterium Cosmographicum" -
quédé totalmente superado por los descubrimiéntos muy pos-
teriores de los tres restantes planetas: Urano; Neptuno y

Plutbn.
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o Esfera de Saturno B Cubo vy Esfera de JOpiter

§ Tetraedro € Esfera de Marte L Dodecaedro

n Orbita de la Tierra 6 Icosaedro 1 Esfera de Venus

X Octaedro A Esfera de Mercurio 1y Sol

‘Esta figura realizada por Kepler y gue aparece en su
"Mysterium Cosmographicum", muestra las esferas de los seis
planetas anidados eﬂ los cinco s6lidos de Plat6bn. Kepler -
propuso al duque de Wirttemberg construir un modelo de pla-
ta y piedras preciosas y que adem&s servirfa de c4liz ducal.
La propuesta fue rechazada con el amable consejo de que an-

tes construyera un ejemplar menos caro.
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Las aplicaciones practicas de los poliedros regulares
son numerosas, tanto a la Arquitectura como a la Ingenieria
Civil. Recordemos dentro de las Obras Maritimas los tetra-
podos,~dolos , akmon, etc., obtenidos a partir del tetraedro

y otros inspirados en el cubo.

Entre los ejemplos m&s conocidos de nuestros dfas, -
puede citarse al Atomium, simbolo de la Exposiciln Interna
cional de Bruselas del afio 1958; que se disefid disponiendo
un cubo con una diagonal vertical y situando una esfera en
cada vértice y otra en el centro. Recientemente se han -~
construido viviendas unifamiliares en Holanda, gue en esen
cia son un cubo con una diagonal vertical apoyado en un -
prisma defgeneratrices verticales, tratando de simular un

conjunto de &rboles.

El icosaedro y el dodecaedro encuentran su aplicacién
en las cfipulas esféricas materializadas por mallas triangu
lares, las cuales han sido disefiadas por Richard Buckmins-
ter Fuller. Combinando tetraedros y octaedros se han dise-~
nado éubiertas planas. De estas (ltimas existen en nuestro
pais realizaciones de.ingénieros espaioles que han sido so

luciones récord de luz en el mundo.

De los cinco poliedros regulares, solamente con el -

cubo puede obtenerse la equiparticidn del espacio.
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1.3.- POLIEDROS ARQUIM EDIANOS O EQUIANs ULOS CONVEX OS

Si imponemos a la definicifn general de los‘polie-
dros convexos que todas las caras sean poligonos regula-
res de dos .o mds tipos, y que en todos los vértices concu-
rran el mismo nGmero de caras igualmente dispuestas; es -
decir, que satisfaga las condiciones 1 y 3, obtenemos los

poliedros arquimedianos © equidngulos.

Se sabe gque Platbn ya tuvo conocimiento de uno de -
los poliedros equi&ngulos.con caras de dos tipos: ei cu-
boctaedro. A este cuerpo y otros doce se les suele rela-
cionar con Arguimedes, aungue su libro sobre ellos se ha
perdido..Cinco de estos trece s6lidos fueron redescubier-
tos por Piero della Francesca (1416-1492), cuyo manuscritb
"Libellus de gqguingue corporibus regularibus”, estd en el
‘Vaticano. Este tratado fue traducido al italiano por Fra
Luca Pacioli (1509), quien ahadif mricosihexaedro (ahora -
conocido como el rombicuboctaedro). Un modelo de cristal
de este Gltimo s6lido fue exquisitamente pintado por Jaég
po di Barbari en su retrato de Pacioli, el cual puede ver-

se en el Museo Nazionale en Né&poles.

La m&s antigua enumeracibn .completa de los poliedros
regulares y arquimedianos fue hecha por Kepler (1619), quié&
observd que la definicién incluia también a los prismas con

caras laterales cuadradas y a los antiprismas con caras la-
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terales tri&ngulcs equildteros.

Todos los poliedros eguidngulos tienen esfera circuns
crita y esfera tangente a las aristas; pero, tienen mds de
una esfera tangente a las caras (tantas como poligonos di-

ferentes tenga el poliedro).

Estos poliedros que tienen una identidad incuestiona
ble a partir de su propia definicibn; en ocasiones, por ra-
zones did&cticas o~para facilitar su exposicibn se les pue
declasificar en seis familias para poder ser obtenidos par-
tiendo de los poliedros de Platbn a los que se les trunca

y .achaflana.

Un simbolo adecuado para este tipo de poliedros es -
T ¥
(p&, q?, rY, sa)s, el cual representa un conjunto de a{p} ,

L 1 1
B{g} , v{r} y&8{s} que se repite por este orden e veces.

1° Familia.- Se puede obtener truncando los poliedros regu
lares a.".%‘" de la arista (en el cubo y dode
caedro, obviamente, no es exactamente a % -
puesto que deben obtenerse octbgonos y decdgo
nos regulares réspectivamente).

Los cinco arquimedianos a los que se llega son:

1 - (3, 62) - Tetraedro truncado
2 - (3, 82) -  Cubo truncado
3 - (4 , 62) - Octaedro truncado



- 23 -

4 - {5 , 62) - Icosaedro truncado

5 - (3 ., 102) - Dodecaedro truncado

2°Familia.- Truncando y achaflanando los poliedros regula-
res. En esta familia, las caras del poliedro -
base {p,q} se tranforma en poligonos regulares

{2 p}. De esta forma.obtendremos:

6 - (4, 6, 8) - Cuboctaedro truncado

7 - (4, 6, 10 - Icosidodecaedro truncado

3°.-Familia - Truncando a % de la arista los poliedros regu
lares. Por este procedimiento se obtienen
8 - (3, 4)2 .- Cuboctaedro

9 - (3, 5)2 - Icosidodecaedro

# Familia.- La obtenemos truncando y achaflanando los polie
dros regulares. En esta familia las caras {p}
del poliedro base {p,q} se transforman en poli-

~gonos regulares {p}. Resultan los siguientes:
10 - (3, 43) - Rombicuboctaedro -

11 - (3, 4, 5, 4) - Rombicosidodecaedro

5% Familia.~ La forman dos series infinitas de poliedros los

primas de Arquimedes y los antiprismas de Arqui

medes.



- 24 -

6° Familia.~ La constituyen dos poliedros que pueden obtener
se, aungue no de forma sencilla, a partir del

cubo y del dodecaedro; o bien, del octaedro e =~

icosaedro.
12 - (34 , 4) - Cubo romo
- 13 - (34 ; 5) - Dodecaedro romo

Todo poliedro arquimediano que se obtenga de un {p,q}

también puede ser obtenido de su conjugado {q,pl.

A esta lista de poliedros equif&ngulos aparentemente
completa, conocida desde la Antigliedad aungue, recuperada
y ordenada por Kepler, se le ha afadido en nuestro siglé
un nuevo poliedro descubierto por Azhkinuze cuyas caras y
dngulos son iguales a los del rombicuboctaedro aunque le -
diferencia de &ste la pérdida de simetrfia central de cua-

tro de sus vértices.

Los conjugados de los poliedros arquimedianos son llg
mados poliedros equifaciales, que se describirén en el prd

ximo epigrafe.

El icosaedro truncado, el icosidodecaedro y el dode-
caedro romo tienen mucha aplicacifn en la construccidn de
clpulas esféricas materializadas por mallas triangulares,

y en un plano mucho m&s popular es interesante resefiar que
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el primero de ellos ha servido para inspirar el despiece
del actual balén de fGtbol en poligonos esféricos regulares
iguales de dos tipos: 20 hexdgonos y 12 pentdgonos de igual

arista.

De los trece poliedros arquimedianos (al que podria-~
mos afiadir el poliedro de Azhkinuze) y de las dos series in
finitas‘de prismas y antiprimas, solamente dos poliedros -
produéen la equipa;ticién del espacio disponiéndoles igual
mente orientados. Son &stos el troncoctaedro (6 poliedro -
de Lord Kelvin) y el prisma hexagonél. Elprisma triangular
(H3) aungue rellena espacio no queda igualmente orientado -
y el H4 es el cubo ya descrito al referirnos a ios polie~

dros regulares
1.4.~ POLIEDROS EQUIFACIALES

Si afiadimos a la definicidn general de los poliedros
convexos el que todas las caras sean iguales y que todos =~
los &ngulos diedros sean idénticos; es decir, gue cumplan

las condiciones 2 y 4, se obtienen los poliedros equifacia

les,

Los dos poliedros egquifaciles m&s importantes, el -
rombododecaedro y el triakontaedro son citados por Kepler

en el siglo XVII.
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Todos los poliedros equifaciales tienen esfera inscri
ta, esfera tangente a las aristas, y tantas esferas que con
tengam a sus vértices como vértices de distinto tipo tenga -

el poliedro.

Existen trece poliedros equifaciales correspondiendo-
se uno a uno con los poliedros arquimedianos; ademds del ca

so singular del conjugado del poliedro de Azhkinuze.

Los conjugados de los poliedros equifaciales son, -

evidentemente los poliedros arquimedianos.

De los trece poliedros equifaciales y el conjugado -
del poliedro de Azhkinuze solamente un poliedro produce la

equiparticibén del espacio. Este poliedro es el rombodode-

caedro.
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En las pdginas que siguen, se ofrecen, agrupados, ca
da uno de los trece poliedros arquimedianos y el de Azhki-
nuze junto con sus equifaciales conjugados; emparejando en
cada hoja, cada uno con su dual y recogiendo junto a ellos

alguno de sus elementos mi&s caracteristicos.

Estos elementos son para los poéliedros arquimedianos:

Ctp} | Cat | Ctx) Pioda) Prpdizifiatie)

donde: C{p} = nfimero de caras {p}

f'A{p}{q} = nGmero de aristas compartidas por un {p}

y un {q}

6{p}{q} = &ngulo diedro formado por una cara {p} ¥y

una cara {q}
R = radio de la esfera circunscrita

p = radio de la esfera tangente a las aristas.
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Para la definicibén de los dltimos elementos conside-
raremos igual a la unidad la arista del poliedro arquimedia

no.

Los elementos considerados para los poliedros equifa

ciales son:

donde V., = ntmero de vértices en que concurren 1 caras

§ = &ngulo diedro entre dos caras adyacentes del PO

liedro

<:> Definicibn de la cara del poliedro
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TETRAEDRO  TRUNCADO

C \ A
‘g | ‘® ‘o6 fere
4 4 12 6
8 12 18

—— l ~ o ] "
6{3}{6} = az':c'cos(-y) ~ 109° 28 | 16
' l [+] L} 11}
6{6}{6}-= arc cos x.= 70° 31' 44
V22
R =7
_ 3/2
P =z
TRIAKISTETRAEDRO
C v A
V3 Ve
12 4 4 18
12 8 18

§ = arc cos(—f{T) ~129° 31' 16"

A = 112° 53' 8"
B = 33° 33' 26"
A .
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CUBO TRUNCADO

C v A
Ca' | C@ Aorer | 2o
8 6 24 12
14 24 36

‘arc cos(-%;):z 125° 15' 52"

e

Serg =~ 20°

R = %— T A

p=—2]1(2+/?)
TRIAKISOCTAEDRO
c v A
V3 Ve
24 8 6 36
|24 14 36

§ = 147°.21' .

S
1

117° 15*' 18"

o
n

31° 22" 21"

A
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OCTAEDRO TRUNCADO (POLIEDRO DE LORD KELVIN)

C v A
‘@ | e | |*ewe | e
6 8 24 24 12
14 24 36
5{4}{6} = arc cos(-'g) = 125¢°¢ 15' 52%
— l - -3 ] [}
5{6}{6} = arc cos(—§-) = 109° 28' 16
vI0
R ==
p = 1,5
TETRAKISHEXAEDRO
C v A
V4 V6
24 6 8 36
24 14 36
§ = 143° 7' 48"
Z.& = 83° 37°
= 48° 11'* 30"
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ICOSAEDRO  TRUNCADO

C A% A
5 | Cw Arre | Pt
12 20 60 60 30
32 60 90
/15

-l

6{5}{6} -arc COS(“‘“i“g- ’3+4¢)§ 1420 37' 21"

- /er ~ | o ' "

R*m
-T2 .
PENTAKISDODECAEDRO
C v A
Vg Ve
60 12 20 90
60 32 - 90

§ = 156° 43' 7"

p)
2

= 68°¢ 37 8"

55¢ 41 26"

e}
[H
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DODECAEDRO  TRUNCADO

i

C v A
€@ | Cao Ao | Po Lo
20 12 60 60 30
32 60 S0
/15

Sqg = arc cos(-5zv3 + 4p)=142° 37' 21"

Sngg = 2 arc sen(%?/?‘?&)azllso 33" 54v

R < ; 156
o = 1-2 36
TRIAKISICOSAEDRO
c V. A
V3 Vio
60 20 12 90
60 32 90

§ = 160° 36' 45"

b
R

119° 3¢

30° 28' 30"

oW
L4

o
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CUBOCTAEDRO  TRUNCADO -

Cc v A

Cale s | | Pus|Pos|Pes
12 8 6 48 24 24 24

26 ‘ 48 72

—4 —.‘-/—_G: o~ [+ ) "
sgﬂﬁﬂ = arc cos( 3 ) = 144° 44* 8

5@3§§ = arc cos(—%;) = 135°
S = arc cos(-é§> = 125° 15' 52"
“ R =z VI3 + 672
o = % V12 + 6/2
HEXAKISOCTAEDRO
C v A
Ve | Ve | Vg

48 12 8 6 72

48 26 172

§ = 155° 4' 5"

beo
f2

g7° 12' 7»

os)
n

37° 46" 24"

¢ = 55¢ 1' 29"
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ICOSIDODECAEDRO  TRUNCADO

c v A
Cu @ |Cnor AmePyanlPeag
306 120 12 {120 e 60 60
62 120 180

8 = arc cos(-L2 ¢) = 159° 5! 41w
@ T 3
S L0} = arc ccs(~-{5-5—fw2+¢)': 148° 16' 57"

- gy T "
5{6}{10} = ar¢ cos PB—/3+~§$) = 142°¢ 37' 21

180

180

R
[s¢]
(s}

a

5¢* 31"

R
wn
[ee]

o

14+ 17

1
W
2%

[+]

46' 12"
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CUBOCTAEDRO
C A\ A
s | @ Bar g
8 6 12 24
14 12 24

6{3}{4} = arc COS(""‘/;)z 125° 15¢ 52"

R=1

3

p= 7

ROMBODODECAEDRO
c \' a
Vs v,
12 8 6 24
12 14 24
5 = 120°

Las caras son rombos cuyas diago-
nales estln en la relacidn V7 .

A= arc cos(-%)z 109° 28*' 16"

A B = arc coé(%) = 70° 31' 44»
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ICOSTDODECAEDRO
C v A
o | s | | e
.20 12 30 60
32 ’ 30 60

— /i-s. " o] 1 "
6Eﬁﬁﬂ = arc cos jzr¢3+4¢)-142 37 21

R = ¢
I N )
p= =
TRIAKONTAEDRO -
C v A
V3 VS
30 20 12 60
30 32 60
§ = 144°

Las caras son rombos cuyas diago
nales esté&n en relacién durea.

A = arc cos(—é?)= 116° 33' 54"
A . B = Sy » 630 260 6"

arc cos (7?)
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ROMBICUBOCTAEDRO
C v A
Ca | Ca Ao | Puigg
8 18 24 24 24

26 24 48

6{3}{4} = arc cos(-'%g-) = 144° 44' 8"

= V2) _ 4350

R =

C v A
V3 V4

24 8 18 48

24 ' 26 48

§ = 138° 6' 34"

12

81° 34' 44"

1150 15! 48“ ‘

12




- 40 -

ROMBICOSIDODECAEDRO
c v A
Ca| @ | Cm Ao | P )
20| 30| 12 | 60 60 60
62 60 120
Sy = arc cos(—? ¢) = 159° 5' 41
Sy = arc cos(-é?/?ig)z 148° 16' 57"
R=YLF B0
- ilwf_g_
A oy £

HEXAKONTAEDRO  TRAPEZOIDAL

c v a
V3 | Y4 | Vs

60 | 20 | 30 |12 | 120

60 62 120

§ = 154° 8!
= 67° 46' 59"
x -86° 58' 27"
~ 118° 16' 7"
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CUBO ROMO
C \Y A
Ca | Cu Ao A
32| 6 | 24 36 | 24
38 24 60

6E§£§ = 153° 14' 4"

Sy = 142° 59

R

1]

1,3436

= 1,2472

©
!

ICOSITETRAEDRG PENTAGONAL

C v A
V3 Vy

24 32 6 60

24 38 60

6 = 136° 20

g
it

80° 45' 6"

os
1

114° 48" 43"

Los lados BB

son iguales
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DODECAEDRO  ROMO

c v a

Ca| S Aya | 2o

80| 12 | 60| 90 | 60
92 60 150

6{3}{3} = 164° 10' 31"

152° 55! 53w

‘o ©
R = 2,1556
o = 2,0969
HEXAKONTAEDRO PENTAGONAL
C v A
V3 Vs
60 80 12 150
60 _ g2 | 150

§ = 153° 1Q' 24"

A = 67° 28!

B =~ 118° 8°

3 3 Los lados BB son

iguales.
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POLIEDRO DE AZHKINUZE

c v A
‘o | ‘@ Pow| fuw
8 18 24 | 24 24

26 24 48

_ . AT o :
6{3}{4} = arc cos(—T) = 144° 44' Bg"

. . _ .' ‘/—2‘) .
\ 5{4}{4} = arc cos(——z—,—) 135
R = VS o+ 2/2
o = Y4 + 27
2 -

C v A
V3 V4

24 8 18 48

24 26 48

§ = 138° &' 34"

81° 34' 44"

>
+
n




Por Gltimo, ordenamos los poliedros regulares, arquime
dianos y equifaciales de caras rombo de acuerdo con la rela-

- cibn 1I= Su@erficie/(volumeh)z/B.

Evidentemente el minimo valor de I se consigue con la

esfera, que es el cuerpo gue encierra un determinadoc volumen

empleando la minima envoltura.

Recorriendo la lista de abajo hacia arriba, los polie-
dros considerados, quedarfan ordenados con valores decrecien
tes de I, lo cual nos indica que a medida que avanzamos en =~
dicho sentido; obtendremos poliedros cuya estructura se en-
cuentra mis cercana a la esfera.

N El valor de I representa la superficie necesaria para

encerrar una unidad de volumen.,

El valor de I/IS expresa la relacifn entre la superfi-

Cie de un poliedro y la de la esfera que encierra el mismo -

volumen.
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Poliedro sfmbolo I=S/(Vol)®/3
Esfera 4,8360
Dodecaedro romo 34,5 4,9248
Rombicosidodecaedro (3,4,5,4) 4,9380
Icosidodecaedro truncado (4,6,10) 4,9840
Icosaedro truncado (5,62) 5,0024
Cubo romo (34,4) 5,0106
Triakontaedro 5,0328
Rombicuboctaedro (3,4°) 5,0690
Icosidodecaedro (3,5)° 5,0869
Cuboctaedro truncado (4;6,8) 5,1275
Icosaedro . {3,5} 5,1480
Dodecaedro truncado (3,102) '5,2216
Dodecaedro ‘ '{5,3} 5,3126
Octaedro truncado (4,6%) 5,3146
Cuboctaedro | (3,4)2 5,3437
Rombododecaedro 5,3467
Cubo truncado (3,8%) 5,6925
Octaedro '{3,4}’ 5,7190
Cubo {4,3} 6,0000
Tetraedro truncado (3,62) 6,2370
Tetraedro | {3,3} 7,2055

I/Is

1,0000
1,0184
1,0211
1,0305°
1,0344
1,0361
1,0407
1,0482
1,0519 "
1,0603
1,0645

1,0797

1,0986
1,0990
1,1050
1,1056
1,1771
1,1826
1,2407
1,2897
1,4900
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1.5.- POLIEDROS UNIIFORIES

Si se obliga en la definicién general de los polie-
dros (en general, no convexos) a que todas las caras sean
poligonos regulares (los cuales no tienen por qué ser con
vexos) de uno o més tipos; y, que en todos sus vértices con
curran el mismo nfimero de caras igualmente dispuestas, se

obtienen los poliedros uniformes.

En el caso particular de gue todas las caras sean -~
iguales, obtenemos los poliedros regulares (convexos y es-

trellados).

Juntc a los cinco cuerpos de Platdn, los trece arqui-
medianos, el poliedro de Azhkinuze, los cuatro poliedros es
trellados regulares de Kepler (1619) y Poinsot (1810), y‘de‘
las familias infinitas de prismas y anti?rismas,;hay por lo
menos otros cincuenta y tres; cuarenta y uno de los cuaies
fueron descubiertos por Badouréau (1881) y Pitch (1881l). Los
doce que faltaban fueron descubiertos por Coxeter yHMiller
entre 1930 y 1932, pero la publicacibén fue pospuesta a la =~
espera de obtener una demostracidn de que la serie estaba -

completa.

Por fin, en 1953, se did a conocer el conjunto de los
poliedros uniformes sin haber conseguido alcanzar su propb-
sito de acompafarlos con una demostracibn rigurosa de que -

no existian m&s que los que se ofrecian.
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La enumeracibn de los poliedros uniformes estd basa-
da en una aplicacién sistem&tica de la construccién de -~
Wythoff's a todos los posibleé tri&ngulos de Schwarz. To-
dos, excepto uno de los poliedros, pueden ser obtenidos de

esta manera.

En las p&gimas que siguen, se ofrecen los cincuenta

y tres poliedros uniformes a los que nos hemos referido.
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1.6.- POLIEDROS CONVEXOS CON CARAS REGULARES

Si a la definicidn de poliedros convexos anadimos =~
gue todas las caras sean poligonos regulares; es decir, la
primera condicibn, estaremos en presencia de los poliedros

convexos con caras regulares.

El planteamiento de obtener poliedros convexos con
caras poligonos regulares aparece en 1946, cuando desde -~
Tashkent, L. Esaulova envia un manuscrito al Departamento
de Geometria de la Universidad de Leningrado, en el cuadl -
exponia la problemética de la forma de los poliedros con-
vexos con caras regulares., La direccidn de L. Esaulova =--
permanecid desconocida a pesar de las investigaciones de
la Oficina de Direcciones de lavciudad de Tashkent. En su
manuscrito presentaba una tabla de posibles tipos de yért&

ces y los diagramas esquemdticos de un nlmero de poliedros.

Las figuras no hacian un estudio exhaustivo de todos
los poliedros. Una considerable parte de ellos eran erxr&-
neos y cuando fueron pegados lcs desarrollos correspondien

tes se vid que no correspondian a poliedros con caras regu

lares.

Viktor A. Zalgaller ayudado por muchos colaboradores
y personas interesadas en el tema, desarrolld y publicé en

1966 el trabajo completo cuyas conclusiones fundamentales

fueron:
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- Ademés’de'los primas.n3, H4, ... yde los antipris-
mas A,, Ag, ... existen s6lo 28 poliedros simples de
caras regulares. Se dice que un poliedro de caras -
regulares es simple si no puede ser descompuesto en

dos poliedros de caras regulares por un plano.

- Dejando aparte primas y antiprismas, poliedros re-
gulares y arqﬁimedianos existen s6lo 92 poliedros -

/

convexos de caras regulares.
Este trabajo engloba como caso particular a los cin-

co deltaedros que no son poliedros regulares.

En la literatura especializada se ha aceptado el nom
bre de deltaedro a aquellos poliedros convexos cuyas caras

son exclusivamente tri&ngulos equilé&teros.

Solamente hay ocho deltaedros convexos, los de 4, 6,
8, 10, 12, 14, 16 y 20 caras. Como se observa en esta serie
de nfimeros pares falta el deltaedro de 18 caras. La demos-
tracidén de que solamente existen ocho deltaedros convexoé
no fue conocida hasta el afo 1947, ano en que fue publica-
da por B.L. Van der Waerden y Hans Freudenthal en el ntime-
ro 25 de la revista Simon Stevin (p&gs. 115—121) bajo el -

titulo "Over een bewering van Euclides"

A continuacidn se reunen las representaciones grafi-

cas de los 28 poliedros simples de caras regulares y de los

8 deltaedros.
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Fig. 1.6A. Los 28 poliedros simples de caras regulares

& CARAS § CARAS

12 CARAS 14 CARAS 16 CARAS ) 20 CARAS

Fig 164 LOS OCHO DELTAEDROS
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1.7.- ZONOEDROS

La definicién mis simple y la que en principio se da
de un zonoedro es.la de un poliedro convexo cuyas caras -

son paralelogramos.

La teoria general de estos cuerpos es debida al cris-

talSgrafo ruso E.S. Fedorov.

Si ' n es el nlmero de direcciones diferentes en que
se hallan las aristas, no es dificil demostrar que un polie
dro asi definido tiene n(n-1) caras, 2n(n-l1l) aristas y

n{n-1) + 2 vértices.

"ﬂﬁﬁxmckx&s " Caras " Vértices Aristas
3 6 8 12
4 12 14 24
5 20 22 40
6 30 32 60
n ni{n-1) ni{n-1) + 2 ‘ 2n{n=-1)

Una estrella se define como ﬁn conjunto de n segmen
tos con un punto medio comlin, y diremos que es no singular
si ninguna terna de segmentos son coplanarios. Se puede com
probar que todo poliedro cenvexo formado por paralelogramos

determina una estrella no singular, teniendo un segmento por
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cada conjunto de 2(n-1) aristas paralelas.

Fig. 1.7,

Inversamente, la estrella determina el poliedro. Sean
. - > > A '
n vectores €1 1 €y -.. € representados por los segmentos
de la estrella (con un sentido definido sobre la direccidn

de cada uno de los segmentos).

Las varias sumas de estos vectores sin repeticidn

. ->
L x; e (x; =0 5 1)
conducirs de un punto dado a un conjunto de 20 puntos no

necesariamente todos distintos. El mis pequefio cuerpo convexo
gue contiene a todos estos puntos (en la superficie o en el
interior) es un poliedro cuyas aristas son paralelas a los

i

-+ . . :
vectores e,. Si la estrella es no singular, las caras son pa-

ralelogramos.



En el caso de que la estrella sea singular, transfor
mard algunas caras del poliedro en poligonos de . 2p .lados
(p > 2) y cuyos lados opuestos ser&paralelos; por tanto,

~generalizaremos la definicidn de zonoedro y llamaremos zo-

noedro general a todo poliedro convexo cuyas caras (incluso

no siendo poligenos regulares) tienen simetria central. Es-
ta definicidén agrupa tanto a los zonoedros que proceden de
estrellas no singulares como a los” formados a partir de -

estrellas singulares.

Hay que tener en cuenta para estos Gltimos, en la ex-
presidn que da el nfmero de caras, que cada poligono de 2p

lados ocupard el lugar de (g) paralelpgrémos..

De acuerdo con el teorema de Alexandréffr que dice:
"SL ;oda carna de'un poliedno convexo tiene Aimetn;a central,
tqmbién La Iendn@ el pOZLedno", (el reciproco de este teore
ma es falso) se puede asegurar éue todo zonoedro general -

tiene simetria central. -

Zonoedro egquilftero, es todo aquel que procede de es-

trellas (singulares o no singulares) cuyos segmentos sean -

iguales.

. Zonoedro polar, es todo aquel determinado por una es-

trella, que para n par une vértices opuestos de un prisma

n-gonal (Hn) y para n impar une vértices opuestos de un -

antiprisma n-gonal (A).


http://ce.ntn.aZ
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De las propias definiciones se deduce que todo zonoe-
dro polar es eqﬁilétero (lo reciproco no es cierto), sus -
n{n-1) caras ser& rombos y estar&ndistribuidos de la siguien
te forma: n rombos\iguales rodeando un vértice; otros n rom
bos debajo, iguales entre si, pero en general, diferentes a
las anteriores y asi sucesivamente; en total, (n-1) conjuntos
de n rombos, terminando con équellos gue rodean el vértice
opuesto.

Del conjunto de los cinco cuerpo Platénicés, los trece
arquimedianos y sus trece conjugados equifacialeé,solamente
seis poliedros {si exceptuamos los Hzﬁ), fesponaen a la defi

hicidn de zonoedro. Son éstos:

1.- E1 cube (caras cuadrado) -

2.- El octaedro truncadoc o poliedro de Lord Kelvin
(¢arés cuadrados y hexdgonos regulares).

3.~ El cuboctaedro truncado (caras cuadrados, hexdgonos
regulares y octdgonos regulares).

4.- El icosidodecaedro truncado (caras cunadrados, hex&-
gonos regulares y decéégnos regulares).

5.- E1 fcmbododeéaedro {caras rombo)

6.~ El triakontaedro (caras rombo)

Es oportuno destacar que los cinco cuerpos topol&gica-
mente diferentes que equiparten al espacio permaneciendo -
igualmente orientados son zonoedros. (Haremos referencia ex-

presa a ello en el préximo apartado)
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Conviene sefalar, por filtimo, gue todo zonoedro gque
procede de una estrella no singular puede ser descompuesto

en (g) paralelepipedos.

1.8.- DISTINTAS FORMAS DE RELLENAR EL ESPACIO Y LA EQUI-

PARTICION DEIL MISMO.

Entendereros que un nfimero finito de cuerpos convexos
(2l objeto de evitar que se pueda descomponer el espacio en
infinitos cuerpos diferentes y éer recompueéto similarmente
a como se hace con un puzzle plano), es capaz de rellenar -
el espacio, cuando sé pueden acoplar unos a otros indefini-
damente en las tres direcciones del’espacio sin dejar huecos

0 intersticios entre ellos.

Si existe una combinacifén de cuerpos tal que rellene
el espacio, tambien lo rellenaré cualquier otra que proceda
de la anterior por transformacidén proyectiva afin de todo -

el conjunto.

Por tanto, desechamos cualquiera de las infinitas com-
binaciones que procedan por transformacibén afin de una com-

pactacidn base o primaria.

Ademds, se les suele imponer a todos los poliedros que
intervienen en una combinacidén que rellena espacio, el que

permanezcan igualmente orientados.



En consecuencia, diremos que se produce la equiparti-

manecen &l y todos sus iguales, idénticamente orientados.

El primer estudio riguroso sobre la particidn del es-
pacio se debe a E.S.»Fédorov quién en 1885 publicé un traba
jo en que daba a conocer los posibles poliedros que por yux
taposicidén de individuos idénticos o enantiamorfos pueden
llenar el espacio sin intersticios, a los cuales llamb este

roedros.

Numerosos autores continuaron el estudio de este proble
ma geométrico, especialmente Alexandroff, Andreini, Barlow,
Chaundy, Delaunay, Engeihardt, Heesch , Keller, Lord Kelvin,
Nowacki, Reinhardt, Schubnikow, Steinitz, Tertsch y ellpro—
pio Fedorov. Sin que esta bibliografia sea completa, hace -
ver de todos modos el interés que ha suscitado este problema
entre los gefmetras, matemdticos y cristalbSgrafos de fines

del siglo pasado y primera mitad de éste.

Con las restricciones que acabamos de hacer, la equi-
particién del espacio solamente se puede hacer por medio de

cinco poliedros topoldgicamente diferentes, a saber:

- El cubo

- El prisma hexagonal

- El octaedro truncado o poliedro de Lord Kelvin
- El rombododecaedro

- El rombododecaedro alargado



ol

cu3o PRISMA OCTAEDRO ROM30DODECAEDRO ROM30DODECAE DRO

HEXAGONAL TRUNCADO ALARGADO

Con las mismas restricciones solamente existen cuatro
combinaciones de dos cuerpos diferentes que permiten relle-

nar el espacio y son los que se esquematizan a continuacién:

O
©a




Existen otras combinaciones de dos cuerpos diferentes
que permiten compactar el espacio; pero, con la pérdida de

la igualdad de orientacifn de alguno de los poliedros.

Sin duda, la m&s importante de éstas es la que combi-
na tetraedros y octaedros, ya citada en las aplicaciones de

los poliedros regulares a las cubiertas planas.

Si se siguen manteniendo las condiciones anteriores,
va no existen combinaciones de mids de. dos cuerpos que pérmi
tan rellenar el espacib, aunque si eliminamos la restriccibn
de que los cuefpos gueden igualmente orientados, existen ocho.
combinaciones de tres polieéros diferentes (regulares y

arquimedianos) que son capaces de rellenar el espacio.

En las piginas siguientes, se ofrecen estas ocho combi

naciones ternarias, junto con los poliedros que las forman.

Con cuanto antecede, se nresume y extracta el estado -
actual del conocimiento sobre Los poliedros convexcs, Las -
fonmas de rellenar o equipariin el espacio y Las aplicacio-

nes que de ellos se derdlvan
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1.9.- CONCLUSIONES

- Solamente existen cinco poliedros topolGgicamente =

diferentes que equiparten el espacio.

- Son posibles cuatro combinaciones binarias de polie
dros que rellenen el espacio y en el que todos los

s6lidos permanezcan igualmente orientados.

- Hay ocho combinaciones ternarias de poliedros regu-
lares y arquimedianos que permiten rellenar el espa

cio sin quedar igualmente orientados.

(Estado actual del conocimiento).



CAPITULO TI1
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CAPITULO It

OBTENCION DE LAS RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A Los (})
ANGULOS, QUE INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILATEROS PROCE
DENTES DE ESTRELLAS NO-SINGULARES FORMADAS POR N SEGMEN -
TOS I1GUALES, PARA VALORES DE N=3, N=4, N=5, N=6,

2.1.=- PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA

De lo ya dicho en el punto 1.7 se desprende facilmen-
te que partiendo de una estrella no singular formada por -
n  segmentos iguales se obtiene un zonocedro de n(n-1) ca-
ras rombos. Por gozar de simetria central, el nmero maxi-
mo posible de caras rombo diferentes seré (g) y los &ngulos
gque las definen serén los que formam entre si los n segmen

tos de la estrella tomados dos a dos.

El objetivo que se trata de alcanzar en el presente -
- capitulo es relacionar entre si estos (2) dngulos, para lo-

~grar los fines siguientes:

- Definir un zonoedro cualquiera a partir de las caras

ne relacionadas entre si.

- Deducir las propiedades comunes. intrinsecas en estos

- zonoedros.

- Obtener los zonoedros singulares o particulares.
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2.2.- RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS ANGULOS QUE INTER

VIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILATEROS PROCEDENTES DE ES

TRELLAS NO-SINGULARES FORMADAS POR TRES SEGMENTOS -~

IGUALES.

A partir de una estrella no-singular formada por tres

segmentos iguales se obtiene un zonoedro equilitero compues

to de 6 caras rombo. Debido a
la simetrfa central del zonoe-
dro el n{imero méximo posibie -
de,caras rombo diferentes seré
3 y los &ngulos que las definen
serén los que forman entre si -

los 3 segmentos de la estrella

tomados dos a dos. No existe -

correlacidn alguna entre estos &ngulos;y todos los cuerpos

asi obtenidos son los conocidos bajo el nombre de rombohexae

dros, cuerpos afines del cubo. y por tanto, triviales.

2.3.- RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS SEIS ANGULOS QUE

INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILATEROS PROCEDENTES

DE ESTRELLAS NO SINGULARES FORMADAS POR CUATRO SEG -

MENTOS IGUALES.

Definida la estrellano singular formada por cuatro -

segmentos iguales se obtiene el zonoedro equildtero compues

to de 12 caras rombo. Denominaremos a estos poliedros con -
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el nombre genérico de rombodo-
decaedros. Por tener simetria
central cada cara serd igual

a la opuesta y por tanto el -
nimero m&ximo posible de caras

rombo diferentes seré seis y

los &ngulos que definen dichas
Fig 2.3,

. caras serén los que forman en
tre si los cuatro segmentos de la estrella tomados dos a -
dos. Estudiemos a continuacién la relacién existente entre

estos seis &ngulos.

Sean 61, 62, 63 y §4_vectores unitarios dirigidos se-

~glin los cuatro segmentos que forman la estrella, y sean:

o, j-+aﬁgulo formado por los
, A .

vectores ﬁi v V.
J

J

Adoptemos la simbologia

Fig 2.3g

para expresar el rombododecae-

dro que aparece en la fig. 2.3B; donde se han tomado:

a1,2 a2,3 a3,4 a4'1 en sent;do horario y por este or-
den, observados desde el exterior

del vértice donde concurren.
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o bien con “3,4 v “4,1

© bien con a4'1 A 01,2

1,3 es el &ngulo que forma triedro con @y,2Y @5 3

2,4 ©S el &ngulo que forma triedro con Gy 3 ¥ O3 4

Tomemos O como origen de coordenadas y como plano

yz el definido por los vectores 31 y §3. El eje X seré

'l*a este plano por el punto O . Por ejes y, 2z, tomaremos

las bisectrices de 61

vy v

3‘»

Z
. / ~~~~~~ ..,v;
Y13
v A
v
X

?

L o o
ﬁl{G,;~sen %{3, —cos~%§§}

-+ o o
V3{0, senm%fi , =COS %53}

v2{ 1 , b , C }

Podemos. tomar como
1 el primer coseno direc

tor de %2, ya que tenemos

la seguridad de que nunca va a tomar el valor cero; ya que

en ese caso, ?2 seria coplanario con ?1 v §3 y la estrella

seria singular.

Ty m ey, 2
1[V2 . (Xl'2 ¥

———————

sen

%1,3
2

C

o .
e COS g3 = C0S ¢

2 1,2
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TN\ a o
_§,§=a : Lsen—l—'—:g-—icos 1’3=cosoa
2'°3 2,3 S 2 S 2 2,3
2c ®1,3
Sumando m. & m.,: =-— cos —-—2L- = ‘(cosocl 2+COSOL2 3)
/— ’ (4
. - c _ cosonl’2 + cosa2,3
1 o
/1 + b2+ c? 2 cos - 12'3
b %1,3 _ ‘
Restando m. a m.: 2 — sen —X—= = coso - cosa
S 2 2,3 _ 1,2
b - b _ COSG2'3 - cosoal'2
1 ——— o
‘/1 + b2+ :c2 2 sen —-Lzé
cosa +coso 3)2 coso -cosa ) 2
a1=“"l“ =4\ 1 - 1,2 2, _ 2,3 1,2
v 2 2 o o
1+b%+c 4 cos2 —3:2‘—3 4 sen2 —!'-2-L3
Operando de la misma forma para el vector V4 :
1 B
v4 7 7 C
Y1 + 8%+ ¢ 7 4
P Q e}
\74,\71 = 0y oq i -2 sen .3 .. cos A3 . cos o
' o - 2 41
e — o (o]
\73,\74 = 0g 4 = sen —iz—'-:’i - £ cos 12’3 = Ccos o
' T v 3.4
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o
. - 2L 1,3 _
Sumando m. a m.: 2= cos — cos oy 4 + Ccos o,
c, = c _ COSOI.3'4 + cosa4'1
R o
V1 + B%+ C? 2 cos —123
o
Restando m. a m.: 2 B sen 12"3 = cosa3 4" cosa
:2 2 t
'/1+B +C
b2 _ B _ coscx3'4 - co:—:.oné,l
'/1 + B2+ C2 2 sen 12’3
‘ 2
g b (cosa3'4+cosoc4,l)2_ (c:c:son3 '4-—cosoc4’l)
Jron2. 2 2 %1,3 2 %1,3
1+B°+C 4 cos — 4 sen —-!—-2

'l

4,1
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2.4.~ RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS DIEZ ANGULOS QUE

INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILATEROS PROCEDENTES

DE ESTRELLAS NO-SINGULARES FORMADAS POR CINCO SEGMEN

TOS IGUALES.

Definida la estrella no singular formada por cinco -

segmentos iguales se obtiene el zonoedro equildtero com§ueg'

to de veinte caras rombo. De
nominaremos & estos poliedros
con el nmmbreAQénérico de rom
boicosaedros. Por tener sime-
tria central cada cara seré ~
igual a la opuesta y por tan
to el nfimero miximo posible de
caras rombe diferentes serd -
diez y los &ngulos gue definen
dichas caras serén los gque for

men entre s los cinco segmen=

tos de la estrella tomados dos a dos. Estudiemos a continua-

c¢ifn la relacidn existente entre estos diez &ngulos

_ o e o a3 =

Sean vi, Voo Var Vy ¥ vg vecto
res unitariocs dirigidos segfin
los cinco segmentos que forman

la estrella y sean:
ai;ﬁ dngulo formado por los

fon ==
vectores Vi Y Vj
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Adoptemos la simbologia:

#1,2 %2,3 %3,4 %,s5 95,1

®1,3 %2,4 %3,5 %,1 95,2

para expresar el romboicosaedro gue aparece en la fig. 2.43:

donde se ha tomado:

al,z a2'3 a3,4 a4}5 a5,1 én sentido horario y por este or-
den observados desde el exteriorx

del vértice donde concurren.

a1'3 es el éngulo que forma triedro con al'z y‘a2'3
%2,4 A " " " " ! 92,3 Y %3 4
%3, "t " "03,4 Y %5
®4,1 o " " " " " %g,5 ¥ aé,l
%5,2 " "t T " "as,1 ¥ %,

Ahora podemos optar por tomar un camino semejante al
recorrido para los rombododecaedros y que a través de peno
sos y engorrosos célculos no conducirifia al resultado bus-~
cado; pero si, observamos detenidamente un romboicosaeéro,
vemoé que hay cinco bandas octogonales que lo recorren; -
siendo las generatrices de cualquiera de ellas paralelas é
un ;i. Pues bien, $I ELIMINAMOS UNA CUALQUIERA DE ESTAS BAN
DAS OCTOGONALES Y JUNTAMOS LAS DOS RESTANTES PIEZAS, OBTENE

- MOS UN ROMBOLDODECAEDRO.



Entonces, PODEMOS CON-
SIDERAR UN ROMBOICOSAEDRO CO
MO UN ROMBODODECAEDRO AL CUAL
SE LE HA INTERCALADO‘ UNA BAN
DA OCTOGONAL. (La rayada en
la figura).

Para fijar el rombodo-
decaedro se precisaban cinco

H

&ngulos; ya gque, el sexto se

obtenfa a partir de la ecua-
Fig 2.4, A cibén (2.31); y para materia-

| |  lizar la banda octogonal se

necesitar&n conocer dos de los cuatro &ngulos diferentes -

que pueden existir en dicha banda.

"Esto Gltimo es asi, porque, con los dos &ngulos de la
banda octogonal y la cara adyacente del rombododecaedro te-
nemos definido un triedro del cual se conocen sus tres caras
y por tanto, podemos determinar la arista del prisma octogo

nal y todas las dem&s serdn paralelas a ella.

En resumen, para quedar definido un romboicosaedro se
necesitan conocer 7 de los 10 &ngulos diferentes que pueden
intervenir, con la restriccidén de que en ninglin caso 6 de ~-
estos siete &ngulos formen rombododecaedro; ya que, entonces

estarian ligados entre si.
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Tenemos pues que encontrar tres condiciones que nos
permitan determinar los tres &ngulos restantes en funcibn

de los siete angulos conocidos.

La forma mis sencilla serd localizar tres rombodode
caedros de los cinco que pertenecen a este romboicosaedro
y obligar a que los &dngulos de los rombododecaedros cumplan
la condicidén (2.31).

Empleando la misma simbolpgia adoptada en 2.3; tres

posibles rombododecaedros son:

ler. rombododecaedro:

el cual proviene de eliminar la banda cuyas generatrices -

son paralelas a ﬁc y nos permite obtener Ay 4e
~ r

2° rombododecaedro:

el cual proviene de eliminar la -banda cuyas generatrices

son paralelas a 34 y nos permite obtener Og o-
r

3er. rombododecaedro:

“1,2 %2,4 %4,5 95,1
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que proviene de eliminar la banda cuyas generatrices son

paralelas a 33 y permite obtener el &ngulo gque nos falta

4,5°

Para poder ser obtenido este &ngulo de una forma c6-
moda, es preciso hacer uso del CONCEPTO DE EQUIVALENCIA que

se tratard en el pféximo capitulo. Segfin lo que diremos -~

alli es fécil deducir que el tercer rombododecaedro es equi

valente a:

180 - o 180 - «

Obligando a que los tres cumplen la ecuacién (2.31),

obtenemos:
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2.5.~ RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS QUINCE ANGULOS
QUE INTERVIENEN EN LOS ZONOEDROS EQUILATEROS PROCE
DENTES DE ESTRELLAS NO SINGULARES FORMADAS POR SEIS

SEGMENTOS IGUALES.

Definida la estrella no singular formada por seis =
segmentos iguales, se obtiene un zonoedro equilftero (entre
dos posibles, topol&gicamente diferentes (fig. 2.5A)) com
puesto de treinta caras rombo. Denominaremos a estos polie
dros con el nombre genérico de triakontaedroé. Por tener -
simetria central, cada cara seri igual a la opuesta y por
tanto, el nfimero mé&ximo posible de caras rombo diferentes
serd quince y los dngulos que definen dichas caras serén -
los que‘formén entre si los seis segmentos de la estrella
tomados dos a dos. Estudiemos a continuacién la relacibn =~
existente entre estos quince &ngulos, en primer lugar para

los triakontaedros topolSgicamente iguales al triakontaedro

polar, y en segundo para los triakontaedros topoldgicamente

iguales al. triakontaedro equifacial.
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2.5.1.- TRIAKONTAEDROS TOPOLOGICAMENTE IGUALES AL TRIAKON-

TAEDRO POLAR.

-> - §
Sean V1 ’ Vz r Yy

V, . Vo vy ¥ t
4 r V5 ¥ Vg vectores
unitarios dirigidos se
~glin los seis segmentos

gue forman la estrella;

Y Ssean:
ui,j : &ngulo formado
por los vectores
\—; -
i¥Y V5
Adoptaremos la simbologia:
o
1,2 %2,3 ®3,4 %4,5 ®5,6 %,1
1,3 “2,4 ¢3,5 “4,6 ®5,1 %,2
“1,4 %3,5 “3,6 %1,4 @y 5 “3,6

para expresar el triakontaedro que aparece .en la fig. 2.5.1A;

donde se ha tomado:

1,2 a2’3 a3'4 a4’5 a5’6 a6,1 en sentido horario y por
este orden observados des
de el exterior del vérti-

ce donde concurren.



Podémos seguir un procedimiento anélogo al recorrido
para los romboicosaedros, si nos fijamos en que hay seis -
bandas decégonales gue circundan al triakontaedro conside--
rado. Si eliminamos una de estas bandas decagonales y jun-

tamos las dos restantes piezas, obtenemos un romboicosaedro.

Entonces, EODEMOS CON-
SIDERAR UN TRIAKONTAEDRO
- (fig. 2.511B) COMO UN ROM
BOICOSAEDRO AL QUE SE LE
" HA INTERCALADO UNA BANDA
' DECAGONAL. (La qﬁe apare-

ce rayada en la figura).

Para fijar el romboico

saedro se precisaban sie-
Fig 25.1g te &ngulos; ya que los =
otros tres se obtéenian a
partir de las ecuaciones (2.41);'y para materializar la ban
da decagonal se necesitarin conocer dos de los cinco &ngulos

diferentes que pueden existir en dicha banda.

La razdn de esto filtimo es la misma que ya se adujo -
para los romboicosaedros; ya que con los dos &ngulos de la
banda decagonal y la cara adyacente del romboicosaedro tene
mos definido un triedro del cual se conocen sus tres caras

Y por tanto, podemos determinar la arista del prisma decago-
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nal y todas las demfs ser8n paralelas a ella.

Resumiendo, para definir un triakontaedro se necesi-

" tar&n conocer nueve de los guince &ngulos diferentes gue -

" pueden intervenir, con la restriccidén de que en ningfin ca-

so seis de estos nueve &ngulos forman rombododecaedro; ya

que, entonces estardn ligados entre si.

Serd preciso encontrar seis condiciones que nos per-
mitan determinar los seis &ngulos restantes en funcién de
los nueve &ngulos conocidos.

La'forma més sencilla serd localizar seis rombodode-
caedros que pertenezcan a romboicosaedros derivados del =~
triakontaedro considerado y obligar a Que los &ngulos de -
estos rombododecaedros cumplan con la condicidén (2.31); o
lo que es lo mismo, obligar a que los rombododecaedros pro
cedentes de‘seis combinaciones diferentes.de cuatro vecto-~

res cumplan con la condicibén (2.31).

Seis posibles combinaciones diferentes de los vecto-

- = > >
res Vl ' V2 ’ V3 ’ V4 ' 65 R 66 son:

1=V, Y, , Yy, Y,
200- 0, , 9, , 9, , ¥,
o _ - > >
3.-Y, , 9, , ¥y, Y,
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nos permite obtener «

2° rombododecaedro:

nos permite obtener o

3er. rombododecaedro:

nos permite obtener o
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4° rombododecaedro:

®,2 %2,4 %,5 95,1

®1,4 %2,5

nos permite obtener ¢, g ¢ Pero para que sea de una forma
. 14

cbmoda es preciso pasar al rombododecaedro equivalente:

180 =~ a2,5 aS,l 180 - ai'4 a2,4

180 - o 180 - «

1,2 4,5

que se estudia, como ya se ha dicho en 2.4 , en el capitulo

siguiente.

5° rombododecaedro:

nos permite obtener 0y ¢ ¢ Pero si gqueremos gue sea de una
¥

forma cfmoda es preciso pasar al rombododecaedro equivalente:

180 -~ 32'6 us’i 180 - al’4 a2’4
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6° rombododecaedro:

nos pérmite obtener Gg o+ PEro para que sea de una forma -
1

cbmoda es necesario pasar al rombododecaedro equivalente:

180 - a2’6 06,1 180 - o o

1,5 2,5

180 -~ 31'2 180 _a5,6

Obligando a que los seis rombododecaedros cumplan la

condicidn (2.31) obtenemos
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2.5.2,~ TRIARONTAEDROS TOPOLOGICAMENTE IGUALES AL TRIAKONTAE-

DRO EQUIFACIAL.

Sean §l ' §2 ' 33 '
34 p 65 ¥ 66 vectores
unitarios dirigidos se-
~gln los seis segmentos
éue forman la estrella,

y sea:

. Lt éhgulo formado -

.por los vectores

‘ v y ¥
Hg 2}&24 i J
Adoptaremos la simbologia:
1,2 %2,3 “3,4 %4,5 “5,1
%,3 %2,4 ®3,5 %4,1 %5 2

1,6 4,6 “2,6 5,6 “3,6 *1,6 %4,6 %2,6 %5,6 %3,6

‘para expresar el triakontaedro que aparece en la figura -

2.5.2A ; donde se ha tomado:

1,2 @

2,3 u3'4 a4,5 35,1 en sentido horario y por este
. orden observados desde el ex-
terior del vértice donde con-

.curren.
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Este triakontaedro también est& circundado por seis

bandas decagonales y

por tanto, se le pue
de considerar como -
un romboicosaedro al
que SE LE HA INTERCA
CALADO UNA BANDA DE-
CAGONAL. (La rayada

en la figura).

Al igual que para

el otro triakontaedro

se precisaria conocer

nueve de los quince -
&ngulos diferentes que puedan intervenir y las condiciones

que permiten determinar los restantes seis &ngulos son las

(2.5.11).

2.6.- ZONOEDROS EQUILATEROS PROCEDENTES DE ESTRELLAS NO-SIN

GULARES FORMADAS PCGR N SEGMENTOS IGUALES.

Definida la estrella no singular formada por n seg
mentos iguales se obtiene el zonoedro equildtero compuesto
de n(n-1) caras rombo. Por tener simetria central - -
cada cara serd igual a la opuesta y por tanto, el nGmero mé
ximo posible de caras rombo diferentés seré (g) y los éngd-

los que definen dichas caras ser&n los que formen entre si

los 'n segmentos de la estrella tomados dos a dos.
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Para definir los n segmentos de la estrella én el
espacio ser& necesario conocer (2n-3) &ngulos; ya que, para
fijar los dos primeroé segmentos es preciso un &ngulo y a
continuacidén cada vez que se afiada un segmento m&s hacen -
falta dos é&ngulos, de lo cual se deduce facilmente que para
definir n segmentos son necesarios (2n-3) &ngulos con la
restriccidn de que seis cualesquiera de ellos no definan -

rombododecaedros.

El resto de los éngulos'(g) - (2n-3)==(n52) se dedu-
ciré&n a partir de los (2n-3) precisos para definir los n
segmentos de la estrella; y para su obtencidn habrd que obli
~gar a que los rombododecaedros procedentes de (n;2) combina
ciones diferentes de cuatro vectores, cumplan con la condi-

cibén (2.31).

Si llamamos Vi‘ al nimero de vértices en que concu-

rren 1 caras, la distribucidn de Vi para un zonoedro to

polégicamente igual al zonoedro polar seré:

n Vn e V6 V5 V4 V3 Total
n =3 : ‘ 2+6=8 8
n =4 2+4=6 8 14
n=>5 2 10 10 22
n =n 2 . n(n-3) 2n  pin-1)+2

Obsérvese que para n=3, se suman los Vn con los V3 y para n=4

se suman los Vn con los V4
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Para n par > 6 la distribucidn de Vi para un zo

noedro topoldgicamente diferente al zonoedro polar seré:

A v, Ve 2 v, A Total
2+10 0 20 32
2 14 14 28 58
2 2(n-1) [(n-1Xn-6)| 4 (n-1) {n(n-1)+2

Observese gue para n=6 se suman 1los Vn~1 con los VS‘

2.7.- CONCLUSIONES

Para definir un zonoedro equilétero pro-
cedente de una estrella no-singular formada por n segmen-
tos iguales, habré que facilitar (2n-3) &ngulos con la res-
triccidn de que seis cualquiera de ellos no formen rombodo-
decaedro ; obteniendose los (n;2) restantes por resolucidn

de otros tantos rombododecaedros mediante la ecuacibn (2.31).




CAPITULO ITI



- 103 -

- CAPITULO III

SOBRE LA EQUIVALENCIA Y CONVEXIDAD DE LOS ZONOEDROS,
ASI COMO DE LA OBTENCION DE LOS MISMOS A PARTIR DE LAS CA-
RAS NO RELACIONADAS ENTRE SI.

3.1.- EQUIVALENCIA ENTRE ZONOEDROS

El concepto de equivalencia entre zoncgdros es conse
cuenci& de la simbologia adoptada; ya que, asi como una de
terminada definicién de laé que se han estudiado en el ca-
pitulo antérior particularizada para &ngulos cuaiesquiera
de partida nos definiri un zonoedro y s6lo uno; en cambio,
un zonoedro podrd tener diferentes denominacioﬁes como con

secuencia de la simbologfa propuesta.
Del conocimiento, conlasimbologfia que se propone , de -
las distintas representaciones de un determinado zonoedro,

resultan dos interesantes consecuencias:

1°.~ Elegir en cada caso aguella que nos permita resolver

-~ de la forma'm53‘c6moda‘§osible los (ngz) relaciones =~

“éntre los &ngulos de un zonoedro.

2°.~ Saber distinguir un mismo zonoedro bajo distintas de-

" nominaciones.

'Se podria argumentar que cuando los (2n~3) &ngulos -

" independientes del zonoedro son fijos, la importancia de -
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de la primera conseéuencia es relativa; ya que, unicamente
se complica el programa cuando se quieren obtener los (n;2)
&ngulos relacionados entre si y con los anteriores. Sin em
bargo, su trascendencia hay que buscarla en el caso de que

algunos de los (2n-3) &dngulos sean variables.’

Digamos también que aunque en el capitulo II ya se hizo un
uso relativo de la primera consecuencia; serd en el capi-

tulo V donde é&sta y la segunda tengan su midxima aplicacibn.

3.1.1.- ROIBODODECAEDROS EQUIVALENTES
) \ .

Llamaremos rombodode
caedros equivalentes a
todos aquellos que pro-
cedan de un mismoc rombo
dodecaedro base y que -
pueda tener expresiones
diferentes por causa de

la simbologia adoptada.

Al rombododecaedro -

de la figura 3.1.1, se

le define, de acuerdo con la simbologfa que proponemos, por:

“1,2 %2,3 %3,4 %,1
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Pero si le giramos de

niciones siguientes:

"Z“ en "%u obtendremos las defi
¢1,2
®2,3
3,4

Estas cuatro definiciones diferentes se han obtenido

a partir del vértice 1 como vértice en que concurren cua

tro caras; pero existen otros cinco vé&rtices en que se dé

la misma circunstancia. S$i nos referimos a ellos, obtenemos

las definiciones siguientes:

Vertice 2

y todos sus girados 7

Vértice 3 a2’3

180-a

‘nin

y todos sus girados =

1,2

180 -o



Vértice 4. o

-= 106 -

180-a

¢y 4 180-a, 4 %2 1,3
(opuesto al _ 180-a
vértice 2) 180-0, 3 4,1

-1 "

y todos sus girados I
Vértice 5 a2,3 180-—&2,’4 %1 180-&1’3
(opuesto al . .
vértice 3) 180-0a3 4 180-0y
y todos sus‘giradosv_z
Verti;e 6 qllz 4,1 a3'4 a2'3
(opuesto al ?2;4 al’3

vértice 1)

st n

y todos sus girados 7

En consecuencia, un mismo rombododecaedro puede apa- .
recer bajo 24 formas diferentes debido a la simbologia adop
tada. Estas 24 representaciones diétintas se pueden reducir
fundamentalmente a tres que proceden de tres vértices dis-
tintos (no opuestos dos a dos); ya que las restantes se com

BIER] ’

pondran . 7 Y en los vértices opuestos fi-

de sus girados

. gurardn los mismo &ngulos recorridos en sentido contrario.

3.1.2.- ROIBCICOSAEDROS EQUIVALENTES

Entenderemos por romboicosaedros - equivalentes a todos
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agquellos que‘p}ocedan de
un mismo romboicosaedro

base y gue puedan tener -
expresiones diferentes a
causa de la simbologia =~

adoptada.

Al romboicosaedro de

la figura 3.1.2, le hemos

representado por:

" l " LI I 2

Pero si le giramos de  en & obtendremos las ex-

presiones siguientes:

“2,3 %3,24 %,5 %s5,1 %12

“3,4 “4,5 %5,1 %1,2 %2,3

%3,5 %4,1 95,2 O‘:L,3‘ %3,4

“4,1 %5,2 %1,3 %2,4 %3,5
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- G5 1 %1,2 %2,3 ©3,4 %4,5

o a a
®5,2 %1,3 %2,4 %3,5 %,1

Estas cinco expresiones o definiciones diferentes se
han obtenido a partir del vértice 1 , como vértice en -
qgue concurren cinco caras; pero al existir otro vértice con
la misma particularidad, la definicién del romboicosaedro

partiendo de este vértice seria:

Vartice 2 ,a1,2 a5'1 a4’5 a3’4 a2’3

2,5 %4,1 %3,5 %2,4 %1,3

y todos sus girados T

Asi pues, un mismoromboicésaedrt>puede aparecer bajo
10 formas diferentes debido a la simbblogia adoptada. Estas
10 representaciones diferentes se pueden reducir fundamen-
talmente a una; ya que las restantes se compondrédn de sus

~girados T Yen el vértice opuesto figurardn los mismo &n

gulos recorridos en sentido inverso.
3.1.3.~- TRIAKONTAEDROS EQUIVALENTES
Denominaremos triakontaedros equivalentes a todos .-

aquellos que procedan de un mismo triakontaedro base y que

que puedan tener diferentes expresicnes como consecuencia
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de la simbologia adoptada:

Distinguiremos dos casos:

3.1.3.1.- TRIAKONTAEDROS TOPOLOGICA ENTE IGUALES AL TRIA-

KONTAEDRO POLAR

Al triakontaedro de la
figura 3.1.3.1, se le de~
" fine 'de acuerdo con la -

simbologia propuesta por:

.2 %,3 %3,4 %,5 %5,6 %,1

’ nqn LER '
Pero si le giramos de = en z obtendremos las expre-~

siones siguientes:

©2,3 %3,4 %4,5 %5, %g,1 %1,2
®2,4 %3,5 %,6 %5,1 %,2 %1,3

2,5 %3,6 %1,4 %2,5 %3,6 %1,4
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°3 4 %,5 %,6 %,1 %1,2 %2,3
@35 %, %,1 %,2 1,3 %2,4

a3's %1,4 %2,5 %3,6 %1,4 %2,5

“4,5 %5,6 %6,1 “1,2 0‘2.,}3 %3,4
6,2 %1,3 %2,4 93,5

%1,4

5,6 %,1 %1,2 %2,3 93,4 94,5

5,1 %,2 %1,3 “%2,4 %3,5 %4,6

°,1 %1,2 %2,3 %3,4 %,5 %5,6

%,2 %1,3 %2,4 %3,5 %,6 95,1

-Estas seis definiciones diferentes se han obtenido a
partir del vértice 1 , como vértice en gue concurren seis
caras; pero como ya sabemos, en el v&rtice opuesto se da -

la misma circunstancia y asi se puede escribir:

Vértice 2 : al'z aﬁll “5,6 a4'5' a3'4 32’3

%2,6 %1,5 %4,6 %3,5 %2,4 %13

%2,5 ®1,4 %3,6 %2,5 %1,4 %3,6

nHTn

y todos sus girados z
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Luego un mismo triakontaedro topolégicamente idénti-
co al triakontaedro polar puede aparecer bajo 12 formas di

ferentes debido a la simbologia adoptada.

Estas 12 representaciones diferentes se pueden redu-
cir a una; ya que las restantes se compodrdn de sus gira-
Rl 1 B

dos T Yenel vértice opuesto figurar&n los mismos &ngulos

recorridos en sentidc contrario.

3.1.3.2.~ TRIAKONTAFDROS TOPCLOGICAIENTE T3 UALES AL TRIARON

TAEDRO EQUIFACIAL

Al triakontaedro de -~
la figura 3.1.3.2A se le
define de la siguiente -

forma:

nYn

. . 1 1"
Pero si le giramos de T en z obtendremos las expresiones

siguientes:
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2,3 ®3,4 ®4,5 %5 1 “1,2
%2,4 %3,5 %4,1 ®5,2 ©1,3
.6 %s5,6 ©3,6 %1,6 %4,6 %2,6 %s5,6 %3,6 %1,6 %4,6
¢3,4 %4,5 ®5,1 ®1,2 %23
93,5 “a,1 %s,2 - %1,3 %2,4
“3,6 1,6 %4,6 %*2,6 %s5,6 %3,6 %1,6 %4,6 92,6 %5,6
%4,5 %s5,1 %1,2 %2,3 “3,4
%q,1 %5, 2 %4,3 %2,4 %3 5
“4,6 %2,6 %5,6 *3,6 %1,6 “4,6 %2,6 %5,6 ©3,6 %1,6
%5,1 ®1,2 %33 %3,4 %4,5
®5,2 %1,3 %3,4 %3,5 %4,1

Estas cinco representaciones diferentes se han obte-
nido a partir del vértice 1, como vértice en el que con-
curren cinco caras; pero, como se sabe, existen otros once
vértices con la misma particularidad que nos permiten las

nuevas definiciones del poliedro siguientes:
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Resulta asi, que un mismo triakontaedro topoldgicamen-
te igual al triakontaedro equifacial puede aparecer bajo -
60 formas diferentes como consecuencia de la simbologia -

adoptada.

Estas 60 denominaciones distintas se pueden reducir
fundamentalmente a seis que proceden de seis vértices dife
rentes (no opuestos dos a dos); ya que las restantes se com

L] n"

pondrédn de sus girados T Y en los vértices opuestos fi-

ﬁgurarén los mismos &ngulos recorridos en sentido inverso.
3.2.- CONVEX IDAD DE LOS ZONOEDROS

Cualquiera de las definiciones que se han recogido -
en el capitulo anterior, particularizéda para angulos dados,
nos definir& un zonoedro y solémente uﬁo, el cual podrd -
ser o no convexo. Este problema es el gue se estudia a con
tinuacibn, particularizado para los rombododecaedros y exi
~giendo en el caso general que los KZ) rombododecaedros que
se pueden obtener a partir de un zonoedro cualquiera, eli-

minando sucesivamente las bandas respectivas, sean convexos.

CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES QUE DEFINEN LA

CONVEX IDAD DE UN ROIBODODECAEDRO.



- 118 -

3.2.1.-~ CONDICIONES NECESARIAS DE CONVEXIDAD

Basta exigir que la
suma de &ngulos en cada
- vértice sea menor que -
36C°; Dada la simetria
central del poliedro, -
bastard con aplicarlo a

la mitad de los vé&rtices.

- Fig 321,

1.7 a1,2+a2'3+u3’4+a4’1< 360

2.- 360 -allz-u4'l+a2'4< 360 - u1'2+a4,1>a2’4
3.- 360 -al’z-a2’3+al’3~<360 +'al'2+a2’3>a1,3
4.~ 360 -a2’3-a3t4+a2’4< 360 - Q2,3+a3i4>a2'4
5.- 360

(3.2.11.)

éa3'4-a4’l+al’3< 366 - a3'4+a4ll>al'3

6.~ 360 +dl'2+a3’4—a1,3~a2'4< 360 '*a1,3+“2,4> al’2+a3'4

7.~ 360 +a2,3+a4'l-01'3~a2i4> 360 =+ o +a2'4>

1,3 ®>,3%%,1

Obsérvese que al carbinar. 2 con 6 y 7
3 con 6 'y 7

4 con 6 y 7

5 con 6 y .7

aparecen el resto de las condiciones necesarias para gque
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se puedan formar los cuatro triedros fundamentales del rom

bododecaedro.

(a o

1,2 %2,3 o‘1,3)

(ay 4 %4,1 %q,3

(@y 3 @3 4 %5 4)

(ag o 04,1 %, 4

En un principio parece gque estas condiciones ademds de

necesarias son las suficientes para definir la convexidad

de un rombododecaedro. Sin embargo no es asi; y bastard -

para ello proponer un contraejemplo en
las condiciones impuestas y el poliedro

sea convexo.

el que se cumplan

al que se llegue no

o o
1,3_ 2,4
cOoSs 7 =sen >
a
tq %{3_ 1
' %2 4
tg—ff—

Sustituyendo estos valores en la ecuacibén (2.31) obtenemos:

’

a a
-V/Isenz—zz-’-—‘3 ‘//Isenz—z—’z—‘-l-ﬂ cosza_.,4
“1

Elevando al cuadrado:

o o
sen2 —22L4 (sen2 —2§£— cos2

’

0£2'4) = sen

o
2 2,4
4 sen —54— COSO, 4

14

4 %2,4 cos? a
— 2,4
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29%2,4 2 _ 2 92,4 2
sen” —'— - cos ay,4 = Sen —5— cos @y, 4
20%2,4 2 2

sen —7L~ {(1-cos a2'4) = cos G2’4

(1-cos oy 4) 5 2
5 £ (1 - cos a2'4) = cos” o

]
o

3 2
cos a2’4-3 cos a2,4 cos a2'4 + 1

Haciendo: cos Oy g =% x3 --'3x2 - x 4+ 1
14

H
o

las raices de |x] < 1 son: x,= 0,460811127 ;o 4 = 62,56053956
H

x2=-0)6751308706;a =132,4643139

Evidentemente, la primera solucibn: Oy 4= 62,56053956.,..
14
cumple con todas y cada una de las siete condiciones de con

vexidad. .

Sin embargo, la segunda solucibn: Oy 4= 132,4643139...
: ‘ r
no cumple ni siquiera la primera condiciSn de convexidad, -

por lo gue debe desecharse,

Continuemos ahora el estudio de la primera solucibn
gue cumple las siete ecuaciones de partida y que, en prin-

cipio, hace suponer que nos encontramos ante un rombodode-

caedro que ha de ser convexo.



- 121 -

Las caras obtenidas nos permiten dibujar su desa-

rrollo que es el que se ofrece a continuacifn:

Fig 3.2.18
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Si intentamos materializar este poliedro, resulta queno
es convexo; y por tanto, las condiciones necesarias (3.2.11)
no son suficientes para poder afirmar que el poliedro sea

convexo.

Hallemos pues, las condiciones que nos faltan y que
en principio no eran tan evidentes que se tuviesen que exi

~gir.

3.2.2.- OTRAS CONDICIONES EXIGIBLES PARA ASEGURAR LA CON-

VEXIDAD DEL ROMEODODECAEDRO

Fyg 3.2.24

Ee

> -3
Los vectores 4V2 y V4 definen un plano cuya intersec
cidn con el plano- coordenado yz nos proporciona la recta

i . El &dngulo y formado por esta recta con el eje y debe

ser:
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1,3 c1,3
90 - 5 <y < 90 +  —
y por tanto, y debe satisfacer a:
tgy>~———l——- o bien a  tgy> — 1
a o
1,3 1,3
tg 7 tg 2'

Ambas se pueden reunir en una sola:

tg%'>

Calculemos a continuacibn el valor de tgy. Para -

ello, en primer lugar, hallaremos el plano definido por R

2
K,
Y Yy
T 3 k
-
VQA'vﬁ = al b1 cl
a, by ¢y

donde (a1 bl cl) y (a2 b2 q2) son los valores ya calculados
en 2.3,

<
=
<

Ecuacidn del plano definido por
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by ¢ a; < a; by
x - y + z =0
by, ¢ a, ¢ a, by
Interseccidn con x = 0
a; by a; ¢
zZ = Y
a, by a, ¢,
Luego: a, cq
' a C
2 2
tgy =
a; by
a, b,
Por tanto: a1 cl 2
a C
2 2 § 1
a; bl 2 . 5 a1’3
tg” =
a, by
a; by2 | a; ¢y |2
< tgz -lfé (3.2.21)
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"Asimismo, los vectores vl y.?B definixén un plano cu
ya interseccidn con el definido por §2 Yy ?h nos proporcio
na una recta que debe estar comprendidé entre la parte po-
sitiva de ambos. En vez de réhacer todos los cglculos, po-
demos aprovechar los anteriores sin més que cambiar los &n

"'gulos de la siguiente manera:

ay 5 (nuevo) = oy 3 (antefior)
7 7
%,3 " 3,4 )
053'4 5 0‘4,1 "

M [1] ]
Gg,1 %2 '

" "

%1,3 %2,4
G2'4 " &1,3 1

Segfin &sto, la ecuacidn (2.42) se transformard en:

o
4
< tg? 224 (3.2.22)

donde (ai b; ¢1) v (a5 b, ¢5) son los (a; by ¢q) v (a, by c5)
va calculados en 2.3 vy en los cuales se han sustituido los
%5, (nuevos) por los %5 (antiguos)

Por tanto, estas dos nuevas condiciones permiten, -

finalmente, asegurar la convexidad de un rombododecaedro.
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LAS CONDICIONES QUE DEFINEN LA CONVKX IDAD DE UN ROMI-

BODODECAEDRO SON, EN DEFINITIVA, LAS NUEVE SIG ULENTES:

1.- al,2+a2,3+a3'4+a4,l < 360
2.~ al'2+a4’l > a2,4
3.- 0y ot05 3 > 0y 3
4.= 0y gFG3 4 > 05 4
5.- a3’4+a4,1 > al,B
6.~ ul'3+a2’4 > a1i2+ a3'4
(3.2.23)

7.= a1’3+a2,4 > a2'3+ a4'l

al bl 2 N al <y

2 71,3

8.- < tg —EL—

a, b2 a, Cy

ai bi 2 . ai ci
9.- < tg2 %{4

a; b a; ¢}

donde:
2
(cos + , -
2y = 4| /1 ( @y 5 cosa2,3) - (cosonz'3 cosallz)
o o
2 71,3 2 71,3
4 cos 5 4 sen >
b - cosoc2'3 - cosozl’2
1 o
2 sen —%Lé

¢y = - cosocl,2 + cosa2'3

o}

2 cos —léé
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( + )2 (cosa - cos )2
COSUy 4 +COSQ, | 3 4 @y 4

- l - ‘ - - 4 2

o
4 cos2 1,3 4 sen2 1.3

2 2

COSOL3'4 + COSQ4,1

a

2cos—§h3

(cosa., ., + cosa

)2
2,3 3,4

o
4 cos2 zé4 4 sen

+ a
CcOs 3,4

%54

2

2 cos
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(cosa + o )2 (coso - coso )2
AP B PR i’ 75 St T SO 4,1 1,2
2 2 %2,4 2 %2,4
el A 2
4 cos 5 4 sen >
o = cosa, 4 = .COSUy ,
2 a
2 sen 254
cosa, 4 + ¢osu1 ,
cl =- 4
2 o
2 cos %'4

Volvamcs al contraejemplo desarrollado anteriormente

para ver gué condicién es la que incumplfa:

En nuestro caso:

a; = 1 a, = - 0,4608
b1 =0 b2 = 0
cq = 0 Cy = f 0,8874

Con estos datos pasamos a comprobar la condicibén 8

de (3.2.23):

< 2,7092 .
-0,4608 0 -0,4608 -0,8874

0 < 2,1334 : Luego cumple la condicidn 8
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Nos falta comprobar por. iltimo la condicibn 9 vy

para ello calculemos previamente (ai bi ci) v (aé bé cé)

a; = 0,8546 aé = - 00,8546
bi = 0,4437 bé = 0,4437
ci =-0,2696 cé = - 0,2696

Entrando en la condicibn 9 :

0,8546  0,4437] 2 0,8546  -0,2696 | 2
< 0,3691 .

-0,8546 0,4437 : -0,8546 -0,2696
0,5751 £ 0,0783
Luego era la condicién 9 de (3.2.23) la que incum~
plia el contraejemplo propuesto aunque en principio tenia

toda la apariencia de ser convexo.

En consecuencia, han de ser nueve las condiciones exi

~gibles a un rombododecaedro para que sea convexo y no las

siete que aparecian en un planteamiento simplista y, como

se ha visto, falso.

Omitimos para no hacer mé&s extenso este estudio la -
demostracién de que estas nueve condiciones necesarias pa-
ra asegurar la convexidad de un rombododecaedro son también

las suficientes para definirle, pero es facilmente comproba
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ble gque las dos filtimas condiciones impuestas para un vér-
tice donde concurren cuatro caras, implica que se cumplan

en los otros cinco vértices con la misma particularidad.

3.3.- OBTENCION DE LOS ZONOEDROS EQUILATEROS A PARTIR DE LAS

CARAS NO RELACIONADAS ENTRE SI.

Ya se dedujo en el Capitulo II que el nimero de &ngu-
los independientés de las caras de un zonoedro equilédtero -
procedente de una estrella no singular formada por n seg-
mentos iguales, es 2n-3, deduciéndose los restantes (ngz)

a partir de las f6rmulas que allf se facilitan.

La obtencidn de estos (nEZ) dngulos es facilmente pro
~gramable, lo cual nos permite resolver de una forma répida,
todos los zonoedros eduiléteros deseados. a partir de sus -

&ngulos determinados.

. Resolvamos a titulo de ejemplo, diferentes zonoedros
equiléteros, partiendo de los (2n-3) &ngulos independientes,
con la condicibn de que seis cualesquiera de ellos no formen

rombododecaedro.

3.3.1.- OBTENCION DE UN ROMBODODECAEDRC A PARTIR DE CINCO -

DE SUS ANGULOS

Sean:



- 131 -

‘ = ‘ o = °

al,2 60 Q4,l 135

— o] — [o]

a2,3 = 80 u1'3 = 130
a3'4 = 65°

Entrando en la ecuacidén (2.31l), obtenemos:

G54 =~ 141,9454854

Resolvemos a continuacidn este mismo ejercicio GEOMETRI
CAMENTE. Se reducird a la construccién de dos triedros de los
' que se conocen las tres caras, y hallar el &ngulo formado por

dos aristas de ambos triedros.
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3.3.2.—~ OBTENCION DE UN ROMBOICOSAEDRO A 'PARTIR DE SIETE DE

SUS ANGULOS NO RELACIONADOS ENTRE SI

Sean: “1,2 = 60° Gy, 3 = 130°
QZ,B = 80° a3’5 = 125°
A3 4 = 65° 81 = 135°
&5,1 = 75°

Entrando en las ecuaciones (2.41), obtenemos:

RESULTADO RESULTADO

ANALITICO GEOMETRICO
W 141,94548 " 142°
0y 5 = _132,77185 1330
a5 = 65,894695 65,5°

Eliminando una de las bandas octogonales de este rom-

boicosaedro, se puede obtener el rombododecaedro anterior

3.3.3.~ OBTENCION DE UN TRIAKONTAEDRO TOPOLOGICAMENTE IGUAL
AL TRIAKONTAEDRO POLAR A PARTIR DE NUEVE DE SUS AN-
GULOS, NO RELACIONADOS ENTRE. SI.

Sean: o = §g° o

1,2 %35 = 97,8834
a2’3 = 80° aS, = 113°
@3'4 = 65° a1'4 = 135°
4g,1 = 75° %3,6 = 125°

o

#,3 = 130°
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Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (2.5.11)

obtenemos:

RESULTADO RESULTADO
ANALITICO GEOMETRICO

@y, 4 o~ 141,94548 142°

ay 5 = 165° : ' 165°

ag o = . 132,77185 ' 133°

o~ 1+]

oy s = 32,885 33

a4, 6 ~ 65,894695 66°

(15 , 6 = 38¢e 38¢°

Si eliminamos una banda decagonal de este triakontae-

dro, se puede obtener el romboicosaedro anterior

3.3.4.~ OBTENCION DE UN TRIAKONTAEDRO.TOPOLOGICAMENTE IGUAL
AL TRIAKONTAEDRO EQUIFACIAL, A PARTIR DE NUEVE DE -

SUS ANGULOS NO RELACIONADOS ENTRE SI

Sean: “1,2 = §0° a3,5 = 125°
— [+ s [
a2'3 = 80 a4’1 = 135
Og g = §65° 31,6 x 65,83902435
4.
‘ _ . _
ag 4 = 713 a3 g = 70°
. =]
“1,3 = 130.

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (2.5.11),

obtenemos:
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RESULTADO RESULTADO

ANALITICO GEOMETRICO
a2:4 = 141,94548 142°
a5’2 = - 132,77185 133°
a2’6 z; 63,13624 63,5°
64’5 = 65,89469 65,5°
Uy = 90° - 90°
35’6 = 86,88776 : 87°

Se puede obtener el romboicosaedro anterior eliminan

do una de las bandas diagonales de este. triakontaedro.

3.4.~- CONCLUSIONES

- Son precisas nueve condiciones para definir la con-
vexidad de un rombododecaedro. Estas nueve condicio

nes son las que se expresan en (3.2.23).

~ Definidos los (2n-3) &ngulos no relacionados entre
s de un zonoedro equilé&tero, pueden ser obtenidos
los (ngz) restaﬁtes, tanto analitica.comOjgeométrici

mente,



CAPITULO IV
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CAPITULO IV

PROPIEDADES COMUNES A TODOS LOS ROMBODODECAEDROS: LA
EQUIPARTICION DEL ESPACIO, EL ELIPSOIDE INSCRITO Y EL EMPA
PAQUETAMIENTO DE CUALQUIER ELIPSOIDE SEA O NO DE REVOLUCION
POR MEDIO DE UN DETERMINADO ROMBODODECAEDRO.

4,1.- LA EQUIPARTICION DEL ESPACIO

Por medio de una afinidad, se puede transformar el -
rombododecaedro equifacial en un cuerpo cuyas caras sean pa
ralelogramos. Existen pues infinitas afinidades que permiten
obtener a partir del rombododecaedro equifacial s6lidos con
figurados por doce carés paralelogrémos. Solamente en casos
muy particulares estos paralelogramos éerén rombos como ve-
remos en 4.3. El1 cubo inscrito al rombododecaedro equifacial
{aquel cuyos vértices son los vértices triedros del rombodo-
decaedro) se transformar& en un paralelepipedo, y la esfera
inscrité a dicho rombododecaedro en un elipsoide tangente -

en el punto medio de las caras del poliedro afin.

En general, un rombododecaedro cualquiera (entendiendo
por tal un cuerpo con doce caras rombo, de las cuales puede
haber hasta seis diferentes), no es un cuerpo directamente -
afin del rombododecaedro equifacial; pero.siempre, podremos
encontrar un cuerpo afin del rombododecaedro equifacial cu-
yas caras son paralelogramos (no rombos) tales que sus &ngu-
los son iguales a los del rombododecaedro (de caras rombo) -

no obtenido por afinidad.
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. La forma de asociar o relacionar un rombododecaedro

(de caras romoos de distintos &ngulos) al cuerpo correspon-

diente que sea affin del rombododecaedro equifacial es la

siguiente:

4 //

trella por un plano
de los segmentos de
del rombododecaedro

serdn iguales a los

Se parte del rombodo-
decaedro de caras rombo
cualesquiera y en uno de
sus vértices donde concu
rran cuatro caras se ha-

lian las intersecciones -

. de las caras no. adyacentes

obteniendo las rectas r
y s , las cuales definen

un plano P . Si cortamos

" a los segmentos de la es-
paralelo al P obtendremos la magnitud
las aristas que definen el cuerpo afin
.equifacial y cuyos &ngulos de sus caras

del rombododecaedro considerado.

Podemos decir pues que, aungue no todo rombododecaedro

puede provenir del rombododecaedro equifacial por medio de -

una afinidad espacial, es posible pasar por medio de acorta-

mientos y/o alargamientos de los segmentos de la estrella -

que define un vértice en el gue concurren cuatro caras a un

cuerpo de caras paralelogramo (y &ngulos de sus cafas iguales
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a los del rombododecaedro considerado) afin del rombodode-
caedro equifacial. La magnitud de los acortamientos y/o
alargamientos se obtienen de la forma indicada en el pdrra

fo anterior.

Puesto que, mediante acortamientos y alargamientos -
de las aristas de un sSlido de caras paralelograﬁos (afin
del rombododecaedro equifacial) pueden conve;tirse sus ca-
ras en rombos y los &ngulos sblidos y dngulos diedros de
sué vértices y aristas no varfan, es evidente que, estos
rombododecaedros rellenan el espacio; ya que, asf lo ha-
cian los s6lidos afines del rombododecaedro equifacial por

rellenar &ste el espacio.

En consecuencia, CUALQUIER ROMBODODECAEDRO (de hasta
sedls carnas rombos distintas) PERMITE LA EQUIPARTICION DEL
ESPACIO POR YUXTAPOSICION DE CUERPOS IDENTICOS QUE QUEDAN

JIGUALMENTE ORIENTADOS.

4.2.- CONDICIONES QUE DEBEN CUMPLIR LOS ROMBODODECAEDROS DE
CARAS CUALESQUIERA SUSCEPTIBLES DE RELLENAR EL ESPA-

CIO SIN EXIGIR QUE ESTEN IGUALMENTE ORIENTADOS

Diremos que dos cuerpos iguales entre si est&n igual-
mente orientados cuahdo se pasa de uno a otro por medio de

" traslaciones.

Dos cuerpos iguales entre si estén desigualmente orien
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tados cuando es preciso efectuar un giro ademds de una tras

lacibén para hacerlos coincidir.

Veamos en qué condiciones un rombododecaedro, ademés
de equipartir el espacio (propiedad comlin a todo rombodode-
caedro) es capaz de rellenar el espacio aungue no guede -

igualmente orientado.

Se debe cumplir en uno
de los cuatro vértices trie
dros diferentes, que los -
tres &ngulos sean iguales,
io cual se expresa por me-

dio de una de las siguientes

condiciones:
180 ~ al,2 = 180 =~ a2’3 r= al'3
180 = ay 3 = 180 - a3 4 = oy 4
14,21
180 =~ a3'4 = 180 - a4,1 = a1’3
180 - @49 = 180 - 93,2 T 9% 4

Cualquiera de las igualdades (4.21) es una condicién
necesaria y suficiente para poder disponer los rombododecae
dros desigualmente orientados rellenando el espacio. Pero,

como veremos en el punto 4.3 de todos los rombododecaedros
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gue cuﬁplan alguna de las condiciones (4.21) nos interesa-
rédn aguellos en gue a1,2 = a2'3 = a3’4 = u4’l. Teniendo en
cuenta ésto, obligamos a que se cumplan simult@neamente las

condiciones primera y tercera de (4.21)

En consecuencia

%1,2 T %2,3 T %3,4 T 94,1
a1,3 = 180 -~ al,2
%2,4

-

Obligando a que estos &ngulos cumplan la condicidn de

rombododecaedres (2.31)

+ 4 ,052 & = 4 se*x2 a., cos o
= 1,2 * 5 2,4
o o
_ 2 12 2 _ 2 71,2
(sen ) cos al’z) + cos al'z = gen ——;~ cos a2’4
.2_,c_os2 al 2 2 %5 4 cos” al 5
COS0, , = = -1 ; cos 5 = !
’ o o
sen %'2 . sen2 152
. Ol coso .
2,4 U0, 2 :
cos —~4— = L - (4,22)
O -
' sen ELE
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En consecuencia, de la familia considerada de rombo

dodecaedros con dos tipos de caras rombo

proporcionado un 0y 5 ¢ es posible, obtener mediante (4.22)
’ .
el otro &ngulo del ROMBODODECAEDRO QUE SEA CAPAZ DE RELLE-

NAR EL ESPACIO QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO.

Si obligamos a que todas las caras del rombododecae-

dro sean iguales, habr& de suceder que:

///al,Z
oL2,4 =~\\\\ :

Para a2,4 = Qg or sustituyendo en (4.22):

cos o
cos 152 _ 1,2
“1,2
sen —t=2
2
i sen o = cos o
2 1,2 1,2
tg al,2 = 2-+ 0 1,2 ° 63,4349...
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Este rombododecaedro cuyas ca;as son todas iguales,
siendo &stas ROMBOS éON DIAGONALES EN RELACION AUREA, se-
ré& exhaustivamente estudiado en el capitulo VI. A este in
teresantisimo poliédro nos referiremos en lo sucesivo de-

nomin&ndole R 3.

82,4 - %12 )
Para o, , = 180 - a; , *> cos é = sen 2' . Sustituyen
’ ’
do en (4.22)
o2 cos.c:zl'2
sen =
2 . 0.,
sen 1,2
2
l;- cos a1,2 ; cos
2 %1,2

= 1 - '
cos &y 5, =3 > @&y 5 =70,5287....» ROMBODODECAEDRO

EQUIFACIAL

Aunque el rombododecaedro equifacial cumple con las

condiciones (4.22) debido a su simetria.queda.igualmente

orientado.

4.3.- OBTENCION DEL ELIPSOIDE INSCRITO A UN ROMBODODECAEDRO

DADO DE CARAS CUALESQUIERA Y DEL ROMBODODECAEDRO CIR-

CUNSCRITO A UN ELIPSOIDE DADO.

Como se sabe para determinar una culdrica se necesi-
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tan nueve condiciones. En este caso, ha de ser tangente a
doce planos, o bien, haciendo uso de la condicidn de cen-
tro (tres condiciones), y ser tangente a seis caras (seis
condiciones); en total, las nueve condiciones necesarias

que determinan la existencia del elipsoide inscrito.

El objetivo que perseguimos y que desarrollaremos en
el prdximo apartado es que dado un elipsoide cualquiera, -
determinemos_el rombododecaedro cuyas caras son todas tan-
~gentes a ese elipsoide. Por tanto, para determinar los -
seis &ngulos correspondientes al rombododecaedro, tenemos

las siguientes tres’condiciones:

Una, dada por la ecuacidn (2.31)

Dos, por las relaciones entre los semiejes del elip-

soide

Faltan de imponer otras tres condiciones gue gquedan

a nuestra eleccifbn. Las m&s sencillas son:

®2,3 7 %,2
%3,4 T %1,2
“,1 7 %,2

El que u1'2 = u2'3 = a3l4 = a4’l no gquiere decir que
el elipsoide vaya a ser de revolucibn; ya que, mientras -

o # o los segmentos que. forman la'éstrella correspon
1,3 2,4 L ] n
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diente al rombododecaedro, no tendrdn igual inclinacidn.

4.3.1.- OBTENCION DEL EDIPSOIDE INSCRITO A UN ROMBCDODECAE

DRO DADO.

Para hallar la ecuacidn del elipsoide inscrito a un
rombododecaedro que cumple las anteriores condiciones nos

vamos a apoyar en lo ya deducido y calculado en 2.3.

Z

En nuestro caso:

, o o
%i(ﬂ, -sen 153 ; —COS —EéEJE.A

32(51l , 0, cl)E B

_ 1,3
1,3 €1 7 ©°s 2,
I
2
Qo
_ 1,3
N =BFC =(f_J; 1 sen“l,:s Cp = €08 =5
Ny = 2l g 5 , )
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o c --cosal’3
D+A ., 21 1,3 1 S
2 2 2
o o
1,3 1,3
N& =2 M1= (al ' sen é » Cq = COS. 2' )
2 .G
- ) 1,3 - 113
%=2Nl-ml,sa1 5~ » C) ~ COS 2)
: a o
_ | 1,3 _ 1,3
P2 = 2 Pl (- a; s sen —5—, ¢, — cos )
o a
- ) 1,3 _ lr3
Q, = 20, =(-a; , -sen —5=, ¢, — COS —=5 )
+ P o
0= gé____g.;(o, 0, cy - cos 153)
2
N, + Q0 o
0= 22 (0, 0, c, - cos 153)
2
Trasladando..los ejes'de ¥ @6 a ..C ; .y teniendo en cuen
ta que el.centro del elipsoide va a ser el centro del éombg

dodecaedro, su ecuacibdn sers:

2 2 _ z2
+ b o
2 a
a 2 71,3 C
1 sen 5

donde C

es un paré&metro a determinar por la

1 (4,3.11)

condicidén de
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que el elipsoide sea tangente al plano V A B . Después -

de la traslacidn, las coordenadas de V seran

: o
o o L1,3
(0 p 07, cosi 5 cl)
k4 i 4
- L ' o o o
- I 01,3 _ L 1,3 » _
1 A Vy = 0 sen —EL— -cos 5 = -c, sen 5~ 1
: o
1,3
-a, cos j o+
ay 0 cq 1 2
. 1,3
+al sen —=— k
La ecuacibén del plano V A B seri:
o o o
~1,3 1,3 _ 1,3 =
¢, sen 5— X+ a; cos 5— Y a; sen 5~ Z + D=0
| 1,3
gque para x =0, yv=0, z = cos é - cq
o
z = D = cos —£3 - ¢
®1,3 2 .
a, sen 5
o o
= 1,3 1,3
D = a, sen 5 (cos 5= - cl)
o : o, o
- 1,3 ’
Plano V A B = C, sen —5= x + a; cos 153 y - a; sen 153 z+

0, Q. ,
+ a, sen 153 (cos ;ifz - cl) =0 (4,3,12)
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El plano tangente al elipsoide (4.3.11) en el punto

(vw , v , w), sera:

2 ' 2 2 Tz

—.u X + —-—a——-—-vb Y + hud z-2=20 (4.3.13)
2 1,3 2

a 2 C
1 sen 2

Estableciendo la identidad entre (4.3.12) y (4.3.13)

tendremos:

2u
2 cen? 21,3 —2"—2’ 5
1 _ z _ c _ |
o o o Oy o
1,3 1,3 _ 1,3 21,3, %1,3_
c, sen —5= a, cos 5 a, sen 5 a,sen—% (cm2 cl)
a, c
4= - 11
o
1,3 _
{cos S cl)
o o
sen 153 cos 153
v = e
o
cos 5 cq
2
w o= ac
1,3
cos cq

Por pertenecer el punto (u , v , w) al elipsoide, sa-

tisfaréd la ecuacidn (4.3.11)
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a
o2 cog? 13 c?

1 2 =1
o + - 2t 1,3 2 "
(bos LB 2 o2 (08 5T - et (eos == - e

O
c2 = - 2cy cos 1,3
cos oy ,
Pero seglin 2.3 y para nuestro caso: c; = - al
cos lé3

Sustituyendo: C2 = 2 cos o
1,2

La ecuacidn del elipsoide seré&:

x2 2 Z2
2, 04 Y - + =1
ag . 2 71,3

1 sen 5 2 cos “1,2

Pero ay seglin 2.3 y para nuestro caso vale:

2
af =1 - °° %12
cos2 %3
, 2

Por fin, la ecuacidn del elipsoide inscrito al rombo-

dodecaedro &y 5 ©1,2 ®1,2 ®1,2  sera:

%1,3 “2,4
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i by — 2 =1 (4.3,14)
) . 2
l .. LOSs Cﬂliz sen 15‘3 2 [alw}: al'z
[0
coOs ]

Es facilmente comprobable que las coordenadas de -
(u , v, w) no se corresponden en'géneral con las de M,
(punto medio de la cara V A B), las cuales, teniendo en =

cuenta la traslaci®dn efectuada son:

a a cos - C
¥ 1 , - 1 sen 1,3 , 2 1

La .condicidn. para que coincidan (u , v , w).

Yy Ml; es decir, para que la serie de rombododecaedros

sean cuerpos afines del rombododecaedro equifacial, es que

cos &1,2 = CO8g 5 , equivalente a al‘3 = u2,4 . En eg~-

te caso, el elipsoide (4.3.14) serid de revolucidn.

4.3.2.~ EMPAQUETAMIENTO DE CUALQUIER ELIPSOIDE SEA O NO DE

REVOLUCION POR MEDIO. DE UN DETERMINADO ROMBOﬁODE~
CAEDRO

Se ha visto en este capitulo gque todo rombododecaedro

es capaz de equipartir el espacio y ademd&s admitir elipsoi
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de inscrito; por tanto, si somos capaces de encontrar el =
rombododecaedro cuyas caras sean todas tangentes a un elip
gsoide determinado, habremos logrado un empaquetamiento de

elipsoides y en general, sucederi gue cada uno de ellos no

serd tangente a otros doce.

Si disponemos de un elipsocide cualquiera de semiejes
a , byc y establecemos la proporcibnalidéd entre estos
semiejes y los de la ecuacidn (4.3.14), deduciremos los é&n
~gulos del rombododecaedro que permita el empaquetamiento
de estos elipsoides. Aunque el valor de ay 4 no aparece -
premeditadamente en la ecuacidn (4.3.14), lo deduciremos -
de la ecuaéién (2.31) que liga a los &ngulos del rombodode

caedro % ,2 %1, ©1,2 919

%1,3 %2,4
Distinguiremos dos casos seglin que el elipsoide sea

o no de revolucidn.

4.3.2.1,- EL ELIPSOIDE NO ES DE REVOLUCION

Obligando a gque los semiejes del elipsoide (4.3.14)

estén en la misma relacidn, tendremos
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. _,cQs 431’2
2 %13
cos”. —5 2
=k
o, 1
sen 153 o
4,3,2.11)
2”cas.al’2 k2
]
Ol
sen2 —ELE
2

De la segunda ecuacidn de (4.3.2.11) obtenemos:

o

2 %1,3 _ 2 L
T Tt w3.2.10)

Desarrollando la primera ecuacidén de (4.3.2.11) ten-

dremos:
2 o N
1208 %12 2 sen® A3 (4,3,2.13)
Ty 8y 5 1
cos *é

Eliminando @y 3 entre (4.3.2.12) v (4.3.2.13):
14

2 _ o2 %,3

- _ . 2 21,3
cos ul’Z cos 5 (1 kl sen é )
2 - _ 2 . ‘ 2 2
cos 0‘1,2 (1 kzcos “1,2) (1 kl }:—2 cos 0‘1,2)

2
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2
4 kl 2

coszal,z(l__—z.) + _2 (l+k12 )COS a1,2 -1=0 (4.3.2,14)
ko k2

k2 a2y +xf Yk ek,
cos 4, .= (4,3,2,15)
1,2 4 2
k2 - 4kl
. 2
Vélida para k2 # 2kl
En el caso de que k;== 2kl la ecuacidén (4.3.2.14) se
transforma en ;3;(1 + K2 ) cos 0, . - 1 = 0'
kl 1 1,2
f1 | 4,3,2.16)
cOs o T e ( PR WA
h2 44 g2 -

Una vez conocido o el valor de o lo obtenemos
1'2 ll3

de la ecuacidn (4.3.2.12). Nos falta por fin hallar Go 47
. 7

el cual lo obtenemos a partir de la relacibn que liga a los

dngulos del rombododecaedro 0L1,2 o‘1,2 0L1,2 %1,2

mediante la ecuacidn (2.31)

2 %13

_ _ 2 2 _ 2
(4cos —5 4 cos al'2)+4 cos a1,2' 4cos

01'3 cos o
2 2,4




- 153 -

2.
. Qs . CO8 Q.
cos? 32,4 _ 1,2

(4,3,2.17)

Luego, dado un elipsoide de semiejes a , b y c donde

1 % y k2 = % ; los &ngulos del rombododecaedrd

, 2 N
Si k2 # 2 k1
k2 (1+k2) + k2 YV1-k2)% + k4
TR 1 2 1 2
cos o =
1,2 4 2
k2 - 4 k1
sen? “1,3 = 2 cos o 4,3
) L2 1,2 v3,2,18)
2
. On. cos a
cos 2,4 = A
2 o
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si k2 = 2 kl
k
_ 1
cos al,z =
1+ kl
o Ca
27,3 1 ¢ - 1
sen 5 = '}-{I cos 051'2 -—-—-——-21 ;X
h l (q|3l2|19)
% kl N
2 ‘/ 2
,.u2’4 R cos‘al’z _ 1+ k1 _ 1+ k1
cos 5= = 5 = =
cos 1, i 1 1+ kz
2 2 1
1+k

Dado que los semiejes a , b y ¢ del elipsoide se
puéden ordenar de seis formas diferentes, habri seis pares
k1 . kz; que introducidos en las ecuaciones (4.3.2.18) o -

(4.3.2.19) nos proporcionari seis rombododecaedros del tipo

capaces de empaquetar dicho elipsoide.
4,3.2.2,- EL ELIPSOIDE ES DE REVOLUCION

bPado que el elipsoide es de revolucidn, dos de los -

tres semiejes a , by ¢ son iguales y se podrdn ordenar -
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de tres formas diferentes; por tanto, habré tres pares -

gue, introducidosen las ecuaciones (4.3.2.18) o

k k

17 72!
(4.3.2.19) nos proporcionard tres rombododecaedros del -
tipo: @1,2  %1,2  %1,2  %1,2

®1,3 “2,4

capaces de empagquetar dicho elipsoide.

4.4.- EMPAQUETAMIENTO DE ELIPSOIDES EN ROMBODODECAEDROS QUE
SEAN SUSCEPTIBLES DE RELLENAR EL ESPACIO DESIGUALMEN~

TE ORIENTADOS.

Para este tipo de rombododecaedros segfin se vio en -

4.2, = 180 -'al 5 Y por tanto la ecuacidn (4.3.14) -
14 .

o
71,3
del elipsoide inscrito se transformard en

X2 »y2 22
2 + N al ) -+ ) = l (L{'IL}l)
[ ) :
1 ;4cos..a1’2 cos 5 .2(¢os al,2
Ol
senz 1,2

[\

Como este elipsoide no tiene més que un parfmetro -
(oal 5): k1 y k2 estarén relacionados entre si a través de
r

dicho parametro.

'cos2 o
1 - L 1
e - CoOSs o
k2- az _ sen2 é T 2,..;’2 f,c052al’2

157 2 %1,2 12 B

cos 4 7 sen 0L.‘L,,Z
27 2c0s.ay )= deos” oy ,

2 o
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"2 - 4cos o, -
Kk’ = = (4.,42)
1l - cos al 5

’

k2 B c2 ;,2 cos. a1,2 _»4 cos a1,2
2 - T2 o
b c052 1,2 1+ cos 0y o
2 ‘ ' 4
4 cos o .
2 T 1,2 . :
ky = : (4,43)
1+ cos ul,2

Eliminando cos Gq 5 entre (4.42) y (4.43), obtene-
r

mos:
', 4 -3 k22 '
k= — (4,44)
2 - ky

Y si ademis representamos las ecuaciones (4.42) y -

(4.43) para valores de 0 <cos 0y <1 siendo k, vy k

ma
' 1 2 "=

yores gque cero

K;

0 175 ! cos op2
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0 . ’/2 ! COSO(;:_?

El campo de existencia comlin serd 0< cos a, 2< %
: : ’

lo cual proporciona:
(4,45)

En consecuencia, definido un elipsoide por sus semie
jes a , by c (habra seis'pares kl ’ kz); LA CONDICION -
NECESARIA Y SUFICIENTE para que dicho elipsoide pueda:ser
Iempaquetado por medio de un rombododecaedro que puede relle
nar espacio desigualmente orientado, es que al menos uno de

los pares kl P k2 cumpla las siguientes condiciones:
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2
5 4 - 3 k2
k =
1 2
(4,46)
0 <k, < VZ
1
0 < k, 273
3
Los &ngulos del rombododecaedro
%,2 : %1,2 %1,2 %1,2

l80—d1,2 a2,4

que permiten este tipo de empaquetamiento desigualmente

orientado son:

2
cos o = k2
‘ i,2 5
4 - k2
(4,47)
o cos o
cos 2,4 - 1,2
2 al 2
sen 4

El valor de 0, 4 para este tipo de rombododecaedros
. ’

ya fue calculado en (4.22).
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4.5.- CONCLUSIONES

- No todo rombododecaedro puede provenir del rombodo-
decaedro equifacial por medio de una afinidad espa-
cial, pero es posible pasar por medio de acortamien
tos y/o alargamientos de los segmentos de la estre-
lla a un cuerpo de caras paralelogramos que tenga -
los mismo &ngulos en las caras y que puede ser afin

del rombododecaedro eguifacial.

- PARTIENDO DE CINCO ROMBOS CUALESQUIERA DE IGUAL ARIS
Ta, ES POSIBLE OBTENER MEDIANTE LA ECUACION (2.31),
EL SEXTO ROMBO, CON EL QUE COMPLETAR LAS SEIS CARAS
ROMBO DISTINTAS POSIBLES DE UN ROMBODODECAEDRO, CON

EL QUE SIEMPRE PODREMOS EQUIPARTIR EL ESPACIO.

- TODO ROMBODODECAEDRO QUE CUMPLA UNA DE LAS CONDICIO-
NES (4.21), ADEMAS DE EQUIPARTIR EL ESPACIO, LO RE-

LLENARA, QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO.

- DADO UN ELIPSOIDE CUALQUIERA .(SEA O NO DE REVOLUCION)

ES POSIBLE ENCONTRAR EL ROMBODODECAEDRO CIRCUNSCRITO

QUE PERMITA SU EMPAQUETAMIENTO.

- DADO UN ELIPSOIDE CUYOS SEMIEJES CUMPLAN LAS CONDI-
CIONES (4.46), ES POSIBLE ENCONTRAR UN ROMBODODECAE
DRO CAPAZ DE PERMITIR SU EMPAQUETAMIENTO, TANTO IGUAL

MENTE ORIENTADOS, COMO DESIGUALMENTE bISPUESTOS.



CAPITULO V
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CAPITULO V

DONDE SE OBTIENEN LOS SIETE ROMBODODECAEDROS CON-
" VEXOS CON DOS TIPOS DE CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS
CUADRADO, COMO CASO PARTICULAR DE UN ESTUDIO EXHAUSTIVO
SOBRE LAS RELACIONES QUE LIGAN ENTRE SI A LOS ANGULOS -
DE UN ROMBODODECAEDRO CON DOS TIPOS DE CARA ROMBO,

5.1.- PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA

Si al rombododecaedro de la figura 5.1,, al cual le

hemos designado por:

le exigimos que todas las-
caras sean rombos de aris!
ta unidad de alguno de los

dos tipos siguientes:

resultaré que: Gy 5 Ay 3 Q3 4 34;1 seré alguna de las

siguientes cuaternas:
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1 1 1 2
3.- o, @a; a, o,
4.- oy Oy 05 Oy
5.- o, o oy Bl | . (5.11)
6.- a; oy 81 oy
7o~ oy Bl a, o,
8.~ oy Sl 0y O,
9.- a

El resto de las cuaternas, o bien no son posibles -
por condiciones de convexidad, o bien son permutaciones -
circulares de (5.11), o por lo contrario se pueden reducir

a ellas sustiﬁuyendo:

@, por 81 y/0 a, por B,

(5.12)
¢, Ppor o, o) 82 y @, por o, 6 Bl
a1 3 d2'4 serd alguno de lqs siguientes pares:
l.-’al 0y 5.~ Gy Oy - 9.- 81 oy 13.- 82 oy
2.~ 0, O 6.~ 0, O 10.- B, o 14.- B, «
1 72 2
2 172 272 (5.13)

3.~ oy Bl 7. Ay 81 11.- Bl Bl 15.- 82 Bl
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Luego en principio habrd 144 tipos de rombododecae-

dros con dos caras diferentes, aunque como veremos mis ade

lante, este nfimero se reducir& considerablemente.

Como en todo rombododecaedro, sucederd que sus seis
&ngulos deber&n cumplir la ecuacibn (2.31), que una vez -
simplificada resultard una expresidén del tipo f(al,u2)==0;

y se estudiard para los tres casos siguientes:

a; = o, que nos proporcionard los rombododecaedros

en que todas las caras sean iguales.

a, = 90° de la cual resultarén rombododecaedros con -
dos tipos de cara, siendo una de ellas cua-
drado.

o

2 90° igual que la anterior condicién.
El proceso a seguir serd el siguiente:

1?) Comprobar, a priori, si puede ser eliminadp el rombodo-

decaedro por no poder ser convexo.

2°) Transformarlo en los equivalentes que permitan resolver

de una manera m&s cémoda la ecuacidén (2.31); o bien, po

nerlo bajo la forma de un caso ya resuelto.

3°) Reducirlo a otro rombododecaedro ya resuelto. Diremos
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gue un rombodedecaedro con dos tipos de cara se reduce.
a otro, cuando haciendo una sustitucién del tipo (5.12),

coincide con el segundo.

La primera sustitucién de (5.12) equivale a pasar de

f(&1,a2) = 0 a alguna de las tres siguientes:

f(Bl,Ol.z) =0 ; f(al’BZ) =0 ; f(Bl,BZ) =0

La segunda sustitucién de (5.12) equivale a pasar de

f(al,a = 0 a alguna de las cuatro siguientes:

5)

|
o

~e

£(8,,0,) = 0 £(By,B8,) = 0

e

5.2.- ESTUDIO DETALLADO DE CADA UNO DE LOS POSIBLES 144 ROM-

BODODECAEDROS CON DOS TIPCS DE CARAS ROMBO

5.2.1.- Rombododecaedros tipo oy

1,3

donde a1,3 a2'4 es cada una de las (5.13)
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No puede ser convexo, ya gue
en el vértice V la suma de

&ngulos es 360°

1 )
CCcos (xl = QoS8 5 cos 5"

Pgra al = “2 - .ql = 0 NO CONVEXO

Para 90° -

180° NO CONVEXO

90° - o, = arc cdséfgzz ¥ 50,1792,.. CONVEXQ

%2

Para
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1
=
o2
o

H
Q

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.31) obtenemos

Este

Este

tga=2 o = 63,4349.... R 3

2




Sustituyendo

Para 0y =
Para o, = 90°

Para oy = 9Q°

@2

Q
]

Sustituyendo

1l

Para al

Para‘al = gQ°

Para Oy gQ-°
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estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

a; =0 ~ NO CONVEXO
uz = 180° = NO CONVEXO
o, = 60°  CONVEXO
o1 a1 ’ A

estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

. o a
CcoSs al = sen 2% COs 1%
tg a; = 2 R 3
o, = 180° NO CONVEXO
o, = arc cos ’ﬁ—g"l = 67,021343  CONVEXO
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1 1 1

By

%3 T %3,47 %,15 %"
- o,
= 180 - a2

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.31) obtenemos

Para

Para

Para

Este

10.-

Este

i

caso

caso

~

2 cos ul = sen az

a, +tg oy = 2 R 3
90° + o, = 0 NO CONVEXO
90° + a; = 60° CONVEXQ (es el mismo que § )

es equivalente al 7 ,
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Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

@ = arc cos 3  ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL

},2 :"‘ &i @i {fri Cﬂi
B &

Este caso es eguivalente al 15

130~ 0y 0y oy oy
By Oy

-

Este caso es equivalente al [

Este caso es equivalente al §
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15,- o, a, ¢y ay

Este caso se puede reducir al / cambiando 82 por a,

Este caso se puede reducir al § cambiando 82 por a,

5.2.2.- ROMBODODECAEDROS TIPO o

No puede ser convexo, ya que

en el vértice V 1la suma de

los &ngulos es 360°
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" No puede ser convexo, por

la misma razfn que el ante

rior

Este rombododecaedro es equi-

valente a Oy Oy o4 81
By B

G1,2 T %2,3 T %34 T %

§4’1 = al’3 = 180 - al

a2,4 = 180 = Oy

Sustituyendo estos valores
en la ecuacidn (2.31) obte~

mos
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Para o, =0, - tga = 2 R 3
oy = 90°-= dz =0 NO CONVEXO
o0, = 90° > a, = 60° NO CONVEXO

ZOef %1 % % )

. Este rombododecaedro es equi=-

" valente a 0q Bl Oy Oy

By By
®1,2 7 %1
a2'3 = a1,3ﬁ“‘a2’4 = 180 - Gy
®3,4 T %g,1 % %2

Sustituyendo estos valores en
~la ecuacién (2.31) obtenemos

5 .. 1tcosa e3cosza1—c05301
cos aj=' -

2(1+2 cosai)

Para dl = a, o = arc tg2 R.,3
Para a1'= 90°  a,=45° NO CONVEXO

Para dz = 90° d1:a47,53568612;.‘ NO CONVEXO
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No puede ser convexo, ya que

en el vértice V la suma de

&ngulos es 360°

Este rombododecaedro es equi-
valente a oq 82 oy 82

82 Bl
y este Gltimo a su vez se pue

de reducir al que estudiaremos

en 55 cambiando Bzfpor &o
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Este rombododecaedro es equi-

valente a o 0oy 82 o,
By By

Gy,2 T %2,3 7 %

ay 4 = 180 - a,

4,1 7 %2

al’3 = a2,4 = 180 =~ oy

Sustituyendo estos valores en

la ecuacidbn (2.31), obtenemos
3 2
cos™ o, = 3 cos” o, - cos c, + 1
2 _ 1 1 1
cos” a, =
2(1 - 2cos dl)
@, * o = arc tg 2 » R 3
90° -~ az = 45¢° NO CONVEXO
90° a, = 62,56053956... CONVEXO
¢1 “1 42
B2
T %3,3 7 %,47 "
Sustituyendo estos valores en
“1,3 7 %2
, _
la ecuacidn (2.31) obtenemos:
= 180 - o,
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2 2 2
cos’ al(cos &y = cos a2) + cos qz(cos 04 + cos az) +

2 2 2 2 _
+ cos” o, cos” @, - 3(cos o + cos az) + 1 =0
para o, = &, * o = arc tg 2 >R 3
@, = 90°> a, = arc cos ¢ = 51,827292... NO CONVEXO,
a, = 90°-~ o, = aré cos % = 51,827292... CONVEXO (coinci-

de con §52)

Es equivalente al ]9

26.1.— cx'1 al o4 o

B1 %2
Es equivalente al 23

27 .= o %q %1 %y

By B
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va estudiado en el 15

Es equivalente al

B, B4

que se verd mds adelante en

el U3




Es equivalente al 2(

30." Cil 0‘1 Otl

By Gy

" Es equivalente al 2/

311— .a‘l o a‘l
B, B

177 -

n

Es equivalente al 28 y por lo tanto al 43

Es eguivalente al rombodode-

caedro al 0, al az_

que se estudiari en el {3
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donde o

33, oy %1 %2 %2

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

2 2 iy 2 2
cos”a, + cos al(l -c0aa2) = COoS 5~ . sen ul
Para o, = a, > o =0 NO CONVEXO
al = 90° = a2 = 45° NO CONVEXO

QL =

2 90° = a, = 47,53568612... NO CONVEXO

3h4,- oy %1 %2 )

" No puede ser convexo ya que

en el vértice V la suma de

dngulos es 360°
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35,- oy o ey 0y

@) By
®1,2 5 %2,3 7 % ,35 %
“3,4 T %4,1 T %2
a2’4 = 180 - al

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.31) obtenemos

‘ o
2 2 _ 2 71 2
cos™ o, + cqs al(l + 2 cos az)l— cos” —=- sen al
o = 180° NG CONVEXO |,
~Para a, = a, : ’
a = arc tg 2 R3
Para o, = 9Q° a, = 45°  NO CONVEXO

Q.
]

12

, = 90° o, = 47,53568612  CONVEXO

——— m S IR

36, @y @y 0wy o

i

Q

H

1)

f It
@

8]

w

i
[ ed
w
<

i
2

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos



Para

Para

Para

37,-

]

]

cos

90

90

- 180 -

1 + cos al r,ZCosg o

1

I

It

180°

arc

0

120°

3 + 5cos al

NO CONVEXO

tg2 R 3

NO CONVEXO

NO CONVEZXO

No puede ser convexo ya que

en el vértice

dngulos es 360°

V la suma de
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Si cambiamos a, por ’az Yy 05 POTr Cy éste rombodode-

caedro se puede reducir a Oy QGp Oy Oy

Q 82

1 1

el cual a su vez es equivalente al 33

39*“ %1 % % Oy

ay By

Si cambiamos @y por a, y 05 por oy , éste rombodode-

caedro se puede reducir a Oy Gy Oy Oy

@y By

el cual a su vez es equivalente al 3f

40.- oy o oy @

ay By

Si cambiamos 4, por ¢, y &, por al,'éste rombodode~

caedro se puede reducir a Gy Q5 05 Oy

a; By

el cual a su vez es equivalente al 35
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. Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

o
2 2 _ 2 71 2
cos az + cos al(l - 2cos az) = sen S sen al
Para a, = a, o =arc tg 2 °~ R 3
Para al = 90°*a2 = 45° NO CONVEXO
0, = 90°>a, = 62,56053956 NO CONVEXO

Este Gltimo rombododecaedro fue analizado.en el punto (3.2.1)

42, - a; oy a, O

r

Bl 9y
1,2 7 %2,3 5 %

3,4 % %4,1 7 %2,4 7 %2
Gy 3= 180 - o

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos
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2
2 1l - cos ala-2cos oy
cos o, =
3 - 5cos o4
Para o, = o, a = arc tg 2 R 3
Para o, = 90° a, = arc tg v2=54,7356 NO CONVEXO
ap = 90° a, = 60° NO CONVEXO

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.31l) obtenemos

o
2 2 _ 2 71 2
cos oy + cos al(l + 2cos az) = sen 5~ sen al
Para al = az 0 = arc cos % ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL

Para 0, = 90°+a2 = 45° NO CONVEXO

[
|

=~ 62,56053956 CONVEXQ- (coincide con 23)
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O, - oy oy @y o,

By By
%19 T Oy 3 T Oy
®3,4 F %4,1.7 %
@1,3 = 180 =~ ml

32’4 = 180 =~ az

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (2.31) obtenemos

.o
1 _ V3
COs -5 = -é-*‘sen &2
‘Para &1 =0, o = arc cms % ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL

It

o e Bt s T R
Pt gead

Para o, = 90° » a, = arc tg v2 = 54,73561 CONVEXQ (coincide

@ =90 »0; =60°  NO CONVEXO con 36)

By oy

Si cambiamusal por a4, y a, por o,, este rombododecae-

dro se puede reducir a Oy G5 Oy Oy

el cual es eguivalente al estudiado en el {42



- 185 -

Si cambiamos Gy POr Oy Yy G, POY Q. este rombododecae

dro se puede reducir a Oy

By 9

el cual a su vez es equivalente al estudiado en el 4]

h7.- %1 Oy Gp O
By By

Si cambiamos ai por o, y O, por o, este rombododecae

dro se puede reducir a o

el cual a su vez es equivalente al estudiado en el 4l

48.- oy G G O
By B3

Si cambiama;al por o, y 0, POr g, este rombododecae

dro se puede reducir a Oy Op Og 0Of

el cual es equivalente al estudiado en el 43
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5.2.4.- ROMBODODECAEDROS TIPO o

donde ul,3 a2’4 es cada una de las (5.13)

No puede ser convexo ya que

la suma de &ngulos en el vér

tice V es 360¢

®1,2 T°%3,4 T %,37 %
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Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

_ 1 2
cos al + CcOSs 0, = 2cos > cos 5

Para al = az > a =0 NO CONVEXO

Para a; = 90—>-0L2 = arc cos(;%)z 128,1727 NO CONVEXO
a, = 90+ a,; = arc cosG-%)= 128,1727 NO CONVEXO

5li- 0y 0y oy 0

Q
It

|
-
o
o
|
Q

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

. COS &y + cos &, = sen 0,
Para a, =a, > tga = 2 R 3
oy = 90°~ 0y = 0 NO CONVEXO
0, = 90° ~ a; = 45° NO CONVEXO
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@ By
®1,2 T %3,47 %1,3 5 9
Go,3 7 %4,1 % 9%
u2,4.f 180 - az

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

: o, + o, =
cOos 1 cos 2

Para a, = a, *  tga = 2
= ’ -+ -
al 90°‘ az
a?— = 90 d Ie =
53"
91 %2 % 9y
% 9g

2sen

1
arc cos 7 =

o a

1
-5 Cos =

R 3

51,82729

, = arc cos(-%)= 128,1727 ' NO CONVEXO

" Es _equivalente al caso estudiado en el §(
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No es convexo, ya que en el

vértice V la suma de &ngu

los es 360°.

Cambiando al por az y ¢, por a4, este rombododecaedro

se puede reducir a a, oy

o

o o

2 1

1 B

el cual a su vez es equivalente al ya'estudiado en el 57
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Cambiando 01 POr a, y 0, POr Gy, este rombododecaedro

2

se puede reducir a Oy Gy Gp Oy

ay By

el cual a su vez es equivalente al estudiado en el 5]

57,~ a3 oy oy o,

B

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 5]

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 55

58.- oy 4y oy

B: By

%1,2 T %3,4 T %4

82,3 T %4,1 T 9%

“1,3 = u2'4 = 180 = ul
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Sustituyendo estos valores en la ecuacidén (2.31) obtenemos

- con? 22
cos a,; = se >
Para al =0y - 0 = arc cos % ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL
Para al = 90° » az = 0 : NO CONVEXO
a, = 90° » o, = 60° CONVEXO (coincide con el §)

By By
%1,2 T %3,4 7 %
®2,3 7 %a,1 7 %2
@y 3 = 180 - oy
u2’4 = 180 -~ a.,

Sustituyendo estos valores en la ecuacidn (2.31) obtenemos

o o

- ~1 2
cos al + cos Oy = 2sen 5 sen -

Para al = a, - o = arc cos % ROMBODODECAEDRO EQUIFACIAL
oy = 90° o a, = arc cos % ~ 51,82729 CONVEXO Ambos coin
500 . 1 giden con
0y = + 0y ¥ arc cos g = 51,82729 CONVEXO el 59
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Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 52

62,- @; o, a; o,

By 0y

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 56

63.,- o1 a, @y a,

B By

Es equivalente al rombododecaedro estudiado en el 60

b, - o3 oy oy oy
By B3

Cambiando 9y por &, y &, POT 0Oy, este rombododecaedro
se puede reducir a Gy 0g Gy Oy |
By By

el cual, a su vez, es equivalente al ya estudiado en el 59

5.2.5.- ROMBODODECAEDROS TIPO o, a, ay 81

1,3 %2,4

donde al,3 a2'4 es cada una de las (5.13)-
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No puede ser convexo, ya que

en el vértice V la suma de

&ngulos es 360°

O1,2 T %2,3 T %3,4 7 %1,35 %
180 - o

R
il

Sustituyendo estos valores
en la ecuacidn (2.31) obte
mos:

sena2 = 2 cos al

Para ao

1 Oy NO CONVEXO

Para ay = 90->a2= 0 NO CONVEXO
a, = 90+a2=6ONO CONVEXO
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No puede ser convexo ya dque en

el vértice V la suma de &ngu

los es 360°

68.- ay @ o7 By

Este caso 'se puede reducir al BH, cambiando 82 por o,

69.- a3 oy oy By

a o

2 1

Este caso es equivalente al Bf
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Este rombododecaedro es egui-

valente a al .82 al 82
a; By

el cual se puede reducir a su

vez al 5] cambiando 8, por a,

Este rombododecaedro es equi-

valente a o O3 04 82
@ By

el cual se puede reducir a su

vez al ]9 cambiando 8, éor a,
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" No puede ser convexo ya que

en el vértice V 1la suma de

&ngulos es 360°

Es équivalente al §/ y por tanto, no convexo

Mh-0p g o By

By 9

Es equivalente al /]
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Es equivalente a

ya estudiado en el 3

Este rombododecaedro es equivalente a a

el cual a su vez se puede reducir al /], cambiando 82 por a,

/7.- oy oy a; By

By &g

Es equivalente al B8
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Es equivalente al /72 , y por tanto, no convexo

79.- oy @y oy By
By By

Es equivalente al /§

80,- o @y o By
B, 8,

Se puede reducir al /(} , cambiando 82 por o,

5.2.6.- ROMBODODECAEDROS TIPO «a o

donde a1’3 Ay 4 ©S cada una de las (5.13)

14
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Es equivalente a

y éste a su vez se puede re-

ducir al 68 cambiando ay por By

" No puede ser convexo, ya gue

en el vértice V 1la suma de

los &ngulos es 360°
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No puede ser convexo, ya que

en el vértice V 1la suma de

dngulos es 360°

Es eqguivalente a:

Q2
[\
b
(8]
i
Q
i
N
o
[
I
124

Sustituyendo estos valores en

la ecuacidn f2.31) obtenemos:
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- 2 3
l+cos ﬁ11?3COS;‘Ql\*ACOS &1

coézaz =
2(2cos al+l)
Para al = uz -+ NO CONVEXO
al = 90° - a, = 45¢° NO CONVEXO
oy = 9g0° = oy = 47,53568612 NO CONVEXO

" No puede ser convexo, ya que

. en el vértice V la suma de

? &ngulos es 360°
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n
| o
sl
o

i
Q

? Sustituyendo estos valores
en la ecuacidn (2.31), obte

nemos:

Para &1 = &2 NO CONVEXO

CL=90+6£=

, = arc cos 3 = 51,82729  NO CONVEXO

=
N
n
0
o
¥
Q
n

1 arc cos é = 51,82729 NO CONVEXO




i

i

2
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1,2 2,3 1
a3'4 = a2'4 = 180 = @1
4,17 %1,3 % %2

Sustituyendo estos'valores
en la ecuacidn (2.31) obte

nemos:

2 3
1 +‘cosoc1 - 3cos vul-cos oy

2{2cosa, + 1)

1
CONVEXO
45° NO CONVEXO

47,53568612

MRS
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No puede ser convexo ya gue

en el vértice V la suma de

dngulos es 360°

No puede ser convexo ya que

en el vértice V 1la suma de

dngulos es 360°
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Este rombododecaedro es equi=-

valente a o; @5 o, By
By o

®1,2 7 92,37 92,4 T %

®3,4  *2

a4,1 = 180 = o,

a1’3 = 180 - oy

Sustituyendo estos valores en

la ecuacidn (2.31) obtenemos

2 3
1 - coso, = 3cos o, + cos” O
coszu - . 1 1 1

2{(1 - 2cosa1)

g
ol
=
v
2
i}

R

1 5 NO CONVEXO

2
i

; = 90° > a, = 45°  NO CONVEXO

Q.
[}

it

, = 90° » a, = 62,56053956  NO CONVEXO
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" Es equivalente a

'ya estudiado en el 19

Es equivalente a

ya estudiado en el U]
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Es equivalente a

el cual a su vez, cambiando

oy por Bi se puede reducir

ya estudiado en el 84

No puede ser convexo, va que

en el vértice V 1la suma de

&ngulos es 360°
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" Es equivalente a

ya estudiado. en el 35

Es eguivalente a

el cual, cambiando @y por a,

y &, por o, se puede reducir

ya estudiado en el 24
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5.2.7.- ROMBCDODECAEDROS TIPO oy 81 o4 Oy
1,3

donde al,3 a2,4 es cada una de las (5.13)

No puede ser convexo ya que

en el vértice V la suma -

de &ngulos es 360°
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Es equivalente a

%,2°
93,4 T %2
a4’l = 180 - 0
[
-Sustituyendo estos valores

en la ecuacidn (2.31) obte-

nemos

o

90°¢ > «

90° » a

NO CONVEXO
= 45° NO CONVEXO

= 62,56053956  NO CONVEXO.
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Es equivalente a

va estudiado en el 77

Es eguivalente a
K

By B oy a
B, By

el cual, cambiando a; por Bi

- se puede reducir a

ya estudiado en el 33
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Es equivalente al 98

Es equivalente a

el cual a su vez, se puede
reducir al 53 cambiando B,

por a,
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No puede ser convexo ya que

en el vértice V la suma de

&ngulos es 360°

Eg equivalente a

el cual, cambiando @, POr o4

v Bl por ¢, se puede reducir

a G« [

va estudiado en el 86
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Es equivalente al G9

106, - oy B8y, oy oy

8y

" Es equivalente al 103 y por tanto no convexo

107|" al Bl al. @2

Es equivalente a

OLl OLl OLl Ol.l

a; By

ya estudiado en el 4
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Es equivalente a

ya estudiado en el 29

Es equivalente al 100

110,- 0y By oy oy

Es_equivalente al 104
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Es equivalente al ]1(8

112,- 2y B @y o

5.2.8.- ROMBODODECAEDROS TIPO « 8 a o

donde o Ay 4 €s cada una de las (5.13)
!
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Es equivalente a

By 84

el cual se puede reducir al

29 cambiando B, por oy

No puede ser convexo ya que

en el vértice V la suma -

de &ngulos es 360°
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Es equivalente a

ya estudiado en el G3

Es equivalente a

1 By ooy oy

el cual se puede reducir al

36 cambiando B, por a,
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No puede ser convexo ya gue

en el vértice V la suma de

angulos es 360°

el cual se puede reducir al

10] cambiando @, por B, y

a; por. o,
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No puede ser convexo ya que

en el vértice V 1la suma -

de &ngulos es 360°

Es equivalente a

el cual se puede reducir al

87 camblando G, pOr &, y &,

por a,
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ya estudiado en el 84

)

No puede ser convexo ya que

en el vértice V 1la suma de

&ngulos es 360°
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Es eguivalente a

p ya estudiado en el 2

Es equivalente a

ya estudiado en el 36
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Es equivalente a

el cual se puede reducir al

45 cambiando B, Por ay

Es équivalente a

el cual se puede reducir al

90 cambiando &, POr a, y a,

por a,.
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Es eguivalente a

ya estudiado en el [45

Es equivalente a

el cual se puede reducir al

73 cambiando o) POr Oy y o,

por ..
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5,2,9.-~ COMBINACICNES TIPO «

Es equivalente a

el cual se puede reducir al

57 cambiando oy por By
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Es equivalente a

el cual se puede reducir al

86 cambiando o, por B, vy a,

por 82

No puede ser convexo va que

en el vértice V la suma de

&ngulos es 360°



' Es_equivalente al 130
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" Es equivalente a

el cual se puede reducir al

74 cambiando a, por al y oy
B2
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No puede ser convexo ya gue

en el vértice V la suma

de los &ngulos es 360°

Es eguivalente a

el cual se puede reducir al

86 cambiando 82 por &,
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No puede ser convexo, ya que

la suma de los &ngulos en el

vértice V es 360°

No puede ser convexo, ya gue

la suma de los &ngulos en el

Vértice V es 360°
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Es equivalente al ]35

" Es equivalente a

yva estudiado en el §(




" Es equivalente al 13?2
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" Es equivalente a

el cual se puede reducir al

30 cambiando ¢, POr a, y 0,

por‘c.xl
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" No puede ger convexo va gue

en el vértice V 1la suma

de los &ngulos es 360°

Es egquivalente al 14(
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Es equivalente a

el cual a su vez se puede

reducir al § cambiando a,

por o, y @, por oy
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5.2.10.~ RESUMEN

- De las 144 familias iniciales de rombodcdecaedros con
dos tipos de cara rombo, hay ocho que tienen todas sus caras
iguales; cuatro de las cuales se puede asegurar desde el -
principio que son no convexas, y las otras cuatro resultan
ser el rombododecaedro equifacial (una vez) y el R 3 (tres

veces).

Estamos pues ante un primer conjuntd de poliedros que
tienen todas sus caras iguales, como caso particular de su-

poner de partida gue existen caras rombo de dos tipos.

- Las 136 familias restantes son rombododecaedros con -
dos tipos de caras rombo, de las cuales, 27 resultan ser a -
priori no convexas, cualesquiera que sean los valores de 0y

y azl

- Las 109 familias que quedan se pueden limitar a 26; -
ya que, las otras 83 se pueden agrupar en formas equivalentes

a estas 26 o bien se pueden reducir a ellas.

- 81 a estas 26 familias las imponemos la condicidn de
que a; = 0,; es decir, que las caras sean iguales, aparece
4 veces el rombododecaedro equifacial, 12 veces el R 3 y 10

rombododecaedros no convexos.

Si exigimos que una de las caras sea cuadrado, se ob-
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tienen 7 rombododecaedros convexos con dos tipos de caras -

rombo, siendo una de ellas cuadrado.

Estos 7 rombododecaedros son los que se especifican -

en el epigrafe 5.2.11.

5.2.11.- ROMBODODECAEDROS CONVEXOS CON DOS TIPOS DE CARA

ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.

Los 7 posibles rombododecaedros con dos tipos de cara,
siendo una de ellas cuadrado, .a los que nos acabamos de re-

ferir, son los siguientes

1 2 o, = gQg°
1+v17
8

Q2
]

1 arc cos = 50,1792...

2 caras cuadrado

2 2 ’ 0(, — 900

o = 60°

4 caras cugdrado. Este poliedro se puede obtener pro-

longando las caras triingulo del cuboctaedro o "Dymaxion"
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2 caras cuadrados

23,- oy ag ey o

@y B4

4 caras cuadrados

35i- 0y oy ey oy

ay By

4 caras cuadrados

360- a3 oy ey 0

oy By

14

= 90°

90°

n

90°

arc cos

/T7-1

g = 67,021343...

62,56053956...

47,53568612...

90°

arc cos

1
V3

& 54,735610...

6 caras cuadrados. Este poliedro se puede obtener a

partir del cubo, desplazando dos vértices opuestos en

la direccidén de la diagonal que las une.
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= 90°

Q
|

- 1, |
2 ‘arc cos r 51,82729...

6 caras cuadrados.

Los rombododecaedros 7/ y 25, ademés de equipartir el
espacio, pueden rellenarlo quedando desigualmente orientados

por cumplir una de las condiciones de (4.21).
5.3.~ GENERALIZACION DEL PROBLEMA

Como complemento y aplicacidn de cuanto se ha venido
desarrollando, veamos la posibilidad de obtener romboicosae-
dros y triakontaedros con dos tipos de caras rombo con la -

particularidad de que una de ellas sea cuadrado.

5.3.1.- ROMBOICOSAEDROS CON DOS TIPOS DE CARAS ROMBO, SIENDO

UNA DE ELLAS CUADRADO.

Si existiera un romboicosaedro convexo con dos tipos -
de caras rombo, siendo una de ellas cuadrado, y elimin&ramos
sus bandas octogonales, obtendriamos rombododecaedros que -
cumplieran esas condiciones. Podemos pues, partir de los rom
‘bododecaedros ya conocidos del epigrafe anterior y transfor-

marlos en romboicosaedros anadiéndoles una banda octogonal -
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formada por cuadrados y/o rombos (del mismo tipo que ya te-
nia el rombododecaedro). Si se sigue este artificio con ca-
da uno de los siete rombédodecaedros ya conocidos, solamen-
te en un caso se obtienen romboicosaedros del tipo buscado.
ée trata del rombododecaedro 52, y se‘obtiene el siéuiente

romboicosaedro:

Oy _a2 a0y G,  Q, a2.é 9Q°

Q
i

arc cos L. 51,82729...
1 ¢

10 cuadrados

' De este Gnico rcmboicosaedro de 20 caras, de las que
10 son cuadrados y 10 rombos de &ngulo arc cos L se ofre-

¢

ce un croquis del mismo y su desarrollo

1
arc.cos -5-

Fig 5.3.1,
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5.3.2.- TRIAKONTAEDROS CON DOS TIPOS DE CARA ROMBO, SIENDO

UNA DE ELLAS CUADRADO.

Se puede seguir un razonamiento anélpgo'al ya hecho

para los romboicosaedros.

Si existiera .un triakontaedro convexo con dos tipos de
cara rombo, siendo una de ellas cuadrado, y elimindramos sus
bandas decagonales, obtendriamos romboicosaedros que cumplie

ran dichas condiciones.

Siguiendo, pues, el cémino.inverso; partiremos del rom
boicdsaedro ya conocido del punto anterior,.y le transforma-
remos en un triakontaedro anadié&ndole una banda decagonal -
formada por cuadrados y/o rombos (del mismo tipoc .que el que

'ya tenia el romboicosaedro).

Si hacemos ésto para el romboicosaedro obtenido a par
tir del rombododecaedro 52 , no es posible obtener esa ban-
da decagonal; y por lo tanto, no existen triakontaedros con

caras de dos tipos en las que una de ellas sea cuadrado.
5.4.- CONCLUSIONES

- Los rombododecaedros con dos tipos de cara rombo, se
pueden reunir en 26 familias, siendo el resto no con

vexos, formas equivalentes a estas 26, o bien se pue

den reducir a ellas.



- SOLAMENTE ENISTEN SIETE ROMBODODECAEDROS CON DOS TI

POS DE CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.

- SOLAMENTE EXISTE UN ROMBOICOSAEDRO CON DOS TIPOS DE

CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.

= NO EXISTEN TRIAKONTAEDROS CON DOS TIPOS DE CARA ROM

BO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.



CAPITULO VI
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CAPITULO VI
JONOEDROS EQUILATEROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO
PROCEDENTES DE ESTRELLLAS NO SINGULARES FORMADOS POR N SEG
MENTOS IGUALES PARA VALORES DE N=3 , N=4 , N=5 , N=6

6.1.- PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA
Si a los zonoedros equildteros estudiados en el capi-

tulo II les exigimos que todas las caras sean rombo iguales

" del tipo

con lo cual los aij

dngulos cumplan las relaciones alli deducidas, obtendremos

seré&n o o0 B, y ademis imponemos gue sus
los zonoedros equildteros con un sblo tipo de cara rombo.
6.2.- ROMBOHEXAEDROS CON UN SOLO TIPC DE CARA ROMBO

Ya se vio en el punto 2.2 gue no existe relacién algu
na que ligue 1los &ngulos que intervienen en los rombohexae
dros; Yy que, por tanto, definida una cara rombo cualquiera,
podremos obtener el rombohexaedro correspondiente. Realmen-
te, se obtiénen dos diferentes, el que procede de reunir en
un vértice tres &ngules o, y el que proviene de reunir en
un vértice tres &ngulos R . En el caso de que el rombo sea

un cuadrado (o=R), los dos rombohexaedros coinciden en el -

cubo.
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6.3.~ ROMBODODECAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO

Del estudio exhaustivo realizado en el Capitulo V so-
bre los rombododecaedros con dos tipos de caras rombo, he-
‘mos obtenido como caso particular cuando o =0, los dos rom

bododecaedros con un sblo tipo de cara rombo. Son estos:

- El rombododecaedro equifacial

0 = arc cos 1 = 70,5287...

o
™
Wl

Ld cara rombo tiene sus diagonales en la relacidén %Z

o = arc tg 2 = 63,4349...
La cara rombo tiene sus diagonales en la RELACION AUREA

~ Este fombododecaedro fue obtenido en 1960 por Bilins-
ki, eliminando una de las bandas octogonales del romboico-
saedro y juntando las éos biezas festantes. {Uber die rhom-

benisoceder. Glasnik, 15 pp. 251-263).

Se puede asegurar después del estudio realizado en el

Capitulo V que no existe un tercer rombododecaedro en gque -
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se d& la circunstancia de que todas las caras sean rombos

iguales.
6.4.- ROMBOICOSAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO

Como ~'mé&ximo, solamente podr&n existir dos romboico-
saedros con un sdlo tipo de cara rombo, la cual seré, O bien
la cara del rombododecaedro eqguifacial, o bien la cara rom-
bo del R 3. Si existiera un romboicosaedro mds, al eliminar
una de sus bandas octogonalestobtenariamos un éercer rombo~-
dodecaedro con todas sus caras rombos iguales, lo cual no -

es posible.

Ademds, en el vértice donde concurren cinco caras se
habré&n reunido necesariamente 5a, ya que, si introdujéramos
un B, la suma de &ngulos seria 4o+f= 30+1806, que para los

valores de a de 6.3, seria siempre > 360°¢

La expresidn del romboicosaedro con la simbologfa pro

puesta seréd;

donde a1,3 a2’4 u3,5 a4’l QS,Z deben ser todos iguales

entre si, al objeto de que al eliminar las cinco posibles -

bandas octogonales que circundan un romboicosaedro, obtenga
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mos siempre el mismo rombododecaedro.

Existiran dos posibilidades:

|24
(8]
IS

]

Q

que darén lugar a dos romboicosaedros

ler. romboicosaedro:

Este romboicosaedro cumple las condiciones (2.41) para

el valor o=0 que da lugar a un romboicosaedro no convexo.

2° romboicosaedro:

Este romboicosaedro cumple las condiciones (2.41) para

el valor o = arc tg 2.

La cara rombo tiene sus diagonales en la RELACION AUREA

A este cuerpo le denominaremos en lo sucesivo R 4
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6.5.- TRIAKONTAEDROS CON UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO

No podrd existir mds gue un triakontaedro con caras
rombo de un sélo ti?o, va que, si existiera un triakontae-
dro méds, al eliminar una de sus bandas decagonales, se Ob-
tendriaun segundo romboicosaedro con todas las caras rombo

iguales, lo cual no es posible.

El1 triakontaedro:

Satisface todas y cada tna de las condiciones (2.5.11)

para o = arc tg 2
La cara rombo tiene sus diagonales en la :RELACION AUREA

El triakontaedro obtenido es el triakontaedro equifa-

cial.

A este cuerpo le denominaremos.en lo sucesivo ' R 5

6.6. RELACIONES MUTUAS ENTRE LOS ZONOEbROS EQUILATEROS CON

UN SOLO TIPO DE CARA ROMBO

Si eliminamos una banda decagonal del R 5 y juntamos
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las dos restantes piezas, oﬁtenemos el R 4. Si- sometemos a
este iltimo a una operacifén semejante con uno de sus prismas
octogonales, resulta el R 3. Por fin, podemos eliminar dos
posibles bandas hexagonales en el R 3 que conducen a dosrom
bohexaedros diferentes a los que denominaremos R 1 y R 2;

sus caras son rombos cuyas diagonales estén en

El rombododecaedro equifaciél queda fuera de esta or-
denacidn y solamente la podemos relacionar con el rombohexaedro

gue se obtiene eliminando una de sus bandas hexagonales.

Resumiendo, solamente existen cinco zonoedros equilé-

teros con caras rombo iguales y CUYAS DIAGONALES ESTAN EN LA

RELACION AUREA Son estos: R1 , R 2, R3, R4, R5.

6.7.- ANGULOS DIEDROS-DE LOS POLIEDROS CON- CARAS ROMBO CUYAS

DIAGONALES ESTEN EN RELACION AUREA.

6.7.1.- ANGULOS DIEDROS DEL R 1

Tomando una seccién ortogo-

nal a las aristas.
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$

2 sena cos‘;%i = 2 cos %
. 8. .
cos 11 _ 1
2 e
2 sen 5
611 = 36°
612 = 144°

6.7.2.~ ANGULOS DIEDROS DEL R 2

Tomando una seccibn ortogo-

~gonal a las aristas

8
2 sen o sen 2t 2 sen %

2

Nl R

8 = 72°

ol
|
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"Los &ngulos diedros de los demés poliedros son los ya

obtenidos para R 1 y R 2.

Es interesante destacar que los &ngulos diedros que
aparecen, son los &ngulos de las figuras utilizadas en el -
"MOSAICO DE PENROSE" en el que se trata de forma no ordena-

da y con ramificaciones infinitas de rellenar el plano.

6.8.- ANGULOS SOLIDOS DE LOS POLIEDROS CON CARAS ROMBO CUYAS

DIAGONALES ESTEN EN RELACION AUREA.

Una vez conocidos los &ngulos diedros, es realmente -
sencillo obtener el &ngulo sblido de un triedro; pues seré
el &rea del triédngulo esférico gue tiene por &ngulos los &n

~gulos diedros.

6, + 6§, + &, - 180

180

6.8.1.- ANGULOS SOLIDOS DEL R 1

Hay 6 triedros (a,a,B) cuyos &ngulos diedros son - -

(36,36,144)
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Hay 2 triedros (B8, 8,8) cuyos dngulos diedros son -

(144,144,144)

o
o5 = T

6.8.2.- ANGULOS SOLIDOS DEL R 2

Hay 6 triedros (a,B,B8) cuyes &ngulos diedros son -

(72,108,108)

_ 3m
%s =5

Hay 2 triedros (a,0,a) cuyos &ngulos diedros son -

(72,72,72)

Los &ngulos sblidos de los restantes vértices los ha
llamos por descomposicidn, reduciéndoles a combinacidn li-

neal de los anteriores.

2 (a,a,qa)

]

(a,0,0,a)

2 (a,a,B) 5

(@,8,8) + (a,a,8) = 3L

(alarals) +‘ -751 =

(a,a,0,0,a) = 5 (a,0,a) =‘%—“-
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6.9.- EL. R 3 COMO POLIEDRO CAPAZ DE PRODUCIR LA EQUIPAR-
TICION DEL ESPACIO, ASI COMO DE RELLENAR EL ESPACIO

QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO

Ya se vio en el punto 4.1 gque todo rombododecaedro es
capaz de producir la equiparticifn del espacio, y en el pun
to 4.2 que el R 3 es uno de los rombododecaedros suscepti

bles de rellenar el espacio desigualmente orientado.

Comprobemos la equiparticién del R 3 a partir de sus

&ngulos diedros y &ngulos s6lidos.

En los puntos anteriores
se han obtenido los &ngulos -
diedros y los &ngulos s6lidos
correspondientes a los polie-
dros con caras rombo cuyas dia
gonales estén en la relacién
durea y en particular del -

R 3.

_ 27
%2 = 5

_ _ 3n
=% "%

_ _ In
bc= 9% =7
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Posibles combinaciones:

2 ¢ + 2 6 = 4m

4 ¢G + 2 ¢A 4n

Para la 1° combinacién, la suma de &ngulos diedros al-

rededor de:

AD~ I¢ 72 + 2-144

it

360°

n

DG+ 58 = 2+108+ 144 = 360°

]
i

Para la 2° combinacidn:

n

DG> £ = 2:108 + 144 = 360°

I

CG» IS¢ 2.144 + 72 = 36C°

Luego vemos gue rellenan volumen:
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6.10.- SOBRE LA IMPOSIBILIDAD DE OBTENER EL R 3 COMO SOLI-
DO AFIN DEL ROMBODODECAEDRO, LO QUE HACE AUN MAS DES-

TACABLE LA IMPORTANCIA DE ESTE POLIEDRO

Por analogia con lo que sucede con el cubo y los rombo
hexaedros, resulta muy tentador pensar en la posible proceden
cia por afinidad del R 3 a partir del rombododecaedro egui.
facial; ya que, los dos cuerpos tienen el mismo nfimero de -
vértices, aristas y caras (siendo rombos en ambos casos aun

que la relacidn de las diagonales sea distinta).

Entonces suceder&, que si existe tal afinidad espacial
la esfera inscrita al rombododecaedro equifacial se transfor
~maré& en un elipsoide que ha de ser tangente en los pugtos me
dios de las caras del R 3; ya que la esfera.es tangente en
los puﬁtos medios de las caras del rombododeéaedro equifacial

y la afinidad conserva la proporcionalidad.

Podemos elegir entre hallar el elipsoide inscrito al
R 3 y comprobar -=si es tangente en los puntos medios de las
caras, o bien, hallar el elipsoide que pasa por los puntos -
medios de las caras y comprobar si es tangente a &stas. Op-

tamos por la primera forma.

En el punto 4.3 se obtuvieron todos estos datos para -

el rombododecaedro



Su elipsoide inscrito, punto de tangencia y punto me-

dio de la cara para nuestro caso:

a a o o
B o
serén:
L2 2 ’ z2
Elipsiode inscrito: X + X + = 1
3 --¢ 2 + ¢ - 2(2¢-1)
5 5 5

/35 =206 _ V35 - 20% 2/?3‘?‘565}

Punto de tangencia:
' 5 5 5

vI5 = 56 _ /10 + 5¢ Vi5 + 20¢ }

Punto medio de la cara:|——————,
10 10 10

Luego no coinciden las coordenadas del punto medio de
la cara con las del punto de tangencia, y, por tanto, no pue
de existir una afinidad espacial que tranforme el rombodode

caedro equifacial en el R 3 .

6.11.- CONCLUSIONES

- SOLAMENTE EXISTEN DOS ROMBODODECAEDROS CON TODAS SUS

CARAS ROMBO IGUALES.

- SOLAMENTE EXISTEN CINCO CUERPOS DE CARAS ROMBO IGUA-

LES Y CUYAS DIAGONALES ESTEN EN RELACION AUREA.



CAPITULO VII
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CAPITULO VII

DONDE SE ESTUDIAN DIVERSAS COMBINACIONES QUE PERMI-
TEN RELLENAR EL ESPACIO CON LOS UNICOS CINCO POLIEDROS -
CONVEXOS DE CARAS ROMBO CUYAS DIAGONALES ESTAN EN RELACION
AUREA,

7.1.,- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

De todas las combinaciones de dos o tres cuerpos que
rellenan el espacio (no necgsariamente igual orientados),
solamente una, aquella en la que intervienen tetraedros y
octaedros cumple con la condicidn de que todas las caras

de los poliedros combinados sean iguales.

En este capitulc se van a analizar todas las posibles
combinaciones (unitarias, binarias, ternarias, cuaternarias
y quinarias) que permitan rellenar el espacio con los cinco

cuerpos con caras rombo cuyas diagonales estén en relacidn

aurea.
7.2.- COMBINACICNES A ESTUDIAR.

En nuestro caso, con los cinco poliedros de caras rom
bo y diagonales en relacidn &durea, tendremos las siguientes
combinaciones:

COMBINACIONES UNITARIAS (5 casos)

1.-RrR1 consigd mismo



)
.l

et
ty

consigo mismo

3.- R 3 " "

5.- R5 " "

COMBINACIONES BINARIAS (10 casos)

[ aad
| ol
!
w N W ox o W W W WX

10.

[N
%)
1
L= (W] W N [ N ad | aad L | aad
|

i
wow oW o w X X W xw XA
>

COMBINACIONES TERNARIAS (10 casos)

16.- R1~-R2~R3
17.-R1~-R 2 ~R 4
18,- R1-R 2 ~-R S5
19.- R1~-R3 ~-R4
20,-R1~-R3~-RS
21.-R1~R4-RS5
22,- R2~-R3-R 4
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23,- R2~-R3-RS5
24,- R2 ~R 4 -R5

25.- R3-R 4 -R5

COMBINACIONES CUATERNARIAS (5 casos)

26,- R1 ~-R2-R3~-R 4
27.-R1-R2-R3-R5
28,- R1~-R2-R 4 - R.S
29,- R1~-R3-R4-R5
30,b-R2-R3~-R4~-R5

COMBINACIONES QUINARIAS (un caso)
3T.-R1~-R2-R3-R4~-R5

7.3.- DESCOMPOSICION DE LOS SIETE POSIBLES TIPOS DE VERTICE
QUE SE FUEDEN FORMAR HACIENDO CONCURRIR CARAS ROMBO -
CON DIAGONALES EN RELACION AUREA EN OTROS VERTICES EN

QUE SE DE LA MISMA CIRCUNSTANCIA

Existe la posibilidad de que'un vértice de.un polie-
dro en el gue concurran tres o més caras rombo con las dia
~gonales en.proporciénréurea, se pueda considerar como la -
agrupacidn de dos o mis vértices de otros poliedros de caras

rombo cuyas diagonales estén, también, en proporcién Surea.
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Los posibles vértices se relacionan a continuacidn
vy junto a ellos se ofrece la forma en gue podrian o no -

descomponerse estos vértices.

(a,0,0) NO TIENE DESCOMPOSICION
(o,0,8) NO TIENE DESCOMPOSICION
(a,8,8) > 2(a,a,8) + 1(a,a,q)
®8,8,8) = 2(a,8,8) + 1(a,a,B)
(a,a,0,0) > 2(&,3,&)
| - 2{a,0,B)
(¢,a,a,8) -+ lka,B,B) + 1(a,0,B8)
(a,0,0,0,0) - 5(a,a,0)
+ 2{a,a,0,0) + l{a,0,a)
> 1(a,8,8) + 2(a,0,B)

+ 1l(a,a,0,B) + l(o,a,B)

7.4.- DESCOMPOSICION DE LOS POLIEDROS CON CARAS ROMBO CUYAS
DIAGONALES ESTAN EN RELACION AUREA EN OTROS POLIEDROS

CON LA MISMA PARTICULARIDAD.

- NO TIENE DESCOMPOSICION
NO TIENE DESCOMPOSICION
+ 2R 1 + 2R 2

W= o) e
BOW N s
+

- 1R 3 + 3R 1+ 3R 2

= 5R 1 + 5R 2

i
U
b

- 1R 4 + BR 1 + 5R 2
-+ 1R 3 + 8R 1 + 8R 2

- 10R 1 + 10R 2
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CONSIDERACIONES A TENER EN CUENTA PARA EL ESTUDIO DE

LAS COMBINACIONES QUE RELLENAN ESPACIO

Consideraremos gue una combinacidn rellena espacio -
cuando se puede formar una estructura elemental capaz
de reproducirse en tres direcciones no coplanarias =~

del espacio.

Si una determinada combinacifn formada por uno o va-

rios R, rellena espacio, también lo rellenarid cual~-

’quier otra en que figuren los R, y/o sus descompues-

tos seglin el punto 7.4

Si en una determinada combinaci®n intervienen los -~
siete tipos de vértices, recogidos en la tabla I del
Capituleo VI o en 7.3; o bien, si falta alguno, dispo
nemos de aquellos en gque se pueda descomponer (segln
se ha expuesto en 7.3) tendremos la seguridad de que
dicha combinacidn rellena volumen.

Esta filtima condicién equivale, por una parte a exigir
la presencia de los cuatro tipos de éngulos diedros
en sus aristas (y por tanto sus combinaciones posi-
bles), y por otra, la necesidad de que exista una ﬁi
tima pieza que cierre el vértice alrededor del cual -
se esti rellenando volumen.

Aunque esta condicidn es,'po; tanto, su@erabundénte

(suficiente pero no necesaria) vamos a utilizarla jun
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to con las dos anteriores para nuestro estudio; pues
to que, no nos ha sido‘posible encontrar un algorit-
mo que nos permita asegurar (en el caso de que falte
alguno de los siete vértices -y que a su vez no se -
pueda descomponer en aquellos de los que se dispone-)
que no va a ser necesario ese vértice s6lido para ma
cizar completamente el'punto alrededor del cual nos

hallamos compactando.
7.6.- CASOS ESTUDIADOS DE LAS 31 COMBINACIONES POSIBLES
7.6.1.~ COMBINACIONES UNITARIAS

lo- R l

‘Rellena‘volumen,;por ser un cuerpo afin del cubo

20— R 2

" Rellena volumen, por ser un cuerpo afin del cubo

30"" R3

Rellena volumen, por ser un rombododecaedro

4.- R 4

" No rellena volumen; ya que, no existe una combina
nacidn de &ngulos sbélidos que permita cerrar el -

vértice (8,8 ,8).



5.-

- 263 -

R 5

" No rellena volumen, por la misma razdén que el an

terioxr

7.6.2.~ COMBINACIONES BINARIAS

6'_

10.~-

11.-

R1-R2

" Rellena volumen, por rellenarlo R 3 y teniendo -

en cuenta el punto 2 de 7.5

R1-R3

Si acoplamos los R 3 por el prisma hexagonal, que
hay que eliminar para obtener el R 1, y ponemos
encima una capa de R 1, solamente habremos varia-
do la posicidn relativa de los huecos; lo cual, -
nos permitir& poner .otra capa de R 3; y asi sﬁce-

sivamente; por tanto, rellena espacio.

R2~-R3
Si acoplamos los R 3 por el prisma hexagonal que
hay que eliminar para obtener el R 2, y ponemos

encima una capa de R 2, solamente habremos varia

- do la posicidn relativa de los huecos; lo cual,-

nos permitir& poner otra capa de R 3 y asi sucesi

vamente; y, por lo tanto, rellena espacio.

R 2 ~-R 4

Si acoplamos los R 4 -(por una de sus bandas oc-
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togonales) en dos direcciones e intercalamos

en cada uno de los.huecos comprendidos entre -
cada cuatro bandas octogonales un R 2 y a con-
tinuacidn adosamos convenientemente mé&s unida-
des de R 2 hasta dejar en la parte superior el
negativo de la inferior (hueccsdonde se pueden

alojar R 3), habremos conseguido rellenar volu-

men.

R4 ~-R5

"No rellena espacio; ya que, tiene para combinar

los mismo &ngulos sélidos que tenfa R 4.

Los casos 8, 9, 12, 13 y 14 no han sido estudiados

7.6.3.- COMBINACIONES TERNARIAS

160-

17.-

R1-R2-R3

Rellena volumen, por rellenarlo R 3 y teniendo

en cuenta el punto 2 de 7.5

R1-R2~RA4

" Rellena volumen, apoyédndose en el punto 3 de -

7.5. En este caso, falta el (o,0,a,a), pero lo
sustituimos por 2(a,a,a) & 2(a,a,B).

También, se podria haber visto a partir de 1la
combinacién 11 -(R 2 - R 4) ocupando los huecos

superiores donde se pueden alojar los R 3 con -
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sus equivalentes 2R 1 + 2R 2 y anadiendo conve
nientemente m&s unidades de R 2, con lo cual es
taremos en el mismo caso, pues solamente habre-

mos variado la posicidn relativa de los huecos.

'18.- R 1 ~-R2-R 5

" Rellena volumen, teniendo en cuenta el punto 3

de 7.5. En este caso, faltan el {(a,a,0,a) v el -
(o,00,0,8), pero se puede sustituir por sus equi-

valentes vistos en 7.3

22,- R2~-R3 ~-R VY4

" Rellena volumen, a partir de la combinacidn 11
(R 2 =~ R 4), en la cual, alojamos en los huecos
‘superiores una capa de R 3 y anadiendo convenien-
temente més unidades de R 2, estaremos en el nis
mo caso, pues solamente habremos variado la posi

cidn relativa de los huecos.
Los casos 19, 20, 21, 23, 24 y 25 no han sido estudiados.
7.6.4.- COMBINACIONES CUATERNARIAS

26.- R1~-R2~-R3-RUY4

" Rellena volumen, si tenemos presente el punto 3

de 7.5.- En este caso no falta ningfin tipo de -

vértice.
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27.-R1~-R2~-R3~-R5

' Rellena volumen, por la misma raz6bn gue la an-

terior combinacidn.

28,- R1~-R2=-R4~-R5

" Rellena volumen, teniendo en cuenta el punto '3

de 7.5. En este caso, falta el vértice (a,q,q,qa)
pero lo podemos sustituir, bien por 2(a,a,a) ©
bien por 2(o,0,8)

Los casos 29 y 30 no han sido estudiados.

7.6.5.— COMBINACIONES QUINARIAS

331.-.R1~-R2-R3-R4~-RS5

" Rellena volumen, remitiéndonos al punto 3 de 7.5.

7.6.6.- RESUMEN

De los 31 posibles casos relacionados en el apartado
7.2, se han estudiado un total de 18 (60%); dejando los 13
restantes, tanto por su complejidad como por no alargar ex-
cesivamente esta parte de Tesis Doctoral. Todo ello se resu

me en el siguiente cuadro:
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COMBINACIONES

RELLENAN | NO RELLENAN NO
POSIBLES | ESTUDIADAS | VOLUMEN VOLUMEN ESTUDIADAS

UNITARIAS 5 5 3 2 0
BINARIAS | 10 5 4 1 5
TERNARIAS 10 4 4 0 1)
CUATERNARIAS 5 3 3 0 é
QUINARIAS 1 1 1 0 0

31 18 15 3 13

En definitiva, de los 18 casos estudiados, hemos ob-

tenido 15 combinaciones posibles que rellenan el espacio.

7.7.- COMBINACIONES NO ESTUDIADAS

Como ya se ha dicho en el punto anterior, nos quedan

13 combinaciones por estudiar:

-~ 5 binarias
- 6 ternarias

- 2 cuaternarias

No existe ninguna razbn, para asegurar que entre ellas

haya o no alguna gue rellene el espacio.
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CONCLUSIONES

- EXISTEN COMBINACIONES CUATERNARIAS Y QUINARIAS (AL

MENOS CUATRO) ENTRE LOS CINCO POLIEDROS CON CARAS
ROMBO IGUALES Y DIAGONALES EN RELACION AUREA QUE -
PERMITEN RELLENAR EL ESPACIO; EN TANTO QUE, CON LOS
POLIEDROS REGULARES Y SEMIRRE&ULARES, SOLO SE ?UE-
DEN CONSEGUIR COMO MAXIMO, COMBINACIONES TERNARIAS

(QUE EN TOTAL SON OCHO)

EXISTEN AL MENOS ONCE COMBINACIONES (UNITARIAS, BI-
NARIAS.Y TERNARIAS) DE POLIEDROS CON CARAS ROMBO -~
IGUALES Y DIAGONALES EN RELACION AUREA QUE RELLENAN
EL ESPACIO.



CAPITULO VII]
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CAPITULO VIII

RESUMEN DE CONCLUSIONES Y NUEVAS LINEAS DE INVESTI-
GACION

8.1.~ CONCLUSIONES

Reunimos a continuacibn las conclusiones citadas al -
final de cada Capitulo. Las de los capitulos II al VII, am=-
bos inclusive, son el resultado de la investigacibn desarro

llada en la presente Tesis Doctoral.

CAPITULO I
- Solamente existen cince poliedros topolbgicamente di

ferentes que equiparten el espacio.

~ Son posibles cuatro combinaciones binarias de poliedros que
rellenen el espacio y en el que todos los sSlidos per

manezcan igualmente orientados.

- Hay ocho combinaciones ternarias de poliedros regula

res y arquimedianos gue permiten rellenar el espacio

sin guedar igualmente orientados.

(Estado actual del conocimiento)

CAPITULO II

- Para definir un zonoedro equilitero procedente de una
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estrella no singular formada por n segmentos iguales
habré que facilitar (2n-3) &ngulos con la restric-
cibn de que seis cualesguiera de ellos no formen -

"

rombododecaedro; obteniéndose los 22) restantes

por resolucién de otros tantos rombododecaedros me

diante la ecuacién (2.31).

CAPITULO III

-~ Son precisas nueve condiciones para definir la con
vexidad de un rombododecaedro. Estas nueve condicio

nes son las que se expresan en (3.2.23).

- Definidos los (2n-3) &ngulos no relacionados entre
sf de un zonoedro eqguilétero, éuedelser obtenidos -

los (nzz) restantes, tanto analitica como geométrica

mente.

CAPITULO IV

- No todo rombododecaedro puede ?rovenir del rombodo- -
decaedro equifacial‘ﬁor medio de una afinidad espa~
cial, pero es posible pasar por medio de acortamien
tos y/o alargamientos de los segmentos de la estre-
lla a un cUerpo,ée caras paralelogramos que tenga -

los mismos &ngulos en las caras'y que puede ser afin

del rombododecaedro equifacial.
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-~ PARTIENDC DE CINCO ROMBOS CUALESQUIERA DE IGUAL ARIS
TA, ES POSIBLE OBTENER MEDIANTE LA ECUACION (2.31),
EL SEXTO ROMBO, CCON EL QUE COMPLETAR LAS SEIS CARAS
ROMBC DISTINTAS POSIBLES DE UN ROMBODODECAEDRO, CON

EL QUE SIEMPRE PODREMOS EQUIPARTIR EL ESPACIO.

~ TODO ROMBODODECAEDRO QUE CUMPLA UNA DE LAS CONDICIO-
NES (4.21), ADEMAS DE EQUIPARTIR EL ESPACIO, LO RE-

LLENARA,. QUEDANDO DESIGUALMENTE ORIENTADO.

- DADO UN ELIPSOIDE CUALQUIERA (SEA O NO DE REVOLUCION)
ES POSIBLE ENCONTRAR EL ROMBODODECAEDRO CIRCUNSCRITO

QUE PERMITA SU EMPAQUETAMIENTO.

- DADO UN ELIPSOIDE CUYOS SEMIEJES CUMPLAN LAS CONDI-
CIONES (4.46), ES POSIBLE ENCONTRAR UN ROMBODODECAE
DRO CAPAZ DE PERMITIR SU EMPAQUETAMIENTO, TANTO - -

IGUALMENTE ORIENTADOS,COMO DESIGUALMENTE DISPUESTOS.

CAPITULO V

-~ Los rombododecaedros con dos tipos de cara rombo, se
pueden reunir en 26 familias, siendo el resto no con
vexos, formas equivalentes a estas 26 o bien se pue-

den reducir a ellas.

- SOLAMENTE EXISTEN SIETE ROMBODODECAEDROS CON DOS TI-
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POS DE CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.

~ SOLAMENTE EXISTE UN ROMBOICOSAEDRQ CON DOS TIPOS DE

CARA ROMBO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.

=~ NO EXISTEN TRIAKONTAEDROS CON DOS TIPOS DE CARA ROM

BO, SIENDO UNA DE ELLAS CUADRADO.

CAPITULO VI

- SOLAMENTE EXISTEN DOS ROMBODODECAEDROS CON TODAS SUS
CARAS ROMBO IGUALES.

-

- SOLAMENTE EXISTEN CINCO CUERPOS DE CARAS ROMBO IGUA

LES Y CUYAS DIAGONALES ESTEN EN RELACION AUREA.

CAPITULO VII -

-~ EXISTEN COMBINACIONES CUATERNARIAS Y QUINARIAS (AL
MENOS CUATRO} ENTRE LOS CINCO POLIEDROS CON CARAS -~
ROMBO IGUALES Y DIAGONALES EN RELACION AUREA QUE PER
MITEN RELLENAR EL ESPACIO; EN TANTO QUE, CON LOS PO-
LIEDROS REGULARES Y SEMIREGULARES, SOLO SE PUEDEN -

CONSEGUIR COMO MAXIMO, COMBINACIONES TERNARIAS (QUE
" EN TOTAL SON OCHO).

~ EXISTEN AL MENOS ONCE COMBINACIONES (UNITARIAS, BINA

RIAS Y TERNARIAS) DE POLIEDROS CON CARAS ROMBO IGUA-
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LES Y DIAGONALES EN LA RELACION AUREA QUE RELLENAN EL

ESPACIO.
8.2.~ NUEVAS LINEAS DE INVESTIGACION

En el camino seguido para elaborar una investigacidn,
siempre guedan metas por alcanzar, pero tambié&n permanecen
inexplorados ramales gue entroncan en esta via o que parten

de ella

Entre las. lineas mds interesantes de trabajo futuro

que proponemos, destacamos las siguientes:

- Estudio exhaustivo sobre todos los posibles cuerpos
con caras pentégonos (no regulares); profundizando
en aquellos casos singulafes o particulares y en las

propiedades de é&stos.

-~ Puesto que todo rombododecaedro equiparte el espacio
-
estudiar la relacidn érea/(volumen)‘/3, con objeto
de conseguir envolturas con menos material para un

mismo contenido,

Esta misma cuestidn la podemos enunciar de la si-
~guiente manera: Dados cuatro rombos cualesquiera, -
encontrar los dos restantes que germitan cerrar un
rombododecaedro, tal que la rélacién érea/.(volumen)z/3

sea la minima detodos los posibles rombododecaedros -
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que sean susceptibles de contener aguellas cuatro ca

ras fijas.

- De las 22 familias de rombododecaedros co$ dos tipos
de caras rombo que resultan de eliminar las cuatro -
gue tienen como caso particular el rombododecaedro =
equifacial, estudiar el rombododecaedro §erteneaien~
te a cada una de las familias que hace minima la re-

lacibn érea/(volumeh)2/3.

=~ Encontrar el algoritmo que permita resolver de una
forma total cuéntas de las 31 combinaciones de polie

dros con caras rombo iguales y diagonales en relacibn

. urea rellenan el espacio.
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