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INVESTIGACION OPERATIVA Y METODO SIMPLEX

RESUMEN

Este trabajo pretende estudiar la investigacion de operaciones y el método Simplex.

En primer lugar, se comienza realizando una revision de literatura de la investigacion de
operaciones. Tras definir qué es la investigacion de operaciones se realiza un estudio
desde su desarrollo militar en la Segunda Guerra Mundial, hasta su introduccion y
aceptacion en la gestion empresarial actual de todas las empresas.

A continuacion, se proponen los pasos a seguir para la correcta resolucion del problema
a través de la programacion lineal y se explicar4 cémo, dentro de los distintos métodos
que tiene la programacion lineal, para determinadas decisiones, el método Simplex es
el mejor, debido a que puede resolver problemas de programacion lineal con mas de
tres variables, problema bastante comun en el transporte.

Mas adelante, el estudio se centra principalmente en la formulacién de programas
lineales donde se definen sus caracteristicas en la forma estandar y los pasos a realizar
para transformar el problema a la forma matricial. Los programas lineales se utilizan
debido a sus amplias aplicaciones practicas en areas como la asignacion de recursos y
existen distintos métodos de resolucion.

Otro de los principales puntos del estudio, sera el Método Simplex, el cual, es un método
de resolucion de la programacion lineal cuyo objetivo es la busqueda de una solucion
basica Optima a partir de la seleccién de un conjunto de soluciones basicas factibles.
Para ello, primero establecemos, a través de vectores, una manera general para
conseguir soluciones factibles bésicas en la forma matricial. Seguidamente se
determinardn dichas soluciones de una manera practica, demostrando que las
soluciones corresponden a los vértices en un gréfico.

Para finalizar, el estudio propone un ejemplo para la resoluciéon de programas lineales
mediante el método Simplex, donde en primer lugar, se planteara en forma estandar y
se resolvera en forma de tabla con el objetivo de demostrar la eficiencia del Simplex en
la resolucién de programas lineales que implican una gran cantidad de calculos,
generalmente asociados a un numero de restricciones elevado.

Palabras clave: programacién lineal, método Simplex, solucién bésica factible,
forma estandar, forma matricial, investigacion de operaciones.
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ABSTRACT

This paper aims to study operations research and the Simplex method.

First, this study begins with a literature review of operations research. After defining what
is operations research, a study is made from its military development in the Second
World War, until its introduction and acceptance in the current business management.

Next, we propose the steps to follow for the correct resolution of the problem through
linear programming and explain how, within the different methods that linear
programming has, for certain decisions, the Simplex method is the best, because can
solve linear programming problems with mora than three variables, a problem quite
common in transport.

Later, the study focuses mainly on the formulation of linear programs where their
characteristics are defined in the standard form and the steps to be taken to transform
the problem to the matrix form. Linear programs are used because of their broad practical
applications in areas such as resource allocation and there are different resolution
methods.

Another of the main points of the study will be the Simplex Method, whose objective is
the search for an optimal basic solution based on the selection of a set of feasible basic
solutions. To do this, we first establish, through vectors, a general way to achieve basic
feasible solutions in the matrix form. Next, these solutions will be determined in a
practical way, the analysis of the solutions corresponding to the vertices in a graph.

To conclude, the study proposes an example for the resolution of linear programs using
the Simplex method. Where in the first place will be presented in standard form and will
be solved as a table with the aim of demonstrating the efficiency of the Simplex in the
resolution of linear programs that involve a large amount of calculations, usually
associated with a high number of restrictions.

Key words: linear programming, Simplex method, feasible basic solution,
standard form, matrix form, operations research.
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INVESTIGACION OPERATIVA Y METODO SIMPLEX

1. INTRODUCCION

La investigacion de operaciones forma parte de la vida cotidiana de cualquier empresa,
se utiliza para llegar a una decisibn mas o menos precisa con ayuda de un modelo
matematico. Por tanto, la investigacion de operaciones busca la solucion mas eficiente
gue el modelo proporciona, tanto para las decisiones operacionales que se usan para
los procesos a corto plazo, como para las decisiones estratégicas que afectan a los
procesos a largo plazo y por tanto tienen que tener una gran precision.

La solucion de problemas a través de la utilizacion de la investigacién de operaciones
implica que se proporcione la informacion sobre los aspectos que afectan al problema.
Con esta informacion utilizaremos la programacion lineal, que es una de las principales
clasificaciones de los modelos de investigacion de operaciones. Determinaremos una
funcion objetivo, generalmente asociada a la maximizacion de ganancias o la
minimizacion de costes de produccion; y unas restricciones que son las limitaciones que
tiene la empresa. Dentro del problema de programacién lineal existiran distintos modelos
para determinadas decisiones. Nosotros nos centraremos en el estudio del método
Simplex que permite resolver los problemas de programacion lineal con mas de tres
variables. Encontraremos una solucién basica factible 6ptima. Para ello, el estudio
elabora y resuelve ejemplos.

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, la estructura del trabajo consta de 5
capitulos. El primero referente a la revisibn de literatura, donde definiremos la
investigacion de operaciones y su historia. El segundo, referente a la metodologia. El
tercero explica por qué el estudio se centra en el método Simplex. El cuarto, explica las
caracteristicas de un programa lineal y su transformacién a su forma estandar. Y
finalmente, el quinto, explica de una forma practica, el método Simplex.
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2. REVISION DE LITERATURA

Antes de abordar el estudio de la investigacion de operaciones y mas concretamente el
método Simplex, en esta seccion procederemos a realizar una revision de la literatura
pertinente. En el apartado 2.1 definiremos qué es la investigacion de operaciones y en
el apartado 2.2 se analizara la historia de la investigacion de operaciones.

2.1. ¢QUE ES LA INVESTIGACION DE OPERACIONES?
Tal y como dice Mathur y Solow (1996):

“La investigacion de operaciones es el proceso mediante el cual, un administrador utiliza
las matematicas en un ordenador para tomar decisiones racionales, ya que no puede
evaluar todas las alternativas debido a la gran cantidad de soluciones que se dan,
debido a la cantidad y complejidad de la informacion que hay en el mundo real.”

2.2. HISTORIA DE LA INVESTIGACION DE OPERACIONES

Como han explicado Kamlesh Mathur y Daniel Solow en su libro “Investigacion de
Operaciones”: El arte de la toma de decisiones, (la investigacion operacional), fue
desarrollado por la Fuerza Aérea Britanica para resolver problemas mediante métodos
cuantitativos durante la Segunda Guerra Mundial. Mas tarde, cientificos, fisicos e
ingenieros de los Estados Unidos, de los cuales cinco ganaron el premio Nobel, crearon
un grupo similar encargado principalmente de la deteccién por radar. Estas operaciones
son vitales para las victorias aéreas del ejército de Gran Bretafia.

Mas tarde, una vez acabada la guerra, el sector de la industria reconocié el valor de la
técnica y la adapté a sus complejos problemas de decisién, ya que se requieren
demasiados calculos con ordenadores de alta velocidad para la solucién de problemas
de planificacién de produccion e inversiones, distribucién de productos, etc. Gracias a
los avances en este uso de técnicas, estas medidas se emplean rutinariamente para
resolver muchos problemas de decision tanto en una empresa como fuera de ella.

Otros autores como Sixto Rios Insua (1988), sugieren que la investigacion de
operaciones, al menos desde un punto de vista matematico, tiene sus origenes antes
de la Segunda Guerra Mundial, basandose en los trabajos sobre modelos lineales de
Jordan, Minkowski, Farkas...
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INVESTIGACION OPERATIVA Y METODO SIMPLEX

3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION DE OPERACIONES

La solucién de problemas a través de la utilizacion de la investigacion de operaciones o
métodos cuantitativos generalmente implica que la gente de la organizacion proporcione
informacién sobre los aspectos que afectan a su area en el problema. Para Kamlesh
Mathur y Daniel Solow (1996, pp. 6-8), este proceso de aplicacion de métodos cuanticos
sigue una serie de pasos:

DEFINICION DEL

PROBLEMA
DESARROLLO DE UN RESOLUCION
MODELO MATEMATICO DEL MODELO SOLUCION
Y RECOLECCION DE DATOS MATEMATICO

LES
VALIDA LA
SOLUCION?

MODELO
MODIFICADO

IMPLEMENTACION

(Figura 3. 1, MATHUR Y SOLOW. 1996. Investigacion de operaciones. El Arte de la
Toma de Decisiones. México: Prentice Hall)

Planteamiento del problema

La organizacion se enfrenta al problema tratando de identificarlo, comprenderlo y
describirlo. Algunas veces, cuando el objetivo global y las limitaciones a las que se
enfrenta son conocidos, el problema se puede plantear sin dificultad

En otras situaciones, que son la mayoria en el mundo real, existen conflictos de
interés entre los distintos grupos o departamentos. Por ejemplo, uno de los
problemas mas habituales es el enfrentamiento entre los beneficios y los costes, que
generalmente son directamente proporcionales y cuando crece uno, también crece
el otro. Para ello, se tomaran decisiones que satisfagan un objetivo comun.
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Planteemos el siguiente ejemplo:

Una empresa fabrica dos productos A y B. Cada uno de los productos necesita las
siguientes cantidades de materia prima y mano de obra:

Producto Producto
A B
Materia prima (kg/unidad) 2 4
Mano de obra 8 8
(hora/unidad)
Beneficio (u.m./ unidad) 8 5

(Tabla 3.1; Fuente: Elaboracion propia)

La disponibilidad de mano de obra sera de 48 horas, es decir, la suma de las horas
de trabajo de todos los trabajadores seran 48. La disponibilidad de materia prima
sera de 20 kg. Ademas, se sabe que el mercado no demandard mas de 10 unidades
de producto A al dia. El producto A proporciona un beneficio de 8 unidades
monetaria (u.m.) por unidad y el producto B proporciona 5 u.m. por unidad.

Construccién del modelo

Una vez definido el problema, el individuo se enfrenta a la problematica de
expresarlo mediante la formulacién de un modelo matemético. Primero se identifican
las variables de decision, que en nuestro caso son las unidades de Ay B que deben
fabricarse para obtener los maximos beneficios.

Por tanto, el beneficio anual esperado sera 8x:+5x, donde
X1= unidades a fabricar del producto A

X2= unidades a fabricar del producto B

Al representar unidades de un producto, no tiene sentido que las variables tomen
valores negativos. Por lo tanto, afladimos la siguiente restriccion:

X1, X2>0
El resto de restricciones que se deben tener en cuenta son:
Restriccion a la materia prima: 2x,+4x,<20
Restriccion a la mano de obra: 8x;+8x,<48
Restriccion debida a la demanda del producto A: x;<10

La funcion objetivo consiste en maximizar el beneficio.
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La estructura del modelo lineal que representa al problema es:
Max Z= 8x1+5x>
S.a. 2X1+4x2<20
8x1+8x2<48
x1£10

X1, X2>0

La funcién objetivo y las restricciones estan determinadas por factores no
controlables: los datos. Generalmente no todos estos datos se conocen a la hora de
plantear el problema y ademés pueden ser inexactos, por lo que se realizaran
estimaciones. Cuanta mayor exactitud tengan, mejor sera la solucién que se
obtenga.

Solucién del modelo

Para obtener los valores numéricos ptimos de X1 Y X2, una vez formulado el modelo,
Mathur y Solow (1996) distinguen diversos métodos de resolucion, que dependeran
de la forma vy el tipo del modelo matematico. Estas técnicas pueden ser de dos
categorias:

1. Métodos éptimos: se consiguen valores que satisfacen a la vez todas las
restricciones y obtienen el mejor valor para la funcién objetivo.

2. Métodos heuristicos: se consiguen valores que satisfacen todas las restricciones
y obtienen un valor aceptable para la funcion objetivo, aunque no tiene porqué
ser el O6ptimo. Normalmente se utilizan en modelos demasiado largos o
complejos, pues son computacionalmente mas eficientes.

Validacién y control

Para observar que las decisiones pueden llevarse a cabo, después de resolver el
modelo matematico, validaremos la solucién revisandola cuidadosamente, debido a
que pueden ocasionarse problemas como el registro incorrecto u omision de datos,
0 no haber tenido en cuenta todas las limitaciones del problema.

Ademas, segun Mathur y Solow (1996), también hay que tener en cuenta que no se
pueda llevar a cabo ese resultado por otro tipo de situaciones no matematicas, por
ejemplo, la politica, que afecta sobre todo a los grupos de trabajadores. Por tanto,
es importante que en el equipo de proyectos estos grupos que puedan verse
afectados, estén representados. Ademas, la posterior instrumentalizacion de los
resultados debe revisarse, pues el problema y los datos pueden cambiar con el
tiempo.
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Transformacién del modelo

Este proceso se realizard cuando en el momento de validacién obtenemos un
resultado que no puede llevarse a cabo o puede ser mas preciso debido a que
anteriormente en el proceso de formulacion omitimos una serie de restricciones o se
han registrado de manera incorrecta por omision de datos. Ademas, este proceso
se tendra que repetir tantas veces como sea necesario para encontrar una solucién
que sea aceptable y factible. Por tanto, deberemos volver al paso donde
introducimos las restricciones en la computadora e importaremos las modificaciones
pertinentes para reflejar el problema real con mayor precision y obtener una solucion
con mas exactitud.

La implementacion

La implementacion de la solucién de un modelo validado consistird en interpretar de
manera clara y comprensible los resultados obtenidos en la operacion.

4. DE LA INVESTIGACION OPERATIVA AL METODO SIMPLEX

En la investigacion de operaciones, podemos llegar a una decision mas o menos precisa
con ayuda de un modelo mateméatico. Mathur y Solow (1996), distinguen entre
decisiones estratégicas y operacionales. Las decisiones estratégicas afectan a largo
plazo y por norma general son decisiones que se toman de una sola vez y que tienen
un fuerte impacto en la organizacion. Por lo tanto, es necesario que el modelo sea valido
y que tenga una gran precision, es decir que debe incluir todos los aspectos importantes
para la toma de la decision y los datos han de ser muy precisos y lo mas completos
posible. Por otro lado, tenemos las decisiones operacionales, que se usan
continuamente y por lo tanto afectan a procesos mas cortos en la organizacién, por lo
tanto, lo mejor para tomar este tipo de decisiones sera desarrollar modelos lo més
eficientes posibles para obtener grandes reducciones de tiempo y el ahorro de muchos
costes computacionales.

“Se le pone especial atencion a los problemas de programacion lineal porque tienen
amplias aplicaciones practicas en areas tan diversas como la asignacién de recursos
escasos, la compra y la fabricacién, la planeacién de dietas, la administracion de
agencias, la combinacion y la planeacion de produccion” (Cobo Ortega 1995, p.183).

Un problema de programacion lineal es aquel en el que la funcion objetivo y todas las
restricciones son lineales y todas las variables son continuas, Esta linealidad implica
segun Cobo Ortega (1995, p. 184), que todo el modelo sea convexo, lo que conlleva las
siguientes propiedades:

1-Todo 6ptimo es global.
2-Las condiciones de primer orden son suficientes.

3- “Los programas lineales no son estrictamente convexos por lo que no se tiene
garantizada la unicidad de solucién. Aunque si existen dos soluciones distintas,
también es solucién cualquier combinacion lineal convexa de ellas.” (Cobo
Ortega 1995, p.184).
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4-En todo programa lineal los 6ptimos se consiguen (en caso de que haya
Optimo), en al menos un vértice de la region factible definida por las restricciones.
(Cobo Ortega 1995, p. 189).

Ademas, conlleva una serie de ventajas con respecto a otros modelos, tales como: la
facilidad de definir y formular los problemas, una gran eficiencia con una gran cantidad
de variables de decision y el desarrollo, a través de paquetes informaticos, de algoritmos
para su resolucion (Cobo Ortega 1995).

Dentro del problema de programacion lineal existirdn distintos métodos para
determinadas decisiones, nosotros nos centraremos en el estudio del método Simplex
que permite resolver los problemas de programacion lineal con mas de tres variables.

Uno de los ejemplos mas conocidos dentro de la programacién lineal es el programa de
transporte (Cobo Ortega 1995, pp. 184-186), donde la empresa se enfrenta a decisiones
de operaciones estratégicas como la minimizacion de los costes a través de una politica
de suministro o los limites de produccion anual de la fabrica. Ademas, también se
enfrenta a decisiones operacionales como la decision de qué mercado atender cada dia
0 cada semana.

5. FORMULACION DE LOS PROGRAMAS LINEALES

Existen multiples formas de formular la programacién lineal, las dos mas importantes
seran la formulacién estandar y la formulacion matricial, que obtendremos de la
estandar.

En cuanto a la formulacion estandar suponemos que el nimero de restricciones de
igualdad es menor o igual al nimero de variables.

Min C1X1+CXo+...+CpXy
311X1+312X2+ ...+alan=b1
Az1X1tazX2+ ...+aZan=b2

am1X1+am2X2+ ...+aman=bm

xi=0i=1,2 ..., n

Las principales caracteristicas de esta formulacién de problemas lineales son:

1. Se trata de minimizar una funcién lineal homogénea.

2. Todas las restricciones son de igualdad

3. Los términos independientes de las restricciones son mayores o iguales a cero.
4. Las variables de decision toman valores positivos.

También se puede expresar en la forma matricial, estando definidas las matrices de la
siguiente manera:
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X1 b1
CZ(CI, Cz,..., Cn) X= X.z b: b.z

X.n bﬁ
all al2 aln
A:( a21 a22 azn )

aml am2 amn

Por lo tanto, el problema anterior, se podria plantear de la siguiente forma:

Ax=b

{mincx
x=>0

5.1. TRANSFORMACION DE UN PROGRAMA LINEAL A SU FORMA
ESTANDAR

Para convertir un programa a la forma estandar, tal y como se dice en Optimizacion
Matemaética (Cobo 1995, pp. 194-5), realizaremos los siguientes pasos:

1. Convertir el problema de maximizacion, en uno de minimizacion, dado que
maximizar una funcién es lo mismo que minimizar su opuesta. El punto donde
ambas funciones alcanzan el extremo es el mismo, la Unica diferencia seré el
valor de las funciones sobre ese punto

2. Introduciremos las variables de holgura: convertiremos en igualdades las
restricciones de desigualdad del modelo.

3. Estudiaremos la condicion de no negatividad de todas las variables; en el
caso de no estar sujeta a la condicion, se sustituira la variable por una diferencia
entre dos variables no negativas.

4. Conseguiremos que b;=0 multiplicando por -1

Con todos estos cambios, cualquier programa lineal se convertira a la forma estandar
con variables naturales (no modificadas) y variables de holgura.

Ejemplo:
Max 4X1-6X,+10x3 min -4x;+6X,-10(Xg-X7)
2X1+2X,<4 :> 2X1+2Xx+X4=4
6X1+2X,-2X3-620 6X1+2X2-2(Xg-X7)-X5=6

X1, XZZO X1, X2, X4, X5, X6, X720
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5.2. FORMA MATRICIAL

De forma matricial, se puede expresar de la siguiente manera:

Max 4X1-6X,+10x5
2X1+2X,<4
6X,+2X,-2X3-620

X1, X220

C=(-4, 6, 0, 0, -10, 10)

x1
x2
x4
x5

6
(221 0 00)
A_(620—1—11
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6. EL METODO SIMPLEX

Las llamadas soluciones bésicas factibles se corresponden con los vértices de la region
factible (Cobo Ortega 1995, p.206)

Por lo tanto, segun el “Teorema fundamental de la programacion lineal” Dado un
programa lineal en forma estandar, si existe solucion 6ptima, ésta se alcanza al menos
sobre una de las soluciones bésicas factibles (Cobo Ortega 1995, p. 206).

El objetivo del método Simplex sera, (Cobo Ortega 1995) mediante la seleccion de un
conjunto de soluciones basicas factibles (no es necesario construirlas todas), encontrar
la soluciéon béasica Optima. Por lo tanto, para la realizacibn del método Simplex,
tendremos que formular y resolver el modelo hasta encontrar una solucién basica
factible inicial; si esta no es éptima (en caso de que asi lo sea se acabaria el proceso),
entonces se buscara otra solucion factible que haga que el valor de la funcién objetivo
sea igual o menor; si no se consigue asi la solucion factible 6ptima, se repetira este paso
hasta encontrar una solucién bésica factible éptima.

Una forma de conseguir las soluciones factibles basicas de un programa lineal sera a
través de matrices. Para ello necesitaremos un programa lineal en su forma matricial
estandar:

min cx
Ax =Db
x>0

Donde A es una matriz de m filas y n columnas sin ningun tipo de restriccion excepto
n=m, debido a que generalmente, al introducir las variables de holgura las
desigualdades se convierten en igualdades. La matriz tendrd un tamafio n con el objetivo
de eliminar las restricciones redundantes del problema ya que nos podemos encontrar
con un problema sin soluciones basicas factibles y por tanto sin solucién.

Tal y como dice Angel Cobo (1995, p. 197): “Cada una de las submatrices de A con
determinante distinto de cero formadas seleccionando m columnas de A, se llama matriz
basica o matriz de base”.

Para generalizar, suponemos que la matriz B esta formada por las primeras m columnas
de Ay las restantes forman una matriz nueva denominada D, por tanto:

A=(BD).

Por otra parte, también podremos dividir las variables de decision:

_(XB
X= XD
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En el vector xg las m variables que se corresponden con las columnas seleccionadas
para la construccion de la matriz bésica se conocen como variables bésicas. Las
restantes n-m variables, es decir xp son las variables no basicas.

Ax=b (B D) (,)=Bxa+Dxo=b = xa=B*b-BDxop

Si XD=0
XB:B'lb

Por tanto, la forma de construir las llamadas soluciones basicas a partir de las matrices
basicas es resolviendo el sistema

Bxs=Db
Y asi se obtendra una solucién basica, que tendra la siguiente forma:
XB
x= (")
0
Estas soluciones se clasificaran de dos maneras: factibles cuando xg=0 e infactibles
cuando alguna variable basica es negativa. Y a su vez las factibles se podran clasificar

en degeneradas que es cuando alguna variable basica es nula y en no degeneradas si
todas las variables basicas son estrictamente positivas.

Ademaés, podemos determinar el nimero méaximo de soluciones bésicas a través de la
siguiente férmula:

!
(Tr:l):m!(:—m)

mientras que el numero de soluciones basicas factibles se puede determinar
graficamente mediante el nimero de vértices.

Vamos a determinar de manera practica las soluciones basicas factibles de un
determinado caso:

Nos encontramos con el siguiente programa lineal:

min4x,; + 8x, + 2x3
4x1+4x; + x4, =12

2x1+ 8x, — 2x3+ x5 = 24
X1, X2, X3, X4, X5 = 0

Siendo:

C=(4,8,2,0,0)

Obtenemos las restricciones en forma matricial:
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(44010 x2:(12
2 8-20 1/ x; 24

Una vez obtenido el modelo de la manera matricial, buscaremos las soluciones factibles
basicas:

4 4\ (x, ( 0 1 0 X3 \_r12
+ =
(2 8 (xz) -2 0 1 ) X4 (24
X5

Si X3=X4=X5=0

(4 4 X1 \— (12
2 8 X2 24
En este caso, tendremos 2 ecuaciones con dos incégnitas:

4X,1+4%,=12
2x,+8x,=24

Despejamos un valor:

X1=(12-4%;)/4=3-%;

Introducimos este valor en la segunda ecuacion y despejamos:
2(3-x,)+8x,=24

6-2X,+8x,=24

6X,=18

X2=3

Una vez obtenido el primer valor, obtenemos x; a partir de su ecuacion:
X1=3-X,=3-3

X1=0
Por tanto, obtenemos una solucién basica factible: (0,3,0,0,0).

Para buscar més soluciones, partiremos otra vez del modelo matricial:
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Si X3=X4=X5=0

(2_2()(333) =4
G 9 ()=Cs

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
4x,=12

2X41-2X3=24

Obtenemos x; de la primera ecuacion:
4x,=12

X1=12/4

X1=3

Despejamos en la segunda ecuacion:
2X41-2X3=24

6-2x3=24

-2X3=18

X3=-9

Dado que no cumple la condicién de no negatividad, (3,0,-9,0,0) es una solucién basica
infactible.

G DG)GE2 D(5)G
(¢ b ()=

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
4X,1+X,=12

2X,=24

Podemos obtener x, de la segunda ecuacion:
2X,=24

X1=24/2

X1=12
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Despejamos X, en la primera ecuacion:
4X,1+X,=12

4(12) +x4=12

X4=-36

Dado que no cumple la condicién de no negatividad, (12,0,0,-36,0) no puede ser una
solucion del problema. Es decir, es una solucion basica infactible.

Si X3=X3=X4=0
G DEIG2 (5 )G
G DG)=Gh

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
4x,=12

2X1+Xs=24

Obtenemos x, de la primera ecuacion:
4x,=12

X1=3

Despejamos x5 en la segunda ecuacion:
2(3) +x5=24

x5;=18

Por tanto, obtenemos una solucién basica factible: (3,0,0,0,18).

Si X1=X3=X4=0

(4 0) X2 \ 4 4 0 1 X1 (
8 1/ \ x5 2-20 x3

(4 0) X2 _(12

8 1/ \ x5 24

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
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4X2:12

8X,+Xs=24

Despejamos x, de la primera ecuacion:
4x,=12

X,=12/4

X2=3

Introducimos x, en la segunda ecuacién y resolvemos:

8x,+X5=24
8(3) +x5=24
X5=0

Obtenemos una solucion basica factible: (0,3,0,0,0).

Si X1=X3=X5=0

(4 1\ (x5 +(4 00 X1 :(12
8 0/ \x, 2 -2 1 X3 24

Xs

(4 1 (xz):(u

8 0/ \x, 24

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
AXo+X,=12

8x,=24

Determinamos x, de la segunda ecuacion:
8x,=24

X,=24/8

X2=3

Introducimos x, en la primera ecuacion:
4X2+X4:12
4(3) +x4,=12

X4=0
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Determinamos de nuevo la solucion bésica factible (0,3,0,0,0).

Si X1=X3=X5=0
4 0 X3 + 4 1 0 X1 (
8 -2 X3 2 0 1 x4

4 0 (xz): (12)
8 -2/ \x3 24
Obtenemos 2 ecuaciones:
4x,=12
8X,-2X3=24
Con la primera ecuacion obtenemaos Xx,:
4x,=12
X,=12/4
X2=3
Introducimos X, en la segunda ecuacion:
8X,-2X3=24
8(3)-2x3=24

X3=0

Como en los dos casos anteriores, determinamos la solucion (0,3,0,0,0).

Si X1=X3=X5=0

( 0 1\ (x; + 4 4 0 X1 (12)
-2 0/ \x, 2 8 1 Xz 24
0 1 (

-2

Obtenemos las siguientes ecuaciones:
X4=12

-2X3=24

X3='12
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(0,0,-12,12,0) es una solucion basica infactible debido a la condicion de no negatividad.

Si X1:X2:X3=0

(1 0) x4+440 x1:(12

0 1 Xs 2 8-2 X2 24
X3

G D=6

Siendo:

X4=12

X5=24

Por lo tanto, obtenemos una solucion béasica factible: (0,0,0,12,24).

Dada la solucion matematica del problema, podemos determinar que las soluciones
bésicas factibles son:

(0,0,0,12,24)
(0,3,0,0,0)
(3,0,0,0,18)

6.1. EJEMPLO POR EL METODO ESTANDAR

Una determinada empresa quiere minimizar sus costes, los cuales vienen en forma de
funcion: 2x;-x.. . Ademas, tendré una serie de restricciones: -2x1+2xz =4 y 4x;+2x, =12

Por lo tanto, en este caso para obtener la minimizacion de costes, se debera formular el
siguiente programa lineal:

Minimizar  2x1-X2
Condicionado a  -2x1+2x, =4
4x1+2x> =12

X1, X220

El programa lineal asociado es:
Min 2X1-X2
Condicionado a -2x1+2x+X3=4
AX1+2Xo+Xa=12

Xiz0 i=1,2,3,4
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6.2. EL METODO SIMPLEX EN FORMA DE TABLA

La resolucién de programas lineales (Cobo Ortega 1995) mediante el método Simplex
implica la realizacién de gran cantidad de calculos, sobre todo cuando el nimero de
variables o restricciones es relativamente elevado. Sin embargo, estos calculos no son
complejos y pueden realizarse en modo sisteméatico utilizando una forma tabular. Asi
surgen las tablas del Simplex, cuya funcion es organizar los célculos.

Para aplicar el método Simplex en forma de tabla a un problema de la forma:

Min cx
Ax=b

x=0

con b=0

en primer lugar, se construye la tabla siguiente:

C, ... . Cn
Cp1 XB1 bl a1 ain
ajj
Cam XBm bm am1 Amn
Ceob CeoAi CsoAn
Z1 Zn

Las dos primeras columnas (Cobo Ortega 1995) muestran los coeficientes
de las variables bésicas en la funcion objetivo (primera columna) y las
variables béasicas del vector X (segunda columna), mientras que la tercera
columna mostrard el vector de términos independientes de las restricciones.
Ademads, estas variables basicas iniciales deben tener una matriz de base
asociada que represente la identidad ya que esta puede utilizarse como base
inicial del algoritmo al introducir variables. En caso de que no ocurra,
podremos utilizar las variables artificiales. Las variables artificiales se
introducen en el modelo de manera positiva y con un coeficiente muy alto
para que no afecten a la solucién del problema, lo deseable es que dejen de
ser bésicas rapidamente y de esta manera se anulen. Por tanto, para
minimizar la funcion objetivo deben anularse estas variables, con lo que en
alguna de las iteraciones del método Simplex, las variables artificiales dejan
de ser basicas y a partir de ese momento puede prescindirse de ellas.

Otra de las opciones a efectuar, (Cobo Ortega 1995), es la manipulacién del
problema:

Se tiene una matriz basica B, no necesariamente igual a la identidad. Las
restricciones podrian expresarse en la forma:
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(B D) (%5)= Bxe +Dxo=b
Multiplicando por la matriz inversa de B:
Xg+B1Dxp=Bb

gue es igual a:

(1BD) (§,)=B*'b

De esta manera, la matriz de coeficientes de las restricciones tiene una matriz
basica identidad.

-En la primera fila se colocan los coeficientes de las variables de la
funcion objetivo.

-El centro de la tabla nos indica la matriz de coeficientes A.

-En la pendltima fila, obtenemos los resultados de multiplicar la primera
columna con la matriz A de la parte central de la tabla.

-Por dltimo, la dltima fila nos indica la diferencia entre la primera fila 'y la
pendltima.

Estas tablas descritas anteriormente seguin Angel Cobo (1995), contienen cada una de
ellas una solucion basica factible. Para obtener esta solucién, hay que seguir una serie
de reglas, ademas también nos podemos encontrar soluciones no éptimas que se
observaran analizando los signos de la ultima fila de la tabla:

El 6ptimo ha sido alcanzado cuando los elementos de la ultima fila son 0 o con valores
positivos, es decir, mayores o iguales que 0. Es decir, el vector de costes reducidos o
relativos tiene que ser 0 o positivo, siendo su expresion:

r=cp—ceB'D
Si r=0 obtenemos una solucion basica 6ptima.

Si r>0 obtenemos una Unica solucion basica 6ptima.

En el caso de que algun elemento sea negativo el valor puede mejorarse. Para ello,
realizaremos una tabla nueva siguiendo los siguientes pasos descritos por Cobo (1995):

1- La posicién del mayor valor absoluto de la dltima fila, indica que variable
pasara a ser basica.

2- Buscamos la variable basica a la que sustituira la variable del anterior paso.
Para ello dividiremos los valores de la tercera columna entre los valores
positivos de la columna A seleccionada en el paso anterior; en el caso de no
encontrar valores positivos concluiremos que el problema no tiene un 6ptimo
finito. En el caso contrario, de todos los cocientes calculados se selecciona
el minimo y la variable de la segunda columna que esté en la fila de ese
minimo es la que deja de ser una variable basica.

3- Utilizaremos simples transformaciones (multiplicar por constantes en la fila
del minimo o sumar y restar a una fila un mdaltiplo de la fila que contiene el
minimo) en la tercera columna y en A hasta transformar el denominador del
cociente minimo anterior en 1.
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4- Intercambiar variables bésicas de la segunda columna al mismo tiempo que
se modifica el elemento de la primera columna.
5- Volver a calcular los valores de la ultima fila.

Estos pasos se repetiran hasta que r=0.
Ademas, todas las tablas tienen caracteristicas en comun:

- Los elementos de la tercera columna son mayores o iguales que 0 excepto
el que indica el valor de la funcién objetivo, es decir el Ultimo, que podra ser
negativo.

- Las columnas de A asociadas a las variables basicas forman una matriz
identidad.

6.2.1. Ejemplo:

Siguiendo el ejemplo del apartado 6.1:

Min 2X1-X2
-2X1+2Xo+X3=4

4X1+2Xo+X4=12

Xi20 i=1,2,3,4
2 -1 0 O
0 |Xs 4 |-2 21 O
0 | X4 1214 2 0 1
0|0 0 0O
2 -1 00

Dado que llevan asociada la matriz de base la identidad, se toman como variables
bésicas xs y xa. La solucién basica factible asociada a esta primera tabla es (0, 0, 4, 12).

Dado que en la ultima fila de la tabla solo tenemos un elemento negativo (-1),
obtendremos de esa columna el minimo. El siguiente paso sera dividir 4/2 y 12/2. En
este caso el valor que actuara de pivote sera el 2 de la primera fila. Por lo tanto,
sabremos que la variable xs ya no ser& bésica y sera sustituida por la variable x.
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Una vez identificado el elemento que actuara como pivote, se realizaran las siguientes
operaciones para que el pivote sea 1y los restantes elementos de su columna, O:

Dividiremos la primera fila por 2 y restaremos a la segunda fila dos veces la primera

Por tanto, la tabla quedara de la siguiente manera:

2 -1 0 O

-1 X2 2 |-1 1 12 O
0 Xa 8 |6 0 -1 1

-2 |1-1-12 0
1 0 1/2 0

Podemos observar que se ha encontrado el 6ptimo en las coordenadas:
X1=0 Xz=2 X3=0 X4=8
ya que la ultima fila esta formada solo por nUmeros mayores o iguales que O.

Ademas, el valor 6ptimo sera -2 ya que es el tltimo elemento de la tercera columna.
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7. CONCLUSIONES

Tras la realizacion de este estudio, podemos comprobar la importancia que tiene la
investigacion de operaciones y programacion lineal, siendo un instrumento clave en el
andlisis matemético y la gestion empresarial, que las empresas necesitan para
maximizar su beneficio, tomando decisiones optimas basadas en el razonamiento,
estudio y andlisis de la informacién que esta al alcance. Es decir, planteamiento,
construccion, solucion, validacion y control, transformacion e implementacion del
modelo.

El andlisis historico nos permite descubrir su creacién para el ambito militar y su
posterior desarrollo en el mundo industrial gracias a la mejora de la técnica, que ha
provocado que estos métodos se utilicen rutinariamente tanto en el mundo de la
empresa como fuera de ella.

Un aspecto importante dentro de la investigacién de operaciones es la programacion
lineal, que es aquella en la que la funcién objetivo y todas sus restricciones son lineales
y sus variables continuas. Se utiliza, debido a sus amplias aplicaciones practicas, en
areas como la asignacion de recursos escasos, la compra y la fabricacion y la
administracion de las agencias. Existen distintos métodos de resolucion. Este estudio
se centra en el método Simplex que permite resolver los problemas de programacion
lineal con mas de tres variables.

Se ha profundizado también en las caracteristicas de la formulacion de programas
lineales y su transformacion a la forma estandar y matricial.

Por ultimo, definimos el método Simplex, el cual implica la realizaciébn de una gran
cantidad de calculos, sobre todo cuando el nimero de variables o restricciones es
relativamente elevado; explicamos sus caracteristicas matriciales de una manera teérica
y lo resolvemos de manera practica encontrando las soluciones bésicas factibles.
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