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ENUNCIADOS NI CIERTOS NI FALSOS EN RAZONAMIENTO
AUTOMATICO EN GEOMETRIA

ZOLTAN KOVACS, TOMAS RECIO Y M. PILAR VELEZ

ABSTRACT. We investigate and generalize to an extended framework the notion of true on
components labeled by Zhou, Wang and Sun in their paper “Automated Reducible Geome-
tric Theorem Proving and Discovery by Grobner Basis Method”, J. Automat. Reasoning 59
(3), 331-344, 2017. A new, simple criterion is presented for a statement to be simultaneously
not generally true and not generally false (i.e. true on components), and its performance
is exemplified through the implementation of this test in the dynamic geometry program
GeoGebra. This extended abstract is based on a recent work by the authors [5].

INTRODUCCION

El enfoque de razonamiento automaético basado en geometria algebraica consiste en traducir
los enunciados de geometria elemental, {H = T'}, a expresiones algebraicas. De este modo
los objetos geométricos que verifican las hipdtesis son soluciones de un sistema de polinomios
V(H)={h1=0,...,h, =0} (variedad de hipotésis), y se representan algebraicamente por
estos polinomios como un ideal (de hipotesis), H = (hq ..., h,), en un anillo de polinomios.
Igualmente la tesis es solucion de una ecuacion V(T) = {f = 0}.

Cuando V(H) C V(T) podemos decir que el teorema es siempre cierto. Sin embargo, esto
sucede raras veces, incluso para teoremas bien conocidos, dado que la traduccién algebraica
del enunciado geométrico no suele excluir los casos degenerados, ver por ejemplo [3].

Por ello se hace un planteamiento ligeramente diferente, detectar primero una colecciéon de
variables tal que ninguna relacién polinémica entre estas variables se anule sobre todo V (H)
(i.e. variables independientes modulo H). Entonces, las componentes irreducibles de V(H)
sobre las que estas variables permanecen independientes se denominan no degeneradas.

Asi, un enunciado es generalmente cierto si la tesis se verifica al menos sobre todas
las componentes no degeneradas. Y si la tesis no se anula idénticamente sobre ninguna
componente no degenerada el enunciado se considera generalmente falso. Observar que esto
incluye el caso siempre falso en que la tesis no se verifica sobre ningin punto de la variedad
de hipotesis.

En este contexto se presenta un caso particular que se ha revelado de gran interés, aquellos
enunciados que resultan no ser ciertos ni falsos.

Analicemos un ejemplo muy simple. Sean los puntos del plano A(0,0), B(2,0) y las circun-
ferencias ¢ centrada en A y d centrada en B, ambas de radio r = v/3, i.e. c: 22 +y>—3 =0
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and d: (z —2)? +y? — 3 =0. Tomemos E(u,v) y F(m,n) los puntos de intersecciéon de ¢y
d. El ideal de hipotesis es: <u2 +02 =3, (u—2)2+v2 -3 m?+n%?-3,(m—2)%+n?— 3> .
La tesis de este enunciado es que las rectas AE y BF son paralelas, es decir, viene dada
por el polinomio: u-n —v - (m — 2).
El ideal de hipotesis es claramente de dimension cero y tiene dos componentes primarias
sobre los racionales,
(v—mn,(m—2)?+n?—-3,(u—2)2+v?—3,m?+n?—3,u*+ 0> -3)
= <v—n,u— 1,m—1,n? —2>
(v+mn,(m—2)2+n?—3,(u—2)2+0?—3,m?*+n?-3,u*+ 0> - 3)
= <v+n,u—1,m—1,n2—2>.

Es facil verificar que la tesis es falsa sobre la primera componente y cierta sobre la segunda.
Se trata por tanto de un enunciado de geometria elemental que con este enfoque, podriamos
decir, no es ni cierto ni falso.

Por definicion un enunciado no puede ser a la vez generalmente cierto y generalmente
falso. Sin embargo, como muestra el ejemplo anterior, existen enunciados que son a la vez
no generalmente ciertos y no generalmente falsos (otros ejemplos en [6, [1]).

Por otra parte, obsérvese que los conceptos introducidos arriba aluden a componentes
irreducibles de una variedad algebraica y a un conjunto de variables independientes, por
tanto dependen por una parte del cuerpo base sobre el que trabajemos (el ideal H del ejem-
plo anterior tiene cuatro componentes sobre Q(v/2)) y, por otra, del conjunto de variables
independientes elegido.

Los resultados que aqui presentamos a continuaciéon forman parte de un reciente trabajo
de los autores [5] sobre las cuestiones mencionadas arriba.

1. ENUNCIADOS GENERALMENTE CIERTOS EN COMPONENTES

Sean K y L cuerpos, con L extension algebraicamente cerrada de K (por ejemplo L = C y
K = Q) y considérese un enunciado {H = T'}. Sean H = (h1...,hy) y T = (f) los ideales
de hipotesis y de tesis en un anillo de polinomios K[X], donde las variables X = {x1,...,z,}
se refieren a las coordenadas utilizadas en la descripcion algebraica de las hipotesis. Y sean
V(H) y V(T) las correspondientes variedades de hipotesis y de tesis en el espacio afin L"
definidas sobre K.

En lo que sigue fijemos un enunciado {H = T} formulado sobre K y un subconjunto
Y ={z1,...,24} de X de variables independientes para H (i.e. H N K[Y] = (0)).

Definicién 1.1. El enunciado es generalmente cierto si la tesis f se anula idénticamente en
todas las K-componentes de V(H) no degeneradas con respecto Y.

El enunciado es generalmente falso si la tesis f no se anula idénticamente sobre ninguna las
K-componentes de V(H) no degeneradas con respecto Y.

La terminologia “cierto en componentes” ha sido introducido recientemente en [7] pa-
ra enunciados que no son generalmente ciertos ni falsos, pero en un contexto ligeramente
diferente al nuestro, suponiendo K = L algebraicamente cerrado.

Definicién 1.2. El enunciado es cierto en componentes (o cierto en partes no degeneradas)
si la tesis f se anula identicamente en alguna, pero no todas las K-componentes de V(H) en
L™ no degeneradas para Y'; es decir, si no es ni generalmente cierto, ni generalmente falso.
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Tomese ahora Y = {z1,...,24} (0 < d < n) un conjunto de variables independientes
de cardinal mdzimo para el ideal de hipotesis H; esto es H N K[Y] = (0) y para cualquier
conjunto Z C X con r > d elementos, H N K[Z] # (0). Luego, la dimension de Krull de
V(H) es d.

En [0] se da una condicion necesaria y suficiente para enunciados generalmente ciertos y
otra para generalmente falsos, basadas ambas en eliminacién en ideales de polinomios. En
[5] se retoma esta idea y se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Sea {H = T} un enunciado y establezcamos un conjunto de variables in-
dependientes de cardinal mdzimo Y = {xi,...,xq} para el ideal H (i.e. d = dim(H)).
Entonces, el enunciado es cierto en componentes si y solo si

(i) (h1,.. . he, fot— D KX, NK[Y] = (0),y
(i) (ha, ... by, ) K[X] N K[Y] = (0).

El teorema anterior proporciona un criterio directo para detectar si un enunciado es cierto
en componentes comprobando si el resultado de dos eliminaciones es cero o no. La primera
detecta que el enunciado es no generalmente cierto y la segunda que es no generalmente
falso, ademés ambas condiciones son necesarias y suficientes (ver [6]).

Por otra parte, este teorema nos permite también entender un hecho aparentemente con-
tradictorio que se ha senalado anteriormente: la descomposicién primaria de un ideal depende
del cuerpo base. Sin embargo, teniendo en cuenta que el calculo de bases de Grobner (fun-
damento de los algoritmos de eliminacion) se realiza sobre el cuerpo base, podemos deducir
el siguiente:

Corolario 1.4. Sea K' un cuerpo intermedio, K C K' C L, donde L es algebraicamente
cerrado. En las hipotesis del teorema, un enunciado es cierto en K-componentes si y sdlo si
es cierto en K’'-componentes; es decir, el concepto cierto en componentes no depende de las
extensiones del cuerpo base.

Nota 1.5. Cuando trabajamos con enunciados de geometria parece l6gico tomar como varia-
bles independientes las coordenadas de los puntos libres de la configuracién geométrica que
estamos tratando. En la mayoria de los casos este conjunto de variables “intuitivamente”
maximal es de cardinal maximo, pero hay ejemplos en los que no es asi. Por ejemplo en
[3, Ejemplo 7], se construye un triangulo de vértices (—1,0), (1,0), (u[1],u[2]) para razonar
sobre la férmula de Euler que relaciona los radios de las circunferencias inscrita y circuns-
crita. Aqui la dimensién esperada es 2, pero la dimensiéon del ideal de hipotesis es 3. Sin
embargo, si se incluye como nueva hipétesis que (u[1], u[2]) no esté en el eje x se obtiene la
dimension 2. Se trata de un problema relacionado con la dificultad de controlar todas las
degeneraciones cuando se trabaja algebraicamente que ya fue considerado en [2].
Obviamente el hecho de que las coordenadas de los puntos libres de la configuraciéon
geométrica sean un conjunto de variables independientes de cardinal méximo para H da
sentido a los conceptos de generalmente cierto, generalmente falso y cierto en componentes.
Por ello, cuando esto no sucede, proponemos revisar la construccion evitando degeneraciones.

2. IMPLEMENTACION EN GEOGEBRA

El programa de geometria dindmica GeoGebra incluye, entre sus utilidades de razona-
miento automaético, el concepto “cierto en componentes” desde la version 5.0.415.0 (diciembre
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2017), ver [4]. El criterio del Teorema nos ha permitido completar los casos de decisién
sobre la veracidad de enunciados de geometria elemental.

A continuacién se presentan a grandes rasgos los pasos de este algoritmo para decidir la
veracidad de un enunciado {H = T'}:

1) Primero elegir en la construcciéon un conjunto Y de variables geométricamente inde-
pendientes entre las coordenadas de los puntos libres de la configuracién y comprobar que
realmente son independientes, H N K[Y] = (0).

2) Comprobar si la dimension de Hilbert de H coincide con el cardinal de Y. Si no es asi se
sugiere al usuario revisar degeneraciones en la construccion (FIN). En otro caso continuar.

3) Calcular (hq,...,hy, f-t—1) K[X,t]NK[Y]. Si es # (0) el enunciado es generalmente
cierto (FIN). En otro caso continuar.

4) Calcular (hy,...,hy, f) K[X] N K[Y]. Si es # (0) el enunciado es generalmente falso
(FIN). En otro caso el enunciado es cierto en componentes(En este caso la respuesta de
GeoGebra es verdadero en parte, falso en parte).

Sobre lo expuesto anteriormente, pueden consultarse varios ejemplos ilustrativos en https:
//www.geogebra.org/m/zpDg7taB.
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