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(NTRODUCCION. 

De todos es conocido que ios Doltnomíos const i tuyen el núcleo del 

álgebra. Estos pueden ser estudiados desde dist intos puntos de v is ta , s in 

duda el rnás tratado es el estudio del ani l lo de polinomios (Ríx,,..„;Xp,], . ) 

cm la adición y la mult ipl icación de polinomios. 

La presente memoria t ra ta de casì -an i ì los de polinomios sobre un 

anillo R commutativo y con unidad; es decir, estudiarnos algunos aspectos 

de la estructura algebraica (R|X|, + , o ) donde " + " es la adición de 

polinomios y " o " es la composición o sust i tución de polinomios. 

El punto de referencia obligado siempre que se estudian casl-anl l los 

o siempre que esta estructura se emplea como herramienta, es el l ibro de 

60nter P i l z " A/e^r-Ñmgs " IP], contiene un buen sumarlo sobre los 

resultados de esta mater ia asi como una bibl iografía completa. 

Los casi -anl l los son una general ización de los anil los. En términos 

coloquiales un casl -anl l lo es un anil lo ( N, + , . ), donde la adición " + " 

puede no ser conmutat iva y donde sólo se exige una ley d is t r ibut iva 

Estos aparecen de forma natural ; considerar el conjunto M(6) de todas 

las aplicaciones de un grupo 6 en sí mismo, (M(6), +, o) es un casl-anl l lo , 

donde " + " es la adición de aplicaciones y " o " es la composición de 

¡aplicaciones. 



Historicamente, ìa pr imera etapa hacia ia axiomatización de los 

casl-ani l los fue dada por L E, Dickson [D] en 1.905. Dicl<son encontró 

"cuerpos con una sola ley d is t r ibut iva ", llamados hoy cas1-cuerpos. Una 

veintena de años más tarde éstos fueron usados para introducir 

coordenadas en un plano af ín " no Desargueslano "; es ded r , un plano af ín 

que no ver i f iaue el axioma de Desargues es "equivalente" al producto 

cartesiano K x K donde K es un casl-cuerpo y las rectas son las 

combinaciones lineales con coeficientes en K , Reciprocamente: dado un 

casi-cuerpo K , el par ( K x K, F ) es un plano af ín , ( en general no 

desargueslano si K no es un cuerpo ), donde r e F s i y solamente si r = 

( (x ,y) € K X K / aX + by + c = O, para algún ( a, b ) * ( O, O ) j , H, Zassenhaus 

¡ZJ fue el que caracter izó todos los casl-cuerpos f ini tos. En 1938 H. 

Wielandt [W] comenzó a estudiar los casi-ani l íos, obteniendo unos 

interesantes resultados; también en estos trabajos es la pr imera vez que 

aparece la palabra "casí-ani l lo". Años más tarde H. Neumann [Nj, en [1954, 
i 

1956] y A. Fröhl ich [ F l ] [F2], en [1958-1962] publican una serie de 

j3rtículos sobre casi-ani líos estrechamente ligados con la teoría de grupos, 

relacionando la resolubíl idad del grupo del casi-aní l lo y la distr ibut ivídad 

del casi-ani lio. 

j 

; A, Fröhl ich es el pionero en el estudio de los casi-anl l los 

distr ibut ivamente generados, obteniendo como consecuencia unos 

generosos resultados en teor ía de grupos. Como continuación a los 

trabajos de A. Fröhl ich podemos destacar entre otros a J . D, P. Meldrum [M], 

y a uno de sus alumnos lan Roberts [R]; usaremos resultados obtenidos por 

estos en el segundo capítulo. Parte de estos trabajos se encuentran en el 

íí 



interesante у reciente libro de J.D.P. Meldrum, [M] " Меэг-ríngs and then 

\ипкя wftñaroüDs". publicado a finales de 1,985, 

Por otro lado, siembre que se trabaje con la sust i tución de 

Dolínomios, el ounto de referencia mas extendido es el l ibro de H, Lausch y 

W.Nobauer " А1аеогз of polvnomiaìs" ( 1,973 )[L-N3, 

Entre todos los aspectos en el estudio de polinomios, nosotros 

pensamos aue uno de los más importantes es la conexión entre polinomio y 

función polínómtca. De todos es conocido que dos polinomios pueden def inir 

la misma función polinómica, ( p, e. en cuerpos f in i tos ) en este sentido los 

casí-anl l los de polinomios parecen ser un buen contexto para este f in [PJ, 

IL-N] ( por ejemplo, el conjunto de polinomios que definen la función 

polinómica cero es un Ideal en el cast-ani l lo de polinomios R[X] ) 

Por ot ra parte, la sust i tución de polinomios fue usada para reso lver 

ecuaciones de grado tres y cuatro, haciendo susti tuciones lineales de la 

b r m a aX+b o susti tuciones cuadráticas de la forma aX^+bX+c. Ecuaciones 

de grado mayor que cuatro son costosas de resolver Incluso si ei 

polinomio es resoluble por radicales. A menudo la técnica más usada es 

encontrar los factores Irreducibles del polinomio, asi las raices 

consti tuyen la unión de las raices de los factores Irreducibles. Ahora bien, 

fexisten polinomios Irreducibles que. sin embargo, son descomponibles en 

fel casl-anl l lo de polinomios de una forma no t r i v i a l 

Por ejemplo, el polinomio f (X ) con coef ic ientes en el cuerpo de los 

húmeros racionales: 

f (X ) = ^ бХ'^ + * 9X2 + 3x - 5 es irreducible . 

Sin embarqo 

lil 



>•{>;) = g(X) о h(X) . con g(X) - • X - 5 у h(K) - ^ ЗХ, 

Luego para computar las raíces de f (X) , pr imero computamos las 

raices de el polinomio cuadrático g ( X ) , digamos a^ , . Entonces ios ceros 

de f(X) son los ceros de los polinomios 

h^(X) = X~ ^ 3 X - a , y h2(X) = X ^ + З Х - З з -

En general, supongamos que f(X)= g(X) o h(X)¡ las raíces de f (X) son 

ias raices de los polinomios hj(X)= h(X) - aj donde los aj son los ceros 

del polinomio g(X). 

Estas ideas, ya recogidas desde hace mucho tiempo, están teniendo en 

estos momentos un gran ínteres, como muestra el reciente art iculo 

''Pohmúmi?:^! uecompositm aigotíhms " publicado en " U Symùoìfc 

Computation" ( 1.985 ) рог David R. Barton у Richard ZIppel [B-Zl en orden 

a obtener algoritmos que permitan descomponer un polinomio en 

"componentes indescomponibles". Huchos resultados relacionados con la 

descomposición de polinomios se pueden encontrar en el l ibro antes citado 

"Aìgeùra oí poiynonmis" de H. Lausch and W. Nobauer [L-N] y en el 

Interesante l ibro " Seiected topics on р о Н т о т Ш з " (1.982) de Andrzej 

Schlnzel IS], Parte de estos resultados serán ut i l izados en el apéndice de 

la memoria. 

Pasamos ahora a describir el contenido es t r ic to de la presente 

memoria. 

Hemos Incluido en el capítulo cero de la memoria el mater ia l 

introductorio de la teoría básica de casi -anl l los con objeto de hacerla lo 

más autocontenida posible y podernos s i tuar con comodidad en el resto de 

Iv 



los capítulos. Este capítulo, divido en dos párrafos, contiene la definición 

de casi-ani l lo y en él estal)lecemos dist intos conceptos y resultados que 

nos recuerdan a los ya conocidos de la teoría de anillos. El párrafo dos está 

dedicado a los conceptos y resultados clásicos sobre casi-ani l los 

distr ibutivamente generados. En todos los resultados y definiciones 

daremos las fuentes de los mismos. 

El capítulo primero esta centrado en el estudio de los elementos 

distr ibut ivos del casi-anl l lo de polinomios y del casi-aní l lo de serles de 

potencias formales. En el párrafo uno damos una descripción expl íc i ta de 

los elementos dist r ibut ivos de R [ X ] y R Q Í X ] . Como consecuencia obtenemos 

que RfX]¿ coincide con RQÍXJ^J. En el párrafo dos estudiamos el anil lo de los 

elementos d is t r ibut ivos de R[X] obteniendo algunas caracter izaciones de 

este anillo. El resultado más importante de este párrafo es 

R Í X ] = ( ® I [ X ] ) ® R X 
d peP p 

donde P es el conjunto de todos los números primos y los lp[X] son ideales 

del anillo R lx ]^ , en part icular s i la caracter ís t ica de R es un número primo 

s el conjunto de 1os elementos d is t r ibut ivos de (R(Xl, o) es 
n r,-1 1 o 

RlX]^ = la^X^ a^_^X^ -^a^X^ +a^X^ /a .eR,n¿0) 

Antecedentes al estudio de R[X]^ no los hemos encontrado en los 

"cas l -ani l leros" sino en los trabajos acerca de la teoría de cuerpos 



f ini tos у рог ]о tanto en otro contexto. As i O, Ore [0] define " polinomio 

aditivo " o "p-polinomio " sobre un cuerpo, como un polinomio f (X ) 

satisfaciendo la siguiente Identidad: 

f( X + Y ) = f (X ) + f ( Y ) , 

donde X e Y son variables algebraicamente independientes. Ore demuestra 

aue si la caracter ís t ica del cuerpo es cero, entonces los polinomios 

aditivos son todos t r iv ia les ; es decir, l ineales; sin embargo, si la 

característ ica del cuerpo es un primo p, entonces son todos de la forma 

descrita arriba. 

Parte de los resultados de estos dos párrafos se encuentran en [G-RJ. 

Cerramos este capítulo encontrando todos los elementos d ist r ibut ivos 

de los casí-ani l los de ser ies de potencias formales sobre un anil lo 

conmutativo y con identidad, caracterizando el anil lo de dichos elementos, 

Los resultados obtenidos en este caso son análogos al caso de polinomios. 

La técnica para la demostración es inversa a la de los polinomios, en el 

sentido de que en el caso de polinomios atacamos el problema por el grado 

del polinomio y en el caso de ser ie de potencias formales por el orden de la 

serie. Ambas técnicas son de tipo elemental,, puesto que no presuponen un 

gran conocimiento de conceptos de algebra. El casi-ani l lo de serle de 

potencias formales ha sido considerado por A. Fröhlich [F3], Cartan [C], H. 

Kautschitsch [K l ] y W. Muller [ K-M] entre otros. H, Kautschitsch en [K l ] 

encontró todos los Ideales maximales de este casl-anl l lo. 

Parte de los resultados de este úl t imo párrafo se encuentra en [Gl ] , 

En el capítulo dos abordamos el estudio de los subanll los y anil los 

toclentes de un casl-anl l lo de polinomios. Ciertamente el párrafo uno 

v i 



también hubiera podido estar ubicado en el primer capítulo pues en él 

investigamos aué subcasi-anlUos gozan de la propiedad dist r ibut iva a 

ambos lados. El resultado más destacable al respecto es el siguiente ; 

Si R es un dominio de integridad " Todo subaníllo de R[X] (no 

necesariamente unitario ) está contenido en el anil lo de los elementos 

distr ibut ivos. " 

Como corolario del resultado anterior obtenemos que los anil los del 

casí-ani l lo Z/p2ÍX] son los subaníllos (salvo isomorfismo ) del anil lo de 

polinomios ( Z /p2[X l . ) 

La complejidad del problema se agudiza cuando el anil lo R no es un 

dominio de Integridad, en este caso ponemos unos ejemplos i lustrat ivos. 

Parte de los resultados de este párrafo se encuentran en [G-Rj. 

En el párrafo dos de este capítulo nos dedicamos al estudio de anil los 

cocientes de casí -an i l los N; es decir, buscamos ideales ! de N tales que 

N/j sea anillo. Definimos el radical-ani l lo (el menor ideal de N que contiene 

a; todos los conmutadores y distr ibuidores), obtenemos algunas 

caracter izaciones de este Ideal que relacionan el ideal distr ibuidor y el 

Ideal conmutador, en part icular en los casl-ani l los distr ibut ivamente 

generados. Jus t i f i camos también el término " radical " del radical ani l lo, 

demostrando que define una aplicación A que es radical. En el párrafo t res 

estudiamos el radical anil lo en los casl-ani l los de polinomios, que 

obviamente coincide con el Ideal distr ibuidor Dj íX] , El resultado más 

notable es quizás que D| lX] es un Ideal principal; es decir, como en teor ía 

de anil los, generado por un único elemento ( D t f X ] =3 (1 ) ). También 

v i i 



encontramos los ideales distr ibuidores para una clase muy amplia de 

anillos R . Por úl t imo, algunas consideraciones sobre el Ideal distr ibuidor 

de RQIX ] nos permit i rán concluir que los casi-ani l los R Q I X I nunca son 

Л-rad1cэ1es. Apenas hay antecedentes de trabajos re lat ivos al estudio del 

Ideal distr ibuidor de RlXl Sin embargo en el estudio de 3(1 ) debemos ci tar 

a J . L. Brenner Д Л 1 P 2 l ( 1.974-1.985) y a J . Clay y D.Dol ( 1.973). Estos 

últ imos encuentran 3(1) para todos los F I X ] donde F es un cuerpo de 

cardinal mayor que dos, y J . L. Brenner lo hace para Z [ X ] y l/^P^^ -

particular, 3(1) en es fundamental para una parte amplia de los 

resultados obtenidos en el párrafo tres. J . L. Brenner en su art ículo 

"Álgebras of polynomials " (1,985) sugiere algunas técnicas de 

demostración para atacar el problema de encontrar 3(1) para algunos 

anillos R muy part iculares. 

Parte de los resultados de los párrafos 2 y 3 se encuentran en [G 2 ], 

El capítulo t res se aparta del contenido de los otros dos capítulos, s in 

embargo los tópicos que tratamos son muy extendidos y han sido abordados 

por var ios especial istas. En este capítulo estudiamos los ideales de Z [ X ) y 

y de los ideales del anil lo de composición ( R [ X ] , + , ,.,0 ). 

En el l ibro " Near-rings" de Günter P i l z , en la pagina 228, dice " / j / / 

maxfrmí fcfeais or aìì fui! Ideáis ofZlXìare not Known " 

J . L Brenner en su art iculo " Aigeùras of poiynomfáis'' (1.985) dice 

encontrar todos los Ideales de Z [ X ] . En el párrafo uno Investigamos los 

ideales de Z [ X ] , en part icular damos una descripción completa de los 

v i l i 



ideales maximales. Apareciendo ideales no mencionados рог Brenner. 

Aplicando los teoremas de isomorf ia obtenemos como consecuencia 

los ideales maximales de Z/^2^X] para todo n , Esto conti tuye el párrafo 

dos. 

A l principio de la introdución comentábamos que el estudio de los 

polinomios es la mayor parte el del anil lo ( RIX], + , . ) , sin enbargo parece 

interesante estudiar la estructura con las tres operaciones , obteniendo así 

( R[X], +, , , o ) que en términos algebraicos es conocida como un anil lo de 

composición. En el párrafo t res destacamos los Ideales del casí-ani l lo RfX] 

que son ideales del añilo de polinomios R[X], conocidos en la l l terarura 

como ideales completos ( f u l l ) o ideales de composición (puesto que son 

los ideales del anil lo de composición ( R[X], +, . , o ) ). En este párrafo 

encontramos todos los ideales completos maximales de RÍX] que están 

estrechamente ligados a los ideales maximales del anil lo R. Obtenemos de 

esta forma el radical de Jacobson del anil lo de composición. Antecedentes 

3 estos tópicos les encontramos en J . Clay y K. Doi [ C - D ] , Lausch y Nöbauer 

[ Ü - N J , 

En part icular H. Kautsch i tsch [K2J en " Maximal ideals in Ш 

near-rings of poiynomiais" (1.985) en un resultado obtiene todos los 

Ideales maximales para una clase muy amplía de anil los, en part icular 

todos los cuerpos de cardinal mayor que 2 y todos los anil los de 

caracter íst ica un número posi t ivo impar. 

Acaba la memoria con un interesante algori tmo para la 

descomposición de polinomios. 

Ix 



En el aDéndíce hemos considerado el siguiente problema : Dado un 

polinomio f(K) € F ix] , F un cuerpo, encontrar una descomposición completa 

de f(K) de la forma ; 

f (X) = g | ( X ) o g2(X) o o gp,(X) donde los gj(X) son 

po i i nom i os 1 ndescom pon i b i es. 

l Los únicos algori tmos que se conocen al respecto son debidos a David R. 

Barton y Richard Zippel [B-Zl (1.985), En estos dos algoritmos en alguna 
i 

etapa necesitan de la fac tonzac ión de un polinomio, en uno de los 

algoritmos de todos los factores irreducibles de un polinomio en dos 

variables y en el otro de todos los factores irreducibles de un polinomio 

en una única variable. Barton y Richard Zippel comentan que los algori tmos 

gastan el mayor tiempo en la etapa de la factor ización. En este apéndice 

presentamos un algori tmo para determinar una descomposición completa de 

un polinomio f (X ) , con técnicas elementales que no hace uso de la 

factor ización de polinomios. La complejidad de este algori tmo que 

presentamos, parece ser bastante menor que los debidos a David R. Barton 

y Richard Zippel [B-Z] fundamental porque en este, no hacemos uso de la 

factor ización de polinomios. Obtenemos también algunas aplicaciones al 

calculo de los factores irreducibles de un pol inomio. 



CAPITULO 0. C A $ i - A H I U 0 3 

En este capítulo Introducimos parte de la teoría básica de 

J:asi-anUlos ya que, aunque puede ser conocida, serv i rá para si tuar mejor 

el contenido del resto de los capítulos. En el párrafo 1, además de 

¡introducir - como es obvio- la definición de casl-ani l lo. establecemos 

instintos conceptos y resultados que nos recuerdan a los ya conocidos de la 

¡teoría de anil los. El párrafo 2 está dedicado al estudio de los casi-ani l los 

distr ibutivamente generados. 

S 1. C A S I - A N I L L O S . 

D e f i n i c i ó n 1.1 fPl 

Un conjunto N junto con dos operaciones binarias " + " y " , " es un 

casi-aníl lo si ; 

(a) ( N, ) es un grupo ( no necesariamente abellano ) 

(b) ( N , . ) es un semigrupo. 

(c) Para todo n j , n-^, n j e N : ( nj + n2 ) n^ = n | n3 + n2 n j ( propiedad 

distributiva a la derecha ). 

Nota 1.2, 

Puesto que en la definición anterior se hace uso de la distr lbut ivídad 

a la derecha , parecería más preciso hablar de " casi-ani l los a la derecha" 

los que ver i f iquen (c) y de " casi-ani l los a la izquierda " aquellos que 

^/erif íquen ( c ' ) en lugar de (c ) , donde: 

1 



( с ) Para todo n ¡ , П3 € N : П | ( П2 + П3 ) = П | П2 + n j П3 . 

Ambos conceptos desarrollan teorías parale las. 

Como dice G. P I I 2 en su l ibro '* Near - r i ngs " [ P 1" The "relfgíous war ; 

ffn'g/it or left near-rings are "better ",, /s st/7/ unsettlecf " . Sin embargo 

podríamos decir, a la v i s ta de una bibl iografía básica que dicha " rel igious 

k a r " podría terminar en un amigable empate, ya que por ejemplo, mientras 

6. Pl lz en el l ibro antes citado ut i l i za casi-anl l los a la derecha, J.D.P. 

fleldrum IM] en su l ibro " Near- r ings and their l inks w i t h groups " usa 

casl-ani l los a la izquierda . No obstante en la teoría de casi-an11los de 

polinomios se trabaja siempre con " casi-anl l los a la derecha " , es decir 

ton casi-anl l los. 

A lo largo de este capítulo N = ( N, . ) denotará un casí-ani l lo. El 

elemento neutro de ( N , + ) será denotado por 0. 

E j e m p l o s 1.3. 

(a) Todo anil lo es un casí-ani l lo. 

(b) Sea ( 6, + ) un grupo escr i to adit ivamente ( no necesariamente 

йЬеИапо ). El conjunto de todas las aplicaciones de G en G, con l a " suma " 

V l a " composic ión" de aplicaciones, es un casí-ani l lo. 

Si r i (G): = { f : G -4 G e l casi -anl l lo ( M(G), *, o ) será denotado por 

KG), ( v e r [М]. [ P ] ) 

(c) ( Casl-ani l los de po l inomios) [L-N] , [Р]. 

Los polinomios pueden ser definidos sobre cualquier estrucutura 

Jigebraíca A en un conjunto X ( A n X = 0 ) de " Indeterminadas " en una 

/ariedad V conteniendo A . Denotamos a este conjunto por A( X, V ), 

Rudamente hablando, A(X, V ) es el " conjunto de todas las palabras 



'en A u X, donde la igualdad esta definida de acuerdo con las leyes que 

definen V . Otra caracter ización de A(X, V) es la siguiente : A(X, V ) es la 

junlón l ibre del algebra A y del algebra l ibre F(X ,V sobre X en P . 

En el caso de algunas variedades v, los elementos de A(X ,V ) se 

pscnben de una forma mas conocida. ( por ejemplo para el caso de anil l los 

'conmutativos y con identidad y para grupos ). 

Sin embargo aquí nos restr ingi remos al caso de una única " variable " 

K = f X ) y a la variedad de todos los anil los conmutativos y con 

Identidad. 

Sea R un anillo conmutativo y con identidad 1. E! conjunto R[X] de 

todos los polinomios con coeficientes en R, es un casi-ani l lo con las 

operaciones: 

" ^" suma usual de polinomios y 

" o " sust i tuc ión de polinomios ( f (X) o g(X) = f (g (X) ) , - sust i tu i r el 

3ollnomío g(X) en la variable X del polinomio f (X) - ) . ( ve r [ La -N ] ) 

D e f í n f c t ó n . I,4ÍP1 

Un subconjunto M de N es un subcasl-ani l lo s i ; 

( M , ) es un grupo y ( f i , . ) es un subsemigrupo. 

P r o p o s i c i ó n 1,5, 

En un casi -ani l lo N se tiene 

On = O y ( - n ) n' = - ( n n ' ) , para todo n, n' e N . 

Demústrar/ón 

Se demuestra Igual que en anillos. ( ve r [M], [ P ] ) . • . 



En general no tenemos que nO - O o que n( - n' ) - - ( nn' ). por lo tanto 

ilene sentido la siguiente definición. 

Definición L6 . fP l 

(a) N Q : = [ n € N / nO = O ) es llamada la parte cero-s imétr ica de N. 

(P) Np ; = f n e N / nO = n } es llamada la parte constante de N. 

Es inmediato comprobar que NQ y N^ son subcasi-aníl los de N y que 

Nes suma directa de N Q y Ы^. 

D e f i n i c i o n e s 1.7.[P1 

En los casi-ani l los se definen identidades ( derecha, izquierda ), 

elementos inversibles ( izquierda , derecha ), elementos cancelables 

('derecha . izquierda ) y divisores de cero de forma s imi lar a como se 

qefínen en teoría de anillos. 

D e f i n i c i o n e s 1.6,[P] 

Sea N un casi-aní l lo. 

Sí ( N, + ) es un grupo abelíano, diremos que N es un casi-aní l lo 

abe liana 

Si ( N . , ) es un semigrupo conmutativo, diremos que N es un 

casi-anll lo conmutativo. 

SI ( N , . ) tiene identidad, diremos que N es un casi -anl l lo unitario. 

Sí N = N Q diremos que N es un casi -aní l lo cero-s imetr ico. 

Sí N no tiene div isores de cero diremos que N es un casí-ani l lo 

integro. 



Si ( N^: = N - ( o ) , . ) es un grupo, diremos que N es un casi-cuerpo, 

n p f i n i c l ó n I .Q.fPUl i l 

Sean N, N' dos casi-anl i los, 

Una aplicación f : N -* N' es un homomorf ismo de casi-ani 11 os si : 

( m + n ) = j (m ) + |(.n) y |( mn ) = |( m )|( n ),, para todo m,n e N, 

Los conceptos ; isomorf ismo, monomorfismo y epimorfismo de 

casi-ani l los se definen de forma análoga a como se definen en álgebra 

universal. 

Es conocido que para todo anil lo A ex is te un grupo abeliano G y un 

monomorfismo i ; A -* End( G ). es decir A es un subanillo de End( G ) para 

algún grupo abeliano 6, Se demuestra un resultado paralelo en teoría de 

casi-ani l los : para todo casi-ani l lo N ex is te un grupo G y un monomorfismo 

i : N ^ M(6), es decir N es un subcasl-ani l lo de 11(6) para algún grupo 6, 

J . Mei drum, 6. P i l z y Yong So, 01-P-S] en " Embedíng nesr-nngs inte 

poìynomì3i near-rings" demuestran que para cada casl-anl l lo N existe una 

variedad V de a - Grupos y un 6 e V tal que N se sumerge en GlXj. 

D e f i n i c i ó n M Q f P l 

Un subgrupo normal I de ( N, + ) es un ideal de N , si ve r i f i ca ; 

(a) IN esta contenido en I. 

(b) Para todo n, m e N y para todo i e I : n( m + i ) - nm E 1. 

Un subgrupo normal J de ( N, + ) diremos que es un ideal a la derecha 

de N si ve r i f i ca (a), 

Un subgrupo normal L de ( N, O diremos que es un ideal a la izquierda 

de N si ve r i f i ca (b). 



Nota 1.11. 

Un subgruDo normal 1 de ( N, + ) es un Ideal si v sólo si el conjunto 

cociente N / | puede dotarse de estructura de casi-aní l lo con las operaciones 

inducidas por las de N. 

N / | = ( i 1 € I ) 

( i | * N ) + ( i 2 ^ N ) = ( i | + i.̂  ) + N 

( i j + N ) { Í2 ^ N ) = { i , Ì2 ) 

para todo í p ¡2 ^ ^ • 

Claramente el ( O ) y N son ideales de N , llamados los ideales 

t r iv ia les de N . 

T e o r e m a 1 . I2ÍP1 [h] ( Teorema del tiomomorf ismo ) 

(a) Si I es un ideal de N entonces la aplicación canónica 

f; N-^ N/i es un epimomorf ismo de casi-ani l los, 

(b) Reciprociimente, si N, W son casi -ani l los y h : N N' es un 

eplmorf ismo, entonces Ker( h) es un ideal de N y N/Ker(h) - N'. 

Demostr.3ció/i 

[P] > [M ] la demostración es análoga al caso de grupos o anillos. • . 

N o t a 1.13. 

Como es usual en algebra, un ideal es el núcleo de un homorfismo, 

Esta definición aparece por pr imera vez en un art iculo de G. Birkiioff en 

1,934 de t í tu lo " On tiie combination of subalgebras " publicado en 

" Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 



T e o r e m a 1.14 [P] fM]( Segundo teorema de tsomorf ia ) 

Sea h un eDtmorfismo de un casl-anl l lo N a un casl-aní I lo N ' , 

Entonces hay una correspondencia 1-1 entre los subcasi-anil los (resp. 

Ideales a la izquierda, derecha, ideales ) de N conteniendo Ker(h) y los 

subcast -ani l los ( resp. ideales a la izquierda, derecha, ideales ) de N'. Esta 

correspondencia preserva y re f le ja las inclusiones y està definida por ; 

A ( contenido en N ) ^ h(A). 

Además para todo Ideal I de N conteniendo Kerí h ) se tiene que : 

Si f ; N -» N / ( es el epimorf ismo canónico, se tiene que para todo 

ideale ü de N conteniendo I, 

( N / , ) / ( J / , ) 5 N/i . 

Р]. ÍM]. 

Es necesario recordar algunos conceptos del Algebra Universal 

re la t ivos a " objetos generados para poder hablar de c ier tos subconjuntos 

notables de N generados por una fami l ia de partes de N. 

D e f i n i c i ó n M S f f ì r l f P ] 

Sea A un con junto , 

Un subconjunto -ó de 2 ^ = [ f : A ( 0,1} } se dice que es un s is tema 

de Moore ( Oubre i l - Dubre l l - Jacot in ) en A s i : 



(a) А б ^ . 

(b) i5 es cerrado con respecto a Interseclones, 

P r o n o s í c f ó n L ie. íGr l . fP l 

Sea A un conjunto 

Sí i9 es un sistema de Иооге en A y В un subconjunto de A, entonces 

í В : = O í M / M e i9 y В contenido en M ] es el menor elemento de 

i1 ( con respecto a la inclusión ) que contiene a B. 

Demostración. 

[Grj , [Р]. 

D e f i n i c i ó n 1 • 17.[Gr],[P] 

(a) El elemento [ В J.^^ de i9 de la proposición anterior se dice que 

está generado por B, 

(b) Sea T e i&. Se dice que T está f ini tamente generado si ex is te un 

subconjunto f in i to В de T tal que T = í В j , ^ . 

D e f i n i c i ó n M S . I G r l í P l 

Un s is tema de Moore Ь se dice que es inductivo si Ь contiene la 

unión de cada cadena de elementos de -d. 

Retornando a casi -ani l los tenemos la siguiente proposición que nos 

permi t i rá hablar del ideal generado por un subconjunto. 
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Proposición t . t9 . fPÌ 

El conjunto de todos los ideales ( resp. Ideales a la derecha, Ideales a 

la izquierda ) forma un sistema de fioore inductivo en N. 

Demostración. 

[ P J . 

N o t a c i ó n 

Á lo largo de toda la memoria denotaremos por 3 ( S ) el menor ideal 

de N que contiene a S, donde S es cualquier subconjunto de N, es decir 

3 ( S ) = n ( I / I es un ideal de N y S contenido en i }. 

P e f i n l c j ó n . l . 2 l . í 6 rL [P ] 

Un Ideal maximal de N es un ideal que es maximal en el conjunto de 

Ideales de N dist intos de N. Similarmente se define idea! a la derecha 

maximal e ideal a la izquierda maximal. 

Dualmente se definen los conceptos minimaies, 

T e o r e m a \07 

Si N es f ini tamente generado ( ve r 1.17) corno ideal , cada ideal 

(ideai a la derecha ) d ist into de N-està contenido en un ideal maximal. 

Nótese que todo casí-ani l lo unitar io es, evidentemente, f ini tamente 

generado como ideal, 

Demostmción 

[ P U , 



Teorema 1.23. 

Sea ( j^. una famil ia de Ideales de N, entonces los siguientes 

subconjuntos de N coinciden : 

( i ) El conjunto de todas las sumas f in i tas de elementos de los t|.s. 

( i i ) £1 subgrupo de ( N, * ) generado por U {i^., / ke JC }, 

( i l i ) El ideal de N generado por U ( / ke 1С ). 

m... 

D e f i n i c i ó n . í . 24 fP l 

1,24-1, El conjunto del teorema anterior es llamado la suma de 

ideales l̂ ^ ( k€ 3C ) y denotada por 2 Ij^ ( ke 5C ), 

1.24-2. Se dice que la suma de ideales 2 l|̂  ( ke K- ) es una suna 

directa si cada elemento de 2 i|̂  ( ke JC ) tiene una única representación 

como suma f in i ta de elementos de diferentes l|.'s. 
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S 2. C A S I - A N I L L O S D I S T R I B U T I V A M E N T E GENERAOOS. 

Hay dos axiomas que se ver i f i can en anil los pero no necesariamente 

en casl-anil los. Son la conmutatlvldad de la suma y la segunda ley 

distr ibutiva. Estos dos axiomas no son completamente independientes, 

como hemos observado. En casi-anl l los distr ibut ivamente generados esta 

relación se agudiza. 

Los casi-anl l los distr ibutivamente generados son los que más se 

p a i r e n a los anil los. Su estudio comienza en 1.958 y es real izado por A. 

Fröhlich [FI],[F2J. Estos trabajos son realmente el comienzo de la teoria 

de casf-ani l los distr ibut ivamente generados. 

D e f i n i c i ó n 2.1. 

Diremos que d E N es un elemento d ist r ibut ivo s i : 

d( n + n ) = dn + dn^ , para todo n, n' E N, 

£1 conjunto de los elementos distr ibut ivos será denotado por Нф es 

decir 

: = ( d E N / d( n n') = dn + dn' , para todo n, n' E N J. 

Se dice que un casl -aní l lo N es d is t r ibut ivo si = H 

Nota 2 .2 . 

La definición de elemento d is t r ibut ivo describe una relación entre un 

elemento y el casí -ani l lo al cual pertenece. Un elemento puede ser 

distr ibut ivo en un subcasí-ani l lo pero s in embargo no ser d is t r ibut ivo en el 

casí-ani l lo total . Incluso se podría def in i r de forma obvia elemento 

distr ibutivo en un subconjunto de N.( ejemplos de estos les veremos en los 

íap. l y j i ). 



E j e m p l o s 2,3. 

(a) En un anil lo R todos los elementos son distr ibut ivos. 

(b) Dado un grupo ( G , + ), los endomorfismos de G . que denotaremos 

Dor E n d ( G ) , son precisamente los elementos distr ibut ivos de M ( G ) , es decir 

= End(G), 

Además también se tiene ( M ( G ) Q ) ^ = End(G). 

(c) Los elementos distr ibut ivos de RÍXj y R[X]q son parte de ios 

objetivos del Capitulo I, párrafos I y 2. 

Lema 2.4. 

Sea N un casl-anl l lo. Se t iene : 

(1) ( N, j , . ) es un subsemi grupo de ( N , . ) 

( í i ) Ot = O y ( -n) t = - (n t ) , para todo t e y todo n e N. 

M U . 

p g f m t c t a n г з л и ] . [ Р 1 ] у Í P ] 

Se dice que un casi-ani l lo N es distr ibut ivamente generado, 

generalmente abreviado por d.g., si el grupo ( N. + ) está generado por un 

subsemi grupo ( S , . ) de N^. 

Algunos autores llaman casi-ani l lo d ist r ibut ivamente generado a los 

casi-anil los generados , como casi -ani l los, por un subsemígrupo ( S , . .) de 

%• Se demuestra que estas dos definiciones coinciden. 
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Los casi-ani l los distr ibut ivamente generados son cero-s imétr icos. 

( l ^ e r [ M j . [ F I j y [ P J ) . 

E j e m p l o ? 2,^. 

(a) Los anil los son obviamente casos especiales de casi-ani l los 

(distributivamente generados, 

(b) Sea ( 6, + ) un grupo y sea S un subsemigrupo de End( G ) , entonces 

i es un subsemigrupo de elementos distr ibut ivos del casi-anl l lo M(G) . De 

$sta forma surgen t res casi-ani l los d.g. de especial ínteres -. 

( i ) S = End(6), el grupo generado por todos los endomorfismos 

denotado por E(G), 

( i i ) S = A u t ( G ) , el grupo generado por todos los automorf ismos de 6, 

Óenotado por A ( G ) . 

( í l i ) S = Inn(G), el grupo generado por todos los automorfismos 

nternos de 6, denotado por l(G). [M], [Р]. 

D e f i n i c i o n e s 2.7.fril 

2.7-1. Se definen los conmutadores del grupo ( N, + ) como es usual 

?n teoría de grupos, induct ivamente: 

( a , b ) = a + b - a - b 

( г, ,d ,e ) = ( ( a , , d ) , e ) , ,para todos a,b, , d,e e N. 

2.7-2. Si A y В son subconjuntos de N, definimos 

( A , B ) = G p < ( a , b ) / a e A y b e B>, 

^s decir, ( A, В ) es el grupo generado por los conmutadores ( a, b ) con 

^ € A y b e В . 

2,7-3. La ser le derivada de N , se define inductivamente por ; 

5 Q ( N ) : = N § | , | ( N ) : = ( 5 | ( N ) , 5 | ( N ) ) , i =0 . 1, 



2.7-4. 3( N ) ) es el ideal conmutador de N . 

P r o p o s i c i ó n 2.8. f n 1 

5i N es un casi-ani l lo distr ibut ivamente generado se tiene : 

5j( N ) es un ideal de N, para todo i. 

[ M ] , [ F 1 ] [ R l * . 

Hemos definido c ier tos conceptos relacionados con la conmutatividad 

la suma . Introducimos a continuación dist intas nociones conectadas 

4on la dístríbut ividad. 

D e f i n i c i o n e s 2.9. i M l f R l f F l ] 

2.9-1. Sea N un casi-ani l lo y sean a, b, x- e N. Definimos el 

distribuidor de x con respecto a a y b por : 

i x; a, b I = x( a + b ) - ( xa + xb ). 

2.9-2. 51 A, B , X son subconjuntos de R, definimos 

I X; A, B I = Gp < x( a + b ) - ( xa + xb ) / a e .A, b G B, X . E X >, 

decir, I X; A, B I es el grupo generado por-todos lo distibuidores 

x( a + b ) - ( xa + xb ) / a e A , b E B, x E X , 

2.9-3. La ser ie distr ibuidora se define inductivamente : 

D Q ( N ) : = N , D ^ ^ | ( N ) = 6p< N ; D (̂ N ), D (̂ N ) > ^ , 

decir, D|+1 ( N ) es el grupo normal de N generado por I N ; Dj( N ), Dj( N ) I, 

2.9-4. 5( D I ( N ) ) es el Ideal distr ibuidor de N. 
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Nota 2.10. 

Notar que un casi-ani l lo N es distr ibut ivo si y sólo si 5(D|(N )) = { O ] . 

Similar resultado al 2.8 para el caso de la ser le derivada en 

dasl-anillos d.g. lo tenemos en la ser ie distribuidora. 

U r n a Z 1 1 . 

Si N es un casi-ani l lo distr ibut ivamente generado entonces: 

D (̂ N ) es un Ideal de N, para todo i , 

Demostración. 

[ M I , [R], [ F l l . . . 

Para establecer la relación entre la ser ie distr ibuidora y la serie 

(jerivada en los casi-ani l los d.g resta por introducir la siguiente notación : 

D e f i n i c i o n e s , 2.12. [ M], [R] 

2.12-1. Sean A , B dos subconjuntos de N, def in imos: 

AB = 6p < ab / a G A , b e B >. 

2.12-2. Denotamos por N"^' el subgrupp normal de ( N, + ) definido 

ihductivamente como s igue : 

N^ : = N , N̂ ' 1 : = Gp< N^N 

Enunciamos ahora los resulatdos más importantes que l igan a los 

cpmmutadores y distr ibuidores en casi-añi los d.g. 
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Teorema 2.13. 

Sea N un casi-ani l lo distr ibut ivamente generado. Entonces para todo 

intero n > 1. tenemos ; 

Dp(N) está contenido en N*̂  n5^ (N) , 

/ para todos los enteros ni 1, mi O, tenemos : 

Dpj+pp(N) está contenido en 6p^+|(N^'). 

üe/??üstrc?cfan 

[ M ] , Í F l ] y [ R ] . * . 

Acabamos este párrafo con un interesante resultado: 

T e o r e m a 2.14. 

Sea N un casi -ani l lo distr ibut ivamente generado con = N , entonces 

ü^iH) = h^iH), para todo n ¿ O . 

Demostraaon. 

t M ] , [ F l l y [ R U * . 
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C A P I T U L O I. L O S ELEMENTOS D I S T R I B U T I V O S EN L O S 

T A S I - A N I L L O S DE POLINOMIOS Y EN L O S C A S I - A N I L L O S DE 

JtFRIFS DE P O T E N C I A S FORMALES. 

En este capítulo describimos los elementos d is t r ibut ivos del 

pasi-anillo de polinomios. Estudiamos algunas propiedades del anillo 

ormado por estos elementos dist r ibut ivos obteniendo algunas 

paracterizacíones de este anillo. Por últ imo en el párrafo 3, obtenemos 

^esultados s imi lares en el casí-ani l lo de ser ies de potencias formales. 

A lo largo de toda la memoria, R denotará un anil lo conmutativo y 

con identidad 1, y R[X] = ( R[X], +, o ) denotará el casí -ani l lo de polinomios 

con coeficientes en R. 

^1. ELEMENTOS D i S T R I B U T i V O S EN C A S I - A N I L L O S DE POLINOMIOS. 

Si N = ( N, +, . ) es un casí-ani l lo , el conjunto de" los elementos 

distributivos N^: = ( d e N / d(r+s) = dr + ds, para todo r, s E N } es un 
I 

$ubsemigrupo de (N, .) (Cap.0-2.4), pero en general no es un 

?ubcasl-an111o. Por lo tanto el teorema siguiente t iene sentido. 

l e o r e r y í a 

Si N es un casi -anl l lo abelíano entonces = ( + , . ) es un anillo. 
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Basta demostrar que ( N^, ) es un subgrupo de ( N / ) , por ( Cap,0-2.4) 

Sean D |, d2 e y a, b e N , entonces : ( D j - d2)( a + b ) = 

= ( D I - d2)a + ( D I - d2)b = D | a - d2a + D j b - d2b = (Cap.O-1.5,2,4) 

= D | ( a + b) - d2( a + b ) . ( p o r h ipó tes is ) , 

luego D | - DO G .•. 

Proposición 1.2. 
Se t iene; 

( i ) R O Í X J ; = ( f (X) / f(X)oO = f (0) = O } ( es decir el conjunto de 

polinomios con término constante cero) es un subcasl-ani l lo de ( R [ X ] , +, o ) 

y coincide con R [ K ] Q , la parte cero-s imét r ica de ( R[Xj. +, o ).(Cap.0-1.6) 

(i1) Los subcasi-ani l los ( RÍX]^, o ) y ( R Q M . J , +, o ) son anillos con 

identidad y R[X],j es un subanillo de R O I X ] ^ , 

d i i ) ( Шф + ) y ( %Мф * ) son R-módulos de RlXl y RQ[X1 

respectivamente. 

( i v ) ( R [X ]^ , ^ o ) y ( R Q I X J ^ J , ^ o ) son subanillos de ( End(RÍX]), \ o ) 

y ( End(RQ[x]), +, o ) respect ivamente; (se entiende que los endomorfismos 

de R [ X ] ( resp, R Q [ X ] ) sólo se re f ie ren a la est ructura adit iva de R[X1 (resp. 

R Q Í X J ) y en donde" o " es la composición de endomorfismos). 

Demostración' 

(1) Es inmediata 

( l í ) Las dos pr imeras af i rmaciones son consecuencias inmediatas de 
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1.1 y del hecho que el polinomio X es un elemento distr ibut ivo. 

Para probar que R[X](j es un subanillo de RofX]^^, 

sea f (X) G Rl'Xj^j, digamos f (X) = ap,X^ ^ + a , X + 3q entonces : 

ao = f (X) 0 0 = f ( X ) o ( 0+0 ) = f (X) o O + f (X) o O = 

= aQ+aQ, por lo tanto aQ = 0. 

( i i i ) Sea r e R y f (X) e R[X]^, entonces r f (X ) e R[X]^. En efecto, para 

todo g(X) y h(X) e RfXj; r f (X ) o ( g(X) + h(X) ) = 

= ( rX o f(X) ) o ( g(X) + h(X) ) = rX o ( f (X) o g(X) + f (X) o h(X) ) = 

= r f ( X ) o g ( X ) + r f ( X ) o h ( X ) , aplicando la asoclatividad, 

( i v ) Consideramos la aplicación i : RlXl^^ End(R[X]) definida de la 

forma siguiente: 

i ( f (X)) (g(X)) = f (X) o g ( X ) . donde f (X) e y g(X) e R[X] ; 

i está bien definida y es un homomorfismo de anillos. Además Ker( i ) = 

( O ] ; en efecto si f (X ) e Ker( i ) entonces f (X) = f (X) o X = 0.*. 

C o n s e c u e n c i a 1.3. 

El conjunto R X : = íaX / a G R ) es un subanillo de R[X]^ (respect ivamente 

de R Q Í X J J ) isomorfo a R. 

De/7?ostrac/án. 

Como X G RiX]^ y R[X1^ es R-módulo, se tiene que RiXl^j • RX, 

Claramente aX o bX = abX, y por lo tanto RX es un subanilo de RlXj^j, La 

aplicación : 1; aX ^ a, de RX en R es un ísomiorfismo de anillos. • . 
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El objet ivo de este párrafo es encontrar los elementos dist r ibut ivos 

de R[X]^ y R Q M ^ . Las demostraciones de los dist intos resultados son 

s imi lares para ambos casos, asi que daremos una demostración bien para 

RÍXj j o bien para RQÍXI^J . 

Comenzamos reduciendo el problema al caso de monomios, para lo 

cual necesitamos el siguiente: 

l e m a 1.4 

Sea a un elemento no nulo de R y n un número entero n 2 2. 

( í ) Si aX'"' € R Q Í X ] ^ ( resp. aX'^ e RlXj^j ), ex is te un entero i, U l ¿ n - l tal 

que a ( j ' ) 1^ O y para todo 12 O : aX'^ o ( X^ * X^ * ' ) ^ aX" o X^ + aX" o X^ " '. 

(11) Si aX^' e R [ X ] ^ ( aX'^ G R Q [ X ] , J ) entonces el orden de a ( denotado 

po ro (a ) ) es f ini to. 

( i ) Sí aX''' e RQ[X ] ( J , ex isten f (X) , g(X) e R^ lX ] tal que; 

aX" o ( f (X ) + g(X) ) 7¿ a(f(X)) ' ' ' -*a(g(X))^', por lo tanto para algún i. U i í n-1, 

luego a ( [ ' ) ; í í 0. 

Sea j = máximo í i / \Í\ÍÍ\-],BQ)^0}. Entonces: 

аХ^^о(х'̂  + х̂ '*' ) = a(X^( l +X)) f^ = aX^^( l + X ) ^ = 
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=ах^^'^ anX^-^^ 1 ^ - a ( - ) x ^ - ^ ^ j ^ аХ^^^^1 \ 

c o n a ( j ) x ^ ' ^ ' J ? í O ; luego а Х ^ Ч ( Х^ - Х^" Ч ?í аХ^^ - aXJ^^^"'^ \ 

(11) S1 0(а) fuese Inf ini to se tendría aX"^ o (X ^ X ^ ) = 

=aX''' + anX"^" ^ + + anX^"^" ^ + aX^^ ^ aX""' o X + aX"^ o X ^ = aX"̂  + aX^^ 

puesto que por hipótesis anX^^ ' ^ ^ O, lo que es una contradlcíón, •. 

La siguiente proposición es fundamental en orden a caracter izar los 

elementos de RlXl^j y RQIX I^J , 

P r o p o s i c i ó n 1.5, 

Dado f (X) = apjX''' + * a jX e R[X]; entonces f (X) G R[X] (J ( respec. 

RofXj^ ) si y solamente si ajX' € RfXj^j para todo i =1, ,n. 

Demostración. 

Supongamos f (X) G R [ X ] ^ y a^^X" e R [X ] ^ . Consideramos : 

j = máximo ( i / И 1 í n - l , apj(' j ') ^ 0 ) ( v e r Lema 1.4,) y t un entero 2 1; 

entonces f (X) o ( X ^ ^ X*^^' ) = f(x4 + f ( X ^ ^ ' ) = 

= 3 / » ^ - - a , X ^ - a / t H ) n . . a i X ^ ^ í = ( ^ ) , 

Por otro lado f ( X ) o ( X ^ + X^^^ ) = ar^(X^ + X ^ ^ b ^ * a | ( X ^ + X ^ ' b = ( ^ ^ ) , 

Además el primer sumando de ( * ^ ) e s : 
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con ^o{^)^^^*^ 0 y es ei monomio de grado más alto (claro está, dist into 

fiel ap,X^^^* ' b que aparece en el desarrollo de ap,(X^ + X^"*" ' / ' . 

Ahora probamos que para un entero suficientemente grande t, 

àj^(j^)x^'^^j Tí O es e] monomio de grado más alto (dist into del ap,X'''^'^* ^ ^ ) 

en el polinomio f ( X ) o ( X ^ + X^" " ^ ). 

En efecto, los monomios de f ( X ) o ( X ^ + X ^ ^ ^ ) son todos de la forma 

a j ^ ( J - ' ) x ^ ^ * ^ con O í k í m < n ,, excepto los monomios proporcionados por 

jâ X'̂  (caso que ya hemos estudiado al principio ). Ahora podemos elegir un 

'entero t suf ic ientemente grande para que tn + j > tm + k,, puesto que J y k no 

¡dependen del t y m < n. 

Por otro lado se debe ver i f i car que ^ ) = ) , contradición. Se 

Sacaba la demostración usando Inducción, • , 

Esta (i l t lma proposición nos permite demostrar de una forma cómoda 

iel siguiente resultado, cuya demostración se puede atacar directamente, 

T e o r e m a 1.6. 

Si todos los elementos no nulos de R tienen orden in f in i to ( es decir el 

anillo R es l ibre de torsión ), entonces ; 

R [ X ] ^ = RQÍXJ^J = R X . 
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Es una consecuencia de 1.3 , 1.411 у 1.5. •. 

Probamos ahora una serle de lemas prel iminares para dar una 

descripción expl íc i ta de los elementos de y R Q [ X ] ^ en los casos que 

restan, 

Comenzamos enunciando un resultado conocido de la teoría elemental 

de números, 

Lema 1.7. 

Sean n y p dos números enteros tal que n 2 I y p un número primo. 

Supongamos n = p^r, donde a es un entero no negativo y r es un entero 

positivo tal que p no divide a r. En estas condiciones, si t Í a, el entero 

' ' p^^ es divisible por p*̂  ^ pero no lo es por p^ 

Demostración 

J U , 

Haciendo uso del resultado anterior es fáci l probar el"siguiente lema 

¡de teoria elemental de números, del cual no hemos encontrado referencias 

¡en la l i teratura. 

Lema 1.8. 

Sea un entero n > I. El máximo común div isor (mcd) de 

í ( j ^ ) / 1 = I, , n-1 j es p, si n es una potencia de un número primo p, y es 
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1 en caso contrario. 

Demostraaon. 

Sead = mcd( { ( j ^ ) / i = 1 n-1 ] ). 

Supongamos primero que n es una potencia de un primo p, digamos 

n=p^, entonces d divide a p^, luego d es de la forma, d = p̂ .̂ 

Por otro lado d divide a ^ ^ ' ^ - ^ y por el lema anterior, S ' ^ ' ^ " ^ 

no es divisible por p^. 

Ahora, si n = p^^i p|-^t, con 11 2, entonces d es de la forma 

d = P | " i Pj- '̂t con O ¿ ö j ¿ 3] para i = 1, ,t. Como d divide a 

^p^^i-^ para todo i, d divide a ^p^3^ y Usando de nuevo el lema 1.7,, 

^ P i ^ w no es divis ible por P| , y concluimos que O j = 0. Así 

sucesivamente, demostramos que a , = O , para i = 1, t. •. 

P r o p o s i c i ó n 1.9. 

Sea a un elemento no nulo de R y n un entero,, n 2 2. Entonces : 

aX^ G R[X]^ ( resp. aX'^ G R Q I X ] ^ ) sí y solamente sí el orden de a 

divide ъ Q) para i = 1, , n-1. 

Demostración. 

Supongamos que ax"^ G RÍXj^^, tenemos 

aX^^d + х Я = а(Х(1 ^ Х ) Я = 
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= a( X + X^' )•"' = aX''' 0 ( X + aX^' ) = aX" + ax'^^'"'. 

DesarroDando a( X + X ^ Я , obtenemos que a ( ' ^ х " ^ * ' = О para todo i, 

F 1 , 2 , ,n-1 ; luego necesariamente a ( ' J ) = 0. 

El reciproco es inmediato. 

El siguiente resultado caracter iza los monomios d is t r ibut ivos de los 

casi-ani l los de polinomios R[X](j y Ro^^^d V Por lo tanto todos los 

elementos ( ver 1.5 ). 

T e o r e m a 1.10. 

Sea a un elemento no nulo de R y n un entero i 2 . entonces; 

aX""' e ( aX^ e RQÍXJ^J ) s i y solamente si ex is te un primo p y un 

entero posit ivo a tal que n = p^ y 0(a) = p. 

Demostmcm. 

Supongamos que aX" e RfX]^ , por la proposición 1.9. 0(a) divide a 

( ^ ) para i = l n - l , luego divide a mcd( { ( ' j ' ) / i = 1 , n - l } ) , 

Como 0(a) > 1, usando el Lema 1.8. tenemos que n = p^ para algún 

primo p y para algún entero a > O , 

El recíproco es obvio. • . 
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Ejempìo 1.11. 

Tomamos como R, el anil lo de los enteros módulo 6, Ij^j • 

En este caso los monomios distr ibut ivos de grado mayor que 1, de 

( Z / 5 z ) r x ] c , y (Z/52>of^3d' ( 6 = 2.3 ) son 

Para p = 2, 3X^ para todo n 2 1. 
n 

Para p = 3, 2X^ , ^ X - ^ , para todo n i t, • , 

Como consecuencia de 1.5 y 1.10., obtemos el siguiente resultado, 

cuya demostración se puede abordar directamente . 

T e o r e m a 1.12. 

Se tiene: 

R[X](j = . 

Demostración. 

Se deduce de 1.5, y 1.10, • , 

Recordemos que este resultado tiene su correspondiente en el caso 

del casi-ani l lo l i ( G ) , puesto que M ( G ) ^ = ( M ( G ) Q ) ( J , ( ve r Cap.0-2.3).**. 
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S2. EL A N I L L O DE LOS ELEMENTOS D I S T R I B U T I V O S EN 

C A S I - A N I L L O S DE POLINOMIOS. 

En este párrafo daremos una descrpíción expl íc i ta del anil lo R [X ] ^ . 

D e f i n i c i ó n 2.1. 

Para cada número primo p, definimos los siguientes subconjuntos de R 

y de R[X]^ respectivamente . 

l p ; = (a6R/0(a) = p ] U { 0 ] , 

l [ X ] : = { a X ^ + a X^ + -^a-x"^ / a.el , n ^ n , 
p n n- l 1 1 p 

P r o p o s i c i ó n . 2.2. 

(1) Para cada primo p, Ip es un ideal de R, 

( i i ) Si p y q son primos dist intos, Iplq : = { ab / a e lp , b e I p } = { O j , 

( i l i ) Para todo primo p, ipfX] es un ideal de RfX]^. 

( í v ) lp[X]o!q[X] : = í f (X) O g(X) / f (X ) e l p l X ] , g(X) e lp[X]} = { O ), donde 

P y q son primos dist intos. 

Demostración. 

( i ) Es comprobación rut inar ia. 

( i l ) Sea ab elplg, con a E l p y b e Ip, entonces el 0(ab) es f in i to ; 
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además 0(ab) divide a p у a q, luego ab - О 
г Р 

( i l i ) Sea q un numero primo у sean cX^ G RfXj^j у aX^ G lp[X]. 

Se tienen M,; = сЖ^ о ахР = ca^ xP ^ У 1̂ 2 • " ° " ^̂ "̂  ^ 

Si r = 0, entonces с puede ser cualquier elemento de R y queda M| = 

caxP G ip[X] por ( í ) y M 2 = acP xP G lp[X]. 

Suponer r dist into de cero, entonces por 1.10.0(c) = q, 

S I p ;=¿q,M| =M2 = Opor (1 t ) , 

Si p = q, M , , M 2 ^ 'pt^^P°'^^'^' 

(I V) Esto se sigue de (1) y (11). 

Para el res to de la demostración observar que basta con considerar 

monomios. . 

El importante resultado que veremos a continuación describe el anil lo 

de los elementos d is t r ibut ivos como una suma directa de subcasl-anlUos. 

T e o r e m a 2.3. 

Se tiene; 

R [ X L = ( Ф „ I P " < ) ) Ф R X . 
" P G P 

I donde P denota el conjunto de todos los números primos. 

(Cap.0-1.24) 1.3,1.5. 1.10 y 2.2. 
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Ejcmpìon 2 . ^ . 

(a) Tomemos R = > anil lo de los enteros mòdulo 12, cuya 

característ ica es 12 = 3.2'^. 

Entonces I2 = ( O, 6 ],, I3 = [ O, 4, 8 ) y Ip = ( O ) para todo primo p ?í 2, 3., 

con lo que l¡^^2^P^k^ ^H^^^H^'^^^ '^/\21^-

ib) Sea ahora R = K [ Y ] , el anil lo de polinomios sobre un cuerpo f in i to 

de característ ica un primo p, asi R[X]^ = lp[X] e RX . con Ip = R = K[Y], 

(c) Tomemos R = Z x Z /p^ , R es directo del anil lo de los enteros y del 

anillo de los enteros módulo el número primo p. Notar que, en este caso, la 

característ ica de R es cero. Por lo tanto Iq = ( O ) si q es un primo dist into 

de p. 

Todos los elementos de la forma ( a,b ) con a O tienen orden 

infinito, luego por el lema 1.4. : (a,b)X'"' e R[X](j si n > I . 

Los elementos de la forma ( O , b) t ienen orden p, luego 

Ip = i (0,0), (0,1 ), ,(0, p-1 ) ] , en consecuencia 

R[X]^j = l p [X ]eRX. 

(d) Tomemos R = FIp ( Z/p2 ) , el producto directo de los anil los de 

enteros modulo p. donde p recorre el conjunto de todos los primos. 

Mediante un razonamiento s imi lar al empleado en el ejemplo (c ) . se observa 

Que para cada p, el anil lo R tiene un ideal Ip isomorfo al cuerpo primo I/pj 

De ahí que en la expresión del anil lo RÍXj^j, aparecerán inf in i tos sumandos 

>n[X];^0. 
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(e) РОГ úl t imo, tomemos R = Z / j 52 oe caracter íst ica 15 = 5.3 

Para todo pnmo p ;^ 5,3 ; tenemos que Ip = ( O ) e I5 = f O, 3, 6, 9,12 } , 

h = ( O, 5,10 ). Nétese que 1 = б + 10 , luego todo elemento de R se expresa 

como suma de uno de Ц y uno de I3 . Además, esa esprexión es única por la 

Proposición 2.2. Como también X = lOX + 6X ; tenemos : 

m)^ = ( I5ÍX] Ф I3ÍX] ) Ф RX = ( I5ÍX3 Ч 5 Х ) Ф ( I j iX ] + I3X ), 

( aqui I5X = { aX / a e I5 ) , análogo para I3X.) •. 

Los ejemplos v is tos y otros que se pueden poner para I lustrar el 

teorema 2.3, son interesantes y exóticos. El últ imo ejemplo y el hectio de 

que RX es un subanillo pero no un ideal nos sugiere las siguientes 

definiciones. 

D e f i n i c i ó n 2.5. 

Para cada primo p, definimos ; 

n Г1-1 1 o 
I ÍX ] := [ a X^ + a x"^ + +a X^ +a x"^ / а e l ,mO] 
p n n- l 1 O I p 

El lema siguiente muestra que son unos nuevos ideales de R[X]^ 

distintos de los lp[X], 

Para cada primo p ; 

( i ) Ip^fX] es un ideal del anil lo П[Щ 
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( i i ) Ip^tX] 0 Iq^tX] ;= tftX)og(X) / f (X) £lp^tX] , g(X) e ) = 10), 

donde p у q son primos distintos. 

Demostración. 

La demostración es esencialmente la misma que la dada en 2,2 (111) y 

22 ( i v ) y por lo tanto la omitirnos, 

Nota 2.7. 

En general, dado un Ideal J de R, se define J Í X ] como el conjunto de 

polinomios aj-jX""' + a |X + aQ, donde los a| e J para todo i = 0,1,....,n y n 

es un entero posit ivo. Se demuestra que J t X ] es un ideal del casl-anl l lo de 

polinomios R [ X ] ; más aún, es un ideal también del anil lo de polinomios RlXl 

( v e r Capitulo 111 ). Notar que en nuestro caso iplx] está estr ictamente 

contenido en lp*[Xl y éste a su vez está estr ictamente contenido en IplK). 

Por otra parte es fác i l comprobar que ni IplX] ni Ip^lX] son Ideales del 

casi-anillo R[X l 

Dertnictón ?.a. 
Diremos que un anil lo R commutat ivo y con identidad sat isface la 

"propiedad de primos " sí ex is ten números primos p^, .pg y elementos 

3] en Ip^, , a^ en Ip^ ta les que l = a^ + 32 + + a ^ , 
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Corolario 2.9. 

Sea R es un anil lo que sat isface l a " propiedad de p r i m o s " . Se tiene 

REXJd = ( ® p ̂  p 'P*fí<í ) 

donde P denota el conjunto de todos los números primos. 

Demostrsaón. 

Usar 2.3, 2.5,2.6 y 2.8. 

L a " propiedad de p r imos" de un anil lo, requerida en el corolario 2.9 no 

la satisfacen todos los anil los, como se i lustra en los siguientes ejemplos: 

E j e m p l o s 2.10. 

( i ) Si R es un anil lo de caracter ís t ica nula, entonces R no sat isface la 

"propiedad de p r i m o s " . 

( i i ) S i R es un anil lo de caracter ís t ica un entero n> I tal que 

n = P|P2 Pp, donde r > I y P p P2, , Pp primos dist intos, se tiene 

que p^p2 pp e Ip, para i = 1,2, ,r ( donde'p^ denota la omisión de 

Pj.) Como mcd( P2....pp, P]P3 Pp , P|p2 ^ \ - \ ^ \ ^ \ Pp- ' 

P|P2 Pp- ] ) = I , llegamos a que I = a | + 82 + + a^ donde los a| G 

Ipi, concluimos que esta clase de anil los t ienen l a " propiedad de pr imos" . 

Notar que la " propiedad de primos " de R es una condición necesaria 

y suficiente para que R[X](j sea suma directa de los Ip^íX] 
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Coronarlo 2.1 1. 

Si R es un anil lo de caracter ís t ica un primo p, entonces: 
n n-l 1 0 

R[X]^ =i / - a^_^)C ^ - a ^ X ^ ^ a ^ / /a,GR,n20) 

Dmostración 

Usar 2.3 y 2.9. • . 

Sí R es un cuerpo f ini to, los elementos de R[X]^ coinciden con los 

llamados " p-polinomlos " - también conocidos como "polinomios adit ivos 

" - introducidos y estudiados por 0. ORE [0], aunaue esto fue en un 

contexto dist into . Ore define polinomio adit ivo sobre un cuerpo como un 

polinomio satisfaciendo la siguiente identidad : 

f( X + Y ) = f (X) + f ( Y ) , 

:londe X y Y son var iables algebraicamente independientes. El demuestra que 

3i la caracter ís t ica del cuerpo es cero, entonces los polinomios adit ivos 

son todos t r i v ia les , es decir, polinomios l ineales; y que si la caracter ís t ica 

del cuerpo es un primo p, entonces son de la forma descri ta arr iba, 

(Corolario 2.11.). 

Se obtiene como consecuencia inmediata del corolar io anterior la 

equivalencia entre las definiciones de " polinomio d is t r ibut ivo en 

casi-anlllos de polinomios con coef ic ientes en un cuerpo " y " polinomio 

aditivo " 

Los polinomios adit ivos o p-polinomlos, (sobre cuerpos de 

característ ica posi t iva) tienen unas Interesantes propiedades Citemos 

alguna de el las. Si K es un cuerpo f in i to , entonces K es, para algún primo p, 

^/pl ~ espacio vector ia l de dimensión f in i ta . En este caso los 
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polinomios adit ivos pueden considerarse como endomorfismos de K, como 

Z^p2-espacio vector ia l ; y sus raices podrán ser calculadas entonces 

resolviendo un sistema de ecuaciones lineales. 

Esta y otras propiedades han sido estudiadas entre otros por 0. 

Ore,[0j, Waples [W], J . Carcanague [Ca] y muchos de estos resultados y 

aplicaciones acerca de los p-polinomios pueden encontrarse en el 

interesante libro " Fini te Flelds " de Lidi , R., y Neiderrei ter, H . [L-NJ. 

El comentario anterior sugiere extender la definición de polinomio 

aditivo al conjunto de polinomios con coeficientes en un anil lo R . 

Deflnictón 2.12. 

Diremos que un elemento f ( X ) e R [ X ] es un polinomio adi t ivo si : 

f ( X ) o ( X + Y ) = f ( X + Y ) . = f ( X ) + f ( Y ) , 

donde X e Y son variables algebraicamente independientes, 

Claro está, todo polinomio adit ivo es un elemento distr ibut ivo. El 

recíproco también es cierto,.y se obtiene como consecuencia de 2.3. 

Teorema 2. I X 

Sí f ( X ) e R [ X ] es un polinomio adit ivo , entonces f ( X ) E R [ X ] ^ . 

Demostración. 

Usar2 .3 .* . 

Acabamos este párrafo con algunos importantes resultados re la t ivos 

a la estructura del anil lo R[X]^, en el caso en que R es un cuerpo f ini to. 
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Corolario 2 .1^ . 

(í) ( Z/p2[X](j, O ) es isomorfo al anil lo de polinomios ( Z/pziX], . ). 

d i ) Si К es un cuerpo f in i to no primo de caracter íst ica p, entonces 

(K[Xl(j, +, o ) es un anillo no commutativo y su centro es isomorfo al anil lo 

de polinomios ( Z/p^ lX] , . ) y ( К[Х]ф +, o ) contiene un anil lo isomorfo al 

anillo de polinomios ( К[Х]ф . ). 

( i ) La aplicación , T : ( Z/p2[X], + , . ) - > ( Z / p ^ í X ] ^ +, o ), 

dada por : 
n \ 

•F ( + + a^X + aQ ) = â x̂P ^ ..„. + a^xP + aQX, 

es biyect iva. Por otro lado es un homomorf ismo de anil los, puesto que 

para todo a e Z/p2 se tiene que aP = a ; 

( i i ) Se tiene Cardinal(K) = p ^ para algún n i 2, y 

K-í O )= f 1, a , a^, ,aP " ^ ) para algún a € K. 
Calculemos el centro de KfXj^j, que lo denotaremos por C( KfXj^j ). 

Si bxP € C( K[X]^ ), b ?í O tenemos 

abXP = aX o bXP = bxP o aX = baP XP , luego aP = a , por tanto aP ' ' = I 

de donde p^ -1 divide a p^-1. Lo que nos permite concluir que r = nt, para 

algún t , 
n i Y 'Г Г f t l 

Además, tenemos bxP = b( xP )P = bxP o xP = xP o bxP = bP xP, de 

donde bP = b c o n l o q u e b P " ' = 1. 
Como K- (0) y Z/p2^ = Z/p2 - í O } es el único subgrupo de de orden 

P~! y puesto que K-( O } es c íc l ico, con lo que los únicos elementos de К 
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que ver i f ican c^ = c son los de Z /p^ . 

Sea B el grupo generado por cXP para todo t entero posit ivo y para 

todo elemento c de Z / p ^ , es decir B = Gp'C CYP / t e N . C e Z / p ^ ^ . 

Demostremos que B coincide con C( K[X]^) , lo cual prueba en 

particular que el anillo K[X](j no es conmutativo. 

Es inmediato comprobar que B es un subanlUo de KlXl^j y arr iba hemos 

demostrado que C( KlXl^j) está contenido en B, puesto que 

f(X) = a^xP"^ + a^xP^ aQXP° G C( KlX]^) si y sólo si a |XP 'G C( K[XÍ^ 

para todo 1. 

La otra Inclusión es una comprobación ru t ina r ia . 

Por últ imo la aplicación í>: ( B , +, o ) ^ ( Z /p^ íX ] , * , . ) , 

determinada por 

<!>( cX"^ ) = cX^ , para todo t G N y para todo c G Z / p ^ , y extendida de 

forma lineal es un Isomorf ismo de anil los, 

Cardinal(K) = p''' = m Construimos el siguiente subconjunto de K{X]^ : 

S := {a^x"^ - a^_^x"^ - -a^x"^ -a^x "^ / a . G K ,m 

que es un subanlllo de K[X]^. 

La aplicación, "í: ( S, ^ o ) -» ( K[X], +,. ) 

determinada 

•f ( aX"^ ) = a X ^ , para todo t G N y para todo a G K , 

y extendida de forma l ineal, es un Isomorf ismo de anil los. La comprobación 

resulta rut inar ia ( basta observar que para todo a G K y para todo t G N ; 

a ' " ^ a ) , . . . 
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S3. EL A N I L L O DE LOS ELEMENTOS D I S T R I B U T I V O S EN 

C A S I - A N I L L O S DE SERIES DE P O T E N C I A S FORMALES. 

Cerraremos este capitulo buscando todos los elementos distr ibut ivos 

de los casi-ani l los de ser ies de potencias formales sobre un anil lo 

comumutativo y con identidad, caracterizando el anil lo de dichos 

elementos. 

Los resultados a obtener van a ser análogos a los obtenidos en el 

caso de polinomios. Muchos de ellos sólo necesitarán trasladar, de forma 

natural, los conceptos definidos en los dos párrafos precedentes a este que 

Iniciamos. Parte de las demostraciones se basan en resultados ya obtenidos 

con anterioridad. 

Así como en el caso de polinomios atacábamos el problema por el 

grado del polinomio en el caso de ser ies de potencias formales atacaremos 

el problema por el orden de la ser ie, llegando a resultados paralelos. 

D e f i n i c i ó n . 3.1. 

Una ser ie de potencias formales sobre R es un sucesión inf ini ta 

( U' '^m ^ polinomios homgéneos fp, con coeficientes 

en R, de forma que cada polinomio f^ es el polinomio cero o es un 

polinomio homogéneo de grado n; el índice más pequeño n, para el cual el 

Dolinomio es dist into de cero, es llamado el orden de la serie f y lo 

denotaremos por 0(f). Como es habitual se denota al conjunto de las ser íes 

formales por R[[X]]. Se definen una adición y una mult ip l icación de forma 
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obvia.que dotan a este conjunto de estructura de anillo. ( ver [Z-S]), 

Cada ser ie de potencia formales f, se puede escr ib ir como una serie de 

potencias en X, f = 2 a^X^ con a| e R y i 2 0. (ver [Z-S ]). 

Identif icaremos el anil lo de polinomios R[X] con el subaníllo obvio del 

anillo RÍÍX]]. 

Se demuestra que el conjunto, R+ÍÍXj] de todas las ser íes de potencias 

formales de orden no nulo junto a la ser ie cero, con las operaciones ; 

" + " suma usual de ser les y 

" o " sust i tución de ser les de potencias ; 

l a ^ X ^ o I b j X J = l a ^ d b j X O ' 

es un casi-anl l lo con identidad X, (ver por ejemplo IC] ). 

Esta operación de sust i tución en principio no la podemos definir para 

todas las ser ies de potencias formales, pues nos topamos en medio con 

sumas Inf ini tas de elementos de R, que sólo tendrán sentido si trabajamos 

con alguna topología en el anil lo R . 

Sea N el conjunto de todos los elementos ni lpotentes de R. SI nos 

restringimos al conjunto de ser ies de potencias formales con coeficiente 

inicial un elemento de N y denotamos este conjunto por R^ÜXll puede 

demostrarse que ( R^^ÍÍX]], +, o ) es un casí-ani l lo con Identidad (ver , [K 

IK-M] ) , 

Proposición 3.2. 

(1) R J I X ] ] es un subcasí-ani l lo de Rf^[[X]]. 

1̂1) ( RNÍM1¿|, +, o ) y ( R J I X I I ^ , +, o ) son ani l los con identidad. 

Además R¡.j[{X]]^ es un subaníllo de R J [ X % 
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O H ) ( у ( Rj íX] ] ( j , +) son R-submódulos de R [ [ X ] ] 

( Iv ) ( Rfg([X]](j, o ) y ( R+[ [X%, +, o ) son subanlllos del anillo 

( End( R|,|[[X]](i). ^ o ) y ( End( Rj íXl l^ j ) , +, o ) respectivamente . 

(v ) R Q [ X ] es un subcasl-ani l lo de de R^.[ [X]] . 

Demostraaán. 

( i ) Obvio. 

( í i ) Las dos primeras afirmaciones son inmediatas usando 1.2. Para la 

tercera, sea f = I a^xU R|g[[X]]¿, entonces; 

aQ = f o O = f o ( 0+0 ) = fo O + f o O = aQ+aQ , por lo tanto aQ = 0. 

( i l i ) Se demuestra igual que en el caso de polínomios.( ver 1,2 ). 

( i v ) Basta considerar la aplicación i : R+[[X]3^ End(R+í[X]]) definida 

de la siguiente forma ; 1(f)(g) = f o g , donde f e R+[lXl]^ y g e R+[[Xll ; que es 

un monomorfismo de anillos. 

El resto de la prueba no rev is te dif icultad, • . 

P r o p o s i c i ó n 3.3. 

Sea a un eletmento no nulo de R y n un entero con n i 2. Se tiene ; 

aX" G RJ[X]]( j ( aX^ G RJfXj]^;, ) s i y solamente si aX^ G R Q ( X ] ¿ . 

Oe/mstrac/àn 

Una implicación es inmediata, por 3.2. (v) . 

Demostremos el recíproco. Sea aX^ G ^(у{Х]ф por el teorema 1.10 

s^<lsten un primo p y un entero posi t ivo r, tales que n = p'̂  y 0(a) = p , Sean 
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f q elementos de RllXll, tenemos: 

axf 0 ( f + g ) = a( r + g )P = afP + agP = axP o f + axP o g , 

puesto que ( R[[X]], + . ) es un anil lo commutativo. •. 

El siguiente paso es reducir el problema de encontrar los elementos 

distributivos al caso de monomios. 

T e o r e m a 3.4. 

Sea f = 2 a|X^ e R[[X]] . Entonces f e R+{[X]]^ / r e s p . f G R|^[[X]]^ ) s i 

y solamente si a|X^ G R J [ X ] ] ^ ( resp. ajX' G R^fiXlld ). 

Demostracfón 

Tomamos k = mínimo ( i / ajX' e R+iíXjj^j }. Ya que Rf^tlX]]^ es un 

subanillo de RjlX]]^;| y ( R[^j{[X% y ( R J ( X % O son R-submódulos de 

R[[X]], usando 3.2., concluimos que k i 2. 

Sea f = a jX + a2X^ + + a|^x'^ + , definimos g : 

g : = f - ( a | X + + + af._jX'^'^ ) que es un elemento de 

( hacemos uso de nuevo de 3.2. ) 

La ú l t ima proposición nos permite af i rmar que aj^X*^ s Ro^-^^d- ^^^^ '̂̂  

usando el Lema 1.4., podemos elegir j : 

j = mínimo í 1 / 1 í 1 ¿ k-1, a|^( j ) O j . 

Consideramos = , h2 = X^"" ^ € R[[Xl], con t i 1 ; tenemos : 

) = g o h^ + g o h2 = 
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Por otro lado, 

Q 0 ( h , + h2 ) = a|̂ ( ^ X ^ ^ ' )^ + a,^^|( x'^-+ X ^ ^ ' 

= a / ^ ^ a ^ ( ] ) x % i * ^ a ^ , X Ì t H ) k . = ( ^ ^ ) 

observamos que a^.(j )x^^'^-^ O y que los monomios de los sumandos de 

los polinomios de la forma a^^C X^ + X^"" ' f tienen grado mayor o igual 

que tm , Eligiendo un entero suficientemente grande t, tenemos, que para 

todo m > k se ver i f i ca tk +j < tm. Además a|^( j ' )x^ '^" 'J ?í O es el monomio 

de grado más bajo ( dist into de ai.X^'^ ) que aparece en e1 desarrol lo de1 

polinomio a|̂ ( x'^ + X*^""^ )^ ; por úl t imo como ( * ) = ( * ^ ) , 

a(.( j JX*-*^*-! + debe ser O , lo cual es una contradíclón; concluyendo 

entonces que a|.X^^ G 9.J[)i]]^. • , 

Obtenemos los primeros corolar ios como consecuencia de los 

resultados anteriores. 

C o r o l a r i o 3.5. 

Se tiene : 

Demostración. 
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usar 1.6, 3.3 y 3.4 • 

Coro ìa r i 'o 3.6. 

SI todos los elementos no nulos de R tienen orden inf ini to ( es decir el 

anillo R es liDre de torsión ), entonces : 

Rj lXl l f j = RX, 

Penmtracm 

3.1, 3.3 y 3.4 4 , 

Nota 3.7. 

La hipótesis introducida en el corolario anterior es una condición 

necesaria como i lustra el siguiente ejemplo : tomando R = Z / ^ ^ • 

R J I X ] ] ^ = ( b|X + 2 a^X^ / £ R , a^ 6 ( O, 2 ] , y i i n , 

luego RX está estr ictamente contenido en R+llXll^^. 

En orden a dar una descripción expl íc i ta del anil lo R+ílXJl^j, 

introducimos las siguientes definiciones, de forma s imi lar al caso de 

polinomios. 

Defínicjón 3.8, 

Para cada primo p, definimos los siguientes subconjuntos de R+[[X]](j : 

IplíXli : = { I a|XP*^ / , 6 Ip , con n H . } 

Ip^'llXìl : = ( 2 a|XP" / . a^ G Ip , con n ¿ 0 . } 
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\ ema 3.9. 

Para cada primo p, se ver i f ican 

( i ) lp[[X]] y Ip'^HX]] son ideales de RMa-

d i ) Los subconjuntos de R^lXlJ^^ , lp[[X]] o lq[lX]] y l p % ] ] o Iq^'UX]] 

son la serie O, cuando p y q son primos dist intos. 

La demostración es s imi lar a la dada para el caso de polinomios en 

2.2. y 2.6. y por lo tanto la omi t imos. 

En este caso tampoco lp[[X]] y Ip'^llX]] son ideales del casi-anl l lo 

R4[X]]. 

A continuación enunciamos el resultado más notable de este párrafo. 

T e o r e m a 3-10, 

Se tiene; 

R+[[X]L = ( Ф „ iP">¡n ) Ф RX, 
^ ^ p e P 

donde P denota el conjunto de todos los números primos. 

Es inmediata usando Cap.O-1.23, 1.10, 3.1, 3.4. y 3.9. • . 

Notemos que RX es un subanillo de R+[[X]](j pero no un ideal. En el 
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siguiente corolario expresamos R4.[ÍX]](j comio suma directa de ideales, en 

algunos casos particulares. 

C o r o l a r i o 3.11. 

Sea R es un anil lo que sat isface la " propiedad de primos " (ver 2.8.) 

entonces; 

R+[[x]]d = ( © p 'p^tMí ) 

donde P denota el conjunto de todos los números primos. 

Deniostracm 
Cap.O-1.24, 2.8,3.9 y 3.10. • . 

Una vez más, en el siguiente resultado, se pone de manif iesto el 

paralelismo existente entre las conclusiones obtenidas para el caso del 

casi-anillo de polinomios y el de ser ies de potencias formales. 

C o r o l a r i o 3.12. 

Si la caracter ís t ica de R es un número primo p, entonces: 

( i ) R J [ X ] ] ^ = { l a j X P / ,a j6 R, c o n n ^ O . } . 

( i i ) El casi-ani l lo R+[[X]] contiene un subanillo B, isomorfo al anil lo 

de series de potencias formales ( Z/pzí íX] ] , +, . ). En part icular 

^^Z/pz)+[[X]](j, 0 ) es isomorfo al anil lo de ser les de potencias formales 

^^/pz"x] ] , ^ . ). 
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Basta considerar la aplicación, 'P : (Z/p2)+[[X]](j Z/p^IfX]] definida 

de la siguiente forma : 

f ( 2 a^xP' ) = 2 a^xi. 

Un razonamiento análogo al llevado a cabo para el caso de polinomios 

completa la demostración, (ver 2.12), • . 

Todos los resultados obtenidos en el párrafo 2, pueden trasladarse al 

caso de ser les de potencias formales, con un poco de cuidado y teniendo en 

cuenta las definiciones de este pár ra fo . * * . 
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C A P Í T U L O IÍ. A N I L L O S Y A N I L L O S COCIENTE EN 

f A S I - A N l L L O S DE POLINOMIOS 

En el pr imer párafo de este capítulo abordaremos el estudio de los 

subcasi-anillos de casí-ani l los de polinomios que cumplan la propiedad 

distributiva a los dos lados. 

En el resto del capítulo nos dedicaremos al estudio de anil los 

cocientes de casí-anl l los N; es decir, buscaremos ideales I de N para los 

cuales N/i sea un anillo. En el segundo párrafo t rataremos dicho estudio en 

el caso general, y en el tercer párrafo se t ra ta el caso concreto de 

casi-anil los de polinomios. 

i ] ANI i I OS FN C A S I - A N I L L O S DE POLINOMIOS 

Nuestro propósito es el de Invest igar aquí cuáles son los anil los 

contenidos en R [ X ] . Puesto que todos los ani l los son casí-ani l los 

cero-simétr icos, sólo necesitamos buscarlos en la parte cero-s imét r ica de 

RIX3, es decir en R Q [ X ] , 

El siguiente teorema, que demostraremos en sucesivas etapas y que 
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será el resultado más destacable de cuantos se vean en este párrafo, 

pondrá de manif iesto que la complejidad del problema se agudiza cuando el 

anillo R de los coeficientes no es íntegro. 

T e o r e m a 1.1. 

Sea R un dominio de Integridad. Todo subanillo ( no necesariamente 

unitario ) de RfX] está contenido en 

Algunos de los resultados v is tos en el Capítulo I junto con otros que 

vamos a obtener a continuación van a hacer fact ible la demostración del 

teorema precedente. 

Comenzamos enunciando un resultado conocido en casi -ani l los de 

polinomios, 

Lema 1.2. Í L a - N I ÍP I 

í i ) Para todo p(X), q(X) e R[X], se t iene 

grado( p(X) o q(X) ) í grado( p(X) ) gradoí q(X) ) , ( Grado(O) = O ) 

y si R es un dominio de integridad ,se ve r i f i ca la igualdad. 

( i i ) Si R es un dominio de integridad, entonces cada p(X) e R[X] con 

gradoí píX) ) > O, es un elemento cancelable a la derecha, es decir sí ; 

^(X),g(X),píX) G R[X] son tales que f íX ) o píX) = gíX) o píX) entonces 

f (X) = gíX). 

Demostracy'àn. 
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Lema 1.3. 

Sea R un dominio de integridad y S un subaníllo de R[X] ( no 

necesariamente unitario ), se ve r i f i ca , 

f (X) o ( X + f (X) ) = f (X) + f (X) o f (X) , para todo f (X) 6 S. 

Sea f (X) E S, entonces 0;^ f (X) o f (X) E S . Se tiene 

f (X) o ( f (X) * f (X) o f (X) ) = 

=f(X) o f (X) ^ f (X) o f (X) o f (X) = ( f (X ) ^ f (X) o f (X) ) o f (X) 

y por otro lado 

f(X) o ( f (X) + f(X)o f (X) ) = f (X) o ( X + f (X) ) o f ( X ) . 

Usando 1.2 - ( i ) . acaba la demostración.*. 

Dist inguiremos los casos en los que la caracter ís t ica del dominio de 

integridad R sea O o un primo p. 

Trataremos estos casos separadamente y comenzamos con la 

siguiente, 

P r o p o s i c i ó n 1,4. 

Sea R un dominio de integridad de caracter ís t ica O . .Todo subaníllo 

(no necesariamente unitario ) de R[Xj está contenido en R[X]^. 

J?emostrac/m 

Sea S un subaníllo de R[X] y sea f (X) = â X̂̂ ^ a |X E S , por el 

^ema 1.3, 

f (X) o ( X + f (X ) ) = f (X) ^ f (X ) o f ( X ) , 

eiitonces, 
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a ^ r x * í ( X ) ) ^ + + a | ( X - ^ f ( X ) ) = 

= a / * a ^ X + a p f ( X ) ' ^ ^ . , . - ^ a , f ( X ) , 

negando a que n = 1 o â ^ = 0 . para todo n ¿ 2 , 

Se acaba la demostración haciendo uso del teorema 1.6. del capítulo I. • . 

C o r o l a r i o 1.5. 

Sea R un dominio de integridad de caracter ís t ica 0. Los subanillos de 

R[X] son (salvo isomorf ismos ) subanillos del anil lo R y reciprocamente 

todo subanillo de R (salvo isomorf ismo) es un subanillo de R[K. 

Demostración. 

Es inmediata usando 1,3., 1.6. del capítulo I y 2.4. • . 

Queda probado el teorema 1.1 para el caso de ca rac te r i s t i ca (R) = 0. 

Ahora consideramos el caso más complicado, cuando la caracter ís t ica de R 

es p, 

D e f i n i c i ó n 

Sea R un anil lo commutativo y con Identidad, definimos : 

R ' [ X ] Q ; = ( f ( X ) G R Q [ X ] / f ' ( X ) E R ] , 

( f ' ( X ) denota la derivada formal de f ( X ) ) . 

Nota 1.7. 

La derivada formal en los polinomios ve r i f i can las siguientes 

propiedades : 

( f ( X ) + g ( X ) ) ' = í ' ( X ) + g ' ( X ) . 

( f ( X ) . g ( X ) ) ' = f ' ( X ) g ( X ) + g ' ( X ) f ( X ) . 
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( f (X ) o Q(K) ) ' - ( f ' ( X ) 0 g(X) ) g ' (X). 

En términos algebraicos, la derivada formal es una derivación en el 

anillo de composición, ( R [ X ] , +, o , . ) (ver Cap 111 ) 

Estudiemos algunas propiedades de R 1 X ] Q . 

U r n a 1,8, 

( I ) R ' [X3Q es un subcasi-aní l lo de R(X] que contiene a HXÍ^. 

( I I ) Sea a un elemento no nulo de R y n un entero, n 2 2. Entonces aX^' e 

R ' (X ]Q si y solamente si 0(a) divide a n. 

üemstrac/á?. 

( I ) El probar que R ' I X J Q es un subcasl-ani l lo de R[X]es tarea rut inaria. 

Para la segunda af irmación, es suf ic iente observar que f ( X ) = ap,X^ +,...+ 

a^X e R 1 X ] Q si y solamente s i a j X ' G R ' ( X ] Q , para 1 =l,.,.......,n. El resto se 

obtiene directamente empleando el teorema 1.10. 

( I I ) Es inmediata. Como corolar io podemos deducir que en un dominio 

de integridad R de caracter ís t ica un p , aX" E R ' [ X J Q s i y sólo si p divide a 

n, •. 

T e o r e m a Í .9 . 

Es condición necesaria y suf ic iente para que R ' [ X J Q = R(X]^j que R sea 

un anillo Ubre de t o r s i ón . 

.DemostracMn 
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Si R es un anil lo libre de torsión, usando el lema 1.8, ( i 1) tenemos que 

aX^ G R ' [ X ] Q Si y solamente si a = O o n = 1. Entonces concluimos que 

Reciprocamente, suponer que R ' [ X ] Q = R[X]^ y que R no es libre de 

torsión, Sea a un elemento no nulo de R y n un entero, n i 2,tales que na 

= o , pongamos n = pi'^i p̂ -̂ t̂. Distingamos dos casos : 

Si 12 2, entonces aX"^ e R I X J Q (ver lema anterior ) pero aX^ e RfXj^j 

(ver teorema I . I O ). 

Si t = I, digamos n = p^ consideramos un primo q 5^ p. Entonces 

aXP^ € R ' Í X J Q , y aXPCi € ^[ЩЛ 1.8y 1.10). 

Lema 1.10. 

Sea R un dominio de integridad de caracter ís t ica p , Todo subanillo 

de R[X] está contenido en R ' [ X ] Q , 

Demostración. 

Sea S un subanillo de R{X] y sea f (X) = a^x" ^....^ a | X e S. 

Si n =1 entonces S está contenido en R ' [ X ] Q , t r iv ia lmente. 

Supongamos n 12. Pr imero probaremos, por reducción al absurdo, que 

P divide a n. 

Supongamos que mcd( n, p ) = 1, por el lema 1.3., 

í a | X ) o ( X ^ f (X) ) = ar,( X + f (X) f + + a | ( X + f (X) ) , 

Como ar,( X + f (X ) t = ap,X" ^ ^ nar , f (X)" "^X + ap f (X ) " , con 
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парГ (ХЯ- ' х =nanX'^^^- '^* ' - у na^X^í f^- '^^ l ;^ О , 

deducimos 

f(X) o ( X + f ( X ) ) - ( f ( X ) + f (X ) o f ( X ) ) = 

= napiX^^"^"' ' + ^ O . Contradiclóa 

Por lo tanto p divide a n. 

Sea г = máximo { 1 / i = 1,2, ,n, con a| ^ O y medí i, p ) = I J. 

Aparecen dos casos : 

i) Si г = 1, usando el lema 1,8 tenemos que f (X) e R I X J Q , y por lo 

tanto S está contenido en R ' Í X J Q , 

11) Sí r ¿ 2, tenemos que f (X) = a^X^ + + apX^ + a^X con las 

siguientes ca rac te r í s t i cas ; O , mcd ( r, p ) = 1 y r < n (porque p divide 

a n ), Por 1.3 , f (X) o ( X + f (X) ) = f (X) ^ f (X) o f (X) y aplicando las 

propiedades de la derivada ( v e r 1.7 ),se tiene 

( ^ ) _ 

( f ' ( X ) ( o ( X + f ( X ) ) ) ( И f ' ( X ) ) = f ' ( X ) + ( f ' ( X ) o f ( X ) ) f ' ( X ) , ( * ) 

en el lado derecho de la Igualdad, tenemos: 

( f ' ( X ) o ( X + f ( X ) ) ) ( 1 + f ' ( X ) ) = 

= ( ( гЭрХ^ ' ' + + a j ) o ( X f ( X ) ) ) ( 1 + r ( X ) ) = 

= rap( X + f ( X ) ^ + a , Ч rap(X + f (X ) a j ] f ' (X ) , 

Sea g { X ) = rap(X * f ( X ) f'^ * a j - f ' ( X ) , entonces g ( X ) ?í O y el 

r a d o d e g e s n í Г-1 ). 

Sea h (X ) = ( rap( X + f ( X ) * a , ) f ' ( X ) - ( f ' ( X ) o f ( X ) ) f ' ( X ) , 

tenemos que grado(h(X)) < n( r - 1), puesto que los grados de los monomios 
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de h(X) son de la forma í + m( r - i - 1 ) + r -1 ( oara 1 = 1 .„. r y m i n ) 

y estos son todos menores que < n( r -1 ) . Así de ( * ) resulta 

( f ' (X ) o ( X + f (X) ) ) ( 1 + f ' ( X ) ) - í f ' ( X ) + ( f ' ( X ) o f (X) ) f ' ( X ) ] = 

= h(X) + gvX) 7^ O 

y esto es una contradlcíón. Por lo tanto el caso 11) no se puede presentar, 

así que r = 1 y f (X) e R ' Ì X J Q . • . 

(^) (^) 

Nota 1.11. 

El lema anterior no se ve r i f i ca en el caso general, es dec1r,s1 R no es 

un dominio de integridad. 

Tomemos R = Z /42 y B ; = Gp < X, 2X^' / i ^ O > 

Demostremos que B es un anillo. 

Primero probaremos que B posee la propiedad d is t r ibut iva; para lo 

cual basta probar que r (X ) o ( s (X) + t (X) ) = r (X) o s(X) + r (X) o t(X). (^ ) es 

cierto cuando r (X ) es un monomio de B y s (X) , t (X) G B. 

Dist inguiremos di ferentes casos : 

i) Si r (X ) = aX donde a G Z / 4 2 , ^^itonces aX G Z/42MC1 (ver Cap 1-1.3). 
« 

í i ) Si r ( X ) = 2aX^ , donde a G Z /42 Y ^ ^ analizaremos dist intos 

subcasos ; 
« 

i i -1 ) r (X) = 2aX'^ , s (X) = bX y t (X) = 2g(X), con g(X) G Z / 4 2 [ X ] de 

grado ¿ 1, a,b t Z / 4 2 - E î̂ -Oî ces 

rtX) o ( s(X) +.t(X) ) = 2aX-' o ( bX + 2g(X) ) = 2a ( bX + 2g(X) y = 

= 2a ( b^ X ^ + 2 • + ^ 2 D + 2^ gíX)-"^ ) = 

( donde los • representan polinomios ) 

53 



J ,1 
= 2аЬ^Х^. ^4D * + 4 • + 4 • ) = . '̂ • 
= 2ab^ = r (X) 0 s(X) + r (X) о t (X) = 2ab^ X ^ + 0 = 2ab^ X ^ , 

l i -2) s(X) = bX у t (X) = cX , donde b у с son unidades en el anil lo 

Z/42 . Entonces r (X) o ( s(X) + t (X) ) = 

= 2aX^ o ( bX + cX ) = 2aX-^ o ( b + c)X = 

= 2a( b + с y Yr'-OX^ = O . 

( puesto que b + с no es una unidad y por lo tanto es múlt iplo de 2.) 

Por otro lado, tenemos 
í I 

r (X) o.s(X) + r (X) o t (X) = 2aX^ p bX ^ 2zV o cX .= 

= 2ab-
)^ X ^ ' + 2ac^^'x^' = 2a ( b^'+ c^' ) X ^ ' = O X^ '= O , 

Para estudiar el caso general, si s (X) , t (X) e В, podemos escr ib ir 

s(X) = b^X •+ 2g i (X ) y t (X) = b2X + 2g2(X). 

donde b, , b2 e У gi(>^^. 92^ '̂̂  ^ ^/4Z^^^ • 

Entonces 

s(X) + t (X) = bX + 2g(X), donde b = b^ + b2 y g(X) = g^ (X) + g2(X). 

Asi r (X ) o (s (X) + t (X) ) = 2aX^ o ( bX + g(X) ) = 2ab-^ X-^ .(usando ii-1 ) 

y por otro lado r(X)o s(X) + r (X ) o t (X) = 

= 2aX^ o ( b |X + 2 g | ( X ) ) + 2aX^ o ( b2X + 2g2(X) ) = 

= 2ab ^ ^ X ^ + 2ab2^ X-^ = 2ab^ X ^ 

( usando li-1 y distinguiendo las dist intas posiblidades de b^ y b2 ) 

Con esto queda probado que В es dist r ibut ivo. 

Resta probar que В es un subcasl-ani l lo, es decir, que В es cerrado para la 

composición. Veámoslo para los monomios de B, lo cual es suf ic iente al 

haber probado que В es distr ibut ivo. Sean f (X) y g(X) monomios de B, 

'distingamos var ios casos: 
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a-1 ) f (X) = aX, g(X) = 2bX^ con a, b e Z / ^ ^ y i i l • Entonces 

rXX) 0 g(X)= aX o 2bX^ =2abX-^ e B. 

a-2) f (X) = 2aX^ , g(X) = 2bX^ , con a.b e Z /42 y i 1̂ y j H , Entonces 

f (X) 0 g(X) = 2aX^ 0 2bX^ = 0. 

Eì resto de los casos son Inmediatos. 

Así B es un anil lo ( Inf inito ) con Identidad, X. 

Veamos que B no está contenido en R ' [ X ] Q -

El polinomio f (X) = 2X^ e B, pero f ' ( X ) = 3.2x2 = 2x2 ^ Q ^ 

tanto f (X) =2X^ g B . •. 

Para f ina l izar la demostración del teorema 1.1 necesitamos este 

interesante resultado. 

p r o p o s i c i ó n 1,12. 

Sea R un dominio de integridad. Sea f ( X ) E R [ X ] ^ , con grado de f ( X ) 2 1. 

51 n ( X ) , g ( X ) E R Í X ] tales que f ( X ) o g ( X ) = f ( X ) o h ( X ) , entonces ; 

g (X ) - h ( X ) = r G R y r es una ra íz del polinomio f ( X ) . 

Puesto que f ( X ) o g ( X ) = f ( X ) o h ( X ) . se tiene 

n X ) o g ( X ) - f ( X ) o h ( X ) = O = f ( X ) o ( g ( X ) - h ( X ) ) ( f ( X ) G R [ X ] ¿ ) 

!como r es un dominio de Integridad, usando 1.2-(1) tenemos que , 

gradoí f ( X ) ) grado ( g ( X ) - h ( X ) ) = grado(O) = O, y puesto grado( f (X) > 1, 

i^xiste una constante r G R , con g ( X ) - h ( X ) = r e R .•. 
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Corolario 1.14. 

Sea R un dominio de Integridad de caracter ís t ica p , y sea a un 

elemento no nulo de R, entonces a X ^ es un elemento cancelable a la 

izquierda, para todo r ¿ 1 . 

Demostración 

Es inmediata de 1.13, puesto que aX^ tiene como única ra í z la 0. • . 

P r o p o s i c i ó n 1.13 

Sea R un dominio de integridad de caracter ís t ica p , Todo subaníllo 

de RÍX3 está contenido en R[X](j. 

Demostración 

Sea S un subaníllo y sea f (X) = a^X^ +...,+ a |X e 5. 

Entonces existen h(X), g(X) e R[X] tal que f (X) = h(X) + g(X), con las 

siguientes particularidades ; 

g(X) G RÍXjq y h(X) = b^jX'^ + b|.X^ , con b,X^ € R[X]^j para i = 1, , m 

y t > I. 

Si h(X) = O, hemos concluido. 

Supongamos h(X) ^ 0. Por el lema 1.12., f (X ) G R ' [ X J Q y puesto que 

gW) 6 R[X]^, g(X) G RIXJQ ( 1 . 8 ) . A l ser R ' I X J Q un subcasl-anl l lo, h(X) G R 1 X ] Q , 

Usando de nuevo el lema 1,8, podemos escr ib i r : 

h(X) = bf^xP ^"^^ ^ + b|.xP , con las siguientes 

particularidades : 
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PI 2 1, Dj o , Kj > 1 , rncdC p, Kj ) = 1 y p'̂ J Kj > p'̂ ' Kj para 

todo I, J = t, ...,m . con J > i 

Sea = minimo ( rj / i = t, ,m }. ( para s impl i f icar la notación 

escribimos = k y r̂ ^ = r ) , entonces ex is te un número natural s tal que : 

h(X) =( bf^xP '̂"'<"^ ^ - b^X^ * - bfXf^^kt ) 0 xP^ 

Sea F el cuerpo cociente de R y sea F la clausura algebraica de F. 

Entonces existen elementos C| e F con c^^O ver i f icando que : 

h(X) = xP 0 ( Cf^xP^"^'^'" * * c^X^ + + CjXl^^^^ ) . 

Podemos escr ib i r híX) = xP о c ( X ) , donde c(X) e F[X] y 

c(X) = C^XP^ '̂̂ '̂ ^" * * c^x"< * ^ C^XP'̂ '̂ ^ . 

Tenemos que: f (X ) o ( X + f ( X ) ) = 

= ( g(X) * h(X) o ( X f ( X ) ) = g(X) o ( X + f (X) ) ̂  h(X) o ( X + f ( X ) ) = 

= g(X) ^ g(X) o í (X) + b(X) o ( X + f ( X ) ) . ( g(X) e R lX]^) 

Por otro lado: 

f(X) + f (X) o f (X) = g(X) + h(X) + ( g ( X ) + h ( X ) ) o f (X) = (1.3,) 

= g(X) + g(X) o f (X) + h(X) + h(X) o f (X ) , deducimos que h(X) es 

distributivo con respecto a X y a f ( X ) , es dec i r : 

i xP o c ( X ) ) o ( X + f ( X ) ) = xP o c(X) + ( xP o c ( X ) ) o f (X) = 

= XP o ( c(X) + c(X) o f ( X ) ) = ( XP e ) 
r 

= xP o (( c(X) o ( X * f (X) ) ) ( aplicando la asociat iva ), 

deducimos ( usando el lema 1.12) que; 
c(X) o ( X + f (X) ) = c(X) + c(X) o f (X) ( ^ ) , puesto que estamos en las 

Y" 
hipótesis del corolar io anter ior, así que xP es cancelable a la Izquierda. 
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Haciendo uso de las propiedades de la derivada ( ve r nota 1,7.) en ( ^ ) , 

tenemos que : 

( c ' ( X ) o ( X ^ f ( X ) )) (1 + f ' ( X ) = c ' ( X ) + ( c ' ( X ) 0 f ( X ) ) f ' ( X ) , 

y utilizando el mismo razonamiento que en el lema 1.10 en la demostración 

indicada entre (^ ) (^) ) l legaríamos a que 

k = 1 o mcd( k, p ) ^ 1, pero en ambos casos obtenemos una contradlcíón 

con la elección de los k| . La contradicción esta en suponer que h ( X ) ^ O 

luego h (X ) = O y por lo tanto f ( X ) = g ( X ) G R [ X ] ^ . Concluimos que S está 

contenido en . 

Esto completa la demostración del teorema 1,1. 

Nota M X 

Si R no es un dominio de integridad el teorema 1.1, no es cierto. El 

contraejemplo dado en la nota 1.11 i lustra este hecho. Recordemos que en 

ese caso R = Z /42 y B ; = Gp < X, 2X^ / 12 O >. 

Además podemos encontrar subanlllos de B que son f in i tos (nò 

necesariamente uni tar ios ), por ejemplo B^ = ( O, 2X^ ] . 

Sea n un número natural y 

Bf^ ;=Gp< X, 2X^ / i = 0 , 1 , ,n > entonces Bp es un subanll lo 

finito y unitario de R [ X ] , que no está contenido en WS^. 

Par f ina l izar este párrafo establecemos un nuevo enunciado que se 

deduce del teorema 1,1 y de c ier tos resultados v i s tos en el capitulo i. 
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Corolario 

Sea R un dominio de Integridad de caracter íst ica p. se tiene : 

( i ) R[X] tiene un único subanillo maximal. 

( i l ) R[X] tiene un subanillo S isomorfo al anil lo de polinomios 

Z/p^lX], , + , . ) . En particular, tenemos que los subanillos de Z/p2 [X] son 

abanillos ( salvo isomorf ismo ) del anil lo de polinomios (Z /pz lX] , . ) y 

•eciprocamente todo subanillo del anil lo de polinomios il/^jiY],. ) es 

jn subanillo ( salvo isomorf ismo ) de Z / p ^ [ X ] . 

( i ) Es inmediata. 

( i i ) Z/p2 es un subanillo de R, por lo tanto Z/p2[X]^ es un subanillo de 

Ш]ф ai^oraapi icarCap.l-2.12. y la proposición 1.12. • • . 
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S 2. EL R A D I C A L A N I L L O 

En este oárrafo N denotará un cast-ani l lo. 

Investigamos aquí anil los cociente de casi-ani l los. Lo que es 

equivalente a estudiar ideales I de N tal que el casí -ani l lo cociente N / | sea 

un anillo. Esto sugiere encontrar ( si ex iste ) el menor Ideal de N, entre 

los ideales de N, cuyo cociente sea anillo. 

N o t a s 2.1. 

(*) Si I es un ideal de N tal que N/j es un ani l lo, entonces : 

(a) ( N/ j , ) es un grupo abelíano , por lo tanto I contiene todos los 

conmutadores de N, luego el grupo derivado de N, 5^(N) = ( N , N ) está 

contenido en I. 

(b) ( N/|,+, . ) es un casi-anl l lo d is t r ibu t ivo , por lo tanto I contiene 

todos los distr ibuidores de N, luego el grupo l N; N, N 1 está contenido en 1. 

(•^*) Reciprocamente, si 1 es un ideal de N que contiene los grupos S j (N) 

y iN; N, N i , entonces obviamente N/j es un anil lo. 

Esta nota sugiere la siguiente definición. 

D e f i n i c i ó n , г г 

El menor Ideal de N que contiene a todos los conmutadores y a todos 

'os distr ibuidores de N, le l lamaremos el radical -ani l lo de N y le 
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lenotaremos рог fi(N). es decir: 

fl(N) = 3 ( 5 ) donde 5 = 6̂  (N) и I N; N, N I . 

C o r o l a r i o 2.3. 

Sea J un ideal de N , se tiene : 

N / j es un anillo si y solamente si J contiene a fl(N). 

Demostración 

Se sigue de 21 y 22. • . 

Seguidamente introduciremos dist intos enunciados que posibi l i tarán 

:aracter1z3r el radical-ani l lo. 

D e f i n i c i ó n 2.4. 

Para cada casi-ani l l o . d e f i n i m o s la siguiente fami l ia de ideales: 

n = 11 / I ideal d e N y N/j es a n i l l o } . 

P r o p o s i c i ó n 2.5. 

Se tiene: 

( i ) n * 0 

( i i ) Si W es una subfamil ia no vacia de O , entonces: 

v ^ N ) : = n ( 1 / l e W j pertenece a П . 

Demostración 

( i ) En efecto, M es un ideal de N y N / ^ = í O } que es un anil lo. 
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( l i ) Puesto que W es no vacía, tenemos que w(N) es un ideal ( Cap.O 

1.19), Sea J 6 W , entonces J G Í1, luego J contiene рог 2.3. a fl(N) у рог 

lo tanto w(N) contiene fl(N). Concluímos, de nuevo por 2.3 , que N/y^(fg) es 

anillo. •. 

C o r o l a r i o 2.6. 

Se tiene : 

fl(N) = n{\ /1 £ a ) . 

Es Inmediata de 2.3 у 2.5. 

Jus t i f i caremos ahora el término " radica! " del ideal radical anillo. 

D e f i n i c i ó n 2 7 . í P U M I 

2,7-i Una aplicación R que asigna a cada cas i -aníUo N un ideal R (N) 

se dice que es una aplicación radical si para cada casi-ani lio N y para cada 

homomorfismo | ; N-^ N' , se cumple : 

( í ) R ( N /^ ( ,^ ) ) = { O ), 

d i ) f( A(ísl) ) está contenido en R ( f(N) ). 

2.7-1 Un casi -ani l lo N es R -semis imp ie si R (N) = { O ) y es R - rad ica l 

si Ш) = N. 
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P r o p o s i c i ó n 2.8. 

Sean N y N' dos casi-ani l los , (; N N , un homomorfismo e l un 

ideal de N contemendo a Ker( j ) , entonces ; 

I G ü si y solamente si f ( l ) e П . 

Demostración. 

Supongamos que ! e í l . 

Sea с un commutador de í(N),entonces; 

с = | (a) + f(b) - j (a) - f ( b ) , para algunos a, b e N,, luego 

с = |( a -̂ b - a - b ), y puesto que I e Q , tenemos que contiene a 

todos los commutadores de | (N), 

Sea d un distr ibuidor de \m, d = | ( r ) ( í ( s ) + | ( t ) ) - í ( r ) í ( t ) - í ( r ) } ( s ) 

donde r, s, t e N, d = |( r( s + t ) - r t - rs ) y puesto que l e í ) , tenemos que 

(t) contiene a todos los distr ibuidores de |(N). , iuego por 2.3., | (Г) s Q . 

Reciprocamente, supongamos que f d ) G П . 

Sea с un commutador de N, с = a + b - a - b . donde a. b e N, Por ser f 

homomorfismo, f (c ) = j"(a) + ]"(b) - | (а) - j (b) G f d ) , pues ( d ) G П , luego 

(a + b - a - b ) = f ( i ) donde i G I, por tanto a + b - a - b = м e , con е е 

Keri'h). Concluimos que a + b - a - b e l , porque por hipótesis Ker(h) esta 

contenido en I 

Análogamente se demuestra que todos los distr ibuidores están 

contenidos en i.; aplicando de nuevo 2.3. se concluye que l G П . • . 
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Teorema 2.9. 

La correspondencia A que asocia a cada casi-ani l lo N el radicai anillo 

fl(N), es una aplicación radical, 

Pemstrsaón. 
es una aplicación, usar 2.5. 

Como N/^( f^) = N/p(|^) y fl(N) e f i ( 2.5 ),, N/p((^) es un anil lo, y por 

tanto Ai N/fl({^) ) = Í 0 ]. quedando demostrada la primera condición de 2.7, 

Demostramos ahora ( l i ) de 2.7, Sea f ; N N' un homornorfismo, 

entonces ; 

|( AiH) ) = i( n { I /1 € n } ) que està contenido en 

|( n { I / I e a e I conteniendo a Ker ( | ) I = 

= Ai f(N) ), 

usando la proposición 2,8. y el teorema de homornorfismo. As i A es una 

aollcaclón radicai. •. 

El radical anil lo mide la " anl l lez " de un casi-aní lo N, asi como el 

ideal distr ibuidor mide la dístr íbut iv idad y el ideal conmutador la 

conmutatividad del cas l -an l l l o , 

A, Fröhl ich publicó entre 1,958 y 1,960 una ser le de ar t ícu los sobre 

casi-anillos distr ibut ivamente generados, relacionando la dístr íbut iv idad 

y la conmutatividad de los casi-ani l los, obteniendo interesantes resultados 

(ver Cap. O - S 2 ) . 
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C o r o l a r i o 2.10 

(a) Si N es un casl-anl l lo d is t r ibut ivo, entonces: 

^ (M) = D|(N). 

(b) SI N es un casi-añi l lo abelíano, entonces: 

•a(N) = S ( 6 , ( N ) ) . 

(c) SI N es un casi-anl l lo distr ibut ivamente generado, entonces: 

^ ( N ) = 5,(N), 

Demostrscíén. 

Para (a) y (b) usar 2.1 y 2.2, (c) consecuencia inmediata de (Cap.O- 2,8 

y2.13). 

Nota 2.1 !• 

Los ejemplos que damos a continuación ponen de manif iesto la 

necesidad de las h ipótes is . 

(a) Si N = R[X], 5^(N) = { O } y R[X]/f Q | = R [ X ] , que no es un anillo. 

(b) Basta tomar un casi-anl l lo d is t r ibut ivo que no sea un anillo, 

(c) Como en el caso (a). 

El siguiente resultado es debido a A. Frdl icbs, 

Coro lar io 2,12. 

Sea N un casi -anl l lo d ist r ibut ivamente generado, tal que № = N, 

entonces *^(N) = 5^(N) = D| (N) 
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Demostrscfon. 

(Cap, 0 - 2 . 1 4 ) y 2 . 2 * , 

En casl-ani l los en general no se conocen graneles resultados 

relacionando el ideal distr ibuidor y el ideal conmutador. EL siguiente lema 

técnico nos permit i rá relacionarlos en algunos casos , 

Lema 2.13. 

Sea N un casi-anl l lo y H, K subgrupos de ( N, + ) , entonces ; 

( NH, NK f está contenido en I N; H, K 1̂  . 

Demostración. 

Sean h 6 H, l< £ K y a, b e N, entonces ; 

ah + bk = 

= -bh + ( bh + ah + bk + ak ) - ak = 

= -bh + ( . (b + 3 ) h + ( b + a ) k ) - a k = 

= -bh ( ( b + a ) ( h + k ) ) - ak = ( mod ( I H, K, N i"̂  ) 

= -bh + ( ( b( h + k ) + a( h + k ) ) -ak = 

= -bh + í bh bk ah ^ ak ) -ak = ( mod ( I H, K, N l'^) 

= bk + ah. 

Luego ( ah, bk ) = O ( mod ( I H, K, N l '^) y por lo tanto (NH, NK ) esta 

contenido en I H, K, N l"̂  . • . 

T e o r e m a 2 . H . 

Sea N un casi -ani l lo tal que № = N, entonces: 

^ ( N ) = D,(N), 
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Demostración 

Puesto que N *̂ = N , usando el lema anterior, tenemos: 

( NN, NN )^ = ( N , N ) ^ está contenido en I N, N, N l'̂  , luego 5,(N), 

está contenido en D | ( N ) , • . 

Acabamos con un corolario Interesante de 2.14. 

C o r o l a r i o 2,15. 

51N es un casí-ani l lo unitar io, entonces; 

^ ( N ) = D^(N), 

Demostración 

Pues en este caso N'^ = N . • • . 
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S 3. EL IDEAL DISTRIBUIDOR EN CASI-ANILLOS DE POLINOMIOS 

En este párrafo estudiamos el radical anillo de R[X]. Puesto que RlX 

es un casi-ani l lo con identidad, tenemos como consecuencia de 2.15 que 

;i(RlXl) = D^(R[X]), es decir, que el radical anil lo en R[XÍ es precisamente el 

ideal distribuidor. 

Demostramos que Dj(R[Xj) es un ideal principal, es decir, como en 

teoría de anil los, generado por un único elemento. Es precisamente ese 

resultado el más importante de cuantos vamos a ve r en este párrafo, que 

es adelantado en el siguiente teorema : 

T e o r e m a 3 . ] . 

Se tiene ; 

D,(R[X]) = 3 ( l R [ X ] , R [ X ] , R [ X ] l ) = 3(1). 

La demostración requiere una serle de lemas así como una buen 

numero de resultados en casi-ani l los de polinomios. 

l e m a 3,2. 

( i ) R está contenido en D|(R[X]) , ( por lo tanto 3(1) está contenido en 

D,(R[X])) 

( í i ) L o s conjuntos 2R[X] y R están contenidos en 3(1). 

Demostración. 

( D S e a a e R , se tiene 

a o ( 0 + 0 ) - a o O + a o O = a - a - a = - a e D | (R[X] ), 
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en particular i e s d ) . 

(í i) Puesto que I E 3( I ) , tenemos 

X ^ o í X * 1 ) - x 2 o X = 2X+ 1 e S C I ) , luego 2 X G 3 ( 1 ) . S I f ( X ) e R [ X ] , 

2 X o f ( X ) = 2 f ( X ) € 3 ( l ) . 

Sea a e R , aX o ( 1 O ) - aX o O = a s S( 1), • . 

Notas 3.3 

- J.R. Clay y D,K. Doi,í C-D j han probado que 

Si R = F es un cuerpo y L un ideal a la izquierda de F[X1 con L n F * (01, 

(a) F está contenido en L 

(b) SI cardinal de F es mayor que 2, entonces L = F [X l 

Por lo tanto en estos casos tenemos que 3(1) = D] (F [x l ) =FÍX]. En 

términos de radicales, el casl-anl l lo F[X] es Д - r a d l c a l . 

- J . L Brenner l Br 1 ] ha probado que si R = > 3(1) es el 

módulo sobre Z /22 con base : 

3(1) : = < 1, X ^ " * ' * X , X ^ ' ^ " ' * X , X ^ " + X ^ / n = 1,2, , >. 

Es fácil comprobar que el conjunto cociente tiene cardínal-4, 

^ / 2 Z Í ^ ^ 3( 1) = f ^ ^ í 

y además 

^ / 2 z f ^ ^ / 3 ( l ) - ^ /2Z® ^/2Z-

Concluimos en este caso (usar 2.2. ) que 3( 1) = (Z /2z íX ] ) * Z /22ÍX] y 

Dor lo tanto el teorema en este caso. 
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El siguiente resultado es debido a J . L Brenner lBr.2l, y en él se 

describe 3(1) del casi-ani lo Z l X l , Nosotros damos aquí una demostración 

mucho más corta, usando el segundo teorema de isomorf ia, que la que 

aparece en IBr. 2 ] . 

P r o p o s i c i ó n 3.4.lBr 2] 

51 R = Z, se tiene: 

3( I ) es el módulo sobre Z con base : 

3 (1 ) : = < 1 , 2 X " , X ^ " ' ^ + X , X ^ f ^ " ^ + X , X ^ " + X ^ / n = 1,2, , >. 

Demostración. 

Es inmediato comprobar que la aplicación | : Z[X] -> Z/2zf'^^ 

homomorfismo de casi-ani l los, de heho en [ P-S ] se demuestra : 

Teorema. 

(a) Sea $ : R j [ X j ^ R2[X] un homomorfismo de casi-ani l los. Entonces 

0/ R|( (t> restr ingido a Rj ) es un homomorfismo de anil los R | R2. 

(b) Reciprocamente, si 0 ; Rj R2., es un homomorfismo de anil los, 

entonces 

1 » ; R | Í X ] - 4 R2 [X ] , definida 

«»( ap,x'̂  + + a^X + ao ) = * 0(a,)X + ^Bq) es un 

^omomorfismo de casi-ani l los. 

Es inmediato comprobar que Ker(h) = 2ZIX] , donde 

2Z[X] = ( â X̂̂ ^ + + a | X + ao , a| G 2Z, para todo 1 = 0.1....,n y n ¿ O ) 
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(ver Cao. Ili - S 1) 

La corresDondencla entre Ideales que conserva las inclusiones que 

jparece en el segundo teorema de isomorf ia y el hecho de que 3(1) de Z[X] 

;5 la Imagen inversa completa de 3( 1 ) en Z / 2 z í ^ í . 

f: 2(X] •/22 IX] 

3 ( 0 

22ÍX} = Ker(f) 

3 ( 0 

{ 0 } 

garantizan la tesis del teorema , • , 

Nota 3.5. 

También en el caso R = Z es fáci l comprobar que el cociente tiene 

cardinal A : Z[X] / 2( ^ ) - 1 X, X ^ , X O ( ^ j 

y además 

Z [ X j / 2 ( , ) = Z /2Z® 2/2Z-

Concluimos (usar 2.2. ) que : 

3(1) = D|(Z[X]) t Z[X] y por lo tanto el teorema 3.1 está probado para Z[X]. 

Dist inguiremos los casos en los que la caracter ís t ica del anil lo R sea : 

1) Un entero posi t ivo impar 2) Cero O 3) Un entero posi t ivo par, 

Comenzamos con : 
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Proposición 3.6. 

Si 1 + 1 = 2 es una unidad en R. 

3(1) =Di (R[X] ) = R[X]. 

Demostnicióa 

Por el lema 3.2, 2X e 3( 1). por hipótesis 2 es una unidad, llegamos a 

que X E 3 (1) . • . 

El recíproco de la proposición anterior no es cierta: basta tomar R =F, 

donde F es un cuerpo de caracter ís t ica 2 y de cardinal > 2, ( ve r 3.3) 

El teorema 3.1 está probado cuando la caracter ís t ica de R es un entero 

positivo impar. Ahora consideraremos los otros casos. 

El siguiente lema general iza la proposición anterior. 

L e m a 3.7. 

Para todo a, b e R se tiene 

( a^b + b ^ a ) X G 3 (1 ) . 

Demostraa'ón. 

Por el lema 3.2 tenemos que b e 3( 1). Así 

X ^ o ( aX + b ) - o aX = ( aX + b )^ - a^X^ = 

= За^ЬХ^ + зь'̂ аХ + b^ e 3( 1) . Nuevamente por 3.2, tenemos que 

b-^, 3(a2bx2 + b^aX) e 3( 1), de donde a2bx2 + b^aX G 3( 1).( ^ ) 

En part icular X ^ + X e S( 1X ( t o m a r a = b = 1 ), Por lo t an to : 

a^bX o ( x2 + X ) = a^bX^ + a^bX G 3( 1). ( ^ * ^ ) . Sumando (^ ) y m , 

tenemos: 

a2bx2 + b^aX + a^bX^ + a^bX = 2ьЧу?- + a^bX + b^aX G 3(1). 
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Ast que ( à^tì D^a ) x e з( i ì • . 

Nota 3.8.. 

Et lema anterior puede ser ut i l izado para dar condiciones suf ic ientes 

sobre R que garanticen que el casi-ani l lo RÍXl sea Д - r ad i ca l . 

Denotemos por ü la clase de todos los anil los R para los cuales 

existen dos elmentos a, b tales que a^b + b'^a es una unidad en R . 

En la clase fC están, por ejemplo, los anil los de caracter ís t ica un 

positiva Impar y todos los cuerpos de cardinal > 2 . 

As i si R e }£, el casi-ani l lo RlX] es Д - r ad l ca l , como de forma 

inmediata se prueba. • . 

Tratamos ahora el caso de caracter ís t ica 0. 

O b s e r v a c i ó n 3.9. 

Si la caracter ís t ica de R es cero, entonces ; 

5(1) = D i ( R l X l ) . 

¿ymústrachm 

Puesto que R es de caracter ís t ica O, Z es un subaníUo de R, por lo 

tanto 3(1) = D| (ZIXI) ( ve r 3.5) que es el Z-módulo de base : 

3 ( l ) 2 [ x ] : = < 1 , 2 X ^ X ^ ' " ' * ' ^X,X^^~^ + X. X ^ ^ + X ^ / П = 1,2, , >. 

№ contenido en 3 ( 1 ) . 

Tenemos que probar que D|(R[X]) está contenido en 3 ( 1 ) . Para el lo, es 

suficiente comprobar que : 
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o ( f(X) ^ g(X) ) - ( X"̂  o f(X) * X^ o g(X) ) -

( f (X) ^ g(X) f - - g(X)^ 6 3( 1 ) , para todo n H y para todo f (X) , 

g ( X ) e R [ X ] . 

Distinguimos dos casos : 

A) Si 3 no divide a n . 

Puesto X " ^ X € 3(1) . ( X " ^ X ) 0 f (X) = f(X)'^ + f (X) e 3(1). 

Similarmente obtenemos g(X)^ + g ( X ) , [ f(X)+g(X) f H f (X) + g(X) ] e 3( 1 ) . 

Sumando, [ f(X)>g(X) f f (X) * g(X) ] - [ f(X)^^ - f (X) + g(X)'^ + g(X) ] = 

= ( f ( X ) ^ g ( X ) ) " - f (X )^ - g (X ) " G 3 ( 1 ) . 

B) Si 3 divide a n. 

Primero lo demostramos para n = 3. 

Sean f (X) = a^X^ + + ajX' + * a ,X + aQ, 

g(X) = b^x""* + b|X3 + + b|X + pQ elementos de R[X], tenemos : 

( f (X) + g(X) ) ^ - ( f ( X ) ^ ^ g (X)^ ) = 

3( d^X^ ^ + a|X' + + a |X + aQ )2 ( bpj^X'^ + + bjX-i + + b |X + bQ ) 

+ 

3( b^X^ + * b|XJ + ^ b |X ^ bQ )2 ( apX'f̂  + ^ a|X' - + a , X + a^ ), (2^) 

Es suficiente demostrar que : , 

^í^bjX^^^J +bj2a,x2Ì'^ e 3 ( 1 ) , para i € { 0, , r },J e ( 0, ,m ì 

puesto que 2s(X) e 3(1) para cada s(X) e R [ X ] , 

Demostramos ( * ) . 

Observemos que 2i +j y 2j +i son ambos primos a 3 o ambos son 

"divisibles por 3 ya que su suma es ( 2í + j ) + (2j +i ) = 3( i + j ) , luego 
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X 2 i - j , x2.í** e 3( 1 ) . entonces ( apbjX ) о ( X ^ ^ ^ J - X ^ J " ' ) = 

= a,2bjX2M.a?bjX2rUl.]6 3( i ) . 

Por otro lado de 3.7., 

( a?bj - b^a^ )X 0 ( x 2 J ^ ' ) = a?bjX2J'^ ^ b ^ a ^ X ^ J ' i = [ --̂ 1 G 3(1). 

Sumando l+l у se tiene 

aj^bjX^^'-'J +b^2a.x2j+i ^ g ^ ) ^ 

concluimos 

( f (X) * g(X) )^ - ( f ( X ) ^ + g(X)^ ) G 3( 1 ) , 

у esta demostrado para n =5. 

Si n = 3t. 

Puesto que X ^ + G 3( 1) , tenemos : 

f ( X ) " ^ f ( X ) 3 , g ( X ) ^ ' ^ g ( X ) ^ y [ f ( X ) + g ( X ) f 4 f ( X ) 3 * g ( X ) ^ l 6 3 ( l ) 

por lo tanto: 

[ f(X)+g(X) f + [ f ( X ) ^ + g (X)^ ] - , { ( f ( X ) + g(X) )^ - ( f ( X ) ^ + g (X ) ^ ) 1 + 

+ ( f ( Х Я + fXX)^ 1 + [ g(X)^ ^ g (X)^ ] = 

= ( f ( X ) + g(X) f - fiXf - g(X)^ e 3( 1). • . 

Nos queda por analizar cuando la caracter ís t ica de R es 2m, con m un 

entero posit ivo. Necesitamos la síquiente 

Proposic ión X ia 

Sea R = Z/ĵ 2 blonde n un entero posi t ivo par. Entonces 3(1) es el 

ffìódulo sobre Z c o n base : 

3(1 ) ;= < 1, 2X'"', X ^ " * ' + X . X ^ " ' ' +X , X^f"' + X ^ / n = 1,2 , >. 
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Demostr3cron. 

Consideramos el homomorf ismo \ : Z[X]-> Z/^ilX] ( 3.4) 

Puesto que n es par el Ker( f ) = nZÍXj esta contenido en 3(1), usar el 

sequndo teorema de isomorf i a : 

3 ( 1 ) 

3 { 1 ) 

n2{X} = KeKf) 

{ 0 } 1 0 ) 

Ahora el resultado es inmediato. • . 

O b s e r v a c i ó n 3.1 L 

Si La caracter ís t ica de R es un entero posi t ivo par, entonces : 

3(1) = D , ( R { X ] ) , 

üemostrsc/ón 

El razonamiento para la prueba es análogo al hecho en 3.9 y en este 

caso u t i l i zar 3.10. 

Esto completa la demostración del teorema 3.1. 
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Observamos que la clase de anillos R, para los cuales los 

:asl-anillos R [ X ] son * l-radícales ( es decir R [ X ] / 3 ( ; ) = ( O ) ) es una clase 

nuy amplia ( ver 3,8), 

Sin embargo, si nos restr ingimos a la parte zero-s imétr tca de R [ X ] , es 

jecir a R Q [ X ] , nos encontramos con la sorprendente respuesta de que nunca 

os casi-ani l los RQ[X ] son y^-radicales. Para demostrar esto necesitamos 

as siguientes ; 

n e f l n i c l ó n 3.12. 

Para cada entero no negativo, n, pongamos 

J ^ I X I Q = ( a^^/J' ' ' + + г^^УP / m i n y los a^ e R "j 

P r o p o s i c i ó n 3 . 1 3 . 

Se tiene : 

( i ) J n ^ X J Q es un ideal de R Q Í X ' . 

( i i ) D | ( R Q [ X J ) esta contenido en J2 [X lo . 

Oemostrac/on 

( i ) Es una simple comprobación. 

( i i ) Basta observar que la aplicación, F : R Q [ X ] R , 

definida de la forma siguiente : 

F ( a ^ ^ X ^ + + a2X^ + a | X ) = a^ , es un epimiomorfismo de 

casi-anillos, aplicando el teorema del homomorfismo ; 

Ker( F ) = ' P^"^^ K e r ( F ) es exactamente J 2 [ X ] Q , La 

^demostración acaba usando 2.3 . • . 
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Terminamos este párrafo y así el capitulo con un resultado acerca del 

ideal distribuidor en R^ fx ] 

P r o p o s i c i ó n 3.14. 

Sea R un anil lo tai que 1 + I = 2 es una unidad de R entonces ; 

J2 ÍX ]o= D J Í R Q Í X ] ) 

Demostración. 

Es suf ic iente probar que X ^ e D|( R Q [ X ] ), para n i 2. 

Para n > 1, tenemos ; 

X ^ o í X + X^ ) - ( x 2 ^y?-^) = 2Í^^^ E D | ( R O Í X ] ) , 

Por hipótesis llegamos a que X"^""^ e D|( R Q [ X ] ) . • • , 
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CAPITULO m . 

IDEALES DE ZÍX1 Y DE Z ^ E X l . IDEALES COMPLETOS PE 

R K L 

En el libro Near- Rings de Gunter P i l z , en la pagina 228, dice : " A l l 

maximal Ideals or all fül l Ideals of ZÍX] are not known" . 

En este capítulo investigamos los Ideales de Z[X3. dando una 

descripción completa de los Ideales maximales , Aplicando los teoremas 

de isomorfia obtenemos como consecuecla los Ideales maximales de 

Por úl t imo, en el párrafo t res, estudiamos los ideales completos y 

describimos cómo son todos los Ideales maximales del anil lo de 

composición ( R[X], + , o , . ) . 

S 1. I D E A L E S E N Z Í X I . 

Comenzamos este párrafo con algunas definiciones y resultados 

conocidos en la l i teratura. 

Definición, i j ; Í P 3 

1.1-1 Todo polinomio f (X) e RlX], f (X) define una aplicación de R en 
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R. 

I ( X ) : R R 

a — > f ( X ) o r . 

I ( X ) es conocida como la función polinómica inducida por f ( X ) . 

1,1-2 Se define P(R) ; = ( I ( X ) / f ( X ) E R [X ] ] . ( P(R), o ) es un 

subcasi-anillo de ( h (R ) , +, o ). 

D e f i n i c i ó n y P r o p o s i c i ó n . 1.2. f P1 

La correspondencia h : R [ X ] - » P(R), definida 

h( f ( X ) ) = f ( X ) es un homomorfismo de casi-ani l los. En general de 

núcleo no t r i v i a l 

Demostración. 

[ P1. • . 

Los primeros pasos en orden a encontrar los ideales maximales del 

casi- anillo R[X] fueron dados por J .R. Clay y K, Doi en 1973. 

T e o r e m a 1.5. ( J .R , Clay y K. Poi ) fC-Dl 

(a) Sí R = F es un cuerpo inf ini to, ( O ) es el único ideal maximal de 

FIX]. 

(b). S i R = F e s un cuerpo f in i to no Isomorfo a Z / 2 z . entonces 

Ker(h) = { f ( X ) / K X ) = ) es el único ideal maximal de F [X] . 
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Además J.R. Clay у К. Doi dieron una descripición de estos ideales 

KerCh) = f f xP - X ) f (X) / f (X) G F (X ] } donde el cardínal(F) = p"̂  

fC-Dj , fPj . . 

Trabajos contemporáneos a los de J.R. Clay y K. Doi son los publicados 

en 1.974 por J.L.Brenner iB r l ] y por G.Strauss, [S ]. J.L.Brenner determinó 

los ideales maximales de Z/92^^']. 

Como es usual en Algebra la caracter ís t ica 2 en un anil lo es causa 

casi siempre de complicaciones. La estructura de los ideales maximales en 

el cuerpo f in i to Z/97 no es tan simple como en ios otros cuerpos, como asi 

lo muestra ei siguiente resultado, 

T e o r e m a \ A. (J.L.Brenner)fBr 1] 

Z / 2 2 M t iene exactamente dos ideales maximales ; 

V ( I ) ; = { f ( X ) / f (X) es una aplicación constante ) = { p(X) / p(0) = p( 1 )}. 

Se demuestra que V ( l ) es un ideal principal generado por X-'' + X + 1 , 

V( 1 ) = 3( x ^ + X + i ). 

T ( l ) , el ideal generado por X^^. T( 1 ) = 3( X ^ ). 

Ademas T ( l ) y v ( l ) son módulos sobre Z/22 con la siguientes 

bases: 

T ( ! ) = < 1, X ^ f ^ ^ ' ^ X , X ^ ' " ' " ^ * X , X ^ / n = 1,2,.,. > y 

V ( l ) = < 1 , X''^ + X / n = 1,2, > 

Otras caracter izaciones de V( 1 ) y T ( 1 ) pueden ve rse en i S t ] , 
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Demostr¿}c/ón 

[ B r 1]. • . 

Nota 1.5. 

Es inmediato comprobar que 3(1), el ideal distr ibuidor de 

(Cap. II ), es precisamente la interseción de los Ideales maximales de 

Z/2zM. 3(1) = T ( l ) n V ( l ) . Como observamos en Cap.l l-3,4, se tiene : 

y además 

^ / 2 z f ^ V v ( i ) = ^ /2Z y ^ / 2 z f ^ V T ( l ) = ^ /2Z 

luego 

V 2 z t ^ V T ( l ) n V ( l ) - Z/2zt>^l/T(l) ® ^/2p'^/y{\)' 

concluímos que el anil lo cociente con respecto al ideal distr ibuidor es 

isomorfo a la suma directa de los anil los cocientes por los ideales 

maximales. 

En el caso general la observación de arr iba no es c ier ta : basta tomar 

R = Z/p2 , donde p es un primo dist into de 2, 3(1) = R[X] ( Cap.ll-3,2) ; por 

otra parte R[X] t iene en este-caso un único ideal maximal ( 1.3 ) . 

Establecemos ahora algunos ideales conocidos en la l i teratura, 

Definición. 1.̂ , f l -NJ [P] 

Para cada ideal I de R, def inimos : 

(a) KXI : = ( ap,xf̂  + + a|X^ + +a|X + aQ / a, e 1, n ̂  O,} 
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(b) I < X > : = ( f (X) / r (X) 0 r = i ( r ) 6 I, para todo r e R1 

Es comprobación elemental demostrar que liXJ y l< X > son ideales de 

RlXl. 

La siguiente interesante proposición será muy usada en io sucesivo 

de) capítulo. 

P r o p o s i c i ó n 1.7. 

Sea I un ideal de R, se tiene : 

( i ) l(X) está contenido en l< X >. 

( i i ) Sean 11,12 Ideales de R tal que 11 está contenido en Entonces 

I j IX) está contenido en t2{X) e 1 ^ < X > está contenido en X >, .Además, si 

Ij está estrictamtente contenido en I2 , lo mismo sucede con los ideales 

l^íXl e 1̂  <X > d e R l X ] , 

( i l l ) Si R = Z e 1 es un ideal propio de 1, entonces l(X] está 

estrictamente contenido en l< X >. 

( i v ) Sí 1 es un ideal de Z, entonces l íX] es un ideal principal de ZÍXj. 

Demostración, 

( I) Sea f (X) = -0^^ + * a^X' + ^a^X + aQ e l(X} y sea r e R, 

entonces f (X) o r = f ( r ) = z^f^ * + + +a | r + aQ G 1, puesto que los 

ajG 1. 

( I I ) La pr imera af i rmación es una comprobación rutmar ia. Para la 

segunda, supongamos que 1 ^ está est r ic tamente contenido en I2 , Sea a G 
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lo pero a e 11 , entonces aX G l2(X), pero aX e 11 [X} . El rnismo elemento 

sirve para demostrar lo restante. 

( i l i ) Sea 1 un ideal de Z, entonces 1 = nZ para algún n naturai . 

Distinguiremos var ios casos para demostrar ( ì i i ) a la vez que 

ilustraremos el contenido estr ic to con ejemplos vanados. 

l^) Si n = p donde p es un número primo, xP - X G pZ< X >; en efecto , 

para todo a G Z , se tiene que aP - a = O(mod p ). Por otra parte xP - X 

p(f(X)), para todo f (X) G pZ[X], puesto que xP - X es monico, luego XP - X g 

pZÍX]. 

2^) Si n = p^ con r П . . Es conocido que el grupo de las unidades de 

Z/pP̂  t iene cardinal Ф{р^), donde Ф es la función de Euler. 

Todo elemento a G Z/pr^ sat isface una de las dos ecuaciones X' ' = O o 

у Щ ) - I =0 en el anillo Z/^rj , luego para todo a G I/^r^ tenemos que 

аГ( a Ф^Р ^ - I ) = 0(mod ^^l Concluimos X'̂ CX ^ - i ) € p '̂Z < X >, pero 

obviamente X^ÍX ^^P ^ - i ) g p'^Z(X) pues es un polinomio mónico, 

3 ^ ) S i n = P j ^ l p|^^k,con к ¿2. El polinomio 

í p/n-^) p^/^klxPi - [ p / ^ l " ' ^ p,^'^klX = 

= [ p / * ^ ! " ' ^ Pj , '^k} (XPi - X ) , es obvio que no pertenece a nZ(X). Si 

a G Z/p,2, tenemos que í p | ^ ^ i ' ^ ^ Pl< k̂ ] ( aPi - a ) = [р!^*^!"^^ 

P(,/kltp| s O(mod n). 

( i i l ) Sea I = nZ un ideal de Z, tenemos que nX G nZ(X}. Demostramos 

4ue todo elemento de nZ(X] está en 3( nZ). 
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sea r(X) 6 z [x] , entonces nx o ( f ( X ) + o ) - nx o o = nr (x ) - no = n í (x ) e 

se nZ). • . 

U m a 1.8. 

Los módulos sobre 2 con las siguiente bases: 

V d ) ; = < i, 2X^', X'̂ ' + X / n = 1,2, > 

T ( l ) ; = < 1, 2X", X ^ " " ' + X , X ^ ^ " ' + X , X ^ ^ / n = 1,2, > 

son Ideales de Z[X]. 

Demostración 

Considerar la aplicación canónica f : Z[X] Z / 2 2 f X 3 que es un 

riomomorfismo y aplicar el 2^ teorema de isornorfía . Notemos añora que 

v d ) y T ( l ) son las imágenes inversas de los ideales V ( i ) y T ( l ) de 

Z/2z[X],( ver 1,4) 

\ : ZÍKl 

"̂ on esto se acaba la demostración. • . 

V (1 ) 
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Nota 1.9. 

J , L. Brenner en su art iculo " Composition algebras of polynomials " 

aparecido a f inales de 1.985, obtiene una serle de resultados a cerca de la 

estructura ideal de Z[X]. Entre otros el siguiente : 

Teorema : 

Los ideales de Z[X] son : 

para cada c e Z , c Z ( X } , T ( c ) , V (c ) , J ( c ) donde 

T(c) = cT( 1 ), V (c ) = cV( 1 ) ( T ( 1 ) y V( 1 ) son los dados en lema 1.8 ). Con 

ias siguiente relaciones de inclusiones ; 

Si c y d e Z tal que c divide a d, entonces ; 

J (d ) está contenido en J ( c ) , 

T(d) está contenido en T ( c ) , 

V(d) está contenido en V ( c ) , junto con las relaciones de inclusión del 

diagrama siguiente ; 

J . L. Brenner, en su art ículo no da la demostración, dejándola para el 

lector. 

El Ideal cZ< X > no aparece entre los que enumera el teorema anterior, 

hecho, por la proposición 1.8., tenemos que cZ(X} esta est r ic tamente 

contenido en cZ< X >, Quiza el teorema deba decir : 
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6 Los ideales de ZlXl son : 

Para cada с 6 Z . cZ{X] , T ( c ) , V (c ) , J ( c ) , con las relaciones de 

inclusión dadas en el teorema junto con la relación de inclusión dada por 

el diagrama siguiente : 

cZ<X> 

czm 

9 9 

Aún no se conoce la estructura ideal de Z[X]. 

Pasamos ahora al estudio de los ideales maximales de Z[Xl, 

P r o p o s i c i ó n . 1.10. 

(a) Sea p un primo impar hay un único ideal maximal de Z[X] que 

contenga al ideal pZ(X}; pZ< X >. 

ib) Hay exactamente dos ideales maximales de Z[X] que contengan al 

<leal2ZtX}: V ( l ) y T ( l ) . 
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(a) Basta considerar el homomorfismo canónico de casi-ani l los f, 

f : ZlXl 

pZ<X> 

p Z m = K e r í 

r 1 
ker(h) 

Téngase en cuenta el segundo teorema de isomorf ia y que la imagen 

inversa del único ideal maximal de Z/p^ lX] (ver 1.3,) es precís¿wiente 

pZ<X >, 

(b) Considerar ahora , también , el homomorfismo canónico \, 

'• Z [ X ] - * Z/27M , usar de nuevo el segundo teorema de isomorf ia y ei 

hecho que Z/27ÍX] tiene dos únicos ideales maximales ( 1.4). Para acabar, 

usar 1,8. • . 

En orden a encontrar todos los ideales maximales de Z[X], necesitamos 

la Siguiente definición. 

D e f i n i c i ó n 111 

Para cada ideal I de R[X1, definimos : 

le : = í f (X) o r = f ( r ) / para todo f (X ) E I y para todo r E R ) 
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PropQglcjón Ы 2 . 
Para cada ideal i de RÍK]. se tiene . 

( i i I,,. = I n R es un ideal de R. 

( i i ) E"í ideal i está contenido en 1^ < X > 

( i i i ) Sean i| y Ц ideales de R l x l tal que 1̂  esta contenido en Ц , 

entonces (11 )r< X > lo está en Cl2'^c^ ^ •̂ 

( i ) Sea r € , entonces г = f (X) o s e I, par algún f (X) e i y para 

algún s € R . Recíprocamente, sea a € I n R, entonces a o O = a € î -., Por 

ultimo 1̂ . es un ideal En efecto, s i a e l ^ . y b e R , 

b X o t 0 + a ) - b X o O = bae l̂ ;.. 

( í í ) Sea f (X) € I, entonces f (X) g I,,< X > si y solo sí para toda a g R 

f(X) o a = f(a) g . 

( i i i ) Es inmediata. • , 

Nota 1.13. 

El contenido en ( i i ) de la proposición anterior es, en general, un 

contenido e s t r i c t a En efecto, sí R = Z e I = pZ(X), entonces 1̂  = pZ, pero 

PZ<X > contiene estr ic tamente a pZ{X]. 

Además no hay ninguna relación de contenido entre 1 y l^ lX), los 

^ìeinpìos anter iores s i rven para i lus t rar este hecho. 
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Lema \AA. 

Sea I un ideal maximal de Z[X], entonces 1̂  ^ 22. 

Demo?traaán 

En efecto si se ver i f icara que 1̂ . = 21, por la proposición 1.12, 

tendríamos que I = 1(.< X > = 2Z < X >, que no es un Ideal maximal usando 

1.10- (b). 

T e o r e m a 1.15. 

Cada ideal maximal de Z[X) contiene un Ideal de la forma pZ(X}, donde p 

es un número primo. 

Demostración. 

Sea I un ideal maximal de Z[X], enonces 1̂ . = I n Z = nZ, para algún n; 

Distinguimos casos: 

(a) Si n = O, entonces 1̂  = ( O ] ; sea f (X) E 1, f (X) o r E 1̂  = ( O ) , para 

todo r £ Z, luego f (X) = O y I = ( O } , contradición. 

(b) Si n = 1, entonces 1̂ . = Z luego 1 E 1 a s i : 

x2 o ( X + 1 ) - x2 = 2X £ I , luego 2ZÍX) esta contenido en I. 

(c) Sí n * O, n 1 y n t 2 (ver lema 1.14), tenemos que 1 esta 

contenido en nZ< X >, puesto que 1 maximal I = nZ< X >, pero n es 

necesariamente primo; en efecto sí n = st , entonces nZ esta contenido en 

tZ, usando la proposición 1.8. tendríamos que 1 esta contenido en tZ< X >, 

contradicíón. Luego n es p r imo. • . 
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Obtenemos todos los ideales maximales de 2lX]. 

C o r o l a r i o 1.16. 

Los Ideales maximales de Z[X] son ; pz< X para todo primo p * 2, 

1 ) y T( 1 ). 

Demústracfón 

1,11 y 1.15. • . 

D e f i n i c i ó n . 1,17. 

Ei radical de JacoDson del RfX] es la intersecíón de todos los ideales 

maximales y le denotaremos por Rad( RÍX] ) , 

C o r o l a r i o 1.18. 

Se tiene; 

Rad (Z [X ] ) = ( O j , 

Demostraaón. 

Sea f (X) E Radi Z[X] ), entonces f (X) o a = f(a) e pZ para todo p , p * 2, 

y para todo a e Z, luego f (X) = 0, • • . 
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S 2. I D E A L E S MAXIMALES DE Z/ j^^^X] . 

En este párrafo determinamos todos los ideales maximales del 

casi-anil lo Z/f^^t^j. 

El siguiente resultado, debido a H. Kautschitsch, encuentra los ideales 

maximales para algunos Z/p^lX], 

T e o r e m a 2.1.( H. Kautschitsch) 

Sea R un anil lo satisfaciendo la siguiente propiedad: ( p^ ) 

" Existen unidades u, v de R tal que u + v o u - v es una unidad " . 

Entonces los ideales maximales de R[X] son todos de Is forma J< X > donde 

J es un ideal maximal de R. 

Demostración. 

[ K2. J . • , 

Nota 2,2. 

El resultado anterior determina todos los ideales maximales para 

una extensa clase de anil los. As i por ejemplo todos los cuerpos de 

cardinal mayor que 2, sat isfacen la propiedad ( ). 

Si n es un número impar, es inmediato comprobar que Z/p2 sat iaface 

la propiedad ( P^). 

Si n es un número par, entonces Z¡^i no sat is face la propiedad ( P->^). 
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El siguiente resultado encuentra todos los Ideales maximales de 

l/nZ^^^ todo n 

T e o r e m a , 2.3. 

(a) Sí n = P]"^) p '̂̂ k, donde todos los primos pj * 2 , para todo i, 

entonces los ideales maximales de I/^j^y^] son : 

P\I/f)l< X > para todo í= I,,„ ,..,k. 

(b) Sí n = 2^ pj'^i p|/k donde todos los primos Pj * 2 , para todo í, 

y donde s ¿ 1, entonces los ideales maximales úel/^jíX] son: 

P|Z/p,7< X > para í= 1, ..k, y los módulos V ( l ) , T d ) sobre 

con las siguientes bases ; 

V ( i . ) , = < 1, 2X'"', X'^ + X / n = 1 ,2 , > 

T ( ) ) : = < 1 , 2 X ^ X^ ' " ' ' " ^ + X , X ^ ' ^ ' ^ + X , X ^ ^ / n = 1,2, >. 

Hacemos el caso (b), el caso (a) se demuestra de forma analoga. Si n = 

2^ P|^i pî '̂ k donde todos los primos pj * 2 , para I =1...., k, y donde s ì 

1. ios Ideales maximales de Z[X3 que contienen al Ideal nZ(X} (ver párrafo 

1) son todos de la fo rma : 

PjZ< X > para 1 = I, ,k. y los módulos V ( l ) , T ( l ) sobre Z con las 

Siguientes bases ; 

V ( I ) ; = < 1. 2 X " , X''' + X / n = 1.2 > 
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T ( l ) ; = < 1, 2 X ^ X ^ r i ^ ' - X , X ^ " ^ " ' - X ^ X ^ f ^ / n = 1,2, >. 

Considerando el homomorfismo canonico ¡, y aplicando el segundo 

teorema de isomorfía : 

f : Z[X1 > Z/nzí'^J 

P̂ Z<X>v T (1 ) V(t)....p Z<X> 

nZÍX} = K 8 r í 

V ( l ) pz <X> 
k n. 

{ 0 } 

Sea acaba la demostración aplicando la correspondencia entre los 

ideales, • . 

Simi lar al caso de Z[X], obtenemos el corolario en relación con el 

radical de Jacobson, ahora mientras que Rad( Z[X] ) = ( O ) demostramos que 

en este caso siempre es dist into del ideal ( O ), 

C o r o l a r i o 2,5. 

Se tiene; 

Rad( Z/p,2ÍX] ) * ( O ) , para todo n 2 2. 

Demostración. 

Si n = pj"^! Pl̂ '̂ k, donde todos los primos P| * 2 , para 1=1,.., k, 
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entonces el Doìlnomio, 

f (X) = ( p i ^ " ^ ) XP - ( Q^^r^ pî ffc ) X G PjZ/p2< X > para 

todo i= 1, ,k, y r (X ) * 0. 

S I n = 2̂ ^ p/ ' i . . . p|,.A donde todos los primos pj * 2 , para i= i , k, 

y donde SI 1; el polinomio . 

f (X) = ( 2'^p,'^t" ' , p ^ . ' \ ) x P - ( 2^p,'^i-1 P|,'>. ) X G p,Z/p,2< X > para 

i= 1 k. 

Además f (X) * O y f(.X) = 2g(X) con g(X) G Z / ^ ^ Í X l , luego ; 

f(X) = 2q(X) G 3( 1) = V ( I ) nT( 1 ) . . 
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S 3. I D E A L E S DEL A N I L L O DE COMPOSICIÓN ( R [ X l . +, O ) 

Dentro de los ideales de R[X3, destacamos aquellos que son ideales en 

el anil lo de polinomios ( R[X], , ) . 

Pefinicíón, 3.1. [P3 
Sea I un ideal de RfX], diremos que es un Ideal completo si es un ideal 

en ei anil lo de polinomios (R [X ] , + , . ) . 

Algunos autores a los ideales completos les llaman Ideales de 

composición, esto viene determinado por la s iguiente: 

D e f i n i c i ó n 3.2. f P 1 

Un conjunto A dotado de t res operaciones binar ias" + " , " . " o " se 

dice que es un anil lo de composición ( algunos autores dicen algebra 

t r l -operac ión ) s i v e r i f i c a : 

( a ) ( A, +,. ) e s un anillo. 

(b) ( A , o ) es un casi-ani l lo. 

(c) Para todo a | , 83 e A : ( a ^ . a2) o 83 = ( a^ o 33 ).( 32 o 83 ). 

Los siguientes ejemplos i lustran están definición. 

(a) El conjunto de todas las aplicaciones de un anil lo R en R, junto con 

la adición, la mult ipl icación y la composición de aplicaciones es un anil lo 
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de composición. 

ib) El casi-ani l lo de polinomios R[X] . junto con la mult ipl icación de 

polinomios forma un anillo de composición, que le denotaremos por ( RÍXJ. 

^ . o ) . 

Nótese que los Ideales completos de RfX] son precisamente los ideales 

del anillo de composición ( R[X], +,., o). 

Pef i n i c f ó n 3.4. 

Un ideal de ( RfX], +.. o ) es maximal si es un elemento maximal en 

el conjunto de los ideales de (R fX ] . ., o ) distintos de RfX]. 

Damos ahora unos ejemplos de Ideales completos. 

E j e m p l o s 3.5. fL - N ] 

Para cada ideal I de R, los ideales de R f X ] ; l< X > , l(X) son ideales 

completos, 

A part i r de estos ideales construimos los siguientes interesantes 

ideales completos. 

P r o p o s i c i ó n 3,6. 

Sea I un ideal de R y t e R, entonces tCiíX)) = ( t í ) {X} y t.(l< X >) son 

ideales completos de RlX]. 

Demostración 

La igualdad de la proposición es una comprobación rut inar ia, 

Demostramos que t ( l <X> ) es un ideal 
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Demostraremos que t(l< X >) es un ideal de R[X3. puesto que es 

elemental que es un ideal del anil lo de poUmomlos (R(Xl, * , . ) 

Sea t f (X ) € t(l< X » y sea g(X) E R I X ] , entonces : 

t f (X) o g(X) = t( f (X) o g(X) ) G t(l< X >) . 

Sean g ( X ) , h(X) e RÍX3 y t f (X ) G t(l< X » , tenemos que demostrar : 

g ( X ) o { h ( X ) + t f (X) ) - g(X) o h(X) G t(l< X » . 

Sea g(X) = a ĵX""' + + a jX +aQ, demostramos que para todo m = 

1 , . . . . ,n, se ve r i f i ca a^^x"^ o ( h(X) ^ t f (X ) ) - ( a^x""' o h(X) ) G t(l< X » , 

aj^X"^ o ( h(X) + t f ( X ) ) - ( a^X^ o h(X) ) = 

= a ^ ( h { X ) + t f ( X ) ) ^ - a^ ( h(X) ) ^ = 

= ar(i( h(X) +[ t f ( X ) • + H f ( X ) • + f (X) ) ^ j - h(X) ) ^ = 

= t f (X) • + + t f ( X ) • + +t"^( f (X) , donde los O son polinomios 

de R l x l 

Puesto que l< X > es un Ideal completo y f ( X ) G l< X >, concluimos que 

a^^ ( h ( X ) + t f ( X ) P - h(X) )^ G t(l< X » para todo m y como 

consecuencia obtenemos que t(l< X >) es un ideal completo para todo t G 

N o t a 3.7. 

Está claro que t(l< X >) está contenido en l< X > con contenido 

es t r ic to si t * 1. Por otra parte no es c ier to en general que se tenga una 

Igualdad entre los ideales t(l< X » y ( t l X X > ; siempre t(l< X » está 

contenido en (t l)< X >, pero la otra Inclusión no es c ier ta : tomar como R = 

l, I = 3Z , t = 2, tenemos que tl= 6 Z , el polinomio móníco f (X) = X ( X - l ) 

.( X - 5 ) G (tl)< X > pero no está en t(l< X > ) , de hecho t(l< X >) siempre 

98 



está contenido en (tR)(X]. 

Existen ideales de R[XJ que no son ideales completos. Por ejemplo, sí 

tomamos en R = Z, los ideales J ( 1). V( 1 ) y T( 1 ) no son ideales completos . 

pues el 1 pertenece a todos, pero todos son dist intos del total. 

Reciprocamente, existen Ideales del anil lo de polinomios que no son 

Ideales de R[X]. ( por ejemplo el ideal generado por X ) . . 

El siguiente resultado conocido relaciona los ideales del anil lo de 

polinomios con los ideales a la izquierda de R{X]. 

T e o r e m a 5.8. [L -N| 

Cada ideal del anil lo de polinomios ( R[X], , ) es un ideal a la 

Izquierda de RÍX], 

Demostración. 

I L - N J J P J . 

T e o r e m a 5.9. 

Sea R un ani l lo de caracter ís t ica posit iva dist inta de 2 . Los ideales a 

la Izquierda de RfX] son exactamente los Ideales del anil lo de polinomios 

(R[X], ^ - ). 

Sea I un ideal de R[X] y sean f ( X ) G I , g (X ) G R[X] , entonces tenemos 

x2 o (g(X) + f (X) ) - X ^ o g(X) = 2f (X)g(X) 6 I, Por hipótesis I /2 e R, 

luego 1 o 2 f ( X ) g ( X ) = f ( X ) g ( X ) e I , para acabar usar el teorema 3.8.». 
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Nota 3 . t0 . 

E. G. Strauss fue el referee del art ículo de J . L. Brenner ( 2 ) . El publicó 

a continuación unos interesantes resultados en relación con los Ideales 

completos sobre cuerpos : 

Teorema^ S ) 

Sea F un cuerpo finito. Cada ideal de F[X] es un ideal completo si y 

solamente sí la característ ica de F es dist inta de 2 . (La demostración que 

aparece en [P] t iene una e r ra ta ) . 

En orden a l legar a una respuesta acerca de la representación del 

anil lo de composición ( R[XL +, ., o ) como un producto subdirecto de 

anil los de composición simples, tendremos que determinar los ideales 

max imales. 

Pasamos ahora a estudiar los ideales maximales del anil lo de 

composición ( R[X], ., o ) 

L e m a 3.11. 

Todo ideal de composición de ( R[X], +, . o ) dist into de R[X] esta 

contenido en un ideal maximal. 

Demostración 

La demostración es la t iplea, usando el lema de Zorn, • . 

Establecemos ei resultado mas destacable de este párrafo acerca de 

los ideales maximales completos de RlX]. 
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T e o r e m a 

Los ideales maximales del anillo de composición ( R[Xj, ^, ., o ) son 

todos de la forma К X > donden I es un Ideal maximal de R. 

Oemostrac/ón 

Sea I un ideal maximal de R, demostramos que I < X > es maximal. En 

efecto, si J es un ideal que contiene estr ictamente a I < X >, tomamos un 

f (X) E J con f (X) g l< X > , luego existe un r E R tal que f ( r ) g I. Por 

1,12. contiene a {\ <X> = \, ademas f ( r ) E J ^ . , por la maximidad de 

I, tenemos que = R, luego I E J ^ . , J ^ . = J n R , tenemos que 1 e J , 

concluimos que J = R[X1. 

Reciprocamente sea J un ideal maximal del anillo de composición R[Xl, 

por 1.12. tenemos que J esta contenido en J^< X >; J maximal tenemos que 

Jc< X > = R[X] o X > = J . 

Si J(^< X > = R[X], tenemos que 1 E J ^ . = J O R por lo tanto J = R[XL 

contradición. 

Sí J(^< X > = J , tendremos que demostrar que es un ideal maximal de 

R. En efecto, sea I un ideal de R que contiene estr ictamente a J ^ , entonces 

J^< X > = J esta contenido en l< X >, de nuevo haciendo uso de la maximidad 

de J , tenemos que К X > = R[X3 , por lo tanto 1E I , de donde I = R; 

concluyendo que es maximal. • . 
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E] siguiente corolario contiene algunos resultados ya conocidos para 

el caso de cuerpos. 

C o r o l a r i o 3.13. 

( i ) Si R = F, un cuerpo. El anillo de composición ( F[X], +,., o ) tiene un 

único ideal maximal que es precisamente : 

Ker( h ) = í f (X) / I ( X ) = O } 

( i i ) Sí R = Z. Los ideales maximales del anil lo de composición son 

todos de la forma ; pZ< X > , donde p recorre el conjunto de los números 

primos. 

O l í ) Sí R = Z/p,2 donde n = Pj^^i pj,^k. Los ideales maximales del 

anillo de composición ( Z/pi^íXL + , o ), son : 

pjZ/p,2< X >, para todo í = 1, 2, , k 

[3 .9 ] . 

Nota 3.14. 

El ideal maximal 2Z< X > del anil lo de composición no es un ideal 

maximal ni del casi-ani l lo de polinomios ( ZlX], +, o ) ni del anillo de 

polinomios ( Z[X1, +, - ). de hecho ningún ideal maximal del anillo de 

composición es un ideal maximal del anil lo de polinomios ( Z[XL . ) como 

es fáci l de comprobar. 

J . L. Brenner asegura que el casí-aní l lo Z[X] es un casi-ani l lo principal 

es decir todos sus ideales son generados por un elemento, ¿ cual es el 
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generador de los ideales D2 < X > ?. 

EÌ conocimiento de los Ideales maximales de los anillos de 

composición ( R lX l „ o ) nos permiten calcular el radical de Jacobson, 

Definición 3,1^. 
El radical de Jacobson del anillo de composición está definido como la 

interseción de todos los ideales maximales. Será denotado por ; 

Rad( (R [X ] . > . . , o ) ) 

No ta 3.16, 

Los ideales completos de R[X] forman un sistema de fioore inductivo 

en R[X]. 

El siguiente resultado determina el radical de Jacobson, una vez 

conocido el de el anil lo R, 

T e o r e m a 3.17. 

Se tiene ; 

Rad ( ( R[X]. +, ., o ) ) = Rad(R)< X >. (donde Rad(R) es el 

radical de Jacobson del anil lo R ) 

Demostración. 

Rad ( ( Rix] , o ) ) = n { J < X > / J es un Ideal maximal de R } 

=( n J , J maximal )< X > = Rad( R)< X >. • . 
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Acabamos este párrafo y así el capitulo con un corolario inmediato 

del teorema 3.14. 

C o r o l a r i o . 5.18. 

Se t iene : 

( i ) Si R = F, donde F es un cuerpo inf ini to, entonces ; 

Rad ( ( F[X], \..o) ) = ( O ]. 

(11) Sí R = F , cuerpo f ini to, entonces 

Rad( ( F [ X ] , „ o ) ) = K e r ( h ) * { 0 ] , 

( i i i ) 51 R= Z, entonces: 

Rad ( ( Z[X], +,.. o ) ) = { O }. 

( i v ) Sí R = Z/p|2 ' con n 1 2, entonces: 

Rad( ( Z/f^2Í^], ^ „ o ) ) ^ ( 0 } . 

Demostración 

3.17. 
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APÉNDICE 

A L G O R I T M O P A R A L A DESCOMPOSICIÓN DE POLINOMIOS 

En este apéndice consideraremos ei siguiente problema ; 

" üsdú un poiínonvo nxj £ FM F un cuerpo , encontrar una 

descomposición compieta (fe ííX) de Ja forma siguiente, 

fW = a g^X) a o g/Xi donde ios g^'X* son poünomíos 

indescomponiPles " 

INTRODUCCIÓN. 

Comenzamos dando las definiciones y resultados básicos que 

necesitaremos para concretar el problema. 

D e f i n i c i ó n . l . f L - N J Í P J Í S j 

Se dice que un polinomio f ( X ) G R[X] de grado posit ivo es 

indescomponible sobre R si siempre que 

f ( X ) = g ( X ) o h ( X ) con g ( X ) , h (X ) e R [ X ] , entonces 

6rado(g(X).) = 1 o 6 rado(h (X) )= 1. 
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D e f l n ì c t ó n 2. iL-m [P] [S] 

(1) Sea í (X) e R[X] ( R dominio de integridad ) y 6rado(í(X)) > 1 y 

g | ( X ) , g2 (X ) , , g^^íX) G R[X] , polinomios indescomponibles con : 

f(X) = g , ( X ) o g 2 ( X ) o , . og^^CX). 

Diremos que { g | ( X ) , g2(X) , g,^(X) ] es una descomposición completa de 

f(X), 

( i i ) A los g|(X) les llameremos componentes de la descomposición. 

P r o p o s i c i ó n 3. 

Sea R un dominio de integridad y f (X) e R[X]. 
Si Grado(f(X)) > 1, entonces existe una descomposición completa de 

Í (X) . 

Demostnsción 

( v e r [ L - N ] [ P ] [ S ] , ) , • , 

Nota 4. 

Resultados re lat ivos a la " unicidad " de la descomposición completa 

de un polinomio f (X) pueden encontrarse en [D-Wj [L-NJ [P] [S ] . En part icular 

F. Dorey y G. Whapies en " Prime and Composite Poiynomiaìs" ( 1974) [D-Wj, 

demuestran que cada descomposición de f (X) e F[X]^ ( F un cuerpo de 

caracter ís t ica p) es equivalente a una descomposición en polinomios 

adit ivos ( esto es inmediato si F= Z /p^ , ver Cap.l- 214 ). Entre otras 

pi^opiedades re la t ivas a la " unicidad " de la descomposición de un 

polinomio, destacamos: 

Sí f (X) G F[X] con m.c.d( grado(f(X), car.(F) ) = 1 o cari F) = O y 
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f (X) = g | ( X ) 0 g2(>í> o o g^CX) = h | (X ) o h2(X) o o hgíX), donde g^CX) , 

hj(X) son polinomios indescomponibles de grado > 1. Entonces r = s y los 

grados de las componentes son las mismos salvo permutación. 

Los dos únicos algoritmos que se conocen al respecto son debidos a 

David R. Barton y Riciiard Zippel . [B-Z] (1.985) . Encuentran una 

descomposición completa de f(X) e F[X]. donde F es un cuerpo de 

caracter ís t ica O, en ambos algoritmos necesitan de todos los factores 

irreducibles de un polinomio; en uno de ellos de los factores de un 

polinomio en una variable y en otro de los factores irreducibles de un 

polinornio en dos var iab les . 

Aunque los autores no lo advierten, estos algoritmos s i rven también 

para un polinomio f íX ) con coeficientes en cuerpo de caracter ís t ica 

posi t iva ( con algunos pequeños matices ), en concreto para ciertos 

polinomios se necesita en algún momento de una etapa encontrar ( no 

solamente los factores irreducibles ) las raíces de un cierto polinomio. 

En este apéndice presentamos un algoritmo para la descomposición de 

un polinomio que no hace uso de la factor ización de polinomios. 

ALGUNOS R E S U L T A D O S 

A lo largo de este apéndice F denotará un cuerpo. 

T e o r e m a 5. 

Sea f (X) e F[X] con Grado(f(X)) > 1. Entonces existe una 

descomposición completa [ h , (X ) , h2(X) , hp(X) ] de f (X) con las 

siguientes caracter ís t icas ; 
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(a) 6raclo(h^(X) ) > l para i = 1, , r, 

(b) Los h^(X) son poìinomios mónicos para ì = 2 r. 

(c) Los h^(X) 6 FQ [X ] para i =2. r. 

Necesitamos este resultado ; 

Lema 

Supongamos que h(X) e F[X] con Grado(h(X)) >1 es un polinomio 

indescomponible. Entonces p(X) = 1(X) o h(X) es indescomponible para todo 

l ( X ) e F[Xj con Gradoí 1(X) )= I . 

Demostración, En efecto l íX) = aX ^ b, con a * O , tenemos 

híX) = í l /gX - b/3 ) o píX), el resto es elemental,*. 

Haciendo uso de este lema podemos encontrar una descomposición 

completa que ver i f ique ía). 

Supongamos que f (X) = gíX) o h(X), con h(X) = c^^/!^^ + <-C|X + CQ, y 

c^^ =í O , tenemos que h(X) = c^, X o h'(X) con 

h'(X) = X"^ - ( Cr^ ^ ' ^ ^ - l ^ ^ ' " " ^ ^ * ^ % ) - l c | X ^ ( Cf^ r ^ c o , 

luego tenemos que f íX) = gíX) o Cp̂ , X o h'(X) = g ' (X) o h ' íX) con h ' íX) momeo. 

Así conseguimos una descomposición completa de í íX ) que ver i f ique 

(a ) , (b ) . 

Para conseguir que satístaga í c ) . Sea f íX) = gíX) o híX) con híO) = a 

tenemos f ÍX ) = gíX) o ÍX + a) o í X - a ) o híX) = 

í gíX) o ÍX + a) ) o í ( X - a ) o híX) ) = g ' ÍX) o h ' ÍX) con h' íO) = 0. Esta 

c laro que haciendo uso de esta pequeña nota y del lema conseguímos la 

tesis del teorema. •. 

108 



Notar que no se pierde generalidad al suponer que el polinomio de 

partida f (X) . es un polinomio mónico, (ver teorema 4 ). 

N o t a c i ó n . 6 

El polinomio f(X) e F[X], para el cual queremos encontrar una 

descomposicón completa, ( Grado(f(X)) > l ) le escribiremos a lo largo de 

este apéndice de la siguiente forma ; 

f(X) = X^' - A.O^X'^'-^ + A02X" -2 + + A ^ ^ - ' + ... + A ^ ^ . ^ X + A ^ ^ 

D e f i n i c i ó n 7. 

Diremos que un polinomio h(X) e K[X] ( K es una extensión de F ) con 

I < Grado(hX)) < n es un " candidato bueno " si existe un g(X) e KfXj tal que 

f (X) = g(X) o h(X), 

El siguiente teorema esta basado en las Ideas de David R. Barton y 

Richard Zippel , [B-Zl (1.985) para la computación de g(X) una vez que se 

parte de un candidato h(X). 

Notar, también que no se pierde generalidad en suponer que el posible 

"candidato bueno" no tiene término constante.( ve r teorema 4) 
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T e o r e m a 8. 

Un Dolínomio h(X) e K Q Í X ] es un " candidato bueno " s i y solamente si 

los restos de las divisiones p-ádicas de f(X) en h(X) son constantes, es 

decir : En las divisiones euclideas 

f (X) = q i (X ) li(X) + rQ(X) 

q | ( X ) =q2(X)b(X) + r ^ C X ) 

6rado(rj(X) ) < Graclo(h(X)) 

para todo i 

q t_ j (X) = qj.(X)h(X) + r j ._ , (X) 

q^íX) = O h(X) + r^íX), 

Los r^íX) son polinomios constantes r^íX) = r̂  E K. 

Demostración 

Tenemos : 

' f (X) = r|.(X) n(X)^ * + r^(X) h(X) + r^íX), 

Supongamos que los r^íX) = r^. Entonces f(X) = g(X) o h(X), donde 

g(X) = r|.X^+ +r |X + rQ 

Reciprocamente, sea g(X) = CgX^ +....+C|X + CQ tal que f(X) = g(X) o h(X), 

f (X ) = CgníX)^ + +C|h(X) * CQ = [ Cgh íX)^ " ' + +C|] h(X) * CQ por otro 

lado f (X) = q I (X) h(X) + TQCX) , luego tenemos que 

q | (X ) = Cgh(X)2"^ + +C|] y TQCX) = CQ analogamente demostramos 

que los r^(X) = C| luego s = t y los r^(X) constantes para i = t, t. 

no 



Además, puesto que h(0) = O , tenemos 

f(0) = q | ( 0 ) h ( 0 ) ^ TQCO) = rQ 

q | (0 ) = q2(0)h(0) + r^(0) = ri 

q t - í ( O ) = q^(0)h(0) + r t - | ( 0 ) = r^_, 

qfiO) = O h(0) + r,.(0) = . 

Luego si qeremos saber si un polinomio h(X) es un " candidato bueno 

habrá que computar las siguientes divisiones : 

q | ( X ) = f (X) - f (0) / ,^(x> 

q2(X)= q ^ ( X ) - q ^ ( 0 ) ; ^ ( x ) -

. q t ( X ) = q t - i ^ ' ^ ' ^ - ^ t - l ^ ^ V h í X ) ' 

Si en alguna div is ión no es exacta, h(X) no es un " candidato bueno " y 

s i todas son exactas, h(X) es un "candidato bueno" ; además. 

f (X) = ( r ( -Xt + + r ,X + r Q ) o h ( X ) , 

luego, como ya anotaron David R. Barton y Richard Zippel [B-Z] , esta 

observación se rv i rá también para calcular los coeficientes de g ( X ) . • . 

El siguiente teorema es fundamental para la determinación del 

candidato h(X). 
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T e o r e m a 9. 

Sea m un numero naturai divisor propio de n = GradoCfX)). n = mt con 

m.c.d( t , Caracter ls t lca(F) ) = ! o car(F) = 0. Entonces: 

SI ex is te un " candidato bueno " h(X) G K Q [ X ] . ( K es una extensión 

cualquiera de F ) mónico, con 6rado(h(X)) = m, entonces h(X) es único; y en 

este caso ambos h ( X ) y g ( X ) pertenecen a FlX], 

Demostrscfón. 

Sea h(X) = X'"'^ + b | X " ' - l + b2X'"'̂~2 , , ^ l^y^j y 

supongamos que h(X) es un " candidato bueno tenemos 

f (X) = q | ( X ) h ( X ) +rQ(X) con 

q , ( X ) = X ^ - " ^ ^ A ' , X " - " " ' - Í A^X^-m-í . , . . k\^.,Y^-^ " ^ r n - ' ^ ^ Ml (X) 

donde 6rado(l1^(X) ) < n-2m +1 y los coeficientes Â^ están calculados 

de forma recurrente aplicando el algoritmo de la división euclidea ; 

k \ - A^rt̂ l 

A^2 = ^2 ~ t"-̂ ! - b2 

Â 3= \,^k\- b2AS-b3 

k \ - A ^ V b i AS_, - b2AS-2- - b t - 2 A ^ 2 

Рог eì mismo procedimiento tenemos 
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q^, . | (X) = q,^(X)h(X) + r j ^ - | (X ) con 

q„(X) = xr»-'^^" - A^X^^ - f ^ ' - ' A ^ ^ - ' ^ ' ^ - i a\.^X^'-^^'-^^''^^ ^ M„(X) 

donde 6rado(M|,(X)) < n - (k +1 ) m + 1 y ìos coeficientes A*̂ ^ de q|^(X) vienen 

dados ; 

A V A * ^ - ' , - b | A V i - b2A ' ' j _2 - - b , - 2 A ' ^ 2 - ^\- \ ' 

para i = 1 , m- l y p rak = l,....,t-l .• 

Tenemos 

qi-_j(X) = q^(X) l^(X) + r , ._ j (X) donde 

q f_ , (X ) = X"^ + A ^ - A ^ " ^ j X " ^ ' ' ^ + A*~'f„_jX + M t . | ( X ) 

luego 

r^(X) = qj.(X) = I y Mt._,(X) = r | ._ | (X) = r,._j e K. 

Se tiene 

A^"^j = bj para i = l , , . . . ,m-l . 

Si denotamos 

Cj = A ' j + A^j + A^ ' ' j para i = 1,..., m-1. 

Obtenemos: 

tb , = A ^ .. 

tb2= A^2 " l ^ l C j 

b2= A \ - b , C , 1^ 
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D3 = A S - b i C 2 - b 2 C i ; t 

tb, = A^ j - b , C j _ , - b2C . j _2 - - ^ j - ! - - ! . - b , . i C . 

bj=A'^^ -Ь |Сз_ , -Ь2Сз .2 -

Para j = 1, 2, , m-1 

Concluimos que podemos encontrar todos los bj y además obviamente 

todos los b| e F, luego vfA) = r̂  e F y por lo tanto g(X) e F[X]. 

El algoritmo básico para la computación de h(X) dado f (X) en las 

condiciones del teorema es el siguiente: 

Queremos computar los coef ic ientes b| de h(X), el problema se traduce en 

encentar los elementos A ^ de la mat r iz A de t f i las y de m-1 columnas. 

A = 

A ' , A S 

k^-K : A^ -^ 

^ m-1 

А^ш-1 

m-1 
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Conocemos t y la primera f i la ( A ^ ^ , A ^ 2 > > ^^m-1 ' 

l^ etapa. 

Computar b j , b| = ( A*^ , ) ^ ^ 

Computar la primera columna. A \ = A ^ ^ - b| y para todo k, 

AS = A ^ - ' i - b , . 

Computar C | = A ^ | + A ^ ^ + + A ^ " ^ , 

2^ etapa. 

Computar b2 = ( A^2 ' ^ i *̂  1 V t 

Computar la segunda columna, A U = A % - bj A ' | - b2 y para todo k, 

A^^2 =A»^- '2 - b , A ^ - b 2 . 

Computar = A^2 * ^ * A^'~^2 

etapa. 

Computar b|, b| = ( A^ j - b |C j_) - ^2^\-2 ' ' ^ i - l ' - l V t 

Computar la í̂  co lumna, 

A ' J = A V t)i A V I - '^\-2^^2' ^ i - i '^'i " y para todo k, 

A'-\- b, A V I - - t > i - 2 A ^ 2 - bl-1 - bj. 

Computar C | = A V A ^ Í * 

así computamos todos los bj, para i = 1, , m-1 .•. 
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Establecemos el algoritmo que nos da una descomposición completa 

del polinomio f(X). 

ALGORITMO 

El esquema del algoritmo para encontar una descomposición de un 

polinomio í (X ) € F[X], será el siguiente : 

1. Computar un polinomio h(X) indescomponible de grado menor que el 

de f (X) como una componente candidata de la descomposición, 

I!. Computar g ( X ) , s i ex is te para que f (X) = g(X) o h ( X ) . 

II I . Recursivamente descomponer g ( X ) . 

Una forma de atacar ei problema, serla Intentando resolver un sistema 

de ecuaciones ; 

Sean g(X) y h(X) con 6rado(g(X)) = r y 6rado(h(X)) = s. Determinar los 

coeficientes de g(X) y h(X) para que f (X) = g(X) o h(X),- se traduce en 

resolver un s istema no lineal con coeficientes en F, de rs + 1 ecuaciones en 

r + s + 2 incógnitas. Entonces cualquier solución de este s is tema daría una 

descomposición de f(X), La técnica no es muy recomendable incluso en 

polinomios de grado muy bajo, porque las ecuaciones se van complicando 

rapidamente y así la complejidad de este problema es mas grande que el 

de partida. 
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A ì g o r i t m o . 

Sea f (X) un polinomio mónico en F[X] de grado, n, primo con la 

carcter is t ica de F о caracter íst ica 0. 

M I . Sea m el menor divisor propio de n, n = mt. 

M2- Encontrar los coeficientes Pj para i = 1, , m-1, del polinomio 

(teorema 9 ), П(Х) = x"^ + b , X " i " ' + 02^"^"^ ^ ^ ^ n - 1 ^ ^ 

M3. División p-ádica de f (X) en Г)(Х) , comprobar si h(X) es un 

"candidato bueno " ( teorema 8 ), 

M4. Sí h(X) es un " candidato bueno", encontrar los coeficientes de 

g(X) para que f (X) = g(X) o h(XX ( teorema 8 ). 

M5. Apl icar de nuevo MI al polinomio g(X) = X^ + + Cq . 

M6, Si h(X) no es un " candidato bueno " , tomar m ' el siguiente 

d iv isor propio de n y dist into de m; aplicar M2 para m' . 

El algori tmo nos da una descomposición completa del polinomio f (X ) 

en componentes indescomponibles. 

En efecto si m es el menor div isor propio de n, n = nit para el cual 

ex iste ; 

h(X)= X"^ * P í X » ^ ' ' * b2X"^"2 + + b f^ .^X e F(X] un " candidato bueno " 

entonces h(X) es obviamente un polinomio indescomponible. 

Puesto que e) número de d iv isores de n es f i n i t o , el número de etapas 

es también f in i to. 

Por úl t imo, s i para todo d iv isor 1 de n no ex is te un "candidato bueno " 

de grado 1, entonces f (X) es indescomponible ; por lo tanto sólo aparece una 

única componente en la descomposición de f (X) 
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C o r o l a r i o t 1 , 

Sea f (X) e F(X] con Gra(lo(f(X) > ) y m.c.d ( Graclo(f(X), Caract(F) ) = l o 

característ ica o. Supongamos que f(X) es descomponible. Entonces existe 

una única descomposición completa de f ( X ) , 

í h | ( X ) , h 2 ( X ) , ,, hpCX) J con las siguientes caracter íst icas : 

(a) f (X) = h , ( X ) o h 2 ( X ) o o h^CX) 

(b) 6rado(h^(X) ) > 1 para i = 1, r, 

(c) Los h^(X) son polinomios mónicos para i = 2, , r, 

(d) Los h^(X) e FQ[X] ( h^(0) = O ) para i =2 ,r. 

(e) 6rado( h^(X) ) =Mínimo í 6rado(h(X) / h(X) es un "candidato bueno" 

para el polinomio h | ( X ) o h-;,(X) o o h j ( X ) } , para i=l ,„ .r . 

Demostracm. 

Es inmediata usando el Algor i tmo y el teorema 5, • , 

D e f i n i c i ó n 12. 

Sea f(X) e F[X1 con GradoCf(X) > 1 y m,c,d ( GradoCf(X), Caract(F) ) = 1. 

Si f (X) es indescomponible a la descomposición completa de f (X) . [ f (X) l 

diremos que es la " descomposición ideal " de f ( X ) . 

Si fCX) es descomponible, a la descomposición completa de f (X) , 

[ h j ( X ) , h 2 ( X ) , , hp(X) j de la forma del corolar io anter ior diremos que 
es la " descomposición Ideal " de f(X), 

Notar que la definición de " descomposición ideal " de un polinomio 

f (X) e F[X] con GradoCf(X) >1 y m.c.d ( Grado(f(X), Caract(F) ) = 1, esta bien 

definida ( ex is te y es única ) , 
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E j e m p l o s 13. 

Encontrar la " descomposición ideal" de los siguientes polinomios 

sobre QÍX]. 

(a) f(X) = X'^ + 6X^ + X ^ + 9X2 + 3X - 5. 

Aplicamos el algoritmo ; 

MI . n = 6, luego m = 2 . t = 3. 

m. Tenemos, h(X) = X ^ ^ b,X, luego b p A ^ ] / 3 = 0. 

M3. h(X) = x2 , f (X) = q , (X) x2 ^ r ^ í X ) , donde 

(X) = X ' ' ^ 6X2 + X + 9 y PqÍX) = 3X - 5. 

Puesto que r^CX) € O, híX) no es un " candidato bueno 

116. m = 3, t = 2. 

h 2 h(X) = X ^ ^ b | X 2 + b2X. tenemos; 

b p A ' ^ , / 2 = ^̂  

202 " ^^2 " P1CI . luego b2 = A'^2 /2 = •̂ 

M3. h(X) = X-^ ^ 3X , divis ión p-ádica 

f (X) = ( X " + 3X + 1 ) ( + 3X ) ^ 5, luego r^ = 5 G Q. 

X ^ + 3X + I = 1 (X^ ^ 3X ) + I, luego r| = I G Q. Por lo tanto h(X) es un 

"candidato bueno ". 

N4 Los coef ic ientes de g(X). son 1, r^ y rQ , luego g(X) = x2 + x - 5. 

M5, El grado del polinomio g(X) es primo, por lo tanto indescomponible. 

La " descomposición ideal " f (X) = ( x2 + X - 5) o (X.-̂  * 3X ). 

(b) 

f(X)= X ̂  2 •̂ 3X ̂  ' + 3X ' - 5X^ - 12X^ - 6 X H 2X^ M 2X5 _ x 4 _ qx3 ^2X - S. 

I1 l .m = 2 , t = 6. 
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M2. h(X) = X ^ + b|X , t), = A^ l /5 = 1 

N3. h(X) = X ^ 1 /2X. Tenemos f (X) = q , (X ) h(X) ^ T Q Ì X ) , donde 

pQÌX) = 455/2048 X 5 e 0, luego x'^ + 1 no es un "candidato bueno" 

ri6. El siguiente divisor de 12 distinto de 2 es A, luego m = ^, t = 3, 

m Sea h(X) = X"^ ^ b + b2x2 + b3X, 

t > i = A ^ / 3 = 1, 

tb2= - b | C , dondeC, = A ' , + A- ' , =( A*^, - b , ) ^ (A'-'', - 2b , ) = 2 H = 3, 

3b2 = 3-1.3 = 0 = b2. 

tb-7 = A^3 - b IC-;> - b 2 C , donde C 2 = A ' 2 ^ a22 = 1 ^ 0 = 1. 

3b-7 = -5-1.1 = -6, entonces b T = - 2. 

M3. h(X) = X ^ ^ X ^ - 2X , Divis ión p-ádica de f (X) en h(X) , 

f (X) = q } ( X ) h ( X ) + r Q ( X ) , donde 

q, (X) = X^ ̂  2X^ ^ - 4 X ^ - 4X'^ + 4x2 - 1 y PQÍX) = 5 e Q. 

q , (X ) = q2(X)h(X) + r | ( X ) , donde 

q2(X)= X ^ + X ^ - 2 X y r | ( X ) = - l e Q . 

q'>(X) = q^(X) n(X) ^ r ^ i X ) , donde 

q3(X)= 1 y r 2 ( X ) = 0 G O , 

Por lo tanto X'^ + X"^ - 2X es un "candidato bueno ", 

r i4 Los coeficientes de g(X) son 1 , r2^X ) , r ^ (X ) y rQ(X) , luego 

g(X) = X ^ - X + 5. 

M5. El grado de q(X) es primo, luego g(X) es indescomponible. 

La " descomposición ideal " de f (X ) : 

[ X^^ - X ^ 5, X ^ + X ^ - 2X ]. 
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Como consecuecla inmediata del teorema 9 obtenemos el siguiente 

T e o r e m a . 14. fF-Rl 

Sea f(X) € F[X] con ei m.cd ( Grado(f(X)) = n , Carc te r i s t i ca (F) ) = 1 

y í (X ) indescomponible sobre F . Entonces f (X) es indescomponible sobre 

cualquier extensión K de F. 

Oenmtf-KiQa 

Ver Teorema 9. • . 

Nota Ì5 . 

El teorema anterior no es cierto si la Carcter ís t icaíF) divide al 

Grado(f(X)), 

Sea F = Z / 0 7 - Entonces f(X) = X ^ + X^ + X es indescomponible sobre F 

como de forma inmediata se comprueba, ( notar que f (X) e F[X]^^ así t ( f ( X ) 

= x2 + X + 1 ( ^ es el isomorf ismo del cap, 1-2,14 ) que es un polinomio 

Irreducible en el anil lo ( F[X], + , , ) . Sin embargo , 

fCX) = ( x2 ^ a " ) o ( x2 aX ) donde 

ct^ - a + 1 = O y a e F Q , 

Sea F = Z/p2 y F la clausura algebraica de F Sea a G F, a * 1 con 

aP"^ = 1 y h(X) = XP ^ a X P ' ' + + a P " ' x . Es posible elegir gCX), 

g(X) = apXP+ +a|X tal que f (X) = g(X) o h(X') G F[X], Basta elegir los 

aj tales que a j ía^) ' = a( - i ) ' . Así tenemos que 

f íX ) = - ( XP + XP~^ + + X ) ( XP + XP"^ + + X + 1 )P~^ , 
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Рог otra Darte f(X) es indescomponible sobre F, como de forma 

inmediata se comprueba. 

Notemos entonces aue en el Algori tmo necesitamos la condición de 

m.cd ( Grado( f (X) ) = n . Carc te r is t i ca(F) ) = 1, para poder determinar los 

coef i с I entes b ̂  de I po i i nom i o ti(X ) 

A P L I C A C I O N E S 

R e s o l u c i ó n de e c u a c i o n e s p o l i n ó m i c a s 

La aplicación más inmediata es para el cálculo de raices de un 

polinomio. Si f ( X ) es un polinomio descomponible, f ( X ) = g ( X ) o h ( X ) . 

Entonces para computar los ceros de f ( X ) , primero computamos los ceros 

de q ( X ) , 2|; así los ceros de f ( X ) son los ceros de los polinomios 

h j ( X ) = h ( X ) - Z j , 

Así en los ejemplos 13 los dos polinomios son irreducibles sobre Q, 

sin embargo son descomponibles luego hemos reducido el problema de 

computar las raices de un polinomio irreducible de grado 12 a computar las 

raices de polinomios de grados 3 y 4 , 

El operador SOLVE en el REDUCE no da ninguna solución al los 

ejemplos 13, pero si los resuelve aplicando el comentario de arriba. 

D e t e r m i n a c i ó n de f a c t o r e s . 

Sea f (X ) G F ( X ] tal que X f ( X ) es descomponible, entonces f ( X ) es 

reducible, 
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Existen g(X) y h(X) tal que Xf(X) = g(X) o h(X), 

Xí (X) = CQh(X)'^ ^ Cih(X)^-"' + C2^(X)^•~^• ^ c,._|h(X) , luego n(X) es un 

factor de Xf (X) y puesto que 6rado(h(X)) 2 2, podemos conseguir de forma 

obvia un factor de f(X), En este sentido podemos aplicar el algoritmo para 

obtener factores de f (X) . 

Sea f (X) £FÍX] tal que una pr imi t iva p(X) de f íX) ( p'(X) = f(X),, p'(X) es 

la derivada formal de p(X) ) es descomponible entonces f (X) es reducible, 

Existen g(X) y h(X) tal que p(X) = g(X) o h(X), tenemos 

f (X) = ( g'(X) o h(X) ) h ( X ) y puesto que grado(h(X)) i 2, grado(h'(X)0 2 1. 

Finalmente para determinar cuando el polinomio ( f (X) - f (Y ) )/ y. y ^s 

un polinomio irreducible en F[X,Y]( ver F-Ml ) , • • • . . . 
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