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INTRODUCCION

De todos es conocido que 1os polinomios constituyen el nicleo  del
algebra. Estos pueden ser estudiados desde distintos puntos de vista, sin
duda el mas tratado es el estudio del anillo de polinomios (R{Xy,... X, +, )
con la adicion y la multiplicacion de polinomios.

La presente memoria trata de casi-anillos de polinomios sobre un
anillo R commutativo y con unidad; es decir, estudiamos algunos aspectos
de la estructura algebraica (RIX], + , o ) donde " + " es la adicion de
polinomios v " 0 7 e5 1a composicion o sustitucion de polinomios.

El punto de referencia obligado siempre que se estudian casi-anillos
o siempre que esta estructura se emplea como herramienta, es el libro de
Glnter Pilz  AMear-Rings [P, contiene un buen sumario sobre 10%
}"esultados de esta materia asi como una bibliografia completa.
| Los casi-anillos son una generalizacion de 10s anitlos. En términos
Coloquiales un casi-anillo es un ™" anillo (N, +, . ), donde 1a adicién " + "
mede no ser conmutativa y donde s6lo se exige una ley distributiva ™.

Estos aparecen de forma natural; considerar el conjunto M(G) de todas
las aplicaciones de un grupo G en si mismo, (M(G), +, 0) es un casi-anillo,
f"donde "+ " oes la adicion de aplicaciones ¥y " 0" es 1a composicion de
aplicaciones. |



Historicamente, 1a primera etapa hacia la axiomatizacion de los
casi-anillos fue dada por L. E. Dickson [D] en 1.905. Dickson encontré
“cuerpos con una sola ley distributiva ", llamados hoy casi-cuerpos. Una
veintena de afios mas tarde éstos fueron usados para introducir
Coordenadas en un plane afin * no Desarguesiano "; es decir, un plano afin
que no verifigue el axioma de Desargues es "eguivalente" al producto
(;artesiano K x K donde K es un casi-cuerpo y las rectas son las

cormmbinaciones lineales con coeficientes en K . Reciprocamente: dado un
¢asi-cuerpo K , el par Ao= (K x K, F ) esunplano afin, ( en general no
| | |

desarguesiano st K no es un cuerpo ), donde re ¥ siy solamente sir =

t(x,y) eKxK/aX+by+c=0,paraalgin{a,b)=(0,0)}. H Zassenhaus

[Z] fue el que caracterfzé todos los casi-cuerpos finftos. En 1938 H.
\;:Melandt (W] comenzo a estudiar los casi-anillos, obteniendo unos
Interesantes resultados; también en estos trabajos es la primera vez que
:aparece la palabra “casi-anillo”. Afos més tarde H. Neumann [N], en [1954,
;1956J y A. Frénlich [F1] [F2], en [1958-1962] publican una serie de
;art‘iculos sobre casi-anillos estrechamente ligados con la teoria de grupos,
1relacionar‘.do la resolubilidad del grupo del casi-anillo y la distributividad
gel casi-anillo.

; A, Fronlich es el pionero en el estudio de los casi-anillos
}:ﬁstr-ibutivamente generados, obteniendo como consecuencia unos
generosos resultados en teoria de grupos. Como continuacion a 10S
Etrabajos de A. Frohlich podemos destacar entre otros a J. D. P. Meldrum [M],
f\/a uno de sus alumnos lan Roberts [R]; usaremos resultados obtenidos por

€stos en el segundo capitulo. Parte de estos trabajos se encuentran en ¢l
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interesante y reciente libro de J.D.P. Meidrum, [M] * Mear—rings and thei

Jinks with groups”, publicado a finales de 1.985.

Por otro lado, siempre que se trabaje con la sustitucion de
polinomios, el punto de referencia mas extendido es el libro de H. Lausch v
W. Nobauer " Algebra of polynomials” ( 1.973 )L~ N].

Entre todos los aspectos en el estudio de polinomios, nosotros
pensamos que uno de los mas importantes es la conexion entre polinomioy
funcion polinémica. De todos es conocido que dos polinomios pueden definir |
lamisma funcion polinomica, ( p. e. en cuerpos finitos ) en este sentido los
casi-anillos de polinomios parecen ser un buen contexto para este fin [P],
[L-N] € por ejemplo, el conjunto de polinomios que definen 1a funcion
polindmica cero es un fdeal en el casi-anillo de polinomios R[X] )

Por otra parte, 1a sustitucion de polinomios fue usada para resolver
ecuaciones de grado tres y cuatro, haciendo sustituciones lineales de 1a
forma ax+h o sustituciones cuadraticas de la forma aX<+bX+c. Ecuaciones
de grado mayor que cuatro son costosas de resolver incluso si el
polinomio es resoluble por radicales. A menudo la tecnica mas usada es
encontrar 1os factores irreducibles del polinomio, asi las raices
constituyen 1a union de 1as raices de 10s factores irreducibles. Ahora bien,
existen polinomios irreducibles que, sin embargo, son descomponibles en
€1 casi-anillo de polinornios de una forma no trivial.

Por ejerﬁme, el polinomio T(X) con coeficientes en el cuerpo de 10s
nuimeros racionales:

100 =x8+ 6x4 + %3+ 2+ 3X-5 es irreducible .

Sin embarqo



FG) =gl o hOD L, con g =XE+X -5 vy hO =T + 3x
Luego Dpara computar las raices de f(X), primero computamos las

raices de el polinomio cuadratico g(X), digamos &, , a5 . Entonces los ceros
de f(X) son 105 ceros de 105 poiinomios

O =X3 ¢ 3K-a; y hat0=x3 « 3X-ay.

En general, supongamos que f(X)= g(X) o X); 1as raices de f(X) son

las raices de los polinomios hy(X)= h{X) - a; donde los a; son los ceros

del polinomio g(X).
Estas ideas, va recogidas desde hace mucho tiempo, estan teniendo en
estos momentos un gran interes, como muestra el reciente articulo

L

Wvnomial _aecomposition alootitms

" publicado en " Swmbelic
Computation” ( 1.985 ) por David R. Barton y Richard Zippel [B-Z] en orden
a obteper algoritmos que permitan descomponer un polinomio en
"componentes indescomponibles®, Muchos resultados relacionados con la
descomposicion de polinomios se pueden encontrar en el libro antes citado
Algetra or polvnomials ™ de Ho Lausch and W. Nobauer [L-N] v en el
interesante libro * Sefected topics on polvnomials " (1.982) de Andrzej
Schinzel [S]. Parte de estos resultados seran utilizados en el apéndice de
la memoria.

Pasamos ahora a describir el contenido estricto de la presente
memoria.

 Hernos incluido en el capitulo cero de la memoria el material

introductorio de 1a teoria basica de casi-anillos con objeto de hacerla lo

mas autocontenida posible y podernos situar con comodidad en el resto de



los capitulos. Este capitulo, divido en dos parrafos, contiene 1a definicion
de casi-anillo y en &l establecemos distintos conceptos y resultados que
nos recuerdan a 1os ya conocidos de la teoria de anillos, El parrafo dos esta
dedicado a 10s conceptos y resultados clasicos sobre casi-aniilos
distributivamente generados. En todos los resultados y definiciones

daremos las fuentes de 105 mismos.

El capitulo primero esta centrado en el estudio de los elementos
distributivos del casi-anillo de polinomios y del casi-anillo de series de

potencias formales. En el parrafo uno damos una descripcién explicita de
los elementos distributivos de R[X]y RplX] . Como consecuencia obtenemos
gue R[X]4 coincide con RnfX]q Enel parrafo dos estudiamos el anfllo de 1os-

elementos distributivos de R[X] obteniendo algunas caracterizaciones de.
este anillo. El resultado mas importante de este parrafo es

R[><1d=(©pe p‘l‘p[X]) @ rx

donde P es el conjunto de todos 10S numeros primos vy los Ip{,\’] son ideales

del anillo R[X]y, en particular si 1a caracteristica de R es un nimero primo

| .
i
P, el conjunto de 1os elementos distributivos de (R[X], +, o) es

n n-1 1 0

o P WP p P, :
= Y + T sesasssnass + .
R{X}d tanf an-i‘l + a}x +an :a}ER,HZOJ

Antecedentes al estudio de R[X]d no los hemos encontrado en los

‘Casi-anilleros " sino en 10s trabajos acerca de la teoria de cuerpos



finitos y por 1o tanto en otro contexto. Asi O. Ore [0] define * polinomio
aditivo * 0 “"p-polinomio * sobre un cuerpo, como un polinomio f(X)
satisfaciendo la siguiente identidad
TOA+Y ) =1(X) + 1Y),

donde X e Y son variables algebraicamente independientes. Ore demuestra
gque si la caracteristica del cuerpo es cero, entonces los polinomios
aditivos son todes triviales; es decir, lineales; sin embargo, si 1a
caracteristica del cuerpo es un primo p, entonces son todos de 1a forma
descrita arriba.

Parte de los resultados de estos dos parrafos se encuentran en [G-R].

Cerramos este capitulo encontrando todos los elementos distributivos
de los casi-anillos de series de potencias formales sobre un anillo
conmutativo y con identidad, caracterizando el anillo de dichos elementos,
Los resultados obtenidos en este caso son analogos al caso de polinomios. -
La técnica para la demostracion es inversa a la de log polinomios, en el
sentido de que en el caso de polinomios atacamos el problema por el grado
del polinomio y en el caso de serie de potencias formales por el orden de 1a
serie. Ambas técnicas son de tipo elemental, puesto gue no presuponen un
gran conocimiento de conceptos de algebra. El casi-anillo de serie de
potencias formales ha sido considerado por A. Fréhlich [F3], Cartan [C], H.
Kautschitsch [K1]y W. Muller [ K-M] entre otros. H. Kautschitsch en [K1]
encontro todos los ideales maximales de este casi-anillo.

Parte de 10s resultados de este G1timo parrafo se encuentra en [G1].

En el capitulo dos abordamos el es_tudio de los subanillos y anillos

cocientes de un casi-anillo de polinomios. Ciertamente el parrafo uno

vi



también hubiera podido estar ubicado en el primer capitulo pues en &I
investigamos aué subcasi-anilios gozan de la propiedad distributiva a
ambos lados. E1 resultado mas destacable al respecto es el siguiente .

- 5i R es un dominio de integridad " Todo subanillo de R[X] (no
necesariamente unitario ) esta contenido en el antllo de los elementos
d%strib&:tivos, )

Como corolario del resultado anterior obtenemos que los anillos del

casi-anillo Z/DZ{X} son  1os subanillos (salvo isomorfismo ) del anilio de
polinomios ( Zp7[X], +,.)

La complejidad del problema se agudiza cuando el anillo R no es un
dominio de integridad, en este caso ponemos unos ejemplos ilustrativos.

Parte de 10s resultados de este parrafo se encuentran en [G-R].

En el parrafo dos de este capitulo nos dedicamos al estudio de anfllos

cbcientes de casi-anillos N; es decir, buscamos ideales | de N' tales que
Ni,, sea antllo. Definimos el radical-anillo (el menor ideal de N que contiene
a todos los conmutadores v distribuidores), obtenemos algunas
ciaracterizaciones de este ideal que relacionan el ideal distribuidor v el
léleal conmutador, en particular en los casi-anilios distributivamente

génerados. Justificamos también el término “ radical " del radical anilio,
demostrando que define una aplicacion A que es radical. En el parrafo tres
estudiamos el radical anillo en los casi-anillos de polinomios, que

obviamente coincide con el ideal distribuidor DyIX] . E1 resultado mas
nptable es quizas que D‘[x] es un ideal principal; es decir, como en teoria

d}e anillos, generado por un Gnico elemento ( D [X] =S(1)). También

vit



- encontramos los ideales distribuidores para una clase muy amplia de

~anillos R. Por ultimo, algunas consideraciones sobre el ideal distribuidor
de ROIX] nos permitiran concluir que 10s casi-anillos RO[X] nunca son
- jfa-radicales. Apenas hay antecedentes de trabajos relativos al estudio del
“z’deal distribuidor de R[X]. Sin embargo en el estudio de S(1) debemos citar
:  aJ. L Brenner, (11 [U2]1 (1.974-1.985) y a J. Clay y D.Doi (1.973). Estos
- gitimos  encuentran S(1) para todos 105 F[X] donde F es un cuerpo de

cardinal mayor que dos, y J. L. Brenner lo hace para Z[X]y 2 so70] . En

~ particular, (1) en Z,55[X] es fundamental para una parte amplia de los
';‘resu%tados obtenidos en el parrafo tres. J. L. Brenner en su articulo
“Algetras of polynomials " (1.985) sugiere algunas técnicas de

demostracion para atacar el problema de encontrar S(1) para algunos
~ anillos R muy particulares,

Parte de los resultados de los parrafos 2y 3 se encuentranen[G 2 ).

El capitulo tres se aparta del contenido de 1os otros dos capitulos, sin

~embargo los topicos gue tratamos son muy extendidos y han sido abordados

~por varios especialistas. En este capitulo estudiamos los ideales de Z[X]y

~ Zyp7IX1 y de 105 1deales del anillo de composicion (RIX], +, .0 )

En el libro ™ AMear- rings™ de GUnter Pilz, en la pagina 228, dice " 4/

- maximal ideals er all Full igeals of Zlx] are not Known *

| J. L. Brenner en su articulo " Algebras of pelvnomizls” (1.985) dice

_encontrar  todos los ideales de Z[X] En el parrafo uno investigamos los
1deales de Z[X], en particular damos una descripcion completa de los

viti



ideales maximales. Apareciendo ideales no mencionados por Brenner.

Aplicando 10s teoremas de isomorfia obtenemos como consecuencia

los ideales maximales de Z mz[x] para todo n . Esto contituye el parrafo
dbs.

| Al principio de 1a introducién comentabamos que el estudio de los
polinomios es la mayor parte el del anillo (RIX], +, . ), sin enbargo parece
interesante estudiar 1a estructura con las tres operaciones , obteniendo asf
( ;R{X], +,., 0 ) que en términos algebraicos es conocida como un anillo de
cémposicién. En el parrafo tres destacamos los ideales del casi-anilio R[X]
qUe son fdeales del anilo de polinomios R[X], conocidos en la literarura
céme ideales complefos ( full ) o ideales de composicidn (puesto que son
los ideales del anilio de composicion ( RIX], +,.,0) ) En este parrafo
ehcontramos todos los ideales completos maximales de RIX] que estan
estrechamente ligados a los ideales maximales del anillo R. Obtenemos de
esta forma el radical de Jacobson del anilio de composicidn. Antecedentes
aéestos topicos les encontramos en J. Clay y K Doi [C-D], Lausch y Nobauer
[L-N].

En particular H. Kautschitsch [K2) en " Maximal rdeals in the
near-rings of polynomials " (1.985) en un resuitado obtiene todos los
id?eales maximaies para una clase muy amplia de antllos, en particular
tc;dos los cuerpos de cardinal mayor que 2 y todos los anillos de
céracterist!ca un ntmero positivo impar .

Acaba la memorfa con un interesante algoritmo para Ja
descomposicion de polinomios.

{x



~ En el apéndice hemos considerado el siguiente problema : Dado un
polinomio £(X) e FIX], F un cuerpo, encontrar una descomposicion completa
de £(X) dé 1a forma

' FX) = gy(X) 0 o) 0 ....0 g,(X) donde los g;(X) son
polinomios indescomponibles.

Los unicos algoritmos que se conocen al respecto son debidos a David R
éartor: y Richard Zippel [B-Z] (1.985). En estos dos algoritmos en alguna
e%tapa necesitan de la ractorizacidon de un polinomio, en uno de 105
a%goritmos de todos los factores irreducibles de un polinomio en dos
v}:rlabl&& vy en el ofro de todos los factores Irreducibles de un polinomio
e"n una unicavariable. Barton y Richard Zippel comentan que 1os algoritmos
gastan el mayor tiempo en la etapa de la factorizacién. En este apéndice
presentamos un algoritmo para determinar una descomposicion completa de
un polinomio f(X), con fécnicas elementales que no hace uso de la
factorizacion de polinomios.  La complejidad de este algoritmo que
presentamos, parece ser bastante menor que los debidos a David R. Barton
y Richard Zippe! [B-Z] fundamental porque en este, no hacemos uso de la
factorizacion de polinomios. Obtenemos también alqunas aplicaciones al
calculo de los factores irreducibles de un polinomio .
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En este capitulo introducimos parte de la feoria basica de
rasi-anmllos va que, aungue puede ser conocida, servira para situar mejor
el contenido del resto de los capitulos. En el parrafo 1, ademnas de
infrogucir - como es obvio- la definicion de casi-anillo, establecemos
distintos conceptos v resultados que nos recuerdan a 10s va conocidos de la
teoria de anillos. Elparrafo 2 esta dedicado al estudio de los casi-anillos
distributivamente generados, |

§ 1. CASI-ANILLOS.

Definicion 1.1 [P]

Un conjunto N junto con dos operaciones binarias " + " v ", " esun

[40)
u
—

casi-anitio st
(aj (N, + ) es un grupo ( no necesariamente abeliano

(b)Y (N, . ) es un semigrupo.
(¢) Para todo ny, ny, nge N: (ny +no)ng=nyng+ né ng ( propiedad

Jistributiva a la derecha ).

Nota 1.2

Puesto que en la definicion anterior se hace uso de la distributividad
a la derecha , pareceria mas preciso hablar de " casi-anillos a la derecha”
los que verifiquen (c) y de " casi-anillos a la izquierda " aquellos que
veritiguen (¢”) en Jugar de (¢), donde :



(c)Paratodony, no, nzeN: nlns+n3)=nyny*+nyng.
Ambos conceptos desarrollan teorias paralelas .

Como dice 6. Pilz en sulibro “ Near-rings " [ P 1" 7he ‘religious war ',
i right ar left near-rings are " better ©, 1s still unsettled ", Sin embargo
podriarmos decir, a 1a vista de una bibliografia basica que dicha " religious
var " podria terminar en un amigable empate, ya que por ejemplo, mientras
6. Pilz en el libro antes citado utiliza casi-anillos a la derecha, JD.P.
Meldrum [M] en su libro " Near- rings and their links with groups " usa
casi-aniltos a 1a izquierda . No obstante en la teoria de casi-anillos de

polinorios se trabaja siempre con ™ casi-anillos a la derecha ™ |, es decir
ton casi-anillos.

A 1o largo de este capitulo N = (N, +, . ) denotara un casi-anillo. El
Elemento neutro de ( N, + ) serd denotado por 0.

Ejemplos_1.3.

{a) Todo anillo es un casi-anillo.
(b) Sea ( G, + ) un grupo escrito aditivamente ( no necesariamente
gbeliano ). E1 conjunto de todas las aplicacionesde GenG, conla” suma *

V12" composicion " de aplicaciones, es un casi-anillo.

SiMGY={f:6- G}, el casi-anillo (M(G), +, 0) sera denotado por
HG). Cver M), [P]) i

(¢} ( Casi-anillos de polinomios ) [L-N], [P].

Los polinomios pueden ser definidos sobre cualquier estrucutura
ilgebraica A en un conjunto X { ANX =@ ) de " indeterminadas “ en una
/ariedad ¥ conteniendo A . Denotamos a este conjunto por ACX, ¥ ).

Rudamente hablando, A(X, ¥ ) €5 el * conjunto de todas las palabras



en A U X, donde 1a igualdad esta definida de acuerdo con las leves que
definen V. Otra caracterizacion de A(X, V) es la siguiente . A(X, V) e 1a
unidn libre del algebra Ay del algebra libre F(X,V ), sobre X en V.

En el caso de algunas variedades v, 105 elementos de A(X,V) se
escriben de una forma mas conocida. ( por ejemplo para el caso de anilllos
conmutativos y con identidady para grupos ).

Sin embargo aqui nos restringiremos al caso de una \nica * varable
X =1[X1]yalavariedad R, de todos los anillos conmutativos y con
identidad. '

Sea R un anille conmutativo y con identidad 1. El conjunto R[X] de

todos los polinomios ¢on coeficientes en R, es un casi-aniilo con las
pperaciones :

“+" suma usual de polinomios y
"0 " sustitucion de polinomios ( f(X) o g(X) = f(g(X)), - sustituir el

potinomio g(X) en la variable X del polinomio f(X) - ). Cver [La-N] )

Definicidn. 1.4.(P]
Un subconjunto M de N es un subcasi-anillo si:

(M, +)esungrupoy (M, . ) es un subsemigrupo.

Proposicion 1.5.
Enun casi-anillo N se tiene

On=0y (-n)n"=-(nn"),paratodonneN.

Demostracion

Se demuestra igual que en anillos. ( ver [M), [P]) . o.



En general no tenemos que nO =0 o quen( - n” ) = - {nn" ), por lo tanto

fiene sentido 1a sigufente defincion,

Definicién 1.6.[P]

(a) Ng: = [neN/nd =01} esllamada la parte cero-simeétrica de N,
(0IN.:={neN /n0=nJesllamada laparte constante de N.
Es inmediate comprobar que Ny y N. son subcasi-anillos de N y que

Nes suma directa de Nyy N

Definiciones 1.7.[P]

En los casi-anillos se definen identidades ( derecha, izauierda ),
glementos inversibles ( izquierda , derecha ), elementos cancelables
(derecha , izauierda ) y divisores de cero de forma similar a como se

aefinen en teoria de anillos.

Definiciénes 1.8.[P]
Sea Nun casi—anﬂlo.

Si (N, + ) es un grupo abeliano, diremos aue N es un casi-anillo
abeliano.

51 ( N, . ) es un semigrupo conmutativo, diremos que N es un
casi-anillo conmutativo.

SI (N, . ) tiene identidad, diremos que N es un casi-aniilo unitario.

SiN-= No diremos que N es un casi-anillo cero-simetrico.

S N no tiene divisores de cero diremos que N es un casi-anillo
i‘ntegro.



Si(N*=N-{01],.)esunqgrupo, diremos que N €5 un casi-Cuerpe.

Definicién 1,9(P}M]

Sean N, N dos casi-anillos,

Una aplicacion { : N— N es un homomaorfismo de casi-anilios si

fim+nYy=fm)+fny fCmn)={m}(n), paratodomne N,

Los conceptos : isomorfismo, monomorfismo vy epimorfismo de
casi-anillos se definen de forma anadloga a como se definen en algebra
universal,

Es conocido que para todo anillo A existe un grupo abeliano G y un
monomorfismo i: A— End( G ), es decir A es un subanillo de End( G ) para
algun grupo abeliano G, Se demuestra un resultado paralelo en teoria de
casi-anillos: para todo casi-anillo N existe un grupo Gy un monomorfismo
1:N— MGJ, es decir Nesun subcasi-anillo de M(G) para algun qrupo 6.

J. Meldrum, 6. Pilz v Yong S0, [M-P-8] en " Efmpeding near-rings inte
Lolvnonnial near-rings” demuestran que para cada casi-anille N existe una

variedad ¥ de Q- Grupos y un G € P tal que N se sumerge en G[X].

Definicién 1.10.[P)

Un subgrupo normal | de (N, + Yesun ideal de N, si verifica:
(a) IN esta contenido en |.

(b) Paratodon,meNyparatodoi ef: n(m+i)-nm el

Un subgrupo normal J de (N, + ) diremos que es un ideal a la derecha
de N si verifica (a),

Un subgrupo normal L de (N, + ) diremos que es un ideal a la izquierda
de N si verifica (b).



Nota 1.11.

Un subgrupo normal | de (N, + ) es un ideal si y solo si el conjunto

coctente N, puede dotarse de estructura de casi-anillo con las operaciones
inducidas por las de N.

Ny=Ui+N Te ] |

(y # NI+ 1o+ NY=(1y +in)*N

(Hp#N) (ot NY=(iin)*N
para todo 1y ,ioeN.

Claramente el { O } y N son ideales de N, llamados los ideales
triviales de N,

Teorema 1.12.[P] [M]( Teorema del homomorfismo )

() Si 1 es un ideal de N entonces la aplicacion canonica
f:N= N,y es un epimomorfismo de casi-anillos.
(b) Reciprocamente, si N, N” son casi-anillosy h: N o N es un

epimorfismo, entonces Ker{ h) es un ideal de N y Nyareny = N

Jemositracion.

[P], [M] 1ademostracion es analoga al caso de grupos o anillos, e.

ota 1.13.

Como es usual en algebra, un ideal es el nlcleo de un homorfismo.
Esta definicion aparece por primera vez en un articulo de G. Birkhoff en
1.934 de titulo ” On the combination of subalgebras " publicado en
" Proceedings of the Cambridge Philosophical Socfety .



Teorema 1.14 [P][M) Sequndo teorema de 1somorfia )

Sea h un epimorfismo de un casi-anillo N a un casi-anillo N” .
Entonces hay una correspondencia 1-1 entre los subcasi-anillos (resp.
fdeales a la izqkuierda. derecha, ideales ) de N conteniendo Ker(h) vy los
subcasi —anillos ( resp. ideales a la izguierda, derecha, ideales ) de N, Esta
correspondencia preserva y reflejalas Inclusiones y estd definida por

A (contenido en N ) — h(A).

Ademas para todo ideal | de N conteniendo Ker( h) se tiene que:

Nyo2 Ny

Sif: N- Ny es el epimorfismo canonico, se tiene que para todo
jdeale J de N conteniendo |,

Lemostracion

[PL M), «.

Es necesario recordar algunos conceptos del  Algebra Universal
reiativvc;s a " objetos generados ", para poder hablar de ciertos subconjuntos
notables de N generados por una familia de partes de N.

Definicion 1.15.[6r],[P]
Sea A un conjunto .

Un subconjuntod de 24 ={f:A— [0,1) } se dice que es un sistema

de Moore ( Dubreil- Dubretl- Jacotin ) en A si:



(a) Aed.

(bY O es cerrado con respecto a interseciones,

Proposicion 1.16.[Gr] [P]

Sea A un conjunto

Si ¥es unsistema de Moore en A y B un subconjunito de A, entonces

[(Blg:=M(M /MeV y B contenidoen™M ) es el menor elemento de

9 ( con respecto a la inclusion ) que contiene a B.

LPemosiracion

[Gr], (Pl e.

Definicion 1.17.06r][P]

~(a) 1 elemento [ B ].g de 0 de 1a proposicion anterior se dice que
esta generado por B.

(b)Sea T €. Sedice que T esta finitamente generado st existe un

subconjunto finitoBde T talque T=[Blg.

Definicién 1.18.[6r],[P]
Un sistema de Moore 9 se dice que eS inductivo si U contiene 1a

union de cada cadena de elementos de 9.

Retornando a casi-anillos tenemos la siguiente proposicion que nos
permitira hablar del ideal generado por un subconjunto.

8



Proposicion 1.19.[P]
El conjunto de todos los ideales ( resp. ideales a la derecha, ideales a

la jizquierda ) forma un sistema de Moore fnductivo en N.

Pemostracion

[Pl e

Notacién 1.20,
A lo largo de toda la memoria denotaremos por 8¢ S ) el menor ideal

de N que contiene a 5, donde S es cualquier subconjunto de N, es decir

83(35)= ™1 /lesunidealdeN v S contenidoent }.

Defipicion, 1.21.16r][P]

Un ideal maximal de N es un ideal que es maximal en el conjunto de
ideales de N distintos de N Similarmente se define igeal a la derecha
maximal e ideal a 1a izquierda maximal,

Duaimente se definen los conceptos minimales,

JTeorema 1.22,

Si N es finitamente generado ( ver 1.17)  como idéa) , Cada jdeal
(ideal a la derecha ) distinto de N-esta contenido en un ideal maximal.

Notese que todo casi-anillo unitario es, evidentemente, finitamente
generado como ideal,

[P .



Teorema 1.23.

Sea { Iyl e g Una familia de ideales de N, entonces los siguientes

subconjuntos de N coinciden :

{i} E1 conjunto de todas las sumas finitas de elementos de 10s 1.°s,
(ii) £1 subgrupo de (N, + ) generado por U (1, /ke X L.

(i) El ideal de N generado por {1l /ke X .

2emostracion.

[Pl .

Definicién. 1.24[p]

1.24-1. E1 conjunto del teorema anterior es llamado la suma de

ideales I, (ke X. )y denotada por Z I (ke X ).
1.24-2. Se dice que la suma de ideales  Z I, (ke X ) es una suna

directa si cada elemento de” Z I, (ke X ) tiene una unica representacion

cdmo suma finita de elementos de diferentes | K'S

10



§ 2. CASI-ANILLOS DISTRIBUTIVAMENTE GENERADOS.

Hay dos axiomas que se verifican en anillos pero no necesariamente
en casi-anillos. Son la conmutatividad de la suma y la segunda ley
distributiva. Estos dos axiomas no son completamente independientes,
como hemos observado. En casi-anillos distributivamente generados esta
relacion se agudiza.

Los casi-anillos distributivamente generados son 103 que mas se
parecen a 1os anillos, Su estudio comienza en 1.958 y es realizado por A
Fronlich [F1][F2). Estos trabajos son realmente el comienzo de la teoria

de casi-anillos distributivamente generados.

Definicion 2.1.

Diremos que d € Nes un elemento distributivo si:

din+n)=dn+dn" ,paratodon, n e N

E1 conjunto de los elementos distributivos sera denotado por Ny, es
decir

Ng:={de N/ din+n)=dn+dn” , paratodon,ne N}

Se dice que un casi-anillo N es distributivo siNg =N, |

Nota 2.2

La definicion de elemento distributivo describe una relacién entre un
elemento y el casi-anillo al cual pertenece. Uh elemento puede ser
~ distributivo en un subcasi-anilio pero sin embargo no ser distributivo en el
easi-anfllo total. Incluso se podria definir de forma obvia elemento

qistributivo en un subconjunto de N.( ejemplos de estos les veremos en 10s
Cap. 1y 1),

y



Ejemaplos 2.3,

(a) En un anillo R todos 1os elementos son distributivos.
(b) Dado un grupo ( G, + ), los endomorfismos de G , que denotaremos
por End(G) , son precisamente los elementos distributivos de M(G), es decir

M(G)g = End(G),
Ademas también se tiene (M(G)y)q = ENd(G),

{c) Los elementos distributivos de RIX] y RIX], son parte de los

ohjetivos del Capitulo I, parrafos 1y 2

Lema 2.4.

Sea N un casi-aniilo. Se tiene .

(1) ( Ne» - ) €5 un subsemigrupo de (N, .)

(i 0t =0y (-nt=-(nt),paratodo te Ny y todoneN.

bemostracion

(M] e

inicién 2.5.[M],[F 1]y [P]
Se dice que un casi-anillo N es distributivamente generado,
deneralmente abreviado por d.g., si el grupb (N, *+ ) esta generado por un

subsemigrupo (S, .) de Ny

Algunos autores Ilaman casi-anillo distributivamente generado a los

- ¢asi-anillos generados , como casi-anillos, por un subsemigrupo ( S, . ) de

Ny Se demuestra que estas dos definiciones coinciden,



Los cast-anilles distributivamente generados son cero-simetricos.
Ger(M][F 1]y [P])

Ejemplos 2.6,

{a) Los aniilos son obviamente casos especfales de casi-anillos
gistributivamente generados.

(b) Sea (G, + )ungrupoy sea S un subsemigrupo de End( G ), entonces
$ es un subsemigrupo de elementos distributivos del casi-anillo M(G) . De
¢sta forma surgen tres casi-anillos d.g. de especial interes:

(1) S = End(G), el grupo generado por todos los endomorfismos
~ denotado por E(G).

(11) S = Aut(G) , el grupo generado por todos los automorfismos de G,
denotado por A(G)

(111 8 = Inn(G), el grupo generado por todos los automorfismos
nternos de G, denotado por I(G). [M], [P].

Definiciones 2.7.IM]
2.7-1. Se definen 10s éonmutadores del grupo (N, + ) como es usual
. ¢n teoria de grupos, inductivamente :
(a,b)=a+b-a-b
(a,... de)=((a,..d), e), paratodosab,..dee N
2.7-2.51 Ay B son subconjuntos de N, definimos
(A,B)=0Gp<«(3a,b)/aeAybe B>,
- @s decir, (A, B)es el grupo generado por los conmutadores ( a, b ) con
ER- Aybe B .

2.7-3. La serie derivada de N, se define inductivamente por :

5@( N):=N 5‘+¥(N)=(51(N) ' ﬁt(N)), ]‘:O; }_, ......

13



2.7-4.3(8,(N)) es el ideal conmutador de N.

proposicion 2.8. (M1

5i N es un casi-anillo distributivamente generado se tiene:

ﬁi( N ) es un ideal de N, para todo i.

Demastracion

[IMLIFIIIR] e.

Hemos definido ciertos conceptos relacionados con la conmutatividad
de la suma . Introducimos a continuacion distintas nociones conectadas
don Ja distributividad.

Definiciénes 2.9. [MI[RI[FI]
29-1. Sea N un casi-anillo vy sean a, b, X € N. Definimos el

 distribuidor de x con respecto a a yb por:

Ix; a,b I=x(a+b)-f(k><a+xb).

2.9-2. 51 A, B, X son subconjuntos de R, definimos

IX; A,Bl=0Gp< x(a+b)-(xa+xb)/aeADbeB, xe¥>,
ésdecir, I X, A, B esel grupo generado por-todos lo distibuidores
a+th)-(xa+xb)/aeA beB, xeX.

2.9-3. La serie distribuidora se define inductivamente :
Dot N) 1= N, Dy, (ND=6p < N; DN, Dy(N) DN,
-~ és decir, D+ 1 N) es el grupo normal de N generado por | N; D;CN), DyCND L

29-4 %D {UCN) ) es el Ideal distributdor de N,

14



Nota 2.10.

Notar que un casi-anillo N es distributive siy solo st S(Dy(N ) =(0].

Similar resultado al 2.8 para el caso de la serie derivada en
dasi-anilles d.g. 1o tenemos en la serie distribuidora.

Lema 2.11.
Si N es un casi-anillo distributivamente generado entonces:

D;CNJ es un ideal de N, para todo i .

Para establecer 1a relacion entre la serie distribuidora y la serie

derivada en 1os casi-anillos d.g resta por introducir 1a siguiente notacion :

> -

efinicidne [M], [R]
2.12-1. Sean A, B dos subconjuntos de N, definimos :
AB=0Gp<ab /aeA bebB>.

2.12-2. Denotamos por N el subgrupo normal de ( N, + ) definido
ihductivamente como sigue :

NUi=n, NOTFTagp < NiN N

Enunciamos ahora 105  resulatdos mas importantes que ligan a los
commutadores y distribuidores en casi-anilos d.g.

15



Yeorema 2.13.
Sea N un casi-anillo distributivamente generado. Entonces para todo

sptero n > 1, tenemos ;

Dp(N) esta contenido en NV M & (),
/ para todos los enterosnz 1, m 20, tenemos:

Dpy+m(\) esté contenido en &, |(N).

Lemostracion,
M, [F1)yIR]. .

Acabamos este parrafo con un interesante resultado:

Teorema 2.14.
X . R X 3
Sea N un casi-anillo distributivamente generado con N- = N, entonces

Dp(N) = Bn(N}, paratodon2 0.

Demosiracion

MIIFITYIR]L ee.

16



CAPITULO 1. _LOS ELEMENTOS DISTRIBUTIVOS EN LOS
AS1-ANI -AN|
SERIES DE POTENCIAS FORMALES,

En este capitulo describimos los elementos distributivos del
rasi-anillo de polinomios. Estudiamos algunas propiedades del anillo
jormado por estos elementos distributives obteniendo algunas
raracterizaciones de este anillo. Por ultimo en el parrafo 3, obtenemos

resultados similares en el casi-anillo de series de potencias formales.

Alo largo de toda la memoria, R denotara un anilio conmutativo y
ton identidad 1,y RIX]I= (RIX], +, 0 ) denotara el casi-anillo de polinornios
ton coeficientes en R,

§1. ELEMENTOS DISTRIBUTIVOS EN CASI-ANILLOS DE POLINOMIOS.

ST N = (N, + . )es un casi-anillo, el conjunte de los elementos

distributivos Ng = [d e N/ dres) =dr + ds, para todor, s € N} es un

éubsemigrupo de (N, .) (Cap.0-2.4), pero en general Ng no es un

$ubcasi-anillo. Por 1o tanto el teorema siguiente tiene sentido.

Teorema 1.1,

St Nes un casi-anillo abeliano entonces Nd =( Nd, + . )esun anillo.

17



Demesiraciin

Basta demostrar que ( Ng, + ) esun subgrupo de (N,+), por ( Cap.0-2.4)
Searidy, do e Ny ya,be N, entonces: (dy-do)a+b)=

=(dj=dy)a+(dj-dyb=dja-doa+db-dsp=  (Cap0-1.52.4
=d1(a+b)- dg(a+b). { por hipdtesis ),

luggo dy-do € Ny o

Proposicion 1.2,
Se tiene ;

(D RplXk = [ f(X) /7 f(X)o0 = f(0)

n

0 } ( es decir el conjunto de

polinom10s con término constante cero) es un subcasi-anillo de (R[X], +, 0)

y coincide con R[X]y, 1a parte cero-simétrica de (R[X], +, 0 )(Cap.0-1.6)

(i1) Los subcasi-anillos ( RIX]y, +, 00y (RglXly, +, 0 ) son anillos con
tdentidad y RIX], es un subanillo de RplXl,

(i) (RIXlg, + )y CRollg, + ) son R-modulos de RIX] y Rolx]
respectivamente.

(iv) (RIXly, +, 00y (RylX]y, +, 0 ) son subanilios de (End(R[X]), +, 0 )
y( Er;d(RO[X]), +, 0 ) respectivamente; (se entiende que 10s endomorfismos
de RIX] ( resp. RolX] ) s6lo se refieren a la estructura aditiva de R[X] (resp.

RolXD y en donde " 0 " es 1a composicion de endomorf ismos).

Lemostracion
(1) Es inmediata

(11) Las dos primeras afirmaciones son consecuencias inmediatas de

18



1.1y del hecho que el polinomio X es un elemento distributivo.

Para probar que R[X]4 es un subanillo de RyfX]y,

sea f(X) € RIX]y, digamos f(X) = a X" ...+ &)X + ag entonces :
ag =fX) 00 =110 (0+0)= fX)00+f(X)0 0=

= ag*ag , por 1o tanto ag = 0.

(iii) Seare Ry f(X)e RIXly entonces rf(X) e RiX]y En efecto, para

todo g(X) y h(X) e RIX];, rf(X)o (g(X) +h(X)) =
=(rX o f(X)) 0 CglX) + (X)) =rX 0 CFX) 0 g(X) + F(X) o (X)) =
= rf(X) 0 g(X) + rT(X) 0 h(X) , aplicando 1a asocliatividad,

(iv) Consideramos la aplicacion i : R[x]d - End(RIX]) definida de 1a
forma siguiente:
ICFOONX)) = (X0 0 glX) , donde f(X) e R[X)d y a(X) € RIX],

i esta bien definiday es un homomorfismo de anillos. Ademas Ker(i) =

{0 ]); enefecto si f(X) e Ker(]) entonces f(X) = f(X) o X = Oo

Consecuencia 1.3.

ET conjunto RX: = [aX /a € R} es un subanillo de R[X]y (respectivamente

de RylXl4 ) isomorfo aR.

Demostracion
Como X € RIXly y RIXly es R-modulo, se tiene que RI[X]y 2 RX,
Claramente aX o bX = abX, y por lo tanto RX es un subanilo de RIX]y La

aplicacion: 1:aX — a, de RX en R es un isomorfismo de anillos. .
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El objetivo de este parrafo es encontrar los elementos distributivos

de R[Xly y RolX]y Las demostraciones de los distintes resultades son
similares para ambos casos, asi que daremos una demostracion bien para

Rix)y o bien para RyfX]y .

Comenzamos reduciendo el problema al caso de monomios, para o -

cual necesitamos el siguiente:

Lema 1.4,
Sea a un elemento no nulo de Ry nunndmeroentero n 2 2

(i) 5t ax™ & Rylxly (resp. ax" e RIX]y), existe un entero 1, 1<in-1 tal

r _
que a(f)# Oyparatodot>0:axNo (Xt Xty axPoxt+ axoxt*!,

(i) S ax" e RIX]y (ax" e RylX]4 ) entonces el orden de a ( denotado

por O@a) ) es finito.

Demostracion
(D) Si ax" e RylX]y, existen f(X), g(X) € RylX] tal que:

aX 0 (F(X) + g()) # atfeO™ +algiY™, por 1o tanto para algan i,1¢ 1 < n-1,
n
luego a(; )?ﬁ 0.

Sea j =maximo [ i / Isisn-l,a(?)#O}. Entonces:

axMo(xbextly=axtn « x M =axti(r «x N =
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con a(rj‘)xm*] 20 luego axM o (XL X1 ) axtny (i)

(i1) 51 0(a) fuese infinito se tendria ax" o (X +X2 ) =
s and™ e e a0 e a2 el g+ axD o X2 = ax ¢ ax@n
puesto que por hipotesis a2l 0, 1o que es una contradicion. e.

La siguiente proposicion es fundamental en orden a caracterizar 10s

elementos de RIXly v RplXly .

Proposicién 1.5,

Dado f(X) = aX" +.....+ a;X e RIX]; entonces f(X) e RIX]y ( respec.

Rolxlq ) siy solamente si ai'xi € RIX]ypara todo i =1,....,n.

Demaostracion

Supongamos f(X) € RIX]y y aX" e R[X]4. Consideramos :

J=maximo {1 / 1< sn—!,an(?)¢0} (verlLema 1.4 )y tunentero 2 |;

entonces 1(X) o (Xt « xt 1y = ixty +pextt 1y =

Por otro lado (%) 0 (XL + X1 1) = a (b X HN e g xbaglely = (¥ %)

Ademas e primer sumando de (**)es.
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N n i .
. (Xt + xt" 1 )n = anxtn ‘o + an(.] )th+~] +anxn(t ]),

ton an(? )Xt”*j =0y es el monomio de grado mas alto (claro esta, distinto

el an><n(t+ 1)y que aparece en el desarrollo de an(xt +xthyn

Ahora probamos que para un entero suficientemente grande f,

én(?)xtmj 0 es el monomio de grado mas alto (distinto del a X"t 1))

fen el polinomio Xy o (Xt+xt* 1),

En efecto, los monomios de f(X) o ( U+ xt*] ) son todos de la forma

s .
;am(K' )Xtm*k con O <k < m<n, excepto 10s monomios proporcionados por:

,hnx” (caso que va hemos estudiado al principio ). Ahora podemos elegir un |

entero t suficienternente grande para que tn + j > tm + K, puesto que jy K no
dependen delty m<n.

Por otro Tado se debe verificar que (¥ %)= (¥} contradicién. Se

acaba 1a demostracion usando induccion. o .

Esta Wltima proposicion nos permite demostrar de una forma comoda

€l siquiente resultado, cuya demostracién se puede atacar directamente,

Teorema 1.6.

Si todos 10s elementos no nulos de R tienen orden infinito ( es decir el
[anillo R es libre de torsion ), entonces :

R[X]d = Ro[X]d = RX.
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g e Lo fa o oo

Esuna consecuencia de 1.3, 1411y 150 e

Probamos ahora una serie de lemas preliminares para dar una
gescripcion explicita de los elementos de RIX]y y RylXly en los casos que

festan.

Comenzamos enunciando un resultado conocido de 1a teoria elemental
{de nimeros.

Lema 1.7,
Sean ny p dos numeros enteros tal que n 2 1y p un nimero primo.
~Supongamos  n = p9r, donde a es un entero no negativo y r es un entero

positivo tal que p no divide a r. En estas condiciones, si t < a, el entero
N

5
"pt) es divisible por p@C pero no fo es por pa !

Demostracion.

[J] e

Haciendo uso del resultado anterior es facil probar el siquiente lema
| . . i .
de teoria elemental de nimeros, del cual no hemos encontrado referencias
enlaliteratura.

lLema 1.8,
Seaun enteron » 1. El maximo comun divisor (mcd) de

) )
l (i ) /1=1,..,n-1}esp,sinesunapotencia de un nimero primo p, y es



1 en caso contramo.

Demoestracian

4N
Sead=mcd(t(i)/i=l, ......... ,n=11).

SUpONgamos primero que n es una potencia de un primo p, digamos
n=pa , entonces ddivide a pd luego d es de 1a forma, d = pb

] (1)
Por otro lado d divide a (pa'1 ) y por el lema anterior, “p?!
nn es divisible por ;92.

Ahora, sin=p? ... D3t , con t 2 2, entonces d es de 1a forma

d=p%..... P con O<aj<a; parai=t,.,t Como d divide a
n

(1)
( n

p,a1) no es divisible por py, y concluimos que = 0. Asi

n
para todo i, d divide a (p‘al) . Usando de nuevo el lema 1.7,

sucesivamente, demostramos que Q= O,parai=1,...[ e

Proposicion 1.9,

Sea a un elemento no nulo de Ry nun entero, n 2 2. Entonces

aX" e RIXly (resp. ax" e RylX]q) siy solamente 5 el orden de a

. n
divide a (,) para 1=1,... , -1

Demostracion,

Supongamos que aX" e R{X]y, tenemos

ax™ e+ = s =
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Al X2 =g oK+ ax? ) =axD + axen
i e ﬁ . _ A
Desarrollando al X + X< )" | obtenemos que a (;)xﬁ*l = 0 para todo i,

. n
=1, 2,001 1 Uego necesartamente a( | ) = 0.

El reciproco es inmediato. e.

El siguiente resultado caracteriza los monorios distributives de 10s
casi-anillos de polinomios RIX]y v RelXly v por lo tanto todos fos

elementos (ver 1.5).

Teorema 1.1 of

Sea a un elemento nonulo de Ry nunentero : 2, entonces:

ax" e RIXly (X e RylX]4 ) siy solamente si existe un primo py un

entero positivo « tal que n=p* vy 0(a) =p.

Como O(a) > 1, usando el Lema 1.8. tenemos que n = p® para algun
primo p y para algun entero o> 0,

El reciproco es obvio. e.
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Ejemplo 1.11,

Tomamos como R, el anillo de los enteros modulo 6, Z /67 -

En este caso los monomios distributivos de grado mayor que 1, de

{ 2/62 ) [Kld y ( 2/62 )O[X}d: (6=23)so0n
¢

Para p = 2, 3?(2 para todonz I,
4]

Parap = 3, 2><3 ) 4)(3, paratodon: {. e,

Como consecuencia de 1.5y 1.10, obtemos el siguiente resultado,

cuya demostracion se puede abordar directamente

Teorema 1.12.
Se tiene:

R[X}d = R{}[X}d ,

LDemostracion.

Se deduce de 15,y 1.10. o

Recordemos que este resultado tiene su correspondiente en el caso

del casi-anillo M(G), puesto que M(G)4 = (M(G)y)y ( ver Cap.0-2.3).e0.
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§2. EL ANILLO DE LOS ELEMENTOS DISTRIBUTIVOS EN
CASI-ANILLOS DE POLINOMIOS.

En este parrafo daremos una descrpicién explicita del anillo R[de .

Definicién 2.1.

Para cada numero primo p, definimos los siguientes subconjuntos de R

y de RIXly respectivamente .

lpi=laeR/0@=p 1 W (0],

fn pn-l D‘
X

d oo, +a X /ael ,mll
I i p

,+a

| [Xl=1{a X
D n

Proposiciéon, 2.2.

(1) Para cada primo p, tp es un ideal de R,

(i Sipy g son primos distintos, Iply:=(ab/aely, bely}=(0]

(i1i) Para todo primo p, lp{X] es un fdeal de R[X]d.

() 1Kol gIX] 2 = L £ 0 g(X) /7 £(X) elglX], g & 15[X1} = {0}, donde

DY qsonprimos distintos.

Lemostracion
(i) Es comprobacion rutinaria.
(i1) Sea ab elplq, conaelyybe Ip, entonces el O(ab) es finito;
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adermas O(ab) divide apy ag, luege ab =0
e 0
(i11) Sea q un numero primo y sean cXd e RIX]y y axP e 1,[X].

v n Y nr n - fon oy
Setienenty:= X3 o axP =ca@xPd y My:= axPo oXd =acPxPd
Sir =0, entonces ¢ puede ser cualquier elemento de R y queda M, =
n n n
caxP e 1p[XIpor (1) y M, = acP XP e 15Xl
Suponer r distinto de cero, entonces por 1.10.0(c) = q,
Sip#q,My =My =0por Q.

Sip=gq M,Mye ip[,\(} por (1),

(1V) Esto se sigue de () y (i1).
Para el resto de la demostracion observar que basta con considerar

monomios, . e,

E1 importante resultado que veremos a continuacion describe el anillo

de los elementos distributivos como una suma directa de subcasi-anillos.

leorema 2.3.
Se tiene:

Rixlg= (@ 1w ) @ Ry
peP

donde P denota el conjunto de todos los nimeros primos.

(Cap.0-1.24) 13,15, 1.10y 22 o,



Ejemplos 2.4,

(a) Tomemos R =1Z,yo7 , el anillo de los enteros modulo 12, cuya
caracteristica es 12 = 3.22.
Entonces 1= (0,6, 13 =00, 4,8}y I, = (0} para todo primop #2, 3,

conlo que Z;yo70Xlq= (X1 @ I5(X]) & Z,y59X.

(b) Sea ahora R = K[Y] , el anillo de polinomios sobre un cuerpo finito
de caracteristica un primo p, asi R[X]4 = Ip[X] @RX . conly=R= K[Y).

(C) Tomemos R =7 X Z/DZ, R es directo del anillo de los enteros y del
anitlo de los enteros modulo el nUmero primo p. Notar que, en este caso, 1a
caracteristica de R es cero. Por 1o tanto lq ={01} siqgesunprimo distinto
de p.

Todos los elementos de la forma ( ab ) cona # O tienen orden
infinito, luego por el lema 1.4.:  (a,bX" @RIXly si n>1.

Los elementos de 1a ¥ dlrma ( O', b) tienen orden p, tuego

Ip = (0,00, €0, 1), s (0, p~1) ), en consecuencia

RIX]g = I[X] @ RX.

(d) Tomemos R = [p ( Zipz } . el producto directo de los anillos de

enteros module p, donde p recorre el conjunto de todos los primos.

Mediante un razonamiento similar al empleado en el ejemplo (C), se observa

Que para cada p, el anillo R tiene un ideal lp isomorfo al cuerpo primo 7 /p2

De ahi que en 1a expresion del anitlo R[X]d, apareceran infinitos sumandos

plX1 = 0.
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(e) Por ultimo, tomemos R = Z/ 1527 de Ccaracteristica 1S =53

para todo primo p # 5,3 ; tenemos que 'p ={0}e |5 ={0,3,6,9,12),
17=(0,5,10 ). Nétese que 1 =6 + 10, luego todo elemento de R se expresa

como suma de uno de Iy uno de I3 . Ademas, esa esprexion es Unica por la
Proposicién 2.2. Como también X = 10X + 6X ; tenemas :

RIXlg = (1lx] @ 131X)) & RX = (1g0X] + 15X) & (150X +13X),

(aqui IsX=[aX/a € lIg),analogo para i3X) e.

Los ejemplos vistos y otros que se pueden poner para flustrar el
teorema 2.3, son interesantes y exoticos. E1 Ultimo efjemplo y el hecho de
que RX es un subanillo pero no un 'ideal nos sugiere las siguientes
definiciones,

Definicion 2.5,

Para cada primo p, definimos :

n R n~1 i 0

p
: ' X }
0 [a e RN /ajelp,nzo,

El lema siguiente muestra que son unos nuevos fdeales de R[X]d

distintos de 105 | D[X].

em 6.
Para cada primop:

(1) 15*[x] es un ideal del anillo RIX]
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(i) lp*[)i] 0 lq*IX] = [FX)oglXy / f1(X) elp*[X] , X € Ip*IX] } = {01,

donde py g son primos distintos.

Demaostsracion.

La demostracion es esencialmente 1a misma que la dada en 2.2 (ilh) y

2.2 (iviv por 1o tanto 1a omitimas., e.

Nota 2.7.
En general, dado un ideal J de R, se define JIX] como el conjunto de

polinomios anX“ Fownt QX a0, donde los a; € Jpara todoi=0,1,.,nyn

es un entero positivo. Se demuestra que J{X] es un ideal del casi-anillo de

polinomios RIX]; méas aun, es un ideal también del anilio de polinomios RIX]

( ver Capftulo 11l ). Notar que en nuestro caso lp(X] ests estrictamente
contenido en !D*[X] y éste a su vez estd estrictamente contenido en lp{X).

Por otra parte es facil comprobar que ni ID[X] ni _lp*[X] son ideales del

casi-anillo RX].

Detinicién 2.8,
Diremos que un anillo R commutativo y con identidad satisface la

‘propiedad de primos " Si existen numeros primos (ST Pg Y elementos
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Corolario 2.9.

Sea R es un anillo que satisface 1a” propiedad de primos “ . Se tiene

- lp¥[X]
Rixlg= (@ Xl )

donde P denota el conjunto de todos 10s nimeros primos.

Depmstracion

Usar 2.3, 25,26y 2.8 ¢,

La " propiedad de primos " de un anillo, requerida en el corolario 2.9 no

la satisfacen todos los anillos, como se flustra en los siguientes e jemplos:

Ejemplos 2.10,
(1) Si R es un anillo de caracteristica nula, entonces R no satisface 1a
"oropiedad de primos ” .

(i) Si R esunanillo de caracteristicaun entero n> 1 tal que

N=pyPo..Dp dONde F> Ty Dy, P, e , P Primos distintos, se tiene

QU PyPp.... Dby € lpipara i = 1,2,..,0 ( donde?)i denota la omision de

ST Pr-q )= 1. llegamos aque 1 =23y +ay *....+ a5 donde los & €

lm » concluimos que esta clase de anillos tienen 1a * propiedad de primos "

Notar que la " propiedad de primos " de R es una condicién necesaria

| y suficiente para que R[x]d sea suma directa de los {p*[X]



Corolario 2.11.

SiR es un anillo de caracteristica un primo p, entonces:

pn Dn—i p‘ pO
={aX +ta Xt +a X" +a X /a.eRn0}
n ] 0 i

RIX] -

d

LDemostracion

Usar 23y 2.9 .

Si R es un cuerpo finito, los elementos de R[X]y coinciden con los

lamados “ p-polinomios “ - también conocidos como "polinomios aditivos
" - introducidos y estudiados por 0. ORE [0}, aunaue esto fue en un
contexto distinto . Ore define polinomio aditivo sobre un cuerpo como un
‘polinomio satisfaciendo la siguiente identidad:
fFOX Y )=f(X)* f(Y),

donde Xy Y son variables algebraicamente independientes. El demuestra que
31 1a caracteristica del cuerpo es cero, entonces 1os polinomios aditivos
son todos triviales, es decir, polinomios lineales; y que si la caracteristica
del cuerpo es un primo p, entonces son de la forma descrita arriba,
(Corolario 2.11.) .

Se obtiene como consecuencia inmediata del corolario anterior la
fquivalencia entre las definiciones de " polinomio distributivo en
Casi-anillos de polinomios con coeficientes en un cuerpo " y " polinomio
aditivo

Los polinomios aditivos o p-polinomios, (sobre cuerpos de
Caracteristica positiva) tienen unas interesantes propiedades Citemos

alguna de ellas. Si K es un cuerpo finito entonces K s, para algin primo p,

un Z/DZ - espacio vectorial de dimension finita . En este caso los
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polinomios aditivos pueden considerarse como endomorfismos de K, como

z/pz—espacio vectorial; y sus raices podran ser calculadas entonces

resolviendo un sistema de ecuaciones Hnealés.

Esta y otras propiedades han sido estudiadas entre otros por O
ore,[0], Waples [W], J. Carcanague [Ca] y muchos de estos resultados y
aplicaciones acerca de los p-polinomios pueden encontrarse en el
interesante libro " Finite Fields " de Lidl, R., y Neiderreiter, H. {L-N].

El comentario anterfor sugiere extender la definicion de polinomio

aditivo al conjunto de polinomios con coeficientes enun anilloR.

Definicién 2.12.
Diremos que un elemento f(X) € R[X] es un polinomio aditivo si :
P 0 (X ¢ Y )= F(X+Y )= F(X) + £(Y),

donde X & Y son variables algebraicamente independientes,

Claro estd, todo polinomio aditivo es un elemento distributivo. El
reciproco también es clerto, y se obtiene como consecuencia de 2.7,

Teorema 2.13.

S1f(X) € RIX] es un polinomio aditivo , entonces f(X) e RIXly4

Lenostracion
Usar 23.e.

Acabamos este parrafo con algunos importantes resultados relativos

3 la estructura del anillo R[X]d, en el caso en que R es un cuerpo finito.
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Corolario 2.14,

() «( Z/DZ[X]d, +, 0 es isomorfo al anillo de polinomios ( Z/DZ[X], £ ),

(ii) Si K es un cuerpo finito no primo de caracteristica p, entonces

(KIX}g, +, 0 ) es un anillo no commutativo y su centro es fsomorfo al anfllo
de polinomios (Z,57[X], +.. )y (KIX]q, +, 0) contiene un anillo isomorfo al

anillo de polinomios (K[X]y, +, . ).

Demostracion
(i) La aplicacion, ¥:(Z,p7[X], +, . ) (Z,07[Xlg, +, 0),

dada por:

es biyectiva. Por otro lado es un homomorfismo de anillos, puesto que
para tado a € Z,7 Se tiene que P =a;

(i1} Se tiene Cardinal(K)=p", paraalgin n:2, y
K-[0)=11,a,8% w.. ,apn"z}para algin ae K.

Calculemos el centro de K[X]4, que lo denotaremos por COK[X] 4 ).

SibxP € C(KIXIg), b # O tenemos
2 r r r r ) _
abxP=axobx? =pxPoax =baP P, luego & =a, portanto &P ! =1

de dongde p” -1 divide a or -1. Lo que' nos permite concluir que r=nt, para

algin t

v Y g r (el
Ademas, tenemos bXP =b(XP )P = bxXP oxP=xPobxP =P xP, ge

donde bP = con 1o que bP! = 1.
Como K- {0}y Z /pZ* = Lypg- { 0} es el Unico subgrupo de de orden

P-1'y puesto que K-{ 0 } es ciclico, con 10 que 10s Unicos elementos de K
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que verifican c¢® = ¢ son los de Zsp7- L
4]
Sea B el grupo generado por ¢XP para todo t entero positivo y para

todo elemento ¢ de Z,p7, es decir B = 6p < cxp“t/ teN,ceZyy; 2.
Demostremos que B coincide con C( KiX]y) , 1o cual prueba en
particular que el anillo K[X]4 no es conmutativo.
Es inmediato cbmprobar que B es un subanillo de K[X]d y arriba hemos

demostrado que C( K[X]d) esté contenido en B, puesto que

para todo 1.
La otra Inclusion es una comprobacion rutinaria.
Por (itimo \a> aplicacion @: (B, +,0) - ( Z/pZ[X}, +,.),
determinada por
o( CXD“t) = cxt, para todo t € Ny para todo ¢ € Z /Y extendida de
forma lineal es un isomorfismo de anillos.

Cardinal(K) = p" =m Construimos el siguiente subconjunto de K[Xlyg:

t t-1 1 0
m m m m
S = + 4 L + + '
[atx aHX a}X aOX /aieK. 120}

que es un subanillo de K[X]y
La aplicacion, ¥: (S, +,0) - {K{X], )
determinada
¥( ath) = ax!, paratodot e Ny paratodoaek,
Y extendida de forma lineal, es un {somorfismo de anillos. La comprobacion
resulta rutinaria ( basta observar que paratodoaeKy paratodoteN;

t
al = a) ee.
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§3. EL ANILLO DE LOS ELEMENTOS DISTRIBUTIVOS EN
CASI-ANILLOS DE SERIES DE POTENCIAS FORMALES.

Cerraremos este capitulo buscando todos los elementos distributivos
de los casi-anillos de series de potencias formales sobre un anillo
comumutativo y con identidad, caracterizando el anillo de dichos
elementos.

Los resultados a obtener van a ser analogos a los obtenidos en el
caso de polinomios. Muchos de ellos solo necesitaran trasladar, de forma
natural, 1os conceptos definidos en 1os dos parrafos precedentes a este que
iniciamos. Parte de las demostraciones se basan en resultados ya obtenidos
con anterioridad.

Asi como en el caso de polinomios atacabamos el problema por el
grado del polinomio en el caso de series de potencias formales atacaremos

el problema por el orden de 1a serie, llegando a resultados paralelos,

Definicidén, 3.1,

Una serie de potencias formales sobre R es un sucesion infinita
f=( fO, LTI P P ) de polinomios homgeéneos I, con coeficientes
en R, de forma que cada polinomio f, €s el polinomio cero o es un

polinomio homogéneo de grado n; el indice més pequeiio n, para el cual el

polinomio fn es distinto de cero, es llamado el orden de 1a serie f y 1o

denotaremos por O(f). Como es habitual se denota al conjunto de las series

formales por RI[X]]. Se definen una adicion y una multiplicacién de forma
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obvia,que dotan a este conjunto de estructura de anillo. ( ver [Z-S]).

Cada serie de potencia formales f, se puede escribir como una serie de

potencias enX, f = 2 a‘xi conajeRyi20. (ver[Z-S].
Identificaremos el anillo de polinomios RIX] con el subanillo obvio del
anitio RI[X]].
Se demuestra que el conjunto, R.[IX]] de todas las series de potencias
formales de orden no nulo junto a la serie cero, con 1as operaciones :

“ + " sumausual de series vy

“0" sustitucién de series de potencias:
ZaxioZbxl = Zay (Zopd)
es un casi-anillo con identidad X, (ver por ejemplo [C] ).
Esta operamoh de sustitucion en principio no 1a podemos definir para
todas las series de potencias formales, pues noes topamos en medio con

sumas infinitas de elementos de R, que s61o tendran sentido si trabajamos
con alguna topologia en el anillo R.

Sea N el conjunto de todos los elementos nilpotentes de R Si nos
restringimos al conjunto de series de potencias formales con coeficiente

inicial un elemento de Ny denotamos este conjunto por Ry([X]], puede

demostrarse que ( Ry[IX]}, +, 0 ) s un casi-anillo con identidad (ver, [K,],

K-M1 )

Proposicion 3.2.
(1) R,[IX]] es un subcasi-anillo de Ry[[X]]
1) CRYIXIG, +, 0 )y CRXH,, «, 0 ) son anillos con identidad.

Ademas Ry[lX1]4 es un subanitlo de R, [[X]y.
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(11 CRy[IX)g, #) y CR.[IX]]y, +) son R-submodulas de R{(X]]
(V) (RyllXDg, + 0) y (R.[[X]]g, *, 0) son subanillos del anillo
(End( Ry(IX]1g), +, 0 )y CEnd( R, [[XI]g), +, 0 ) respectivamente .

(v) RyfX] es un subcasf-anfllo de de R,I[X]]

fremostracion

(i) Obvio,

(i1) Las dos primeras afirmaciones son inmediatas usando 1.2. Para la
tercera, sea f = 2 aix’ e RylIX1l4 , entonces:
a=f00=fo(0+0)="fo0+fo0= ay*+ay, porlotanto agp=0.

(iii) Se demuestra iqual que en el caso de polinomios.(ver 1.2).

(1v) Basta considerar 1a aplicacion i : R[[X]ly - End(R.IIX]) definida
de la siquiente forma: i(f)g) = f 0 g, donde T & R,[[X]ly y g € R,IXI]; que es
un monomorfismo de anillos.

Bl resto de ia prueba no reviste dificultad. .

Proposicidon 3.3.

Sea aunelemento nonulo de Ry nunenteroconn 22 Se tiene:

aX" e R,[Xlly (aX" eR,IXlly) siy solamente si aX" e RglXy,

Demostracion
Una implicacion es inmediata, por 3.2, (v).

Demostremos el reciproco. Sea ax"' ¢ RolXlq; por el teorema 1.10

-&xisten un primo p y un enfero positivo r, tales que n=p" y 0(a) =p . Sean
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f, g elementos de R[]}, tenemos:
df‘ r B \S r \§
aPo(f+g)=a(f+giP=af+agl =axPor+axPog,

puesto que (RIX]], +.) es un anillo commutativo. e.

El siguiente paso es reducir el problema de encontrar 10s elementos
distributivos al caso de monomios.

Teorema 3.4,
Sea =2 aix" € R(IX)] . Entonces f e R,[IXIl4 (resp. € RyllXlly ) s

y solamente si aix‘ e R,[[X]}4 Cresp. aixi € RyIXllg ).

Demastracion

Tomamos k = minimo (i / aX' e RIXIly ). Ya que RylIXlly es un

subanilfo de R[Ny y ( RyliXlly #) y CR,IIX]ly +) son R-submodulos de
RIXT, usando 3.2., concluimos que k 2 2.

Seaf = apx+ 32X2 L + akxk F oo , definimos q:

RJ{IXll4 C hacemos uso de nueva de 3.2.)

La Gltima proposicién nos permite afirmar que akxk e RylXly  Ahora

usando el Lema 1.4, , podemos elegir j:

j=minimo {1 /7 1< <k-1, ak('i()ﬁm.
Consideramos hy = Xt ho = XU e RN, cont 2 1: tenemos :

(*)= gony+gan,=
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(ah)\tl\ + ;!Lf ‘Xt(k+ y o )+ akx(t+ 1k + ak+ ‘Xk“. Dk« ) o)

Por otro lado,

Ky, b .
observamos que ak( j )X“‘*-‘ 20 yque 105 monomios de los sumandos de

los polinomios de 1a forma a (Xt « Xt 1 )™ tienen grado mayor o igual

que tm . Eligiendo un entero suficientemente grande t, tenemos, que para
e . . K tk+ j A

todo m> k severificatk +j <tm. Ademas ak.(] )X Z 0 es el monomio

de grado mas bajo ( distinto de aK)(tK ) que aparece en el desarrolio del

al th*J Foeervarinns debe ser O, lo cual es una contradicién; concluyendo
Ky )

entonces que 3, X e R.IXly o

Obtenemos los primeros corolarios como consecuencia de 10S
resultados anteriores,

Qgroléﬁo 3.5.

Se tiene :

R+[[X”d = RN[[XHG'
NOSLrACTON
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Usar 1.6, 3.3y 3.4 e

Corolario 3.6.

Si todos 10s elementos no nulos de R tienen orden infinito ( es decir el
anillo R es libre de torsidn ), entonces .

R,IX]l = RX,

L2mostracion

3.1,33y34 .

Nota 3.7.

La hipétesis introducida en el corolario anterior es una condicion
necesaria como ilustra el siguiente ejemplo: tomando R =7, 47 .
f-,i
RJXNg = (b%+ 2 ax¢ / byeR,ae(0,2),yi21],

luego RX esta estrictamente contenido en R,I[X]ly.

En orden a dar una descripcién explicita del anillo R,,[[X]}d,

introducimos las siguientes definiciones, de forma similar al caso de
polinomios.

fini 8

Para cada primo p, definimos los siguientes subconjuntos de R+[[X]}d :
N
plXT) 2 = 2 axP /L aye lp, conn2 1.}

: ¢
lp*[[xn:={ }:aixp / L, a € lp connz20.}
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Lema 3.9,

Para cada primo p, se verifican

(1) 1lIXITy 1, 7(03) son ideales de R, (Xl

(i1) Los subconjuntos de R,{[Xlly, 1[I 0 1lIXI y 157(0x1) 0 4 IXT

son 1a serie 0, cuando py qson primos distintos.

La demostracion es similar a la dada para el caso de polinomios en

2.2,y 2.6.y por 1o tanto 1a omitimos . e.

En este caso tampoco lIX]] y lp*{[X]] son ideales del casi-anillo

R, [IX11

A continuacion enunciamos el resultado mas notable de este parrafo.

Teorema 3.10.
Se tiene:

Rkl = (@ o ) @ Ry,

donde P denota el conjunto de todos 1os nimeros primos.

Léemositracion.

Es inmediata usando Cap.0-1.23, 1.10, 33, 3.4y 39 e.

Notemos que RX es un subanillo de R,[[X]l4 pero no un ideal. En el
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siguiente corolario expresamos R,[[X]]y como suma directa de ideales, en

algunos casos particulares.

Corolario 3.11.
Sea R es un anillo que satisface la “ propiedad de primos " (ver 2.8.)

entonces:

Rlxlg= (@ X )

donde P denota el conjunto de todos 10s ndmeros primos.

Demostracion

Cap.0-1.24,28,39y 3.10. .

Una vez mas, en el siguiente resultado, se pone de manifiesto el
paralelismo existente entre las conclusiones obtenidas para el caso del

casi-anillo de polinomios y el de series de potencias formales.

Corolario 3.12.

Si la caracteristica de R es un nimero primo p, entonces:

L n

() RIXNy= { 2aXP / ,ae R, conn20.}.

(i1} El casi-anillo R,[[X]] contiene un subanillo B, isomorfo al anillo
de series de potencias formales ( Z /DZ[{XH, +, . ). En particular
(2o lIXNly, +, 0) es isomorfo al anillo de series de potencias formales

(Z/pz[[X]] L)
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Lemastracidn,
Basta considerar la aplicacion, ¥ : (z/pZ)+“X]]d - z/pz[[x]] definida

de 1a siguiente forma .
| .
‘I’( z aiXp ) = z aix',
Un razonamiento analogo al llevado a cabo para el caso de polinomios

completa 1a demostracion, (ver 2.12.). ».
Todos los resultados obtenidos en el parrafo 2, pueden trasladarse al

caso de series de potencias formales, con un poco de cuidado y teniendo en

cuenta 1as definiciones de este parrafo.ee.
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PITULO CIENT N
~ANILLOS DE POLINOMIOS

En el primer parafo de este capitulo abordaremos el estudio de los
subcasi-anillos de casi-anillos de polinomios que cumpian la propiedad
distributiva a los dos lados.

En el' resto del capitulo nos dedicaremos al estudio de anillos

cocientes de casi-anillos N; es decir, buscaremos ideales | de N para los

cuales N, sea un anillo. En el segundo parrafo trataremos dicho estudio en

el caso general, y en el tercer parrafo se trata el caso concreto de
casi-anillos de polinomios.

S EN CASI-ANILLO OLINOMIOS

Nuestro pr‘opc&sito es el de investigar aqui cuales son los anillos
Contenidos en RIX]. Puesto que todos 1los anillos son casi-anillos
Cero-simétricos, sdlo necesitamos buscarlos en la parte cero-simétrica de

RIX), es decir en RylX),

El siguiente teorema, que demostraremos en sucesivas etapas y que
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sera el resultado mas destacable de cuantos se vean en este parrafo,
pondra de manifiesto que la comple jidad del problema se agudiza cuando el

anillo R de 1os coeficientes no es integro.

Teorema 1.1.

Sea R un dominio de integridad. Todo subanillo ( no necesariamente

unitario ) de RIX] estéd contenido en R[X]d,

Algunos de 1os resuitados vistos en el Capitulo | junto con otros que
vamos a obtener a continuacion van a hacer factible la demostracion del
teorema precedente.

Comenzamos enunciando un resultado conocido en casi-anillos de
polinomios,

Lema 1.2 {La-N][P]
(i) Para todo p(X), g(X) e RIX], se tiene

grado( p(X) 0 q(X) ) < grado{ p(X) ) grado( q(X) ) . ( Grado(0) =0 )

Y St R es un dominio de integridad ,se verifica la igualtdad.

(iyi) Si R es un dominio de integridad, entonces cada p(X) e R[X] con
grado( p(X) } > 0, es un elemento cancelable a la derecha, es decir si ;

fX),0(X),p(X) € RIX] son tales que £(X) 0 p(X) = g(X) 0 p(X) entonces
F(X) = gX).

Lemositracion.

[P e
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Lema 1.3.

Sea R un dominio de integridad y S un subanillo de R[X] ( no
necesariamente unitario ), se verifica,

fF(X)o (X + £(X) ) =f(X) + f(X) 0 f(X), para todo f(X) € S.

Sea Q& f(X) €5, entonces 0Z f(X)of(X)e S . Se tiene
fX)o(fX) + F(X) o (X)) =

=f(X) 0 f(X) + F(X) 0 F(X) 0 LX) = (F (X)+ f(X) 0 f(X) ) 0 f(X)
y por otro lado

FA0(FOO+FENO D)) =FX) o (X + F(X)) o f(X).
Usando 1.2 - (i) . acaba 1a demostracion.e.

Distinguiremos 105 casos en 1os que 1a caracteristica del dominio de

integridad R sea O o un primo p.

Trataremos estos casos separadamente y comenzamos con la
siguiente,

Proposicién 1.4.

Sea R un dominio de integridad de caracteristica 0 . .Todo subanilio

(no necesariamente unitario ) de R{X] esta contenido en R[x]d.

Sea S un subanillo de RIX] y sea f(X) = aX" «..+ a)X € S, por el
lema 1.3,

fOO 0 (X + 100 ) = 1(X) + £(X) 0 1(X),
entonces



an( X+ 100 M+ v ay(X+ f(X)) =
= adM o agk +afOON v ay 1),
lNegando aquen=10a,=0,paratodon22,

Se acaba la demostracion haciendo uso del teorema 1.6. del capitulo | e .

Corolario 1.5.

Sea R un dominio de integridad de caracteristica 0. Los subanillos de
RIX] son (salvo isomorfismos ) subanillos del anillo R y reciprocamente

todo subanillo de R (salvo isomorfismo) es un subanillo de R[X].

Demostracion.

'Es inmediata usando 1.3., 1.6. del capitulo 1y 2.4 .

Queda probado el teorema 1.1 para el caso de caracteristicalR) = 0.

Ahora consideramos el caso mas complicado, cuando 1a caracteristica de R
&5 .

Definicién 1.6.
Sea R un anillo commutativo y con fdentidad, definimos :

Rlg: = (100 e RylXl 7 10 R,

(X denota la derivada formal de f(X) ).

Nota 1.7.

La derfvada formal en los polinomios verifican las siguientes
bropiedades :

(T + gl ) = 770K + ().
CRX).QI0 ) = F(Xg(X) + g (XF(X).
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(1) 0 aX) ) = 1£7(X) 0 g(X) ) g"(X).
En términos algebraicos, la derivada formal es una derivacion en el
anillo de composicion, (RIX], +,0,.) (ver Cap il )

Estudiemos alqunas propiedades de R‘{X]O.

Lema 1.8,
(1) R’[X]q es un subcasi-anillo de RIX] que contiene @ RIX]y.

(11) Sea a un elemento no nulo de Ry nun entero, n 2 2. Entonces ax' e

RXlg si y solamente si O(a) divide an.

Demostracion

(i) E1 probar que R’[X]y es un subcasi-anillo de RiX]es tarea rutinaria.
Para la sequnda afirmacion, es suficiente observar que f(X) = anX” ot

apx e R7lX]y siy solamente si a;X‘ € R[X]p, parai=1,....,n Elrestose

obtiene directamente empleando el teorema 1.10.

(i) Es tnmediata. Como corolario podemos deducir que en un dominio
de integridad R de caracteristicaunp, aX" e R{Xlg siy solo si p divide a

n e,

Teorema 1.9.
Es condicion necesaria y suficiente para que R'[X]y = R[X]y aque R sea

un anillo libre de torsion.

Demostracion
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Si R es un anillo libre de torsidn, usando el lema 1.8. (i1) tenemos que
e R{XJg siy solamente sia=0o0n = 1. Entonces concluimos que
R[X]p = RIX]4 = RX.

Reciprocamente, suponer que R'[X)y = RIX}y y que R no es libre de
torsion. Sea a un elemento no nulo de Ry nun entero, n 2 2 ,tales que na
=0, pongamos n = pfl .......... ptrt . Distingamos dos casos ;

Sit2 2, entonces ax" e R[Xlg (ver lema antertor ) pero ax" e RIX]q

(ver teorema 1.10).

Sit=1, digamosn = pr, consideramos un primo g # p. Entonces

aPd e RXlp y axPd e RIXl4 ( 1.8y 1.10). o,

Lema 1.10.
Sea R un dominio de integridad de caracteristica p. Todo subanillo

de R(X] esta contenido en R'(X]y,

Demostracion,

Sea S un subanillo de RX] y sea f(X) = aX" +..+ a;X € 5.

Si n=1entonces S esta contenido en R’{X]O, trivialmente.

Supongamos n x 2. Primero probaremos, por reduccién al absurdo, que
P divide an.

Supongamos que mcd(n,p) =1, porel lema 1.3,
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nag 00N X = ra kD ey na x0Tz

deducimos

OO0 X+ - () + (XD o f(X)) =
= nanxn(”" MU, # 0. Contradicién,

por lo tanto p divide an,
Sear =maximo {1/ 1= 12,...,0 cona; = 0ymedip)=11}

Aparecen dos Casos:

i)Sir=1,usando el lema 1.8 tenemos que f(X) € R’[Xly, y por 1o

tanto S esta contenido en  R7[X],,

i) Si r 22, tenemos que f(X) = a. XM +..+ aX" +.__+ a;x con las

siguientes caracteristicas: a,;:-" 0, med{r,p)=1yr<n(porquep divide

an) Por 1.3, f(X)o (X + X)) =f(X)+ f(X) o f(X) vy aplicando las
propiedades de la derivada ( ver 1.7 ),se tiene

(FOM o (X+TCONCT+X)) = X+ {7 X)ofOO) X)), {(*)
en el lado derecho de la igualdad, tenemos:
(o X+ N (1 +(X)) =

=(Cra X T2 )0 (X FO0)) (1 +17(X)) =

= rad X+ F00 ™ e eay + [rad+ F00 e v ay 1100,

grado de ges n{r-1 ).
Sea h(X) = (rap( X « (0 ™1+ ap) F(X) - (F00 0 F60 X)

tenemos que grado(h(X)) <n{r - 1), puesto que 10s grados de 10S monomios
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de h(X) son de la forma 1+ m( P=1=-1)+r-1 (para t=1,,r ym < n)
y estos son todos menores que <n(r-1) . Aside (*)resulta
(GO0 X+ (T + 700 - + (F(X) o 1(X)) F7(X) ) =

=h{X) +giX) # 0
y esto es una contradicion. Por 1o tanto el caso 11) no se puede presentar,

asique r=1yf(X)e RX]y .

Nota 1.11.

El lema anterfor no se verifica en el caso general, es decir,si R no es
un dominio de integridad.

ol
Tomemos R=2,47 y B:=0Gp< X, 2X° / 120

Demostremos que B es un anillo,

Primero probaremos que B posee la propiedad distributiva; para lo
Cual basta probar que r(X) o ( s(X) « t(X) ) = r(X) 0 s(X) + r(X) 0 L(X). (*) es
Cierto cuando r(X) es un monomio de B y s(X), t(X) € B.

Distinguiremos diferentes casos :

1)1 r(X) = aX donde a € Z, 47, entonces aX € 7, 47[X]q (ver Cap 1-1.3).

-l .
i) Sir(X) = 2aX’ ,donde a€Z,47 y i21,analizaremos distintos

Subcasos :
|
fi-1) (X) = 2aX> , 5(X) = bX y t(X) = 2g(X), con g(X) e Z, 47(X] de

grado 2 1,ab€Z,47 Entonces .
7" ’ 7]
rX) 0 (5(X) # X)) =2aX" o (bX + 2g(X) ) = 2a (bX + 2g(X) ¥ =
- ol - -l
= 23(b3%3 + 200+ £20+ 27 gX)Y) =

( donde los O representan polinomios )
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—2ab3X~)+4D+ ........................ £4Dr4D)=
2 2a0%%3 = 100 0 500 + 1) 0 £ = 2303 X + 0 = 2ab3 3
ji-2) s(X) =bXy t(X) = ¢X, donde b y ¢ son unidades en el anillo
Z747- Entonces r(X)o(Q(X)+ txX)) =
-2a><J o(bX+c\<)-2a>(~’o (b+co)X=
- 2a(b + I =0x3 = 0.
( puesto que b + ¢ no es una unidad y por 1o tanto es mualtiplo de 2.)

Por otro lado, tenemos ;
riX)o. s(><) + 1(X) 0 t(X) = 2ax3 0 bX + 23>(3 ocx =
-2ab3x3 ¢ 23353 - 2a(p3's 3 )><3 0>(3 0.

Para estudiar el caso general, st s(X), t(X) € B, podemos escribir
$(K) = byX + 201 (K) y UK) = boX + 2g4(X),
donde by ,bo€Z/47 ¥ 910, (X € 7, 47IX].
Entonces
5(X) + t00) = bX + 2g(X), donde b=by +byy giX) =g 100 + g0,
Ast 100 0 (500 + 100 ) = 23X3 0 ( bX » gix) ) = 2263 %3 (usando {i-1)
y por otro 1ado r(X)o s(X) + r(X) o t(X) =
o 2ad o D‘X + 2q,(><) )+ 2a><3 0 ( boX + 205(X) ) =
= 2ab X3+ 20 53 '3= 263 %5
(usando fi-1y distinguiendo las distintas posiblidades de by y bo )

Con esto queda probado que B es distributivo.
Resta probar que B es un subcasi-anillo, es decir, que B es cerrado para la
Composicion. Veamoslo para los monomios de B, 10 cual es suficiente al
haber probado que B es distributivo. Sean f(X) y g(X) monomios de B.
Distingamos varios casos:
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a-1) f(X) = aX, g(X) =_2bX3l cona,beZ, 7y i 1. Entonces
F(X) 0 gX)= aX oj‘2m<31=2ao><3l c B
a-2) f(X) = 2a><3( a(X) = ?bx31. conabelZ gy i21y]) 21 Entonces
£0X) 0 g(X) = 223 0 2043 = 0,

El resto de 105 casos son inmediatos.

Asi B es un anillo ( infinito ) con identidad, X

Veamos que B no esta contenido en R'[X]O‘

E1 polinomio f(X) = 23 e B, pero £°(X) = 3.2¥2 = 2X¢  # 0, por lo
tanto f0) =2X5 ¢ B . o,

Para finalizar la demostraciéon del teorema 1.1 necesitamos este

interesante resultado.

Proposicion 1.12,
Sea R un dominio de integridad. Sea f(X) € RIX], , con grado de f(X) 2 1.

51 hX), g(X) e RIX] tales que 10 0 g(xX) = f(X) 0 h(X) , entonces .

0(X) - h(X) = r e Ry r es una raiz del polinomio f(X).

Puesto que f(X) 0 g(X) = f(X) 0 h(X), se tiene 5
MX)og) - FX) o h(X) =0=f(X)o(gX)-hX)) (fX)e RIXlq )

como R es un dominio de integridad, usando 1.2-(i) tenemos que,
grado( (X)) grado (g{X) - h(X)) = grado(0) = 0, y puesto grado(f(X) > 1,

existe una constantere R, congX) -nX) =reR .e.
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Corolario 1.14.
Sea R un dominio de integridad de caracteristica p , y sea a un

elemento no nulo de R, entonces axdr es un elemento cancelable a la

jzquierda, paratodorz 1.

Es inmediata de 1.13, puesto que aXJ tiene como Unicaraiz1a 0. e.

Proposicion 1.13.
Sea R un dominio de integridad de caracteristica p . Todo subanillo

de RIX] esta contenido en RIX]y.

Lemostracion
Sea S un subanilloy sea f(X) = a X" +..+a;X €5.

Entonces existen h(X), g(X) e RIX] tal que f(X) = h(X) + g(X), con las
siquientes particularidades : |
gx) € RIX]y y DX = bpX™ +......coo. + XY, conbyX! @ RIX]gparai=1,..., m

.......

yt o> 1,

Si h(X) = 0, hemos concluido.

Supongamos h(X) # 0. Por el lema 1.12, f(X) € R’[X]y y puesto que

9() € RiX]y, g(X) € R°[X]g (1.8). Al ser R*[X] un subcasi-anillo, h(X) e R°[X],.

Usando de nuevo el lema 1.8, podemos escribir :

.
............... « bpxP KU con las siguientes
Particularidades :
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#Forp2), bjF 0, k> 1, med(p, ki) =1y pk; > plk; para

todo 1, § =L, Jm,ocon j > iFE

S 1 3
h(X) =C b xP KD o epexKe . +bt><f’Stkt Yo xP,

Sea F el cuerpo cociente de Ry sea F la clausura algebraica de F.

Entonces existen elementos ¢y € F con ¢y = O verificando que :

............

Pademos escribir h(X) = XP o c(X) , donde c(X) € FIX] y
S
o) = CpP I o+ oo+ PR

Ténemos que: fCOO(X+TCG))=
=g+ hXyo (X+ 10D ) =gl o X+ 0N+ hGD o (X+ (X)) =

= g0+ gOO 0 TOO + KD 0 (X + (X)) ( g0 eRlXly)
Por otro lado : |
P + FG0) 0 F00O = g(X) ¢ KOO + ( glX) + hX) ) 0 F(X) = (1.3)

= gX) + giX) o FXX) + h(X) + h(X) o f(X), deducimos que hX) es
distributivo con respecto aX y a f(X), es decir:
Y T v
(P ocOYo(X+fX))=XPock) + (XPocX))of(X) =

\g L
=xP o ( ¢+ cX) 0f(X)) = ( XP e Fixly)

-
=X o (X))o (X + fX))) ( aplicando la asociativa ),
deducimos ( usando el lema 1.12.) que:

CXY 0 (X + f(X) ) = ¢(X) + ¢(X) o f(X) (%), puesto que estamos en las
I s R N e Y_
hipbtesis del corolario anterior, asi que XP es cancelable a 1a izquierda,

o7



Haciendo uso de las propiedades de 1a derivada ( ver nota 1.7.) en (¥),
tenemos que :

(XY o (X +FC) N+ (X)) = c(X) + (c(X) 0 £(X) ) £(X).
y utilizando el mismo razonamiento que en el lema 1.10 en la demostracion

indicada entre (¥) —-==-=--=----ommommomomom oo oo (%) ) llegariamos a que

kK =1 omcd(k, p) # |, pero en ambos casos obtenemos una contradicion

con la eleccion de los k; . La contradiccion esta en suponer que h(X) # O

luego h(X) = 0y por o tanto f(X) = g(X) € RIXl4 . Concluimos que S esta

contenido en R[X]d XY

Esto completa la demostracion del teorema ll

Nota .13,
51 R no es un dominio de integridad el teorema 1.1, no es cierto. El

contraejemplo dado en la nota 1.11 ilustra este hecho, Recordenmos que en
i
esecaso R=Z;4y B:i=Gp< X 2¢F /{20 .

Ademas podemos encontrar subanillos de B que son finitos (nd

necesariamente unitarios ), por ejemplo By = {0, %37

Sea nun nimero natural y

finito y unitarfo de R{XJ, que no esta contenido en R{X]y.

Par finalizar este parrafo establecemos un nuevo enunciado que se

deduce del teorema 1.1 y de ciertos resultados vistos en el capitulo 1.
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Corolario 1.14.

Sea R un dominio de integridad de caracteristicap, se tiene:

(i) R[X] tiene un Unico subanillo maximal.

(i) RIX] tiene wun subanillo S isomorfo al  anillo de polinomios
Zypz¥L, ¥, . ). En particular, tenemos que los subanitlos de Z,n7 [X] son
subanitlos ( salvo isomorfismo ) del anillo de polinomios (Z/DZ[X], R Y
eciprocamente todo subanillo del anillo de polinomios (Z/DZ{X], .. es

i subanillo ( salvo isomorfismo ) de Z /02 [X].

femastracion

(i) Es inmediata.

(i) Z/pZ es un subanillo de R, por lo tanto z/pzlx]d es un subanillo de

%[x}d, ahora aplicar Cap.1- 2.12. y 1a proposicion 1.12. ee.
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§ 2. EL RADICAL ANILLO

En este parrafo N denotara un casi-anillo. -

Investigamos aqui anillos cociente de  casi-anillos. Lo que es

equivalente a estudiar ideales | de N tal que el casi-anillo cociente N,y sea

un anitlo. Esto sugiere encontrar ( si existe ) el menor ideal de N, entre
105 ideales de N, cuyo cociente sea anillo,

Notas 2.1.
(*)  Silesunideal deN tal que N,y esun anillo, entonces :

(@ (N, + ) esungrupo abeliano , por 1o tanto | contiene todos los
conmutadores de N, luego el grupo derivado de N, 8,(N) = (N, N ) esta

contenido en |,

) (N Jpt ) es un casi-anillo distributivo, por lo tanto | contiene

todos los distribuidores de N, lueqo el grupo [ N; N, N | esta contenido en |,

(*%) Reciprocamente, si | es un ideal de N que contiene Tos grupos a,(N)

yIN; N, N, entonces obviamente N /1 €5 un anilio,

Esta nota sugiere 1a siguiente definicion.
Definicion, 2.2.

ET menor ideal de N que contiene a todos 1os conmutadores y a todos
los distribuidores de N, le Ilamaremos el radical-anillo de N y le
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lenotaremos por A(N), es decir:

AN) =S (S ) donde S = BI(N) UIN; N, N

Corolario 2.3,

SeaJ un ideal de N, se tiene:

N, €5 un anillo siy solamente si J contiene a R(N).

femostracion

Sesiguede 21y 22 ».

Seguidamente introduciremos distintos enunciados que posibilitaran

aracterizar el radical-aniilo.

Definicién 2.4,

Para cada casi-anilio N, definimos la siguiente familia de ideales :

Q= (1/11dealdeNy N, esanillo}.

Proposicion 2.5.
oe tiene;
OEVEN

(11) Si W es una subfamilia no vacia de @, entonces:

WINY: =1 /1le W} pertenece a(}.

Lemostracion

(i) En efecto, N es un ideal de Ny N,y ={ 0} que es un anillo,

61



(1i) Puesto que W es no vacia, tenemos que w(M) es un ideal ( Cap.0
1.119). Sead € W, entoncesJ € £, luego J contiene por 2.3. a A(N) vy por

lo tanto w(N) contiene R(N) . Concluimos, de nuevo por 2.3, que Ny, €5

anillo. e.

Corolario 2.6.

Se tiene:

ANY= M1 71e Q).

Dempstracion

Es inmediatade 23y 2.5.

Justificaremos ahora el térming " radical  del ideal radical anillo.

Definicion 2.7.[P ] [M].

2.7-1 Una aplicacion R que asigna a cada casi-anillo N un ideal R(N)

se dice que es una aplicacion radical si para cada casi-anillo Ny para cada

hormomorfismo f: N- N°, se cumple :

(1) O R(N) ) esta contenido en RC J(N) ).

2.7-1 Un casi-anillo N es R-semisimple si R(N) =1{ 0]y es R-radical
SIR(N) = N,
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Proposicidén 2.8,

Sean Ny N dos casi-anitlos , N — N, un homomorfismo € | un

ideal de N conteniendo a Ker( {), entonces :

| € 0 siysolamente 5i (1) € £).

Demostracion

Supongamos que | € £,

Sea ¢ un commutador de f(N),entonces:

¢ = {a) + j(b) - {(a) - {b) , para algunos a, b € N, luego

c=1{(a . b-a-b), ypuesto que | ¢ (), tenemos que KI) contiene a
todos los commutadores de f(N),

Sea d un distribuidor de f(N), d = J(MCHs) + (1) ) = JIMH(E) - f(Mf(s)
donder,s,teN, d=f(r(s+t)-rt-rs)ypuestoque ! e, tenemos que

(1 contiene a todos los distribuidores de {(N)., luego por 23., f(H=Q.

Reciprocamente, supongamos que (D e Q.

Seacuncommutadorde N.c= a+b-a-bh,donde a b elN Porsert

homomortismo, {(c) = f(a) + {(b) - f(a) - f(b) € f(1), pues (1) € Q, luego
f(a+b-a-bi=fﬁ)d0nde1el,porﬁantaa+t>—a-b=i+ e, con ee

Kerthy . Concluimos que a+b-a-bel, porque por hipdtesis Ker(h) esta

Contenido en |

Analogamente se demuestra que todos los distribuidores estan

tontenidos en |; aplicando de nuevo 2.3.se concluye que 1 € Q. o



Teorema 2.9.

La correspondencia A que asocia a cada casi-anillo N el radical anillo
A(N), es una aplicacion radical.

Demostracion,
A 5 una aplicacién, usar 2.6.

Como N,an) =N/gap Y AINY e 2 (23), Ny €s un anillo, y por

tanto AN qyy ) = [0 ]. quedando demostrada la primera condicion de 2.7.

Demostramos ahora (ii) de 2.7. Sea f N = N un homororfismo,

enfonces :
fOAMNY Y =40 {1 /1€ 0} ) que esta contenido en

[N /71e el conteniendo aKer(f) ) =
= A(f(N)),
usando la proposicion 2.8. y el teorema de homomorfismo. Asi A es una

aplicacién radical. e.

El radicai anillo mide la " antllez " de un casi-anilo N, asi como el
ideal distribuidor mide la distributividad vy el ideal 'conmutador 1a
Conmutatividad del casi-anillo .

A. Frohlich publico entre 1,958 v 1,960 una serie de articulos sobre
Casi-anillos distributivamente generados, relacionando la distributividad

¥ la conmutatividad de los casi-anillos, obteniendo interesantes resultados
(verCap.0-§2).
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Corolario 2.10

(a) 5i N es un casi-anillo distributivo, entonces:
AN) =D (N),
(b) Si N es un casi-anillo abeliano, entonces:
AN) =3 ( 5,(N) ).
(c) Si N es un casi-anillo distributivamente generado, entonces:

AN = 3, (N).

Demostraciin

Para (a)y () usar 2.1y 2.2, (¢) consecuencia inmediata de (Cap.0- 2.8

y2.13) &,

Nota 2.11.

Los ejemplos que damos a continuaciéon ponen de manifiesto la
necesidad de las hipoétesis.

(@) Si N=RIX}, &(N)=(01}y RIXl/( gy = RIX], que no es un anillo,

{b) Basta tomar un casi-anillo distributivo que no sea un anillo.
() Como en el caso (a),

El siguiente resultado es debido a A. Frolichs,

Corolario 2.12.
Sea N un casi-anillo distributivamente generado, tal que N2 = N

3

entonces AIN) = 8, (N) = D4(N)
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Demasiracion

(Cap. 0- 2.14) y 2.2

En casi-anillos en general no Se conocen grandes resuitados

relacionando el ideal distribuidor v el ideal conmutador. EL siguiente lema

teécnico nos permitira relacionarlos en algunos casos .

Lema 2.13.
Sea N un casi-anillo y H, K subgrupos de (N, + ), entonces :

(NH, NK N esta contenidoen | N: H, K IN

Lemostracion

SeanheH, keKya,beN,entonces:
ah+ bk =
=-ph+{bh+ah+Dbk+ak)-ak=

= -bh+((b+a)h +(b+a)k)-ak=

Cebhe ((bra)(hek))-ak= (mod ( IH, K, NIN)
= =bh+ ((b(h+k)+a(h+k))-ak =
= -ph+ (bh + bk + ah + ak ) -ak = (mod ( | H KNIV
= bk + ah.

Luego (ah,bk)=0 (mod( | H, K N N )y por 1o tanto (NH, NK ) esta

contenidoen | H, K, N N o,

Teorema 2,14,
oea N un casi-anillo tal que N2 = N, entonces:

AN =D (N)
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Demoslracion

Puesto que N2 =N, usando el lema anterior, tenemos:
N, NN = (N, NN esta contenddoen |1, N, NN Tuego 8, ()

esta contenido en D](N) ...

Acabhamos con un corolario interesante de 2.14.

Corolario 2.15.

Si N es un casi-anillo unitario, entonces:

AN) =D (N)

bemostracion

Pues eneste casoN<=N. ¢ ¢.
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§ 3. EL IDEAL DISTRIBUIDOR EN CASI-ANILLOS DE POLINOMIOS

En este parrafo estudiamos el radical anillo de R[X). Puesto que R[X]

s un casi-anillo con identidad, tenemos como consecuencia de 2.15 aque
A(RIXD = Dy(RIXD), es decir, que el radical anillo en R[X] es precisamente el
ideal distribuidor.

Demostramos que D,(R[X]) es un ideal principal, es decir, como en

teorfa de anillos, generado por un Unico elemento. Es precisamente ese
resultado el mas importante de cuantos vamos a ver en este parrafo, que

es adelantado en el siguiente teorema:

Teorema 3.1.

Se tiene :

Dy (RIXD =S CIRIXL RIXL RIXT 1) = 8(1).

La demostracion requiere una serie de lemas asi como una buen

numero de resultados en casi-anilios de polinomios.

Lema 3.2
(1) R esta contenido en D (R[X]), Cpor lo tanto (1) esta contenido en
Dy(RIX]) )

(i) Los conjuntos 2R[X]y R estan contenidos en (1),

Lemostracion

(1) Sea aeR, se tiene

40(0+0)-a00+ao0=a-a-a=-aeD(RIX]),
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en particwiar 1€ s,
(ii) Puesto que le 8(1), tenemos
X20(X+1)-X20X=2X+1€8(1), luego 2X e S(1). Si f(X) e RIX],
X 0 F(X) = 21(X) e S,
SeaaeR, aXo(1+0)-ako0=ae &) e.

Notas 3.3

- JR.Clay y DK Doi,[ C-D ] han probado que

Si R=F es uncuerpoy Lun ideal alaizquierda de F{X] con L NF # (0],
(a) F esta contenido en L
(b) Si cardinal de F es mayor que 2, entonces L = F[X].

Por 1o tanto en estos €asos tenemos que S(1) = 01(F[X]) =F{X]. En

terminos de radicales, el casi-anillo FIX] es A-radical .

= J. L Brenner [ Br 1 ] ha probado que 51 R=2,57, S(1)esel
modulo sobre Z,57 con base :
81 :=< 1, x3M ey xIN ey 3N o3 /=12, 2
Es facil comprobar que el conjunto cociente tiene Cardinal-‘ﬁ,
2ol g1y = (L X X5, X 4% )
y ademas
ZyoglX) s a1y 2 Zy07® Zy27-
Concluimos en este caso (usar 2.2. ) que  S(1) = D((Z;57(XD) # Z,95X] y

bor 1o tanto el teorema en este caso.
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El siguiente resultado es debido a J. L. Brenner [Br.2], y en €1 se
describe  Q(1) del casi-anilo Z[X]. Nosotros damos aqui una demaostracion

mucho mas corta, usando el sequndo teorema de isomorfia, que la que

aparece en {Br. 2.

Proposicion 3.4,(Br. 2]
SiR=1 se tiene:

Q1) es el modulo sobre Z con base:

=< q, 20 )3y 3Nl Ly w30 v x3 /=2, >

Demostracion.

Es inmediato comprobar que la aplicacion f : Z[X] — Z,47(X] s un

homormorfismo de casi-anillos, de heho en [ P-S ] se demuestra :

Teorema,
(a) Sea ¢ : Ry[X]— R5[X] un homomorfismo de casi-anillos. Entonces

¢ Ry( ¢ restringido a Ry ) es un homomorfismo de anillos Ry — Ro,

(b) Reciprocamente, si ¢ : Ry — Ro., s un homomorfismo de anfllos,
entonces

®:R[X]- RylX], definida

o a X" ... caX +ag ) = WagkD . + o(apX + ¢ag) es un

homomorfismo de casi-anillos.

——— — —— e — —— i —— —— o —— - —— i ———— ———— ———
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(verCap. I1HH-§ 1)
La correspondencia entre ideales que conserva 1as inclusiones que

sparece en el sequndo teorema de isomorfia y el hecho de que S(1) de Z[X]

25 1a iragen inversa cornpleta de S(1) en Z,57[X).

f : 2[){] 2‘;‘22[}(]
f-‘
g() 3(1)
22{X} = Ker{f) /{ 0}
f*’# |

{0}~

garantizan 1a Lesis del teorema . o .

Nota 3.5.

También en el caso R = 7 es facil comprobar que el cociente tiene

& L

cardinal 4: 71X/ qqy= (9, %, &5, %200 )
y ademas

a1y = 122 ® Lz
Concluimos (usar 2.2.) que :

D) =Dy(ZXD # Z[X] y por lo tanto el teorema 3.1 estd probado para Z[X].

Distinguiremos los casos en 10S que 1a caracteristica del anillo R sea

) Un entero positivo impar. 2) Cero 0 3) Un entero positivo par.
Comenzamos con -
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Proposicion 3.6.
Si 1+1=2 esunaunidad en R,

S(1) = D(RIXD = RIX]

Por el lema 3.2, 2X € 3(1), por hipotesis 2 es una unidad, 1legamos a

queXx el(1). e.

El reciproco de 1a proposicion anterior no es cierta: basta tomar R =F,

donde F es un cuerpo de caracteristica 2y de cardinal > 2, (ver 3.3)
El teorema 3.1 esta probado cuando la caracteristica de R es un entero

positivo impar. Ahora consideraremos 10S otros casos.
El siguiente lema generaliza la proposicion anterior.

Lema 3.7.

Para todo a,be Rsetiene

(a2b + b2a)X eQ(1),

pemostracion.

Por el lema 3.2 tenemos que b € 8(1). Asi
X3o(a><+b)-><3oa><=(a><‘+b)3—a3><3=
= 3a2bX2 + 3p2aX + bS € 8(1). Nuevame.nte por 3.2, tenemos que
b3, 3(a2bx2 + b2ax) € (1 ), de donde  a2bX2 + b2aX & S(1).( * )
En particular X2 + X e 8(1). (tomar a=b = 1 ). Por lo tanto :
a%bX 0 ( X2 + X ) = a2bX2 + a2bX & 8(1). ( * *) . Sumando (*) y (%),
tenemos :

a2bX2 + b2aX + a2bX2 + a2bX = 2a2bX2 + aZb¥ + b2aX € 8(1),
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2 S
Asl que (a<n+D<ai1xX e U) o

Nota 3.8,

El lema anterior puede ser utilizado para dar condiciones suficientes
sobre R que garanticen que el casi-anillo RIX] sea A- radical .

Denotemos por # 1a clase de todos 10s anitlos R para los cuales
existen dos elmentos a, b tales que ah + bza esunaunidad enR .

En 1a clase ¥ estan, por ejemplo, los anillos de caracteristica un
positiva impar y todos 10s cuerpos de cardinal » 2.

Asi si Re H, el casi-anillo RIX] es A-radical, como de forma

Inmediata se prueba. e .

Tratamos ahora el Caso de caracteristica O

Observacion 3.9.
51 la caracteristica de R es cero, entonces :

(1) = Dy(RIXD.

Hamastracion

Puesto que B es de caracteristica 0, Z es un subanillo de R, por lo

tanto (1) = D4(ZIXD Cver 3.5) que es el Z-modulo de base :

S((])Z[X];z 4 ],zxﬁ’ X3l‘t +1 + X ’X:)’ﬁ"'l + X, le’\ " x3/ n=1.2, >
esta contenido en S(1) .

Tenemos que probar que D‘(R[X]) esta contenido en (1). Para ello, &s

SUliciente comprobar que .
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XN o (f(X) + gX) )= (XN o 1(x) + XN o g(X) ) =

(X + g M = 100N - g™ e 8(1), para todo n 2 1y para todo f(X),
¢X) e RIX].

Distinguimos dos casos :

A) Si 3 no divide an.

puesto XM + X € S, ( XM+ X ) o f(X) = XN + f(X) e I,
similarmente obtenemos g(X\)" + g(X), [ F(X)+g(X) 17 +[ F(X) + g(X) J € S(1) .
sumando, [ F(X)+g0x) I [ 100 + GO0 1 -1 FOOM « £X) + gOOM + gO0 1 =

= (£O0 + gx) ) - £0N - g € (1),

B)Si 3 divide a n.

Primero lo demostramos paran = 3.

Es suficiente demostrar que
(%) aﬁbjx?—"’*} +b§aix21’”’ ea(1),paraie(0,...,r}je(0,...m)

Puesto que 2s(X) e 8(1) para cada s(X) € RIX].
Oemostrarmos (%) .

Observemos que 2i +j y 2] +i son ambos primos a 3 ¢ ambos son

UVisibles por 3ya que susumaes (2§ +j)+(2f+i)=3Ci+ ), luego
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X )0 X21+) « x2J41 =

X214 + x2§*1 2g(1), entonces (a?bJ

= ai?-bj><2""‘i +ai2t).jx2j+i =[+Yeq)
Por otro lado de 3.7,
Ca2by + bfay K o (X" = afo X1 wpZa™! = [ +4] € 81)
sumando [+]y [++], se tiene
a?bx?1") +plaxel" e (1),
conciuimos
(R + g0 )5 - (RS + gX1° ) e &1,

y esta demostrado paran =3.

Sin= 3t.
Puesto que X0+ %3 e8(1), tenemos :
FOON « 03, guON+ geOS v LFO0+gO0 I + [ F(X)° + gO0° 1e 8(1)

por 1o tanto-

[FOOGUO T+ [ £00% + guOS 1 =1 (R0 + gl S = CF03 + goF )]+
RO+ F05 T+ [ ool « gx)? §=
= (FX)+ gl M = FOOM - gOON €3(1). o

Nos queda por analizar cuando la caracteristica de R es 2m, con m un

tntero positivo. Necesitamos la siguiente

Proposicion 3.10.

Sea R = z,nz donde n un entero positivo par. Entonces Q(1) es el

mbdulo sobre Z /mz con base :
g(1): =g, 2¢0 x3*Hay %I wx %30 w3 n=12
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Demosiracion,

Consideramos el homomorfismo f: Z[X]- Z,,7[X] (3.4)

Puesto que n es par el Ker(f) = nZ{X} esta contenido en (1), usar el

sequndo teorema de isomorfia:

f-2 \

nZ{} = Ker(f) \

{0} {0}

Ahora él resultado es inmediato. e .

Observacién 3.11.

SiLacaracteristica de R es un entero positivo par, entonces :

1) = D;(R{X}},

Demostracion

El razonamiento para }a prueba es analogo al hecho en 3.9 y en este

Caso utilizar 3.10., e,

Esto completa la demostracién del teorema 3.1.
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Observamos que la clase de anillos R, para los cuales los

-asi-anillos R[X] son A-radicales ( es decir R[X]/g( =10 } )esuna clase
nuy amplia( ver 3.8).

Sin embargo, S1 nos restringimos a la parte zero-simetrica de R[X], es
jecir a RyfX], nos encontramos con Ia sorprendente respuesta de que nunca
05 casi-anillos RO[X] s0n A-radicales. Para demostrar esto necesitamos

as siguientes
Definicion 3.12,
Para cada entero no negativo, n, poNgamos

= (g xm n 4 -
Jaltlg = (oK™ vat/menylosa e R

Proposicion 3.13.

Se tiene :

(1) JplXlg es un ideal de RylX].

(11) D1 RylX1 ) esta contenido en JolXlg,

LDRnastracton,

(i) Es una simple comprobac}()n.

(i1) Basta observar que la aplicacion, F : RylX] - R,
Gefinida de 1a forma siguiente .

F( amxm o + a2><2 *ayX ) = ay , es un epimomorfismo de
Casi-anillos, aplicando el teorema del homomorfismo

RolXl; wer¢ Fy = R, pero el Ker(F) es exactamente JolXly La

emostracion acaba usando 2.3, e .
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Terminamos este parrafo y asi el capitulo con un resultado acerca del

ideal distribuidor en ROIXI_

Proposicion 3.14.

Sea R un anillo tal que 1 + 1 =2 es una unidad de R entonces ;

JQD()O = Dyl R0[X] )

Demostracion,

Es suficiente probar que X" e Dy(RylX]), para n 2 2.
Para n2 |, tenemos:
X20 (XXM - (xZ +x2My =2x™T e py(RyIXD).

Por hipotesis Negamos a que XM 1 e Dy(RylX]). ee.
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CAPITULO 11
IDEALES DE Z[X1Y DE 7 lﬂl{x}' IDEALES COMPLETOS DE
RIXL

En el libro Near- Rings de Gunter Pilz, en 1a pagina 228, dice : " All
maximal ideals or all full ideals of Z[X] are not known ".

En este capitulo investigamos los ideales de Z[X], dando una
descripcion completa de los fdeales maximales . Aplicando los teoremas
de isomorfia obtenemos como consecuecia los ideales maximales de
LnglX). |

Por Gltimo, en el parrafo tres, estudiamos los ideales completos vy
describimos como son todos los ideales maximales  del anillo de
composicion (R[X], +,0,.).

S 1. IDEALES EN Z[Xl

Comenzamos este parrafo con algunas definiciones y resultados
tonocidos en la literatura,

inicié 0P
1.1-1 Todo polinomio f(X) e R[X], f(X) define una aplicacion de R en
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L(X).’ R- R
a--——>ifX)or.

1(X) es conocida como 1a funcidn polindmica inducida por f(X).

1.1-2 Se define P(R):={f(X) 7 fX) eRIX]). (P(R), +,0)esun

subcasi-anilio de ( M(R), +, 0 ).

ici6 roposicid [P]
La correspondencia h: R[X]— P(R), definida

h( 1(X) ) = 1(X) es un homomorfismo de casi-anillos. En general de

nucleo no trivial.

Hemastracion

[Ple.

Los primeros pasos en orden a encontrar los ideales maximales del
casi- anillo R[X] fueron dados por JR. Clay y K. Doi en 1973,

Teorema 1.3. ( JR. Clay y K. Doi ) [C-D]

(a) S1 R =F es un cuerpo infinito, { 0 ) es e Unico ideal maximal de
FIX].

(b). SiR=F es uncuerpo finito no isomorfoaZ /27 entonces

Ker(h) = ( f(X) / £(X)=0 ) es el tnico ideal maximal de FIX.
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Ademas J.R. Clay y K. Doi dieron una descripicion de estos ideales

verth) = [ (XP = X)) F(X) / £(X) € FIX] } donde el cardinal(F) = pK

Semastracion

[C-D), [F] o.

Trabajos contemporaneos a los de J.R. Clay y K. Doi son los publicados
en 1.974 por J.L.Brenner [Bri]y por G.Strauss, [S ] JLBrenner determind

los ideales maximales de Z,57(X].

Como es usual en Algebra la caracteristica 2 en un anillo es causa
casi siempre de complicaciones. La estructura de 10s ideales maximales en
el cuerpo finito Z/EZ no s tan simple como en 105 otros cuerpos, como asi

lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.4. (J.L.Brenner)Br 1]

571X} tiene exactamente dos ideales maximales ;
V{1 = [ f(X) 7 £(X) es una aplicacion constante } = { ptX) / p(0) =p(1) }.
5¢ demuestra que V(1) es un ideal principal generado por )\7 £ X+ 1,
V(D =8(XS+ X+ 1),
T(1), el ideal generado por X7 . T(l) = g(x3).
Ademas T(1) y V(1) son  modulos sobre Z,57 con la siguientes
bases:

T =<1, 30 ex, 30T x %3/ n=12 >y

V=<1, X"+ X /n=1,2 ?

Otras caracterizaciones de V(1) y T(1) pueden verse en [St].
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Demostracian

[Bri].e.

Nota 1.5.
Es inmediato comprobar que S(1), el ideal distribuidor de Z,-7(X]

(Cap. Il ), es precisamente la intersecion de los ideales maximales de

Z/ZZ[XL (1) =T N V(1). Como observamos en Cap.l1- 3.4, se tiene

ZrotXly sy = 2oz @ Lz

j &l

y ademas

ZioflXlpycy B Zr0z Y Lyo7Xlrcny B Zy27

luego

[}

25Ty avany 2 ooy @ LodXvany

conciuimos que el anillo cociente con respecto al ideal distribuidor es
isomorfo a la suma directa de los anillos cocientes por los ideales
maximales.

En el caso general 1a observacion de arriba no es cierta : basta tomar
R=2,57 , donde p es un primo distinto de 2, S(1) =RIX] ( Cap.II-3.2) ; por

otra parte RIX] tiene en este-caso un Unico ideal maximal (1.3 ).
Establecemos ahora algunos ideales conocidos en la literatura,

Definicion. 1.6. [L-N] [P]
Para cada ideal | de R, definimos :

@10} 1= { @ *..ooee * X+t )X 20/ A€ 1, 020,)
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M I<X>:={1X) 7T 0or=1(r el,paratodoreR)
Es comprobacion elemental demostrar que 1{X) y 1< X > son ideales ge
RIX1

La siguiente interesante proposicion sera muy usada en 10 SuCesivo
del capitulo.

p icion 1.7
Sea l un ideal de R, se tiene :

(i) 1{X) esta contenido en 1< X >

(1i) Sean Iy, l> ideales de R tal que I, esta contenido en . Entonces
I [x} esta contenido en 15{X) & 1, <X > esta contenido en l,< X >, Ademas, si
Iy esta estrictamente contenido en lo, 10 mismo sucede con 10s ideales
XY e 1y <X > de RIX].

(ii) Si R = Z e | es un ideal propio de Z, entonces I(X} esta
estrictamente contenido en (< X >,

(v} Sitesunideal de Z, entonces H{X] es un ideal principal de Z{X].

Demostracion
() Sea 1) = aM+« ...+axX +.+aX+ay € I(X}ysear & R,
n i 1 0
entonces f(Xyor = f(r) = anr” L + air‘ *t..*apr+ag € |, puesto que los
ai e |

(1) La primera afirmacion es una comprobacion rutinaria. Para la

Ségunda, supongamos que I, esta estrictamente contenido en by Seaace
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I, pero a e I, entonces aX € 15X}, pero aX el (X}. El mismo elemento

sirve para demostrar lo restante.
(it Sea | un ideal de Z, entonces | = nZ para algun n natural .
Distinguiremos varios casos para demostrar (iil) a la vez que

jlustraremos el contenido estricto con ejemplos variados.

12) Sin =p donde p es un namero prime, XP - X e pZ<X >;en efecto,

para todo a €Z, se tiene que &P - a =0(mod p ). Por otra parte xP - x #

p(f(X)), para todo f(X) € pZ[X], puesto que XP - X es monico, luego XP - X ¢
pZIX).
2951 n= pr, conr 2 1. .Es conocido que el grupo de las unidades de

Lypr7 tiene cardinal @(pl), donde @ es 1a funcion de Euler.
Todo elementoae £ ,prz satisface una de las dos ecuaciones X' = 0 o

y%p) -1 =0 enelanillo Z/Drz, luego para todo ae Z/p“Z tenemos que

A(a®P ) -1 )= 0(mod p". Concluimos XX ¥P ) -1y e plz <% >, pero
soviamente X(x PP Y -1 )¢ pFZIX) pues es un polinomio ménico.

398in=py ... p "k, con k22 Elpolinomio

{ D](r‘_” ........... flkrk ] Xp‘ -{ pl(rl'l) Dkrk IX=

= [ p](rl“) ......... p "k H(XP1-X), es obvio que no pertenece anZ(X). Si
3 € 2y tenemosque [p 1"V ..plkI(aPi-a)= [p 11 .
0k tpy = 0(mod n).

(ii1) Sea | = nZ un ideal de Z, tenemos que nX € nZ(X}. Demostramos

Que todo elemento de nZ(X) esta en S( nZ).
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Sea r(xy e Z[X], entonces nX 0o (XY + 0) -nNX 0 0 =nI(X) - nNO =nfi(X) €

qnl)e.

Lema 1.8,

Los modulos sobre Z con fas siguiente bases :
V=<, 2" XM e sn=1, 2, >

...........

T =< 1, 20 63N+l vy w30l oy 3N s =y y

son 1deales de Z[X].

2emosiracion

Considerar la aplicacion candnica f @ Z[X] - Z,57[X] que es un

nomomorfismo v aplicar €] 22 teorema de Isormortia . Notemos ahora que
V(1) y TO) son Tas imagenes inversas de los ideales V(1) y TU1) de

Lio7lX], Cver 1.4)

f: Z1%] > Z 15 141
] ’ ‘E\“&% \*.
AN AN
T(1) vy T vin
~ \
‘\ %,
N \\
2Z{X} = Ker { , {0}
{0}

Con esto se acaba 1a demostracion. o .
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Nota 1.9.

J. L. Brenner en su articulo * Composition algebras of polynomiais *
aparecido a finales de 1.985, obtiene una serie de resultados a cerca de la
estructura ideal de Z{X]. Entre otros el siguiente :

Teorema: ‘

Los ideales de Z{X] son :

paracadace Z, cZiX}, T(c), V(c), J(c) donde
T(C)y =T, V(Y =cv(1) C Ty V(1) son Jos dados en lema 1.8 ). Con
las siguiente relaciones de inclusiones

Sicyd e Z tal que ¢ divide a d, entonces :

J(d) esta contenido en J(c),

T(d) esta contenido en T(c),

V(d) esta contenido en V(c), junto con las relaciones de inclusion del

CZ{%}\

~
v(c)

diagrama siguiente :

AN
N Jic)

J. L. Brenner, en su articulo no da la demostracion, dejandola para el
lector,

El ideal cZ< X > no aparece entre los que enumera el teorema anterior,
O¢ hecho, por la proposicion 1.8., tenemos que cZ(X} esta estrictamente
Contenido en cZ< X ». Quiza el teorema deba decir : "
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& Los ideales de Z{X] son :
Para cada c € Z , c¢Z(X), T(c), V(c), J(€), con las relaciones de
inclusion dadas en el teorema junto con la relacion de inclusion dada por

el diagrama siguiente :

cZ<X>

T{c)

v(c)

.

Aln no se conoce la estructura ideal de Z[X].

?7?

Pasamos ahora al estudio de los ideales maximales de Z{X]

Proposicion. 1.10.

(a) Sea p un primo impar hay un (nico ideal maximal de Z[X] que
tontenga al ideal pZ(X} pZ<X»>.

(b) Hay exactamente dos ideales maximales de Z[X] que contengan al
deal 27{X} : v(1) y T(1).,
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(a) Basta considerar el homomorfismo candnico de casi-anillos §,

§:ZIN] > z,pzlm
f-‘
pZ< X » ker{h)
pZ{X} = Ker { {0}
{01}

Tengase en cuenta el sequndo teorema de isomorfia y que la imagen
inversa del Onico ideal maximal de Z /pz[x] (ver 1.3.) es precisamente
02X v,

(b) Considerar ahora, tambien , el homomorfismo canonico },

P2 ZX] = Z,550%] , usar de nuevo el segundo teorema de isomorfia y el
hecho que Z /QZM tiene dos unicos ideales maximales ( 1.4). Para acabar,

usar 1.8. e .

En orden a encontrar todos los ideales maximales de Z[X], necesitamos
1 siquiente definicion,

Definicion 1.11,
Para cada ideal t de R[X], definimos :

ler={f(X)or=1f(r)/ paratodo f(X)e | yparatodoreR)
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Proposicién 1.12.

Para cada ideal | de R[¥]. se tiene .

(1 l.=ln R esunidealde R
(11) E1 ideal t esta contentda en ‘c <K r

(111) Sean 1y v 1o wdeales de RIX, tal que 1 esta contemdo en i,

entonces (117.<X 2 10estd enllnl <A

Jemasiracion

(i) Seare |, entonces r = f(X) 0 s €1, par algun f{X) el v para
algun S‘E R . Reciprocamente, seaaeln Renfoncesaod=ac e Por
ultimo 1. esunideal. Enefecto, si ael. ybeR,

pxo{O+al-bXo0=hae *4: '

(if) Sea f(X) e |, entonces f00 e |.<X> siy solosiparatodaaeR
Moa=falel..

(ii1YEs inmediata. e .

Nota 1.13.
El contenido en (ii) de la proposicidn anterior e&s, en general, un

Contenido estricto. En efecto, si R = Z e | = pZ{X}, entonces lC = pZ, pero

DX > contiene estrictamente a pZ{X].

Ademas no hay ninguna relacion de contenido entre 1y 1.[X), los

tlemplos anteriores sirven para ilustrar este hecho.
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Lema 1.14.

Sea | un ideal maximal de Z[XI, entonces I, # 27

Demostraclin

En efecto si se verificara que IC = 27, por la proposicion 1.12.

tendriamos que | = 1.<X> =27 ¢ X >, que no es un ideal maximal usando

1.10- (b). ¢

Teorema 1.15.

Cada ideal maximal de ZIX] contiene un idea) de 1a forma pZ[X}, donde p
s un numero primo.

Demostracion

Seal un ideal maximal de Z[X], enonces le=Ini= nZ, para alguan n;
Distinguimos casos:

(@) Sin=0,entonces .= (0]; seaf(X)el,fX)oreli.=(0},para
todor e Z, luego f(X) =0y I = (0]}, contradicion.

(bYSin=1, entonces I.= Zluego 1 €l asi:

X20(X+1)-%X2=2X €| , luego 2Z{X} esta contenido en |.

(C)Sin#+0,n #1yn #* 2 (ver lema 1.14), tenemos que | esta
Contenido en nZ< X », puesto que | maximal | = nZ¢ X >, pero n es
hecesariamente primo; en efecto si n = st, entonces nZ esta contenido en
', usando la proposicion 1.8. tendriamos que | esta contenido en tZ< X >,

Contradicion. Luego n es primo . e .
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Obtenemos todos 105 ideales maximales de 2]

Corolario 1.16.

Los 1deales maximales de ZIX) son ;. pZ< X », para todo primo p # 2,

gy TOLY

femostoacion

11Ty 115 .

Definicién, 1.17.

El radical de Jacobson del R[] es la intersecién de todos 1os ideales

maximales y le denotaremos por Rad( R(x]) .

Corolario 1.18.

Se fiene;

Rad( ZIX])={ 01}

Demosiracion,

Sea (X) € Rad( Z[X] ), enfonces f(X) 0 a = f(a) e pZ paratodop ,p# 2,

yparatodoae Z, Wego f(X)=0. o .
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§ 2. IDEALES MAXIMALES DE Z7IX].

En este parrafo determinamos todos los ideales maximales del

casi-anillo Z,n7(X]

El siguiente resultado, debido a H. Kautschitsch, encuentra los ideales

maximales para algunos Z ,,7[X].

Teorema 2.1.( H. Kautschitsch)

Sea R un anillo satisfaciendo 1a siguiente propiedad: ( p*)

Existen unidades u,v deRtalqueu+v 0 u-vesunaunidad
Entonces los ideales maximales de R[X] son todos de Is forma J< X > donde
Jes un {deal maximal de R,

Demostracion

[K2.] .e.

Nota 2.2.

El resultado anterior determina todos los ideales maximales para
una extensa clase de anillos. Asi por ejemplo todos los cuerpos de
Cardinal mayor que 2, satisfacen la propiedad ( P*),

St nes un nimero impar, es inmediato comprobar que Z /nzZ Satiaface
1a propiedad ( P),

31 nes un namero par, entonces Z /nz No satisface la propiedad ( P*).
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El siguiente resultado encuentra todos los ideales maximales de

2nzl%1 para todo n

Teorema. 2.3.

@ Sin=p;"1...p K donde todos los primos py # 2, para todo i,
entonces 10s Ideales maximales de Z ,,7(X] son
piZ/an' X>paratodoi=1,....k
(b2 Sin =25 plﬁ ......... pkrk donde todos fos primos py # 2, para todo i,
y aondf_—e s 2 1, entonces los ideales maximales de £ /nz[X] son:;
f’tZ/nZ“ X>parai=1,...K vylos modulos V(1) T(1) sobre

Z/nz con ias siquientes bases

VL=<, e =2, >
‘ ~ A+ A w3 . - -
Tiny =4 1, 2¢0 w3l oy Il Ly SN ey oY,

2emostracion

Hacemos el caso (b), el caso (a) se demuestra de forma analoga. Sin=
......... pkrk donde £0dos 10s primos pi# 2, paral=1,., l\v .dorude 52
I, los ideales maximales de ZIX] que contienen al ideal nZ{X) (ver parrafo
1) son todos de la forma

PiZ<X > para 1 =1, ..k v los modulos V{I), T(1) sobre Z con las
siguientes bases :

VO =<1, 20, 8 e X =120 >
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Ty =< 1, 260, 3N wox w3l ey 30 =200,
Considerando el homomorfismo canonico f, y aplicando el segundo
teorema de isomorfia .
f: 2ZIx] > Za7l¥]

AN

DlZ<X> ----------- T(1) V(l),...pkza(; °1Zn ST | V(1)

----- P2z <

>{x}=\mr/1 S\ //

{0}
(o) /

Sea acaba la demostracion aplicando la correspondencia entre los

ideales. o,

Similar a) caso de Z[X], obtenemos el corolario en relacién con el
radical de Jacobson, ahora mientras que Rad( Z[X]) = [ 0} demostramos que

en este caso siempre es distinto del ideal (0,

Corglario 2.5.
Se tiene:

Rad( Z,,7[X])# (0], para todon > 2

Demastracicn,

Si n=p".....p "k, donde todos 05 primos pj# 2, para i=1,.,Kk,
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entonces el polinormio:;
(00 = (M1t T XP - D1 b K Y X € 7 p7¢ X > para

todo i= o Ky TOO #0

it

f

51 n=2"p"1 p Tk donde todos los primos py # 2, para i=1,., k,
y donde s z 1; el polinomio .
0= 25p TP - 28T g KO X e T ¢ X0 para
=1, k.

Ademas f(X) # 0y 1(X) = 29(X) con g(X) € Z,,7(X], luego :

T =200 SN =V{1INT(1) . ee.
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$3. |IDEALES DEL ANILLO DE COMPOSICION (RIX],+, ., 0)

Dentro de los ideales de R[X], destacamos aquellos que son ideales en
el anillo de polinomios ( R[X], +, . ).

finicion, 3.1.([P]

Sea | un ideal de RIX], diremos que es un ideal completo si es un ideal
en el anillo de polinomios ( R[X], +, . ).

Algunos autores a los ideales completos les laman ideales de
composicion, esto viene determinado por 1a siguiente :

Definicion 3.2.(P]

Un conjunto A dotado de tres operaciones binarias” +”, . “, “0" se
dice que es un anillo de composicion ( algunos autores dicen algebra
tri—ooe%acién ) siverifica:

@ (A, +,.)esunanillo.

(b)Y (A, +, 0)esuncasi-anillo.

(C) Paratodo ay, a5, a3€A: (a.ap)oaz=(a0a3 Masoasz).
Los siguientes ejemplos ilustran estan definicién.
‘Ejemplos 3.3

(a) El conjunto de todas las aplicactones de un anillo R en R, junto con

la adicion, 1a multiplicacion y 1a composicion de aplicaciones es un anillo
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de composicion.
{b) El casi-anillo de polinomios R[X] . junto con la multiplicacion de

polinomios forma un anillo de composicién, que le denotaremos por { R{X],
+,,0)

Notese gue 105 ideales completos de R[X] son precisamente los ideales
del anillo de composicion (R[X], «, ., o).

Definicién 3.4

Unideal de CR[X], +, . 0) es maximal siesun elemento maximal en
e} conjunto de los ideales de (RIX], +, .. 0) distintos de R[X].

Damos ahora unos ejemplos de ideales completos.

Ejemplos 3.5.[L -N]
Parzj cada ideal | de R, los ideales de RIX} : 1< X >, 1{X} son ideales
completos.

A partir de estos ideales construimos log siguientes interesantes

ideales completos.

Proposicion 3.6.

Sea t un ideal de Ry t € R, entonces (X)) = (tH{X) y tli< X>) son
ideales completos de RIX].

La ‘iguaidad de la proposicién es una comprobacion rutinaria,

Demostramos que t{1<X>) esun ideal,
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Demostraremos que t(i< X ») es un ideal de R[X], puesto que es

elemental que es un ideal del anillo de polimomios (RX], ¢,.)
Sea tf(X) e tI<X>) vy sea g(X) e RIX], entonces:
EF(X) 0 g(X) = t{ £(X) 0 g(X) ) € t< X >).

Sean g(X), M(X) e R[X]y tf(X) e tI<X>) , tenemos que demostrar :
glxXy 0 Ch(X) + £F00 ) - gX) 0 h(X) e tli<X>) ,

Sea ¢(X) = anx"' Fevvvnrirrins + 31X *ag, demostramos que para todo m =
L., severifica  apX™ o (K + t100) = (aX™ o h(X) ) e tI<X>),
XM 0 (h(X) * £F(X) ) - CaX™ o (X)) =

= 3, ChOO + £F00 )™ - 3 (h(x) M =

A NOOT [ EFX) O« 4t 1) O+ TR0 )™ |- 2 (h00O )T =

EFOX) O 4.4t 00 O+ TR0 ™ donde Jos O son polinomios
de RIX1.

Puesto que 1< X > es un ideal compietoy f(X) e R,X >, concluimos que
a B ¢ LR M - N ™ et X >) para todo m y como
consecuencia obtenemos que t(1< X >) es un ideal completo para todo t €
R.e.

Nota 3.7.

Esta claro que tll< X >) esta contenido en (< X > con contenido
estricto si t # 1. Por otra parte no es clerto en general que se tenga una
iqualdad entre los ideales tl< X>)y (th<X>; siempre t(l<X>) estd

contenido en (t1)< X >, pero la otra inclusion no es cierta : tomar comoR =

—~y

Z, 1 =32,t =2, tenemos que tI= 62, el polindmio monico f(X) =X (X -1)

........ (X-5)e (DX > pero no esta en (1< X >), de hecho t{1<X >) siempre
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esta contenido en (tR)(X].

Existen ideales de R[X] que no son ideales completos. Por e jemplo, si
tomamosz en R = Z, 105 {deales J(1), V(1) y T(1) no son ideales completos .
pues el | pertenece a todos, pero todos son distintos del total.

Reciprocamente, existen fdeales del anillo de polinomios que no son
fdeales de RX]. ( por ejemplo el ideal generado por X ). .

El siguiente resultado conocido relaciona los ideales del anillo de
polinomios con los ideales a la izquierda de RIX].

Teorema 3.8. [L-NI

Cada ideal del anillo de polinomios ¢ R[X], +, . ) es un ideal a la
izquierda de R[X].

Bemosiracion

fL-NJ [Pl .

Teorema 3.9.

Sea Run anillo de caracteristica positiva distinta de 2 . Los ideales a
la izquierda de RIX] son exactamente los ideales del anillo de polinomios
(RIX], +,. ).

2emostracion

Sea | un ideal de R[X]y sean f(X)e |, g(X) € RIX], entonces tenemos

X2 0 (g0 + 100 ) - X2 0 gX) = 2F00gH0 € 1, por hipotesis 1,5 eR,

luego 15X 6 2((X)a(X) = FOIGX) € |, para acabar usar el teorema 3.8.e.
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Nota 3.10.

E. G. Strauss fue el referee del articulo de J. L. Brenner (2) . E1 publico
a continuacion unos interesantes resultados en relacion con los ideales
completos sobre cuerpos :

Jeorema( S)

Sea F un cuerpo finito. Cada ideal de F[X] es un ideal completo siy
solamente si la caracteristica de F es distinta de 2. (La demostracion que
aparece en [P] tiene una errata) .

En orden a llegar a una respuesta acerca de la representacion del
anillo de composicion (R[X], +, ., 0 ) como un producto subdirecto de
anillos de composicion simples, tendremos que determinar los ideales
maximales .

Pasamos ahora a estudiar los ideales maximales del anillo de
composicion (R[X], +,.,0)

Lema 3.11.
Todo ideal de composicion de ( RIX], +, . 0 ) distinto de R[X] esta

contenido en un ideal maximal.

Demostracion

La demostracion es la tipica, usando el lema de Zorn. e .

Establecemos el resultado mas destacable de este parrafo acerca de

105 ideales maximales completos de RIX].
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Teorema 3.12.

Los ideales maximales del anillo de composicion ( R[X], +, ., 0 ) son
todos de la forma (< X> donden | es un ideal maximal de R.

Demostracion

Sea I un ideal maximal de R, demostramos que | < X > es maximal. En
efecto, si J es un ideal que contiene estrictamente a | < X >, tomamos un

f(X) € Jeon f(X) & I<X >, luego existeunr € R tal que f(r) ¢ | Por

1.12. J. contienea (1 <X> )e =1, ademas f(r) € Je, bor 1a maximidad de

l, tenemos que J. = R, luego 1 € J.,J.=JNR, tenemos que 1 e J,

concluimos que J = RIX].
Reciprocamente sea J un ideal maximal del anillo de composicion R[X],

por 1.12. tenemos que J esta contenido en J.<X>; J maximal tenemos que

Je<X>=RIX] 0 J<X> =4,
St J.< X > = RIX], tenemos que 1 € Je. =JNR porlo tanto J = RIx1,

contradicion.

Si Je<X> =J, tendremos que demostrar que J.. es un ideal maximal de
R En efecto, sea | un ideal de R que contiene estrictamenté a J,, entonces
Je< X > =J esta contenido en < X », de nuevo haciendo uso de la maximidad
de J, tenemos que 1< ¥ > = R[XJ, por lo tanto 1e |, de donde | = R;

concluyendo que J. es maximal. e
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E1 siguiente corolario contiene algunos resultados ya conocidos para
el caso de cuerpos.

Corolario 3.13.

(1) Si R =F, un cuerpo. El anillo de composicion ( F[X], +, ., 0 ) tiene un
gnico ideal maximal que es precisamente

Ker(h)=(f(X)/7{(X)=0 }

(ii) Si R = Z. Los ideales maximales del anillo de compdsicion son

todos de la forma : pZ< X >, donde p recorre el conjunto de 1os nimeros
primos.

(i) SI R = 7,7 donde n = py"i......p [k . Los ideales maximales del

anillo de composicion ( Z,7IX), +, ., 0), son:

Pilypz<¢* > paratodoi=1,2,. ko

Demaostracion

[39].e.

Nota 3.14.

El ideal maximal 2Z< X > del anillo de composicion no es un ideal
maximal ni del casi-anillo de polinomios ( Z[X], +, 0 ) ni del anillo de
polinomios ( Z[X], +, . ), de hecho ningun ideal maximal del anillo de
composicion es un ideal maximal del anillo de polinomios ( ZIX], +, . ) como
es facil de comprobar,

J. L. Brenner asegura que el casi-anillo Z[X] es un casi-anillo principal

es decir todos sus ideales son generados por un elemento, ¢ cual es el
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generador de 1os ideales pZ <X > 7.

El conocimiento de los ideales maximales de los anillos de

cormposicion (RIX) +, .. 0 ) nos permiten calcular el radical de Jacobson.

Definicién 3.15.

£l radical de Jacobson del anitlo de composicion esta definido como la

intersecion de todos fos ideales maximales, Sera denotado por:
Rad ( (R[¥}, + ..0))

Nota 3.16.
Los ideales completos de RIX] forman un sistema de Moore inductivo

en R[X].

El siguiente resultado determina el radical de Jacobson, una vez

canocfdo el de el anillo R

Teorema 3.17.

Se tiene :
Rad ¢ (R[X], + ., 0) )=RadR)} X > (donqe Rad(R) es el

radical de Jacobson del anilloR )

Demositracion.

Rad ( (RIX] +,. 0) ) =Y { J<X>/Jesun ideal maximal de R

=( (MY, Jmaximal )< X ¥ =Rad(R) < X>. e,
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Acabamos este parrafo y asi el capitulo con un corolario inmediato
del teorema 3.14.

Corolario. 3.18.
Se tiene:

(1) S1R =F, donde F es un cuerpo infinito, entonces :
Rad ( (F[X],+,.,0))=(0}.

(i) SiR =F, cuerpo finito, entonces
Rad ( (F[X], +,.,0) )=Kerth) #{0}.

{i11) Si R=Z, entonces:
Rad ( (ZX], +,.,0))={0})

(IVISiR= Z/nZ ,connz 2, entonces

Rad ( (Zyp7IX), +,.,0) ) #(0).

Demostracion

317 see.
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APENDICE

ALGORITMO PARA LA DESCOMPOSICION DE POLINOMIOS

Eneste apendice consideraremos el siquiente problema :

Dago wn polinemic 1X) £ FXL F wn cusrpe |, encontrar ung
gescampasicidn complaia de XD g2 Iz Yorma siquients
STV TP AVl T p FAYE]
Fixt = }?gf.«‘w & j-,?_j‘,’i‘#/ i U G’j—s xS Jonde dos u.x{', SE SOTNKTHIOS

A

;{:;«t;?é\q'_ﬂiﬂnyn 2 v‘u}c_ o v

INTRODUCCION.

Comenzamos dando las definiciones vy resultados basicos que

necesitaremos para concretar el problema.

Definicién. 1. (L-N][P][S]

Se dice que un polinomic f(X) € RIX] de grado positivo es

indescomponible sobre R si siempre que
f(X) = g(X) o h(X) con  g{X), h(X) e RIX], entonces
Grado(g(X)) =1 o  Grado(h(X) = 1.




Definicion 2. [L-N] [P} (5]

(1) Sea 10O e RIX] (R domino de ntegridad ) y Grado(f(x)) > 1 v
91, 3500 s GtX) € RIX, polinomios indescomponibles con .
FXY =gy 0 gD 0.0 g (X)
Diremos que [ g(X), go(X) ..., g4(X) ] es una descomposicion completa de
Fx).

(1) Alos gy(X) les Nameremos cormponentes de 1a descomposicion.

Proposicidén 3.

Sea R un dominio de integridad y T(X) & RIX].

Si Grado(fix)) > 1, entonces existe una descomposicién completa de

T4,

LIS iracion

(ver [L-NTIPYIS) ) o

Nota 4.

Resultados relativos a la " unicidad : de 1a descomposicion completa
de un polinomio f(X) pueden encontrarse en [D-W] [L-N]J [P][S]. En particular
F. Doreyy G. Whaples en * 2rime and Composite Polynomials” (1974) [D-W],
dermuestran que cada descomposicion de f(X) e FlXly C F un cuerpo de
caracteristica p) es equivalente a una descomposicion en polinomios
aditivos ( esto es inmediato si F= Z/pz , ver Cap.l- 2.14 ). Entre otras
propiedades relativas a la “ unicidad " de 1a descomposicion de un
polinomio, destacamos:

Si £ € FIX] con m.c.dl grado(f(X), car.(F))=1ocar{F)= 0 y
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FX) = g4(X) 0 ga(X) 0.0 (XD = hy(X) 0 ho(X) 0.0 hg(X), donde gi(X)
h(X) son polinomlos indescomponibles de grado > 1. Entonces r =5y 105

grados de 1as componentes son fas mismos salvo permutacion.

Los dos unicos algoritmos que se conocen al respecto son debidos a
David R Barton y Richard Zippel . [B-Z] (1.985) . Encuentran una
descomposicion completa de f(X) e F[X], donde F es un cuerpo de
caracteristica 0, en ambos algoritmos necesitan de todos los factores
irreducibles de un  polinomio; en uno de ellos de los factores de un
polinomio en una variable y en otro de los factores frreducibles de un
polinomio en dos variables .

Aunque 105 autores no lo advierten, estos algoritmos sirven también
para un  polinomio TG4 con coeficienies en  cuerpo de caracteristica
positiva ( con algunos pequenos matices J, en concreto para clertos
polinomios se necesita en algun momento de una etapa encontrar { no

solamente 1os factores irreducibles ) las raices de un cierto polinomio.

En este apéndice presentamos un algoritmo para la descomposicion de

un polinomio gue no hace uso de 1a f actorizacion de polinomios.
"ALGUNOS RESULTADOS
A0 largo de este apéndice F denotara un cuerpo.

Teorema 5.

Sea f(X) e F[X] con Grado(f(X)) > 1. Entonces existe una

descomposicion completa [ hy(X), ho(X) .y DX) ] de FX) con las

siguientes caracteristicas .
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(a) Grado(hy(X) ) > 1 parai=1, ., r
(b) Los hy(X) son polinomios ménicos para i = 2., T.

(€) Los h(D e FolX] parai=2,...r

Demostracion

Necesitamos este resultado:

Lema

Supongamos que h(X) e FIX] con Grado(h(X)) >1 es un polinomio
indescomponible. Entonces p(X) = 1(X) o0 h(X) es Indescomponible para todo

1(X) e FIX] con Grado(l{X) y=1.

Demostracion. . Enefecto KX)=aX +b, cona# O, tenemos

hiX) = (14X - by Y0 pX), el resto es elemental.e.
Haclendo uso de este lema podemos encontrar una descomposicion
completa que verifigue (a).

Supongamos gue F(X) = g(X) o h(x), con h(X) = ¢ XM +..¢¢ X + Co, ¥

Cpy ¥, tenemos que  hiX) = ¢y X 0 R(K) con

Tuego tenemos que F(X) = giX) 0 ¢y X 0 R'(X) = ¢°(X) 0 KX con h™(X) momco.

Asi consequimos una descomposicion completa de f(X) que verifique
(a),(b) .

Para conseguir que satistaga (¢) . Sea f(X) = g(X) o h(X) con KO) = a
tenemos f(X) =g(X)o (X + 2o (X -a)ohX) =

(gi)o (X +a))o((X-2a)ohX)) =g oh'X)conh’(0)=0. Esta

claro que haciendo uso de esta pequena nota y del lema conseguimos 1a

tesis del teorema. o.
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Notar que no se plerde generalidad al suponer que el polinomio de
partida f(X), es un polinomio ménico, (ver teorema 4 ),

Notacion.6

El polinomio f(X) € F[X], para el cual queremos encontrar una
descomposicon completa, ( Grado(f(X)) » 1) le escribiremos a 1o largo de
este apéndice de 1a siguiente forma

FO0) = XD+ AQ XN e A0 N2y AON=Ts v a0 x4 AD

Definicién 7.

Diremos Cwe un polinomio h(X) e KIX] (K es una extension de F ) con

I<GradothX)) <n esun " candidato bueno  si existe un g(X) e K[X] tal que
F0 = g0 0 hOO,

El siguiénte teorema esta basado en las ideas de David R. Barton vy
Richard Zippel . [B-7] (1.985) para la computacion de g(X) una vez que se
parté de un candidato h(X).

Notar, también que no se pierde generalidad en suponer que el posible

“candidato bueno” no tiene término constante( ver teorema 4)
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Teorema 8.

Un polinomio h(X) € Kq[X] es un * candidato bueno " siy solamente si

105 restos de las divisiones p-adicas de f(X) en h(X) son constantes, es

decir : En las divisiones euclideas
| FX) = gy (X) hOX) + rgX)

ay(X) = 400 hOX) * 1y (X)

Grado(ri(x) ) < Grado(h(X))
para todo i
Ag- 1 (X = XY (XD + 1 (X)
qlX) = 0 KX+ ryx),

Los ry(X) son polinomios constantes ry(X) =r; e K.

Demastracion

Tenemos ;

HX0 = X0 NOOL %t 1 OO OO * X,

Supongamos que 1os ry(X) = ry . Entonces f(X) = g(X) o h(X), donde

......

,,,,,,

que losry(X) = ¢y luego s=ty los ry(X) constantes para 1=, t
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Ademas, puesto que h(0) = 0, tenemos

f(0) = qy(0) KO) + rR(0) = o

Q](O) = QQ(O) h(Q) + r,(O) =1

Qt_ 1(0) = qt(O) h(0) + rt_](O) = l‘t_]
(0 = 0 MO+ r0) =1y

Luego s1 geremaos saber si un polinomio h(X) es un * candidato bueno
habra que computar l1as siguientes divisiones :

Qi‘(){) = f(X)- f(O)/ nY):

QQ(X) = Qi(}() - q‘(())[z h(X)

S1en alguna division no es exacta, h(X) no es un " candidato bueno * y

si todas son exactas, hiX) es un "candidato bueno” ; ademas.

Juego, como ya anotaron David R. Barton y Richard Zippel [B-Z], esta

observacion servirg también para calcular los coeficientes de g(X) . e.

El siguiente teorema es fundamental para la determinacion del
candidato h(X),
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Teorema 9.
Sea mun numero natural divisor propio de n = Grado(fX)), n=mt con
m.c.d{ t, Caracteristica(F)) = 1 o car(F) = 0. Entonces:

S1 existe un ” candidato bueno “ h(X) e'KO[X]. ( K es una extension

cualquiera de F ) monico, con Grado(h(X)) = m, entonces h(X) es unico; y en

este caso ambos h(X)y g(X) pertenecen a FIX].

Lemostracron.

Sea OO = XM+ pXMTTw X2 0 b X e KolX] y
sUpongamos que h(X) es un " candidato bueno *, tenemos
FX) = (XY RX) +rgX) con

qu(X) = XN 4 AT (=M=T o AL=m=E L AT (M=) gy

i
donde Grado(,(X) ) <n-2m+ 1 vy los coeficientes Al; estan calculados
de forma recurrente aplicando el algoritmo de 1a division euclidea

Aly= A9 - b,

Aly = A% ~py Al - b,

Alz =20 - by Aly- by Al -3

..........................................................................................................

= AQ 1 | S - |- |
Aly= A%- by Al - b Ao bi-p Aly= bjoy ATy - by
A]m-l = A m_‘ - b] A m_"; b'ZA m_3 T e - bm_'z A 1 bm.,‘

Por el mismo procedimiento tenemos
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Q- 1 (K0 = QpRY A(X) + r 1 (X) con

qk.(X) = xn-km + Ak1xf\"m‘] ‘o4 Akixﬂ"km‘i + o+ Akm_‘xn-km-(m-l) 4 Mk(X)

donde Grado(M, (X)) < n-(k+1)m+ 1y los coeficientes Ak, de 0, (A vienen
dados :

- _ k k ( '
A"\i_ Ak]f— b]Ai‘, = br)A'i_f‘:" .............. 'bt-«)Akz' b‘-]Ak] - b|

L < L

parai=1,. ., m-typrak=1,..t-1.

Tenemos

Gp-1 X = (X3 hCGX) + ryp_y(X) donde
Gpo g 00 = XM e AT M=l o ATt AT X M ()
luego

reX) = ) =1y Meo 1 XD = re ) = ey €K
Se tiene

Al = p, parai=1,.,m-1.

Si denotamos

Cp= Aly« A2 v b AT parai=1,., m-1,
Obtenemos:

b ‘

1}
G

thy = A% -byC,

— 0 _
bo= A’ -DyCy 4y
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thy = A3 - bCp - boCy
b3 = A% =0y Co DLy 4y

........................................................................................................

= a0 _ ~ - - - -
tb] = Aj D]Ll_‘ bQLl_2 ............. bj_]Cl
bj =AU1 -DICJ_I “b2Cj_2“ ............. - b]"‘cl/ t -
Paraj=12,..,m-|

Concluimos que podemos encontrar todos los by y ademas obviamente

todos 10s by € F, luego ri(A)=r; F ypor lo tanto g(X) € FIX]

El algoritmo basico para 1a computacion de h{X) dade f(X) en las
condiciones del teorema es el siguiente:

Queremos computar los coeficientes b]- de h(X), el problema se iraduce en

encontar 1os elementos A‘“‘]- de 1a matrizvé_ de t filas y de m-1 columnas.

~
/
AO‘ A02 ......... AO) ............ Am_1
1 1 i i
f-\1 A D s A“ ............ A m-1
- k K K
A - A‘l A2 ......... A‘ ............ Am-]
-1 -1 -1 -1
AT AT, AT Aot
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Conocemos t v 1a primera fila (A%, , ADy ... AY A

12 etapa.
Comnputar by, by =CA% ), 4

Cormputar laprimera columna, Al = A%, - by y paratodo k,

Ak] = Ak-]1 = b]
Computar Cq= Aly+ A%+ .. + At

29 etapa
Computar by, by = (A% -byCy) ¢

Computar la segunda columna, A‘2 =A% -b, Al { ~ boy para todo k,

Ak, = A, b AR - b

Computar Co = Alo+ A%y« .. + A,
{¢ etapa
Computar (3]', bi = ( AO; - D]C’_‘ - b‘?ci_z T e - b]‘_‘cl‘)/ t -
Computar la 12 columna ,
Ali= Aoi‘ b‘ A]i-l T erreneinns . "bi_z A‘Q’ b‘_] AI] = b‘,yparatodok,
Ak = oak-1 _ K - - K. - n. S
Ai_ A i b] Ai_] .............. bi_.2A2 b]._] A ‘ b‘.
Computar Cy = Aly+ A2+ .. + AL
asi computamos todos los by, parai=1,..,m-1 e
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Establecemos el algoritmo que nos da una descomposicion completa
del polinomio f(X).

ALGORITMO

El esquema del algoritmo para encontar una descomposicién de un
pelinomio f(X) e FIX], sera el siguiente:

l. Computar un polinomio h(X) indescomponible de grado menor que el
de 1(X) como una componente candidata de 1a descomposicién.

H. Computar g{X) , 51 existe para que T(X) = g(X) o (X} .

1. Recursivamente descomponér gex) .

Una forma de atacar el problema, seria intentando resolver un sistema
de ecuaciones ;

Sean g(X) y h(X) con Grado(g(X)) = r y Grado(h(X}) = s. Determinar los
coeficientes de g(X) y h(X) para que f(X) = g(X) o h{X), se traduce en
resolver un sistema no lineal con coeficientes enF, de rs + | ecuaciones en
r+ s+ 2 incognitas. Entonces cualquier solucion de este sistema daria una
descomposicion de f(X). La técnica no es muy recomendable incluso en
polinomios de grado muy bajo, porque las ecuaciones se van complicando
rapidamente y asi la complejidad de este problema es mas grande que el
de pabtida.
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Algoritmo.

Sea f(X) un polinomio moénico en F[X] de grado, n, primo con la
carcteristica de F o caracteristica 0.

M1. Searn el menor divisor propio den, n=mt.

M2. Encontrar los coeficientes by para | = 1,...., m=-1, del polinomio
(teorema 9 ), n(X) = XM + b XM= e p M2 | vp (X eFiX]

M3. Division p-adica de f(X) en h(X) , comprobar si h(X) es un
‘candidato bueno " (teorema 8 ),

M4. Si h(X) es un " candidato bueng”, encontrar 1os coeficientes de
9(A) para que 100 = gGA) o hiX). ( teorema 8 ).

M5. Aplicar de nueve M1 al polinomio g(X) = wba X+ gy

M6. 51 h(X) no es un " candidato bueno ", tomar m” el siguiente

divisor propio de ny distinto de m; aplicar M2 param’.

El algoritmo nos da una descomposicion completa del polinomio f(X)
en componentes indescomponibles.

En efecto 51 m es el menor divisor propio de n, n=mt para el cual
existe
hx)= XM + b, XMt pxM"2 +  + b % € FIX] un " candidato bueno *
entonces hiX) es obviamenite un polinomio indescompaonible,

Puesto que el numero de divisores de nes finito, el numero de etapas
es también finjto,

- Por (itimo, si para todo divisor 1 de nno existe un “candidato bueno "
de grado 1, entonces f(X) es indescomponible ; por fo tanto sdlo aparece una

Unica componente en 1a descomposicion de f(X) .ee.

117



Corolario 11,

Sea 1(X) e FIX] con Grado(f(X)>1 y m.c.d ( Grado(r(X), Caract(F) ) =10

caracteristica 0. Supongarmos que f(X) es descomponible. Entonces existe
una unica descomposicion completa de 1(X)

[ hX), ho(X) ..o, (XD ] cON T3S SigUientes caracteristicas :
(&) f(X) = 11 (X) 0 halX] 0.....0...0 D (X)
(L) Gradothy(X) ) > 1 parai=1,..,r
() Los hy(X) son polinomios monicos para i = 2,....., I
(d) Los hy(K) e FlKk1 (hy(0)=0) parai=2,..r
(e) Grado( hy(X) ) =Minimo { Grado(h(X) / h(X) es un "candidato bueno”

para el polinomio h{{X) 0 ho(X) o........ 0 hy(X) }, para i=1,.r.

Hemastracian

Es inmediata usando el Algoritmo y el teoremaS. o

Definicidén 12.

- Sea f(X) € FIX] con Grado(f(X) >1y m.c.d ( Grado(f(X), Caract(F) )= 1.

51 f(X) es indescomponible a la descomposicion completa de £(X), [f(X)]
diremos que es la " descomposicion ideal " de (4.

Si f{X) es descomponible, a la descomposicion completa de f(X) ,
[hl(X) s NoX) » Np(X) ] de la forma del corolario anterior diremos gue
es la” descomposicion ideal * de f(X).

Notar que la definicién de “ descomposicion ideal ™ de un polinomio
f(X) € FIX] con Grado(f(X)>1y m.c.d ( Grado(f(X), Caract(F) )= 1, esta bien
definida ( existe y es Unica ).
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emplos

Encontrar la " descomposicion ideal” de los siquientes polinomios
sobre Q[X).
(@) F(X) = X0 « 6XF + XT + 9x2 + 3 - 5.

Aplicamos el algoritmo:

Mi.n=6,luegom=2,1=3

M2, Tenemos, N(X) = X< + b X, luegob,= A% ,3=0.

M3, h(X) = X2, £00 = 9400 X2+ ro(X) , donde
Q00 = X3+ X2+ X+ 9y rp(X) = 3K -5,

Puesta que ra(X) € Q, h(X1 no es un " candidato bueno ™.
Mo.m=3,t=2
M2, hCO = X3+ by%Z + bk . Tenemos ;
by=A% ;2= 0.
‘.b: =A% b Cy, luego by = A% /5 =3
M3 h(X) = X® + 3%, divisién p-adica
f00= 003+ 3K+ D (%2« 3X)+ 5, luegorg =5 eQ
K9 TN 1= (T e 3K T fuego ry =1 € Q Por 1o tanto h(X} es un
“candidato bueno ", |
M4 Los coeficientes de g(X), son 1,y Yy Py, luego g(x) = X2+ % -5

MS. E1 grado del polinomio g(X) es primo, por lo tanto indescomponible.
La " descomposicion ideal " () =¢( X2+ X -510 (X.3 + X0

(b
0= x12 +3x 1 1o 310 - 5x@ = 12x8 - ax7 «12%X0 + 122 - xF - gy +2x + S,

Mi.m=2,L=0.
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M2 h(X) = X2+ bX, by = A% e = 1jm
M3. h(X) = X2+ 1 40X, Tenemos  £(X) = g (X) h(X) + rg(X), donde
PO = 465 10048 ¥ * 5 €0, g0 X2 + 1,0X N0 €5 un "candidato buens”
M6. E1 siguiente divisor de 12 distinto de 2es 4, luegom =4, t = 3.
M2 Sea h(x) = X%+ b %3 + boX2 + baX
by = A 2= 1
thy = A% -byCy donde Cy = Aly« A% = (A% =D )+ (A% -2by) =2+

Br=3-13=0=b~
£

‘.

U:)jl, = A03 - DICQ - bZC, donge CZ = A‘z*’ A22= 1+ =1,
b =-3-1.1=-6, entonces b3= -2
M3, RO = X4+ X2 - 2%, Division p-adica de £(X) en h(X),

FX) = q () hOO + rg(X) , donde

g = @7 exO-axd- e a1y o= Sed

1]
m
=

[

4100 = %) K(X) * () , donde

G0 = X4exd -2x y r0=-1 eq

o

qg(x.) = q;:,(X) NX) + ro(X), donde

q3(><)= P yr{ld=0 e
Por 1o tanto ¥4+ %3 - 2% es un "candidato bueno ",

M4. Los coeficientes de g(X) son 1,r2(><) Ky ro(Kl, lueqo
gX) = X3 ~X +5.

~MS. El grado de g(X) es primo, luego q(X) es indescomponible.

La” descomposicion ideal “ de f(X):
[X3 -x «5, x3exd -2x )
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Como consecuecia inmediata del teorema 9 obtenemos el siguiente

Teorema. 14. [F-R]

Sea 1(X) e FIX] con el m.c.d( Grado(f(X)) =n, Carcteristica(F)) = |
y T(X) indescomponible sobre F . Entonces {(X) es indescomponible sobre

cualquier extensidon K de F.

emnosiranlon

Ver Teorema 9. o .

Nota 15.
El teorema anterior no es cierto si la Carcteristica(F) divide al
Grado(r,

Seaf =17,47. Entonces f(X) = ¥+ X2 + ¥ es indescomponible sobre F
como de forma inmediata se comprueba, ( notar que f(X) € FX]y asi w(f{X)

= X‘) +X + 1 (¥ eselisomorfismo del cap. 1-2.14 ) que e3 un polinomio
irreducible en el anillo { FIX], +, ). Sinembarqo,
L7 - o2
1= (X2 +a ") o (%% +ax) donde

3

o« -a+r1=0yacefg

SeafF = Z/pZ y F la clausura algebraica de F Seaaef, a1 con
PP =yy noo=xPraP e +aP7 X Esposible elegir g,
giX) = aDXp tocragX tal que F(X) = g0 o h(X) e FIX] Basta eleqir los

a tales que a;(aM) =a( -1)! . Asi tenemos que

00 = ~OP e xP 1 e ex )y (xR exbl o



Por otra parte f(X) es indescomponible sobre F, como de forma
inmediata se comprueba,

Notemos entonces aue en el Algoritmo necesitamos la condicion de
m.c.d ( Grado(f(X)) = n, Carcteristica(F) ) = 1, para poder determinar los

coeficientes Dbj del polinomio h(X)

APLICACIONES
Resolucion de ecuaciones polindémicas

La aplicacién mas inmediata es para el calculo de raices de un
polinomio. Si f(X) es un polinomio descomponible, f(X) = gx) o h(X).
Entonces para computar los ceros de f(X), primero computamos 05 ceros
de g(X), zy; asi 103 ceros de f{X) son los ceros de 10s polinomios
GO =hX) - Z;.

Asien los ejemplos 13 1os dos polinomios son irreducibles sobre Q,
sin embargo  son descomponibles luego hemos reducido el problema de
computar 1as raices de un polinomio irreducible de grado 12 a computar 133
raices de polinomios de grados 3y 4.

El operador SOLVE en el REDUCE no da ninguna solucion al los

ejemplos 13, pero st los resuelve aplicando el comentario de arriba.

Determinacién de factores.

Sea f(X) eF[X] tal que Xf(X) es descomponible, entonces f(X) es
reducible,
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Existen g(X) y h(X) tal que X1(X) = g(X) 0 h(X).
XTO0 = cohCO" + ¢ 00N T+ eonOM 2+ o hX) , Tuego R(X) es un
factor de Xf(X) y puesto que Grado(h(X)) » 2, podemos consequir de forma

obvia un factor de f(X). En este sentido podemos aplicar el algoritmo para
obtener factores de f(X).

Sea f(X) eFlX]) tal que una primitiva p(X) de f(X) (p’(X) = f(X), p'(X) es
la derivada formal de p(X) ) es descomponible entonces f(X) es reducible,
Existen g(X) y h(X) tal que p(X) = g{X) 0 hiX), tenemos
OO =g O o hG I WXy puesto que gradoh(X)) 2 2, grado(h’(X)0 2 1.

Finalmente para determinar cuando el polinomio ( 1(X) - 1(Y) ), y-y 28

un polinomio irreducible en FIX Y ver F-M] J.eee ...
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D]

[D-w]

[F1]

[F2]
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