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1.1.- D1l'ROruCCION 

El estudio de lns fluctuaciones en reactores nucleares es en la ac

tualidad un tema de gran interés te6rico y práctico. Conocido trunbién co

mo análisis del ruido en reactores, dicho estudio incluye procesos de ti

po nuclear, térmico, hidrodinámico y estructural. Las fluctuaciones prov~ 

nientes del carácter probabil{stico de estos procesos constituyen una 

valiosa fuente de informaci6n en la evoluci6n dinámica del reactor que, 

una vez procesada, proporciona m~ores P9sibilidades de control, dia&~o-

sis y seguridad. 

La diversidad de procesos que originan lns fluctuaciones dél reactor 

obliga a un estudio interdisciplinario que abarca temas tan dispareo como 

el análisis de vibraciones mecánicas y estl~cturales, fluctuaciones turb~ 

lentas de fluidos, efectos de temperatura en socciones eficaces, fluctua

ciones en la emisi6n de r~os gamma de los productos de fisi6n, produc

ci6n y transporte de burbujas en fluidos con dos fases ••• etc. 

Bajo el punto de vista de la extracci6n de informaci6n y su procesa

miento, es necesario aplicar técnicas de identificaci6n de señales, se

ries tempornles, separaci6n de ruido, etc. Tales técnicas de ruido requi~· 

ren, a su vez, m~or precisi6n en la detecci6n de neutrones y radiaci6n 

en general, así como se~sores de vibraci6n y temperatura muy precisos. 

La investigaci6n tecno16gica es pues muy importante para su desarrollo. 

Los fundamentos del análisis de las fluctuaciones entran de lleno en 

la mecánica del no equilibrio y en la teoría de los procesos estocásticos. 

El campo de estudio de un sistema tan complejo apenas ha sido iniciado.Su 

tratamiento implica el análisis de procosos no-~rarkovianos, no lineales y 

no estacionarios. Este análisis será el objetivo fundamental de la presen -
te tesis. 
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l.?. - EVOLUCIOU m:L AJíALISIS DE nl.JIDO 'Fm REAC'llORES 

Son GQurant y Uallance los primeros que, en un artículo de 1947, ini 

cian el análisis del ruido en reactores. Los primeros trabajos ourgen de 

la ap1iaaci6n de las mismas técnicas empleadas en los procesos de contaje 

de fotones (nossi, Feynmnn). Posteriormente aparecen técnicas máD cOlled

ficas de reactores: Orndoff (1957),Pal (1958),Moore (1959), Cohn (1960). 

Estos trabajos se refieren a reactores de potencia cero, en los que el 

acoplrulliento de los fenómenos neutr6nicos térmicos e hidrodintlmicol3 es 

tan débil que s610 se tiene en cuenta la parte neutrónica y, en ella, los 

procesos son lineales. No es, pues, de extrañar que al ser constatados 

experimentalmente hayan contribuido al éxito de estas técnicas. 

Indudablemente, en la actualidad, el :i.nterés se centra en el estudio 

de reactores de potencia. A pesar de que el primer estudio serio sobre un 

reactor de potencia (Harris, 1958) queda lejano en el tiempo, es en la 

década de los setenta donde a través de la experiencia acumulada se perf.!. 

1an problemas reales y las primeras soluciones. A esta época pertenecen 

numerosos trabajos de recopilación que básicamente dan por establecida la 

teoria en reactores de potencia cero: Williams (1974), Uosaly (1973), 

Setfritz (1971), 5aito (1974). Queremos recalcar el grnn valor pedng6gi

ca de los trabajos de rlilliams y ~aito, ya que sintetizan perfectamente 

el estado de la teoría hasta la fecha de su publicación. 

En los 'l11timos años, y con el nombre de SMORN(1975, 1977, 1982), 

se vienen celebrando simposium,rdedicados excluaivM1ente al estudio del 

ruido en reactores nucleares. En ellos puede apreciarse su evoluci6n te6-

rica y experimental y sus perspectivas.' 

En los últimos simposiums comienza ya a distinguirse entre tema.':; te.é. 

ricos o analíticos y experimentales. Dentro de los experimentales se di

ferencia según el orieen del ruido: termohidra'l1lico para los reactores de 

agua en ebullici6n, vibracional para los de presi6n. 
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Existen reactores comerciales que incorporan las técnicas de análi

sis de ruido entre su sistema de control y detecci6n de fallos. Sin emba,r, 

60 .1 aún son consideradas técnicas experimentales de desarrollo en reacto

res pilotos (Ver SNORN (1982». 

1.3.- APLICACIONES DE LAS TF~CNICAS DE RUIDO EN REACTORES NUCLEARES 

El método tradicional. de dia~osis efectuado en reactores nucleares 

supone la introducci6n de una señal de entrada (normalmente por variacio

nes en las barras de control) y la observaci6n de la señal de salida (la 

potencia o número de neutrones). Cuando la señal de entrada es sinusoidal 

con una frecuencia dada, la salida mantienE' la misma frecuencia pero cam

bia su fase y amplitud. Con la relaci6n de estas dos magnitudes para un 

amplio rango de frecuencias se tiene la respuesta dinámica lineal del si~ 

tema (Kerlin 1974). Un primer uso de las técnicas de ruido consisti6 en 

introducir señales seudoaleatorias para obtener directamente el comporta.

miento dinámico en una amplia región de frecuencias (Uhyig 1970), 

Estas técnicas requieren que el reactor se encuentre en condiciones 

especiales por lo que únicamente son factibles en las etapas preoperacio

nales o intermedias. 

Actualmente se entiende por análisis de ruido el efectuado con el 

reactor en funcionamiento. Las señales de entrada en este caso son las 

propias fluctuaciones internas del reactor debidas al carácter probabilis -
tico de los sucesos que en él intervienen. Estas técnicas presentan un 

gran atractivo por desarrollarse en condiciones de funciona~iento normal. 

Por ello, es posible que cua.ndo alcancen el grado de precisi6n de la di~ 

nosis tradicional t que supone necesariamente la parada del reactor y la 

introducci6n de elementos extraños (como fuentes pulsantes, etc •• ), las 
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sustituyan completmnente. Por otro Indo, existe la posibilidad de una vi

gilancia continua e incluso la de la predicci6n de fallos. Puede por tan

to jugar un importante papel en la seguridad del reactor. Concretando (Jo!! 

tos puntos podemos dividir las aplicaciones de estas técnicas en diversas 

áreas que van adquiriendo día a día su propia personalidad: 

a) Cálculo de parámotros cinéticos. Las fluctuaciones neutr6nica6 t 

térmicas e hidraÚ1icas, incluso en un estado estacionario, son portadoras 

de gran informaci6n de la cinética del sistema. Con muy poco aprovecha

miento de esta informaci6n, como pueda ser la observaci6n de valores me

dios, valores cuadráticos o desviaciones y correlaciones estacionarins, 

se obtiene y'a Ul\ gran número de parámetros cinéticos que definen el es

tado del sistema. En teoría esto es una parte mínima de la informaci6n 

que puede extraerse, pero en la práctica resulta muy difícil conseguir 

informaci6n de, por ejemplo, momentos y correlaciones de orden superior. 

Recientemente con téonicas de autoregresi6n Y análisis de tiempos (Fuku
nishi (1977) parece que se ha dado un gran paso en este sentido lográndo

se el análisis de sistemas dinámioos con memoria y por tanto de muchas 

variables. 

El desarrollo de ordenadores de ~an cap.acidad de análisis puede fa-
cantidad de 

cilitar el procesado a~ una insospechad~nformación. No oabe duda que 

esto constituye un estímulo para el desarrollo de teorías más completas 

Y complejas que tengan en ouenta fen6menoa realistas en los que se cante.!!). 

plen la no-linealidad, no-Markovianidad no-estacionaridad y nO-Gausiani

dad de los procesos ocurrentes. 

b) Diagnosis continuada y predicci6n de fallos. Toda la informaoión 

puede ser procesada instantáneamente, en intervalos de minutos, proporci2 

nando así un diagn6stico continuo del estado del sistema. Si se dispone 

de un modelo adecuado, un cambio en los parámetros procesados puede inter 
.' -

pretarse como un fallo o un posible fallo, anticipándose de esta forma a 
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una parada del reactor con el consiguiente ahorro econ6mico y e;rnn mareen 

de seguridad. Actualmente existen estudios realizados en reactores pilo

tos en los que se hnn utilizado estos procedimientos e incluso se ha cu~ 

tificado Jo. relaci6n ahorro-inverr.i6n, siendo ésta muy favorable (Serdula 

(1975». Desde un punto de vista te6rico es indispensable el disponer de 

modelos renlif:tns adecll.:.'l.dos y, por tanto, bastante complejos. Una mnla in 

terpretación en el diagn6stico puede resultar muy perjudicial. 

e) Control del reactor. El nntilisis de las fluctuacionos proporciona 

una descripci6n más completa de la estabilidad y de las posibilidades de 

control del reactor. De hecho, pueden existir estados estables, observa

dos desde un punto de vista determinista que no lo sean desde el estadís

tico, por ejemplo en el momento de aleún orden. Un estado de este tipo no 

es fácilmente controlable. 

Todavía existen otras aplicaciones como pueden ser el estudio de las 

fluctuaciones en la puesta en marcha del reactor, el cálculo de la proba

bilidad de extinción, el estudio del efecto de los contadores y ruidos 

electrónicos asociados ••• etc. 

1.4.- PROBLEMAS TEORICOS. PLANTEAlHENTODE I,A TESIS 

Los problemas teóricos que el análisis del ruido en reactores plan

tea pueden sintetizarse en: 

- Desarrollo de un modelo estadístico id6neo con suficiente base fí

sica, que tenga en cuenta ln.s causas d(~ las fluctuaciones. Estp incluye 

el estudio de las fuentes de ruido y su modelaci6n por teorían estocásti-

caso 

- Reducción de las variables postuladas a las variables observadas 

con la consiguiente aparición de términos de memoria, es decir, de proce-
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sos no Mnrkovianos. 

Resolución de las ecuaciones resultantes (que en general serán no 

lineales debido a los acoplamientos internos) y extracción de la informa

ción en forma, principalmente, de valores modios, cuadráticos y correlacio-

nes. 

_ Criterios para establecer la validez del modelo y estudio de la 

est::tbilidad estadística. 

_ Investigación en otros tipos de extracción de información como pu~ 

den ser probabilidades de accidentes e índices de se~idad. 

En la práctica un programa oomo éste es dificil de llevar a cabo. 

En su lugar se utilizan hipótesis más o mellaS plausibles y argumentos de 

tipo fenomenológico. Se puede esquematizar el estado actual de la teoría 

en los sieuientes puntos: 

El conocimiento y fundamentación de todos los ruidos no es hasta 

la fecha pos ible. Si bien existen algunos muy elaborados, normalmente se 

recurre al empleo de teorías fenomenológicas o simplenente a la hipótesis 

de rui do bl anca. 

- Las ecuaciones no lineales y no Markovianas obtenidas son tratadas 

por métodos de linealizaci6n. Con 'ello se destruye parte de la informa

ción de la dinámica del sistema y, por supuesto, no se logra explicar los 

fenómenos de carácter no lineal. Asimismo la validez de la lineal izaci6n 

raramente es analizada. 

- Como resultado de estas aproximaciones existen fenómenos que no 

han sido explicados. Por otra parte la confirmación experimental en reac

tores de potencia con ruidos intensos es aún muy deficiente (Ackasu 1961) 

- En los análisis de ruido en reactores de baja potencia o potencia 

cero la concordancia entre experimentos y teoría es muy buena. 
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El capítulo tercero estudia de lleno loo fundnmentoo de la descrip

ción estoc5.stica. Es común distineuir entre ruidos internos y su modelo.

ci6n por ecuaciones mnestras y ruidos externos por ecuaciones diferenci~ 

les estocásticas. En sistemas con múltiples ruidos/externos e internos, 

una descripci6n conjunta plantea problemuo de fundamentos. Eatoe son revi 

sn.dos en el caso de reactores nucleares y se expone una teoría que eo ca,... 

paz ele tratar simul táneanente los dos tipos de ruidos. 

El cnpítulo cuarto entá dedicado al estudio de modelos no lineales 

con efecto de temperatura y él. la validez de 1:10 aproximaciones de lineo.

lizaci6n. Siendo ésta la técnica habitual de trabajo resulta muy interc

snnte conocer su validez y tratar problemas típicamente no lineales. El 

modelo no lioonl empleada es justificado en base a un estudio de In. esca

la de los tiempos que intervienen' en el problema. Las aportaciones mna 

interesantes del capítulo están relacionadas con cl tratamiento de ruidos 

de intensidad apreciable t logrando explicar fenómenos observados en cier

to tipo de reactores. 

El capítulo quinto analiza modelos no Marl<:ovianos.De grnn import<U1-

cia es conocer el efecto de un ruido no blanco en la reactividad sin usar 

técnicas de linealización. Este es un tema que ha sido recientemente tra

tado por varios autores (Quabili 1979, Saito 19798). Demostramos las inca,!! 

sistencias observadas en sus trabajos, desaxroll runos y aplicamos nuevos 

métodos y analizamos los resultados en Ull modelo do reactor nucloar que 

permiten la obtención de los parámetros cinéticos. 

En el último capítulo se estudia un tipo de propiedades relácionados 

con un análisis más detallado de la función de probabilidad. En concreto, 

en reactores 10 interesante es el cálculo de la probabilidad de extinci6n 

y el estudio de lns fluctuaciones en la puesta en marcha. Gene:ralizamos 

ambos para el caso de un modelo no lineal e introducimos el análisis de 
/. 

propiedades asintóticas. Los apéndices tratan temas puntuales ~e proble-



rnns espaciales, extracción de información por contaje y comprobación de 

modelos. 
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CAPITULO II: 

ORIGEN DE LOS RUIDOS Y SU MODELACION POR ECUACIONES ESTOCASTICAS 
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En este capítulo se describen las principales fuentes de ruido 

que aparecen en los reactores nuoleares haciendo hincapié en su origen 

f:{gico y su modelizaci6n a través de teorías estocástioos. Con ello no 

pretendemos hacer una reoopilaci6n de métodos y modelos, sino una in

troducoi6n que sirva para exponer de la forma más olara posible los o~ 

jetivos que persigue la tesis. Para una mayor informaci6n de métodos y 

modelos ver: Williams (1974), Saito (1974, 1979A»)Seifritz (1971). 

11.1.- DESCR1PC10N DE LAS FUENTES DE RUIDO POR SU OR1GENF1S1CO 

Un reactor nuclear es un sistema abierto que interoambia energía 

y materia. con el exterior. De una manera muy simple puede describirse 

como compuesto de un soporte material y, asociado y originado por él, 

de un oampo neutr6nico, térmioo e hidrodinámioo. Existirán, pues, fue.u 

tes de ruido provenientes de oada uno de estos campos y de sus acopla-

mientos: 

a..- Fuentes de ruido neutr6nicas 

Existen fluctuaciones intrínseoas o internas que son debidas al 

oarácter probabilístico de los fenómenos nucleares. Entre los más im

portantes destacan las que se originan por los procesos siguientes: 

- Fisi6n, oaptura y pérdida de energía de un neutr6n que recorre un 

medio material fluotuante 

- Producoión de n neutrones rápidos y mi precursores en uná fisión 

- Producci6n de product~de fisi6n y fotones de varias energías. 

- Producción de neutrones por medio de fuentes independientes o es pon-
" 

táneas. 



CA!1PO NEUTRO

NICO. 

CAMPO TERMICO 

SECCIONES EFICACES 

Pos. 

ESTRUCTURA 

Grad. térmicos 

Grad. ~nsidad. 
CAMPO HIDRO

DINAMICO 

Esquem~ II.1.- Principales acoplamientos que intervienen en los orígenes 

de los ruidos en reactores nucleares. 
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El medio material en el cual se crea el oampo neutrónico está su

jeto a fluctuaciones de temperatura y densidad creadas a su vez por el 

campo neutrónico. Existe, pues, un fenómeno de realimentación que en 

ocasiones puede ser de gran importancia en la cinética del reactor. 

b.- Fuentes de ruido térmico 

El origen del campo térmico se encuentra en la transmisión de 

energia de los productos de fisión a los materiales oircundantes. Par

tiendo de este origen, en las barras de oombustible, esta energía. ca.

ka-ífica se propagará por medio de los mecanismos conocidos de radia.-

ción Y' convección, hasta alcanz ar el refrigerante donde se debe consi

derar que el transporte de energía acompaña al de materia. 

En los reactores de agua en ebullición debemos considerar, además, 

las fuentes de ruido térmicas producidas en la formación de burbuj as Y' 

su transporte. Señalaremos como las m~ importantes: 

- Fluctuaciones internas de temperatura en el refrigerante Y' material 

estructural. 

- Transferencia de calor del elemento oombustible al refrigerante 

- F1uctuaoiones de la fuente térmioa originadas por los productos de 

fisión. 

Como en el oampo neutrónico, se deberá tener presente las fluotu,! 

oiones de densidad y oomposición del material soporte originadas por 

el campo hidrodinámico Y' el propio campo térmioo a través de su in

f1uenoia por el campo neutrónico. Nuevamente aparece un fenóm~no de 

Feed-baok (fig. 11.1). 

c.- Fuentes de ruido hidrodinámi2.2, 

A las fluctuaciones hidrodinámicas propias de considerar un líqu,! 

do circulando forzadamente por un tubo, se han de añadir los efectos 
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producidos por 10. influencia del ca.rrpo térmico inducido por lna vrtri~ 

ciones de presi6n, densidad y la formaci6n de burbujna. 

Tenemos, pues, que resaltar: 

_ Fluctuaciones hidrodinámicas internas. 

_ Fluctuaciones de presi6n debidas a la formaci6n de burbujas. 

_ Fluctuaciones de flujo del refrigerante debido al bombeo. 

_ Fluctuaoiones de presi6n y densidad debidas al oampo térmico. 

Nuevamente los acoplamientos juegan un papel importante (fig. 11.1). 

d) Fuentes de ruido estructurales 

Normalmente están asociadas a las vibraciones de elementos estru!a. 

turales, barras de control y de' fuel. Las vibraciones pueden ser espoll 

táneas o producidas por fluctuaciones de presi6n del líquido refrige

rante. Señalaremos: 

- Movimientos aleatorios de barras y núcleo. 

- Fluctuaciones en la posioi6n ocupada por las zonas activas de elemen -
tos de control y fuel debidas a fluctuaciones de presi6n del refri~ 

rante. 

- Fluctuaoiones en la estructura de origen sísmico. 

Las fluctuaciones originadas por las fluctuaciones de presi6n pue -
den realimentarse a través del campo neutr6nioo y térmico (fig. II.1). 

Aparte de estas fuentes de ruido -a, b, c, d-, en el proceso de 

medida. también aparecen ciertas fluctuaciones, generalmente de tipo 

electr6nico (Edelman;1975) que suelen ser importantes. 

Las fuentes de ruido aquí señaladas han sido objeto en los úl ti

mos años de multitud de estudios experimentales: SMORN 1 (1975), 

SMORN 11 (1977), SMORN 111 (1982,) realizados en diferentes tipps de 
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centrales nucleares. 

Para llevar a oabo un análisis global de fluctuaoiones es intere

sante disponer de datos referentes a su intensidad, tiempo de relaja

ción y funoión de correlación. La intensidad, como es de esperar, de

pende del tipo de reactor: en un reactor de agua a presión dominan las 

fluctuaoiones estruoturales, mientras que en los de ebullición lo ha

cen las hidrodinámicas y el efecto de burbujas. La función de correla.

ción exacta es muy dificil de conocer por 10 que se suele hacer hipót~ 

sis sencillas tales oomo Duponer que tiene un comportamiento exponen

cial decreoiente en el tiempo. A continuación se da una lista de tiem

pos de relajación propias de las fuentes más conocidas (Saito, 1979A
J 

Williams, 1974): 

• quemado de oombustible: 5 meses 

• envenenamiento de Xe: 10 horas 

• temperatura del moderador: 1.- 1000 seg. 

• neutrones retardados: 0,1.-.J 10 seg. 

• temperatura de fuel: 0,1 ....... 10 seg. 

• vibraciones mecánioas: 0,01 '" 1 seg. 

• realimentación en re actividad de burbujas: 0,01 ........ 1 seg. 

II.2.- MODELACION POR ECUACIONES ESTOCASTICAS 

Al hablar del aspecto teórico en el primer oapítulo ya se ha ind! 

cado que el nivel descriptivo adecuado va a ser una fundamentación de 

tipo estocástioo. En efeoto, una teoría microscópioa consistente debe

ria ser capaz de, partiendo de una descripción microsoópica, llegar, 
., 

trás sucesivas reducciones de variables, a un nivel mesoscópico (teo

ría de fluctuaciones) que diera cuenta de los experiroontos '(nivel ma-



ACOPLAMlENTO DEBIL 
Reactor de Potencia Cero 

ACOPLAlUENro FUERTE 

Reactor de Potencia 

j 
1 

Ruido interno 

Ec. JIaestras tipo Kolmogoro.v 

} 

Th. Fuentes equivalentes 
(Saito 1967) 

Ec. de Langevin 

Ruido externo: Ecuaciones diferenciales 
~stocásticas 

{

(2.2) Espacial; Pall (1958), Bell (1965), 
Cassell (1969) 

(2.7) PuntuaJ.; Hillierr.s (1974), Horelli (1975) 

S (2.3) Espacial; Ackasu (1966) 

1 (2.16) Puntual; Saito (1974) 

{ 

(2.5) Espacial; Hillians (1970), Saito (197~ 

(2.11) PuntuaJ.; Hilliams (1971) 

(2.1 r) Ec. de Kolmogoro.v . puntucl; 

Ruido interno <. ¡ Th. Fuentes equi vél~entes 
(2.19) Langevin puntual; Greef (1975) 

I·:cr-ishü.a (1973); Dalfes (1966) 

Ruido externo. Ec. diferenci?~es estocásticas puntuales; Sei fritz (1970) 

ESQUEMA 11.2.: PRINCIPALES I-IODELIZACIOlIES USADAS EN EL 'IRATAlaENTO DE FLUCTUACIONES EN REACTCRES HUCLEARES 

NOTA: Los autores no han sido tOr..2..dOS cor::o originarios de la descripci6n sino cono aquellos Que, bajo nuestro criterio, r;;~ han 
desarrollndo los r.iodelos correspondientes.- < 
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crosc6pico). En ciertos sistemas mecánicos simples ello es posible 

(partícula Browniana); en otros sistemas mecánicos e hidrodinámicos 

más complejos constit~ un problema en el que se han obtenido algunos 

result&dos(Nordholm, 1915), (Mori, 1965»sobre ello. El problema pri~ 

cipal consiste en la. dificultad de introducir en este tipo de teorías 

procesos de creaci6n y destrucci6n de partículas. El trabajo de Osborn 

(1966) es considerado como un buen trabajo te6rico pero sin posibles 

implicaciones prácticas. Otro problema. importante es el de la reduc

ci6n de variables. En el caso de la. partícula browniana es fácil, pue.2, 

to que existe una clara divisi6n en las escalas de tiempo de los proc~ 

sos ocurrentes. En reactores nucleares, prácticamente, existen fen6rne

nos ocupando toda la escala de tiempos (Saito 1911) que dificulta ex

traordinariamente la reducci6n.-

Al igual que en otros campos como puede ser la cinética química, 

láser, dinámica de poblaciones y procesos bio16gicos, los problemas de 

creaci6n y destrucci6n son abordados desde un nivel mesosc6pico (Van Kampen 

1976A), Wi11iams, 1914) a través de ecuaciones de Ko1mogorov o análo-

gas y/o ecuaciones fenomeno16gicas de Langevin (descripci6n estocásti-

ca). Siguiendo esta descripci6n, en el esquema II-2, se presentan los 

principales tipos de modelos usados para describir las fluctuaciones 

en un reactor nuclear. En esta secci6n vamos a desarrollar este esque-

ma que será el punto de partida de nuestro estudio. Para una JOOjor co!!!. 

prensi6n hemos creído conveniente hacer las siguientes consideraciones 

que han inspiradO la estruotura del esquema: 

- Se hace una primera divisi6n entre el tratamiento de reactores 

de potenoia cero, en el que los campos no están acoplados, y ~ntre los 

reactores de potencia en los que los efectos de acoplamiento son impor -
tantes. La raz6n es que los métodos usuales de tratamiento so~ muy di-

ferentes (Saito, 1914), Kishida (1917). 
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De gran importancia es distinguir entre ruidos internos y exter

nos. Este es un aspecto que aparece en todos los estudios estocásticos 

y se debe a que sus fundamentos son distintos (Van Kampen 1976A~ 

(Williams, 1971) (ROdríguez, 1983~. 

_ El tratamiento del ruido interno usualmente es abordado por un 

método deductivo (ec. maestras) o fenomenológico (eo. de Langevin). La 

equivalencia entre ambos es estudiada en reactores nucleares por la 

teoría de las fuentes equivalentes (Williams, 1974), (Saito, 1979A). 

Mantenemos en este esquema inicial estas formulaciones que en el próx,! 

mo oapítulo serán abordadas en profundidad. 

_ En la parte de acoplamiento débil (reactor a potencia cero) he

mos creído más preoiso mantener las descripoiones espaciales y puntua.

les y su relaoión mutua, pues informan sobre la importancia de los 

efectos espaciales. En reactores de potencia no se ha hecho esto por 

oonsiderar que, si bien existen algunos trabajos importantes (Saito, 

1980~ su desarrollo no es oompleto. 

II.2.A.- ACOPLAMIElfro DEBIL: REACTOR A POTENCIA CERO 

Un reactor funci~nando a baja potencia mantiene un débil acopla.

miento entre los campos térmicos t hidrodinámicos y estruoturales. Por 

ello es posible estudiar el campo neutrónioo por separado obteniéndose 

en general m\l\Y' buenos acuerdos con los experimentos. La teoría de reao 
. -

tores a potenoia cero ha aloanzado en la última década un grad,o de' ma.

durez m\l\Y' grande, Y su importancia actual reside en que es el punto de 

partida de la teoría de reactores de potenoia. De hecho, un procedi

miento habitual para el estudio de las fuentes de ruido es n¡antener el 

reactor a baja potencia y generar externamente el tipo de rUido que se 

docea estudiar: burbujas mediante inyeoción de aire (Nomuy-a!': 1975); 
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vibración de elerrentoa estructurales por circulación forzada de refri

gerantes trhie, 1975). Estos son ejemplos claros en los cuales los ~ 

dos se introducen externamente. En el caso de ser ruidos internos pero 

debilmente acoplados, una aproximación ~ común es oonsiderarlos corno 

externos oon las mismas propiedades estadístioas que los estudiados e~ 

perimentalmente. Cuando el acoplamiento es fuerte, principalmente por 

efecto temperatura, se comprueba experimentalmente que esta aproxima.

ción no es válida. 

a) Modelización de ruidos internos 

El :ruido neutrónioo interno en un reactor de potencia cero ha si

do estudiado bajo diferentes aproximaciones y en modelos muy sofisticA 

dos, inoluyendo efectos espaciales y de detectores (ver revisión de 

Seifrib., 1971). Básicamente es el estudio de un sistema Markoviano 

l:ineal en el que se tiene en cuenta el transporte de neutrones. Es in

teresante detenerse en algunos aspeotos de estos estudios, pues const1 

tuyen la base de los métodos aplioados a modelos más complejos de reas 

tores a potencia. En concreto, el estudio de los efectos espaciales 

únicamente se encuentra desarrollado en la teoría a potencia oero. 

EXisten dos formulaciones 4istintas (esquema II.2); empezaremos 

por describir brevemente la de las ecuaciones maestras de tipo Kolm0é"S. 

YOV oon efectos espaciales. Esta formulación tiene un fundamento físi -
co claro, aunque conduce a ecuaciones oomplicadas. En la versión de 

Pa! (1958) - Be11 (1965) - Wil1iams (1974) se trata oon una. ecuación 

de Kolmogo\"'ov inversa. En la versión de Matthes (1965) es una eoua.-

. oión de I<olmcgoroll direota en la que el espacio de las fases se ha 

subdividido en celdas (Malek - ~1a.nsoqr 1981, en cinética químiqa). Las 

dos versiones están f:í:sicamente justificadas en la hipótesis pomproba.

da de que un neutrón sigue la estadística de Poisson en el i~ervalo 
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colisi6n-colisión y que las probabilidades de emergenoia de neutrones 

y precursores en la fisión viene dada por fórmulas extraídas experimes 

talmente (fórmula de Diven, 1956). 

En un modelo de transporte. de neutrones y en la aproximación de 

un grupo de energías, Bell define PN(R,t" 'r,S\,t) como la probabilidad 

de encontrar N neutrones en el tiempo t-f y la región R ouando un neu

tr6n ha sido inyectado en r oon direoción.n y un tiempo t. Dofiniendo 

la función generadora de probabilidades 
00 

/"(e' y.ft f:) :: L :eN ~(R,t~/\""'/.Il/t) 
U" ) I I lJ::o (2.1) 

y aplicando a PN un balanoe de probahilid.ades se llega a la ecuación: 

que es una ecuación en derivadas parciales no lineal donde ZT es la 

secoión efioaz total y Cj la probabilidad de obtener j neutrones 

por colisi6n. Williams generaliza para el caso de un sistema más com

plejo con neutrones retardados y detectores. Esta teoría, supuesta la 

hipótesis markoviana , es estrictamente exacta (Williama, 1974) de ahí 

su importanoia. Sin embargo, a partir do (2.2) se llega a obtener difi 

cilmente los primeros· momentos cuando bajo ciertas aproximaciones la 

linealizaci6n es permitida (Lewins, 1918). Es por esto, por lo que 

ciertos autores niegan a (2.2) utilidad práctioa (Saito, 1919A). En el 

método fenomenológico de Langevin se postula una fuente de ruido aditi -
va en las ecuaciones deterministas (Ackasu, 1966): 

En esta ecuación se utiliza un modelo de difusión sencillo en el que D 

es el coeficiente de difusión y L"., la seoción eficaz total. El ruido 
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-1 (x, t) es por hip6tesis blanco con una funci6n de correlaci6n: 

-< -:)(x,-t) ~ (x'(.¿~ > -= D (x) . ¿;; 0<- x~ . .5; (i--t'J 

La ecuaci6n linealiza.da de (2.2) puede relacionarse con la ecuaci6n de 

Langevin (2.3) por medio de una correspondencia de fuentes equivalen

tes (Saito, 1979,\). Señalaremos que la ventaja de (2.3) es la gran sen

cillez que presenta frente a (2.2) y otras formulaoiones similares co

mo la anteriorlOOme IOOncionada de Matthes (1965) Y la funcional de 

li'a.t.son (1979). Se puede decir que es la única que permite cálculos de 

correlaciones y momentos cuadráticos espaciales. Por contra, al estar 

fundamentada fenomenológicamente su sentido físico es menos claro que 

en los otros métodos. 

b) Modelizaci6n de ruidos externos 

Todo sistema abierto puede ser perturbado externamente. En el ca

so de un reactor nuo1ear, ello se puede hacer de diversas formas: in

troduoiendo o extr~ndo absorbentes, induciendo vibraciones en los 

elementos estructurales, aumentando la velocidad 9.e1 fluido refrigerSl!, 

te ••• etc. Estas perturbaciones, que pueden ser induoidas por el ppe

rador cuando tienen las caraoter!stioas de un determinado ruido, cons

tituyen el ejemplo más claro de ruido externo. De hecho, en la diagno

sis de reactores por técnioas de ruidos t se está induciendo los ruidos 

test externamente. 

En la aproximaci6n de acoplamiento débil, se puede suponer que 

las fluctuaciones en el refrigerante y en los elementos estructurales 

actúan como un ruido externo en el campo neutrónico del reactor, cU\Vas 

características estadísticas han de obtenerse experimentalmente. De e~ 

ta forma, se puede modelizar esta situa.ción considerando el efecto de 

dichas fluctuaciones como inducidas pClr un ruido externo. En ~a apro-
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c) Paso a descripciones puntuales. Efectos espaciales de los rui -

En un nnólisis completo de valores medios, cundráticos y correla.

ciones que tengan en cuenta fenómenos espaCiales, únicamente la formu

laci6n de Langevin (2.3) proporciona resultruios analíticos asequibles. 

Las demás, presentan problemas debido a su carácter no lineal (2.2) o 

a tener el ruido en forma multiplicativa (2.5), (2.6). En estos casos 

se debe recurrir a aproximaciones que presonten el sistema de forma 

tan sencilla que haga posible un posterior análisis de varianzas y co

rrelaciones; del mismo modo que en el análisis de perturbaciones dete¡, 

.minista, tal reducci6n consiste en eliminar los efectos espaciales pa.

sando a una descripción puntual. En esta reducci6n es importante dis

tinguir entre ruidos globales, que ocurren por igual en todo el siste

ma (por ejemplo, los ruidos internos), y ruidos locales, que s610 afe~ 

tan a. una pequeña. parte oomo pueda ser la vibración de una. barra. (2.6) 

o el desplazamiento de una burbuja.. Debido al distinto carácter que 

tienen las ecuaciones de Kolmogorov (2.2) y las ecuaciones estocásti

cas (Langevin (2.3) y de ruido externo (2.5» co~ideraremos su a.prox! 

maci6n puntual por separado: 

c1-- Descripción.puntual de las ecuaciones de Kolmogoroff 

Actualmente no existe ningún tipo de aproximaci6n que reduzca la. 

ecuaci6n de Pal1-Bell-Williams (2.2) a su forma no dependiente del es

pacio. En ciertas condiciones (Linealizaci6n de la ecuaci6n; ~\'lins, 

1978), ello sería posible, pero no en un caso general. Dado el carác

ter global del ruido interno, es de esperar que su reducción puntual 

no afecte seria.Jmnte al modela en el caso de sistemas grandes. En la 

aproximación de reactor cuasi-infinit() una modelación puntual es justi -
ficahle. En la descripción puntual de tipo Kolmogoyov se plantea la. 



hipótesis de que los efeotos espaciales no son importantes (ha sido 

oorroborado por Sheff, 1967) y que los prooesos nucleares oourrentes 

siguen modelos Poisonianos. 
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Bajo estas hipótesis, teniendo en ouenta neutrones retardados y 

utilizando un método de balance de probabilidades, se obtiene la eoua

oión de Kolmogo~~v puntual (Williams, 1974): 
tIO _ .o 

Ó pe N, t=, •• el,!):::. lo (WH) P(Nf jJ ,~- .(r,t) +.A. -?;~ f .... kD 
~ t: 

p{ 
(. -l'WIr) + I ~i (' .. +1) P(Al-J.) ,~)t) + 

...,( ... ,,4Of.-_ .... t) 1J+1..-"') ('-"",-- ¡ ( 

:r 

) ["J" + ( /. 4-..A..) I\J + ~ t... e "J . ( 2. 7 ) + ..o V P(w-i¡ '" --,';.) t. - ,rl 

. pe,." '1 _. c~ I t). 

donde N es el número de neutrones presentes en el reactor, C. el núIne
l. 

ro de preoursores del grupo i de 'neutrones retardados y: 

" : Tasa de absoroión por neutrón 

.A. : Tasa de fisión por neutrón 

P ("'" -"" ." IWlr) : Probabilidad de producirse n neutrones instant~ 

neos y mt preoursores del grupo i en cada fisión 

~ : Tasa. de produooión de neutrones por unidad de volumen 

V : Volumen del reactor 

~~: Constante de deoaimiento del preoursOt' i 

Con las mismas hipótesis existen eouaoiones de este tipo para modelos 

más oomplioados en los que se tiene en cuenta el proceso de detecoión 

(Norelli (1975», la producoión de radiación gamma (Bars '1975) y mod,2, 

los en multiregiones y multigrupos (Salmi 1980). Para ~uestros 

posteriores análisis esta ecuaoión será punto de partida. 
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C2,.- Descripci6n puntual a. partir de ecuaciones diferenciales es-

tocásticas • 

En las ecuaciones de Langevin y de ruido externo, el ruido apare

ce corno un pariirnetro fluctuante en las ecuaciones deterministas t es d,2, 

cir, una. perturbaci6n paramétrica. que tendrá. unos determinadas propie

dades estadísticas. No es, pues, extraño que so puedan emplear las mi!!, 

mas técnicas de reducción espacial-puntual que en los sistemas dotermi 

nistas. Vamos para. ello a seguir el método de Henry (1975) en forma ~ 

neral. 

Sea. la ecuación de difusi6n o transporte en forma operacional y 

una dimensión: 

o q, (x,i:) ':: 1 cP(x, t} + /1 (I;) q,c.)(, t) + S (IC) ... S ,S(K/-I;) 
~ t 

.1\ AI\ 

(2.8) 

donde L = C-D representa el operador de evoluci6n determinista que se-

paramos en una parte de creación de part:!culas y otra de destrucci6n. 
A 

6 L.(t) es la perturbación que en nuestro caso es un ruido. Supongamos 

que el sistema determinista es estable y el flujo· estacionario es cPo(x) 
-t 

y su transpuesto 41 (x) (función de importancia). Si N(t) es el número 

total de neutrones presentes en, el reactor en el instante t definimos 

la ;fUnci6n de forma f(x,t) por; 

CP(X¡t) = N(t:) 'f( )(,t) 

J cf>; (X) "f( x. 9 J. x = (Jo 

siendo No el número de neutrones presentes en el reactor en el sistema 

determinista estacionario. 

Sustituyendo (2.9) en (2.8), y operando obten~o en el pri~er or-



den de aproximaci6n (respuesta lineal): j 

el. & NH) :; ~ C(f:) 6 NH) _ ~ 00) ~ N(t) + 6 S(i) 
J,.t 
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"" J1' "'Al con eS N(-t) -::: IV(.f;)- 1.10 ¡ 6 ((t) = J <t1 (lC) J" <Po ex) c:{X' j Ó O( t):: cp()(X) ó D 'tj(x) J)( j 

ó S(tJ=JcP;(!() &S(x)tl f.,(JI)·á.x. 

La eouaoi6n (2.10) es una ecuaci6n diferencial estocástica oon el 

ruido en el término ó D (t) o' [,.s (t») que representa la descripci6n pun

tual obtenida a partir del modelo espacial. Ahora voy a aplicar esta 

reducci6n a la ecuaoi6n de Langevin (2.3) donde considero los flperado

res siguientes: 

) 
+ [q. 

siendo VD el número promedio de neutronea por fiai6n¡'y descomponiendo 

la secci6n eficaz total en una parte de absoroi6n y otra de fisi6n. 

Obtengo: 

con 

(2.12) 

siendo ~Jt) un ruido blanco cuya com!laoci6n a partir de (2.4~ es: 
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(2.13) 

La ecuación (2.11) con (2.13) se convierte en la ecuación de Lan-

gevin del modelo puntual reducido del espacial (2.3). En este caso 

la reducoión es consistente y el cnrácter globnl del ruido interno pe!, 

mi te ecuaciones puntuales. Analicemos ahora el caso de un ruido de ca

rácter local como el aparecido en (2.6), donde con el mismo significa.

do que en (2.12) obtenemos: 

el. ~foJ{-t) -= ((~,,-J)..A..-~) ~NH) + ft. (i:) b fJ{i) 

de 

donde ahora 

pudiendo apreciar como un ruido de carácter local depende de su posi

ci6n, es decir, se ,conservan efectos espnciales en la reducción pun

tual. La omisi6n de estos efectos en trabajos recientes ha sido origen 

de errores (Antonopoulos (1975», posteriormente aclarados por Pazsit 

(1977). 

No es diflCil generalizar estos resultados con neutrones retarda.

dos. En concreto, en el caso de la ecuación de Langevin, se obtendría 

sin dificultad las ecuaciones puntuales generales (desdoblando Ó N = 

= N(t) - No): 

. (2.16) 

donde como se verá en el Cap. III ~t:~ 1 ~N son unas fuentes· de L~ 

vin equivalentes. Su correlación será calculada de forma que :reproduz-
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ca los miamos valores medios y cuadráticos que a partir de (2.7). Esta 

cuesti6n se tra.tará detenidamente más adelante. 

II.2.B.- ACOPLAMIENl'O FUERTE: aEACTOR DE POTENCIA 

En un reactor de potencia el acoplamiento entre los campos hidrodin! 

micos térmico y neutr6nico no puede ser despreciable. En este oaso se ha 

de hallar un modelo que tenga en cuenta las fluctuaciones y les ruidos as 
tes descritos, 10 cual representa un problema considerable. El estado ac

tual en la desoripci6n de rea.ctores de potencia aún es pobre; buena prue

ba de ello es la disparidad encontrada entre los oálculos te6ricos y los 

resultados experimentales (Kosaly, 1973; Snito, 1979A)Ackasu; 1961) 

Como se puede ver en el esquema II.~, la modelizaci6n,de reactores 

de potencia sigue un desarrollo paralelo a los de potencia. cero. En este 

caso no se van a. tener en cuenta afeotos espa.ciales pues no existe toda.

vía. una teoría sufioientemente comprobada que tenga. presente efj3ctos es

pacialesno lineales, a:u.nque está en vías de desarrollo (Valk6, 1977; Ko

sa1y, 1971; para. reactores de agua. en ebullición), (Saito, 1980Sjteoría. 

general por métodos funoionales). Actualmente, el método más utilizado 

es el de la aproximación puntual y es en la"que nosotros vamos a trabajar. 

a) Modelizaci6n de ruidos internos 

Al igual que en la teoría de potencia cero, dos tipos de métodos son 

los empleados en la descripción de ruido en reactores de potenCia.. El mé

todo de ecuaciones tipo de Kolmogorov ~upone ahora que el sistema puede 

estar bien descrito por un conjunto de variables disoretas y aplioarse 

una. ecuación de balance de probabilidadEls (lurnp-model). Existe~ modelos 

de este tipo a.plicados a reactores de agua en ebullición en los que inolu -
so se discretiza la velocidad del refrié~rante (Matthey, 1979). 
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Es evidente que ello supone aproximaciones muy fuertes que no pueden 

estar avaladas por los experimentos. Un modelo más factible, y ~l más 

usual, es suponer que el acoplamiento más fuerte es el de temperatura y 

los otros ruidos (vibraciones, hidrodinámicos) son considerados como ex

ternos con propiedades estadísticas (momentos y correIaciones) hallados e~ 

pe riment al mente • Entonces el acoplo neutrónico-térmico es ahora estimado 

como interno y todo 10 demás externo. La descripción por ecuaciones maes

tras de un sistema como éste se consigue utilizando las variables discre

tas N número de neutrones, Cl. número de precursores de grupo i de neutro

nes retardados, Fj? la energía depositada en el fuel y EC la enefg:[a depo

sitada en el refrigerante. La unidad discreta de energía es tomilda como 

la energía útil producida en una fisión ~::i200 MeV. Los procesosmicroscó

picos ocurrentes son ahora, además de los propios del campo neutrónico 

(2.7), los siguientes: 

- Fisión. Con probabilidad ...A. 'P (NI ) """ e,'). N de prOducción de n neutro

nes , Gl precursores y una. unidad de energía en el fuel ~. 

- Transferencia de calor' con ~ (E, - tl. ~) como probabilidad ~ transfe-

rencia de una unidad' de energía del fue 1, al refrigerante 

... Pérdida de calor. Con una. probabilidad ¡"Y' (Ii" - '11:; 

una uriidad de energía en el proceso de refrigeración 

de pér~da de 
',', 

" 

~ t "' Y 1Ir- son los correspondientes coeficientes de transferenci~ de calor 

y ,,;n es la energía en unidades discretas del refrigerante en'el momen

to de entrada al reactor. La ecuaci6n de balance de probabilidaq.es es en 

este caso: 



+ 2: <-,(';-;1) P("'·jl '-;.- ',·.1·"(1, E,:, fe.) 
.: 
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(2.17) 

El acoplamiento de temperatura. es tomndo a. través de loo cocficientea 

de absorción y fisión de forma lineal (E:" primera nproximación): 

En ciertos casos este acoplamiento es conocido en detalle y puede uti

lizarse expresiones mda correctas. Un ejemplo de ello será visto en el 

capítulo IV en el que se utilizar,á la expresión del factor de multipl,i 

cación en función de la temperatura debido al efecto Doppler en la re

gión de absorción resonante. 

La descripción de Langevin de un sistema como el anterior supone 

tomar las ecuaciones deterministas del mismo y añadir unas fuentes de 

ruido equivalentes aditivas y blancas: ( Grcef 1975) 

el. Al _ ( ~ ) JO, + " 1,' C,' -t 5 + '" eH: - 0"0") "Lo ~... IV , i l' S W 

d" -::: 
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donde ...:::. f.. ( t) Í; ( t') > :: lo o,' ; s (t - L') 
) y O• . , ~ elegido de tal forma 

que reproduce los primeros momemos de su ecuación maestra equiva1.ente 

(2. 17) (F6rmul a de &hottky'). No nos vamos a detener aquí en anal ~z ar 1 a 

equivalencia de ambos métodos pues será tratada en é1'capítulo oiguie.u 

te • Es interesante hacer notar que ahora las ecuaciones (2.17) y 

(2.19) son no lineales y que ello implica que en el cálculo de p1omen

tos y correlaciones no vamos a 'obtener, a diferencia' del caso l~nealt 

ecuaciones cerradas sino que se obtiene una. jerarquía de ecuacipl1es en 

función de momentos superiores. El' único tratamiento hasta ahora. utili 
, -

zado he. sido la linealización de 'dichas ecuaoiones' (Dalfes (1966)~ 

S a.i'ti o (1979A), WilliamB (1974». En el' capítulo N' se' estudiar~'mode
los no lineales sin Usar' eetas· técnicas a..e -lineÍÍlizacl.ón ~\i. "," 

b) Mode 1 iz aci ón de Tui dos eriernos 

No presenta diferencia alguna con el caso de potencia cero~ Un 

ruidoerierno se introduce en las ecuaciones deterministas como 'un pa

rámetro fluctuá.nte~As:í, por ejemplo, es muy com1hi'suponer que ¡a"tem~ 
peratlÍra incidente' del' refrigerante -;¡ '/~.. es un parámetro' fluctuante 

de tipo externo;' luego actunra corno un ruido externo: en'la: ¿tiúaoión 

(2.19). tomismo phede oCUrrir con los coeficientes ae' transfe;encia 
'.. :' ~ _ : , : j' , ,.' ~ ~ , ,i,· .. l' :! '\ . ¡ " '.,. , I •• '. I . , . I ' , 

de calor etc •• ~ Esta forma de introducir los ruidos es a veces J¡echa a 

prior!'" , 'y."por' raioks:'~aroonte 'e:íCperimenta.res~: Exi: la ~tuálidaCf el 

g:t.upbJaponésencat>ezao.o por Saito seocup~{ae' listar y cla.kir:tpares

té't'tipÓ:'deLrUidosen los instintos ~eacito~~s 'nucieaféside poténcih:' 
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Desde un punto de vista te6rico y muy general, eo forzoso distin

guir entre ruidos de carácter global y espacial. Estos últimos provie

nett como se ha visto en un ejemplo anterior, de considerar la. descrip

ci6n espacial :y hacer su reducoi6n puntual, siendo el más importnnte 

de los estudiados hasta ahora el de la vibración de los componentes 

(2.6) • 

Desde un punto de vista funcional es importante distinguir; rui

dos provenientes de algún tipo de oscilación, cuya funoión de correla

ción tendrá la forma: 

(2.20 a) 

con un tiempo propio de oscilación ~~. y otro de relajación t<. ; :y 

ruidos no oscilatorios, que en buena aproximación pueden ser represen-
" 

tados por un ruido de Orstein Uh1enbeck (Gaussiano de color) 

. - «t· t:J¡,' 
..(, Jet) f [{.I) >::;: ~t.:. e t .. (2.20b) 

siendo te el tiempo de corre1aci6n propio del ruido. 

En ambos casos y en una primera aproximaoi6n se suele uti1~zar un 

ruido dicot6mico para estudiar propiedadf~s cualitativas del sistema 

(cap. IV). Estudiaremos también los ruidos de tipo vibraci6n y Orstein

Uhlenbeck en el Cap. V. 



CAPITULO III: 

FUNDAl·iENTOS DE LA TI~ORIA Dl!"'! FUENTES EQUIVAI,BNrES 
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res 

El uso de fuentes de ruido equi volentes aparece en reactores nuclen.

debido a la necesidad de tratar simul tanerunente varias fuenteo de ru,i 

do de diferentes orígenes. Aunque prácticamente deode el comienzo de la 

teoría hanvenido utiliznndose, son Wi11iams (1974) y Saito (1974) quienes 

de una forma más sistemática analizan y clarifican su uso. Bajo nuestro 

punto de vista existen, incluso en trabajos recientes (~i::;hida, 1977), 

graves errores en su ap1icaci6n y una excesiva utilizaci6n sin suficiente 

justificaci6n teórica. En el presente capítulo tratamos de estudiar los 

fundamentos y validez del uso de estas fuentes de ruido equivalentes. Co

mo un resulta.do importante exponemos en el torcer apartado una tepría que 

trata ~imultancamente ruidos de distinto origen sin necesidad de fuentes 

equivalentes (Rodríguez 1983B, 1983D). Además de presentar una alternati

va atractiva al problema puedo servir para informar sobre el grado de 

aproximaci6n de las fuentes equivalentes. 

111.1.- CONCEPTO DE FUENTE DE RUIDO EQU1V~ 

En un contexto amplio una fuente de ruido equivalente es aquella que 

sustituye a una fuente de ruido real, obteniéndose una descripci6n aproxi 

mada del· problema. Tal sustituci6n viene normalmente dada por la falta 

de conocimiento del mecanismo de un ruido determinado o por la nepesidad 

de reducir el problema real a uno que sea tratable. En concreto podemos 

clasificar el uso de fuentes equivalentes en los sigu;ientes tiposJ 

a) Se conoce el origen del ruido y sus propiedades estadísticas, pe

ro éste se encuentra formando parte de las ecuaciones cinéticas eIl forma 

complicada de forma que se hace imposible un análisis posterior. Puede 

ser el naso de encontrarse el ruido en forma mul tiplicati va y ser susti

tuido por otro aditivo (Uilliams1914).Trataremos este CMO en el Qapítulo 

siguiente pues pensamos que, si no se cambia la naturaleza del ruiq.o, este 
. ~ \ 

tipo de aproxirr.ación es mejor considerarla como una linealizaci6n! Más 
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adelante se discutirá los errores de _ l\ishida. en el tratumionto de écto 

como una. fuente equi val ente. 

b) No se conoce el origen físico de Ul'l ruido que puede sor interno 

pero, sin embargo, se tienen da.tos experimentales del mismo y se puede 

considerar por medio de una fuente equivalente do ruido externa. Esta 

aproximación es muy utilizada en reactores nucleares debido a lo. escasez 

de estudios del origen de ciertos ruidos complejos. Su validez vondrá da

da principalmente cuando el acoplrulliento con el reato de los ruidos es d! 

bil Y la hipótesis de ruido externo es consistente (Saito) 1919A). La fo~ 

ma de abordar este tipo de problemas con mayor fundarilento es, lógicamen

te, investigar la. naturaleza y mecanismo del proceso en cuestión. Actual

mento se sigue utilizando este nlétodo pueo con él se obtienen mw buenos 

resultados prácticos y simultánearnente se ha conseguido explicar- 13lg\fu f~ 

nómeno poco conocido sobre todo en el aspecto de formación de burpujas e 

intercélmbios de calor por ser las principales fuentes' de ruido en' los 

reaotores de agua en ebullioión(Seitfritz I 1970, SMORN 1982). 

c) En un reactor ~uclear aparecen diferenciados dos tipos de .ruido; 

uno de origen interno cuyo mecanismo es conocido y s~ formulación matemá-

tica resulta posible mediante ecuaciones maestras (Kolmogorov) que 

describen bien los procesos elementales en un nivel mesoscópico, y otro 

que puede ser externo o interno pero que a efectos práctiCOS es conside

rado como externo (fuente equivalente de tipo (b», y por tanto aparece 

como un cierto ru.tido paramétrico en las ecuaciones cinéticas. Un trata

miento simultáneo coherente implicar!a el uso de ecuaciones de Kolmogorov 

con parárnetros fluctuantes. Tales descripciones han sido consideradas en 

nuestro contexto como intratables por lo que se recurre al uso def~ntes 

equivalentes que, como ya se ha mencionado en el 

considerar a un mismo nivel los ruidos. 

Cap. I1 t suponen el 
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En concreto y siguiendo a Saito (1914) vrunoo a clazifictll' los méto

dos seguidos para llevar a cabo una descripción de reactor con múltiples 

ruidos. 

i) La n.plicación del concepto de "Sistemas de mÚltiple entrada" a 

problemas de ruido en reactores ha sido realizada por OtsU,Ha (1965), 

Borg¡laldt (1968) y Sei_fritz (1910). En esencia consiste en suponer fluc

tuaciones en reactividad externas de diferentes origenes (fuentes equiva

lentes de tipo b) que tienen en cuenta ruidos en los coeficientes de tem- . 

peratura y en la velocidad del fluido y que difícilmente son modelados de 

otra forma. Las fluctuaciones internas debidas a la parte neutrónica apa

recen oomo un término de fuente equi valentl3 de tipo c). Este tratamiento 

es fenomenológico. 

ii) Otro tipo de métodos consiste en utilizar una descripción de 

Kolmogorov' corno la vista en (II.2.D). Cuando las variables son discretas 

y los procesos están bien definidos como ocurre en los reactores a poten

cia cero el método está bien fundamentado. Cuando las variables son con-

tínuas pero la discretización tiene un cierto sentido físico como ocurre 

(.on la ~'nergía(2.11), si bien pierde fundamento, se puede decir que la 

aproximación es aceptable (Sai to (1969), Dalfes (1966 )). El caso extremo se 

encuentra en los métodos propuestos por r.rat'they (1979), y Mcrishima (1973 IA, 

1973D)quienes tratan como discretos la velocidad del fuido refrigerante.·y 

la vibraci6n de las barras de control. 

iii) Por último existen métodos en los que se toman las ecuaciones 

deterministas y se supone que todos los parámetros fluctuan. Corno no se 

tiene informaci6n sobre el tipo de ruido, se les supone que son fuentes 

equivalentes de tipo c) es decir que provienen de una descripci6n de 

KolmogoroV' equivalente. El resultado es una ecuaci6n de La.ngevin con 

fuentes equivalentes dados por la f6rmula de SchoUl<.y(se verá con detalle 

a continuaci6n). Este último método ha sido aplicado por Greef(1975), 





( ..... x.'t ) obtenemos pora los primeros momentos denotamos traspuesto: 

J..::.X> = ~ ~(X,t» 
olt 

_ -'f > :r;::r 
d<:X(i) X H~ :: <.C;(X'¡t) X'ltJ) +<K(t)Cl(K,-L) +<C~(5(,t) 
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J.. i- (3.3) 

eL '" XCt) Xr(i~> _ « c:; (x,t) 5té' ti) > 
- d t -

La extracci6n de informaci6n se va a limitar ahora a osto.dos estaciona.-
...,. 

rios y estables donde tomamos fluotuncionos alrededor del valor medio Xo 

de tal forma que se puede linealiza.:r alrededor do dicho estado donde apr.2, 

ximada.rnente se cumple t . ·Dalfes (1966), en el supuesto de fluotua.-

ciones deDiles: 

~ Z; 0<) >. Al 4(><:) 
~T 

¿ ~(x) '>. Al él- (X;) (3.4) 
S'f 

linealizando (3.3) se obtiene (Xi7) z X: + ~~)) ; 

con 

J... ¿ &xc:r) {xhJ) = 11 <;.-X {XT> + < i:X {x) A
T 

+ (~ (Xo) 
cJ.t 

el ~ b)((.;j eS ~(t'J> =. A. < [) ){(9 <5 W·) T.) (3.5) 
ot-é 

Qeremos ahora. obtener una ecuaci6n de Lallo<>"Ovin lino D1 del tipo 

-_ L ~X -l- 5{1:). (3.6) 
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que reproduzca las ecuaciones (3.5). lfo es dif!cil ver que tal ecuaci6n 

va a ser 

-siendo 5({> la. fuente de ruido equivalente, que será. considerada blanca Y' 

con correlación 

De esta forma hemos conseguido una ecuaci6n do La.:ngevin lineal equi

valente a la ecuaci6n de Kolmogoro"V" , en el sentido que reproduce aproxi

madamente los valores medios , cuadráticos. y correlaciones. 

Cuando la. ecuación maestra. de partida. es lineal, su ecuaci6n de Lan

gevin equivalente reproduce exactamente los primeros momentos y correla

ciones (Saito (1974» debido a que (3.4) ea una identidad. Cua.ndo la ecu.2; 

ción no es lineal como ocurre en los reactores de potencia es difícil jus 
.. ~ -

tificar la aproximación (3.4). El suponer fluctuaciones pequeñas es un 

argumento cualitativo que es necesario fundamentar. Como se verá. posterior -
m ente este problema. p-uede inducir a. errores importantes. 

Para lograr una buena justificación y postericrmente discutir la va

lidez de los métodos utilizados vamos a valernos, del método de desarro

llo en tamaño y a usar el concepto de fuente equivalente de Ackasu (1977). 

Como veremos, pueden existir varias descripciones válidaS de fuentes 

equivalentes para un mismo problema. 

El método de desarrollo en tamaño (Kubo 1973) exige la distinción el! 

tre variables intensivas Y' extensivas, de tal forma que, para SU a.plica

ción, las variables que definen el sistema han de ser extensivas. 

las variables extensivas del sistem~ de ta.-
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maño V cuya ecuaci6n m~estra que representa sus fluctuaciones internas 

es: 

ó~ =- I Wr( X - tt) P(X-f:-t) - ~'. \A1r (:x) PU<, t) 
¿t l- . (3.9) 

donde \..(0<)' . es la probabilidad de transici6n que tiene en cuenta los 

- - - 1-sucesos elementales ocurrentes. Lns variables intensiv8..'3 '.t ~('1#._, ~¡J;: X'V 
tienen unas probabilidades de transición dadas por 

y una ecuaci6n maestra: 

j,. óP(ij,t)= 2. \Vr(f-%) P('1-%d)-J-' 'W~( '1) P(q)t) 
V ót l- • t- (3.11 ) 

con P(9',t) -= V. P( X)-t) 

Si definimos los momentos de las probabilidades de transición como 

- .... .,. rr (3.12) 

obtenemos para los momentos de primer, segundo orden y correlaciones las 

siguientes ecuaciones 

el. .::: '-j(tl):. ¿ C; ('j (~J, t.) > 
c-lt 
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Ahora estoy interesado en obtoner una ecuaci6n de Laneevin de la forma 

donde en principio la fuente equivalente queda 

sin especificar. El grado de equivalencia que impongamos a continuiLci6n -definirá las propiedades estadísticas de !;l-O. En efecto, si imponemos 

las condiciones de equivalencia de que la ecuaci6n de Langevin reproduzca. 

los dos primeros momentos y correlaciones obtenemos para St.O (Ackasu 1971) 

1) 
--1 

~ 5(t» = O 

2') 

__ T 

¿ S (-t ) '-j C i'J > ::.' O ti t '> t' 

A partir de estas ecuaciones es fácil comprobar como aparecen las difere,!! 

tes teorías de fuentes aqui val entes , formu.laciones de Larigevin y ecuacio

nes de Fokker-Planck asociadas (por sencillez tomemos una dimenai6n): 

a) Si definimos la soluci6n determinista ~(~ como la correspondie,!! 

te a;t limite V- ce> ,se obtiene a par'tir de (3.13) 

el 1/'( t):: e, ( 1ft é) I í:. ] 
7i 

y linealizamos en torno a ella, teniendo en cuenta que el orden de las 

fl uctuaciones es Vt/V (Van Kampen 1961 ) 
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~ (t.) = 'fO) -+ LDi 6 ~ + oC--'v} 

obtenemos en el orden de aproximación más bajo, sustituyendo en (3.14) 

(3.18) 

e 

y con ~(t).:: Cz.(tfrn,t)-lC 'i.J(t) , siendo (.0(-«-) un ruido blanco de 

intensidad. unidad se verifica, trivialmente debido a la linealidad de 

(3.18)que las relaciones 1) - 4) se cumplen. Por lo tanto la ecuupi6n de 

La.ngevin con la fuente equivaLente 

reproducirá en el primer orden más bajo de 1: los primeros momentos y 

correlaciones. En representación de probabilidades será equi valen1;e a la 

ecuaci6n no estacionaria de Fokker-Planck (Van Kampen 1981 ) 

~ P(b'J,tJ;: ~(o(I('J,{JI 6'fP(Ij'j,t) +' 
.-<\t 4 ó'j .c\t Jttt) .' . 

. . + -1- ~7.... (C;. (f'{tJ( t)' P{ 6~,t) \ 
lo Ób'1l. - '1 

(3.20 ) 

Esta ecuación ha sido utilizada en r.eactores por Kishida (1977). 

b) Hemos visto que el método general 'Usarlo en reactores linealiza 

en torno al vaJ.or medio. Haciendo la hipótesis de que las f1uactuaciones 

en torno a él son de orden Jvv (Ackasu 1977): 

y sustituyendo, COl:10 antes, en la ecuación de Langevin obtenemos 
, '~ i. \ . j ',1, 1;' 1, ' :.' '1 I I !' .' . '1 ~ • . I ¡ I . \ ' ! 

~t_,- 'f{h~ -+ úI: J S; = c,["::::-':1W)J + 
.( C:<f:,.v ~t, . 'ti)). 

¡, , . 

¡ { 

(3.21) 
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(3.18) Y (3.21) vienen <1 indicnr que la diferencia antre el valor deter-

'J. ... 
uinista y el valor medio es de orden ~V 

de t n.1 f arma que 

'U(') + L etc (t) L '-j(t) '/ -:: ,..... ~v 

I 
-f ,--

ti 
ll" (t) 

y nustituido en (3.22) considerando 01 cotado ectncionario en el orden m&s 

bajo 

1-
En ese orden es innediato ver que con S (i) ~ (C;¡. (":::';S>~T))t. coCo(.) 

se cumplen Ion reIuciones 1) - 4), consti i.uyendo otra representación de 

Langevin cu,ya ecuación de Fok.ker-P1anck 

O_P(J~lt):: ~l-( o(.,(~}{ bt.l.palJ(tJ~!-.i:...;¡. (;-Z.(~'J.>¡T) P(J,,-lJ 
(¡ -é ~ eS ';) Ó ';) / .. ~~ i J .., Ó cÍ~ L" (3 • 26 ) 

es la n:isma. que ne obtiene por la aproximación de KrDmers-l:loyal. La ecua

ción de Lungevin (3.25) coincide con lo, utilizada en reac·tores por Dolfes 

y Saito (3.1). 

y sUf:~ti tuyendo en la 

ecunción de Langevin se tiene otra represent:'l.Ción cuyn. ecuación para las 

probabilid:::.des es le ecuación de Fokker-Plcnck no lineal (Hon[bcmke 1911) 

ObviélI:'lente ahora las relaciones 1) - 4) no se cUDplen, sin embnrgo 

Vélll Krullpen (1981 ) demuestra que en el orden mas bajo de;v son correctas, 
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constituyendo así otro tipo de fuente. equj.valente. En reactoresnuclea

res este tipo de ecuaciones no ha sido usado. Para nosotros será. de utili 

dad más adelante. 

A partir de estos resultados se pueden sacar conclusiones mu;y impor

ta.n:tes. La primera es que cunndo 1M variables que definen el sistema son 

extensivas las ecuaciones de Lan~vin (3.7) 6 (3.25) son oorrectas en el 

sentido que reproducen momentos y correlaciones en el primer orden de 

aproximaci6n de -1./". La formulnci6n de Dalfes y Saito y la de expansi6n 

de tamaño (Kishida 1977) coinciden. Pero en los métodos empleados en rea,E. 

tores no siempre las variables son extensivas; por ejemplo, la velocidad 

del refrigerante y la vibraci6n de una barra no lo son y sus f1uc1;uacio

nes no escalan con el inverso del volumen. En este caso se concluye que 

el método de expanai6n en volumen' no es aplicable yel de Dalies-Saito 

daría resultados err6neos. 

En el extremo opuesto está el tratamiento de Kishida que considera 

que todas las fuentes de ruido han de escalar con el inverso del volumen. 

Como ejemplo Kishida critica el tratamiento de Sei .fritz (1970) y'W'illia.ms -
(197~) suponiendo que en las ecuaciones fenomeno16gicas todas las fuen-

tes de ruido exhiben fluotuaciones que escalan con el inverso del volumen. 

De esta forma el carácter multiplicativo de dichas fuentes desapa:rece en 

el orden mas bajo de 'J/v • 

A oontinuaci6n vamos a exponer una teoría que trata fluctuaciones in 
, -

ternas escalando con '1!v y externas oualesquiera. A la vista de lq expue.e. 

to pensamos que puede tener gran interés, en ouanto a fundamentaci6n de 

procesos estocásticos en reactores nucleares. 

III.3.- TEATN.rIENl'O SHíOLTANEO DE RUIDO INTERNO Y EXTERNO EN REA~ORES 
~,' 

NUCLEARES ',:. 

Ya hemos comentado anteriormente que uno de los grandes huecos del 
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análisis del 'ruido neutrónico es la posibilidad de tratar sirnul t áne amente 

ruidos de distinto origen como pueda ser e1 ruido interno cuya intennidud 

va como -1/v y un ruido externo de cualquie:t' intensidad. El problema se 

plnntea a través de ecuaciones rnaeotrao con coeficientes que a su vez 

sean fluctuantes externamente. La prin~ra soluci6n ha sido dada por San 

lligue1 y Sancho (1982) en el contexto de oiotemas químicos. l~oootros (14. 

Rodríguez 1983B) la hemos introducido en reactores nucleares. En 01 pre

sente apartado vamos a introducir brevemente la teoría y posteriormente 

desarrollar los aspectos importantes de la misma en re1aci6n con el anál,t 

sis de ruido en reactores nucleares... 

III.3.A. INTRODUCCION EN UN MODELO SENCILLO 

Con el fin de c1~ificar los métodos a seguir introducimos eata teo

ría en el modelo de reactor más senoil10 posible: Un reactor puntual, con 

una sola variable N y c~as probabilidades de transici6n son lineales y 

pre sentan un solo salto. Con la misma not a,ci6n y significado que en el 

Cap. 11 se obtiene para las f1uotuaciones internas la siguiente ecuaci6n 

maestra: 

d POH)_ AUJ.fS) P(A)-4~,t:} .,..(..A(,.,·j)fV~) P(~.J.,t;)-(("'('i?d""i"-:» P(A),-t) 
- ¿¡ t - ( 3 • 28 ) 

Ahora en primera aproximaci6n el ruido externo es considerado blanco e 

introducido a través de los coeficientes de captura, fisi6n y fuente como 

" ---c:> ~ +- r ~ 
-A. ---C> ..A. + t-A. 

~ -t>r) + tI> 

donde por ser ruidos blancos de intensidad D se cumple 
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¿ t~ (-lJ .tI. (t') >:: 2. D..A,. ~ (t- t') 

asumiendo también que no están correlacionados entre ellos. Posteriormen

te se tratarán ruidos filás generales (ver III.3.D). 

Con la introducci6n de estos ruidos en la ecuaci6n (3.28) la probabi 

lidad P(N,t) se transforma ahora en un funcional pe #J, St-(-t)} tJf), !t.>(i)] 

de los ruidos externos. Podemos promediar este funcional entre todaS las 
_ W 

posibles realizaciones de dichos ruidos para obtener P(N,t). Ello se pue-

de hacer a nivel de la misma ecuaci6n para. la probabilidad (3.28), como 

de las funciones generatrices y momentos (Sancho (1983:8. ,». Vamos a ut! 

lizar la funci6n generatriz por uniformide~ con los trabajos más usuales 

en R.N. Definiendo como habitualmente la funci6n generatriz 

:::: L. X'" P( AJ, '1.:) 
1.1:;' 

y operando en (3.28) con inclusi6n de (3.29~ se tiene: 

'o!iXt!J::: (A (!-><) -f -..f. X (X-J.)) dG-(~J -1- ~tJ(K-J.) G(X.i) -+-S1V\X-i) (¡{xi) 
d~ ~~ 

+ !~(f) (j.~XJ d:(~t) + .t-t(~)>«x • .L) ~; (3.31) 

fijEn esta secci6n II!.3, utilizaremos, como hasta ahora, .(!.f> para indicar 
el promedio respecto a todos los ruidos existentes en 1 • Cuando h~a 
dos tipos de ruido externo e interno} lf 'S' ¿: 'f)l",t corresponderM r~~pecti-
vamente al promedio respecto a cada uno de ellos. . 
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Ahora G.(x,t) , como éUltes P( tJ,t.) , es un funcional do los ruidos. Para 

haJ.lar su promedio se puede utilizar di ve ro an técnicas, (más adelante se 

verá alguna otra). En este caso, por ou sencillez, Vü1nos a utilizar la 

f6rrr.ula de Novikov (1965) que en términos del f'W1cional <p[ r1 00 eccribe: 

que aplicada en la ecuaci6n (3.31) promediada y teniendo en cuenta lao 

relaciones (3.29W obtenemos la siguiente ecuaci6n para la funci6n genera

triz equivalente r;,. (1<.,-1:) 

(3.33) 

que se corresponde con la siguiente ecuaci6n maestra: 

+ [-A ( !J- L) -f O.;. ( (~-l) V .. (IJ-J-P) - ¿ f)~ V21 POJ-J, t) 

+ D¡\ (fJ+1.) (Na) p(1JI2)'" (q~.JA).J.)( ,v-2) f vt D.J,) J P(AJ-2,t) + . 
( 3.34) 
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En general la ecuación (3.33) cs difícil de resolver analíticamen

te, pero se pueden obtener resultados exactos pn:ra los primeros momentos 

estacionarios. Introduciendo la variable ~ = (X-J.) Y tomando condiciones 

estacionarias en (3.33) se tiene: 

; 'L .... (Di + O,~).l ~1. ~.~_(2) + (,21.0..(. + ~(.,¡U~ D...t.) 
(O-l ¿ +. 2 2- D-A + ~ " J~ 'j ~ 1'1. 

Buscamos una soluci6n de la forma: 

donde' G~T (:a:: o) -::: a.f)= 1. garrintiEa la normalizaci6n de A-r (/11) • Los coef! 

cientes a..., de este desarrollo están definidos a partir de los momentos 

como 

siendo <PNI1 el momento factorinl de orden ll'V\ :: <::: IJ (AJ-)} - _ .• ( N- ""1 H) > 
Sustituyendo el desarrollo de CsTn) en (3.35) e identificando los 

coeficientes de cada potencia en Z t obtenemos la siguiente re1aci6n de re-

currencia: 

donde se ve que, contrariamente a 10 que ocurre en modelos no lin~ales, 



la jerarquía es cerrada. Por lo tanto es posible el cnlculo progresivo 

de momentos de cualquier orden. 

En concreto para los dos primeros se obtiene: 

1- ~ v ( O.,t -t Dc\) __ 
(¡. -..A.) ( A-:i-=o;- O .. L) 

y para las fluctuaciones relativas 
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.c:: tJ'I) - ¿N)'1. = -!)t ( l« t O¡.) + D-:) (..A. - (.A. + 15)~ + Ut] \ ~Ii' [( ~. (.A. ... P" -+ ~~)lJ ~.¡. ~:ll) ~ 11 
.c. "" ,>1. [t. - (...{ + 2 Dc\ + 2. OJ. ) J 14 

( 3 • 38 ) 

ConJo a continuación vamos a estudiar un modelo más general que éste, con 

neutrones retardados t nos limitaremos aquí: a resaltar las conclusiones 

más importantes. (Para más detalle ver Rodríguez (1983B»: 

i) La ecuación maestra equivalente (3.34) presenta formalmen~e -todas 

las características de una auténtica ecuaci6n maestra. Sin embargp, debi

do a que el ruido es blanco, las probabilidas de transici6n son negati

vas, lo cual puede conducir a probabilidades negativas. Resul tedas numéri 

cos obtenidos por Sancho (1983A)indican que estas probabilidades n.egati

vas aparecen en zonas de baja probabilidad por lo que no afectnráñ a los 

resultados pnra los primeros momentos. Esta misma situaci6n aparece en el 

cálculo de momentos obtenidos a partir de efectuar una truncaci6n en las 

ecuaciones para la probabilidad con infinitos términos (Risken, 1979) 

Como veremos a continuaci6n en los liQites de ruido externo 6 interno nu-

los se reproducen los resultados correctos. 

Otro hecho caract~rístico de (3.34) es que los coeficientes pasan a 
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ser no lineales y exhiben dos saltos, en vez de ser lineales con un solo 

salto como ocurre en la ecuaci6n muestra original. Esta no linealidad sin 

embargo, no se manifiesta como, usualmente ya que las ecuaciones para los 

momentos presentan una jerarqu!a. cerrada (3.36). 

ii) En el límite termodinámico V- ~ las fluctuaciones internas 

desaparecen y se puede demostrar (ROdríguez 1983E)que las externas quedan 

en la forma (M::; ~ %) : 
~:: (-t-A)1Yl +-1 + Cfc\- t~)M .;- t, 
cJt 

Por contra, en el límite de ruido externo nulo O ~ ;: D...t ::: 0-:> :::: O 

se observa a partir de (3.34) que la ecuaci6n maestra equivalente oe tré!§. 

forma en la original (3.28) reproduciendo la existencia de fluctuaciones 

internas. Este es un resultado importante que muestra la consistencia de 

la teoría. 

iii) En las ecuaciones para los momentos y fluotuaciones rela.tivas 

(3.37), (3.38) puede verse que las fluotua.oiones internas son de orden Vv 

y las externas de orden D. Dominará una u otra según la. magnitud de ambos 

parámetros. Aparecen también términos oruzados que, como veremos poste

riorrrente t son genuinos de una teoría exacta oomo la presentada. El aná.

lisis de la contribuci6n de cada t¡.na de las partes será expuesto e'n 111. 

3.C y nos servirá para estudiar la validez de las aproximaoiones hechas 

hasta ahora en reactores (ver 111.1). 

iV) Estudiando la estabilidad del sistema para los dos primetos mo

mentos se deduce un resultado típico de ruidos multiplicativos: 

L rv '> estable para { (¿..-..l.) -;. (Dio .¡. D.¿) j 

.:::::: "n> estable para {(t\-.1.)"> ~ (0,,-+ O...t) J 
que apoya, nuevamente, la consistencia de la teoría. 

v) El análisis oon ruido blanco ha sido hecho para resal ta:r 4~ forma 

sencilla el aloance de l~ teoría. Como una extensi6n a ruidos másoomple-
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jos vamos a exponer brevemente los resultados con ruido dicot6mico (Rodr! 

guez 1983B). Tomando un ruido dicot6mico on el pará.rootro de la fuente con 

correlaci6n 

y promediando la ecuaci6n para la funci6n generatriz se tiene: 

c3 6-(><;19::- (t,(J.·X) +..A. X (X-J-)) 11 + ~t.J(K-:L) ~(X.lt) + 
'st 

i- V (X-J.) ~ (Xli) 

siendo ~ (>\, i) :::" ~',) &-(>(,/;) Y habiendo aplicado la :f6rmula de ~hapiro 

(1978); que para un :funcional. cualquiera 4>( ~(~)] se escribe: 

....... 

- '!S f (-i) 4' ['fr.oJ 
..s .I 

A partir de (3.34) y aplicando el' mismo método que para ruido blanco se 

obtiene la siguiente f6rmula de re curre l'lci a : 

que permite la obtenci6n de los primeros momentos: 
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de transici6n son lineales do tal forma que a potencia cero es pooiblo 

el tratamiento de cualquier modelo sofisticado con muchos grupos de ener

gía y regiones, así como con efecto de detectores (Cap. II). Sea pues un 

reactor puntual con I grupos de neutrones retardados provenientes de los 

precursores el' (.= 4., 1) y un detector puntual que detecta neutro-

nos R. La ecuaci6n de balance (Ec. de Kolmogorov) se oscribe ahora: 

4-

l 

S P( u-J.) (", R,-t) - [S +(,\ +..A. + E..l) N + t, ~,' el l. 

donde t.d. es la tasa de detecci6n y los otros parámetros son los usuales 

(Cap. II). 

A partir de esta ecuaoi6n se ,puede extraer informaci6n de diversas 

formas J quizá. la más adecuada es a través de la introducci6n de funciones 

generadoras de probabilidad: 

00 cO 00 
~") - 1Jt:.; R 

G (X, y,', ~,t) :: L- L- .. 2... )( y; -i3 P(N1 G,', ((,-t) 
fJ=C) ','='-' R:J!o) 

00 00 

# ( >(, y,') :: L r X". C~'· . .-p( M, Mf,,) 

que transforma la ecuaci6n (3.'13) en: 

I 

(x-J) ~. G + ~ (x- Y.) ~t II +[ r. (t· x).f-~ (G(K, ,()-X) + 
,.::, JrV¡ 

Ó 6-
--= 
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donde Moru obtencl~lon una ecunci6n lino:'.l de pri¡¡~or orden. 

Aunque los par&~etroo estadísticon de utilizaci6n práctica son nor-

r.wlmcnte lo::: valores medios, cun.clrti.ticos y' correlaciones, existe interés, 

al menos académico, en conocer otro tipo de datos como pueda ser la prob~ 

bilidad estacionuria, o momentos de cu~lquier orden, probabilidades de 

detectar neutrones en n intervalos de tiempo consecutivos, etc ••• 

De hecho como veremos en capítulos postcrioren en la teorío. de reac

tores de potencia cero (modelos linenles), es pooible la extracci6n de 

gran cantidad de informaci6n, incluso de propiedades a¡int6ticao. Ahora 

vamon a limi tarnoo a los paráJr.etron mM importnntes como son vnloren me-

dios)cuadráticos y correlaciones. 

La forma usual de extraer la: informaCli6n relevante e~; a través de 

lcm véU'ianzas modificadas en el estado estc.ciono.rio definidas por (Hilliams 

1974) : 

que se calculan fáciln:ente a partir de derivaciones sucesivas dc(3.45)en 

el estado estacionario Ó'~ =0 t obteniéndose (tlilliams 1974): 
dt 



con 

,1)00 .A. <. N> f- 2. + ~"!!N(','_ 
~ LA-.Á- (»0- 1 - ~)] 

/10m -A. v,~<N~ lJo~~ ?_.~/5··.~J~ 
(. r c\é - ..A. (VD -l- ~~t) 

~1 { JfNC .. Ji ~. + tJ'N'i.Á v.. +(fJ;>-v.·j'..tL 1 
(¿.,' +-A.) 
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Hp.cen¡os la observaci6n que al igual que en, el caso anterior se puede obt,2, 

ner una f6rmula de recurrencia para los momentos. Debido a la complejidad 

del modelo, ahora este método es poco operativo por lo que es preferible 

el cálculo de momentos derivando sucesivaznente la ecuaci6n para G. 

La funci6n de correlaci6n estacionaria se calcula a través de la fo~ 

mula de Pluta: 

:: ..1 
2. 



donde ~. son las raices de la ecuaci6n horária 

r 
k-j. 

-::. -K 
+cJ.L 

,'". I 

'1,' ::::: 

-1. 
con 1 (vida n.edia neutr6nica) = -----

(o. +...A.(~+-~d-A.·') 

~. (fracci6n de neutrones retardados) = 

.vo ...A.. 
t.< (constante de multiplicaci6n efectiva)-.::: 

(4(J.+ ¡..~ .. ,(:~){ 1--~) 
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(3.51) 

Poderr.os observar como a través de (3.47) y (3.51), con el simple conoci-

miento experimental de varianzas y correlaciones, puede extraerse gran 

cantidad de los parán~tros cinéticos más importantes de la dinámica de 

reactores. No vamos a discutir aspectos técnicos ni experimentales, sim-

plemente constatar el hecho de que en esta teoría lineal el cálculo exac

to de parámetros es factible. Las expresiones (3.41) y (3.51) nos serán 

de utilidad en la comparaci6n con 'la teoría con ruido externo. 

III.3.C.- TEORIA DE FLUCTUACIONES EXTERNAS E INTERNAS EN REACTORES PUNTa! 

LES DE POTENCIA CERO 

A.- Ruidos externos blancos 

Consideremos un modelo puntual con I grupos de neutrones retardados 

como el expuesto anteriormente. La ecuaci6n maestra y la ecuaci6n para 
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la funci6n generatriz serán respectivamente (3.43) y (3.45). 

Introdu~ camas ahora el ruidoparamétrico externo en los coeficien--
tes de absorci6n, fisi6n, fuente y detecci6n como: 

r. ~ ,,~tlo 
-A --t>..A..¡. t.(. 

.-j ---t> ~ 4- r., 
~~ -p A.(, ~ Í~~ 

donde el ruido es blanco con funciones de correlaci6n: 

¿ tl'Ct) t(il» = ¿ D~ 'SU-t
l
) 

c( S.di.) tde) > = ¿ D...\ ó (t-e) 

teniendo presente que son independientes entre sí. Operando de idéntica 

manera (III.3.A) y aplicando la formula de N.óvilmv ,se llega a la si-

guiente ecuaci6n para la funci6n generatriz promediada: 

+ D" (J.-X).9:... (1-><) -º- 6- + -A. [ G( Kj ,/, .. y~) - X) ~~ 1- (3.54) 
cP< oX . d- x 

1- 0.,(, S $ ('<' 'f,_. Yz ) - x t J:- í & (1(.'f,- y~) - x j 1- G + AoI (~-x) 21 + 
l l Q)( d>( dX 

D~.{ (e-X) 9:- (~-x) ~ (;. . 
<Ix .t X 
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La ecuaci6n (3.54) es In. misma ecuaci6n que se obtendría para una ecua

ci6n maestra efectiva (Sancho, 1983B) . , en la que los coeficien 

tes no son ahora lineales. En este sentido, esta teoría puede considerar

se no line al, sin embargo como posteriormente veremos el cálculo de mamen 

tos no lleva una jerarquía infinita por lo que goza de las propiedades 

de las ecuaciones lineales (III.3.A). El cálculo de los primeros momentos 

se hace por derivadas sucesivas de G sin dificultad (III.3.B). Con el fin 

de dar claridad a la exposici6n vamos a agrupar nuestros resultados en 

tres partes. 

A 1) l'!omentos de primer orden 

Las ecuaciones resultantes para las variables N y C, son 

donde hemos definido los coeficientes eficaces (denotados por un sombr~) 

como: 

y con 

¡Jo ::. L t\1 -P (M, Mi;) 
"1,!Wt: 

V)' :: L l'Mj 1> (,.t)/tKf.~ 
... ,J\41 ; 

El análisis posterior es similar al realizado sin ruido externo pero con 

los coeficientes eficaces definidos por (3.56). Siguiendo a Williams (1974) 
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se define 

'V ;)0 ..l¡ 
K (j.-I) -= -------"" '''' ....A.. + ¡.. 

V,, 
(3.60) 

"'" ,... 
donde e es "la vida media instantánea neutrónica", K el factor de multi-

plicación efectivo y r;~ la fracción de neutrones retardados del grupo i. 

Asi, operando en (3.55) se lleea a lfls ecuaciones cinéticuo para el 

v<l1or liedio: 

(3.61) 

"'" J<',,)_ P:>:~ <tv>- ~i{C.,·/ 
Ji: .l (3.62) 

La ecuación horaria tiene la misma forma que en III.3.B pero ahora con 

coeficientes eficaces 

::: 

y la funci6n de transferencia 

1. 
Rc4.) = --~---

Se deduce que para el primer momento la cinética es la misma que en el 

caso de no existencia de ruido externo (III.3.B) con los coeficientes 

efectivos dados por (3.56) y (3.57). 

Una primera conclusi6n es que el ruid.o externo actúa de tal pJodo que 
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disminuye los coeficientes de absorci6n y aumenta laG de fioi6n. En cual-

"'" quiar caso aumenta siempre el coeficiente de multiplicaci6n K > K Y la 

"" reactividad .g > ~ • La vida media neutrónica disminuye si D..A.,"> D¡. y au-

menta en cnso contrario. En general el ruido externo multiplicativo (en;" 

y ...A.) aumento. 10. reactividnd por 10 que tiene efectos dOGestabilizo.doros. 

El ruido externo aditivo (en~) no tiene efecto alguno en el primor mamen 

too Los valores medioa estacionarios en funci6n de los coeficientes efic~ 

ces vienen dados por 

J.J.. X. V/) . 
(3.66) 

Nuov[U"¡;ente comprobaremos como en (III.3.A) que en los límites se reprodu

cen los resultados correctoo. 

En el límite termodinámioo v -:¡;;. 00 ) obtenemos p!: 

ra los momentos 

(3.67 ) 

J) • ....:t ~ 
< c'l)= ---.:..'-----

(~,-(.t{~J tr~_).i,)(.t (3.68 ) 

que se corresponden a los momentos obtenid.os a través de las ecuaciones 

diferenci ales 

~: ::: (.v()~!)..A. lfI - (c\f¡\~) lYl + r ,,¡(,' +1 +- (J{-1) f...t M-

( t,.. t J M) N1 .,. J" 
d C¡, f> -- = - ¡;'; c.¡ +...A.. J.}L' V\ + S..t. Pi. IV) 
di-
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y en los límites de ruido externo nulo D-A == O,.. :: 0-';) ::: 0"4 := O De re-

producen los momentos correctos, pues la función generatriz efectiva (3. 

54) pasa a sar la original (3.45). 

A2) Ecuaciones para los momentos cuadráticos 

A partir de (3.54) y con las técnicas habituales obtenemos para los 

mOll1entos cuadráticos de N, 

~ N(/J-;')? = _ 2. [:\1. _ (,1)0-).) ..A";} ~ f.J( tJ-J.) > + [, 1I1 4- ~o ..A.] e: Al) + 
"ti (3.71) 

J. <:c: •. ~[)= _ ((Ii.f~j)(C.-(i) + lJ, . ..1, ·~'ifJ> +~.1;":::::C)'AJ> .¡.. 

c(t. (3.72) 

+ 2. O...t. .z..:. J}J' .::: N(AJ-J) + í{).~ ¿ Al>. 

c{ .:::. N((; = (()Jol-I)'z' - A,- A ¡) /... /lJCt ) + (V1- A,) ..:: e,) -
eH 

- 2-~¡ <:C,·C.l) + »"-JL3<AJ(A).J.)) + ca.· ..A.J.(rJ). 
i 

con los valores eficaces: 

~o = »,,0 (:i + ~.A. (J.J.,-J.)) 

~) = »~). (i + :~ CP..-IV +- ~ (~. Po" +~. Yo;) 
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Para los v~s estacionarios con la dcfinici6n de los parámetros efica-

ces anteriores se obtiene: 

L N( IJ-J.) > 

¿e,· N) :::. 

Por la definici6n de los parámetros eficaces se puede fácilmente deducir', 

que el efecto del ruido externo sienlpre tiende a aumentar estos valores 

estacionarios (los numeradores aumentan siempre y los denominadores dismi 

nuyen). Resol ver el sistema anterior puede resultar extremada.mente pesa

do, y como normnlmente se hace vamos solamente a considerar un grupo de 

neutrones retardados 1 = 1. De esta forma obtenemos 

y para las fluctuaciones relativas (con los términos ya reagrupados ): 

+ 
(3.79) 
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En primer lugar se puede ver que para el caso oencillo estudiado en 

III.3.A las expresiones coinciden. En efecto, quitando el efecto de neu

trones retardados V. = ~ = u ,y sabiendo que en el modelo de creaci6n 

destrucci6n JI.., ~ lI.,o ::: ~ , se obtiene la expresi6n (3.38). Para v~ d:I 

d-A 
nos quedamos únicamente con el efecto de ruido externo; el término en ~ 

se anula. Comparando con los resultados conocidos en la bibliografía ob

servarnos que nuestra descripci6n es más completa pues distinguimos entre 

fluctuaciones en la absorci6n y en la fisi6n. En el límite I)~ el:) y con 
I 
las definiciones de e, K ,13. en (3.51) obtenemos las ecs. de los moinentos: 

(3.80 ) 

(3.81 ) 

Ahora supo.niendo que las fluctuaciones en K provienen úniclll'hente de los 

coeficientes de fisi6n: ~,,-::~..A.. e (~) obtenemos una ecuaci6n 
(L- 1';,) 

similar a la de Saito (1979B) en la que se considera el ruido en (3.80) 

y (3.81) 

Si consideramos fluctuaciones en K proviniendo de los coeficientes de ab

sorci6n: ~K = ~ 
( I-~) , obtenemos ecuaciones similares a las usa-

das por Quabili(1979) en las que en la ecuaci6n (3.79) no se considera 

. ningún término fluctuante. 
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AJ) Extrncci6n de la informaci6n por medio de contaje 

VéUllOS a centrarnos ahora en lns ecuaciones de los momentos para R.(t) 

(número de detecciones en el tiempo t) Y en la extracci6n de informaci6n 

a pnrtir de la variable observada R. Operando conlo habitualmente, se ob-

tienen las siguientes ecuaciones: 

d.<R> - ( D) ) --- - Ac:t - ~.t O) (-/: ") 
ott 

(3.86) 

- (,~, fO)¡)·l)...,L,) N'~N + "1."(." }IR',' -+ A (3.88) 
, 

ot ¡..fR,', 1 Ir / ,/ 1" A,. + B,' 
--- .. - C'" /"IR',' r v,' ......... /V~R qt -

donde se ha seguido la notaci6n de Wi11iams (varianzas modificadas): 

¡.(RR :: ~R¡)- cRf-~R'> 

y con 

(3.91) 

Haciendo las sustituciones (3.58-60), la transformada de Laplace yefec

tuando se obtiene 

Ahora, invirtiendo , obtenemos por fin: 
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}ff( R (t:) :. ¿ DM ( <1->1.) - <N» t + 2 (".t - DM) .? X f 1:-
\ 

(3.93 ) 

'" con O{. las raices de la ecuaci6n horaria eCluí valente y 
I 

- ~d S; A t 2. -'-;';:¡--

s::, (.i~~-·,----------- [ ,... 2. )J' ~ , J q, 1 + -t, -2-~-
¡ (~,'.ot/) 

~\. ::: 

Si aplicarnos la f6rmula de Pluta se obtiene para las correlaciones 

(3.94) 

formalmente idéntico al caso sin ruido externo pero'con coeficientes 

equivalentes (3.49-3.51). El efecto del ruido externo se manifiesta pues 

de dos formas: variando los tiempos do relo.j nci6n y los coe-

ficientes (la amplitud) de cada contribuci6n ~. I L.,."l > I .::::: Al >. 
Condensando los tres apartados anteriores se puede decir que la teo

ría estocástica de reactores puntuales a potencia cero y con ruido inter

no blanco es formalmente idéntica a la usual sin ruido externo cuando se 

definen unos coeficientes eficaces que son funci6n de la intenSidad del 

ruido externo. En los límites respectivos obtenemos las descripciones 

usuales de ruido interno (ec. de Kolmogorov ) y las ecuaciones estocásti

cas con ruido externo lo cual prueba la consistencia de la teoría. A con

tinuaci6n vamos a relacionar nuestra teoría exacta con las aproximaciones' 

de Longevin usuales. 

B.- Comparaci6n con las aproximaciones de Langevin 

El uso de la aproximaci6n de Langevin es muy frecuente en problemas 

de ruido en reactores nucleares (Williams (1974), Saito (1974, 1979A). En 

esencia consiste en hallar una ecuaci6n diferencial estocástica equivale!!, 

te a la ecuaci6n maestra inicial en el sentido de que reproduzca los dos 
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primeros momentos y correlaciones (111.2). Normalmente la ecuaci6n dife

rencial estocástica equivalente presenta la fuente de ruido en forma adi

tiva y su correlación viene dada por la fórmula de Schottky (Saito 1977). 

Una méWor generalizaci6n ha sido hecha por Ackasu (1977) quien además 

tiene en cuenta el carácter intensivo de lao variables del sistema. En 

esta secci6n vamos a estudiar las implicaciones de la aproximaci6n de L88 

gevin en nuestro formalismo de ecuaciones maestras con ruido externo apli 

cado a modelos puntuales de reactores nucleares. Con el fin de ofrecer 

mn,yor claridad en la discusi6n vamos a servirnos de un modelo sin neutro .. 

nes retardados ni detector. La generalizaci6n a problemas en varias dime~ 

siones es inmediata. Sea la ecuación que representa las fluctuaciones in

ternas de nuestro modelo: 

~ P(fJ,t) =. l\CIJ-ti) P(fJ~J.,t) + Z'...A. ,pU) (N-t'.t!) P(lJ-i."J,t) + 
\ 

que es la misma que (3.43) sin tener en cuenta neutrpnes retardados ni 

detector. 

La. ecuación de La.ngevin equivalente viene dada para A1:: ~ = tJ é. por 

con S(t) la fuente equivalente J LSm) = O J que por la fórmul,a de Schottky 

con ! (Jlq-J.iS -= ; {""-~J~ ~(I'()} 

No es difícil comprobar su equivalencia en el sentido de que amb~ ecua

ciones (3.95), (3.96) reproducen las mismas ecuaciones para los p'rimeros 

momentos: 



~ ¿1\I1.)::: Z((J)rl)-~)L.M') +(G-:) + é(CPo·ljl...A.+¡\»)¿M>t-!¿) 
oIi: 
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Ahora el problema estó. en introducir el ruido externo. Nuestra teoría' 

exacta se basa en la introducci6n del ruido al nival de la ecuaci6n maes

tra (3.95) y, promediando, conseguir otra ecuaci6n maestra exacta. 

En la secci6n anterior se ha hecho al nivel de funciones generatrices lo 

cual es lo mismo. Discutiremos ahora varias aproximaciones: 

i) Si introducimos el ruido externo (por simplicidud,vrunos a consid~ 

r~l.rlo en la absorci6n f" ) al nivel de la ecuaci6n de Langevin (3.96) 

lA ::. (c~,J-I)-t-r.) M + -0 4 rJf S(i) + ~ N) 

~ S(t) $(i'J) = [({(.v.,-'J~-A. +A) .c1\1~,+1] ¡;'(t-i~ =: 

obtenemos para los momentos: 

L M''t) - 2((J-'d)...{-r.) LM~>+(lS+Ea(.¡l,,·I)U+M)¿IVI>+ 

+- '-t 00\ ¿:: 4t't > + E S 

y comparando qon el resultado exacto obtenido en la secci6n A observamos 

la ausencia en estas ecuaciones de los términos cruzados, en este caso 

sencillo - ~ é o~ ¿M) • Como conclusión podemos decir que en esta aproxim!: 

ci6n no se reproducen los términos cruzados. Hacernos notar que en el tra

tamiento simultaneo de ruido interno-externo en reactores nucleares, ésta 

ha sido la aproximaci6n comúnmente empleada (Seifritz, (1971) t \hlliams( 1974» 
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La ausencia de estos términos se debe.a no considerar como fluc-

tuantes los parámetros que aparecen en la fórmula de Schottky. 

ii) Vamos a ver de que forma se pueden considerar estos términos cr~ 

zados manteniendo las ecuaciones de Langevin. Para ello podernos utilizar 

la ecuación de Langevin, con la fuente en forma oxplícita (111.2.1:» 

tñ ;::: ((,.I1o • .1)..A.-?-) N\ + /,) - ~l- tYl + Vi [t(v,,-J.)Y-t + r. + f'l-) cf-("~-IJ\. H;} ~ ~ J~ ~(-t) 
(3.101) 

con W(-t) ruido blanco normalizado .c. tJl~) w(tl» := .f,(-t-t~ 

Se comprende fácilmente que esta ecuación resulta. inabordable por" 

presentar el ruido externo de modo muy oomplioado. Este no puede ser el 

tratamiento adecuado • Consideremos otro tipo de ecuaoiones de Langevin, 

no usadas hasta ahora en reactores nucleares t pero conocidas en otros 

campos (Van Kampen 1981): (ver 111.2) 

tÓ = ( (JI.,.,)...\. - ¡\) Nl + /.> - ~¡. NI + Vi [({lP",'Ff...A. .,. ~ .,. f~) IV) .f ", Jt t.V (i) 

ahora el ruido externo en la fuente equivalente es rnul tiplicati vo y en 

forma de raiz cuadrada. Presenta un aswcto más tratable corno ecuación 

de Fokker-Plaltck: 

~ P(M¡i).::_ ~ r(U-.v")..(._~)A1 .,.~] PÓ'''i) + ~¡l. J:.. M P{II1¡-t) + 
~t tM ~ ~~ 

+ ..§ i!:- 1({(Y.d)'Y-A- .f~)N\ -I- Ql PC lI1d:) + 
2. c\'M1. L :J 

Esta .:s la aproximación de la ecuación de Fokker-Planck no line~ 

pero con ruido externo. Promediando esta ecuación con respecto ni ruido 
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externo se obtiene: 

que es una ecuaci6n con derivadas cuartas. 

niendo los primeros momentos 

A partir de (3.104) obte-

Se encuentra In expresi6n correcta para ellos. En esta ecuaci6n existe el 

término de cruce. Se concluye pues que la ecuaci6n de Langevin (3.102) 

reproduce los dos primeros momentos correctamente, sin embargo y dado que 

las aproximaciones de Langevin son útiles por su sencillez respecto a la 

ecuaci6n maestra inicial, en este caso se puede pensar que no supone una 

simplificaci6n excesiva por lo que dudamos de su eficacia. Abandonamos 

pues la imagen de Langevin para estudiar '\:Llla formuluci6n equivalente por 

momentos. 

iii) Introduzcamos el ruido externo E:n la misma ecuaci6n para los 

momentos (3.97), (3.98) 
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(3.106) 

Si en estas ecuaciones tom~loS valores medios respecto al ruido externo, 

teniendo presente que aplic~Uldo la f6rmula de Novikov se verifica: 

(3.108 ) 

obtenemos los buenos resultados (3.105). Como conclusi6n vemos que en la 

búsqueda de una ecuaci6n de Langevin equivalente nos encontramos con que 

el tratamiento comúnmente empleado no tiene en cuenta los términos cruza

dos. Puede existir, sin embargo, una ecuaci6n de Langevin generalizada 
I 

que los reproduce correctamente pero su nivel de complicaci6n es similar 

al de la ecuaci6n maestra inicial. Respecto a la aproximaci6n de Langevin 

normal utilizada en trabajos anteriores (Sei-fritz (1971» se concluye 

que será válida cuando el efecto cruzado de ~,bos ruidos sea despreciable. 

Vamos a estudiar esto en nuestro modelo representado por (3.95): 

Se trata de un modelo puntual sin neutrones re~ardados y como paráme

tro estadístico significativo tomemos las fluotuaciones relativas eco (3. 
79) sin neutrone~ retardados 

¿ Al'/.) - ¿IJ>' :: 
c. ,lr)"I.. 

f D¡. .f(J.Io0I) 0.-<.1 -----
( -;\~ - (""0°') :1'1) 

( ¿;.Y.--A. + :\1. -(v,,·I)..l~)( ~ -(JJo-I).J:'.) 
z. _ .... ____ ... __ .. _____ .. -- _ .. _ .. __ ." -- ..... -

+ f'V ' '" , 

/) V ( h - (jJ"o'J .l~ ) 
/ 

Las fluctuaciones aditivas D~ no presentDll términos cruzados y no van a 
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III Ir 
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DE 

INESTABILIDAD 
1 

1 2 

Fig. 111.1.- Regiones de validez de las fuentes equiva.
lentes en un modelo puntual sin neutrones retardados. 
(La. regi6n de inestabilidad 10 es en el sentido de medias 
y varianzas.) 
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influir en este análiois por lo que prescindiremos de ou estudio. En la 

ecuación (3.109) podemos separar la contrilmción de cado. ruido p:ll'a estu

diar en que condiciones de los parámetros van a valer las aproximaciones 

de Langevin. Para el ruido externo puro se tiene: 

DI- + (;J/I'l) D.vl ... __ _ ~ 

(~1. -(JJJ-I)-A1) (1." -(JJ,,-,) .A"l) 

para el interno puro: 

.Y~D ~ A - (V.l-J.)...,( 
F L' :: + -------

2~\J .1;> v 

y para la contribución de ombas (términos cruzados): 

Supongamos que mnntenemos<N)constante 

y hacemos variar /)11 y el. • Para fijar idee.s vnmos a tomar 

((Vo·') (~:/lo-2)D--1.-2 D~)~ O 

(3.110) 

(3.111) 

(3.112) 

En la figura (m.1) aparecen las diferentes regiones de validez en 

funci6n de los par&oetros del ruido externo e interno que explicamos a 

continuaci6n: 

Regi6n I.. b >...1 • (&A + C>o{ +.t:» ><IJ ') 
~ ~, ~ ~ 

Esta es una zona en la que los términos cruzados contribuyen mas que los 

do cada ruido aisladamente. Por consiguiente, no valdrá ningún tipo de 

aproximación a excepci6n de la de Langevin complicada (3.102). En concre

to no es válido ninguno de los tratamientcls hechos en reactores nucleares 
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Re~i6n II: 

Los términos uruzados contribuyen más que los de ruido interno pero menos 

que los de ruido externo. Tampoco en esta regi6n son válidns las aproxim~ 

ciones de fuente equivalente, aunque ahora,' para ruido interno desprecia

ble, se tienen en cuenta los efectos de ruido externo. 

~ do. (Al) --<. 01.. 4- 6) ¿!,t:.AJ > 
Regi6n 1II: 01, ~ t: .::.. I J --;;;¡:--. -l ~.-

Los términos cruzados no contribuyen tanto como los otros y en esta re

gi6n sí son válidas 1ns ecuaciones de LanlS(lvin. Por 10 tnnto, en esta zo

na, si el orden de f1uctuaci6n del ruido e=cterno es de Jcfv serán válidos 

las tres tipos de métodos usados en reactores (11I.1.C); si la magnitud 

de la fluctuaci6n del externo no va con Arv- solamente será valida la 

primera aproximaci6n fenomeno1ági~a. 

Regi6n IV: ~.::: i 
d,.p. 

Los términos cruzados contribuyen más que el ruido externo pero menos que 

el interno; no serán validas las ecuaciones de Langevin. Esta regi6n no 

tiene importancia física ya que no es frecuente el caso de fluctuaciones 

externas más debiles que las internas. 

1I1.3.D. ESTUDIO -CON RUIDoS no BLANCOS 

Es conveniente ampliar nuestro tratamiento a ruidos externos genera

les por dos razones principalmente: Una de ellas es conmn a cualquier sis . -
tema y es que el ruido blanco es una idealizaci6n de derto tipo de rui

dos que no existe en la naturaleza; otra, específica de nuestro problema 

concreto de tratruniento de ruidos externos e internos, es que el ruido 

externo, al formar parte de una probabilidad de transici6n y ser ésta 

siempre positiva, tiene limitaciones físicas que un ruido blanco no puede 

cumplir. En ambos cnsos se usa el ruido blanco como una cierta aproxima

ci6n que permite resul tndos analíticos sencillos. Nuestro estudio sinml-
' ... 
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táneo va a tener la complejidad de tratrumiento propia de las ecuaciones 

estocásticas con ruidos no blancos amplificada con la presencia del ruido 

interno a través de la ecuaci6n maestra. 

Parte de esta secci6n presenta una metodología aplicada por primera 

vez a sistemas físicos, por lo que requerirá m~or exposici6n. 

En primer lugar, forcrulamos el problema global con ruidos totalmente 

generales 'f~ (t) , donde 1 se refiere al tipo de proceso; l.:'" absor-

ción, 1 = ~ fuente, 1 = ~fisi6n. Partimos de la ecuaci6n de fUnci6n ge

neratriz (3.45) expuesta en forma operacional: 

J\ A 

con :M y L operadores de la forma: 
1: 

A (_ ) V 2 (x,-!J.) Jo" 2- + rA (~-)¡) +4 í f( 'r,'1'-'~/) -)( J + ~ U~J.2: 11 = ~ J, ,,-1- d'S' Lj 

<1"X 
(:>j , 

(3.116) 

A 
L,,:: V(>(-i) 

Formalmente (3.114) es análoga a una ecuaci6n de Liouville estocástica 

por lo que podemos aplicar el formalismo de Van KaJnpen (1974) para obte

ner la ecuaci6n para la funci6n generatriz promediada 

- '" [. lt 1'>' l~j-, - ~ /\ -r1 (f-.IjJ 
Q (,. =- M G- -t I J1, J~ __ o ~. ¿< 2 ~~(.*) l.¡ e . 
dI: J' Q o C) J ¡ 

~ ~ 

A -~ (~-I) ... ) _t1 (O""'~l') _ /'\ _I-!{'.I,.--tt ~-

~ ~J:(~!) lL e ___ -.e ~ Sf(I.>J) lt e ~}C;(k,'Ji)~~3.117) 
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¿.::. >~ significa la expresión de los cmnulantes ordenado::: de '\¡. Kam-

pen con respecto al ruido externo. 

¡\ A 
Cuando los operadore::: L y 111 conmutan los cumulantes ¿.: >>c. se rc-

ducen a los ordin:U'ios y la expresión (3.111) es fncilmente resoluble. 

En el tratamiento de ecuaciones diferenciales existen varios cnsos liooa-

les o reducibles a lineales en los que los operadores conmutnn(San Miguel 1980) 

en nuestro c,~o actual prácticamente solo ocurre cuando ambos son iguales 

H = ~ de ahí la gran complicación que surge incluso para casos senci-

llos, que hace que, en ~neral,(3.111) sea intratable. 

Vamos a centrar nuestra atención en un caso que abarca gran cantidad. 

de situaciones prácticas: la intensidcm del ruido es débil por lo que en 

el orden más bajo nos quedamos con el primer cumulante de (3.111). A fin 

de lograr m~or claridad y simplicidad vamoo a despreciar el efecto de 

neutrones retardados ~ = 0<-1) VI) + [C\C j.-K,) .,. --l (~(,,) -x JJ tx y. considerar 

dos casos conceptualmente distintos: i) ruido externo aditivo con función 

do correla.ción exponencial: 

(3.118) 

siendo l,d el inverso del tiempo de correlación y ii) Ruido externo mul ti 

plicativo en la absorción con la misma forma de la función de correla

ción: 

i) Como hemos dicho, en el primer orden de la intensidad. del ruido 

solo contribuye el primer cumulante. opennndo en su interior, optenemos 

e~ (t-~) ~ eA(H) = ~ 1- f.. (flF [M [~-;.;"_ [~J ~')JJ~ ~ 
00 

= v( )(-i) + V [. (t~~l"1 ( I=(F. ~ .U·'r:)')')!./ (3.120) 
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con L I 1 conmut ador y 
F ;;: [(1 (i- X) +.A. i ~(xJ-xj] (3.121) 

1\ .1\ 

El caso adi ti vo es sencillo pueo, si bien los operadores L y J.l no 

conmutrul en el interior de los cumulantes, se obtienen expresiones corno 

(3.12.0), es decir, son e-números y por lo tnnto fúcilmente tratableo. En 

concreto, para un ruido aditivo gaussiano los cumulantes m~ores que el 

tercero se anularían y nuestro deoarrollo nería exacto. Así pues nuestra 

ecuaci6n para la funci6n generatriz se escribe como: 

El efecto del ruido interno se aprecia ahora en la forma de F donde sol,:,: 

rrente en el caso de no existencia de fisi6n, F = ~ U.-x) la ecuaci6n 

(3.122) toma una forma sencilla similar a la obtenida en ecuacionl:s dife

renciales con ruido externo: 

- t -~(t·i;J -~(t-L') 
6 G- ::. H G + 1 01 t' D~ 'tI,) v'l. e (X.J./, e _ G. 
<lé (3.123 ) 

De cualquier modo a los primeros momentos solo contribuirán las potencias 

bajas de (X-1) y en un caso general es pOfOlible encontrarlas: 
-o 

F [~(F.. 1= I='IJ'J~. J'::: 2.. l! ('Jo fil.-J.) (~.n·L-tI~-2) ,- -.( I~ t0··_t:"-I~ (~-l.». 
..... .,11_1", =., 

estando definidas las a.¡ como 

anterior dan: 

~ = t.d ( í3 -:[ ) 

ct 1 =-(. +vt(.P.-J,.) 

, que en nuestro caso 
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Conz = o obtenemos para los prin:eros 6rdenes en (x-1) 

(3.126 ) 

sustituyendo en (3.122) y operando como siempre obtenemos para. los prime-

ros rr.omentos: 

(3.128 ) 

Los valores estaciomu-ios son: 

011 
----"'~-~.-.-

c\ - {JJ,,-I).A 

.l.onde se ve que el efecto del tiempo de correlaci6n es disminuir el del 

ruido por un factor ~t, +~ -·(~-1) . ..{..J 

ii) Tratemos ahora 01 ruido multiplicativo ~ y operemoo 

forma que antes; ahora ,::; :::(J<-i) v~ + GlCX);t.) é::: 8,.(,<){-;; 

-M(-t .. ~I) ""L eMeH')' L + f -L M [M --- CrlJL~JJ..J (!:...t2:"'_ e = 1. "-- "" -1011 -
/. f' "'=. . 

00 .~ "" ') ()'" ct ) (-f t'J"1 )- 1\ ( ::. L l. + L ~-- F...{X) - t V-;> L ...::.... .. - . L H",< x) 
(' ~". 1'11 ~X' .. ;'. oII! .(::1 

donde: 

de la. misma 

(3.130) 



f"" (lo¡) -:: (j.-X) 

f'4- (K) :: a. (x) .g.f( x) - &CX) (\'",.) 

FM (x) :: a.C;"') F~_I (X) -

A"'\t ex):: _ [a(~)[4()¡) 
I 

A1- e 

1'4/ (,l.) el'cx) 

[(({X). ~,()I,)]TJ 
:..J 
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Observamos que (3.130) ya no es un C-núni~eroy no va a conmutar en el in

tecior de los cumulantes. Contrariamente al caso aditivo un ruido gaussia-

no tendrá infinitos curnuln.ntes. Para el primer orden en la intensidnd del 

En nuoa tro e aso : 

(3.133) 

Efectuando: 

• J:> • 
. )r,II;'''.oH ... ~( .... ~) ') J\~( ,')' 
(~-1 == t- ff, ,,",-;,o. 

,°0"", 



La estructura del término fuente A'iC es igual a la encontrada en i), 

solrunente adquiere una expreoi6n re3Ulnable exponencicilmente pn.ra .A. = o 
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La estructura del término multiplicativo (3.134) es diferente, únicnmente 

adquiere un aspecto resumoble pnra el caso de un solo salto; F;'..()():: 

::: ctl... ct;-t. (.\'_.1.)1. 

En los primeros órdenes en (x-1): 

Efectuando para los momentos: 

y para el primer momento estacionario: 

donde nuevamente observamos que cuando el tiempo de correlaci6n awnenta 

el valor medio disminuye. El efecto de color es pues estabilizador. 



CAPITULO IV: 

ESTUDIO DE MODELOS ESTOCASTICOS NO LINEALES EN REACTORES NUCLEARES 
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IV.1.- NECESIDAD DEL ~TUDIO DE MODELOS NO LINEALES EN LA TEORIA ESTO

CASTICA DE REACTORES NUCLEARES 

Es bien conocido en la teoría determinista de dinámica de reacto

res que el efecto no lineal de temperatura aetúa como principal estab,!, 

1izador en los aumentos bruscos de reactividad. De la misma forma, el 

efeoto de temperatura estabiliza el gumento de reactividad que se ori

gina por la existencia de ruidos en el reactor nuclear, sobre todo 

cuando la intensidad de éstos es elevada. 

En una teoría estooástioa aparece. además un fenómeno, conooido por 

el nombre de "oatástrofe de varianza" (Williams, 1911, 1914), que es 

irrelevante en la teoría determinista, y aqlÚ tiene gran importancia: 

un reactor en estado crítico, ino1uso teniendo ~camente en cuenta 

las fluotuaciones internas, presenta una varianza estacionaria infini

ta y, por tanto, ha de considerarse como inestable. Según Wi11iama es

te ~en6meno oonsti t~ una "fuente de irr,i tación eont:fnua" pues dificu.! 

ta el análisis de resultados experimentales y su exp1ioación permanece 

aún abierta. 

Varias son las posturas adoptadas por los diversos autores que han . . 

tratado el tema; la más difundida es suponer que el reaotor nunca está 

en un estado exaotamente orítico, sino que permanece subcr!tioo con 

una débil fuente de neutrones espontánea. Este argumento no nos pareoe 

oonvincente pues, como m~ adelante veremos, un reactor en estas condi 
:. ... 

ciones es mu¡y inestable frente a las fluctuaoiones paramétricas en la 

reactividad. Creemos más convincente la postura de Williams quien 

piensa que ha de existir algún efecto estabilizador, ya sea depido a 

la temperatura (en los reaotores de potenoia) o a un control e::¡tterno 

(en potencia cero). 

Experimentalmente y en las frecuencias de interés este fe~ómeno no 

se manifiesta de forma inmediata; sin embargo, a freouencias ~ajaa se 
r~ 
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observa gran dispersi6n entre teoría y experiencia (6rdenes de magni

tud de 106
, Kataoka (1975». Este error puede ser debido a deficien

cias en el modelo y sobre todo, bajo nuestro punto de vista, a consid~ 

rar modelos lineales o linealizados que no tienen en cuenta el efecto 

estabilizador de la temperatura. 

Existe otro tipo de problemas que no pueden ser abordados por li

nealizaci6n y están asociados a la existencia de ruidos externos inte,!l 

sos. Aparecen fundamentalmente en los reactores de agua en ebullici6n 

a potencias altas y se manifiestan como fluctuaciones espontáneas de 

gran amplitud. Ackasu (1961) explica parte de las observaciones experi 

mentales sin embargo, como bien puntualiza Williams (1974), la forma 

de las fluctuaciones indica la existencia de un acoplamiento interno, 

posiblemente de temperatura. 

En este capítulo estudiamos modelos no lineales, con efecto de tem 

peratura y ruidos externos, abordando los dos tipos de problemas ex

puestos con técnicas diferentoB a la 1inealizaci6n usual. Con ello qu,2, 

dan satisfactorianente explicados de forma cualitativa. Las técnicas 

utilizadas, que en algún caso sencillo son exactas, nos permiten ade

más hacer un estudio de la validez de las aproximaciones de linealiza

ci6n. 

IV.2.- MODELOS NO LINEALES: EFECTOS DE TEMPERATURA Y ESCALAS DE TIEM-

f2.§. 

Trataremos de reducir los modelos UJ3Uales a una descripci6~ senci

lla teniendo en cuenta las escalas de tiempos de los fen6menos que in

tervienen. Continuando con el esquema del Capítulo 11 suponemofl al 
. . . 

reactor descrito por las ecuaciones (2.19) donde ahora se desp~cia el 



ruido interno y se introduce el ruido externo a través de los coefi

cientes: 

dc,-
-:;:: 

~. K. (~.~ 1.1 .... c, (ti, - n. F¡:) 

~ v" 
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donde K.:: K() -4 ~J( siendo ~( el ruido externo. De acuerdo co~ el análi

realizado en él Cap.lIl el. ruido interne) puede despreciarse respecto al 

externo cuando el volumen es gr'ande y el externo no escala con}v *. 
La definición del factor de multiplicación y la vida madia neutrónica 

ha sido hecha en ( III.3.B,(3.51)~.El resto de los parámetros de inte!, 

tercambio de calor son conocidos (II.2.B). El acoplamiento debido a 

la temperatura se hace a través· del factor de multiplicación K y puede 

ser por diversos mecanismos, algunos de los cuales van a ser importan

tes por lo que nos detendremos en su estudio. 

IV.2.A.- ACOPLAMIEtlPOS DE TEMPERATURA 

Vamos a seguir el tratamiento determinista en el estudio de la va,

riación de el factor de multiplicación ewn la temperatura. Recordemos 

que en nuestra ecuación (4 .. 1) K aparece como un ruido Ko+ fl( (t). Se 

ha de suponer que la influencia de temperatura es sobre el valot medio 

~ despreciando el efecto del ruido en el acoplamiento. 
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Siguiendo a Lamarsh (1965) expresamos Ko por medio de la f6rmula 

de los cuatro factores, como Ko = YlT. E. f. P donde: 

~l = NUmero medio de neutrones de fisi6n por neutr6n absorbido en 

el fuel 

f = Utilizaci6n térmioa 

p = Probabilidad de escape a las resonancias 

é = Factor de fisi6n rápida. 

La temperatura actúa de manera diferente sobre cada uno de los fae 

tores indicados, y dependiendo del tipo de reactor su importancia es 

m88'0r o menor. Asimismo su influencia no es instantánea sino que puede 

ser a través de mecanismos complicados con un cierto retardo. No esta

mos interesados en un análisis detallado de tales mecanismos (para 

ello ver Lamarsh (1965), Bell and Gladstone (1970»"por ello abordar~ 

mos en principio un estudio muy general y aproximado t pa

ra después estudiar con detalle el efecto más importante en cuanto a 

estabilidad, que es el efecto Doppler ir~tantáneo. 

a.- Acoplamiento linealizado 

Derivando respecto a la temperatura en la :f6rmula de los cua.tro 

factores y dividiendo por Kounoobtiene: 

siendo' ~íi>( 1<0) el coe:ficiente de tempeNttura. debido a ttr t o{íO( ~) el 

coeficiente de tempera:tura debido a (! etc •• 



A continuaci6n se supone que KDes li:nealizable alrededor de una 

cierta temperatura de funcionamiento T : o 

koCi ) ( ,[ 1") eS j/) - '<'D( r,,) ( ,1.- T:" (l 1" (/\'))\ '-
• t<o ( T,,) 1- • O , ~'i, ro ," '\ . I 
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con lo que obtenemos en primera aproximaci6n el acoplamiento linealiz,2: 

do con la temperatura. Los coeficientes (~To se calculan te6rica y ex

perimentalmente existiendo mqyor o menor acuerdo según la complejidad 

del mecanismo de acoplo. Para f~uctuacionea débiles de temperatura es 

16gico que la aproximaci6nsea mejor, sin embargo un problema ea que 

en esta aproximaci6n tan simple no se tiene en cuenta el retardo en 

la :respuesta a la temperatura.. 

Como ya hemos anunciado, de todos los fen6menos de acoplo hay uno, 

el efecto Doppler en la absorci6n resonante, que tiene una singular i~ 

portancia por actuar de forma instantánea. Cuando se produce una per

turbaci6n de reactividad, el primer mecanismo de estabilizaci6n es de

bido al efecto Doppler. Por ello en el estudio de ruidos intensos será 

el único a tener en cuenta. Conviene, pues, obtener una descripci6n 

mas exacta que la pura linealizaci6n. 

b.- Efecto Doppler en la captura resonante 

El efecto Doppler instantáneo actúa a través de Koen la propabili

dad de escape a lns resonancias. En fun.ci6n de la temperatura, !:lsta 

probabilidad viene dada por Lamarsh (1965) : 



donde 

= Número de átomos de fuel/moderador en el reactor 

= Volumen total de fuel/moderador 

:: Secci6n eficaz de absorci6n resonante en el fuel 

'2-~~ :: Secci6n eficaz de "scattering" en el moderador 

(;:P/'1:: Incremento medio de letargía 

!(T):: Integral en la resonancia 

La variaci6n con la temperatura de I(T) se oonoce experimental y 

teóricamente en un amplio intervalo (300
0
K - 1500

0
K) Y viene dada por: 

J ( T) -= 1 (To ) [ i + t3¡ ( Vr - lJ"Tc;) J 

siendo T una temperatura de referencia y I(T ), 8 1 constantes conoci-
o o 

das. La sustitución de (4.5') en (4.4) y la aplicación de la f6rmula 

de los cuatro factores da para Ko 

Si linealizamos (4.6) respecto a T se obtendría una expresión similar 
o 

a (4.3). Dispondremos de estas dos expresiones para nuestros posterio-

res análisis. Es obvio que (4.1) va a ser muy compliCada, por lo que 

se suele utilizar (4.3). Resulta interesante utilizar la expresi6n 

exacta (4.1) para comparar con los resultados obtenidos por la aproxi

mada; ello será hecho más adelante (IV. 5.A). 
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IV.2.B.- INrERCA1¡ffiIO y DISIPACION DE ENERGIA 

Las dos últimas ecuaciones del sistema (4.1) describen de forma 

sencilla el intercambio y la disipaci6n de energía. Ya hemos indicado 

en el capítulo segundo que existen varios mecanismos de int'ercambio 

que, analizados a fondo, complicarían extraordinariamente el problema 

y además son específicos del tipo de reactor particular. Para un nnáli 

sis cualitativo como el que realizamos la descripci6n por (4.1) resul

ta suficiente. 

Analicemos en primer lugar las escalas de tiempos que intervienen 

en el problema. En forma integral podemos expresar las ecuaciones para 

la energía como: 

donde 

-J
con .t f 1 

~ __ '}) N{?) J';) + 
eJ{, 

+ f1,~ ,~,.,.(t) EF(v) + (.r'1~~ if:(.e..,,(t.~)+n~ e1t.(t-,))4., 

~I! (t J iif w +.e. t-~"" 1 = (W+M)(!i)~.cd. ~I-)- tt t,1. 

~" (t-) :: .t
L f i -J (wt-~+{,,.) 

(4.9 ) 

-i { LV .f-.~ f- (.I-

J lL .. (t-) ~ ¡ [(wtKr0(W+~-t- ~r-)- tz. p'1.1 [t-J -i-t, f-J .. l 

indicando la transformada inversa de Laplace. Las ?scalas 
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de tiempo propias de fF(t) se obtienen a partir de los polos de ~~(~) 

Aproximadamente ~~(t) se mueve en dos escalas de tiempos, una rápida 

1/I1J que representa el intercambio instantáneo con el refrigerante y 

otra más lenta ~ 1/ A~ por efecto del refrigerante. La escala de 

tiempo rápida suele ser varios órdenes de magnitud más pequeña que el 

tiempo de evolución de los neutrones retardados, debido a lo cual es 

frecuente usar la' aproximación instantánea (aproximación de Fuchs-

Hansen (Bell (1970». 

E, (t) se mueve en una escala de tiempo aproximadamente dada por 

l.jcl¡+h) que es varios órdenes de magnitud superior al tiempo de evolu

ción de los neutrones retardados. Es usual emplear la aproximación 

adiabática. 

La discusión de aproximaciones a utilizar según la escala de tiem

pos observada se hará seguidamente (IV.2.c), para ello estudiamos antes 

la evolución neutrónica asociada. 

IV.2.c.- EVOLUCION NEUTRONICA 

Las ecuaciones para el número de neutrones N y precursores (1' que 

aparecen en (4.1) corresponden a una descripción puntual general de un 

reactor sin acoplamientos. El estudio de las escalas de tiempos de e'V,E. 

lución de esta parte neutrónica forma parte de los cursos básicos de 

dinámica de reactores, y por tanto no nos detendremos excesivamente en 

,su explicación (Lamarsh, (1965), Bell (1970), Ackasu (1975». 

Nosotros estamos interesados en r~ducir el número de variables, y 

por ello, una primera aproximación, siempre utilizada en anális~s de 

ruido, es suponer la existencia de un s610 grupo de neutrones retarda

dos. Entonces aparecen dos escalas de tiempo diferenciadas, una de las 

cuales es rápida, correspondiente al efecto de los neutrones inatantá-
. t~. 
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neos y la otra lenta, conocida con el nombre de pe-

riodo estable y debida a los neutrones rl3tardados t -:: :/~ • 

Teniendo en cuenta estas escalas de -tiempo y la existencia de un 

ruido introducido en el factor de multiplicaci6n vamos a analizar aho

ra. las posibles situaciones en la evoluci6n del sistema, debidas a la 

acci6n del ruido o perturbaci6n externa. Vamos a distinguir dos casos 

diferentes; el primero es aquel en que los neutrones retardados no in

fluyen decisivamente en la evoluci6n y pueden ser despreciados. El se

gundohabrá de tener en cuenta al efecto de neutrones retardado~. 

a) Efecto de neutrones retardados despreciable' 

Los neutrones retardados serán despreciables cuando) o bien su re-

tardo no es importante y pueden considerarse como cuasiinstantáneos: 

1\» (l(':1J¡;-i o bien cuando la intensidad de la perturbaci6n, en nuestro 

caso el ruido, es fuerte de forma que son los neutrones instantáneos 

los que dominan la evoluci6n del sistema: DI< ~ p...e ,donde DI( es la 

intensidad del ruido (Williams, 1971). 

En ambos casos la ecuaci6n de evoluci6n toma una forma sencilla 

y es válida para cualquier tiempo. 

Introduzcamos ahora el acoplamiento de temperatura a través del 

coeficiente de multiplicaci6n ~. Como so trata con ruidos intexwos Y/O 

variaciones rápidas, el único efecto de acoplamiento a tener en cuenta 

será el efecto Doppler instantáneo. Asimismo únicamente actuará de foI, 

ma eficaz el intercambio de calor cuya escala de tiempos sea rápida. 

Tenemos por tanto a partir de (4.8) con 
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que en función de la temperatura, T,:: :: (II.2.B),se escribe 

'J. f,:: 1< (J- f!» 

'(1.. e Po Cf:, Hr:. 
N(~ ) 

(4.12) 

y a partir de la fórmula de acoplamiento linealizado (4.3) 

Sustituyendo en (4.10) 

eL AJ == _ Po N?. + (keH - J.) N + J:.- fU + S 
~ T ~- ~ 

obtenernos la ecuación para el acoplamiento linealizado. 

Para el acoplamiento exacto, sustituyendo (4.6) en vez de (4.3) 

se tiene 

con 

Las ecuaciones (4.14) y (4.15) serán el punto de partida del análisis 

del efecto de un ruido intenso o neutrones cuasiinstantáneos. 

b) Efecto de neutrones retardados importante. 

En el caso de ser ruidos débiles 01< 4. 6Q o presentar neutrones 

retardados con un tiempo de retardo apreeiable ~ ~ ~'-;)-i ,ex~sten 
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dos escalas de tiempos diferenciadas, t. oC< t , t. de dominio de neu-
J. r J. 

trones instantáneos y t de dominio de neutrones retardados. Si llama
r 

mos 6 a la escala de tiempo de observaci6n en la cual evoluciona nue!!, 

tro sistema, pueden darse los tres casos siguientes: 

• Escala de tiempo en la que los neutrones 

retardados evolucionan mu;y poco y pueden considerarse constantes. La 

ecuación neutr6nica en estas condiciones será 

-oH: 

t&<.oO-P..)-1.] N{t) .f- A C(o) 1-.5 ~ Id- Nlt-) 
- e c.. 

El acoplamiento de temperatura también será por efecto Doppler pues 

el resto de los efectos es de v.ariaci6n lenta respecto a esta escala. 

De idéntico modo que en el caso anterior se obtendrá para el acopla

miento linealizado: 

y para el exacto 

Estas ecuaciones serán Únicamente válidas para describir evolucio

nes en tiempos menores que los de la evolución de los neutrones retar

dados. Si el ruido introducido es blanco, el sistema (N,e) es markovi~ 

no y a partir de (4.17), (4.18) se pueden obtener las propiedades est~ 

dísticas de evoluci6n en dicha escala condicionadas en el inst~te in! 

cial por IJ{O)) C(o). 

La escala de tiempos es del mismo orden que la de 

evolución de los neutrones retardados. 
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En este caso se utiliza la aproximación de "tiempo de generación ins

tantánea" (Bell (1970), Williams (1971»,. que consiste en suponer ins

tantánea la evolución por neutrones instantáneos ti 1: o. Matemáticame,!! 

te se traduce en anular la derivada 1-~ -=. O ,sustituir N en la 
eH' 

ecuación para los neutrones retardados y sustituir e nuevamente en la 

ecuación neutrónica. El resultado final es la siguiente ecuación: 

A es --
f.> - ( /(,,-1) - fl( 

En esta escala no existe una aproximación sencilla para el inter

cambio de calor. Por otra parte la ecuación (4.19) es muy difícil de 

tratar y no presenta demasiado interés físico por lo que no abordare-

mas su estudio. 

La escala de tiempos es mucho ma¡yor que todos los 

tiempos que intervienen en el sistema. 

Este Elaso es el estudio de las propi.edades estacionarias. El tiem

po de observación es 10 suficientemente largo como para que los neutr.2, 

nes retardados actúen totalmente, así como los intercambios de palor, 

eto •••• Consideramos todos los procesos como instantáneos, 'Ü = cl.$.~ '::. 
c:f t- .,. t 

-=. 4J~ '" o y aplicando un acoplamiento general linealiz ad.o (4~3), r,2, 

sulta una ecuación como : 

En el caso de un ruido blanco, f,< , seguirá en esta escala mllJlte-

niendo las mismas propiedades que en cualquier otra. La ecuación (4. 

"o) será de utilidad. para discutir cualitativamente las propiediuies es -
tacionarias del reactor, en concreto la catástrofe de varianza •.. 

Las ecuaciones (4.14), (4.15), (4.11), (4.18), (4.20) presep.tan 
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una amplia región de operación del reactor, válida para nuestro estu

dio estocástico. Hacemos notar que todos los casos están representados 

por una ecuación de la forma 

eH (4.21) 

que será objeto de estudio en los siguientes apartados. 

IV.3. ESTUDIO DE UN MODELO NO LINEAL CON HUIDO EXTERNO BLANCO 

Es ~ común modelizar el efecto de los ruidos por medio de uno 

Gaussiano blanco. Cuando en realidad se trata de un ruido Gaussiano 

con un tiempo de correlación mucho más pequeño que los de evolución d.2, 

terminista,la aproximación de ruido blanco es fisicamente aceptable. 

Debido a la sencillez del tratamiento, cuando estamos interesados en 

describir cualitativamente las propiedades dinámicas del sistema en 

cuestión,la aproximación de ruido blanco permite obtener resultados 

que de otra forma serian inalcanzables. En esta parte vamos pue~ a su

poner que el ruido externo es blanco. En IV.5 estudiaremos el efecto 

de un ruido de color dicotómico. 

Iniciamos en principio un estudio general de la ecuación (4.21) p~ 

ra después discutir con ello las situaciones que se presentan e~ los 

reactores nucleares. Esta ecuación es utilizada para modelizar siste

mas sencillos en otros campos de la física como por ejemplo: en cinéti 
. -

ca química representa una reacción autocatalítica (Sch1og1 1971); en 

dinámica de poblaciones con S = O es el conocido modelo de Verhulst 

(Van Kampen 197~; en óptica es un modelo sencillo de Laser (H~en 

1975). En reactores nucleares un modelo similar que tiene en curnta 
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únicamente fluctuaciones internns ha sido \l..'1ado por Quabili (1919). En 

rcactorcD' estos estudios se limitan a tratar propiedados estnciono-

rias o dinámicas con ruido de"bil linealizando las ecuaciones o supo

niendo aditivo un ruido multiplicativo (ver IV.4). 

En nuestro caso el estudio de ruidos intensos va a ser importante 

pues está relacionado, como ya ha sido indicado, con la aparici6n de 

fluctuaciones intensas espontáneas 'observadas en reactores de agua en 

ebullici6n. 

IV.3.A.- ESTUDIO DFJ.I1ERMINISTA y PRIMEROS RESULTADOS CON RUIDOS DEBILES 

Antes de comenzar con el análisis de fluctuaciones es conveniente 

conocer la evoluci6n determinista del sistema. En concreto, interesa 

saber en que escalas de tiempos se ,desarrolla dicha evolución y dife

renciar los posibles estados en los que el sistema se encuentra. A cOE 

tinuaci6n realizamos este análisis determinista y, como ampliación na

tural, estudiamos los efectos introducidos al considerar un ruido dé-

bil. 

Sea la ecuación sin término fluctuante 

Cuando" ,.s son positivos la solución es estable para todo valor de ~ 

y en el estado estacionario: 

presentando los siguientes casos interesantes: 
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L) ot..l.?) el n S ; 

flS ) .... > O • '1.1 N j - (-;Lt- .. _-- t- .. 
'" ) 1"",,- n 0\1.. 

• rJ¿O'} ql.» I..tns J "\ 

En un 'reactor nuclear i) representa un estado supercrítico estable 

por el efecto temperatura, ii) un estado subcrítico y iii) una genera-

lizaci6n de un estado crítico (en realidad se llama reactor crítico 

cuando 01.. ::: O). 

Si definimos las desviaciones respecto al estado estacionario como 

n ::: obtenemos a partir de (4.23): 

es el inverso del tiempo de relajaci6n. 

Estamos interesados en conocer las escalas de tiempo de evoluci6n 

del sistema partiendo de una condici6n inicial VIo • Para ello resolve

mos exactamente (4.25) con esta condici6n inicial: 
.. (t1 -t-f ~~- :: -J ~ c{~ 

"lo [Nl t 1- IIlJ tu 



,1-10 
con A = ---- --

i t 1'/~>lo 
Se observa que en la evolución no existen en 

ningún caso escalas de tiempos diferenciadas, por lo tanto la condi
ti e-M~· to) de

ci6n suficiente para obtener una evolución exponencial '1 

( 1!...{1 \"1 . pende exclusivamente de los coeficientes ~ J 

los términos exponenciales serán despreciables para todo tiempo y se 

obtendrá la soluci6n de (4.25) linenlizada. La evolución exponencial 

es justamente la obtenida en la lineolización de (4.25), que en esta 

ecuaci6n consiste en despreciar el término cuadrático. 

Aunque en páginas posteriores (IV.4) se tratará la linealización 

-100-

en presencia de ruido en profWididad se puede ahora introducir· somera

mente en este análisis determinista. Esta última condición aplicada a 

los tres casos anteriores nos informa aobre la posibilidad de lineali-

zar: 

l) L.':: 1 

l ~) 1""1 ~<. 
041-

~~ 11~ 

(4.27) 

.. ') ~?l ':;:L. 1. l. ~ L 

PJd, 

observándose que siempre la amplitud relativa en las condicionea ini

ciales, permitiendo la linealizaci6n, es m~or para el caso iir subcr! 
. -

ticoó 
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Supongamos ahora que introducimos en (4.25) un ruido blanco de in

tensidad débil D ..:.< ji. t de forma que (. ( ~) ~ ~¡:¡)-';-:i";.-ñ-~- ~ ~ t!j! r 
y así es posible resolver la ecuación despreciando el efecto del ruido 

en la integral en n: 
t: 

- -- JI,.. ~d ~). J" 

El sentido de esta aproximación se comprenderá más adelante, por 

ahora indicamos que la parte dopde se desprecia el ruido está asociada 

a una parte de valores propios continua en el espectro de la ecuación 

para las probabilidades. Cuando el efecto del ruido es débil, como se 

verá, el espectro continuo influye poco en la evolución y se juatifica 

esta aproximación. 

A partir de (4.28) se puede ver que cualquier parámetro estadísti

co condicionado inicialmente por tto se calcula promediando expresio

nes del siguiente tipo 

Teniendo en cuenta el carácter Markoviano de n} 1"ara el cálculo. de 

parámetros estacionarios se puede ahora promediar sobre las condicio

nes iniciales 

en concreto para la correlación estacionaria se tendrá: 



con . 

El promedio de la exponencial se calcula en el primer orde~ de 

aproximaci6n de D como: 

--
_ VI (~_ ~ D) (t- ti) e . 

-102-

~ara concretar ideas, en el caso del valor medio condicionado inicial-, 

mente por VIo y de la correlaoi6n estacionaria se obtiene reapeotivame,e 

te: 

"" .. -

1- (~r {I\C"-7f
O

) .• ] 

.¿; I\o\<t) "1 (e')~ r ::. f "::::~H--l')IMD> Mo 1ST ::= 

J 
(,.-~ ) (t-t') 

:: <MH-L~/"'o>\~T(A4,)otMo= {4~oJ e 1-

$T 

ziZL1",ll - O~ ~~) (¿·L~ 
+ ( ~ e + .--. 

~t 

El efecto del ruido no modifica apreciablemente las escalas de' 
I 
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tiempos del movimiento determinista. Para comparar con resultados pos

teriores es interesante identificar, en cada caso, la expresi6n del 

efecto del ruido, que estará asociada a un espectro de autovalores di~ 

creto; 

Por último examinamos las condiciones de linealizaci6n cuando -el sist2.. 
-

ma se encuentra sometido a un ruido blanco de intensidad D. Tomemos co -
mo ejemplo interesante el de las correlaciones estacionarias (4.31), y 

siguiendo el análisis determinista, vemos que una condici6n necesaria 

para la linealizaci6n es que el segundo coeficiente sea mucho menor 

que el primero: 

Bajo la hip6tesis de que las fluctuaciones son pequeñas podemos supo-. 
ner <::;Mo'> "')J .(MO>L 

sr ~1' 
, de tal forma que cuando . se cumpla: 

la desigualdad anterior se verifica. 

En condiciones iniciales estacionarias, y a partir de (4.21,), en 

el primer orden de la intensidad del ruido 

0== 
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sustituyendo N ~ n + Nd Y despreciando términos de 22 orden en D se 

obtiene para 

y para la condición (4.33) 

que particularizando en los tres casos interesantes: 

L) 

~ l , ') 

. , ') ~ ~ l. 

Observamos que para el caso crítico iii) y supercrítico i) se deberá 

cumplir que la intensidad del ruido D sea mucho menor que el inverso 

del tiempo de re1ajaci6n. Para el subcrítico esta condici6n es menos 

restricti va siendo 0<.::.. ¡.. (ti) . Insistimos en que se ha uti1iz MO 

la hip6tesis de fluctuaciones pequeñas. Una idea de la magnitud de las 

fluctuaciones la da el cálculo de las fluctuaciones relativas 

• En la figura IV.1, se representa la fl uctuaci6n re1a-

tiva en funci6n de c( para diversos valores de los parámetros. E!3 inte

resante observar como el punto crítico (cercano a ,~-:-D) presenta sie!!). 
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1 

-0.6 -0.2 O . 0.2 

( s I'J. = 10-3 

(S II)¿:= 10-3 

0.6 
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, D1 == 0.3 
, D2 ,,;c 0.05 

Fig.IV.1.- Fluctuaciones relativas (i~'epSGs de tiempo de relajaci6n) 

en funci6n de ~ • (las fluctuaciones han sido tomadas de Sancho 19838). 

2 

-2 
~1 ::. -10 

.J. - O 
V\l. -

Fig.IV.2.- Potencial en la imagen t::lásica. ($=iO~) (1= 10.1) 
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pre las fluctuaciones más intensas. Este sencillo análisis es lo sufi

cientemente indicativo para alertar sobre In fiabilidad de 

la linealizaci6n en condiciones pr0ximas a la criticidad. 

Podemos dar una explicaci6n sencilln a este hecho utilizando una 

imagen mecánica muy simple (Hnken 1975). Hag<Unoo el crunbio de variable 

y =./!m N en la eco (4.li) 

eh 
(H 

: 

que podemos identificar como la ecuaci6n que sigue una partícula sobr~ 
y -~ 

amortiguada en un potencial V( 'J) :: fI e -,~ ~I- S e , y sometidn a una 

fuerza fluctuante ~ (t). Se extrae informaci6n cualitativa de la evoll!, 

ci6n del sistema observando la 'forma del potencial en cada uno de los 

casos interesantes (Fig. rv.Z). 

J..) -1 L '.') n S J' .J > O nt 1 tad "t . 1 ~ 
0\ ~ V\ ; represe a e es o supercrlo loca, e m,;!;. 

nimo del potencial se encuentra en ~ o ::: Q....::Y" • El potencial cerca 

del mínimo es aproximadamente 

J.• 1') ..J 1. » n S .', o. < O t 1 t ad b ít . 1 í' V\, represen éL e es o su cr lCO, e m nl. 

mo del potencial se encuentra en ~o:; .e., _~ ; v~ (~):: - o.j f oS ('-~ 
/,4 I 

... ) ..... 1.« f1 ~. ~ >.:" O 
l.llo '" ) ; representa el estado crítico, el mínimo 

'Jo -:: ~ 3iÍ j v. (.,) -:: fI e~ f- S c-'J del potencial está en 

En los casos subcrítico y supercrítico el potencial es mucho más 

estrecho que en el caso crítico (Fig. IV.Z). Una partícula sometida a 

la misma fuerza aleatoria sufrirá fluctuaciones más fue~tes en el po

tencial del caso crítico. Sin embargo Wl análisis como éste no permite 

conocer con precisi6n el efecto fluctuante de la fuerza. Para lograrlo 

introducimos a continuación el paso a otra imagen,ahora, mecánico-cuá:! 

tica. 



IV.3.B.- ECUACION DE FOKKER-PLANCK y PASO A UNA IMAGEN MECAlITOO-CUAN

TICA 
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La discusi6n anterior nos ha mostrado aspectos cualitativos de la 

evoluci6n del sistema y siempre en aproximaci6n de rúido débil. Cuando 

uno quiere afrontar el problema en forma general resulta indispensable 

trabajar sobre la ecuaci6n para las probabilidades (Ec. de Fokkcr

Planck). Para la ecuación (4.21) con ruido blanco ~ (t) de intensidad 

D y en la interpretación de Stratonovich, la eco de Fok.ker-Planck es: 

Ya se ha mencionado que las propiedades estadísticas estaciona

rias de este modelo han sido estudiadas y aplicadas a otros problemas; 

en conoreto se puede oalcular exactamente la probabilidad y los momen

tos estaoionarios (San Miguel~1983): 

¿, N'-I) = (~n)~ KI'<1~.Y¡;, ( ~!'-). 
'~"'ID (2 ~) 

donde /(.." es la funoión esférioa. de Bassel modificada. 

A partir de esta. última expresi6n se puede observar (Fig. IV.1) 

la forma de las fluotuaciones relativas 
¿ lJ1), "AJ')"l. -_ .... _-

.:. AJ)1. 
• Como 

era de esperar en el análisis cualitativo anterior estas fluotuaciones 

son máximas en la zona de estado crítico, justamente cuando el tiempo 

de relajaci6n es menor (para intensidadEls débiles), y las condioiones 

de linealizaci6n son peores. En el caso de ruido intenso se aprecia un 

desplazamiento de esta zona hacia la izquierda. Los análisis estucion,!! 

rios no amplían informaci6n sobre la evolución dinámica por lo que se 
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hace necesnrio el estudio en el tiempo dEl la ecuación de Focker-Planck. 

La viabilidad de este estudio se ha hecho patente a partir de un trab~ 

jo mU3' reciente de Schenzle (1979), donde desafortunadamonte se extraen 

resultados exactos para ecuaciones de FoJ:ker-Planck (o do Langevin con 

ruido blanco) que no son reducibles a nueotro cnso. Podemos, sin emba¡: 

go, obtener bastante información utilizando el mismo método, que bMi

camente consiste en plantear el problema en términos de una ecuación 

de Schrodinger equivalente. 

a) Paso a una formulación de Schrodi~ 

Vamos a plantear el problema de forma general, válido para una 

ecuación do, Langevin como: 

donde ~(t) es un ruido blanco con correlación <. íCfj f(f'J) = l!> ~(H.:J 

Siguiendo en todo momento la interpretación de Stratonovich (1966) 

hagamos el cambio de variable ~:: J ~ = 'P( x) que nos transforma 

(4.40) en otra ecuación equivalente en 1 a que el ruido está ahora en 

forma aditiva: 

= 
¡. ( '10' ('1)) 

a( r{lf1) 

..... 
Para la función de probabilidad P (~, t:) 

(4.41) la ecuación de Fokker-Planck siguierrte: 

se obtiene a partir de 

Ahora la relación existente entre léL función de probabilidadde la 
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variable original x y In actual es 

Buscamos la soluci6n de como una combinaci6n lineal de funci~ 

nes propias 

" -.1." t: e,. ('.1) e 

donde t significa que será. una suma para la parte de espectro discre

to y una integral para el continuo. Las funciones propias cumplen la 

siguiente ecuación 

Si hacernos la siguiente transformación 

Con ~ ('1) :: lIJo) bP1S 1f ot:> j 
aión del tipo de Schrodinger 

conseguimos para w .. ('1) una ecua-

logrando con ello una formulaci6n mecánico-cuántica. Nuestra cuesti6n 

inicial consiste ahora en resolver una ecuación de Schrodinger equiva

lente a una partícula cuántica en un potencial dado por: 
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La hermiticidad de (4.47) garantiza la e:dstencia de una base funcio

nal tal, que la representación (4.44) va a ser siempre definida. Las r~ 
-..... 

laciones de ortonormalidad para w..... inducen otras en ~ de la forma 

(4.490.) 

si el espectro de valores propios es discreto y 

si es continuo. S('1) coincidirá con la soluc.i6n estacionaria de (4.42) 

siempre que exista. 

Una vez que hemos reducido el problema a eatos términos podemos 

pasar a explicar como calcular cualquier tipo de parámetros estadísti

cos. Toda la informaci6n va a estar contenida en la funci6n de probabi 
,:\ 

lidad condicionada P ( '~.t I ';)'" t- o ) que haciendo uso de (4.44), 

(4.49) y de la condici6n inicial 

Siendo 8(.,) y ¿l'1) dos observables cualesquiera obtenemos para sU co

rrelaci6n estacionaria: 

y en concreto para la correlaci6n de la variable original x 



También para los observables en régimen transitorio se obtienen 

expresiones sencillas: 

en concreto para loa momentos transitorios en la variable original 

IV.3.C. ESTUDIO DETALLADO DEL MODELO NO LI~~ 
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Vamos ahora a aplicar el método expuesto a nuestro modelo particu

lar (4.21). Siguiendo el desarrollo anterior hagamos el cambio de va-

riable y = ~ IJ Y busquemos la. represcntaci6n en la ecuaci6n de 

Schrodinger 



Lograr resultados analíticos para esta ecuación no es posible por lo 

que se debe analizar primero para casos sencillos y luego ver en qué 

casos se pue de aproximar. 

a) Caso lineal f1 = 0, a..t: o 

En este caso la ecuación de partida toma la forma 
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que como se verá en el capítulo siguiente pueden calcularse exactamen

te momentos,varianzas y correlaciones incluso para un ruido gaussiano 

no blanco. El análisis completo de esta ecuación por métodos mecánico

cuánticos nos será ~ eficaz para obtener infomación sobre el espec

tro de valores propios de la ecuación general no lineal. Por otra par

te, también nos será util en el estudio de la linealización, e~ el se~ 

tido de sustituir un ruido multiplicativo por otro aditivo, frecuente

mente utilizado en reactores nucleares. 

Tomemos pues el potencial equivalente de(4.51)en la imagen mecáni

co cuántica 

en este sencillo caso es reducible a loa estudiados por Schenzle(1919) 

y Graham (1982). Para el estado estacionario se obtiene 

Los valores propios presentan un espectro discreto y otro cont!~uo. 

Para la parte de espectro discreto se ol>tiene: 
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. , 

..... 
donde L", son los polinomios de La.g:uerl'e y J(., son constantes de nor-

malización dadas por 

( ~)( 1.4} ~2,.,.;t) 
X ... = v 

1 ( 
l/d./ ",,) 

At, -.0 -lO' 

Para la parte de espectro continuo se obtiene 

con W cÁ.r., (x) la funci6n de Whitaker y }0 constantes de normali-

zaoi6n cuyo valor es ahora: 
2 (~-j) 

( ko ) ,p ~ • \ 11. 1 
K? :: ~ . /) . s~ It~ (/1 (fó t 'f J) /Ir (- :tr) 

'¡. nI. 

siendo (fI (x) las funciones Gamma. 

En primer lugar, se puede observar como el espectro discreto es 

idéntico al encontrado en el análisis determinista con ruido dépil y 

en las condiciones • En efecto, la existencia del espec-
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tro discreto supone ruido débil y en este caso lineal 

con r;: O siempre se cumple la condici6n n S ... <. oll. para ~ /: O. Nos 

encontramos en el caso límite de efecto de temperatura despreciable 

en un sistema subcrítico. Cuando el ruido es intenso O ~ leA} el es-

pectro discreto empieza a desaparecer y entonces el sistema se vuelve 

inestable. El cálculo de valores medios y correlaciones a partir de 

(4.51) reproduce los resultados conseguidos directamente de la ecua

ci6n estocástica (4.57): 

Esta expresi6n exacta será comparada en IV.4 con las obtenidas por los 

principales métodos de linealiz,aci6n. 

b) Caso no lineal sin fuentes: S. -:: o j ,,> o j ol > o 

Este es otro caso fácil que puede resolverse exactamente y es red~ 

cib1e a los estudiados por Schenz1e y Graham. El potencial toma una 

forma sencilla (transformado de Morse). 

y tambien aparece una parte discreta del espectro de valores propios y 

otra continua. Utilizando los resultados de Graham (1982), tras un sim 

ple cambio de variable se obtiene para el espectro discreto: 

. 
> 
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con el mismo significado que el coso anterior, y las constantes de no!, 

malizaci6n dadas por: 

Para el espectro contínuo: 

con 
l.{ j. -.1) Il) 10 

N/) = ( ·6 <) 

1 ( -~ -M) 
M. lD / 

Nuevamente para ruido débil existe espectro discreto y se corresponde 

exactamente con el análisis determinista (4.32). A diferencia del caso 

anterior los momentos y correlaciones no pueden calcularse exactamente 

a partir de la ecuaci6n estocástica (problema de corte en la jerarquía 

de momentos) y sí puede hacerse aplicando (4.52). Para las correlacio

nes estacionarias se obtiene (Grabam 1982): 
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Donde la suma aparece a causa del espect:t'o discreto y la integrald.el 

continuo. La ecuaci6n (4.66) nos va a permitir analizar las correlaci2 

nes en presencia de cualquier tipo de ruidos, débiles e intensos. 

Para ruidos de"biles D':':' ~ la mayor oontribuoión se debe a la 

parte discreta y domina el coeficiente del primer valor propio de for-

ma que la correlación se escribe aproximadamente 
-f<l-D) e 

e 

Para ruidos no débiles pero cumpliendo O.;: el, ,existe un compromi 

so entre ambas partes discreta y contínua. En todo caso para B sufi

cientemente grande domina la parte exponencial obteniéndose asint6ti

camente (4.67). Se debe resaltar que, a diferencia del análisis deter

minista, ahora surgen dos escalas de tiempo diferenciadas, una de 

ellas originada por el espectro discreto y la otra por el cont!nuo, d~ 

bido a lo cual la evoluci6n del sistema presentará diferencias nota

bles según la parte del espectro que domine en la evolución. 

Para ruidos intensos, O > o. ,el espectro discreto desaparece com

pletamente. Para tiempos suficientemente grandes domina la cont;ribu-

ci6n de 1 a integral cercana a X 1: () 

para o ¿ '" .:;.'0 J 'j 

, obteniéndose (Graham 1982) 

e 

_ct: 

e 

'L 
~. t 
"p 

para el, :d:> • Esta última distinción es debida a la no conmutatividad 

de los límites 



-117-

Queremos hacer hincapié en el hecho de que para ruidos intensos 

se obtienen resultados nunca obtenidos por linealizaci6n. La forma de 

la correlaci6n indica cambios cualitativos en la evo1uci6n del sistema 

cuya interpretaci6n física es difícil de precisar con claridad. En el 

caso estudiado, el ruido induce a fluctuaciones en ~ de suerte que 

cuando es intenso la probabilidad de que ( u.. + ! Ct) ) sea negativa es 

apreciable. Existe pues un compromiso entre la extinci6n (~+ ,!rI) 

negativo y la multip1icaci6n (d¡+ ~ Cf)) positivo que induce cambios 

apreciables en la evo1uci6n. En cualquier caso el dominio del espectro 

contínuo hace aparecer fluctuaciones an6malas. 

o) Modelo con fuente y término no lineal 5>0) ,,> o) o/ ~ O 

Ya se ha indioado que en este caso el potencial es demasiado oom

plicado para resolve",. analíticaroonte. Se puede sin embargo, con los mi 
todos habituales de la meoánica cuántica, extraer informaci6n sobre el 

espectro de valores propios y por consiguiente conooer cualitativamen

te el comportamiento del sistema. 

Sea el potencial completo que aparElce en (4.56): 

V(Ii) :: 1- [¡t~ e 1.
1_ 111 (q.¡o) e 'J - :~ 11$ -1 ~1. -H ! (d-p) e ':j + s ¡e-2.~ J 

~o (4.70) 

Estudiemos ahora en que condiciones físicamente interesantes, este po

tencial complejo puede aproximarse por otros más simples. 

Para el caso ~ .. :» liS , que representa los estados supercrítico y 

subcrítico, aparece el potencial claramente separado en dos regiones: 



-118-

Ahora estos potenciales son del mismo tipo que los estudiados anterio~ 

!rente. 

Distinguiremos las siguientes situaciones (Fig. IV.3 Y IV.4) 

_ -ó, » () ; Estado subcrítico con ruido débil. El pozo de poten

cial se encuentra en V¡ (,~) aproximadamente en el punto ~ ;!r;D 
y una profundidad Vd'!.)" - J~ (2.1<4/ +0) • Existirá pues una parte 

del espectro de valores propios discreta aproximadamente igual al,es

pectro discreto del caso lineal a). La otra parte del espectro que co-

rresponde al espectro continuo y aparece con T1 -) O 

posteriormente. 

será estudiada 

- a» D ; Estado supercrítico con ruido débil. El pozo de poten-

cial se encuentra en va ('.1) ,el punto de potencial m!nimo es 'ff) :: 

con profundidad Va ('1 .. ) :::' - J~ (1«..,.0) • Se tendrá. una 

parte del espectro de valores discretos pr6xima a la parte discreta 

del caso no lineal b). La otra parte del espectro que corresponde al 

continuo y aparece haciendo ~ ~ o se estudiará a la par que en el 

caso anterior. 

- I~I iD. Corresponde a la situa.ci6n de ruido intenso; dentro 

de ella se distinguirá: 

01 > O Aparecen dos pozos de potencial centrados respectivamente en 

~ UO.cA) , con profundidad -)~ (O-~~) y k ( ~J!) 

con profundidad -Xi (OH cI.) 

~ ~ O Nuevamente aparecen dos pozos en S /(D+ Ic!/) , profundidad 

- ).; (l..I~1 H» y (~.::y.J}) _). (O~ 1. MI) 
n '1 

Ahora ninguno de los pozos tiene una con.tribuci6n del espectro p,iscre-

to de a) y b) puesto que estamos con ruidos intensos '" J <f. D 

estas circunstancias los espectros de a) y b) eran continuos. 

y en 

Pasamos a considerar el caso d1.« flS que corresponde al esta.-



d., 

~, =-0.1 

o(r. "" o. 

Fig. IV.3.- Potencial en la imagen cuántica (51".:10-4, D=1O-2 ) 

10.1 -
D, = 0.01 

D~ 01. ="0.4 

5.1 -2 O:!>= 0.5 

Fig.IV.4.- Variaci6n del potencial cuántico en la zona Subcl':!tica 
.", 

del dominio de ruido. (<:1, =-0.1, $ n =10-4) -



do crítico. La diferencia con lo anterior es que ahora no existe una 

clara divisi6n en regiones y él potencial resultante viene dado por 

la intersecci6n de los potenciales sencillos V~ 'J Un • Para ruidos 

débiles D 4Vñ's se puede comprobar que los ténninos intermedios 
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'j -:> ." n (ti, -ID) e t-l~ (01-0) e son despreciables frente a los otros en 

el potencial total, y éste se escribe 

';) ~'J) Z. 
V ('3) ~ (fl e - $ e 

(4.73) 

Pese a su aparente sencillez este potencial tampoco tiene soluciones 

analíticas asequibles. Por tratarse de ruido débil el análisis hecho 

en (IV.3A)es válido por lo que el espectro será aproximadamente el mi~ 

mo: 

En condiciones subcr:íticas y supercI'íticas, ~ 1. » ,,~ 

y s-> o respectivamente se reproducen exactamente los potencia-

les • Esto quiere decir que existe una parte de espec-

tro discreta que en el límite se vuelve continua. El conocimiento de 

esta parte del espectro va a ser importante pues es la que marca la 

evoluci6n con ruidos intensos. En concreto nos va a ser de utilidad el 

orden de magnitud dé la diferencia de niveles que calcularemos a conti -
nuaci6n usando métodos habituales de la mecánica cuántica. 

Para fijar ideas supongamos o! ¿ o r es decir nos encontramos en 

el caso subcrítico. Una soluci6n aproximada podrá ser calculada empal

mando en el punto de intersecci6n las soluciones carrespondient~s . al 

potencial dominante en cada zona. Así pues en nuestro caso 
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siendo A Y B dos constantes. Tomando las expresiones (4.60), (4.61) 

con d."::: o 

donde w~. ¡; (1<) son funciones de Whitaker. En el límite (1-) o 

r ~ -'" 7 ci' $-.3 11 t o aproximadamente para ..... - 1) es posible desarro ar es as 

funciones en potencias de x, obteniéndose (Abramovitz 1972): 

donde (1 son las funciones gammas. A partir de esta expresi6n se puede 

sacar información sobre la anchura de los niveles 

y se comprueba que cuando f1...,,, la anchura se hace cero apareciendo 

el espectro continuo. 

En el caso ~ ,." ~ ó ap;roximadamente f>':c; ~ D , los 

cálculos son idénticos obteniéndose para. la anchura de niveles: 

(4.79 ) 

Entonces podemos decirJal igual que en les potenciales sencillos) 

que en los casos subcrítico (super crít ico) existen dos escalas de tiem 

pos diferentes, la una dada por un espectro discreto y la otra por 

otro cuasicontinuo (en el caso n,(S)-~ o ). Cuando f1,(s)-,> o se tiende 

a recuperar los ejemplos a) ·(b). De la misma forma cuando el ~ido 

es deDil el espectro discreto contribuye más a la evolución que el cua 
.' -

sicontinuo, estando en el caso en el cual la linealización es, en pri~ 
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cipio, posible y las :fUnciones de correlación tienen forma exponencial • 

Cuando el ruido es intenso D ?~I el espectro discreto desaparece 

y únicamente queda el cuasicontínuo. La linealizaci6n ahora no puede 

dar buenos resultados {obsérvese (Fig. IV.4) que el potencial tiene 

dos mínimos) y cuando r \j S ,respectivamente en los caeos subcrítico 

y supercrítico, tienden a cero las funciones de correlaci6n tomarán la 

forma de la exponencial multiplicada por un factor decreciente con el 

tiempo -eX'P (-p:). ,(&' (4.68). 

Con estos resultados relativos a la configuraci6n del espectro y 

la forma de los potenciales es posible conocer cualitativamente la ev~ 

lución y propiedades dinámicas del sistema. Destacamos sobre todo como 

relevantes en la futura aplicac,ión a modelos de reactores los siguien

tes hechos: 

_ En las mismas'condiciones de fuentes y acoplamiento de temperat~ 

ra el potencial en el estado crítico es m~ anoho que en el subcrítico 

y supercrítico. Ello se traduce en un aumento de fluctuaciones t un 

tiempo de relajación mínimo y peores condiciones de linealización (Fig. 

IV.3 Y IV.1). 

- En los estados sub críticos y supercríticos con ruido débil los 

efectos de temperatura y fuente respectivamente no influyen decisiva.

mente en la evoluci6n estacionaria. Al Ber fluctuaciones débile~ los 

pozos de potencial se hacen profundos y la parte asintótica (depida a 
'-' 

fuentes o temperatura) únicamente actúa.: en fluctuaciones intensas de 

pooa probabilidad ó en los transitorios de la evolución. 

- Con ruidos intensos la forma de los potenciales informa que se 

van a producir fluctuaciones intensas an6malas. 110s encontramos (fig. 

IV.4) con dos pozos de potencial diferen.ciados. Existirá. una prpbabi

lidad de paso de un potencial a otro que informará sobre la propabili-
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dad. de ocurrencia de estaa fluctuacionee intonsaa. En especial nos in

teresa el cnso subcrítico pues reproduce cualitativamente loo fluctullr

cioms observadas en reactoree nuclearee con agua en ebullici6n (Wi

lliaros 1974). Es obvio que en estos casos la linealización no es posi

ble y la funoi6n de correlación no va a ser exponencial, 

IV.3.D. ANALISIS DE LOS RESULTADOS PARA EL MODELO NO LINEAL EN REACTO

RES NUCLEARES 

Vamos a aplicar el análisis anterior a los modelos de reactores 

nucleares (IV.2.C). Se da por supuesto la existenoia do un ooeficiente 

de temperatura negativo (f1 > o ) pues es un requieito indispensable de 

seguridad. Con ello el sistema va a ser siempre estable. 

El análisis de las fluctuaciones con efecto de temperatura induce 

regiones y conceptos de estabilidad que no aparecen en un anál isis no!, 

mal; basándonos en 10 expuesto anteriormente haremos un primer estu

dio: 

Se debe revisar el concepto de criticidad en un sistema no lineal 

c.on fluctuaciones, que no coinoide con el de la criticidad en ~ sist,2, 

ma multiplicativo neutrónico (J<tu,=i ). Siendo ahora el sistema estér 

ble para cualquier valor de Kaff ( d d¡ ) existen dos mecanismos dife

rentes de funcionamiento según dominen las fuentes o el efecto de tem

peratura. Ambos son los equivalentes de los estados subcríticos (el 

efecto de temperatura es despreCiable) y supercríticos (el sistema 

tiende a la explosi6n y es el efecto temperatura quien estabiliza). 

Existe el estado intermedio en el cual es el efecto competitivo de la 

fuente y la temperatura. quien define la si tuaci6n final y puede consi

derarse como un punto crítico. A la vista del análisis anterior (IV.3. 

c.) tales regiones vendrán definidas por 
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"q:. o E.ota.do Dubcrítico con dominio do la fuento y ofucto 

do tort;>orntura dDaprocinblo. ~hibo función do co~ 

lllC16n oxponencio.l. 

0.» o E.otndo oupcrcrítico con dominio oDtabili:.ndor do la 

tompcrntura y fuento doaprocinblo. Función do corre

laci6n oxpononcio.l. 

14 /t o Zona do trnnoición on ln quo domina 01 ofocto dol 

ruido oiondo mM ncuoMO cuando o( < O • l"luciuncio

neo nnómnlOD y función do corrolnción no oxponencial 

o .. .qi'5 Etltndo crítico, compotoncin ontro la fuanto y ln to,!!! 

poraturn, zona do m~cr fluctuación rolntiva y peor 

linoo.liz 1lC1ón 

o>P!. Etltndo crítico con nuctuncioMo intonono 

En la modolizllCión do roactoroo hocl".a on IV.2.C diotinguínmoo on

tro aquolloo cn.ooa on loo que loo ncutronoa rotnrdadoo no tenínn in

fluencia aprociable y en loo quo jueobnn un papel importnnto. Entre 

los del primaro, el más importnnto 00 el que ouponía ruidoo intonnoo 

• Si DO oupone que el reactor ootá pr6ximo a la critici-

dad, Kq¡ ~ i , con ruidos intonaoo rtll ;. ~ noo VOOlOS a encon 

trar en una región que hemos llamado zona de tranoi-

ción, en la que domina el efecto del ruido. Una situación como 60ta so 

produce en loo reactoroo en ebullición a potencias olevadOD. Experirncn 

talmente oe obnervan fluctullCionco nn6malan de gran OOlp1itud que pue

den llegar a provocar la parada del reactor (Williama 1974). Una expli 

caci6n a esto no ha oido oatiofactoriwnente expucota. Ackaau (1961) 

supone fluctuacioneo en renctividad producidao por algún rnccnniomo in

terno e intenta modelizarlo por un oscilador armónico con fuerza fluc

tuante. Según Williams ésta no es suficiente explicación pues no repr.2, 
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duce la forma asimétrica de las fluctuaciones; según él, estos efectos 

están originados por no-linealidad en 1119 ecuaciones neutrónicas antes 

que en la reactividad. Esta hipótesis se sitúa en la línea de nuestros 

resultados para "ruidos intensas que predicen la existencia de fluctu]; 

ciones anómalas espontáneas. La falta de datos experimentales de las 

funciones de correlación impiden una comprobación de dicha hipótesis. 

Por otra parte, la suposición de ruido blanco es muy fuerte por lo que 

se debe tratar con ruidos más generales. Un, primer estudio cOll ruido 

dicotómico será realizado posteriormente. 

Queremos hacer notar que estos resultados teóricos en la zona de 

fluctuaciones fuertes , ~ I ..;: D son muy recientes y aún no existe 

confirmación experimental en ningún tipo de sistemas (Graharn 1982). 

Como un trabajo interesante nos' proponemos realizar en el futuro una 

simulación de este modelo sencillo que sustituya la falta de datos ex

perimentales. 

Por último, para los casos de ruido débil y el reoo-

tor funcionando en condiciones próximas a la criticidad K~ 'l( l. es 

forzoso tener presente el efecto de neutrones retardados. Como ~a se 

ha sugerido en este caso estudiarnos las fluctuaciones en dos escalas 

de tiempos, una rápida cuya evo~ución viene dada por la ecuaci6~ (4. 

16) Y otra lenta representada en la ecuación (4.20). Las condiciones 

estacionarias así como las correlaciones de muy baj a frecuencia ven-

drán dadas por (4.20). En esta ecuación puede tomar to-

dos los valores posibles y entonces el reactor se puede encontrar en 

todas las situaciones expuestas; en oonc:reto, en condiciones críticas 

se puede encontrar e.n zonas de dominio del ruido. Sin em-

bargo ahora no implicará un grave problema pues caso de existir fluc

tuaciones anómalas serán de frecuencia muy baja, y por tanto fácilmen-
", 

te controlables~ .. Esto puede ser un ejemplo de cómo los neutrones retar -
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dados actúan estabilizando el efecto de las fluctuaciones. 

En la zona de dominio del ruido a frElcuencias baj as las correlaciE. 

nes deberán adoptar la forma ,¡¿..p{~¡..,,) t:-It" (4.68). Nuevamente no 

existen suficientes datos experimentales sobre ello. 

En un modelo como éste el efecto estabilizador de temperatura imPi 

de la aparici6n del fen6meno de catástrofe de varianza, coincidiendo 

con los heChos experimentales. 

Para frecuencias altas como las observadas experimentalmente 

debemos utilizar la ecuaci6n (4.17). En condiciones estacionarias suPE. 

nemos que «{tl))T viene dado por el comportamiento a frecuenoias ba

jas,y que es proporcional a la potenoia o número de neutrones en el 

estado estacionario. Entonces, en condioiones crítioas Kt$I's.J. 

fuente despreciable, se verifica que: 

cA 'l"-17t 

y con 

luego para un ruido débil DI< ¿ 0 e ,el sistema se comportará como su!? 

orítico cuando , y orítico en caso contrario. 

Con esta descripci6n se está de acuerdo con los resultados experi

mentales que muestran que el reactor en estas frecuencias se comporta 

como subcrítioo, existiendo una potencia p'or encima de la cual las 

fluctuaciones relativas aumentan (Zona orítica). 

Vemos pues que, al menos cualitativamente, nuestro sencillo mode

lo esclarece el comportamiento de las fluctuaciones del reactor. Cree

mos que con ello, se logra aclarar en Wl nivel muy fundamental piertaa 

cuestiones poco conocidas. 
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IV.4.- VALIDEZ DE LAS APROXIMACIONES DE LINEALIZACION 

En el contexto de reactores nucleares se habla indistintamente de 

ecuaciones no lineales como aquellas que presentan un t~rmino no lineal 

(ecuaoiones no lineales en el sentido us\~l) y ecuaciones que, siendo 

lineales en el sentido normal, presentan el ruido en forma multiplica.

tiva (ecuaciones no lineales en el senticlo il1put-output (Gotoh (197S». 

Las ecuaciones (4.14)-(4.18) presentan runboB tipos de no-linealidad. 

Las a.proximaciones de linealizaci6n 13e presentan pues de dos tipos: 

aquellas que toman el ruido multiplicativo de forma aditiva y las que 

sustituyen el término no lineal por otro lineal. Las primeras han sido 

tratadas por Williams (1974) como un cierto tipo de aproximaci6n de 

fuente equivalente. En efecto, si tomamos la eo. (4.21) sin tener en 

cuenta el efecto temperatura: 

Williams supone que N fluctua alrededor del estado estacionario deter-

minist a. U.c. = - S / ti.. , de tal forma que N -::: pJc{ + IYI (t) Y la ecuaci6n 

anterior puede ponerse como: 

donde se desprecian términos de la forma 11 j . Entonces ha sido susti

tuida una fuente de ruido multiplicativa por otra "equivalente" aditi

va (ver 111.1). Es mas correcto tratarlo como una cierta linealizaci6n. 

A continuaci6n vamos a estudiar tres tipos de linealizacio~s que 

han sido extensamente utilizadas en sistemas generales y particularmen 
:: -

te en reactores nucleares: a) Linealizaci6n usual, b) estadíst~ca y 

c) logarítmica. Como en el apartado anterior consideramos prime:ro una 
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ecuaci6n general 

para posteriormente aplicar los resultados obtenidos a un modelo con-

creto. 

a) La linealizaci6n usual 

Es la más simple y más utilizada en todo tipo de problemas. Supone 

que el sistema se encuentra en un estado estacionario estable de suer

te que las fluctuaciones son tomadas en torno al punto determinista 

estable • De esta forma. 

x (t) -= X-t, .... Je' t) 

que sustituida en la ecuaci6n original y despreciando términos de or-

den Je"(t») 1'1\ > 1. ':J ~.., t ) M ~ i ; obtenemos la ecuaci6n lineal 

Hacemos notar que impl!citarnente se hacen los dos tipos de 1inealiza-

ciones antes mencionados. 

Físicamente, la justificaci6n de esta aproximaci6n está en la base 

de suponer que la perturbaci6n (en nuestro caso el ruido) ~s muy peque 
. -

ña y pueden despreciarse términos de 212 orden frente a términos del 

primero. Obviamente esta justificaci6n es ambigÜa y debe ser fundamen

tada por otros medios, pues aunque la perturbaci6n sea débil hay casos 

en que las fluctuaciones son considerables (Zona crítica). 

Si tomamos la ecuaci6n (4.82) en forma de ecuaci6n de Fokker-Planck: 
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donde ~ = 8~X4) :. X3~~} y la. ecuaoión de Schrodinger equivnlcnte pa

ra las autofunciones: 

se observa que la linenlización usual es equivalente en esta. imagen a 

la sustitucíón de un potencial por otro de tipo oscilador armónico. 

b) La linealización estadística es una sofisticación de la anterior. 

Ha sido usada en sistemas mecánicos por Budgor (1976) Y Matsuo (1978), 

quienes demuestran su precisión respecto a la usual, y en el contexto 

de reactores nucleares por Kebadze (1975). Esta aproximación básicame~ 

te consiste en sustituir la parte no lineal de la eco ~~:: F(~~ +- !1 
otra lineal .n!J dejando jndeterminado el parámetro..n. , que se:rá fij.,¡¡: 

do a posteriori con la condición de que la desviación 

sea mínima. Si la fuente de ruido es Gausiana, ésta es una condición 

necesaria y suficiente para que el valor medio estacionario sea exacto 

(Budgor (1976)). Es evidente que con este tipo de linealización se op

timizan los resultados de la anterior, a costa de una mayor pero no 

excesiva complicaci6n. 

En este caso el potencial equivalente viene dado por 

con la condici6n < (' ~('1) . - .n ~ t> mínimo. 

c) Linealizaci6n logarítmica 

Ya hemos indicado anteriormente que una ecuación con ruido multi-
.( 
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plicativo siempre puede transformarse por el canmio de variable 

\1: (~ -;: 'fe X) a otra ecuaci6n en la que el ruido aparece en forma 
J ~'c\l}() 

aditiva: 

.B( tf", !I») 
ca ( .p" ( '1)) 

Si en esta ecuaci6n utilizanlos la lineaJ.izaci6n usual (a) obtenemos 

otra clase de linealizaciones cuyo interés reside en que mantiep.e par

te del carácter multiplicativo del ruido. En el caso particular de 

~ C)() -= x ,la variable y toma la forma. iK. (XI Xd.) y de aquí su nom

bre de logarítmica. Esta lineo.lizaci6n únicamente ha sido utilizada 

en reactores nucleares y su relaci6n y fundamentací6n con respepto a 

las otras no es bien conocida. 'Su origen se debe a los trabajos de 

Ackasu (1915) en dinámica y control de reactores y su. introducci6n en 

problemas de ru~do neutr6nico es debida a Quabili (1919). 

La linealizaci6n usual aplicada a la ecuación (4.81), en torno al 

punto ~ ct= o } 6-( '('( y,,» -: o) ~ ( 'P'" "S 4 )) ":f O 

para ~ 

conduce a la ecuaci6n 

+ j 
(4.88 ) 

que en imagen mecánica es equi vru.ente a un potencial 

IV .4.A. RELAClON ENTRE LAS DISTINTAS LIllEALIZACIONES 

Vamos a utilizar la imagen mecánica para establecer relaci~pes en-
. 

tre las aproximaciones anteriores. Restringiendo nuestra atencipn sr 
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cálculo de valores cuadráticos y correlaciones, o~servnmos quo la 

imagen mecánica simplifica el problema al cálculo del espectro de val,2, 

res propios y de h", =. J .p'( '"J) $"" (Ij) al~ , de tal forma que la li-

nealización aparecerá corno una cierta aproximación en el potencial 

equi valente. En efecto si definirnos tH Ij) ~ 6< If'l 'J>f'd (f't''o/, sabemos que 

1 a expres i6n del potencial exacto viene dada como: 

A partir de este potencial la primera aproximación normalmente uti 

lizada en mecánica cuántica es la sustitución por un potencial de osci 

lador armónico en el punto de potencial mínimo, es decir en el punto 

'10 tal que 

A ('jo) A'C 'lo) = O 
~O 

En su lugar las aproximaciones de linealización se hacen en torno al 

punto determinista estable l\ ('j&.) = o , luego un primer criterio de 

grado de aproximación puede ser la diferencia entre ambos puntos 

• La aproximación logar! tmj.ca consiste en tornar en la ex-

presión del potencial 

con lo que se obtiene para el potencial la misma expresión que ~n (4. 
89). 

Luego, de hecho, la aproximación logarítmica no es otra cosa que 

la aproximación de oscilador armónico de un potencial. Estará, :pues, 

justificada cuando I 'J o - ~d.l es pequeño y el potencial exacto adro.!, 

ta como aproximación el de un oscilado~, para lo cual una condición 
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necesaria es que exista una parte del espectro de valoreo propios dis

creta. La linealizaci6n usual conlleva 01 problema de suati tuci6n de 

una fuente multiplicativa por otra aditiva. Tomando ~ (xJ = 3UoLJ y li-
It 

al · d t· t 'l...t . v 1 d. ~ - c)( - x .. ) ne l.Z an o como an erl.orme n e, se ou lene para J:; x" -¡(x.t) - ~ e x~) 

el mismo potencial que para la linealiznci6n logar!tmica (4.84) 

Es dificil justificar la sustituci6n aditiva 

de la ecuaci6n exacta; se puede, sin embargo, justificar a partir de 

la linealizaci6n logar!tmica. Para ello tendremos en cuenta que el cq 

culo de correlaciones y valores cuadráticos depende exclusi vamep.te del 

espectro en valores propios de ~a ecuaci6n tipo Schrodinger y de pará

metros de la forma: 

Al tener idéntico potencial, el espectro en ambas linealizaciones es 

el mismo, y las funciones propias también. Lo que cambia es 'r'{ 'O que 

en el caso de lineo.1izaci6n usual es x:; S (Nd) 'j + ><q. y se correspon

de al desarrollo en primer orden alrededor de X'c(. del caso de lineal.!. 

zací6n logarítmica: 

=t> 
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luego queda justificada si la linenlizac:'Lón loc,'. lo está, ya que en es

te caso lru:¡ fluctuaciones son pequeñélS: y.::.:: ~ • La linenlización est.!:!: 

dística supone una optimización de la usual pero básicamente no difie-

re en sus fundamentos. 

Con objeto de remarcar las diferencias cualitativas vamos a utili

zar un ejemplo que tenga expresiones exactas sencillas: 

siendo ~ un ruido blanco de intensidad D • En la tabla (IV.1) vienen 

expuestos los resul tudos más significativos que pueden compararse con 

loo resultados exactos. El tipo de line=J.izaci6n de este modelo es de 

pdSO de ruido nrultiplicativo a 'aditivo, y se ha elegido por tener re-

oul tados exactos sencillos. Se comprueba. que eÉl suficiente pnrn infor

mar sobro el mecanismo de la aproximación. 

La lincalizaci6n usual y logar{tmica ha sido expuesta con detalle. 

Entendemos por linealizaci6n cuántica l~ sustitución de un potencial 

exacto por otro de oscilador armónico en el punto de potencial mínimo. 

La linealización estadística necesita una aclaración complementa

ria. En rigor, se ha aplicado a'linealizaciones de funciones no linea-

les y no a la de ruidos mul tiplicati vos; sin embargo, vale igual para 

este último aaso. El espiritu de la aproximación consiste en s~tituir 

el término multiplicativo! N por otro aditivo .n. p.J.,. ! Na(, , de tal 

forma que su desviaci6n cuadrática sea mínima respecto al parruJ1etroJL: 

< p.¡t> 



Variable Potencial Origen de lineal. Espectro 

Linealizaci6n 
IJ- /JcI. 

V(Ij) =. ~ "'-.:t. ~~ 'jet = O ) /.}J..: - 2- ~.' := - o{ ~ ~=-
Usual. /Jet c, 'ID o{ 

Linealizaci6n 
e ( (or.+ D) + (O(~D)' 12- ~c:C. =0) AJ: =_...:L ~ 1= -(dtD)( estadística IJ- NJ.. V tj):= -<.-~ =. --¡y¡- <. (c(t O) 

Linealizaci6n 

v(~):: i + ~ ':11. ~::~ JL ~=o J MJ..=- ~ t.t=-o{L 
Ak 0<.. 

Logarítmica 

Linealizaci6n 7. 

lj - R,... ~ 
{ (ol-D) ((d.-!»)~.¡.l> 

~o -= o ) N - ~ f.t = -(d.-o) i 
Cuántica V,;)):: T + '1 D 0---

- /Jo (ol- o) 

Soluci6n _ -~ .. -13 ;';=_oUl-DM1 

.~ :- ~ N 
V(LJ)::...:!- Le{'+2-:> (0(-0) e +-~ e 

.,0 

exacta 

Tabla IV.1.- Comparaci6n de las distintas linealizaciones en un modelo exacto. 

Funci6n de correlaci6n 

'f D ~~j c: (:¿) = 11. 1. - -¡- L 

2. () (,>{"j 
ca)= (cl~O)1. fi -~. e 

<>le 
D .e 

1. ed: ca) = -É-
011-

1. D e";/. -D) i:-

~--(el-»)'!. (do - p) 

Ca) = $4 e 
{d-DY''' 

(.,(+0) ~ i 
e (:C) = (cl

S 
.. :)1. f 1. - ~J-;D e J 

I ..... 
UJ 
A 
I 



En nueGtro CMO .n. se calculo. exactnwente utilizando la f6rn:ula 

de N"ovil~ov de deri vélci6n funcional (Novikov (1965» 

.n. 
2 D~ 

O 1-
10.1 

A pn,rtir de los resultados de ln. tabla (IV.1) se puede deducir que: 
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_ Unicamente las linealiz aciones cUDnticél y estadística preoentan 

correcci6n por el ruido en el inverso del tiempo de relajaci6n. Esto 

confirma los resultados de Budgor (1976) rcopecto a la linealizaci6n 

estadística y contradice los de Quabili (1979) respecto a la logar!tr¡\i 

ca. 
1. 

.:::.Nl.>-<N) () ~<i 
Cuando las fluctuaciones son débiles .::: ~>L ::'-¡;¡¡:-iD 

todan ellas ~on válidus en el orden mas bajo posible, por ejemplo .( 10)1) 
L . 1. -I~II 

es correcto en el orden cero en DJ ( < IJ1.> ~ I~~) !I l:(~).<:a»"~ ~ f¡, e 
al primero. Has allá del orden más bajo comienzan las diferencias. 

- La mojar 1~iÍleaJ.iZn.ci6n es la estaclística. 'ta liñ:ealizaci6n 10-

gm.ítmi:Ca, en contra de lo ·dicho por Qua.bili (1979) no mejora ia usual. 

IV.5.- ESTUDIO DE kIODEI,OS NO LINEALES CeE RUIDOS DICOTOm~COS. WECTO 

DEL TillMPO DE CORRELACION' 

En el tratamiento expuesto anteriormente se han hecho dos hipótc

ds que nos han pennitido conseguir resultados analíticos; uno. de ellas 

es la de ruido blanco y la otra suponer el acoplamiento lineal de tem

peratura. Esta última conduce a un modelo no lineal cuadrático válido 
; 

looalrr.ente alrededor del punto de equilibrio. Resulta pues interesante 

hacer un estudio más general que, aunque no abarque el cálculo expIíc! 

to de correlaciones, sf. se obtengan resultados cualitativos de ¡os 

efectos antes or.1i tidos. 
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Para estudiar el efecto del tienlpo de correlación t. f:lustituirer.loo 

el ruido bl~nco nnteo unado por un ruido dicotówico con corrolación 

e-xponencial':::: ~(~)t{t» -= b,1. cz)CPt-(t'-t)f~J • Anirnimno, para eotudiar 

el efecto de temperatura gobn.l utilizaremos lun oxpresiones del coefi

ciente de multiplicación en función de la temperatura a travós de la 

consideración exclusiva del efecto Doppler sobre las secciones efica-

ces de absorción resonantes. 

El ruido dicotómico es el único que permite la obtenci6n de resul

tados exactos en modelos no lineales y no Markoviano:J. El estudio más 

general de modelos no lvIarkovinnos en ecuaciones . lineales será tratado 

en un capítulo posterior. En el' presente, perseguimos únicamente un 

análisis cualitativo en modelos no linecues, por lo que nos restringi

mos al caso exacto con ruidos dicotómicos. Antes do etnpezar con dicho 

análisis debemos señalar dos hechos importantes relacionadoo con el 

uso de ruidos dicotómicos: 

a) Corno se vará más adelante el uso de un ruido dicotómico cOruJti

tuye una primera aproximación de un ruido general débil (V.3.B)(Primer 

orden de aproximación en la int~nsidad del ruido). En estas condicio

nes los resultados obtenidos para dicho ruido podrán ser una buena 

aproxi~ación para cualquier otro. 

b) En loo métodos de diagnosis linenl por técnicas de ruido en 
I 

reactores nucleares se introduce el ruido test por medio de variacio-

nes en las bat~s de control. De esta forma se pueden generar ruidos 

aproximadamente gauosianos y de pequeño tiempo de correlación. Sin em-

bargo, las complicadas técnic<1S que ello supone aconsejéUl el uso de 

ruidos dicotómicos por ser de muy sencilla introducción (Uhrig (1970»). 

El poder extender el análisis te6rico a modelos no lineales cuaiesqui~ 
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ro., sugiere la posibilidad de U!J nr cotas mismnn técnica::; para la dinc-

nosio y estudio de efectoo no linealeo de temperatura de er~Ul irnportDll, 

cia sobre todo en reactoreo rápidos. 

Como anteriormente, VruLOS en principio a utili~ar una ecun.pi6n ge

nernl para después especializar loo re:::;ul tadoo al caso de reactore:::; nJ!. 

clen,res. Sea la ecuaci6n general 

donde ahora ~ es un ruido dicot6mico de amplitud II , valor medio nulo 

y correlaci6n exponencial del tipo 

con 1J:: -1/ te el inverno del tiempo de correln.ci6n. 

A partir de (4.97) se obtiene para la funci6n de probabilidad 

p(x,t) (K. Kitahar"a 1979) la siguiente expresión 

En el estado estacionario ~ -= o ésta ecuación es fácilmente resolu
Id: 

ble, resultando para ~t" (X) : 

(4.100 ) 

donde N es una constante de normaliz aci6n. 
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De esta expresión se puedo EH1.Car la forma. do la. probabilidad y lJU 

voriación con los distintos péJl'ámetros. En concreto nao va. n. interesar: 

_ El soporte de la función, os decir, el intervalo en el cual la 
I probabilidad ea positiva. Vendrá dndo por las rn1COO 

La existencia. de ostas ratcen indica que la variación de x está acota

da por el183. En 01 caso de que sólo exista una raíz positiva, el DO

parte será [cJ r.J , siendo r. dicharaiz. 

- El comportamiento de la función de probabilidad en los extremos, 

quo vendrá dado por el comportamiento asintótico de 

- La posición de máximos y mínimos que ce obtendrá a partir de 

Utilizaremos en nuestros cálculos el modelo cuadrático del efecto 

de temperatura 

que es el usualmente empleado en los casos no lineales y el mod~lo con 

acoplamiento Doppler exacto 

el'" --::. 
dt 

I 

f i< ... xp {-r>o (/iii) ~ i J rz + Í N: + S 
~ 



con el propósito de comparar y comprobar si un crunbio en la formn del 

acoplamiento induce modificaciones importantes. 
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Los resultados obtenidos están representados en lnD figurns (1V.5-

IV .10) que a continuación interpretamos: 

a) Definición de regiones (Fig. 1V.5 y 1V.6) 

Partiendo del comportamiento asintótico en loo limites del dominio 

de definición de la probabilidad, definimos las regioneo I, 11, 111 

cuyo significado físico es el siguiente: 

1.- Región adiabática: el tiempo de variación del ruido -:::: 1/JJ es 

IllUcho más lento que el del sistemn, do tal formo. que éste sigue la va

riación del ruido. 

II.- Región intermedia: es un efecto de acoplamiento entre el rui

do y el sistema que no apareceria en un ruido aditivo. En esta región 

el sistema sufre oscilaciones asimétricas. 

III.- Región de ruido blanco: el ruido es más rapido que el siste

ma, de modo que entre una fluctuación y otra el sistema no logra recu

perarse quedando en un punto de equilibrio. 

La figura IV.5 representa un modelo cuadrático tomado como referen -
cia 1'" I = 0,01, ~,,=. 10-F,. Los valores posi ti vos de ordenadas co

rresponden a ~ positivos y los negativos a el. negativos. 

El punto B es el doble del inverso del tiempo propio de respuesta 

del sistema en él limite de ruido deDil A - o: B::: a (-1 .. "t~ .. f· 
La anchura de la región intermedia en el punto A ~ oI¡ ,reP:resent~ 

da por c, viene dada por C= 't[(1+~)t(:n1. Cuando el sistema se hace cri, 

tico: l' S » rJ,?' , el punto B se desplaza hacia la derecha B '.::t t¡.~ 

Y la anchura e disminuye de tal forma que la región de tra.ru::ici6n tien 
.< -

de a desaparecer y el tiempo de respuesta .del sistema empieza a ser 
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dominado por ~S en vez de ~ • 

Lo. figura IV.6 represento. un modelo con acoplwlliento de tipo expo

nencial. Se pierde lo. simetría entre los resul tndos de ~ posi ti VOD y 

negativos; el punto B queda desplazado hueio. lo. derecha y la anchura c 

disminuida para el cnso supercrítico (el efecto tomperatura es ¡,lfu:¡ efi 

ciente) •. 

Si el ruido fuera aditivo 6 se hubieran linealizo.do lao ecuaciones 

únicnmente se encuentran 1(lIl regiones de tipo 1 y III Deparadas por la 

recta VloC :. B (recta con trazo::: en fig. IV.5). La aparición de la re

gión II y la dependencia de las regiones con lo. intensidad. del ruido 

es, pues, un efecto debido al carácter multiplicativo dol ruido. 

b) Formo. de lo. probo.bilido.d (Fig. IV.7 Y IV~8) 

La figura IV. 7 presenta la fOITlJo. de lns probabilidades en lD.9 dif~ 

rentes regiones p~ra un modelo cuadrático con el.. =A=O,Oi, es de-

cir, en un cnso supercrítico. Las fWlciones con un 13010 m5ximo v = 0,05 

y JI = 0,1 (Región In) pueden ser subdivididas en otras tres ree;iones 

según que la pendiente en cada frontera sea infinita (¡) == 0,05) o cero 

( V == 0,1). Estas regiones no han sido representadus para no complicar 

ilUlecesarialllente las figuras. La figura IV.8 presenta 10 mismo para el 

coso subcrítico cA == -O,OJ. La diferencia esencial, aparte de la posi

ci6n de los máximos, estriba en que en el caso subcrítico en 10. re

gi6n II no aparecen probabilidades con máximos y mínimos relativos, 

siendo la forma de la probabilidad completamente distinta. En el caso 

supercrítico domina la frontera superior y en el subcrítico la infe-

rior. 

c) Posiciones relativas de máximos y mínimos (Fig. IV.9 y Iy.10) 

Representrunos para el caso supercrítico (Fie. IV.9) y subcr~tico 

(Fig. IV.10) las posiciones relativas de los m5ximos y mínimos para 
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• 

Fig. IV.7.- Forma de la probabilidad en cada regi6n (superorítioo). 

( sr:. IO~~) 
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Fig. IV. ,9 .- Forma de la probabilidad en cada. región (s~pcr:rtico). 
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Fig. IV.9.- Posiciones relativas de máximos y mínimos (caso sup~rcr!tico) 
,.\ 
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Fig. IV.10.- Posiciones relativas de m!x:irnos y mínimos para el c~o subcrítico. 

( S (1 = 1 O· '5 ) ¡,: 
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diferentes intensiundea uel ruido en funci6n del invcrao uel tiempo 

de corrolnción. Se puede oboorvar como en el Ci130 subcrítico (Fi¡;. IV. 

10) no :Je cruzun nunca rnáximoo con mínimos, mientrao que en el supcr-

crítico (Fig. IV.9) existe una re¡;i6n en que sí lo hacen. 

Es de oeñalnr que la zonn 11 no aparecería en un ül1.ñlicis lineül. 

Su anchura crece con ln. relación bId. hasta ocupnr una zonn importnnte 
) 

pé1I'n. d. :::t~, luego está en relación con ln región que hemoo llUlllndo ue 

dominio del ruido. El hocho a destacar es que explica perfectamente la 

aoimetría de lru:: oscilaciones unómruas que aparecen en los reactores 

de agua en ebullición y que no pueden ser e.acplicadas en la teoría de 

Ackasu (1961). En efe cto, si suponemos q.ue el re actor se encuentra en 

una zona ligerrullente subcríticn. y con ruido int(;mso las fluctuaciones 

c~o tiempo de relajaoión eoté ~n la zona II produoir5.n oscil.wiones 

fuertemente asimétricas. Este hecho no ha podido ser explicado porque 

no puede aparecer en las teorías linealizadas usndas hasta ahora 

(Williams,1914). 



CAPITULO V: 

ESTUDIO DE J.10DELOS NO !MRKOVIANOS EN REACTORES NUCLEARES 
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V.I. INTRODUCCION AL ESTUDIO DI~ MODELOS NO liL'\RKOVIANOS 

En los capítulos anteriores :Je han tratado temas de tipo fundru.;ental 

en los que principalmente se desea obtener resultados cualitativos. No 

es de extrañar que se halla usado ruidos sencillos como son el ruido bl~ 

ca y el dicot6mico. En el capítulo tercero y, para mantener la unidad te

mática, se han introducido brevemente ruidos generales que pueden servir

nos como preámbulo de un estudio a fondo como el que aquí pretendemos. 

En un reactor nuclear, cuando se desea calcular parámetros o hacer 

un diagn6stico por técnicas de ruido, se han de utilizar ruidos realistas 

con un cierto tiempo de correlaci6n y no necesariamente 'aussianos. El eE. 

tudio del tratamiento aproximado de ruidos generales en modelos de react2 

res es de suma importancia en todas las aplicaciones prácticas, cálculos 

de parámetros, extracci6n de propiedades dinálllicrtS etc ••• 

Como se ha dicho en el capítulo segun.do al hablar de la mode¡ izaci6n, 

un estudio completo incluye los efectos espaciales y de acoplamiento; sin 

embargo, en un amplio margen de aplicaciones, para ruidos de carácter glo

bal (Shee·f 1967), se sabe experimental y te6ricamente que los modelos pun

tuales reproducen con bastante precisi6n los resultados reales. Los fen6-

menos de acoplamiento débil permiten considerar los ruidos como externos. 

Resulta pues fácil de comprender que modelos puntuales con ruidos exter

nos reproduzcan muy bien los experimentos cuando el tratamiento teórico 

es adecuado para reactores a potencia cero 6 a potencia con acople débil. 

En este capítulo vainos a estudiar mod.e10s puntuales con ruidos gene

rales externos h~ciendo hincapié en el cálculo de momentos, fluctuaciones 

relativas, tiempos de re1aj aci6n y corre1a.ciones en el estado estaciona

rio, por ser las magnitudes estadísticas más utilizadas en las aplicacio

nes. Hacemos notar que la 1inealizaci6n en el sentido multip1icat~vo-adi-
:'t 

tivo (IV.4) ha sido el tratamiento comúnmente usado por los exper~menta-

les. Como ya ha sido visto en el anterior capítulo,cuandO la fuente de 
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ruido es muy débil Y lejos del punto crítico tal aproximaci6n es válida. 

Un tratamiento más correcto que el de linenlizaci6n ha sido objeto de va

rios estudios muy interesantes pero no exentos de errores que discutire-

mos posteriormente. 

La m830ría de las veces los tratamientos mencionados son una transl,! 

oi6n de métodos usados en otras disciplinas como en cinética química, pr~ 

pngación de ondas, mecánica, etc •• , • (Quabili 1979). Los modelos de rea,E. 

tores presentan una complicaci6n respecto a los mecánicos al tratarse de 

ecuaciones no homogéneas. 

De entre los trabajos mencionados des'tacamos como importantefJ los de 

Williams (1971), quien estudia ruidos Gaussianos en ecuaciones unidimen

sionales por métodos directos; Go~oh (1975) con rUidos Gaussianos por mé

todos funcionales; Quabili (1979), ruidos generales por métodos de cumu

lantes y por fin Saito (197~$ con ruidos Gauasianos por métodos de deriv~ 

oi6n funcional. 

Los trabajos más recientes, Quabili y Saito, tienen errores concep

tuales que serán tratados con detalle. Todos ellos calculan bien valores 

medios estacionarios y correlaciones con ruido blanco. El cálculo correc

to de correlaciones para ruidos no blancos es muy reciente: Chatuverdi 

(1982) por técnicas de cumulantes' para sistemas sin fuente, Hernandez-

Ma.chado (1983) por deri vaci6n funoional'. 

V.2.REACTORES PUNTUALES SIN NEUTRONES REl'ARDADOS 

Comenzamos el estudio de modelos no Markovianos considerando el ejem 

plo más senoillo posible: un reactor puntual sin neutrones retar4ados. C~ 

mo ocurre en los análisis de estabilidad este modelo se suele emplear pa

ra extraer informaci6n cualitativa, en nuestro caso nos va a ser de utili 
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dad como referencia para comprobar la valid.ez de modelos m~ complicados. 

V.2.A •. SOLUCIONES EXACTAS CON RUIDOS GAUSSIANOS DE CORRELACION EXPONE.N,CPu.. 

Es muy útil disponer de soluciones exactas de modelos sencillos pues 

como remarca Sai to (1980A) a prop6sito del modelo puntual con ruido blanco: 

"Es la referencia con la cual la validez d.I~ cada método aproximado es co,!! 

sul tada". Sin embargo el uso del ruido blanco no es adecuado para compro

bar modelos no Markovianos por lo que es necesario disponer de soluciones 

exactas para modelos sencillos con ruido no-blanco. 

Alternativamente, un ruido Gausian09s maS general y nos proporcio

na situaciones más realistas que los ruidos más simples como el dicot6mi

co y el blanco. De hecho, el ruido blanco es un caso particular del Gau-

siano. 

En el contexto de -r.eactores nucleares, el ruido gausiano ha sido 

usado por varios autores; Saito (1980~, Williams (1971), Gotoh (1975), y 

con varias técnicas de aproximaci6n. Si~ embargo soluciones exactas en 

modelos sencillos han sido únicamente publicadas en trabajos muy recien

tes por Saito (1980~, quien calcula únicamente el valor medio, y por Ro

dríguez (1983A) calculando valores cuadrát.icos y correlaciones. 

En este apartado exponemos los resu11iados exactos antes mencionados 

que nos serán de utilidad en comprobaciones posteriores. 

Tomemos el modelo puntual sin neutrones retardados descrito por la 

ecuación 

donde f~ (f) es un ruido Gaussiano de correlaci6n exponencial: 

./ (,z (1.\ f? ( 1) a <:::'"I-It.,-tll/tc. 
,-_.- SI( '\. J JI( i = Y. .,/ 

t~ 
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Ko-:f (1)" . 
y ~:. _ -:e-(sieno opuesto a Cap. anteriores~. Tomamos el rUl.do de esta 

forma. para que en el límite te -D cP reproduzca el resultado para el 

ruido bla.nco: 

Una. soluci6n expl:!ci ta de (5.1) es 

donde euponemos condiciones iniciales nulas Al (o) = O. 

La funci6n de correlaci6n estacionaria,directamente a. partir de (5.3), se-

rá: t t;' ~ol(i·:) -cA.(t'·-)') 

< tJ(f:) ~(tl\'- -::. ¿; (I;.l') -:" s~l ¡;(:)J otl)' e ' e . 
I~r . ..o .c:Q 

~' t' 

exrd f¡,{ ",j.(d ~.::: t~(U) ~_(,,» + bJ.. J~,,j .... ¿t~(~J!o<{.» 

. donde hemoa hecho uso de la propiedad GaUflÍanadel ruido. 

I 

Sustituyendo (5.2) en (5.4) y operando se 'obtiene 

l
l- [.p -~o(e-·~ <#-0') ~(e·D) ¡.~I 

e ( ~) ~ "d~ " ~ ti S 1. e . e xp f g ( e -~ ) + f (e -d) 

( 
-¡.e- .. ¡"I»)(J e-c\I)I\{ JO jo:) t .. d..(O.{)~J>')- ~i. - S e - e ;¡.¡. 1) -lo ¿ J~ d~' $ '. e .(~ 

-rIJ .rP " 

e}(r{-s(e¡..n·~~i)+2g(lJ)-f) '¡'j'(l~1) - S{i¿''l:¡'}(i-eo,,'j-

_ g ( J- e~'))( e"'>- e'»~ j . (5.5) 

riJ"En eSte-Cap:-tomamosO(de manera que siempre sea positivo en qpndicio
nes de estabilidad con objeto de unificar la notaci6n y comparar 'con otros 
trabajos (~aito 1980A), 
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donde o( o ;:, 01. - ~1. J ~::: Q~~ ) ~ = t¡ i 
~ fl. y hornos considorado una scnci-

lla partici6n del dominio de integraci6n. 

A continuaci6n presentamos la soluci6n de estas integrales por medio 

de funciones confluentes. Obtenemos para loo correlaciones 

C. (2) 

<2i (~H, At-l1 ~o.. ~I, -~) 4'1 (~Hl) ¡\,Hj. _ci. ~', M~~ ; U_!,l-'t); 
·H'). p (~ e- ;.~)] 2. e 1. é tio 

'11 e- S L .i_~ 
S(J.- e ,-:>' + i> , .... = .. ).1"1! 

(1 ... ¿~l-)""'. B (MtJ..¡ ctof~. E> ('" d., ¿ (<<.,- %-¡) c\-! J, 

y para el valor cuadrático medio: 

(?O 

¿ /.)1) ~ s't.2 
!lo; .... ::.> 

Donde son las funciones beta y las funciones confluen

tes de una y dos variables (Abramowitz 1972), definidas en series de 

potencias como: 
;' 
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(¡j ) ~ 4.., (/!1 ).Wi ---------
(6)_+411 ¡\M! 1M! 

Siendo (01.)..., =- el (d.'J.) {C(·IJ. _. (t:i.- MH). 

Es interesante considerar las situaciones que ocurren cuando se to

rnan distintos tiempos de correlación, pues luego servirán de comparación 

en modelos complicados. Vamos pues a suponer que el ruido tiene una inte~ 

sidad constante 9;z. ¿ ¿ o( y que el tiempo de correlación toma todos 

los valores posibles. De esta forma, el sistema es siempre estable para 

¿ Al) J c::: 1011) y se puede suponer cualquier valor del tiempo de correla

ción. 

, el limite determinista. Tornando r\ -i> c) en (5.5) 

el efecto del ruido desaparece y la varianza y correlación son: 

b) Desarrollando las expresiones anteriores en potencias de S y to

mando el primer orden obtenemos: 

c. ( t) -= 

¿ (';/0- D/tl. +(+.) (c\.f(h) ",aloA ) e 0(0 í!- + 
(e/o t ¿..) (~o - o/, ,) ( 2 (q o - Dff ~ + ¡. ) ci o 

t- (' ~ - ct" 
\ ~}(J",+(.) 

+- ~ (<<0- ()/(~)c;\o ~ (oto .¡ t\)r\ ) e(.(I>~JHl(5.9) 
do (Z(cio-O/flj +?-)(do- o/r)(oI.,H) J 
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como posteriormente veremos, ésto esta rela.cionado con aproximaciones ba

sadas en los cumulantes de Van Kamlxm. Cuando el ruido es débil 0/(1"':': (..1,. 

cubre una amplia regi6n de interés • A partir de (5.9) se 

obtiene la primera corrección en el tiempo de correlaci6n del ruido blan-
J.. -1 e1.· t -,-j.. 

co, válida cuando 'c. ¿< O J 'c: ¿..:; ... , 

Esta aproximaci6n esta relacionada con técnicas de derivaci6n funpional 

desarrolladas por San Miguel (1981). ' 

c) te -p o - ~-l> c>O t limite de ruido blanco. Tomando estos l:fmi 

tes en (5.10), (5.11) se obtienen los resultados para el ruido blanco! 

C( ~) 

que coincide con 10 obtenido por diversos autores~(Williams (1971), Saito 

(1980 A). 

V.2.B. RUIDOS DE TIPO ''VIBRACIONt, CON EFECTOS NO MARKOVIANOS~ , . . .. .. 

Hemos visto en el capítulo 11 que existen dos tipos generaJ.ef.J de rui 

dos de caracter:fsticas ~ diferentes. El que se ha estudiado anteriorme~ 

te es de correlación exponencial y representa muchos procesos glopal.es. 

También son ~ importantes en reactores nucleares los ruidos que se ori

ginan por vibraciones de barras y estructuras (vlilliams 1974). A pontinu,! 
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ción vamos a hacer un estudio de estoa ruidoa cuya correlación es 

El método usual de tratamiento es linealizar la ecuaci6n, con ello se 

pierde el carácter multiplicativo y por lo tanto parte de sus caracterís

ticas, Nosotros vamos a utilizar una aproximación válida para tie~pos de 

correlación pequeños. Como veremos, en esta aproximaci6n se conserva el 

oarácter multiplicativo del ruido, observando diferencias notable~ con 

la aproximaci6n de linealizaci6n. Tenemos especial interés en hallar los 

efectos inducidos por el color del ruido y la frecuencia de vibraci6n pr~ 

pia de la estructura, sobre todo en cuanto a estabilidad se refiere. Uti

lizaremos un método de derivación. funcional (San Miguel (1981», 

a) Valor medio 

Supongamos un modelo sin neutrones retardados representado por la 

ecuaci6n (5.1), con ruido G,aussiano tipo "vibración" cuya función de co

rrelación sea (5.14). Para el cálculo del valor medio promediamoa respec

to al ruido la ecuación (5.1): 

J.~ ~) ::" _ o( ¿ PJ) + ¿ ~~ ~ > .J- S 
di; 

y aplicamos la fórmula de derivación funcional de Novikov (1965): 
t 

/' t ~) = l,,::::fK{.f)fK(Ú) <~IJ~t)" dú . 
.::-. '< () 6 lK(4) / (5.16) 

La función respuesta en este caso sencillo se cal cula exacta-

lOO nte (ver V. 3 • a), siendo 
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donde hemos despreciado términos, que debido a la presencia del ruido en 

(5.16), van a dar contribuciones en la ecuación (5.15) de segundo orden 

en d'te. 'j O ts . 
("l.. 

Utilizando (5.17) en (5.16) obtenemos: 

t t 
e{ ¿ AJ~~ = _ el. ¿ Al';> ~ S + ¿ ~>~ r .1", ¿ f(~ ~(~)) - ---e

5
1. f. c{~ (i-~) ¿ sjtJ ~t·)) 

~t -.e1.)" ,,1< (5.18) 

cuya validez estará garantizada,de acuerdo con lo anterior, cuando 

C;uando % ¿ 01,. (sistema estable) la primera condición implica la segun

da. Es importante subr~ar que la'validez de esta aproximación no condi

ciona en absoluto a la frecuencia de vibración w" • En el resto de este 

apartado ee va a utilizar la misma aproximación cuya validez vendrá siem

pre dada por (5.19) por lo que no insistiremos en ello. 

A partir de (5.18) se calcula el valor medio estacionario y ee en

ouentra la. expresión 

s [j-

oon 

, , 
~~] .fL _ 

0'1 1-I { , 

Estudiemos los casos límites; cuando u)péc. ¿''':: i , es decir el pe-

riodo de vibración es mucho mayor que el tiempo de correlación, el efecto 

de la vibración es mfnimo y se tiene: 

S [i- DIt."L t'-j 
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En el caso contrario W o te. ~> 1 ,el efecto de la vibraci6n es aprecia-

ble y llega incluso a anular el carácter multiplicativo del ruido (<< - ~:l)-P 01, 

D 1. ] [ 1. +- o! {J.. w} t,l. - .' 

en el sentido que ahora la estabilidad para el valor medio viene dada por 

cA>. o ,en vez de (cJ, - ~~) > o, 

En general no es difícil observar que .:::: "'>~r es menor cuanto mé\Yor 

es w~ ,concluyendo que el efecto de la vibraci6n es siempre estabiliz~ 

dor, tanto más cuanto mayor es Wo. 

b) Valor cuadrático medio y fluctuaciones relativas 

Si aplicamos el método anterior a la ecuaci6~ para tJ( t)"lo = 

c;( ~',~) = _ 2 cA IJZ( t) i- 2 S IV(.) ..j.. 2 r«(4) LJ{f)" 
de e-

teniendo en cuenta que ahora la f6rmula de Novikov se aplica sobre 

¿ fuJt) pol) como: 

t 

~ ro< (t) p(tjl> =1 < fKU) t«L,» < b /'Q.~~ > ~~ :: 
o ., )1«"') (5~23) 

t:-
:: G J "' ~I<('t) S ... {t4» c( #J(t) ~E.Q >}v, 

<) ó!,,{<t) 
obtenemos para el valor cuadrático medio la siguiente ecuaci6n: 

. é 

el ~ ,.,~(~)) ::' _ < ~ ¿ 1J"I(t) > t c! S .c: N(t·J> +- 't/,.(t.'( ¿t;d~) fl<{«<j)/ .... ¿AJ'fd) 

dt 

don~e se ha utilizado (5-17), y a partir de ella tenemos en el estado est~ 

cionario 
, I 

S(i-G ~)=-~~.: 
( 01. - 'lo ~~'e) 
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y para las fluctuaciones relati~ns a partir de (5.20), (5.25): 

(5.26) 

Para los casos l:Lmite~ se tiene 

A partir de estas expresiones se ve que lru;¡ fluctuaciones son menores 

cunndo LVo te"> > 1. La estabilida.d aumenta cuando te (wo) crezcnn oi 

Wo t, .::,.::.1 (wotc."»i) • En la fieura V.1 repreacntomos las fluctuaciones 

en las siguientes condiciones: tomamos E = 1.0-'bque es la vida ncutr6nica 

en unreac-bort"érmico estandar'd, . :tomamos c~ <= OJ 1-11
10 que equivale a .una 

reactividadS'~6'SY te. = 1, de esta forma nos encontramos en la re[.ri6n de 

validez de la aproximaci6n: q te ¿~ i y representamos las fluctun.cioooa 

en funci6n de W o para tres valores diferentes de la intensidad del 
... 

ruido ~= 0,04; 0,01; 0,001. Ln. conclusi6n es que las fluctuacionca decr~ 

cen siempre con IV., creciente. El efecto de la vibraci6n es por lo tanto 

est abiliz ador con Wo cre ciento. 

c) Tiempo de relajaci6n y funci6n de correlaci6n 

Siguiendo con el mismo procedimien~o multiplicamos la eco (5.1) por 

fJ ( '-') J {. I G t , promediamos respecto al ruido y con la aplicaci6n de la 

f6rmula de Novikov, que ahora se escribe: 

& 

.c:.. tI'( (t) NCt) /J(i
'
) > ::: (o~ f¡«i) fK( «J) < ~(t~ §~ \ el ~ + Jc ,~ fu(") ,;> 

(5.27) 
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Fig. V.1.- Fluctuaciones relativas en funci6n de la frecuencia propia. 
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Fig.V.2.- Densidad espectral para distintos valores dewo.(~;O.1tQ..=O.01,tt.=1) 
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y sustituyendo seg6.n (5.17) obtenemos la ecuaci6n para':::' fJ(t) /JCl'J> 

ti 

t ~l ~ 5k(l;)f"l~» jt{ -<N(.f'IJNJ) (5.28) 

t' . ~1 ~ E-.(()~ S(9 SI«(u) > ¿ IJ((:') ,{tt - .§.. ( (~~It) ¿ rK (.I}k(C{pJ4. .(' AA't) 
-- ft '" e1..Io o . 

En las aplicaciones interesan sobre todo los parámetros en el estado es

tacionario por lo que tomamos, como usualmente, las correlaciones estaci~ 

narias 

C. (tJ) = C(~.t.~:; ~"'i"" L. V{f:'·tB) IV (tI) . 
t, t-_..o 

(t;- t. ') = t) 

tC.(c9) 

y definimos para lograr mayor compactitud en las ecuaciones: 

- ((8)J..I"-;0 
Of.:.:;¡ " 

<. rJ) ::::; 
G 

¿ AJ > lo(4t.=~ 
Di:. = o 

¿: ,.,1.) /.<1<:::0 
o~;:o 

Con estas definiciones y operando en (5.28) se tiene para ¿( (!J), 
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donde hemos despreciado el último término de (5.28), ya que sus contribu

ciones a 4.{G» van a ser de segundo orden en ot.tc.. y %z. te. • Por la mi!!, 

ma causa utilizamos en el lUtimo término de (5.31)' Co{ e) en lugar de . C(c9) 
, . 

El tiempo de relajaci6n es uno de los parámetros que mas 1m-

portancia física tiene. Viene definido por 

t t" -

donde .:t í J. representa. la transformada de Laplnee. 
l4J 

En reactores nucleares no se ha utilH:ad.o esta definici6n debido a 

que en los oálculos linealizados el tiempo de relajaci6n coincide con el 

determinista (en nuestro caso t./O\, ) Y por ello se identifica el uno con 

el otro. Sin en:bargo, como ya se ha dicho, cuando se mantiene el oarácter 

multiplicativo del ruido éste influye en el tiempo de relajaci6n. Este 

hecho ha sido visto en el Capítulo IV en el estudio de las diferentes li

nealizaciones (IV )4). 

Calculando a partir de (5.31) la trarLSformada'de Lap1ace y reagrupa:! 

do términos obtenemos una expresión compacta para el tiempo de relaj~ 

ci6n 

Cuando lJo aumenta el tiempo de relajación disminuye, 'ya que 

lo ( -t '( 2.1.1 )'i t~ = te (1..-¡.Jo-t,) 1. +W3é¡) JO!: o 1+ w" ~ di"sminuyen".· 

En el caso de ruidos débiles D ¿.co( 
'::¡-z, y para los casos límites se 

tiene para t r 

tI'" ("'''!c..c¿:~) ~ 1-
.,). 

.¡. te. ;; iJ + t, ' 

t r ( WD be:» i) ~ :L 
J,. 

- (;.c, -= bol. - ~e. 
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donde vemos que los efectos de color .aulllGn:tnn o diominuyon t( (compar<l!l 

do con el resultado linealizado) dependiendo de la frecuencia de vibra.

ci6n. Para ruidos intensos, corno es l6gico, el tiempo de relajaci6n difi~ 

re muoho del determinista, y los resultadol3 que se obtienen por lineali-

Z aci6n no són vál idos. 

Estudiemos por dltimo la funoi6n de oorrelaci6n y la densidad. espec

tral. Resolviendo la ecuación (5.31) y reao'TUpando hasta lograr una expr~ 

sión oompacta obtenemos para á. (8) : , 

o' ) () I I -(JI, - 9.:tt ) & -6>lf:. J 
te. (S):::: eCd¡- 1~'1. <1.. (O) -1- Pe~ ~ ,v2.~ e ( 1. - ('!) '"'00., e J 

, -8/6(. -(<;\-%z)8 
_ ~c ..¿: ,.,>~ e ,(c/) w"B (1- e ) -{-

.t1. 
-Wk - (cA-O}r)8 ~7 (5.34) 

+ zE wot':, r.>,lM woé'. e [4(0) e + ¿N':?,j , 
el 1._wit4,l 

Para ruidos vibratorios es más interesante el análisis en freouencias que 

en tiempos por lo que oaloularemos la función de densidad espectral: 

y analizaremos su forma. 

En la fig. (V.2) representamos ${I.,I1'S.:: para • Básioamente 

es la suma de dos Lorentzianas una de ellas centrada en W =0 

aproximada (el. .. E>/p~ ,y la otra está centrada en W~ (No 

de anchura 

• Para 
W., 1. b,'l. -6- d. la primera curva solapa a la segunda por lo que no será fá-

cilmente observable en un análisis e:x:p~rimental. Para w,)"L -('>.>:L la 
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segunda curva empieza a destacar claramente por 10 que su observaci6n em

pieza a ser posible. Hacemos notar que tomando el segundo orden de aprox! 

ma~6n en (5.17) se puede predecir, por la estructura de los términos, 

que aparecerá una nueva lorentziana centrada en ¿ w" • Esto ha sido ob

servado experimentalmente (Lucía (1973» y su explicaci6n teórica ha sido , 
basada en consideraciones de tipo espacial (Pnzsit (1977),ver Cap. II.2.A) 

S.uger,imos aquí que también contribuye a la formación de dicho picp el cO,!! 

siderar efectos multiplicativos. Un análisis de la contribuci6n de estos . 

efectos se realizará en futuros trabajos. 

, V.3. REACTORES PUm'UALES CON INCLUSION DE NEUTRONE3 RNrARDADOS 

Cuando se tienen en cuenta neutrones retardados las ecuaciones de 

evoluoi6n son al menos de dos dimensiones y los métodos de soluoi6n se 

oomplican respecto al oaso unidimensional. En primer lugar vamos a revi

sar los últimos trabajos realizados eneste tema para, tras percatarnos de 

los errores, desarrollar y aplicar nu~osmétodos. 

V.3.A. REVISION DE METaDOS UTILIZADOS. VALIDEZ DE LA RELACION CAUSAL. 

Las ecuaciones estocásticas en modelos de reactores puntuales con 
¿ 

ruidos multiplicativos no blancos,han sido estudiadas recientemente por 

varios autores usando b~icamente dos tipos de IT.étodos: la aproximaci6n 

de Bourret (Quabili 1979) Y métodos funcionales (Saito 19798)' Debido a 

la complejidad del problema no Markoviano, es necesario estudiar cuidado

samente las hipótesis hechas en las aproximaciones. Esto ha sido hecho en 

un trabajo recieme (ROdríguez 1983c) donde se demuestra que la h~p6teBiB 

de causalidad empleada por los autores anteriores no es válida cuando se 

trata de ruidos externos no blancos. Entonces, con el uso de estarelaci6n, 
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una parte de los efectos no Markovianos no ea tenida en cuenta y los re

sultados obtenidos pueden ser err6neos. 

a) Validez de la relaci6n causal 

, Consideremos en principio un modelo sin neutrones retardados para 

demostrar que la relaci6n causal no se cumple. La ecuaci6n es la misma 

que en (5.1), y el ruido considerado también. 

Es conveniente para futuros análisis introducir la funci6n de Green 

del problema concreto: 

~ (;(-1.'2 = _ d, G(f.,s) + !I(W G(-t,S) .J. ó( f·:» 
dt T 

Una soluoi6n explícita es: 

(londe t1(~~lj es la funci6n de He avisi de • 

Entonces se obtiene para N(t) la misma expresi6n que en (5.3~ ahora 

en términos de la funci6n de Green: 
t' 

f.J(-t) =6 (é,t,») AJo'-t~o d~ C-O:,Q'). S. 

donde 1J{h) ~ /Jo es independiente de el ruido. Si se supone que S es 

constante el valor medio ¿ P) viene dado por: 

1-

L JJ( t)) -:::..:(' G(t, fo) /Jo + 51 ~f ¿ 6{ e, ')'J). 

Cuando el ruido es Gaussiano y de correlaci6n exponencial se obtienen re-
< 

sultados exactos (Saito 1980Ah (V.2.A). 
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A continuaci6n vrunos a usar estos resultados para estudiar la vali

dez de la re1aci6n causal. Esta supone que cuando t -.:> ti el valor pro-

medio de ¿ ~ (-t) 1.)( t')/H 

entre la entrada 1~ O;} 

es nulo, es·to ca, que existe causalidad 
01(..&1) y la salida ~ ~ • So va a demostrar 

que esto es falso, para ello vamos a calcular explícitamente: 

t' 

~'11( (-t) AJ(e) = S L J~ ~ SI«(/::J. 6-(t~~)). 

Aplicando la f6rmula de Novikov obtenemos: 

, " donde la derivada funcional se calcula facilmente usando: 

Entonces obtenemos 

~ , 

<: f,,1 <) /J(11 >ST - t L ~ {{·<tlt} S.d"J))L'; r'¡,'J) (5.45) 

Obviamente esta expresi6n es difereIrte de cero cuando t" ft} ~s un 

ruido no blanco. Si queremos obtener el orden de magnitud de este término 

supongamos que el ruido es del tipo exponencial (5.2). Sustituyen40 en 

(5.45) se obtiene: 



-166-

10 cual indica que en la correlaci6n este término va a ser de orden tc y 

si buscamos correcciones al ruido blanco, debe ser considerado (Ver V.3. 

A.c) 

b) La ecuaci6n para el valor medio 

Para nuestro sencillo modelo es posible encontrar una ecuaci6n exac

ta 'para <.~>. Comparando esta ecuaci6n con la obtenida usando diferentes 

aproximaciones, podemos estudiar su validez. 

'Con el fin de obtener una ecuaci6n para < N> tomo valores medios en 

la ecuaci6n 

(5.47 a) 

usando como siempre la f6rmula de Novikov y las funciones de Oreen se pu,2, 

de tener una ecuaci6n para el\ valor medio exacta: 

- Jo t J 
d ~~) ~ _ o{ ¿ NC.n> t L ¡i f~ el~ ¿ fK(~ tC(C4J)J ¿N(-t» -

(5.47 b) 
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Tomando ti>:' cJ.) y ~. ":fJ)-:-v so puede obtener el vru.or modio en 01 estado 
eH ' 

estacionorio 

Este resultado coincide con el obtenido por Snito (1980~~ 

_ Comparrunos ahora la ecuaci6n exacta (5.47b) con la obtenida por 

Saito (19'l9B}laando la relaci6n causal. 

S "t uc b N l~) es proporcional a N«{) y usa la rela-
al. o supone q T!.~:<:, 

ci6n causal de tal forma que obtiene: 

Entonces l~ diferencia, al orden mas bajo en D, ontre el resultado 

exacto y éste es: 

Esta diferencia 0S, pues) del orden en la ecuaci6n para <11ft),> 

Concluimos que el resultado obtenido por Saito es válido solamente al pri

mer orden en D. Por consiguiente no será válido cerca del estado crítico, 

" D· 'W -) ( O/)' te (V P--- t d l' 1 " ya que Sl /.('2. - C'\, '"t1. -¡f - 'el c. ,que es e mlsmo que as correcclo-

nes no Markovianas consideradas por Saito. Por lo tanto la conclusión ob-

tenida por Sai to de que los efectos no-Narkovianos son equi valent~s a 

considerar "pseudo-precursores", no será válida cerca del estado prítico. 
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Como se verá más adelante, V.3.B.e, si nos acercamos suficientemente al 

estado crítico t;.puede aumentar CUroluot, aumenta. 

- Analiz amos ahora la aproximaci6n usada por Quabili para obtener 

valores medios. Este método está basado en las aproximaciones de Van Kam

pen (197<33) Y Bo.urret (1962) t usadas frecuentemente en ecuaciones diferen

ciales homogéneas en el contexto de la Z,1ecánica Estadística. La generali

zací6n incluyendo un término fuente ha sido hecho por Quabili y otros 

(1979), pero como veremos, BUS resultados son err6neos en los términos 

no Z,larkovianoB. Estos autores consideran una ecuaci6n diferencial de la 

forma: 
-p 

t S 

Usando la aproximaci6n de Bourr.t obtienen una ecuaci6n integrodiferencial 

(Ver ecuaci6n (5.68» para .( Rt-t) • rara obtener una ecuaci6n diferen-

cial sustituyen < ~(t--:¿) por: 

L.. X (r~ ~) ~ e M 1: ¿ xi~; > 

y el efecto de la fuente y el ruido es despreciado. El efecto del ruido 

es del mismo orden que los términos despreciados en la aproximaci6n de 

Bourt",t. Sin embargo, el efecto de la fue nte es del mismo orden que el té.!:, 

mino no Markoviano retenido y no puede ser despreciable. Para verlo expli 

ci tamente presentamos la ecuaci6n diferencial para ¿ x-a,) cuando el 

efecto de la fuente es inclu!do: 
00 _ ~t::zo .. ii ó 

~_t\~é~)= M ¿¡o;it,).¡ 1 Jrf:fj e Re <<f ..... (f:)fl«t-~)¿x{-t) + 
Jb 

el=> - 't ijl 
+ S -1 <16 A eRe A ¿t(f) ~c(f-C»J/hl e 2- s 



Si consideramos ahora nuestro modelo sencillo, la ecunci6n (5.54) 

se corresponde con la (5.48) despreciando -términos transitorios (HJ)::»tc:. 

Esta última,(5.48),proviene de la exacta tomando la aproximaci6n 

Entonces (5.54) es buena aproximaci6n cuando ~i:'::'~ i • El orden del 

l11timo término en (5.54) es S~l . Cuando A y)1 conmutan el segundo tér

mino en (5.54) es independiente de te, y en este caso el término no f.lar

koviano proviene únicamente del último, como ocurre en nuestro modelo seE 

cillo. Sin embargo, si ¡ y -~f no conmutan, aparecen términos no-Markovia

nos en el segundo término de la ecuaci6n (5.54). Estos términos han sido 

obtenidos por,Quabi1i (1979) (ecuaciones (60), (61» y son de orden 

Qt:: .c..K:> :!! ~~' f, • Sin embargo, éstos y el último término de (5.54) 

son del mismo orden, y no podemos despreciar el efecto de la fuente en 

(5.53). El punto esencial es que, en lo referente a la fuente S, el se~ 

do y el último término en (5.54) son del mismo orden, por ser ..::.x-:' = O(S) 

La única raz6n para despreciar el último término podrraser su carácter 

no-Markoviano. Entoncos el resultado de Quabili es inconsistente, debido 

a que toma en cuenta términos no Markovianos despreciando el último tér

mino de (5.54). Otra forma de ver'esta inconsistencia es considerar la 

ecuaci6n (5.53) en el estado estacionario. En este caso es claro que (5. 

53) no es válida al menos que z = O porqU:e ..;::: X>!>1' es constante. Te

niendo en cuenta el efecto de la fuente obtenemos 

- i-~ if (t-. ~~ 'JI) 
- fU, -- (J ./ (/ ;;? e ¿ X(.lJ) ")t C'v.) ~ _ C) 

lo cual es una identidad en el estado estacionario, cuando el efecto del 

ruido es despreciado, esto es: . ¿ ;~r ~ -R S • Ahora si con;3ideramos 

efectos no Markovianos 2.:= O(t,,") (ver ecuaci6n (5.54» y entonces no 
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podemos despreciar el efecto de In. fuente. 

c) La ecuaci6n para la funci6n de correlaci6n 

El mismo tipo de términos provenientes de la fuente, que hemos consl 

derado en el apartado anterior, han sido despreciados por Quabili en la 

ecuaci6n para la varianza y la funci6n de correlación. Pero otro tipo de 

términos, correspondientes a la correlaci6n ¿ k'(·t' "'(.'.') (-i '") -t~ han 

sido también despreciados debido al uso de la relaci6n causal. 

En pr:tmer lugar obtenemos una ecuaci6n exacta para la correlaci6n 

para nuestro modelo (5.1). Después, comparando esta ecuaci6n con la obte

nida por Quabili, analizaremos los dos términos mencionados anteriormente 

Sea la ecuación para la correlación 

Usando ahora la f6rmula de Novikov como en (5.27) y sustituyendo 

t- ] .{ ~(-'<? J.)(t'J"'- :=. J- U((;.~) [.c:IJ("-JfJef')>' - S (A'o( '(ti!)') fJlfJ) 
'\ Ó f~ (c..) /s r e ~ r )'" H 

en la ecuaci6n resultante, obtenemos para la correlaci6n en el estado es-

tacionario: 
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Estn ecuación, para nuestro modelo sencillo, 013 exacta. 

Son posibles varias aproximaciones en ella. Dospreciando el efecto 

del ruido en ~ ( t-, /)') ,(en 5.57 , 5.58 ), G-U·, ?')::! rt(t· 0 ') .Q),rL- o( (r- .,')1 
(ver eco (5.37), obtengo la ecuación aproximada 

L ¿fI.ICt) lJ(tl).r~r:; -o. ~fJ(t) 1J{{I)sr t-~i[L ~u.' FK{I-J f¡<: (u)] <IJ{t)'(/{t~"~r 
dt 

donde hemos usado la f6rmula de Novikov: 

... / k (f) /J( 1'))'" • "')~ 1" 

La ecuaci6n (5.60) es la que se debería obtener por el método usado por 

Qunbili cuando la relaci6n causal no es utilizada y el efecto de la fuen

te es tenido en cuenta en la evoluci6n de ¿W) desde l' hasta t (ver dis-

, cusi6n después de eco 5.53). 

Sustituyendo el valor de la correlaci6n obtengo la ecuación (5.60) 

en primer orden en l).,tc. 
1'" 

+-. 
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Esta ecuaci6n es válida al primer orden en tc y D, es decir para rui 

dos débiles, (D/0'/':'';': 1. ¡ O/(t1ol)¿·::1. Con ella so obtieno el resultado 

correcto cuando términos de orden (%lY !:t: son deopreciables. Esto se 

puede verificar comparando con la soluci6n exacta (V. 2.A). La validez de 

(5.62) es la misma que la ecuaci6n obtenida por Sai to (1979B)para <N). 

Hacemos notar que en la eco (5.62) el término proporcional a 
• 

ci1t-t'J/t-c. , proveniente de ~K(é) fJ(t~>sr , contribuye al orden tc 

a la funci6n de correlaci6n, que es del miomo orden que la contribuci6n 

de el término debido al efecto do la fuente. 

Considerando el sistema (5.52), es posible obtener una ecuación simi 

donde X'T signit:ica transpuesta, y hemos usado el mismo procedimiento se

guido por Quabi1i (1979), pero teniendo en cuenta el efecto'de la fuente. 

-4" Estos autores han despre ciado t amb ién el término ¿ ~ \ t) X; (tl):>l T asu-
j( 

miendo la validez de la relaci6n causal. Analizamos ahora el orden de es-

tos términos. El tercer término de la ecuaci6n (5.63) es el último de 

(5.54) multiplicado por ¿X~1r . Entollces, su orden es ~ttC,c:::.X~T~ 

~ c¡,L ~.é'Z. -te. • En la ecuaci<5n (5.60) el término correspon-

diente es 51. P; .. te (./ I _1 l/)-I (.-.1_ (l¡e,)-I P 1 t t" (\ 
'-1,' Jo 01.>\ ~ V\ I~' • ,ara e cuar o ermino q.e 5. 63h 
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puede hallarse su orden usando la f6rmula de Novikov: 

tI . .f, X T({\)) . 
.,. t> (t') k'T(-i'J)' :: ( d\.\.c: ~(-t) ¡tU)) < ___ ,_ -, . '1J 

<- s..:. Sl ~ 1<' < ~ 'f¡.o{u-) ~ T 

donde hemos sustituido el valor de la correlaci6n, (-{ ;:> t') ,y hemos ob

tenido la funci6n respuesta al orden mas bajo en tc (San Miguel 1980). 
• ¿- IH.'II 'c. /' -;. '\f lo R. - I t'-tJ/t .. 

Entonces, el orden de este término es s_.~ 't.;;. .::.. >¡ ) - C; ...... ,é e 
Hacemos notar que el término correspondiente en (5.60) es 

AS1 pues, la contribuci6n de ambos términos a la funci6n de correlaci6n 

es de orden ~L 0'Ss--.(í, como ocurría en (5.60). Sin embargo, existe una di

ferencia entre (5.63) y (5.60). En la ecuaci6n (5.63) fi- y i. son matrices 

que no conmutan, y hay también contribuciones no Markovianas del segundo 

término de la ecuaci6n que no aparecen en (5.60). Estos términos s1 son 

tenidos en cuenta por Quabi1i. As! pues, la densidad espectral calculada 

por estos autores es incorrecta a menos que tc = 0, debido a que es inco~ 

sistente considerar un término de' orden s19f :t te y despreciar los otros 

dos que son del mismo orden. 

La validez de la ecuaci6n (5.63) con dado por (5. 

64) viene determinada por 0"'.é~ .::;<:,1. J .9¡; .... ¿.:.. J. ; es decir para rui 
dos débiles. Concluimos diciendo que el mismo tipo de inconsistencias ap.2:, 

recen en los cálculos para las varianzas realizados por Quabili (1979). 

El análisis efectuado en este apartado indica dos hechos importantes; 

el primero es que el estudio de modelos de reactores no-Markovi¡;mos no ha 

sido realizado correctamente hasta ahora y el segundo es que se debe' tener 
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muy en cuenta el mecanismo de la aproximaci6n efectuada y su grado de va

lidez. Nosotros hemos hecho un estudio en detalle del orden de aproxima

ci6n utilizado e incluso para ello nos hemos referido a un modelo senci

llo resuelto exactamente. Estamos ya en condiciones de abordar el proble

ma con neutrones retardados. Utilizaremos dos aproximaciones: la primera 

ha sido estudiada anteriormente en V.3.Ab (ve-r ecuaci6n (5.54)) y se basa 

en In aplicnci6n de técnicas de cumulantes (Van Kampen (1976~). Su vali

dez viene dada por 9; .. t, ¿¿ 1.. ; lo cual indica que para ruidos débiles 

(Gaussianos o no) el tiempo de correlaci6n no tiene que ser pequeño. La 

segunda utiliza métodos funcionales y es válida en las condiciones 

oI.tc, 44. J. J D..!.: .t:.,¡;1 • Básicampnte es la utilizada en el apartadO V.2.B • .e 1. _ 

Ahora se generaliz ará el método a varias dimensiones y se aplicará a mod~ 

los de reactores con neutrones retardados. Flsicamente la validez del mé

todo significa que para ruidos Gaussianos con tiempos de correlaci6n me~ 

res que los de evoluci6n determinista la aproximaci6n será justificable. 

Insistimos en este aspecto pues es importante darse cuenta que en esta 

aproximaci6n podrán estudiarse ruidos intensos, lo cual no es posible por 

métodos de linealizaci6n. 

V.3.B. ESTUDIO DE NODELOS NO MARKOVIANOS aON TECNICAS DE cmruLANTES 

La utilizaci6n de estas técnicas en reactores nucleares ha sido ini

ciada por Quabili (1979). Como ya hemos visto en el apartado V.3.A las 

inconsistencias en el tratamiento de Quabili aconsejan replantearse el 

problema. Como una primera aproximaci6n al mismo,hemos realizado un estu

dio para el valor medio aclarando las inconsistencias de Quabili y sacan

do conclusiones interesantes que expondrE~mos a continuaci6n. Ya }la sido 

dicho en V.3.A que Quabili parte de una ecuaci6n integrodiferenciaJ. para 

el valor medio (ecuaci6n de BOUTl'et) y realiza el paso a la ecuaci6n dife 
- -
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rencial (ecuaci6n én cumulantes de Van Kampen) utilizando la aproximaci6n 

(5.53). En principio lna ecuaciones de Bou':rret y Van Kampcn son del mismo 

orden de aproximaci6n, pero sus resultados presentan diferencias notables. 

Vamos a estudiarlas por separado; en primer lugar la ecuación integrodif,2, 

rencial y posteriormente la diferencial. Eota última es la usada erronea

mente por Quabili por lo que nos detendremos en su análisis. Por '111 timo 

compararemos ambas y expondremos nuestras conclusiones. 

Antes de comenzar con el estudio propiamente dicho conviene detener

se en el análisis de los modelos utilizados. Como se ha visto en el Capi

tulo III existen dos tipos de modelos de reactores puntuales con neutro

nes retardados y rui ,do paramétrico. El de Saito (1979D)mpone que el roi 
do aparece en las ecuaciones de neutrones y precursores en la forma 

• 
. C ::: 

El de Quabili no considera la existencia de ruido en la ecuaci6n para loa 

precursores. En (IIJ.,3)veíamos como con nuestra imerpreta.ci6n más preci

aa, considerando el ruido a nivel de la ecuaci6n nuestra, cada uno de los 

modelos correspondía al caso de ruido en los coeficientes de fisi6n o de 

absorci6n. A cominuaoi6n vamos a ver que cuando el efecto de neutrones 

retardados no es despreciable ambos modelos son equivalentes. En el caso 

. contrario no sería necesario usar la ecuaci6n para neutrones retardados y 

ambos modelos coincidirían en su descripci6n unidimensional. Para que los 

neutrones retardados tengan efecto se ha de cumplir que [/..1<'0) sea del 

mismo orden o menor que 8, por 10 que 1<:. "J!.~ • Entonces al exigil' estabi-

lidad % E/l. k,)J ~ f3 1 por lo que !?i !K( t) ¿< ~ ~ f>;.i.~ y el 

efecto del ruido en la ecuaci6n para los precursores es despreci~ble. Es

te sencillo análisis es 10 suficientememt3 significativo como Para afir-
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mar que en las condiciones de efecto de neutrones retardados ambos mode

los son aproximadamente iguales. Es posible comprobarlo expl!citamente 

comparando resultados en ambos modelos. Para no complicar excesivamente 

la exposici6n no expondremos dichos cálculos. 

Por otra parte Quabili utiliza un cambio de escala en el tiempo ha....e-. 
lol t; (';) 

ciendo 'C ':: -.{ • • Nosotros preferimoEl mantener la escala inicial 

pues bajo nuestro punto de vista el análisis físico de los resultados es 

ffi..1.S sencillo como veremos posteriormente. Utilizaremos por sencillez el 

modelo de Quabili de tal forma que nuestrru3 ecuaciones de partida serán: 

con 

• 
C. :: 

4- l<o( J-(3) 
-~._--

En forma matricial (5.66) se escribe como (5.52) con 

(-~ ~J - t H - A= ; .. 
1>1<'0 
.e 

( ~) 
~ 

~ (;) >< ~ S 

a) Ecuaci6n integrodiferencial 

:) 
(5.67) 

La eC1l.o'l.ci6n de Bourret ha sido aplicada a sistemas mecánicos en los 

que normalmente no existe un tármino fuente (ec. diferenciales homogáneas). 

La generalizaci6n al caso de reactores nucleares con tármino f'uetrte puede 

hacerse utilizando la técnica de proyectores de la misma forma q~ ha si-
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do hecho por Tendel (1974) en el caso de ec .• homogéneas. Cun.ndo la fuen-

te es independiente del ruido se obtiene en el primer orden de aproxima

ci6n una ecuaci6n sencilla. A partir de (5.52) so obtiene: 

con M, ¡ yx dados por (5.67). Resolvemos ahora esta ecunci6n calculando 

primero los éllltovalores de M: 

-(c:.+ ol ) ± rrc' +d.)'¿ -ILt¡\( '?:~,.<:>{)Jt 
)(, -:::. _ ... -.-..... __ .--_ ....... _-- .......•.•... _ .. __ .. _-_ ... - .............. -

¿ ~ 

El término exponencial se puede calcular como: 
lV'je 

ir e -,1 e A -1: R R- j ::: R [- -e e -:: R R (.') 

con 

Efectuando, se tiene para los valores medios 

cL.<::C2 _ 
~(;; 

_ ~? t Ñ~~ 
~ 1<0/12 

(~ t~) . ( 5. 71 ) 
-'j? K.:>/C 

Tomando la correlaci6n de tipo exponencial (5.2) obtenemos para el valor 

ne dio estacionario: 
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s 

Los valores propios 11; y if¿ han. de ser siempre nogativos para ase~ 

rar la estabilidad del sistema determinista. En el limite do ruido blanco 

te ... O se obtiene el resultado correcto. A partir de (5.73) es inmedi~ 

to ver que cuando el tiempo de correlación crece el valor medio disminuye 

" - $. obteniéndose en el limite t.:. --",)..0 el valor determinista No -- -.;i. 

La aproximación es pues coherente para todo valor de tc. Diremos por últi 

mo que cuando el ruido sea dicotómico la ecuación obtenida y sus resulta.

dos son exactos (Shapiro 1978). 

b) Ecuación diferencial 

A partir de la ecuación (5.68) Quabili pasa a una ecun.ción diferen-

cial haciendo .:::... >f (t -;2) '!::! é ~ oC ¿ xi:{») • Se ha analizado esta aprox! 

mación en V.lII.A, llegando a la conclusión que Quabili desprecia térmi

nos que deben ser tenidos en cuenta. La ecunción correcta que 8e estudia

rá en este apartado es la (5.54). Vamos ahora a resolver esta ecuación de 

la misma forma en que 10 ha sido la integrodiferencial. Los ténninos ex

ponenciales que aparecen en ella serán en este caso: 

obteniéndose para el valor medio las ecuaciones 
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con 

En el límite de ruido blanco 1;<...1,> () ,se encuentra la expreoi6n correcta 

~ - ------------- ) 

en el primer orden del tiempo de correlaci6n obtenemos: 

La expresi6n (5.76) es In obtenida por Quabili (1979) si excepturunos el 

factor que multiplica a S, que como se ve en (5.78) es de orden [L-~~J 

lo que confirma el análisis efectuado enV.3.A. Este factor disminuye el 

valor de ¿ "')~T por lo que los resultados de Quabili presentan al 
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reactor con más inestabilidad que la correcta. 

Para el análisis de la estabilidad estudiarnos el denominador de la 

expresi6n (5.76). De acuerdo con las ecuaciones (5.74) c. N>l T será. fini 

to cuando se cumpla: 

El segundo término de (5.79) presenta un mínimo para 

"";" (d...t~) t. -= ------
( N,. -'1\.-)1. 

,,o 

y se hace infinito para te. 

al.l.IOO nt a para 

a anularse para • 

. -,L 
= ( N", - Afd .La regi6n de • 

, 
te.. ::> 1 ... "'''''' y disminuye para 

Para le. -::. ((o.-lcj.JI se obtiene 

estabilidad 

hata llegar 

la misma re-

gi6n que para el ruido blanco, aunque, ~"!.\r es menor debido al nwnera

dor en (5.76). Estos resultados contradicen los obtenidos con el método 

integro-diferencial. El problema radica en la aproximaci6n (5.56) que pe~ 

mite pasar de una ecuaci6n integro-diferencial a una diferencial. En esta 

uproximaci6n se incluye un factor que crece con el tiempo ya que se toma 

el movimiento determinista hacia atrás. Roerdink (1981) ha estudiado este 
.00 

problema en general obtenl.f1ldo el mismo resultado para -éc, y una estim!!; 

ci6n del orden de los términos despreciados en (5.54). El resultado de

muestra que ahora. el parámetro que debe ser pequeño es ~} [~_If{,-N\) !,,]-1 

en vez de I~- . Utilizando (5.69)· obtenernos la condici6n 

donde hemos usado (j- (;. ):: '1 (. (o{ - ~-?-) ( ~ -t olr2. • Si los neutrones retar-

dados son importantes, ~ ~ i por 10 que ·t e no podrá ser @l orden 

de (~+ol r i para que la condici6n anterior se cumpla. Por cQnsiguien 
> -
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te la validez do1 mótodo diferencial queda limitado en eoto CMO a te. 

.no muy g.randeo • Concluimos quo el método integro-diferen-

cial tiene una regi6n de validez más amplia que el diferencial. 

V.3 • C. ESTUDIO DE MODELOS NO MARKOVIANOS CON TECNI CAS FUNCIOnALES 

Realizamos a continuaci6n un estudio paralelo al realizado en V.2.B. 

a partir del modelo definido por las ecuaciones (5.66), mediante técnicas 

funcionales. Nuevamente la validez vendrá dada por (5.19). 

a} Valores medios 

Para el cálculo del valor medio promediamos la ecuación (5.52) y 

aplicamos la fórmula de Novikov: 

. (-t i_.X (l) ) d v.. 
¿ ~'< (-I-) X) =-';0 L: rK( t) tI< (~) > « Ó fo-( (~) . 

(5.80) 

Ahora el cálculo de la función respuesta es más complicado pero no supone 

diferencia esencial respecto al caso unidj.mensional. En el primer orden 

de (t-l-t) se obtiene (Hernandez 1983.B) 

d ><"7t :: A K {-U - (f -4) A t ~ S +- A fJ X - R Ir ~ J T C( t-~). 
-~ f;¡:) 

Considerando el ruido Gaussiano de correlaci6n exponencial (5.2) y susti

tuyendo (5.80) y (5.81) hallamos para el valor medio la siguiente ecuaci6n 

((:2-.>:)_ .:: ¡¡.c. >;? > + S t D ¡r"¿X) - () ~ íf ~ ff .c.,i~) -t D t, A A lf .::.;;r '> 
J é (5.82) 

En nuestro caso con M, S, A, X dados por (5.67) y en el estado estaciona

rio se tiene: 



que coincide con (5.18). 

/N) - ~,. 
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A partir de (5.84) observamos que cuando f'J=-v recuperamos la expresi6n 

sin neutrones retardados. El valor medio disminuye siempre que ~ o tc-: 

aumentan lo cual quiere decir que ambos efectos, el de neutrones retarda

dos y el de color del ruido son estabilizadores (al menoa para el valor 

rredio). En efecto, la regi6n de estabilidad: 

aumenta siempre con ~ o t~ crecientes. 

b) Momentos cuadráticos y fluctuaciones relativas: 

Para el cálculo de los momentos cuadráticos utilizamos la ecuaci6n 

vectorial(5. 61)separando cada componente. De esta forma se obtiene para 

los productos X;( t) x¡{ t) la siguiente ecuaci6n 

Promediando, utilizando la f6rmula de Novikov y sustituyendo las funcio-

nes respuesta por su aproximaci6n en el primer orden de (t-I.t) (5.81), lle

gamos a las siguientes ecuaciones para C"J' ':f C,,::::~#Jl») Cf2~C'lf:::':::,vC.» {H...:oc:::a>J 
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Para los valores en el estado estacionario se obtiene a partir de este 

con 

El parámetro a oonsiderar en las aplicaciones prácticas suele ser la flu~ 

tuaoi6n relativa que a partir de (5.88) y (5.8.t-) se calcula obteniéndose: 
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donde lB, son las fluctuaciones correspondientes al ruido blanco y ~¿ 

las correciones debidas al primer orden en 01 tiempo de correlaci6n, cu-

yas expresiones son 

B "J.r:. ) ( -j(':) )2.(1..:::k> 0) K.. ( ). 1- n'e ~/ - 1..1 RJ. 'f Kr. ' ¿- -- ~ -
e 

La expresi6n de las fluctuaciones para ruido blanco lB, coincide 

con la obtenida por Quabili (1919) (en este caso su cálculo es correcto 

ver V.3.A). Es fácil observar a partir de (5.92) que las flu ctuaciones 

orecen cuando ¡.. crece (el tiempo de retardo es menor), y disminuyen cuB¡!! 

do ~ crece (el número de neutrones retardados es mEWor). Los neutrones 

retardados estabilizan pues el siotema cuando su retardo o su fracci6n es 

ma,yor. 

El efecto estabilizador del color del ruido puede ser visto a través 

del comportamiento de I'S¡. Analizando el signo de se obserya que 

para los valores posibles de 0 ~ Co, J¿) siempre es negativo y f&f(~"¡»)':::o, 

indicando que las fluctuaciones decrecen cuando el tiempo de correlaci6n 
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6 f> aumentan (esto ocurre para cualquier valor de (! ). Nuevamente obser

vamos el efecto estabilizador del color del ruido. 

c) Tiempo de relajaci6n, funci6n de correlaci6n y densidad espectral 

Partimos de la ecuaci6n (5.66) en la que tomamos la componente Xd t ) 

y multiplicamos por X)'{il) (i' ~ t) 

Siguiendo con el método, promediamos esta ecuaci6n respecto al ruido, 

aplicamos la f6rmula de Novikov, y sustituimos en primer orden de aproxi

maci6n del tiempo la funci6n respuesta por (5.80) (Hernández 1983A'). 

Haciendo 

C\'j (&) ==' i e,/( f)) := 4 M9)}J(o»; ¿'2(&)::¿ .vrt!Je-to)); él.¡{ l') ::: ¿j(O) Pt~) ; 

; (7? (8) = -< C(,,)C(t») J 
podemos expresar la ecuaci6n obtenida por: 

o ' D ') - 7. te. t)~"I A'Ie S€ < xl) '¡'?i eJ<f)(- o/ft: Ihl< Ifh- CkJ' 

Al igual que en (5.'2.9) definimos tCq re) == ¿ x .. {6>')X/{c)) - ,;:x,,) e KJ') 

y para las correlaciones ~') ¿zl obtenemos: 

• 
<Í../1 (()) == (H1¡ + ~~í.) á" + 1I.z. (J .. !} lc;) <Í.t, +-};- ~)¡f(- ,rp¿) '1, 

. 
L l ¡ (f)) ~ Hl.. J <LII f Hh,. tf'l. L 



Para el cálculo del tiempo de relajaci6n operamos como en (5.J2): 

y después de un tedioso pero sencillo cálculo obtenemos 

o 
siendo tI" el tiempo de relajaci6n debido a considerar ruido blanco 

( t,;: o ), cuya expres i6n es 

____ ----- ••• -0 

J.t 4.~;- + ¡.. + .9-:e1. 
{' ---

y 61. la primera correcc16n de color que viene dada por 

I -

( 1 + ~/e '<o Ri) j D )1. [O -J.! ~ - --¡;---; (0-.- % ~ - -¡;-i. i·}- e 1<0 A). J 
(o\ • ~ '<, - '-p'-:) 
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o 
Analicemos primero el término de ruido blanco tI'" • Es fácil de ver 
o 

que él" disminuye cuando A aumenta, es decir cuando los neutrones son me-
o 

nos retardados. Er auroonta cuando 1) aumenta, esto es cuando la fracci6n 
; 

de neutrones retardados aumenta. 
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En lo que se refiere n1 térmi e correlaci6n, 

va a ser siempre positivo salvo que estemos muy cerca de la zona crítica 

en la que el témino - :.f} Ka DYe/.. en (5.99) supere a los otros 

dos términos positivos. En esta regi6n el efecto de color no sería equi

parable a la existencia de pseudo-precursoras, por lo que los resultados 

do Saito (191~ no se pueden extrapolar al caso de una zona muy cercana a 

la crítica. 

Estudiamos por último la densidad espectral que se obtiene como la 

parte real de ¿¿ [ «,,):1.01 • Desp~s de reagrupar términos tenemos: 

con 

.1 ~{~¿ _ - K, (XI .f 5) 

2. c.
" 
(~) >(1. - K'1. 

-[ {tri. .J«.)(K,,- é...wtJ 
(?\¡-Xt){4J1...f >\~) 

)(1. (KI. t 6) ,j + ------- .------_ .. - .,.. 
(w/..+ ~i) 

J 

- (~-f-~ - 'J¡,):- [(~-q tffT.t+ (Ir. ~ __ ~_(~~_f¡: ~1--¿ 
~ ____________ '1 ------.•.• - •... -...------.~ 

B 

En el limite de ruido blanco l. -'1.> O la expresi6n (5.100) coincide con 

la obtenida por Quabili (1979). Si analizamos la forma de (5.100) se ob-
~: \ 

serva que va a ser la suma de tres lorentziana; centradas en el punto ce-



ro y de anchuras proporcionales a 

dominan los términos de anchuras 

• hu la zona 

sin embareo en la zona 
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- t 0.L I.v ,;, .'~ los tres tórminos son del mismo orden por lo quo la contribu-

ci6n debida al color será apreciable. En la fie;. (V.3) se ha reprosenta-

~{~~ do 
'(..'," D) 

cierto tiempo 

para un cnoo de ruido blnnco t. ... 0"0 y po.:ra otro con un 

de correlaci6n. El efecto del tiempo de correlaci6n es per-

:rectamente apreciable en la zona lu'~ t..:1 
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10 20 30 

Fig. V.3.- Densidad espectral con ef'scto de color 

d,= .J..d ~-, )? O.Oi .-1~t, ,e::. t3Ko -3 , ;..:; 0,01 ~-t 



CAPITULO VI: 

ESTUDIO DE PROPIEDADES DE TIPO ASINTOTICO EN REACTORES NUCLEARES 
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En el estudio de lna fluctuaciones en roactores nucleares el cálculo 

de valores modios, cuadráticos y correlacionoo ooupa un lugar importante 

en ouanto a ous aplicaciones práctioos (t6cnicns de diagnosis y ser,uimie~ 

to del eatado del reactor). Ya hemos visto que para su obtenci6n no es n~ 

cesario el conocimiento de la funci6n de probabilidad y que exioten apro

ximaciones que hacen posible resultados analíticos aún en sistem~ compl~ 

jos. Existen otro tipo de propiedades y parmnetros estadísticos de consi

derable interés práctico que exigen un mayor conocimiento de la funci6n 

de probabilidad y que no son fácilmente calculables por linealizaci6n u 

otro tipo de aproximaci6n. Dos de ellos, la probabilidad de extinpi6n y 

el estudio de fluctuaciones en la puesta en marcha del reactor ti~men pél:!:. . 

ticular interés en la teoría de reactores (Williams 1974). 

Este tipo de problemas ha siao estudiado en modelos lineales, en sus 

origenes por Frankel, Feynman y Schrodinger (ver Williams (1974»); poste

riormente, en trabajos más serios, por Hansen (1960) y Hurtwitz (1963) y 

finalmente con técnicas máS sofisticadas incluyendo efectos espaciales 

por Bell (1965) y Williams (1974). El fundamento de estos trabajos se ba-

sa en suponer que las familias neutr6nicas originadas por la illJ'Occi6n de 

algún precursor son independientes entre sí pudiendo aplicar la teoría de 

procesos "en cadena". Hemos de señalar que los orígenes de estos proble-
, 

mas se encuentran en los trabajos;'de los l'laturalistas Galton y Watson so-

bre extinci6n de especies. 

La probabilidad de extinción y las fluctuaciones en la puesta en mar 
. -

cha del reactor son dos casos particulares de una teoría más general que 

estudia la probabilidad. de paso de un umbral, el primer tiempo ell el que 

se realiza dicho paso y los momentos asint6ticos (Lindenberg 1975). Mate

máticamente esta teoría se fundamenta en la resoluci6n de ecuacipnes mae,!i 

tras con barreras absorbentes o reflectantes. Cua.ndo estas barreras son 

naturales t como ocurre en el caso de un reactor sin fuente, y es'J;án en el 

origen N = O, tenemos el caso particular de la probabilidad de extinci6n 
"', . 
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Cunndo estas barreras representan r:rsicamonte un umbrnl de peligrosidad 

(normnlmente situado en la parte aointótioa de la probabilidnd), la prob~ 

bilidnd de ocurrencia del primor paso refleja la ocurrencia de acoidentes 

o situaciones no deseadas, por lo que su cálculo adquiere mucha importan

cia en las previsiones de seguridad en reactores. Por otra parte se com

prueba que la parte asintótica de la probabilidnd es muy sensible al mod~ 

lo utilizado (West 1980) por lo que los tiempos de paso y propiedades 

asintóticas pueden ser usados como test muy preciso de comprobación de m~ 

delos ( ver apéndice C). 

El cálculo de probabilidades y primeros tiempos de paso ha sido tam

bién empleado en sistemas físicos y químicos en el estudio de la disocia.

ci6n molecular, paso de barreras de potencial~ etc. (Procaccia 1978), 

(Seshadri 1980), (West 1980). 

El objetivo principal de este capítulo es estudiar este tipo de pro

blemas en modelos de reactores nucleares lineales y no lineales con efec

to de temperatura. Para ello consideraremos antes el uso de barre:ras ab

sorbentes y las definiciones precisas (VI.1). En reactores nucleares, in

cluso para modelos lineales, no existen estudios de este tipo. El proble

ma fundamental consiste en desarrollar un método por funciones generatri

ces que tenga en cuenta la existe:t;lcia de barreras absorbentes. Esto será 

hecho en la segunda sección de este capítulo y aplicado a ejemplos senci

llos. La tercera sección trata del estudj.o de modelos no lineales, En es

te caso el método por funciones generatrices no es aplicable por lo que 

se utilizan nuevosmétodos. Posteriormente aplicamos nuestros res~tados 

al estudio de la probabilidad de extinci6n y fluctuaciones en la puesta 

en marcha comparando con los resultados lineales. 

VI.1. DEFINICIONES E INTRODUOCION DE BARRERAS 

Supongamos que nuestro sistema en estudio se encuentra bien definido 
.' 
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a través de una ecuaci6n maestra que en goncrnl preoenta varioD ool too 

• El sistema es puoo Markoviono y toda la inforrnnci6n ae on-

cuentra en la probabilidad de transici6n P(N¡t: I A)I/t') que cuando el si.2-

tema es linenl es posible calculnr. Esta probabilidad de tranoici6n cum

plirá una ecuaci6n maestra directa (de derecha. a izquierda), o inversa 

(de izquierda a derecha) cuya conveniencia vendrá dada por el tipo de pr~ 

blema a resolver. La ecuaci6n directa está relacionada con la ecua.ci6n 

cinética, mientras que la ecuaci6n inversa está :relacionada con la ecua

ci6n adjunta (ecuaci6n para la funci6n importoncia, BeH (1965»). En pági-

nas sucesivas ee Verá con más detalle las aplicaciones de ambas ecuacio

nes i ahora estamos interesados en introducir otro tipo de problemas a tr,!! 

vés de condiciones de contorno o barreras. Suponrramos que queremos calcu

lar las probabilidades de que partiendo de un estado en el instante ini

cial, se llegue a otro estado en el instante final pero con la condici6n 

que sea la primera vez que ello ocurra. Vemos por el sentido físico que 

este tipo de cálculos va a tener mucha aplicaci6n práctica. En efecto, 

si el estado final es un estado considerado como peligroso, como accide!!, 

tal, o es simplemente el estado que hace funcionar una alarma (en reacto

:res nucleares puede ser el número de neutrones umbral que hace que caiga 

la barra de parada del reactor), habremos calculado la probabilidaitde oc~ 

rrencia del accidente o hecho en buesti6n~ 

Matemáticamente la descripci6n de estas condiciones se consigue a 

través de condiciones de contorno (en el caso de ecuaciones maestras con

tinuas), o de inserci6n de barreras absorbentes o reflectantes (en el ca-. , 

so de ecuaciones maestras discretas). Supongrunos s in pérdida de ,generali

dad que nuestro sistema viene dado por la ecuaci6n maestra: 

Denotamos las barreras absorbentes por subíndices y las refl~ctantes 
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por superíndices. Por ejemplo: 

~1)"1I.( NJ tI NI/tI) denotará la probabilidad de q.ue el sistema se 

encuentre en N en el tiempo t, cuando en un instante inicinltse encontra.

ba en N'. con la condici6n de no haber sobreposado las barreras (infe

rior m~ y superior~l). La ecuaci6n maestra que cumple ahora nuestra pro

babilidad condicionada es idéntica a (6.1) con las condiciones de barre

ra absorbente: 

(6.2) 

siendo Y(x) la función escal6n de Heaviside. Una barrera reflectante per-

L_II 6 p,....,""a.y.IJt I "', dI mite la "vuelta atr~ o reflexi n del estado por lo que IV IV ~'I 

representará. lo mismo que anteriormente pero ahora condicionado l1nicamen

te a que no atraviese las barreras y retorne. Las probabilidades de tran-

oioi6n son: 

(6.3) 

, 
La ap1icaci6n de barreras puede hacerse 10 mismo en ecuaciones directas 

que en inversas. Cuando las probabilidades de transici6n cumplen (6.2) 6 

(6.3) para un cierto estado sin necesidad de impone~10 externamente se 

dice que el sistema tiene barreras naturales. En un l"'eactor nuclear sin 

fuentes se observa una barrera absorbente natural para N ::: O. 

a) Problemas independientes del tiempo 

Quizá el más tratado de los problemas independientes del tiempo es 

el cálculo de la funci6n de probabilidad estacionaria. Cuando ést'a existe 
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y en ausencia de barreras, la probabilidad estacionnria se suele obtener 

resolviendo la ecuaci6n maestra o la equivalen~e en funciones generatri

ces con el término \ ~ = O • Trunbión es posible su c6.1cu10 a travéo de 

la ecuaci6n inversa aunque más complicado. Con el uso de barreras se pue

den presentar los siguientes casos importantes y con utilidad práctica: 

"""J¡MIl "..",.,1./ Flr (N)= P llJl«>/~',o) Probabilidad estacionaria,indepen-

diente de las condiciones iniciales, con barreras reflectnntes. En reacto

res nucleares existe una variante de este tipo que tiene interés prácti-

cOi consiste en tener en cuenta el hecho de que un ~.actor puede tener un 

sistema de control de tal forma que en un cierto número de neutrones con

siderado excesivo mi existe un dispositivo que al detectar este umbral 

introduce una barra de absorbente y las probabilidades de absorci6n se 

pue den poner como {I, absorci6n introducida por la barra} : 

Probabilidad de extinci6n por h"I, cuando no 

se ha alcanzado nunca la barrera 1111¿ • Deponde del instante inicial N 

pero la ecuaci6n que cumple es independiente del tiempo. Representa ~a 

probabilidad que tiene un sistema de autoextinci6n sin llegar nunca a un 

estado ~l normalmente considerado peligroso. 

- P~I ( Mi, I c() I AlJ O) En un sistema explosivo representa la pro-

babilidad de extinci6n por la. barrera /tIofJ,. (Si el sistema es estable 

siempre P~I :: d. ). Con frecuencia m. suele ser la barrera natural en el 

origen y entonces representa la probabilidad de extinci6n normalmente ca!. 

culada. En apartados posteriores se verá la necesidad de genera1~~ar esta 

prob abil idad de extinci6n usual al caso con barreras cuando se toma en 

cuenta algún efecto no lineal (usualmente el de temperatura). 
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b) Problemas dependientes del tiempo 

En un eotudio de propiedrules ru3int6tic::ns roaulta intcrcsnnte conocer, 

por un lado, la probabilidad de ocurrencia de un determinado suceso y, 

por el otro, el tiempo promedio en que ocurrirá. Tales propiedades consti 

tuyon el estudio de la estadística de extremos y primeros tiempos de paso 

Definimos bP(AJ,tIAJI,to) clt laprobabilidBd de que el sistema se at. 
encuentre en. N en un tiempo (t, t + cJ.t) • Entonces definimos el mornen-

to telllPoJal i de permanencia. en N, como 

L6B'icalllente, para un sistema estable sin barreras absorbentes T
L 

será 

infinito, sin embnrgo tendrá significado en un sistema con barreras abao,!. 

bentes (cuando no lleva ~i1diro suponemos i :: 1): TMf"II'4/. ( N, fJo) ea el 

tiempo promedio que el sistema se encuentra en N antes de ser absorbido 

por las barreras. A partir de oota definici6n resultan irunediatao las si

guientes: 
.M41.-i 

T.... _. (.10 ) =,.-- 1:.'1 -'. (IVJ ~b) ' •• '/1 '~2. JV L- ,... ' ... ~ 
f,J""",~, (6.6) 

es el primer tiempo de paso a través de las barreras M11) Mof2, 

es el primer tiempo de paso cuando las condiciones iniciales son PC Ajo) 

Para el estudio de los extremos definimos la funci6n de distribuci6n 

acumulada por: 

(6.8 ) 
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que representa la probabilidad de no extinci6n en el tiempo t. 

La probabilidad de alcéUlZar en ene tiempo uno de los extremos será. 

pues: 

y en general para cualquier estado x sin bélxrerns absorbentes 

(6.10) 

por 10 t anta se definirán los momentos extreman corno 

L ~ i [ F>C( t;J AJp) - ~"4{ tJ V,,)] 
x (6.11) 

La utilidad de estas definiciones a aplicaciones concretas en reac

tores nucleares se verá. más adelante. Por ahora nos encontramos con el 

problema de hallar métodos de soluci6n para ecuaciones directas o inver

sas y con burreras absorbentes o reflectanteo. Hacemos notar que los mét~ 

dos sencillos usualmente conocidos son s610 válidos para ecuaciones con 

un salto. Una de 1 as particularidades de los problemas de re actores nucle~ 

res respecto a otros (cinética química, láser ••• ) es que la fisi6n es 

responsable de que aparezca en 1 üS ecuaoiones ma.eotras más de un !,!al to. 

Por esto, en reactores se ha empleado casi exclusivamente el mét~do de . 
las funciones generatrices (Pucilio,1915). Continuando con ello vamos a 

generalizar en el siguiente apartado dicho método en presencia de barre

ras absorbentes (el caso de barreras reflectantes es similar). 

VI. 2. METODO DE SOLUCION POR FUNCIONES GE~ATRICES 

Para fijar ideas tornemos una ecuación maestra directa, sin ~utrones 



reta:rdados ni detector, con una ba:rrera de absorci6n en }.l : 

o PI'1(IJ,~) ~ (.(t.J.ti) 3 (ti-(IJHlj p" (AI·+J,t) + ~ Y(Ii-UJ·J)) PI1(,4I.J.,/:) + 

~ t: 
I 
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t -A. ~ F(Iof) (lJt/"-,y¡) J(H-(~hJ.-""J) P"(1J4j--t'I,t) -
. (6.12) 

donde t. y -4. son los coeficientes de absorci6n y fisi6n usuales y i (x) 

es la funci6n de Heaviside. Definamos la siguiente funci6n generatriz ge-

mralizada: 

(6.13) 

de tnl forma que la ecuaci6n maestra (6.12) en términos de la funci6n ge-

mratriz se escribe: 

+- .Á (&{I'.j - ><) o!.'! _ S /14.1 PI'f (ti-J., -é) -
~x 

_ ..A. t ,p( ... ) '>(NI i K
AJ 

PM O))-t:) 
... ::¡) fJ::. N-.>1 

(6.14) 

con GM (~, t) = 1. y teniendo &- CJ<) ~ 1'br) el mismo significado que 

en (3.45 ) 

La ecuaci6n (6.14) aunque muy compli<}ada, es resoluble! Vamos aquí 

a presentar un método por funciones de Oreen que resultará muy útil pues 

expresaremos la soluci6n en funci6n de la funci6n generatriz sin parreras. 

Para mé\Yor simplicidad supongamos que buseamos la soluci6n estacionaria 

0_6"..::......(_>(_0:) ~ O 

'ls-t 
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y sea 6(x, x.') la funci6n de Green de la. ecuaci6n estacionaria, eo decir 

cuya soluci6n es: 

C,( X, x') ':::. 
(,.() ( x) Y (X-x~ _ 

r. (i- x1)+.Á.(6lxl)-x, G()(x') 

siendo 6D( x) la función generatriz del problema sin barreras. 

Ahora la solución vendrá dada por: 
)( 

(;H(X.);;;: A &o(X) + Sl &(1<,><1 x,"·I. PI1 (I1) J.J(I + 

x H 

+ -A.. j (,.( K/ x') f' P(M) X/M .fH'" x,p FJ.t (Al) 

es decir 

con 

(6.15) 

(6.16) 

(6.11) 

Las condiciones iniciales Pl1 (!f.¡.) - ~. p~ (J.f-I) se hallan resol vie~do el 

siguiente sistema 
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donde hemos utilizado 

P ... (v J := __ L h/>J fr,,-("2/ J' r (¡ti) ;: •. !. t 60.~~)1 
.. I'! ~ X Al j l< = ¡) tJ.' <r)( ,.. /-'1':- o 

(6.21) 

Dada la dificultad de In resolución de estas ecuaciones en un caso gene

ral y con el fin de ilustrar su aplicabilidad,se resolveránen este .mis-

'mo apartado para casos sencillos y todo tipo de ecuaciones. ArItos de hacer

lo vamos a exponer una técnica similar para el cálculo de tiempos de 

paso. 

Integrando en t entre o J 00 la ecuación 6.12 y aplicando (6~5) ob

tenemos para TI-! (AJ, #.lo) la siguiente ecuación: 
r 

Ó 11, tolo = .s 1;, ("'-).¡ AJo) + (.. (AlH), -r;, (Ah· J.J IJJ) -,.. ~ 1>(")...A. (AI- r) -+J. J. 

Definimos ahora la función generadora de momentos de tiempos como: 

(>13 

/11 O<)/Jo) = I XII ~ (tJ,#1,,) 
/.1:1> 

de tal forma que 

(;.~ ((JI 1.1.» :::. -r,; ( (J, 1),,) 

~ l 6-~,) -= -r;, (J;'J Al,,) 
L'I ~ X~ Ic'':¡:¡ 

T 
entonces c,¡.¡( J{.P3) cumple, a partir de (6.22), la siguiente ecuaci6m 

.,. 
X"'o= Sex-J.) G-~(J(,AlJ) .,.[A(4-X)+...A.(G(X)-X)] d(,.,.,~:~~ 

crX 

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 
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Si aplicarnos a esta ecuaci6n la técnica de funciones de Green anterior 

resulta 

(6.26) 

donde A es UlL~ constante que se determina a partir de x = O 

Ti1 ((), VD) --_ ....... -
p (O) (6.27) 

La expresi6n(6:.26) permite (derivnndo suceElivlunente reapecto a x) obtener 

los tiempoa de pano en funci6n de las probabilidades estacionarias del 

sistema sin barreras. A eontinuaci6n presentamos unos ejemplos que mues

tran la gran aplicación de estas técnicas. 

!: Propiedades independientes del tiempo: Probabilidad estacionaria 

y probabilidad de extinci6n. 

Tomemos como ejemplo el modelo representado por la ccuaci6n ~6.12) 

con lae siguienes simplificaciones: 

i) No 'existe fuente externa 5" O , por lo que además de la barrera 

absorbente en M existe otra natural en el origen N = O • 

. 
ii) El modelo de fisi6n es cuadrático, ~ (V\) :: ~P.t.. , por lo que 

l' x) ':'! xz. 

En este caso sencillo la funci6n generatriz sin barrera en M es C:;p(X) = 1. 

La ecuaci6n directa de Kolmogorof nos dará la forma de probabilidad esta

cionaria y la inversa 1 ru3 probabilidades de extinci6n: 

!.1: Ecuaci6n directa. Forma de la probabilidad estacionaria 

La funci6n generatriz generalizada toma la forma: 

11 
6- H (X, IJ,,) = 2: l( 1J P t1 ( p. vJ) 

IJ::() (6.28 ) 
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Aplicando la e cuaci6n (6".18) a este CruJo obtenemos: 

X I fI·J. 

(;,11(¡<'~:» -= A + i'-Ii ~ (H,AJ,J)L C~~...t."'IJ otx' -

(6.29 ) 

con las condiciones (6.19), (6.20) 

(6.30) 

de tal forma que se obtiene para 6 H (X',A.'p): 

(6.31 ) 

es decir, una cxpresi6n para la probabilidad 

(6.32) 

como era de esperar. Obsérvese que este resultado es trivial puesto que 

se tienen dos barreras absorbentes en O y Mi sin embargo, el hecho impor

tante es que la teoría es capaz de reproducir perfectamente cálculos con 

barreras absorbentes, a diferencia de otras (Fracciones continuas Uagg 

(1979) , Weidl .ich (1978). 
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!:2.: Ecuaci6n inversa. Probabilidades de extincián 

Los coeficientes que quednn indeterminooos en (6.32) P~(o, #J,,) '.1 P,.,(tI,AI.) 

son precisamente las probnbilidades de extinci6n por la burrera natural O 

y por la béU'rcra artificial M. Ln forma de calcular10G es a travép de la 

ap1icaci6n de los métodos anteriores a la ecunci6n inversa (de derecha a 

izquierda) de Kolmogorov. 

Para el cnso representado por (6.12) sin término de fuente indepen

diente tal ecuaci6n adquiere la forma: 

(J P(P.t/v",t.);::. ~ #J" [ P(P,t/AJ"'J.,t"J - PCAI,t"/LJ/I,tc)] -+ 
(') t o 

+ I. ..A. ,pe ,') fJo [ P.( "", t J AJ" -t ~-L, t o ) - P( Al. t /1Jo, bJ) 
l' 

(6.33) 

Tomando independencin temporal e introduciendo una barrera absorbente en 

M, definimos 1n. funci6n generadora de probabilidad generalizada como 

(6.34) 

y si tenemos en cuenta que para el caso sj.n barrerns la funci6n generatriz 

independiente del tiempo es 

.--
&0 (x) :: 1-----_._---

obtenemos oper ando como anteriormente: 

- A (,..H ( XI~) :: ------
-A)( $({)-(-ti~)+AX 



'lJ 

Y en el caso [Interior con f (X) -:: ><. 

AX +..A. PH(AJiO)_ ---------
(i-X) (.A.- (.. X) 
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(6.37) 

La prob[\.bilidad de extinción usual sin barrera en N vendrá dad[\. por { ~ (%): 1 f ; 

p ( O I fJo) :: ( l ) v" 
el( (6.38) 

obtenida a partir de (6.37): 

-- -A. ~()(,O) = ~x 
(6.39 ) 

y que coincide con el resultado de Williams (1979). 

D: Ejemplo de cálculo de tiempo de paso. -
Para establecer una correspondencia con los métodos usuales de cálc~ 

lo de tiempos de paso con un solo salto (Linde"berg 1975") supongamos un 

sistema que tenga probabilidad estacionaria en ausencia de barrera absor-

bente: 

Este representará un sistema no multiplicativo. Supongamos que introduci

mos una barrera absorbente en M y aplicamos la teoría anterior de tal ma,-

nera que se obtiene para la siguiente ecuación 

Con la siguiente definición de función generadora de momentos temporales 



-, 
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11-1 

&'tJ (X. "'0) :: f X rJ TI1 ( "'. No) (6.42) 

resulta la ecuación 

cuya solución vendrá dada por 

donde 

Ó' G(X,.~} 
~)(' ¡x::c 

utilizando las condiciones de contorno 

G ~ (O, No) =- T ( O, Wo) 

y derivando sucesivamente(t:,44) obtendríaIllos para Ttj (/J, /Jo) 

En el ojen;plo anterior 

(6.47) viene a dar 

, que sustituido en 

-r;. (rJ, rJJ):: ~N) T(o,"''') -t- L [1 + (J_)-.i- + (j-t-L --] 
., P(o) (.fJ;' ""1 (""j(N-l) (6.48) 

Esta expresión coincide plenamente con 10El resultados de Seshadr~ (1980). 

En resumen con estos sencillos ejemplos se oamprueba que los métodos desa

rrollados con funciones generatrices generalizadas son capaces de trabajar 



-206-

con nnturruid:ul con bnrrernn naturrues o artificialeo tanto en 01 cálculo 

de probabilidades estacionarias y primeros tiempoo de paso como en el de 

probabilidades de extinci6n. En sistemus más complejos que los menciona

dos el cálculo precisa la obtenci6n de derivadas n-ésimrus de funciones 

complicadas. En realidad esto ocurre con todos los cálculoo de probnbili 

dades por funciones generatrices cuando hqr mas de dos saltos. El análi

sis numérico de la funci6n de probabilidad a partir de funciones genera

trices ha sido realizado por Szeless (1971) Y 14arseguerr3 (1974) utili-

zando un algoritmo de derivaci6n numérica. En trabajoo posteriores esper~ 

mos sacar toda su potencia de cálculo a estos métodos en funciones GCner~ 

trices, que no solamente sean aplicables a problemas en reactoreo nuclea,.. 

res sino en general a sistemnn de poblaciones. Por el momento proseeuimos 

nuestro annliois en reactoreo nuc,leares no lincalco. 

VI.3. MODELOS DE REACTORES NO LINEALES 

Ya hemos indicado que las probabilidad.es de extinci6n y fluctuacio

nes en la puesta en marcha del reactor hall sido exclusivamente estudiados 

en modelos lineales. Cuando se tiene en cuenta éfectos de temperatura los 
, 

neutrones no evolucionan de forma independiente sino que existe un fen6m~ 

no de cooperaci6n de modo que es preciso replantear el problema en térmi

nos diferentes. A continuaci6n eotudiamos este planteamiento para la pro

babilid?~ de extinci6n para posteriormente aplicarlo al Cnso de umbrales 

cualesquiera: 

VI.3.A. GENERALIZACION DE LA PROBABILIDAD m: EXTINCION EN I-íODELOS no 

LINEALES 

Si se inyecta un nÚInero de neutrones en un medio multiplica~ivo és-
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tos pueden multiplicarse indefinidamente o por el contrario extin{';uirDc. 

La probabi1id~d de no encontrar neutrones en un tienvo infinitamente ale

jauo de la inye cci6n es lo q.ue llamrunos probabilidad de extinci6n~ In mi,E. 

Ino problema tr[UlSladado a especies rulimales fue estudiado orieinaritllllento 

por Gal ton-Hateon connti tuycndo 1[1D primcroo aportaciones a la moderna 

teoría de ''brMcltine proce::3Oes". Schrodinger . . plüntoa el problema 

de la probabilidad de extinci6n dependiente del eopncio, 00 decir, te

niendo en cuent a el lugnr donde el primer neutr6n ha sido inyectado. Con 

el formnlismo de Bell (1965) 13e puede calcular la probabilidad de extin-

ci6n como un cnso pnrticular de una forma muy elegMte y que admite el 

tratamiento del efecto de neutrones retardados. Explicnremos brevemente 

este método que lJorvirti como puente ru. utilizrulo por nosotros para 01 cn.-

00 no lineal. 

Bell define PN ( R, t¡: ; r¡..n. I t.) como la probabilidad de encontrar n 

neutrones en la región R y el tiempo finnl !F cuando en el instante 

inicinl t se ha. inyectado un neutrón en l' con direcci6n .I1. (Ver II.'lA) 

Supone pues una aproximación ue un s610 eruPo de energías sin neutrones 

retardados. Para p,., se puede escribir 'una ecuación ue balnnce de probabl 

Hdades como ya ha sido visto en Cap II ( II.2.A.a) Y obtener una repre":' 

sentación por funciones generatrices (ec. 2.2 ). 

A partir de la definición de POI ( R, t"~ j I"'J Jl ¡t) es inmediato 
,', 

ver que la probabilidad de extinción es un cnso particular dado por: 

Cunndo el medio es supercrítico existe un valor no nulo para esta pr,e. 

bnbilidad y la ecuación para P-'!x se hace independiente del tiempo; 

r . 

-Jl \) ~;.-( r,.J1.) + r ~JI'(rJn) =. f Cj[~~'fJrl ~)( (r).Jl)]J 
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con las condiciones de contorno habituélles. J~:::;tn ecuación admite nproxim,f!; 

ciones cn los CruJos de interés flSico (cunndo el medio es suavefnente :::;uper

crítico P"x ~ j ) y sus oolucioncs constituyen una. generalizaci6n de los 

trab~tjoo de Schrodinger. Esto. elegante teoría permite no solamente tratar 

problemas de extinci6n sino muchos otros, como clilculo de momentos y corr~ 

laciones, con ln ventaja de que la eeneralización ~ casos más realistas 

dependientes de la energía y con neutrones retardados es inmedintn y pro

porcionn ecuaciones :Cntimnrncnte relacionadas con las eco adjuntas deternl,i 

nistas del transporte o difusión. (Hilliruno (1974». Por deogra.cia unn 

~nr~lización de estas técnicas a CruJos no lineales es impooib1e pues, 

como veremos en seguida, la linealidad es un requisito imprescindible pa

ra au uso. El procedimiento de Bell tieno en ronl idad aun or{c;cnes en es-

tudios tratados anteriormente en cadenas de radiaci6n cóomica, y en el 

contexto de la teoría de procesos se conoce como técnicas del primer tiem 
. -

po de vuelo. llosotros vamos a demostrar cómo estas técnicas son equi va

lentes a la aplicaci6n de la ecuación de Ka: lmogorov inversa con la hipó 
...... -

tesis de linealidad. Para ello supongamos un modelo puntual (no depen-

diente del espacio) en el que se contempla la creétción y destrucción de 

partículns con unas cierte..s probabilidades de tránsición uJ ( AJtC I ~). 

La ecuaci6n de Kol' mogorov inversa se escribiría para un sistema como 
~ 

~ste: 

:: ~ p ( lJ~ I ir. / fJt-L I t + ¿)i) P( IJtlJ t.-f(l t I N, t) 
. (6.50) 

y en forma diferencial tomando 1na probabilida.des de transición de modo 

que P(N~lJt.-tP'fJ,-t)=W(fJ+~/AJ)6 -1- o (c,l) obtenemos 

(6.51) 
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Si tenernos Mora en cuenta que en un sistelJla linenl (lnn probabilidades 

de tr0llsici6n son lineales) los neutrones no interaccionan entre oí, siell 

do independientes las cndenos originadas por cada neutr6n inicial! es de-

cir: 

P(~, t; /1, t), P("'1¡t" li.~} __ , P(~, t~/J.t) 
(6.52) 

y p~ticularizrumos la eco (6.51) para el c¡mo de un solo neutr6n inicial 

obtenemos: 

_ L LV(i/i) P(~~Jt~liot) 
.. 

que es la ecuación (6.49),(Bell 1965)sin efectos espaciales. La condici6n 

(6.52) no es válida cuando el sistema no es lineal por lo que en este' ca

so hemos de partir de una ecuaci6n como la (6.51) (de Kol.rnogoro'v inver-........ 

sa). Tratemos pues nuestro problema en un modelo sencillo puntual y sin 

efecto de neutrones retardados a partir de (6.51) y con probabilidades de 

transici6n no lineales. Para fijar ideos supongamos un modelo de reactor 

nuolear en el que las probabilidades de fisi6n o absorci6n dependen cua

drátioamente del número de neutrones ( Quabili,1980). La imagen física 

es considerar una dependencia linerU. de 1M sepciones eficaces con la telO 
. -

peratura y ésta proporcional en cada instante ru número de neutrones. Se 

trata pues de una nproximaci6n de dependencia instnntánea de la tempernt~ 

ra con el número de neutrones: (Ver Cap. IV ) 

w ( N~l-ll IV) :::. -rU) (.J1. + a ~) N, fisi6n de neutrones 

W ( AJ- i I Al) ;: (~ + ~ N) Al , absorci6n de neutrones 

La ecuación de Kolmogoro v inversa para este problema concre1D es q.hora: ., 
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el P( N~~_-t~iI!!.!!:J:: I .pU) (.A.-I- r.4, N) N .P(IJ",tt.l-.Jfi-L,-I:) + 
e t t" 

donde r-L y p¡\ representéUl los coeficientes de dependencia de las secci~ 

nes eficaces con la temperatura n través del número de neutrones. Supone

mos que no existen fuentes independientes de tal forma que. existe una ba

rrera natural do absorci6n en el orir;cn do neutrones. 

Antes de seeuir adelante resulta conveniente observar el cor.lportamien 

to determinü~ta del sistema. La ecuación cinética puntual pora un modelo 

de re actor como éste sería: 

oiendo ¡) el número medio de neutrones originadol en la fisión. La estabi

lidnd del sistema viene ahora determinada por los coeficientes Ct. y ~ • 

Supongamos que, como realmente ocurre, dichos coeficientes son positivos , 

es decir, las secciones eficaces eumentan con la temperatura. Entonces 

las condiéiones de estabilidad son: 

sistema estable 

sistema inestable 

En un modelo de este tipo el concepto de criticidad como índice de la es

tabilidad pierde su validez (Ver tnmbién Cap. IV. ) De hecho el sistema 

tiene un estado estacionario estable distinto del trivial (N=O ) cuando es 

supercrítico (V-i)-A. >;' y se cumple p~ > (¡}-1) Q , y su vafor vie-

ne dado por 
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Continuemos ahora con nuestro objetivo principal que es el c51culo 

de la probabH idad de extinci6n. La p:reooncia en (6.54) de una b:u-rora de 

absorci6n en el orieen implica que cuando 01 sistema sea estnb10 V[l, a exi!!, 

tir la soluci6n estacionaria n e O con probabilidad 1, es decir la proba

bilidad de extinción os la unidrui. En el CnDO de un sistema inestable 

existirá una cierta probabilidad de extinci6n diferente de 1. 

A partir de F (~F ,t~ I P, t) Ele puede definir la probnbilidad de ex-

Unción pel( ( rv) cuando se inyectan N partíctllas en el instiUlte inicial 

como: 

que sustituido en (6.54) y teniendo pr~Elente que la ecuaci6n se hace ind~ 

pendiente del tiempo: 

o::: "L-PU)(.A.+'lN)N·P/tJ+ t-!) +0+0.1\1) ~x(N-i)-
.. 

EElta ecuación tiene una forma similar a ID. de Kolmogorov directa estaci,2. 

naria. La condición inicial adecuada sern ()~I< (o) :: :L , es decir, la 

probabilidad de extinci6n cuando no ha habido inyección de pD.rtíc\Üas es 

la unidad. Podríamos intentar la solución de (6.58) a través de la defini 

ei 6n de una funci6n generadora pero nuevamente nos encontramos que 1 a no 

linealidad induce problemas que hace que se necesiten nuevos méto~os de 

cálculo. En efecto la presencia de términos en rJ? y en general W hacen 

aparecer en la. ecuaci6n correspondiente a la funci6n e;encratriz derivadas 

de orden i, neceElitando por tanto para ElU Elo1uci6n i condiciones incinles. , 

En nuestro caso s610 disponemos de una por 10 que sefaace inesoluble por 

este método. 

El estudio de cualquier otro tipo de problema con b nrreras pq.ede ha-
¡' 



cerne a. pnrtir de (6.54) con la. debidn, introducción de la condición ele 

bn.rrcra en 1<1:3 probabilidades ele tran.1 ici6n. 

VI.3.B. I,lli"'l'ODO DE LAS FRACCIONES CONTINUlI.DAS. API.ICACION A REACTORES 
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El método de las fraccioncD continuadruJ, quc aquí trn,tnI.,o:J, ha nido 

utili~ndo por Hn.:y; (1979, 1980) pnra el cnlculo de In probn,1>il:i.dad oota

cionC'.rin a. p;:>rtir de ecuacioner; f:laeotr<lS directnn. Dicho método precenta 

ventnjns en el c51culn nUJilérico debido a flU converr;cncia rápida y a. la 

pooibilide.d de conocimiento de las cot:o.Il de error (}íti..1VSr:i 197B). Noso

tros le utilizaremos nplicado n. la em,l,[Ición inversa cíLlcul~lndo con 0110 

probn,bilidades de paGO y de extinci6n. 

Por simplicidad vrunos a suponer un modelo de creaci6n-destrucción en 

1M probabilidades de fisión. Esta reotricción no es esencinl al método 

pues se puede genernJ.iz nr al co,so de un número cualquiern de pnsos él cos

ta de una cqr.lplicación adicional como es el uso de matrices (Risken 1980). 

a) Probabilidad de extinci6n en medios explosivos 

En el modelo de crención-dcst7~cción In ecuación (6.58) oc tronsfor-

mu en: 

o = (A..f-"o<\, N) 1J . R'K( N+t) ':f.. (.(1+ rc\ IJ) N ~,.. (~-:l.) -

_ ((.A. + f! .. ,.,) -re t\ l' ~ rJ) 1 N, P~I( (N) 

So define nhora la razón entre vecinos ~(N)como 

E. (N) .::: 
P.(I( (N) 

1{)("(tJ-j.) 

de suerte que operando en (6.59) se tiene pnra é 1 a ecuación: 

(6.60) 
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o :: (.A. + 11 AI),v é. UJd) t (N) -1- (Al Pi' Al) - [4 .dl nJ t A ~ ~ Al] IJ [(I\J) 

(6.61) 

que en forma de frílcci6n continuo.dü. ~ 

t. (.v)::: (A -1 P,. NJ IV _.---.-----.----.. ---.---.. -.--.-.• 

L(.A t fl..4..N) + (t-'¡ ~ IJ)1'" - (-4-f fl N) rJ. é Cf.Jd) 

Ani puco, In probabilidíld elc cxtinci6n será: 

tJ 

p( ¡( ( IJ)::: eL é ( ¡' ) 
• - I 

(6.62) 

(6.63) 

En 1M figur[1S Vl.1 y VI.2 se presentan loo resultéldos obtenidos numéricn.

mente p~rÜ. el C(lSO de un coeficiente positivo de tomperatura on la fisi6n 

y nulo en l~ nbsorci6n r...t -;:. O ) r" = O • El coeficiente viene dndo, 

como es normal, en tantos por ciento de. -A. (. ~) i ~ UH; El factor, ·de mul tipli

caoi6nes K~ ~~ La diferencia con el cnso lineal crece, como es de esperar, 
"''''-con el número de neutrones inyectados • Para 100 neutrones inyectados y un 

coeficiente de temperatura del 1% existe una diferencia de 10 6rdenes de 

mngnitud (Fig.VI1). Es··este un caso en 01 que el fen6meno cooperativo fav.2, 

rece la multiplicaci6n de neutrones. El uso de la probabilidad de extin-' 

ción como un índice de seguridad en situaciones accidentales (Williams, 

1974) deberá tener presente, se~ los resultados expuestos, los posi

bles fen6menos de realimentaci6n por temperatura. 

b) Probnbilidnd de extinci6n en medios estables 

En la práctica es usual que los efectos ele temperatura actúen estabi 

lizando el sistemn de forma que un reactor do eote tipo, aún en cpndicio

nes supercríticas, presenta estabilidad por lo que la probabilid~ de ex

tinci6n será 1. Existe la posibilidad de que, antes de lograr la ~xtin

ci6n, alcp~e un número de neutrones suficientemente elevado que Rrule el 

sistema. Se puede entonces considerar que este ",alor umbrnl no depe ser 
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o 25 75 

Fig.VI.1.- Probabilidad. de extinci6n con N neutrones in;yectados (K=1.3) 
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K =1.9 

30 

10' 

o 25 15 N 

. 
Fig.VI.2.- Probabilidad de extinci6ncon N partículas in;yectada.e. 

(Trazo fino es la aproximaci6n analítica) t a ~ 1o¡t 



8lcnnzado y redefinir una probabilidrul de extinci6n "cficnz "como la prob~ 

bilidad. de extinci6n sin lleeor nJ. umbrnl erítico. 

Utilizando los métodos anteriores oe puede cru.culor esta probabili

dad sin mñs que considerar uno. bnrrera nhoorbcnte ortificinl en No (um

bral crítico), es decir ahora: 

vJ tJ, ( N ~ l IN) ::; y ( IJr IV) (.A + ~ Al) 1.) 

(6.63 ) 

De esta manera, cuando t - <:O y con N <;. #Jo neutrones iny~ctados 

existe una probabilidad de extinci6n condicionado. P~D (oJ t~ IN, - 00) 

y una ecuaci6n independiente del tiempo similor a (6.59). Aplicando el 

método de fracciones continuadas igual que en el caso anterior, ahora 

con: 

épa (No) -
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es posible el cálculo de soluciones exactas para la probabili~\d de extin 

ci6n condicion~a ! 

En la figura ~I.3) se representa la probabilidad de extinci6n condiciona-

da por ~o para diferentes valoroE! de K. IJciste una regi6n en la que 

la probabilidad de extinci6n es practicrunente constante y o. pnrtir de un 

cierto N>~so hace prácticumente 1. Esto puede interpretarse como que en 

la inyecci6n de neutrones el sistema puede extinguirse inmediatamente o 

en caso contrario tiene una probabilidad. de alcanzar un estado cuasiesta

cionario Na. (ver 6.57). 

En la figura (VI.4) represent amos la probabilido.d de extinci~Jl condi-



~o(i)~----------

, 1.0 

0.6 

0.2 

.0 10 30 No 

Fig. VI.3.- Probabilidad de exti~ci6n condicionada por No) ~~1o%. 
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N~ (1. 2.) = 5 

wQ ( !. ?» =- g 

rJQ.('1.~)= 1~·3 

(Jc< (j.?) ;: ¿o, 



Pwo(IV) -------------------~ 

1. r--------.. __ 

.6 

.2 

o 5 1 5 25 

Fig.VI.4.- Probabilidad de extinci6n condicionada por N~en funci6n del 
nrunero de neutrones inyectados. ( K =1.t-, r). <W10%) 
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~(~I~------------------------------¡ 

1. 

.6 

.2 

o 5 15 25 N 

Fig. VI.5.- Probabilidad de extinci6n condioionada (No =26) t para el 
caso de un mismo estado cua.'3iestacionario N~: 13.3:"( K::: 1.lt) 



-220-

cionada en funci6n de loo neutrones inyectc.dos para un sistema con NQ :: I~d 

So observa que para tJo > Ñ¡¡ la curva decrece con derivada segunda positi

va, para ~o <:. tJ¡¡ lo hace con derivada sOB'lllda negativa y con No ~ ~a. 

se encuentra en un caso intermedio ontre ambas. En la figura (\lZ. 5) repre

sentamos la probabilidad de extinci6n condicionada por un umbral alto 

IJ. :::> IJ~ para Uiforentes v::W.ores do fJ.. • Cuanto manor os el coeficiente 

la probabilidad de extinción decrece moo rápidnmonte, 0110 ca debido n 

que los fenómenoo cooperativos son mcnoo intenooo. 

c) Fluctuaciones en la puesta en marcha 

En la puesta en marcha de un reactor hay un período de tiempo inicial 

en 01 cual las fluatuaciones pueden ser importantes. La influencin de este . 
instante inicial puedo persistir en el tieplPo con tal intensidad quo en 

idénticas condiciones iniciales y en sucesivas experimentos se copsignn 

encendidos diferentes. Esto cobra mniY'0r interés en los reactores cuya pueo!!. 

ta en marcha es por modio de fuenteo do neutrones débiles. Un experiroonto 

realizado en el conjunto rápido GODIVA (Himett et al, 1960), puso de I:1oni 

fiesto este hecho: En él se ponía instantánealnente al sistema un poco por 

encima del nivel crítico y la fuente de neutrones consistía en los neutr.2, 

nes espontáneos y ra({os cósmicos. lUdiendo el tiempo en el que se consi-
o 

gua la mayor potencia se encuentran dispersiones muy considernhles en-

tre unos experimentos y otros (del orden del 20~ del tiempo total). El 

sistema se extingue por sí solo d.ebido a un efecto de feedback de tempera -
turne 

La utilidad práctica del antílisis estadístico conoiste en calcular 

el efecto de estas dispersiones de forma que el encendido pueda spr con

trolado con un amplio margen de seeuridad. En palabras de H'illiams (1914): 

tiLa potencia debe llegar a un nivel detectable antes que la reactividad 

cruce un valor alto no deseable". Un problema biológico similar a éste 

se encuentra en el control de las epidemias donde existe un tiempo de in-
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Uno de ) 00 . prolller.ws espacinles mñn entudiados eo el del ruido neu

trónico producido por la villraci6n aleatoria de una barra de control. La 

primera soluci6n a este prolllemn. fué dada por Williams (1970) obteniendo 

que el carácter estadístico de la vibración aumentaba la absorción de la 

barra. Casi simu1 tñneamente Bnrrett (1970) obtenía por métodos diferentes 

el resultado opuesto. Desde entonces el problema permene ce allierto. Los 

reoul tndos experimentales coinciden con Hilliamo (Lucía. 1973), sin embar

go no existe un argumento evidente pues mnbas teorías usan un método de 

lineéuizaci6n cuyo error puede ser del orden de los resultados obtenidos. 

Siguiendo el modelo de Hil1iams v"mos él exponer un método que permite so

luciones exactas. para ruidos r,larkovinnos. Sea la ecuación de difusión en 

un r,rupo de energías y con una barra absorbente en el orie;en con una élffi

plitud de vibración 

(A.1 ) 

donde se toma un modelo de Gnlünin pnra tener en cuenta el efecto nbsor

llente de la barrn. Tomemoo la forma inteernl de (A.1) con condiciones 

inicinles en - rO (sin términos transitorios) 

t 

q>(X,t) -:: i J.1deG(X,t:I)(~t') ~()(~t'). 
• .,u (A.2) 

h (1('- r(1) CP(X', L~. 

siendo G(J<.,t I x'. t') la función de Green: 

multipliquemos esta ecuación (A.2) por &(1<- '(<<V, desarrollemos y ~agarnos 

el promedio respecto al ruido 
t . 

¿: <P(X1t) 6(X-í{{))) :.: f/1~l'G(X.lt,XI/~<) < ~(,(-~(t»)> S('~'/¿').-
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Ahora SUpOl1G:lIllOO que el ruido eo Nn.rkoviano estacionnxio de tal forma que 

~6(K- 'S(t-JJ) :::. J~(K-!). f,.(f) J..l ::: PST(X) 
~r 

~ f,()(-!f~)).6(X'-~(b-~)>- = SdíJJ !' 6(K-f) ~(x'·S). P(~,t; ~:L~ -
Sr 

_ P()(,é; X'lt:) :: W('f.,t/x',t'). P~T(X) 
(A.5) 

donde P{K, ti x'/e) es la probabilidad conjunta y w(~,i/~:91a condicionada. 

Sustituyendo en la ecuaci6n (A.4) y re~pnndo se obtiene 

La ecuaci6n (A.6) es una ecuación integral exacta; ahora el valor medio 

de ¿CP) en el estado estacionn.rio,ouponiel1.do S conntante, cumple: 

O 
:: O ~l. ¿ cp .? _ l < cP> - ~ A (X) t- S 

e ><2. I 

con ~ (x) soluci6n estacionaria de (A.6): 
o 

A(x) = S P¡T(X).f_d~ ;,,' G('I,,()IX'/{~ -

t f~t' 1 G(¡(,D/x:e) W(XI()IX~t.') A(I(~Jx' 
.... v 

(A.8) 

Estas ecuaciones son pues exactas para un ruido 5(f} Markoviano. El análl. 

ois de (A.7), (A.S), para un ruido mas complejo será objeto de futuros 

trabajos. Por ahora nos limitamos a considerar un ruido dicot6mico 

con un tiempo de correlaci6n t, := >ss • 
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y sustituimos en (A.8) con A ( X = :: re,) : 

A (p '" i S 1]1J ,' GÚo, O I x:~') - U~t' (J. + e¿Uj G(f.,o/ro, é') !i(Y,) 

o Zl't.' ~ b' _..tj (J.- e~ "') G(fo,ol-t,i~ ~(- Iv)' c-tc 
¿ ~ J (A.9) 

o 

ti (-1,,) :: ...!.. SJ :, tjJ.)(1 G{- ti O I k~ f) - fi( 1..¡. e¿,lJ~ (;(..1. 1
0/- j'",-lj t){- fo)J11 

¿ -.,cJ LI .. tP 

_ f j~<A t' (~- el~~) G (-[ .. ,-t / t 1:') A (fo) 

Sustituyendo (A.3), haciendo ~ = 1. e integrando obtenemos: 

(A.10) 

con 

. donde K~ son las funciones esféricas de Bcssel modificadas. 

Resolviendo (A.10) tenemos 

SJii:[ J J A ( ~ ) :: 1-1 (- 1-) :: ----... - -- I 10 .., //) - {.. I Je ¡--- {1'<-, 2. 2., . o Z. (A.12 ) 
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t.,2 oC.:':. 2.~. uooarrollmnoo lnn funciones t<..t_ , ~ 
corno 

(<'X)-+e- X 
• ;<.:..:1. 

",.-. J 

obteniendo para A (4-0) : 

Esta. expresi6n . aumenta, con Fo y)J aumontnndo, concluirnos pues a la 

vinta de (A.7) que el efecto do In absorci6n aumenta con .1=.:, y ¿) numen-

tando lo cual está de acuerdo .con el resultado orieinal do tHlliruno. 

En este cnso nueotro reoultado eo exacto. 



APENDICE B: 

EXTRACCION DE INF'OmIACION pon CONTAJE 
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En el cnpítulo III De ha presentado un m6todo que considera oimul tá-

ncrumentc ruido interno y oxterno en un renctor nuclear. El ruido externo 

es introducido a trav6s de los coeficienteo como una fluctuaci6n parnmé

tricn y la ecuaci6n eo promediada por métodos funcionnles nní como medi~ 

te técnicao de cumulantes El ruido externo puede trul¡bién presentarse en 

la misma ecun.ci6n maeEltra como una vnrinble mM y asiel sistema aparece 

auncntndo en unn dimensi6n. EGta es Wln descripci6n nltcrnntiva a la an-

terior que tr2S unn reducci6n exacta de variables resulta equivoJ.ente 

(Rodrlguez 1983E). 

Existe un:,. aplicaci6n de esta reducci6n muy interesante en sistemas 

físicos cuya informaci6n es extrroda de forma indirecta mediante detecto

res. En concreto en reactores nucleares puede tener gran utilidrul. 

Suponerunos un reactor nuclear cuya descripci6n viene dada por una 

ecuaci6n maestra que aquí ponemos en forma. operacional 

con 

~~d.) -=- t (N) PCN,t) 
~t 

". l' 
l' "'~'+1-1 le IV) = l\(~~'_j) + 4" f(')..A. (E"f'I - i) + S (E +1); , 

(n.1 ) 

La informaci6n se consigue a través de un detector que cuenta neutr.2, 

nes sin perturbnr la di~ámica del 'reactor. Ello puede ser por considerar 

despreciable la absorci6n neutr6nica del detector o por trntnrse de un 

detector de gas no absorbente. Siendo R el número de cuentas la ecuaci6n 

maestra en este caso será: 

,A 

~ P(N, ((ti) = L(f.J) P(,o,R.-t) + t-ot AJ(b-~'-J.,) P{,v¡R.,i) 
~-t (B.2) 

siendo ~c( la tasa de detecci6n por neutr6n presente en el sistema. No 

es difícil _ .. ver que (B.2) presenta a N como un ruido externo res-

pecto de R. En efecto, sumando los dos miembros de (B.2) para todos los 



, 
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vnloros pooibleG de R obtencmoo (D.1). F!oic<'IIlento oc vo qua la evoluci6n 

do N eo independiento do 1:1. de n. En 1 .. 1 formf\ do ruitlo oxterno pnrrunótri

co utilizada on el Cap. III ln. ecuaci6n (D.2) 00 equivnlonto n 

donde nhorn N(t-) eo el ruido externo. 

Suponernos que el proceno de medidn comienza en condicionen eGtncion~ 

riM de PCt) ,lo cunl ce hnce hnhitualmonte en lnn exporienciao. A par

tir de (D.2) 6 (B.3) podomos llegar entonces a uno ecunci6n mnentra efec

tiva parn R yn sea WJando loa métodoo del cnpítulo III (pnra D.3) o n tr~ 

vós de un,. reducci6n de vnri:·.bleo exacta en (D.2) (nodrí@lez 1983E). 

Siguiondo loa tócnio~D usun.leo de renctores nuclenreo concidera 00 

In ecunci6n .(B.3) en form:1. do funciones ecneratricco: 

~ Ro 
G- ( 2, i.) == ¿ 2 p( RJ -t.) 

Il =>., 

como 

con 

Promediamos ahorn ~(2t -t) utiliznndo el método do cumulanteo de 

Vnl1 Kror.pen (1914, 1916~. 
00 t- ti ..... 

a ~(~I!I = ~ol ¿N,?/?-J.) C-(C(t.) -r¡; [ch¡l'Jt;.{ o/t,', 

" t-I/ ( )"-4.1 --¿¿ ¿¡N{é)SIJ'+t.J .. ¿¡AJ{+,-))...... ~c! e -J. • c;.rt,-l) 

Esta ecunci6n es exacta. Toda In. informaci6n de V(-t) estú ahora contenida 

en 6- l -¿,I:) • Su extracci6n oe harú a trnvéo de loo momentos factoriales 

de R 
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Derivcmdo con respecto n t la segunda ecunoi6n de (B.6) obtenemos 

d~<'~;:: 2 A~(P\/' .¡. ¿ ~~ C({) 
.,.( ¡-z. (n.1) 

con C(O ::: ..¿< 6 AJ{f) eS N(c))).1T '. La ecuaci6n (B.1) eo la f6rmuln de 

Plutn obtenida de unn manera eleljnnte (ver eco 3.39 ). A partir de In ter-

cern ecu..".ci6n es posible ln extrncci6n de informaci6n para momentoo de N 

de orden ouperior al seeundo. En este sentido la f6rmula de Pluta es 

generalizadn. Queremoo remarcnr el hecho que con ln ecua.ci6n (B. 5) ha si

do exnctrnnente tronsferida todn la informaci6n contenida en !JO) a RCt.) 

(B.8 ) 



APmmrCE C: 

COMPROBACION DN NODELOS POR PROprnDADJ~S ASINTOTICAS 
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Se ha indicado en el cap. VI que las propiedades ruJint6ticruJ son PD:!: 

ticularmente sensibles al modelo y a la aproximaci6n utilizadns. En aleu

nos trabajos (Lindcnberg (1979» se ha sugerido su uso como un mecanismo 

de comprobaci6n de modelos nunque experimentalmente no hnya sido utiliza

do. En este a.péndice va.mon a esbozar 1M implicn.ciones te6ricM y experi-

mentales que lleva impl:!ci to el uso de las propiedades noint6ticas corno 

medio de comprobaci6n de modelos •. 

Un parámetro nsintótico observable puede ser el tiempo de pano de un 

determin:1.do umbral suficientelOOnte alejado. De hecho en vibraciones es- ' 

tructurales ha sido empleado por Rabean para umbrales no muy asint6ticos 

(ver trlilliams (1974», como un método moo del cálculo de parámetros. 

Las dificultades experimentales, como se puede suponer, son e6enci~ 

mente debidas al enorme tiempo de observaci6n requerido para ou medida. 

La expresi6n del tiempo de paso para umbrales asint6ticos co funci6n 

cnsi exclusivnI¡iente de la probabilidad estacionaria. Como ha oido expues

to por Lindenbere; (1975), para un proceso Markoviano, cuando los tiempos 

. de observaci6n son lareos el proceso. en cada observaci6n se comporta como 

una v:1I'iable aleatoria independiente (no está correlacionada con la obae!., 

vaci6n anterior). En el cnso de un modelo de creaci6n-destrucci6n y deno-

tanda por w(,., /11-1) las probtlbilidades de transici6n y p~,. (fJ) 

la probabilidnd estacionaria, el tiempo de paso asint6tico se escribe apr,2, 

ximadamente t (umbral en m, condiciones inciailes Po ): 
.!!'.;I 

2- PH(e) J. r;, ( IJ:» '::!' ~::o - = ------
Psr{It-l) W(/f 111-J.) Pu- (H-J.) W(HIM-t} (C-1) 

10 cual indica que efectivamente está en funci6n de la probabilidad esta

cionaria. Para la comprobnci6n del modelo se precisa pues un método que 

sea capaz de calcular la probabilidad en zonas aSint6tic:1S, es decir lejl); 

nas del valor de probabilidad máxima en calculo exacto unicamente es po-



oíble en C~U30S muy reotringidoo como pueda ser, para modelaD no linoaleD 

[."Cncrruoo, el de un 0010 salto en las probabilid.ndeo de tranoíci6n. La 

revisi6n de los métodos exiotentes lleva a las si[,"lliemes concluoionen: 
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_ El de funcioneD eeneratrices admite ooluciones exactas para mode

los lineales y cuadráticos con muchos saltos. Sin embargo las probabilid~ 

des han de calcularse por derivaciones suceoivao nmnéricnmente, teniendo 

un limite práctico impuesto por el tiempo de cálculo que 00 acorca a 

n N 100 (Marseguerra 1915). 

- El de fracciones continuad~ admite poluciones exactas pnrn un oDJ-
, i I 

to (Hane (1911» y pnra dos cn la absorci6n' (Haag 19~O). 

- El de matrices continuadas se adapta al cálculo numérico con mu-

chos saltoo, sin embnrgo presenta. los mismo~ problemM de tiempo de cálc~ 

lo que el de frnccionos generatrices (Riok()~ 1980) 

l;rt3 aproximaciones usuales no se ndaptfUl a cálculoo de ente tipo puco 

1<10 propiedades nsint6ticao, 01 igual que ppra loo rnodelob, Clon cennibloo 

a lt'l3 aproximnciones. Como e jemplo, se' pucd~ comprobar (nl~mbere 1979) 

que 100 métodos uouoles de desarrollo en 1;amaiío (vor III.2),supon.en una 

aproximaci6n de tipo aditivo en el sentido ~ue 

( P(x) - P..p(x) I ~ E. 

'1 

de tru forma que asint6ticamente, dondeias probabi1idado~ ~on mur:peque-

ñas, el error en la aproximaci6n puede ser del mismo orden y mo,yol1 que la 
, " , 

probabilidad misma. Existe una posibilidad analítica interesant~ que, eo 

utilizar un método debido a Gortz (1976). Como demuestra Blombere, el mé

todo de Gortz supone una aproximo.ci6n de tipo multiplicativo en el senti

do que 

P(><) -- rJ /1.-E.J 



de forma que reproduce aproximadruncnte resul tndos asint6ticos. El método 

de Gortz aplicado a un modelo do crcaci6n destl'ucci6n informa sobre la 

validez de las aproximaciones de tipo aditivo. SupOllgnmOfl en ceneraJ que 

las probabilidades de tréUl.sici6n vienen dndns porW(/.hi/AJ):: tV:.CN) 

para la fisi6n y -vJ( P-i/IJ) = 'C.V ... (AJ) para la absorci6n. La expresi6n de 

la probabilidé1,d exacta puede ser calculada por un método de frncciones 

continuadas similar al utilizado en VI. 3B y obteniéndose (Haae 1979): 
tJ 
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t='!.T(VJ = pe,,) JI 1..P-(K- t2 
1<; , v+ (t<) (C-2) 

La variable N es extensiva, M ::: }.) Iv y para las probabilidades de 

tr~nsici6n en N deberá cumplirse (Ver 111.2) 

Ahora tomnrnofl ~1" de 111. siguiente foma: 

~ 

P~T (IJ):=. P(o) .e.xyo (L- ~ (t<-·t) ~ _ 
1<=. Wt(U) J 

_ pro) 

desarrollando en potencias de J; 

tV_ (M- -tí) _ 
W,f (14) 

(C-3) 

(C-3) 

(C-4) 

y aplicando la regla de sumaci6n de Euler-r'!cLaurin en el exponente de P5T 

se obtiene 

(C-5) 



-238-

Con lns aproximaciones hechan es claro qu\! va eL Dcr una buena aproxim~ 

ci6n asint6tica. 

No es dificil extcnder esta aproximaci6n al croo do variaD sru tos en 

13.0 probabilidades do transici6n. Suponiendo en cote cuno una forma simi

lar a (C.5) para la probo.bilidad y sustituyendo en la ecuaci6n maestra 

estacionaria (3.43) se obtiene en la aproximaci6n de Gortz la siGUiente 

ecuaci6n: 
:r 

L u.>(AHr/M) [ 1!Kp[r 2l>(I\1)j -! 1 == O 
.... : "/ (C.6) 

Esta ecuaci6n ha sido estudinda por Blomberg (1979) concluyendo Que solw-

mente admite una soluci6n fi sicamente acep'¡~able. Puede sor el punto de 

partida para el cálculo de propiedados asint6ticas. 

Como un primer p~~o de aplico.ci6n en reactores vamos o. aplicarla el 

cnso de dos modelos de creaci6n-destrucpi6n, uno de ellos line~l cuya 

ecuaci6n maestra será la (3.28) y el otro con efecto cuadrático de tempe-

ratura en la absorci6n cuya ecuaci6n mélJ:lStra es ahorn: 

<> P~~'~) =- (IJO)(~-l -t-0)ttij P(IJ-tJ,-l) + ~(1J"J,) PCN-t1t) + 
(C.7 ) 

+ S P ( IJ -J.d) - ( AJ O f~; IJ) +- tJ .A. t ~ 1/ ). P (¡lIt t: ) . 

En la siguiente tabla se presentan las soluciones asint6ticas para estos 

dos modelos por los mótodos aproximados de Gortz, ecuaci6n lineDl de 

Fokl{er-Planck y ecuaci6n no lineal de Foklcer-Planck (Ver III.2). Se com

prueba la tTal1 sensibilidad que la parte asint6tica tiene respecto a los 

modelos y aproximaciones utilizados. Señalamos también que estos c61culos 

son válidos para la informaci6n de probq.bilidades de accidentes (ver VI. 

1) de mucha importancia práctica en reastores nucleares 

Gortz 

Lineal N2& ( 1:-) tJ 

Efecto T. 
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CONCLUSIONES Y PEHSPECTIVAS 
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CONCLUSIONES 

Con el fin de hacer un estudio de las fluctuacionos en renctoros nu

cleares analizamos previn.mente los dos tipos de ruidos ex:istentes: los i,!! 

ternos, descritos por ecuaciones maestras,y los externos por ecuaciones 

eotocásticas. 

1.- Utilizamos el concepto de fuente equivalente siguiendo a Ackasu 

(1977) y con el método de desarrollo en potencias del volumen (System si

ze Expansion) estudiamos ln validez de las fuentes equi valenteo usadas 

por diferentes autores. Como conclusi6n, deducimos que cuando las fluctu~ 

ciones escalan con el.inverso del volumen, el uso de fuentes equivalen

tes es correcto. En el caso contrario, dicho uso conduce a erroren como 

los oboervados en ciertos trabajos de reactores nucleares (Mor ishima, 197:9) 

(Matthey 1979 ). 

2.- Introducimos en el contexto de reactores nucleares una. teoria 

(San Miguel 1982) para el tratamiento de ruidos externos e internos sin 

necesidad del uso de fuentes equivalentes (ROdríguez 1983B). Para compro -
bar su validez y consistencia utilizamos un modelo de creaci6n y destruc

ción con fuentes de ruido blanco en los parámetros de absorción, fuente 

y fisi6n. En los límites de ruido externo (D = o ) interno ( V-o 00) nu-

los se reproducen las .descripciones correctas. También como un primer pa

so en el estudio de ruidos más realistas incorporomos el ruido dicotómi

co, observando que el efecto de color es estabilizador. 

3.- Generalizarnos la teoría del ruido externo-interno para el CnEO 

de un modelo de reactor puntual general a potencia cero. Con ruidos b1an-

cos se obtienen para los momentos y correlaciones expresiones similares a 

las usuales sin ruido externo pero con la introducción de c~eficientes 

eficaces que son función de la intensidad del ruido. Se tratan taJT¡bién , 

los cambios en las condiciones de estabilidad para el primer y segundo 

" momento observando que un ruido externo siempre desestabil~za el sistema. 
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4.- Nos servimos de nuestra teoria exacta para eotudiar ln validez 

del uso de fuentes equivalenteo. Asimismo obtonemos, en funci6n de los 

parámetros nucleares y del ruido, las regiones d.e validez de 1013 pooibles 

casos a tener en cuenta en un estudio simultáneo de varios tipos de ruido I 

discutiendo sus implicaciones en reactores nucleares. 

5.- Aplicarnos eota teoria de ruido externo-interno a un modelo sin 

neutrones retardados y con ruidos generales, cmplenndo un método por cu

mulnntes viUido en la aproximaci6n dol primer orden en In intensidad del 

ruido. Con ello se aprecian los efectos de color del ruido en ln estabil,i 

dad de los momentos, generalizando el resultado obtenido previanente con 

un ruido dicot6mico. 

En el cnpítulo IV se eotudia diferentes modelos no linenleo con efeE, 

to de temperatura que tiene en cuenta él funcionamiento del reactor para 

altas y bajas frecuencias. 

6.- Con objeto de estudiar modelos no lineales usamos una imagen me

cánico-cuántica que nos permite el análisis cualitativo de las fluctuaci~ 

nas en reactores con ruidos externos blancos. La forma del potencial equi 

vnlente informa sobre la amplitud ,y tipo de fluctuaci6n. Cuando el ruido 

es intenso aparecen,fluctuaciones an6malas cuyo estudio se hace inaborda

ble por métodos de linealizaci6n. Sin embargo, aunque el ruido sea débil 

las fluctuaciones resultan muy grandes cerca del estado critico y enton

ces lal3 condiciones de linealizaci6n son rrruy restrictivas. ' 

1.- Valiéndonos del potencial equivalente se estudia las linealiza

ciones más comunes en reactores nucleares: usual, logarítm;i.ca y estadísti -
en.. Mediante un ejemplo resoluble exactrunente se analiza Un tipo de linea 

.. -
1izaci6n frecuentemente empleada en reactores como es el paso del ruido 

multiplicativo a aditivo. 
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8.- Aplicrulloo 100 reoul tndoo anterioreo cm tren tipon de moualos do 

rcnctoreo nucleareo con ncopln.mionto de temperaturn: con ruido intcllno, 

con ruido débil y baja frecuencia y con ruido débil y frecuencino altan. 

Definimos cuatro regÍmenes do funcionamiento del reactor on funci6n de 

loo parámetros nucleares y del ruido. Treo do 01100 00 correoponden con 

loo cotadoo aubcrítico, crítico y oupercrítico. El cuarto, que no ha oi

do cona :dcrndo hnota ahora, eo el del dominio dol ruido. Con tU locrrrunoo 

explicar 1VD f1uctuncionco nn6malao obsorvnUllD en roactoreo de 04JU1l on 

ebullici6n, que haotll ahora no ha oido pooiblo debido n ou cnrnctor de 

fen6meno no linonlizable. Asimismo loernmoo concilinr teorín y experien

cia en la explicaci6n del fen6meno conooido por "cntáotrofe de varianza". 

9.- Sieuiendo con modelos no lineales y efectoo de temperatura oc 

analiza la reopueota del reactor con un ruido dicot6mico con objeto de 

apreciar efectos del color del ruido. Se comparan loo acopln.mionton de 

temperatura cuadrático y exponancinl (debido al efecto Doppler en lon 

oeccionoo eficaceo~ La diferencia principal con el tratamiento lincaliza

do ca la aparici6n de una regi6n de fluctuacioneo fuertemente nsimótrican 

que crece con la intensidad. del ruido. Nuevamente contribuye a explicar 

los resultados oboervndos experimentalmente. 

En el capítulo V se tratan modelos no ~iarkovinnos con ruidos en ln. 

renctividad (no-lineales parnmétrica.mente), haciendo hincapié en el ctil.

culo de fluctuaciones relativas ,tiempos de relp.jaci6n y funcionen de co

rrelaci6n. 

10.- Calculamos exactamente varianzas y correlaciones en un modelo 

puntual sin neutrones retardados, con un ruido en la reactividad Gauoinno 

de correlnci6n exponencial. Estos resultados oon interesnntes pues servi

rán como test de validez de las aproximaciones realizadas en modelos más 



+. 
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complejos (Rodríeuoz 1983A). 

11.- En el cotudio de un modelo puntual sin noutronoo retardados con 

ruido dausiano de tipo "vibrnci6n", utilizamos técnicruJ funcionales con 

la aproximaci6n en 01 primor orden del tiempo do corro1aci6n (Hernández, 

1983). Analizamos la diferencin. con los resu1tndos lineales y la estabil,i 

dad inducida por , la frecuencia propia de vibraci6n del ruido. 

Calculamos la densidad espectral y las condiciones de observaci6n del pi-

co de vibraci6n. 

12.- Al revislU' los u1timos trabajos que tratan ruidos no Mnrkovia

nos en reactores (Quabili 1979, Saito 1979(3) demostrDIHos que la hip6tesis 

de causalidad entre el ruido y el número do neutrones, unada en los trab~ 

jos anteriores)eo incorrecta. Obo~rvnmos alguna otra incorrecci6n mntem~ 

tica debida al desprecio de alr;unoa términos del orden de la n.proximaci6n 

considerada. Concluimos que para varianz~~ y funciones de corre1nci6n es 

no cesario replantearse nuevamente el problema. 

Posteriormente, tratamos modelos puntuales no Markovianos y con neu

trones retardados considerando dos tipos de aproximaciones que cubren un 

amplio margen de aplicaciones. 

13.- La primera ap~oximaci6n'es en el primer orden de la intensidad 

del ruido y admi:e dos formulaciones: la diferencia1~usada por Quibili 

(1979) Y h. integro-diferencial) adaptada por nosotros al cnso de reacto

res. Corregimos la ecuaci6n de Quabili y calculamos el valor medio en am

bns formulaciones para un ruido con correlaci6n exponencial eoncluyendo 

que la ecuaci6n integro-diferencial es válida para una regi6p. mayor que 

la diferencinl. Concluimos también que el efecto de color del ruido esta

biliza el sistema. 

14.- La segunda aproximaci6n es la generalizaci6n a dQS dimensiones 

de la utilizada para el ruido vibracional. Con ella hacemos un estudio 
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sistemático de valores medios, varianzas, flu.ctuacionen relativM, tiem

po de relajación y densidad espectral para un ruido de tipo Ornstein

Uhlenbeck. Analizamos en cada caso las vro-iaciones inducidas por el color 

del ruido y la forma de la densidad espectral. 

En el capítulo VI estudiamos propiedades que implican un conocimien

to detallado de la función de probabilidad) introduciendo barreras absor

bentes y reflectantes en las ecuaciones maestras que amplían la posibili

dad de estudio a propiedades asintóticas generales. En reactores nuclea

res sólrunente se había estudiado hasta ahora lo. probabilidad de exti n -

ción y las fluctuaciones en la puesta en mE~cha en modelos lineales. 

15.- Desarrollamos un método' para el cálculo de probabilidades asin

tótic<1S B'enerales por funciones generatrices, adaptnble a los problemas 

planteados en reactores nucleares lineales. Con la finnlidad de comprobar 

In validez del método 10 ap1iqamos al .cálculo de la probabilidad de extin

oión y primoros tiempos de paso obteniendo resultados oorrectos. 

16.- Estudiamos las probabilidndes de extinción y fluctuaciones en 

la puesta en mnrcha en un modelo de reactor no lineal. Para ello, genera

lizarnos la probabilidad de extinc~6n condicionada al paso de un umbral y 

ponemos a punto un método de cálculo por fracciones continuadas. Presenta 
* -

mos la aplicación a un modelo de reactor nuclear con acoplamiento cuadrá

tico de temperatura. 

En el apéndice A iniciamos el estudio'''exacto del problema de vibra

ción de barras en modelos espaciales. En el apéndice B abordamos exacta

mente el problema de la obtención de información por medio de detectores. 

Fin~lmente en el apéndice C se consideran cie-rtas propiedades asintóticas 



muy sensibles al modelo utilizado,lo que podría permitir llevar a cabo 

identificaci6n de modelos. 
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PERSPECTIVAS 

1.- Siguiendo con la tooria de ruido externo-interno presentada en 

01 Cap. 111 es posible la generalizaci6n a rnodeloo do reactores no Unen.

les y la soluci6n exacta con acoplamionto cuadrático de tcmpernturn en un 

cnso de creación-destrucci6n. El análisio numérico en la zona de pnrrune

tros de criticidad presenta problemns de converccncia por lo que rcqueri-

rñ un nnálisis más detallado. En trabajoD posteriores nos ocuparemos de 

este problema. 

2.- En el futuro será interesnnte un estudio por simulación anal6ei

ca y numérica y posterior comprobaci6n experimental de 180 fluctuaciones 

anómalas que se producen en la zona que hemoEl llamado de "dominio del 

ruido" (Cap. IV). Este interés es. general en otros problemnn fíoicos y, 

en concreto por su evidencia experimental, en reactores nuclearos. 

3.- La aparición de picos de vibración en loa funciones de densidad 

espectrru. no es solrunente por efectos espaci<W.eo sino que además eo debi

da al carácter multiplicativo del ruido (Cap. V). La contribución del efe.s, 

to multiplicativo en ordenes superiores puede ser calculada por loo méto

dos expuestos en el Cap. V y contribuirá a mejor~ les posibilidades de 

diagnosis en reactores de agua a presión. Ya que los métodos están a pun

to podremos tratnr este. problema én un futuro inmediato. 

4.- Los problemas de cálculo de propiedades asintóticos Don fundruneB 

talmente numéricos. Los métodos expuestos en el Cap. VI y apéndice C pue

den ser una base sólida para comenzar un estudio numérico en modelos con

cretos de reactores nucleares. Las aplicaciones a la oomprobaci6n de mod~ 

los y cálculo deprobnbilidad de accidentes pueden ser de grün ~tilidad 

en la diagnosis y seguridad nuclear. 

5.- En el apéndice A se ha resuelto exactamente un modelo espacial 

sencillo con ruido dicotómico. Es posible la generalización de esta teo-



ría con ruidos mas realistas y modelos en vnrios ertlPos de energia. El 

disponer de soluciones analíticas en modelos de tipo espacial nos ocrá 

de grrua utilidad para contrastar con los aproximaciones utilizadao en 

reactores y estudiar su validez. 
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