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CAPTTULO I

- INTRODUCCION Al ANALISIS DF FLUCTUACIONES EN REACTORES NUCLEARES



I.7.- INTRODUCCION

El estudio de las Tluctuaciones en reactores nucleares es en la ac—
tualidad un tema de gran interés teérico y préctico. Conocido también co-
mo an&lisis del ruido en reactores, dicho estudio incluye procesos de ti-
po nuclear, térmico, hidrodindmico y estructural. Las fluctuaciones prove
nientes del caricter probabilfstico de estos procesos constituyen una
valiosa fuente de informacién en la evolucién dinfmica del reactor que,
una vez procesada, proporciona mayores posibilidades de control, diagno-

sis y seguridad.

La diversidad de procesos que originan las fluctuaciones del reactor
obliga a un estudio interdisciplinario que abarca temas tan dispares como
el andlisis de vibraciones mecénicas y esiructurales, fluctuaciones turbu
lentns de fluidos, efectos de temperatura en sccciones eficaces, fluctua~
ciones en la emisién de rayos gamma de los productos de fisién, produc-—

eién y transporte de burbujas en fluidos con dos fases ... etc.

Bajo el punto de vista de la extraccién de informacién y su procesa~
miento, es necesario aplicar técnicas de identificacién de sefiales, se-—
ries temporales, separacién de ruido, etc. Tales técnicas de ruido requie
ren, a su vez, mayor precisién en la deteccién de neutrones y radiacién
en genéral, asi como sensores de vibracién y temperatura muy precisos.

La investigacidén tecnolégica es pues muy importante para su desarrollo.

Los fundamentos del anélisis de las fluctuaciones entran de lleno en.
la mecénica del no equilibrio y en la teorfa de los procesos estocésticos.,
El campo de estudio de un sistema tan complejo apenas ha sido iniciado.Su
iratamiento implica el an&lisis de procesos no-Markovianos, no iineales ¥y
no estaciénarios. Este andlisis serd el objetivo fundamental de la presen

te tesis.



1.2.— EVOLUCION DEL ANALISIS DE RUIDO BN REACTORES

Son Courant y Wallance los primeros que, en un artfculo de 1947, ini
cian el andlisis del ruido en reactores. Los primeros trabajos surgen de
la aplicacién de las mismas técnicas empleadas en los procesos de contaje
de fotones (Rossi, Feynman). Posteriormente aparecen técnicas més capeci-~
ficas de reactores: Orndoff (1957),Pal (1958),Moore (1959), Cohn (1960).
Estos trabéjos se refieren a reactores de potencia cero, en los que el
acoplamiento de los fendmenos neutrdnicos térmicos e hidrodindmicos es
tan dbil que sélo se tiene en cuenta la parte neutrénica y, en ella, los
procesos son lineales. No es, pues, de extrafar que-al ser constatados

experinentalmente hayan contribuido al éxito de estas técnicas.

Indudablemente, en la actualidad, el interés se centra en el estudio
de reactores de potencia, A pesar'de que el primer estudio serio sobre un
reactor de potencia (Harris, 1958) queda lejano en el tiempo, es en la
década de los setenta donde a través de la experiencia acumulada se¢ perfi
lan problemas reales y las primeras soluciones. A esta época perteneccen
numerosog trabajos de recopilacidén que basicamente dan por establecida la
teorfa en reactores de potencia cero: Williams (1974), Hesaly (1973),

Sei fritz (1971), Saito (1974). Queremos recalcar el gran valor pedagbgi-
co de los trabajos de Williams y Saito, ya que sintetizan perfectamente

el estado de la teorfa hasta la fecha de su publicacién.

En los dltimos afios, y con el nombre de SMORN‘(1975, 1977, 1982),
se vienen celebrando simposiumsdedicados exclusivamente al estudio del
ruido en reactores nucleares. En ellos puede apreciarse su evolucidén ted-

rica y experimental y sus perspectivas.-

En los dltimos simposiums comienza ya a distinguirse entre temas ted
ricos o analiticos y experimentales. Dentro de los experimentales se di-
ferencia segin el origen del ruido: termchidradlico para los réactores de

agua en ebullicidén, vibracional para los de presién.



Existen reactores comerciales que incorporan las técnicas de andli-
sis de ruido entre su sistema de control y deteccién de fallos. Sin embar
go, ain son consideradas técnicas experimentales de desarrollo en reacto~

res pilotos (Ver SMORN (1982)).

I.3.~ APLICACIONES DE LAS TECNICAS DE RUIDO EN REACTORES NUCLEARES

El1 método tradicional de diagnosis efectuado en reactores nucleares
supone la introduccién de una sefial de entrada (normalmente por variacio-
nes en las barras de control) y la observacidn de la sefial de salida (la
potencia o nimero de neutrones). Cuando la sefial de entrada es sinusoidal
con una frecuencia dada, la salida mantiene la misma frecuencia pero cam-—
bia su fase y amplitud. Con la relacién de estas dos magnitudes para un
amplio rango de frecuencias se tiene la respuesta dindmica 1§neal del sig
tema (Kerlin 1974). Un primer uso de las técnicas de ruido consistid en
introducir sefiales seudoaleatorias para obtener directamente el comporta~

miento dindmico en una amplia regidn de frecuencias (Unrig 1970),

Estas técnicas requieren que el reactor se encuentre en condiciones
especiales por lo que iUnicamente son factibles en las etapas preoperacio-

nales o intermedias,

Actualmente se entiehde por anélisis de ruido el efectuado con el
reactor en funcionamiento., Las sefiales de entrada en este caso son las:
propias fluctuaciones internas del reactor debidas al caricter probabilig
tico de los sucesos que en €1 intervienen. Estas técnicas presentan un
gran atractivo por desarrollarse en condiciones de funcionamienté normal.
Por ello, es posible que cuando alcancen el grado de precisién dé la diag
nosis tradicional, que supone necesariamente la parada del reactor y la

introduccidén de elementos extrafios (como fuentes pulsantes, etc ..),las



sustituyan completamente. Por otro lado, existe la posibilidad de una vi-
gilancia continua e incluso la de la prediccién de fallos. Puede por tan-
to jugar un importante papel en la seguridad del reactor. Concretando eg
tos puntos podemos dividir las aplicaciones de estes técnicas en diversas

&reas que van adquiriendo dfa a dfa su propia personalidad:

a) Cilculo de pardmetros cinéticos., Las fluctuaciones neutrénicas,
térmicas e hidraflicas, incluso en un estado estacionario, son portadoras
de gran informacién de la cindtica del sistema. Con muy poco aprovecha-
miento de esta informacién, como pueda ser la observacién de valores me-
dios, valores cuadrédticos o desviaciones y correlaciones estacionarias,
se obtiene ya uw gran mimero de parémetros cindéticos que definen el es-
tado'del sistema. En teoria esto es una parte minima de la informacidén
que puede extraerse, pero en la piéctioa resulta muyy dificil conseguir
informacién de, por ejemplo, momentos y correlaciones de orden superior.
Recientemente con técnicas de autoregresién y andlisis de tiempos (Fuku-
nishi (ﬁ977) parece que se ha dado un gran paso en esie sentido logrindo-
se el anflisis de sistemas dindmicos con memoria y por tanto de muchas

variables.

El desarrollo de ordenadores de gran capacidad de anilisis puede fa~
cantidad de
cilitar el procesado de una insospechadannformacidn. No cabe duda que
esto constituye un esti&ulo para el desarrollo de teorfias mds completas
¥y complejas que tengan en cuenta fendmenos realistas en los que se contem
plen la no-linealidad, no-Markovianidad no-estacionaridad ¥y no-~Gausiani-

dad de los procesos ocurrentes.

b) Diagnosis continuada y prediccién de fallos. Toda la informacién
puede ser procesada instanténeamente, en intervalos de minutos, proporcig
nando asi un diagnéstico contfinuo del estado del sistema, Silse dispone
de un modelo adecuado, un cambio en los parimetros procesa@bs puede inter

pretarse como un fallo o un posible fallo, anticipéndose dé esta forma a



una parada del reactor con el consiguiente ahorro econémico y gran margen
de seguridad. Actualmente existen estudios realizados en reactores pilo-
tos en los que se han utilizado estos procedimientos e incluso se ha cuan
tificado la relacién ahorro-inversién, siendo &sta muy favorable (Serdula
(1975)). Desde un punto de vista tedrico es indispensable el disponer de
modelos realistas adecuados y, por tanto, bastante complejos. Una mala in

terpretacidn en el diagnéstico puede resultar muy perjudicial,

¢) Control del reactor. El andlisis de las fluctuaciones proporciona
una descripcién mds completa de la estabilidad y de las posibilidades de
control del reactor. De hecho, pueden existir estados estables, observa-
dos desde un punto de Qista determinista que no lo sean desde el estadis-
tico, por ejemplo en el momento de algin orden. Un estado de este tipo no

es fdcilmente controlable.

Todavia existen otras aplicaciones como pueden ser el estudio de las
fluctuaciones en la puesta en marcha del reactor, el cilculo de la proba—
bilidad de extincién, el estudio del efecto de los contadores y ruidos

electrénicos asociados ... etc.

I.4.- PROBLEMAS TEORICOS. PLANTEAMIENTO'DE LA TESIS

Los problemas teéricos que el andlisis del ruido en reactores plan-

tea pueden sintetizarse en:

-~ Desarrollo de un modelo estadfstico idéneo con suf'iciente bagse fi-
sica, que tenga en cuenta las causas de las fluctuaciones. ﬁsto incluye

el estudio de las fuentes de ruido ¥y su modelacién por teorias estocidsti-

Cas.

-~ Reduccidn de las variables postuladas a las variables observadas

con la consiguiente aparicidn de términos de memoria, es decir, de proce-
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sos no Markovianos.

— Resolucién de las ecuaciones resultantes (que en general serdn no
lineales debido a los acoplamientos internos) y extraccidén de la informa-

cién en forma,principalmente,de valores medios, cuadréticos y correlacio-

nes.

~ Criterios para establecer la validez del modelo y estudio de la

estabilidad estadistica.

- Investigacién en otros tipos de extraccidn de informacién como pue

den ser probabilidades de accidentes e indices de seguridad.

En la prictica un programa ocmo éste es dificil de llevar a cabo.
En su lugar se utilizan hipétesis mds o menos plausibles y argumentos de
tipo fenomenoldgico. Se puede esqﬁema‘tizar el estado actual de la teoria

en los siguientes puntos:

~ El1 conocimiento y fundamentacién de todos los ruidos no es hasta
la fecha posible. Si bien existen algunos myy elaborados, normalmente se
recurre al empleo de teorfas fenomenolSgicas o simplemente a la hipdtesis

de ruido blanco.

-~ Las ecuaciones no lineales y no Markovianas obtenidas son tratadas
por métodos de linealizacién, Con’'ello se destruye parte de la informa-—
cién de la dindmica del sistema y, por supuesto, no se logra explicar los
fenémenos de carécter no lineal. Asimismo la validez de la linealizacién |

raramente es analizada.

—~ Como resultado de estas aproximaciones existen fenémenos que no
han sido explicados. Por otra parte la confirmacién experimental en reac-

tores de potencia con ruidos intensos es afin muy deficiente (Ackasu 1961)

~ En los andlisis de ruido en reactores de baja potencia o potencia

cero la concordancia entre experimentos y teoria es muy buena,
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Ml gunos autores (Saito 1979A)conc1uyen diciendo que ¢l desarrollo

» - * "n -"'
de la teorfa en reactores dec potencia estd aidn en la fase de "infancia'.

Dentro de la amplia gama de investigaciones realixadas y futuras hay
temas cuyo interds prevalece por ou importoncia prictica. Fn cusnto al
origen de log ruidos hoy dfa destacan los prodicidos por vibraciones en
la estructura por ser la principal fuente de ruido en los reactores de
agua a presién (Fujita 1982). En los reactores de agua en cbullicién domi
nan los de carédcter termohidradlico y de formacién de burbujas (Albrecht

1982).

En cuanto a fundamentos existe gran interds en el estudio de modelos
no lineales con efecto de temperatura (sako 1981),61 tratamiento de mode
los no Markovianos (Saito 19608, Quabili 1979, Rodriguez 1983A), y cn ge-
neral lograr una mayor posibilidad en la descripeién estoclstica de mode—

los con muchas fuentes de ruido (Kishida 1977, Rodriguez 1983B).,

Estos temas de fundamentos no estén lo suf'icientemente desarrollados
como para originar modelos que coincidan de forma exhaustiva con los re-
sultados experimentales para reactores de potencia. Sin emba:go, dichos
modelos permiten explicar cualitativamente el comportamiento del reactor.

Su estudio es esencial para lograr eliminar la discrepancia existente ac—
tualnénie entre teoria y experiencia para reactores de potencia (Williams
1982). Este trabajo, cuya estructura detallamos a continuacién, ha sido

realizado de acuerdo con esta filogofia.

Iixceptuando este capitulo introductorio hemos dividido nuegtro trabs
Jo en cinco capitulos y tres apéndices, El capftulo segundo constituye
una sintesis de los origenes de los ruidos ¥y su modelacidén por procesos
estoclsticos. Los restantes capitulos tratan diversos aspectos del proble
ma central del estudio de las fluctuaciones en el reactor, Los apéndices

constituyen aportaciones que hemos creido interesantes pero qi:e requieren

un desarrollo posterior.
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El capitulo tercero estudia de lleno los fundamentos de la descrip-
cidén estocdstica. Es comin distinguir entre ruidos internos y su modelo~
cién por ecuaciones maestras y ruidos externos por ecuacioncs diferencig
les estocdsticas. IEn sistemas con miltiples ruidos,externos e internos,
una descripcién conjunta plantea problemas de fundamentos. Estos son revi
sados en el caso de reactores nucleares y se expone una teoria gque es ca-

paz de tratar simulitdneamente los dos tipos de ruidos.

El capitulo cuarto estd dedicado al estudio de modelos no lineales
con efecte de temperatura y a la validez de log aproximaciones de linca-
lizacidn. Siendo €sta la t€cnica habitual de trabajo resulta muy intere~
sante conocer su validez y tratar problemas tipicamente no lineales. El
modelo no linenl empleado es justificado en base a un estudio de la esca~
la de los tiempos que intervienen en el problema. Las aportaciones mds
interesantes del capitulo estdn relacionadas con el fratamiento de ruidos
de intensidad aprecinble, logrando explicar fendmenos obéervados en ciere

to tipo de reactores.

El capftulo guinto analiza modelos no Markovianos.De gran importan-
ci‘a es conocer el efecto de un ruido no blanco en la reactividad sin usar
técnicas de linealizacién., Este es un tema que ha sido recientemente tra~
tado por varios autores (Quabili 1979, Saito 19793). Demostramos las incon
sistencias observadas en sus trabajos, desarrollamos y aplicamos nuevos
métodos y analizamos los resultados en un modelo de reactor nucleai‘ que A

permiten la obtencidn de los parfmetros cindticos.

En el dltimo capftulo se estudia un tipo de propiedades relascionados
con un andlisis mds detallado de la funcidn de probabilidad. En concreto,
en reactores lo interesante es el cilculo de la probabilided de extincién
¥y el estudio de las fluctuaciones en la puesta en >marcha‘ General izamos
ambos para el caso de un modelo no lineal e introducimos el aﬁéiisis de

propiedades asintéticas. Los apéndices tratan ’hémas puntuales de prb'ble-



mas espaciales, extraccién de informacidén por contaje y comprobacién de

modelos.
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CAPITULO IT:

ORIGEN DE LOS RUIDOS Y SU MODELACION POR ECUACIONES ESTOCASTICAS



En este capftulo se describen las principales fuentes de ruido
que aparecen en los‘reactores nucleares haciendo hincapié en su origen
fisico y su modelizacién a través de teorias estocdsticas. Con ello no
pretendemos hacer una recopilacién de métodos y modelos, sino una in-
troduccién que sirva para exponer de la forma més clara posible los ob
jetivos que persigue la tesis. Para una mayor informacién de métodos y

modelos ver: Williams (1974), Saito (1974, 1979), Seifritz (1971).

IX.1.~ DESCRIPCION DE LAS FUENTES DE RUIDO POR_SU ORIGEN FISICO

Un reactor nuclear es un sistema abierto que intercambia energia
y materia con el exterior. De una manera muy simple puede describirse
como compuesto de un soporte material y, asociado y originado por €1,
de un campo neutrénico, térmico e hidrodindmico. Existirén, pues, fuen
tes de ruido provenientes de cada uno de estos campos y de sus acopla-

mientos:

a.— Fuentes de ruido neutrénicas

Existen fluctuaciones intrinsecas o internas que son debidas al
cardcter probabilistico de los fenémenos nuclesres. Entre los més im—

portantes destacan las que se originan por los procesos siguientes:

~ Fisién, captura y pérdida de energfa de un neutrén que recorre un
medio material fluctuante

- Produccién de n neutrones ripidos y m; precursores en una fisidén

~ Produccidén de productosde fisién y fotones de varias energias.

- Produccidén de neutrones por medio de fuentes independientes o espon-

téneas.



CAMPO NEUTRO-

CIONES EFICACES
NICO, SEC

Pos. tiva
Ef . Dbppler

Densidad

ESTRUCTURA

Energ.
product.fisén Dilptacién

Grad., térmicos

CAMPO TERMICO
Grad. densidad.

DINAMICO

Esquema II.1.- Principales acoplamientos que intervienen en los origenes

de los ruidos en reactores nucleares.

16—
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El medio material en el cual se crea el campo neutrénico estd su-
jeto a fluctuaciones de temperatura y densidad creadas a su vez por el
campo neutrénico. Existe, pues, un fenémeno de realimentacién que en

ocasiones puede ser de gran importancia en la cindtica del reactor.

be—- Fuentes de ruido térmico

El origen del campo térmico se encuentra en la transmisién de
energia de los productos de fisién a log materiales circundantes. Par-
'hien&o de este origen, en las barras de combustible, esta energfa.ca-
larifica se propagard por medio de los mecanismos conocidos de radia-
¢ién y conveccién, hasta alcanzar el refrigerante donde se debe consi-

derar que el transporte de energfa acompafia al de materia.

En los reactores de agua en ebullicién debemos considerar, ademés,
las fuenies de ruido térmicas producidas en la formacién de burbujas y

su transporte. Sefialaremos como las més importantes:

- Fluctuaciones internas de temperatura en el refrigerante y material
estructural. | '

~ Transferencia de calor del elemento combustible al refrigerante

- Fluctuaciones de la fuente térmica originadas por los productos de
fisién.

Como en el campo neutrdénico, se ds'be_ré, tener presente las fluctug
ciones de densidad y composicién del material soporte originadas por
el campo hidrodindmico y el propio campo térmico a través de su in-
fluencia por el campo neutrénico. Nuevamente aparece un fendmeno de .
Feed-back (fig. II.1).

c.~ Fuentes de ruido hidrodindmico

A las fluctuaciones hidrodindmicas propias de considerar un liqui

do circulando forzadamente por un 'tubo,' se han de afiadir los '.efectos
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producidos por la influencia del campo térmico inducido por las varia

ciones de presién, densidad y la formacién de burbujas.
Tenemos, pues, que resaltar:

—~ Fluctuaciones hidrodinédmicas internas.

— Fluctuaciones de presién debidas a la formacién de burbujas.
- Pluctuaciones de flujo del refrigerante debido al bombeo.

- Fluctuaciones de presién y densidad debidas al ocampo térmico.

Nuevamente los acoplamientos juegan un papel importante (fig. II.1)-

d) Fuentes_de ruido estructurales

Normalmente estén asociadas a las vibraciones de elementos esiruc
turales, barras de control y de fuel., Las vibraciones pueden ser espon
téneas o broducidas por fluctuaciones de presidén del liquido refrige-

rante. Sefialaremos:

- Movimientos aleatorios de barras y micleo.

- Fluctuaciones en la posicién ocupada por las zonas activas de elemen
tos de control y fuel debidas a fluctuaciones de presién del refrige
rante.

~ Fluctuaciones en la estructura de origen sismico.

Las fluctuaciones originadas por las fluctuaciones de presién pue

den realimentarse a través del campo neutrénico \'g térmico (fig. II.1).

Aparte de estas fuentes de ruido -a, b, ¢, d-, en el proceso de
medide también aparecen ciertas fluctuaciones, generalmente de tipo

electrénico (Edelman,;1975) que suelen ser importantes.

Las fuentes de ruido aqui sefialadas han sido objeto en log Wlti-
mos afios de multitud de estudios experimentales: SMORN I (1975),
SMORN II (1977), SMORN III (1982) realizados en diferentes tipos de
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centrales nucleares.

Para llevar a cabo un amélisis global de fluctuaciones es intere-
gsante disponer de datos refe‘ren'tes a su intensidad, tiempo de relaja~
cién y funcidén de correlacién. La intensidad, como es de esperar, de-
pende del tipo de reactor: en un reactor de agua a presién dominan las
fluctuaciones estructurales, mientras que en los de ebullicién lo ha~
cen las hidrodindmicas y el eéfecto de burbujas. La funcién de correla~
cién exacta es muy dificil de conocer por lo que se suele hacer hipéte
sis éenCillas tales como suponer que tiene un comportamiento exponen-
cial decreciente en el tiempo. A continuacidén se da una lista de tiem-—
pos de relajacién propias de ias fuentes mis conocidas (Saito, 1979A)
Williams, 1974): ‘

« quemado de combustible: 5 mes;s

. envenenamiento de Xe: 10 horas

« temperatura del modera.dof: 1~ 1000 seg.
. neutrones retardados: 0,1~ 10 seg.

. temperatura de fuel: 0,1 ~ 10 seg.

« vibraciones mecéanicas: 0,01 ~ 1 seg.

. realimentacién en reactividad de burbujas: 0,01~ 1 seg.

II.2.-~ MODELACION POR ECUACIONES ESTOCASTICAS

Al hablar del aspecto teérico en el primer capftulo ya se ha indi
cado que el nivel descriptivo adecuado va a ser una fundamentacidn de
tipo estocdstico. En efecto, una teoria microscépica consistente debe-
ria ser capaz de, partiendo de una descripcién microscépica-'; llegar,
trds sucesivas reducciones de variables, a un nivel mesoscéﬁico (teo-

ria de fluctuaciones) que diera cuenta de los experimentos "ﬂ‘(nivel ma~



Th. Fuentes eguivalentes (2.7) Puntual; Williems (1974)’ Norelli (1975)

(saito 1967)
(2.3) Espacial; Ackesu (1966)

Ruido interno
Ec. de Langevin
(2.16) Puntual; Saito (197Z)

ACOPLAMIENTO DEBIL
Reactor de Potencia Cero

(2.5) Espacial; Williams (1970), Saito (1579

Ruido externo: Egggggggiiaglferen01ales (2'11) Puntuel; Williams (1971)

(2.1%) Be. de Kolmogorow"pun@ual; Ferishima (1973); Dalfes (1966)
Th. Fuentes equivalentes

(- Ruido interno
(2.19) Lengevin puntual; Greef (1575)

ACOPLAMIENTO FURRTE  /

Reactor de Potencia
Ruido externo. Ec. diferenciales estocisticas puntuales; Sei fritz (1970)

ESQUEKA IT,.2.: PRINCIPALES MNODELIZACIONES USADAS EN EL TRATANIENTO DE FLUCTUACICHES EN REACTCRES NUCLEARES

NOTA: Los autores no han sido tormados coro originarios de la descripcién sino como aguellos gque, bzjo nuestro criterio, &és han

desarrollado los modeleos correspondientes.:
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croscépico). En ciertos sistemas mecénicos simples ello es posible
(particula Browniana); en otros sistemas mecénicos e hidrodinémicos
més complejos constituye un problema en el que se han obtenido algunos
resultados ((Nordholm, 1975), (Mori, 1965))eobre ello. E1 problema prin
cipal consiste en la dificultad de introducir en este tipo de teorias
procesos de creacién y destruccién de particulas. El trabajo de Osborn
(1966) es considerado como un buen trabajo tedrico pero sin posibles
implicaciones practicas. Otro problema importante es el de la reduc-
cién de variables. En el caso de la particula browniana es fécil, pues
to que existe una clara divisién en las escalas de tiempo de los proceg
sos ocurrentes. En reactores nucleares, pricticamente, existen fendme-
nos ocupando toda la escala de tiempos (Saito 1977) que dificulta ex-

traordinariamente la reduccidn.-

Al igual que en otros campos como puede ser la cinética quimica,
léser, dinémica de poblaciones y procesos bioldgicos, los problemas de
creacién y destruccidén son abordados desde un nivel mesoscépico (Van Kampen .
1976A), Williams, 1974) a través de ecuaciones de Kolmogorov o an&lo-
gas y/ o ecuaciones fenomenolégicas de Langevin (descripcidn estocisti-
ca). Siguiendo esta descripcién, en el esquema II-2, se presentan los
principales tipos de modelos usados para describir las fluctuaciones
en un reactor nuclear; En esta s'eccidn vamos a desarrollar este esque~
ma que serd el punto de partida de nuestm; estudio. Para una mejor com
prensién hemos 'cre:{do conveniente hacer las siguientes consideraciones

que han inspirado la estructura del esquema:

-~ Se hace una primera divisién entre el tratamiento de reactores
de potencia cero, en el que los campos no estén acoplados, y entre los
reactores de potencia en los que los efectos de acoplamiento son impor
tantes. La razén es que los métodos usuales de tratamiento sqt\n muy di-

ferentes (Saito, 1974), Kishida (1977).
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De gran importancia es distinguir entre ruidos internos y exter-
nos. Este es un aspecto que aparece en todos los estudios estocésticos
y se debe a que sus fundamentos son distintos (Van Kampen 1976A)

(Williams, 1971) (Rodriguez, 19838).

- Fl1 tratamiento del ruido interno usualmente es abordado por un
método deductivo (ec. masstras) o fenomenolégico (ec. de Langevin). La
equivalencia entre ambos es estudiada en reactores nucleares por la
teor{a de las fuentes equivalentes (Williams, 1974), (Saito, 19794
Mantenemos en este esquema inicial estas formulaciones que en el préxi

mo.capitulo gserin abordadas en profundidad.

- En la parte de acoplamiento débil (reactor a potencia cero) he-
mos creido m&s preciso mantener las descripoiones ’espaciales y puntua,g
les y su relacién mutua, pues informan sobre la importancia de ios
efectos espaciales. En reactores de potencia no se ha hecho esto por
considerar que, si bien existen algunos trabajos importantes (Sai'to,

19808), su desarrollo no es completo.

I1.2.A.- ACOPLAMIENTO DEBIL: REACTOR A POTENCIA CERO

tfn reactor funcionando a baja potencia mantiene un débil acopla~
miento entre los campos térmicos, hidrodinimicos y estruoturales. Por
ello es posible estudiar el campo neutrdénico por separado obtaniéndose
en general myy buenos acuerdos con los experimentos. La teoria de reac
tores a potencia cero ha alcanzado en la \ltima década un grado de ma-
durez myy grande, y su importancia actual reside en que es elr'"ipun*to de
 partida de la teoria de reactores de potencia. De hecho, un procedi-
miento habitual para el estudio de las fuentes de ruido es ni;.ntener el
reactor a baja potencia y generar externamente el tipo de ruid.o que se

dosea estudiar: burbujas mediante inyeccidén de aire (Nomura;'j1975);
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vibracién de elementos estructurales por circulacién forzada de refri-
gerantes r hie, 1975). Estos son ejemplos claros en los cuales los rui
dos se introducen externamente. En el caso de ser ruidos internos pero
debilmente acoplados, una aproximacidén muy comin es considerarlos como
externos ocon las mismas propiedades estadisticas que los estudiados ex
perimentalmente. Cuando el acoplamiento es fuerte, principalmente por
efecto temperatura, se comprueba experimentalmente que esta aproxima—

cién no es valida.

a) Modelizacién de ruidos internos

El ruido neutrénico interno en un reactor de potencia cero ha si-
do estudiado bajo diferentes aproximaciones y en modelos muy sofisticg
dos, incluyendo efectos espaciales y de detectores (ver revisién de
Seifrite, 1971). Bésicamente es el estudio de un sistéma Ma.ricovi_ano
lineal en el que se tiene en cuenta el transporte de neutrones. Es in-
teresante detenerse en algunos aspectos de estos estudios, pues conati
tuyen la base de los métodos aplicados a modelos més complejos de reac
tores a potencia. En concreto, el estudio de los efectos espaciales

tnicamente se encuentra desarrollado en la teoria a potencia cero.

Existen dos formulaciones distintas (esquema II.2); empezaremos
por describir brevemente la de las ecuaciones maestras de tipo Kolmogg'
vov con efectos espaciales. Esta formulacién tiene un fundamento f£isi
co claro, aungque conduce a ecuaciones complicadas. En la .versidp de
‘Pal (1958) ~ Bell (1965) - Williams (1974) se trata con una ecuacién
de Kolmogorov inversa. En la versién de Matthes (1965) es una ecua~
_cifén de Kolmogorov directa en la que el espacio de las fases se ha
subdividido en celdas (Malek - Mansoyr 1981, en cindtica quimica). Las
dos versiones estédn fisicamente justificadas en la hipétesis comproba-

da de que un neutrdén sigue la estadistica de Poisson en el intervalo
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colisién-colisién y que las probabilidades de emergenoia de neutrones

Yy precursores en la figién viene dada por férmulas extraidas experimen

talmente (férmula de Diven, 1956).

En un modelo de transporte de neutrones y en la aproximacién de
un grupo de energias, Bell define PN(R,t,)v-,SI,*t) como la probzbilidad
de encontrar N neutrones en el tiempo *'.f y la regién R cuando un neu~
trén ha sido inyectado en Yy con direcciénn y un tiempo t. Definiendo

la funcién generadora de probabilidades
, [ ]

N
, - R(R, te/ v, At
G(E; v, t) = ‘go 2 R(R,te/ t) (2.1)

y aplicando a PN un balance de probabilidades se llega a la ecuacidn:

T

3 .
_J e J«j,m 6(2; v, A,t)
—JLVG“‘S'S’%"':‘G-% )[tm ‘ IS ] (2.2)

que es una ecuacidén en derivadas parciales no lineal donde Zr es la
secoidn eficaz total y C; la probabilidad de obtensr j neutrones
por colisién. Williams generaliza para el caso de un sistema mis com-
plejo con neutrones retardados y detectores. Esta 'bebria, supuesta la
hipétesis markoviana , es estrictamente exacta (Williams, 1974) de ahi
su importancia. Sin embargo, a partir de (2.2) se llega a obtener difi
cilmente los primez;os'momentos éua.ndo ‘bajo ciertas agproximaciones la
linealizacién es permitida (Lewins, 19?8). Es por esto, por lo que
ciertos autores niegan a (2.2) utilidad préctica (Saito, 197%9). En el
método fenomenoldégico de Langevin se postula una fuente de ruido aditi
 va en las ecuacionss deterministas (Ackasu, 1966):

3oxt) %ffb(x't) +2, GUat)+ Acxa¢E) +So
X

3t (2.3)

En esta ecuacién se utiliza un modelo de difusién sencillo en el que D

es el coeficiente de difusién y Z, la seccién eficaz total. Bl ruido
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A(x,t) es por hipétesis blanco con una funcién de correlacién:

<O(xlf)6(x’ttu> - D(X),S(X“x‘)- g(‘é"‘tt) (2.4)

La ecuacién linealizada de (2.2) puede relacionarse con la ecuacién de
Langevin (2.3) por medio de una correspondsncia de fuentes equivalen-
tes (Saito, 1979)\). Sefialaremos que la ventaja de (2.3) es la gran sen-
cillez que presenta frente a (2.2) y otras formulaciones similares co-
mo la anteriormemte mencionada de Matthes (1965) y la funcional de
Watson (1979). Se puede decir que es la dnica que permite c&lculos de
correlaciones y momentos cuadridticos espaciales. Por contra, al estar
fundamentada fenomenoldgicamente su sentido fisico es menos claro que

en los otros métodos.

b) Modelizacién de ruidos externos

Todo sistema sbierto puede ser perturbado externamente. En el ca~-
so de un reactor nuclear, ello se puede hacer de diversas formas: in-
troduciendo o extrayendo absorbentes, induciendo vibraciones en‘los
elementos estructurales, aumentando la velocidad del fluido refrigeran
te o.. etc. Estas perturbaciones, que pueden ser inducidas por él‘ppe~
rador cuando tienen las caracteristicas de un determinado ruido?'cons—
tituyen el ejemplo mis claro de ruido externo. De hecho, en la diagno-
sis de reactores por técnicas de ruidos, se estéd induciendo los ruidos

test externamente.

En la aproximacién de acoplamiento débil, se puede éuponer que
las fluctuaciones en el refrigerante y en los elementos estruc;urales
actian como un ruido externo en el campo neutrénico del reacto?, cuyas
caracteristicas estadisticas han de obtenerse experimentalmentg. De eg
ta forma, se puede modelizar esta situacién considerando el e%écto de

dichas fluctuaciones como inducidas por un ruido externo. En ﬁna apro-
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ximacién de difusién con un grupo de neutrones la ecuacidén estocésti-~
ca:

8% _ by pip +L(68) ¢ + S -
st (2.5)

rapresentari al sistema una vez que se haya calculado el efecto del
ruido externo en los coeficientes de difusidén, secciones eficaces y
fuentes. Un ejemplo en que esto es inmediato es el considerar como
fuente externa la vibracidén de un elemento de control situado en Xo .
En la aproximacién de la difusidén, en una dimensién y con un grupo de
energia, obtenemos en la aﬁroximacién de barra delgada de Galamin
(Wzll:.ams, 1970):
3. Do+ I ¢~ § (X% $(t) qﬂ + S(x)
ve axt | (2.6)

donde ¥ (%) es el término fluctuante, indicando la amplitud de la vi-

bracidn.

A diferencia del interno, el ruido externo no necesita fundamenta
cién de ningin tipo; simplemente puede ser interpretado como una per-
turbacién externa dependiente del tiempo y tratar el flujo o la dengi-
dad neutrénica como un func:onal de dicha perturbacién. Como en el ca- -
so de ruido espacial, las ecuaciones en derivadas parciales asf{ obteni
dos son diffcilmente tratables posteriormente. A partir de es'bvas ecuam
ciones resulta ya complicado el célculo de valores medios (Williems,
1974), por lo que no se utilizan en la diagnosis ni en el céljculo de

parémetros.,

Como en el caso del ruido interno, se hace necesaria una reduc-

cién a la descripcidn puntual de estos modelos.
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c) Paso_a descripciones puntuales. Efectos espaciales de los yui-

dos

En un andlisis completo de valores medios, cuadraticos y correla~
ciones que tengan en cuenta fenémenos espaciales, unicamente la formu-
lacién de Langevin (2.3) proporciona resultados analiticos asequibles.
Las demis, presentan problemas debido a su caricter no lineal (2.2) o
a tener el ruido en forma multiplicativa (2.5), (2.6). En estos casos
se debe recurrir a aproximaciones que presenten el sistema de forma
tan sencill‘a que haga posible un posterior andlisis de varianzas y co-
rrelaciones; del mismo mode que en el andlisis de perturbaciones deter
.minista, tal reduccidén consiste en eliminar los efectos espaciales pa~
gando a una descripcién puntual. En esta reduccién es importante dis-

-~ tinguir entre ruidos globales, que ocurren por igual en todo el siste-
ma (por ejemplo, los ruidos in'ternos), ¥y ruidos locales, que sélo afec
tan a una pequefia parte como pueda ser la vibracién de una barra (2.6)
¢ el desplazamiento de una burbuja. Debido al distinto cardcter que

tienen las ecuaciones de Kolmogorov (2.2) y las ecuaciones estocdsti-
cas (Langevin (2.3) y de ruido externo (2.5)) congideraremos su aproxi

macién puntual por separado:

cq.~ Descripcién. puntual de las ecuaciones de Kolmogoroff

Actualmente no existe ningdn tipo de aproximacién que reduzca la
ecuacién de Pall-Bell-Williams (2,2) a su forma no dependiente del es—
pacio. En ciertas condiciones (Linealizacién de 1la ecuacildn; Lewins,
1978), ello seria posible, pero no en un caso general. Dado el cardc—
ter global del ruido interho, es de esperar que su reduccién puntual
no afecte seriamente al modela en el caso de sistemas grandes._:.: En la
aproximacién de reactor cuasi-infinito una modelacién pun'tualf es justi

ficable. En la descripcién puntual de tipo Kolmogorov se plan'tea la
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hipétesis de que los efectos espaciales no son importantes (ha sido
corroborado por Sheff, 1967) y que los procesos nucleares ocurrentes

giguen modelos Poisonianos.

Bajo estas hipétesis, teniendo en ocusnta nsutrones retardados y
utilizando un método de balance de probabilidades, se obtiene la ecua~
' cién de Kolmogorow puntual (Williams, 1974):

o o [
QPN Crt) _ \(vaa) P(N44, Canat) + A Z“_;aé;“‘%n
s t
‘ - s (Cit) P(N-L, cagyt) +
P (M) M, M) P (wvii-m, ¢ iy — CoM5) A+ ; A )

1
ac ¢ . 2
4 oV Pudy ts, ) = [PV H ARV E 2 ace] (2.7)

. PN G-, t)

donde N es el mimero de neutrones presentes en el reactor, Ci el mime—

ro de precursores del g:rupd i de neutrones retardados y:

A : Tasa de absorcidén por neutrén

A : Tasa de fisién por neutrén

P(m, mq_.. mr) : Probabilidad de producirse n neutrones ins‘f.anté.—
neos y mi precursores del grupo i en cada fisién
D

V : Volumen del reactor

Tasa de produccién de neutrones por unidad de volumen

A¢ ¢ Constante de decaimiento del precursor i

Con las mismas hipdtesis existen ecuaciones de este tipo para modelos
mas corﬁplicados en los que se tiene en cuenta el proceso de deteccidn
(Worelli (1975)), la produccién de radiacién ganma (Birs '1975‘:) ¥y mode
los en multiregiones y multigrupos (Salmi 1980). Para éx;estros

posteriores anidlisis esta ecuacién serid punto de partida.
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¢2.- Descripcidn puntual a partir de ecuaciones diferenciales es-

tocasticas.

En las ecuaciones de Langevin y de ruido externo, el ruido apare-
ce como un parametro fluctuante en las ecuaciones deterministas, es de
cir, una perturbacidén paramétrica que tendri unas determinadas propie-
dades estadisticas. No es, pues, extralio que se puedan emplear las misg
mas técnicas de reduccién espacial-puntual que en los sistemas determi
nistas. Vamos para ello a seguir el método de Henry (1975) en forma ge

neral.

Sea la ecuacidén de difusidén o transporte en forma operacional y
una dimensién:

BEKY) _ D prxey ¢ EL(0) b)) + SO+ §S(x4)

y & (2.8)

donde /I\; = “8.'13 representa el operador de evolucidn determinista que se-
paramos en una parte de creacién de partfculas y otra de destruccién.
S/l:(-b) es la perturbacién que en nuestro caso es un ruido. Supongamos
que el sistema determinista es estable y el flujo estacionario es 43,(::)
¥ su transpuesto ¢’: (x) (funcién de importancia). Si N(t) es el msmero
total de neutrones presentes en el 'react‘or en el instante ¢ definimos

la funcién de forma ‘Y(x,t) por:

Plxt) = M) P(Xt)

j(PZ(x) Yixe) dx = Mo | ‘ (2.9)

siendo No el mimero de neutrones presentes en el reactor en el sistema

determinista estacionario.

Sustituyendo (2.9) en (2.8), y operando obtengo en el primer or-
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den de aproximacién (respuesta lineal): |

O_l.__s_N“) _ &) EN(#) - §0(¢) SN(t) + §5(¢) (2 10)

dt

A x) £t .
con & N(t)= N(t)- No j &C(t) -"‘j‘f’:(") §C o0 dx j 808 —.:fcb,(x) §D By x

§set)= &0 8SIxt) ¢, 0. dx.

La ecuacién (2.10) es una ecuacidn diferencial estocdstica con el
ruido en el término § D(t) o 85(8), que representa la descripcién pun-
tual obtenida a partir del modelo espacial. Ahora voy a aplicar esta
reduccién a la ecuacién de Langevin (2.3) donde co.nsidero los pperado-
res siguientes:

C = (4-1) Ik 3 S?Df‘:& + Lo
siendo Y% el mimero promedioc de neutrones por fiaién,), descomponiendo

la seccidén eficaz total en una parte de absorcidn y otra de fisidn.

Obtengo:
OL_.__,..._S N“): ((Po-t)-/L-/\) SN(t) + ?G(f)
o & ~ : (2.11)
con
A= fdx qi(x)(og-z +2a) P (%)
A :jolx &) I, ¢ (x)
(2.12)

‘§5(e):jdx 6 (%) Dxt) & (x)

siendo ‘gG(t) un ruido blanco cuya comelaccién a partir de (2.4) es:
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} . — »
< Eo) B> = gu-tu[Jctx & o0 Dx) d>o<x)]— D &(+-1) .13)

La ecuacién (2.11) con (2.13) se convierte en la ecuacién de Lan-
govin del modelo puntual reducido del espacial  (2.3). En este caso
la reduccién es consistente y el cardcter global del ruido interno per
mite ecuaciones puntuales. Analicemos ahora el caso de un ruido de ca-
récter local como el aparecido en (2.6), donde con el mismo significa~
do que en (2.12) obtenemos: '

d SN - (e d-d) S0 + £ (8) BN

* AL
donde ahora £ (t)= - ¥ & (%~ €MD) & (%0~ §(8) =

~ ) § ¢ (Xo) $o(Xo) + ¥ E‘*)E‘;’:("")ﬁ 4"9,()("?}"0 * I?‘x %(xﬂw, 43’“")}*" (2.15)

pudiendo apreciar como un ruido de cardcter local depende de su posi- -
cidén, es decir, se conservan efectos espaciales en la reduccién pune

tual. La omisién de estos efectos en trabajos recientes ha sido origen
de errores (Antonopoulos (1975)), posteriormente aclarados por Pazsit

(1971).

No es dificil generalizar estos resultados con neutrones retarda~
dos. En concreto, en el caso della ecuacién de Langevin, se obtendria

sin dificultad las ecuaciones puntuales generales (desdoblando §N =
= N(t)~No)e

2}.(4». B) A= Q) N(E) + 2 A Gle) + S+ Kule)

de . : - (2.16)

[}

LI {E:é:‘: N = O heGele) + §,08)

[ 3

donde como se veré en el Cap, IIT ?‘: , Su son unas fuentes de Lan@_

vin equivalentes. Su correlacidén seri calculada de forma que réproduz-
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ca los mismos valores medios y cuadraticos que a partir de (2.7). Esta

cuestién se tratari detenidamente més adelante.

1I.2.B.- ACOPLAMIENTO FUERTE: REACTOR DE POTENCIA

En un reactor de potencia el 'a,coplamiento entre los campos hidrodina
micos térmico y neutrdénico no puede ser despreciable. En este caso se ha
de hallar un modelo que tenga en cuenta las fluctuaciones y los ‘ruidbs an
tes descritos, lo cual representa un problema considerable, El estado ac-
tual en la desoripcidén de reactores de potencia a\in e pobre; buend prue-
ba de ello es la disparidad encontrada entre los célculoa tebricos y 163

resultados experimentales (Kosaly, 1973; Saito, 1979A; Ackesu; 1961)

Como se puede ver en el esquema I1.2, la modelizacién de reactores
de potencia sigue un desarrollo paralelo a los de potencia cero. En este
cago no se van a tener en cuenta efectos ésp‘acialea pues no exi_ﬁté toda~
via una teoria suficientemente comprobada quel tenga presente efectos es~
paciales no lineales, aunque esti en vias de desarrollo (Valks, 1977; Ko-
- galy, 1977; para reactores de agua en e‘nullicién), (Saito,v 198Q5;teoria
general por métodos funcionales). Actualmente, el método méas ﬁt;lizado

es el de la aproximacién puntual y es en laque nosotros vamos a trabajar.

a) Modelizacidén de ruidos internos

Al igual qus en la teoria de potencia cero, dos tipos de métodos son
los empleados en la descripcidn de ruido en reactores ds potenc:_ia. El mé- »
todo de ecuacioms tipo de Kolmogorov v snipone ahoré, que el sistéma puede
estar bien descrito por un conjunto de variables discretas y apiicarse
una ecuacién de balance de probsbilidades (lump-model). Ehcisteximodelos
de este tipo aplicados a reactores de agua en ebullicién en loé ‘que ineclu

so se discretiza la velocidad del refrigeramte (Matihey, 1979).
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Es evidente que ello supone aproximaciones muy fuertes que no pueden
estar avaladas por los experimentos. Un modelo mds factible, y el més
usual, es suponer que el acoplamiento més fuerte es el de temperatura y
los otros ruidos (vibraciones, hidrodin&micos) son considerados como ex-
ternos con propiedades estadfsticas (momentos y correlaciones) héllados ex
rerimentalmente. Entonces el acoplo neutidnico-térmico es a.‘norg estimado
como intermo y todo lo demés externo. La descripcidén por ecuacipnes naes-—-
tras de un sistema como éste se consigue utilizando las varia.’blés discre-
tas N mimero de neutrones, Ci mimero de precursores de grupo i de neutro~

nes reta.rdados,' F‘F la energia depositada en el fuel y E_ la ene;fg{a depo-

C
sitada en el refrigerante. La unidad discreta de energia es toxﬁéda como
la energfa Util producida en una fisidén 3:::200 MeV. Los procesos microscé-

- picos ocurrentes son ahora, ademis de los propios del campo neu'brénico

(2.7)y los siguientes:

~ Figién. Con i:robabilidad A PImMm,¢,... &) N de produccién de n neutro-
nes, <i precursores y una unidad de energia. en el fuel .

- Transferenca.a de ca.lor'con Rec-n &) como probabilidad de iransfe~
rencia de una um.dad de energia del fuel al refrigerante

- Pérdida de calor. Con una probabilidad Ar(Ec- Y ) ae pér"g.ida de .

 una unidad de energia en el proceso de refrigeracién

fan y t\r son los correspond:.en*tes coefzcien'tes de 'transferenc:x.a de calor
y Ya, es la enorgia en unidades discretas del refrigerante en‘el momene—
to de entrada al reactor. La ecuacién de balance de probabllldades es en

este caso:

d ?(:‘z:«; E.-s,&): DV P-4, €0, 6 Ee) + A (N43) P(N4, ¢, 6, &) +
EE . . X N

+ A Z (N=C-3) PO Niee ) P(N-8-Cy Lomtmi, B4, Ec) 4
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+ 2‘ ‘\‘.(6:41) p(kﬁj’ Cfon €o4dnly, Epy Ee ) +
¢

3+ h((E-8) =N (E 24)) (N, Ec v4, Fu-d) ¥
(2.17)

—

A AV‘(EC"l" Y;n) p( M) C:; Eﬁ *ﬂ-;Fc“i-)

AV AN dAW N + ZAcCCH h(Ec- W &) +

-9-+ N ~‘/;“')) PN, ¢y &, E)

El acoplamiento de temperatura es tomado a través de los coeficientes

de absorcién y fisién de forma lineal (en primera aproximacién):

A=4dp ~ d OU - 8 Oue

(2.18)
A = do ~ dy DU~ ¥ o urp

En ciertos casos este acoplamiento es conocido en detalle y puede uti~
lizarse expresiones mds correctas. Un ejemplo de ello serd visto en el
capitulo IV en el que se utilizari la expresién del factor de mgl'hiplg_
cacién en funcién de la temperatura debido al efecto Doppler en la re-

gién de absorcién resonante.

La descripcién de Langevin de un sistema como el anterior supone
tomar las ecuaciones deterministas del mismo y afiadir unas fuentes de

ruido equivalentes aditives y blancas:( Greef 1975)

‘%";’: = (% A=-a) N + .? Arce + S+ £
d;f:’: -/{-B)' VIR A S gu'
m _ fe &

P>

o h(e-ne) + AN+ §e

gt (2.19)
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iiz:—h(&~VL%),a,(&*1-x“),+gi

dt

donde < (&) §.(¢€)> =20:5 8t-) ,  y D¢ elegido de tal forma
que reproduce los primeros momentos de su ecuacién maestra equivéiénte
(2.17) (Férmula de Schottky). No nos vamos a detener aqui en analizar la
equivalencia de smbos métodos pues serd tratada en el capftulo éiguieg
te ., Es interesante hacer notar que ahora las ecuaciones (2.17) y
(2.19) son no lineales y que ello implica que en el célculo de momen-
tos y correlaciones no vamos a obtener, a diferencia del caso lineal,
ecuaciones cerradas sino que se obtiene una jerarqufa de ecuaciones en
funcién de momentos superiores. El unico tratamiento hasta”ahorg utili
zado ha sido la linealizacién de dichas ecuaciones (Dalfes (1966),
Saito ( 19794) Williams (1974)). En el cepftiulo IV se es%udlaran mode~
los no lineales sin usar estas’ técn;caa de linealizacién.'' ‘

P A I e

b) Modelizacidn de ruidos externos

No presenta diferénci# alguna con el caso de potencia cero, Un
ruido externo se introduce en las ecuaciones deterministas como wn pa~
rémetro fluctuante. Asf, por ejemplo, es muy comin suponer que 1é“tém;
peratura incidente del refrigerante ~¥A" es un'ﬁérémetio'flﬁctﬁanté
de tipo externo; luego actuard como un ruido éktérno?éﬁwia:égﬁééién
(2.19). Lo mismo puede ocurrir con los Cbéficieniés‘dé”tranéfé:éﬁbia
de”dalor eté... Esta'forma de introducir los ruidos es ’a‘“veé‘es“gé‘éhé a
si‘rio:éi"" ‘ -y-m' rééoﬁeé"'@émn%e "é:'épééirhé‘ﬁtéiieé‘.” En 1a é‘é%uéliaaa‘ el

RS

te' tnpo de’ruidos en los distintos reactores nucleares’ de potencla. B
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Desde un punto de vista teérico y muy general, és forzoso distin-
guir entre ruidos de cérécter global y espacial. Estos \ltimos provie-
new como se ha visto en un ejemplo anterior, de considerar la descrip-
cién espacial y hacer su reduccién puntual, siendo el mds importante
de los estudiados hasta ahora el de la vibracidén de los componentes

(2.6).

Desde un punto de vista funcional es importante distinguir: rui-
dos provenientes de balg\in tipo de oscilacidén, cuya funcién de correla~

cidn tendri la forma:

- ety

<K > = Do ey L € 1T
ke ‘ (2.20 a)

con un tiempo propio de oscilacidn %;,% y otro de relajacién f. ; ¥

ruidos no oscilatorios, que en buena aproximacién pueden ser represel-

tados por un ruido de Orstein Uhlenbeck (Gaussiano de color)

k.

L3

R LY/
Lswyewy>= 0 € 7. , (2.20b)

siendo t, el tiempo de correlacidén propio del ruido.

En ambos casos y en una primera aproiimaoidn ge auelé utilizar un
ruido dicotdémico para estudiar propiedades cualitativas del sistema
(cap. 1IV). Estudiaremos tambi€n los ruidos de tipo vibracién y Orstein-

Uhlenbeck en el Cap. V.



CAPITULO ITII:

FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE FUENTES EQUIVALENTES
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El uso de fuentes de ruido equivalentes aparece en reactores nucle a~
res debido a la necesidad de tratar simultancamente varias fuentes de rud
do de diferentes origenes. Aunque practicamente desde el comienzo de la
teorfa hanvenido utilizdndose, son Williams (1974) y Saito (1974) quienes
de una forma mis sistem&tica analizan y clarifican su uso. Bajo nuestro
punto de vista existen, incluso en trabajos recientes ( Kichida, 1977),
graves errores en su aplicacién y una excesiva utilizacién sin suficiente
justificaciénbteérica, En el presente capitulo tratamos de estudiar los
fundamenfos y validez del uso de estas fuentes de ruido equivalentes. Co-
mo un resultado importante exponemos en el tercer apartado una teoria que
trata simultaneamente ruidos de distinto origen sin necesidad de fuentes
equivalentes (Rodriguez 1983B, 1983D). Ademds de presentar una alternati-
va atractiva al problema puede servir para informar 5obre el gradb de

aproximacidén de las fuentes equivalentes.

III,1.~ CONCEPTO DE FUENTE DE RUIDO EQUIVALENTE

En un contexto amplio una fuente de ruido equivalente es aquélla gue
sustituye a una fuente de ruido real, obteniéndose una‘descripciéh aproxi
mada del problema. Tal sustitucidén viene normalmente dada por la falta
de conocimiento del mecanismo de un ruido determinado o por la necesidad
de feducir el problema real a uno que seé tratable. En concreto pqdemos

clasificar el uso de fuentes equivalentes en los sigwientes tiposy

a) Se conoce el origen del ruido y sus prépiedades estadisticas, pe-
ro éste se encuentra formando parte de las ecuaciones cinéticas en forma
complicada de forma que se hace imposible un andlisis posterior. Puede
ser el easo de encontrarse el ruido en forma multiplicativa y ser susti-
tuido pbr otro aditivo (Williams'1974).Tramaremoseste caso en el q;pitulo
siguiente pues pensamos que, si no se canbia la naturaleza del ruiqé, este

tipo de aproximacidén es mejor considerarla como una linealizacidn., Mis
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adelante se discutird los errores de . Kishida en el tratamiento de écto

como una fuente equivalente.

b) No se conoce el origen fisico de un ruido que puede ser interno
pero, sin embargo, se tienen datos experimentales del mismo y se puede
considerar por medio de una fuente equivalente de ruido externa, Esta
aproximacién es muyy utilizada en reactores nucleares debido a la escasez
de estudios del origen de ciertos ruidos complejos. Su validez vendraﬁ da-
da principalmente cuando el acoplamiento con el resto de los ruidos es aé
bil y la hipdtesis de ruido externo es consistente (Saito, 1979A). La for
ma de abordar este tipo de problemas con mayor fundamento es, légicamen-
te, investigar la naturaleza y mecanismo del proceso en cuestidn. Actual-
rnente se sigue utilizando este método pues con &1 se obtienen myy buenos
resultados précticos y simultaneamente se ha conseguidp ‘explicai' algin fe
némeno poco conocido sobre todo en el aspecto de formacidﬁ de burbujas e
intercanbios de calor por ser las principales fuentes de ruido en.' ios

reactores de agua en ebullicidn(Seitfritz, 1970, SMORN 1982).

¢) En un reactor wuclear aparecen diferenciados dos tipos de ruidoj
unoe de origen interno cuyo mecanismo es conocido y su formulacidn matemé~
tica resulta posible mediante ecuaciones maestras (Kolmogorov) Que
describen bien los procesos elementales en un nivel 'me'scscdpico, y otro
que puede ser externo o interno pero que a efectos précticos es cénside; .
rado como externc (fuente equivalente de tipo (b)), y por tanto aparece |
como un cierto rukdo paramétrico en las ecuaciones cinéticas. Un ﬁraté;-
miento simulténeo coherente implicaria el uso de ecuaciones de Ko.‘;mbgorcv
con parémetros fluctuantes. Tales descripciones hén gido ccnsiderédas en.
muestro contexto como intratables por lo que sé recurre al uso de fuentes
equivalentes que, como ya se ha mencionado en el Cap.1I , suponen el

considerar a un mismo nivel los ruidos.
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En concreto y siguiendo a Saito (1974) vamos a clasificar los méto-
dos seguidos para llevar a cabo una descripcién de reactor con miltiples

ruidos.

i) La aplicacidén del concépto de "Sistemas de miltiple entrada" a
problemas de ruido en reactores ha sido realizada por OtsuBa (1965),
Borgwaldt (1968) y Sei fritz (1970). En esencia consiste en suponer fluc-
tuaciones en reactividad externas_de diferentes origenes (fuentes equiva~
lentes de tipo b) que tienen en cuenta ruidos en los coeficientes de tem—
peratura y en la velocidad del fluido y que dificilmente son modelados de
otra forma. Las fluctuaciones internas debidas a la parte neutrénica apa-
recen como un término de fuente eqﬁivalenie de tipo ¢). Este tratamiento

es fenomenoldgico.

ii) Otro tipo de métodos conéiste en utilizar una descripcién de
Kolmogorov como la vista en (II.2.B). Cuando las variébles son discretas
y los procesos estén bien definidos como ocurre en los reactores é poten~
cia cero el método estd bien fundamentado. Cuando las variables sén con-
tinuas pero la discretizacidén tiene un cierto sentido fisico como. ocurre
<on la_énergia‘(2.17), si bien pierde fundamento, se puede decir que la
aproximacién es aceptable(Saito (1969), Dalfes (1966)). El caso extremo se
encuentra en los métodos propuestos por Matthey (1979), ¥ Mcrishima (1973,1,
1973B)quienes tratan como discretos la velocidad del fuido refrigefanié~y

la vibracidén de las barras de control.

iii) Por Wltimo existen métodos en los que ge ftoman las ecuaciones
deterministas y se supone que todos los pardmetros fluctuan. Como no se
tiene informacién sobre el tipo‘de ruido, se les supone que son fuentes
equivalentes de tipo ¢) es decir que provienen de una descripcién(de
Kolmogorov- equivalente. El resultado es una ecuacién de Langevin con
fuentes equivalentes dados por la férmula de Schoﬂky(se vers con detalle
a continuacién). Este Ultimo método ha sido aplicado por Greef(19]5);
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Williams (1974). En este capftulo vamos a estudiar el fundamento y la re-—
lacidn entre estos métodos, centrando nuestra atencidn en las fuentes
equivalentes de tipo ¢) puesto que el a) es considerado como una linea
lizacidén y serd tratado en el éap:{'tulo IV, y el b) es especifico de cada
tipo de reactor y ruido concreto y sus fundamentos son de tipo fexiomenolé_
gico. |
Bdsicamente el problema de fundamentar las fuentes equivalentes de
tipo c¢) consiste en pasar de una descripeidén de Kolmogorov en variables

discretas, a otra de Langevin en variables continuas.

IIT.2.~ LA APROXIMACION DE LANGEVIN EN REACTORES NUCLEARES, FUNDAMENTA<
CION DE FUENTES EQUIVALENTES

Partimos de un modelo general de ecuacién maestra cuyas variables

5?»1 {x,,xz,. X,\g representan el estado del reac%or( en nuegtro e;jemplg del
Cap.Il, Ny C,E., E.) ¥y los sucesos elementales son postulados a través
de las probabilidades de transicidn \/\];.(5?’ ) (en nuestro ejemplo,
fisidn, absorcién, intercambio de energia ) . Formalmente es idéntico al
modelo a potencia cero (con diferentes variables) pero en nuestro.ca'sxo
| las probabilidades de transicidn no son lineales. Siendo P(?(‘ t) 1a proba
bilidad de encontrar al sistema en un estado X en el tiempo 1, o‘btenemos
la. ecuacién de balance (ec. maestra) siguiente

SRR T wylzr) pR-Ey- LWL R) PRy
M *' " - (3.7)

Definiendo los primeros momentos condicionados por (< matriz n x n)
G(zy)=2 7 W(x)
Go(Re) s L BFT We(R)

[

'\ (3.2)
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=T
obtenemos pora los primeros momentos (denoctamos X 'hraspuesto):

d<¥>_ 5%

dt
ARG RS, L Zesmy K> +< RO TR + < ST
aJc (3.3)
L LR XMWY e 20 S

dt

La extraccidén de informacién se va a limitar ahora a estados estaciona~
rios y estables donde tomamos fluctuaciones alrededor del valor medio 3(:
de tal forma que se puede linealizar alrededor de dicho estado donde apro
ximadamente se cumple, . . Dalfes (1966 ), en el supuesto de fluctua~

ciones débiles:

LSRN, ~ GX)

(3.4)

e
A
‘\I
~~
&
S

LGRS,

linealizando (3.3) se obtieme ( X(4) = Xo + & ’“")) :

~ = —y oy e 7 =
Ao sFm SKWD . P <R R +<8X6XD A+ G(X)
oAt |

L oxA s &> . F <« gXwsxtt> Gy
A |

=, 3 (R
on (A= &x;ji‘z

Qeremos ahora obtener una ecuacidén de Langevin lineal del tipo

‘,(.fff - L X + g({-) , (3.6)
p :
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que reproduzca las ecuaciones (3.5). No es diffcil ver que tal ecuacién
va a ser
< o = - g
dsx_ R X + S(t)

PR
et

dt ‘ | (3.7)

siendo S?ﬂ la fuente de ruido equivalente, que serd considerada blanca y
con correlacién

25T SETS = Gl%). 8¢t (3.8)

De esta forma hemos conseguido una ecuacién de Langevin lineal equi-
valente a la ecuacién de Kolmogorov , en el sentido que reproduce aproxi-

madamente los valores medios , cuadrdticos.y correlaciones.

Cuando la ecuacién maestra de partida es lineal, su ecuacién de Lan-
gevin equivalente reproduce exactamente los primeros momentos y correla~
ciones (Saito (1974)) debido a que (3.4) es una identidad. Cuando la ecua
cién no es lineal como ocurre en los reactores de potencia es diffcil Jus
tificar la aproximacién (3.4). El suponer fluctuaciones pequefias es un
argumento cualitativo que es necesario fundamentar. Como se veréd IS_OS'terio_x;

mente egte problema puede inducir a errores importamtes.

Para lograr una buena justificacién y posteriormente discu’hi;- la va~
lidez de los métodos utilizados vamos a valermos. del método de désarro—- :
1lo en tamafio y a usar el concepto de fuente equivalente de Ackasu (1977).
Como veremos, pueden existir varias descripciones vélidas de fuen{_ﬁés

equivalentes para un mismo problema.

El método de desarrollo en tamafio (Kubo 1973) exige la distincién en
tre variables intensivas y extensivas, de tal forma que, para su gplica»

cidn, las variables que definen el sistema han de ser extensivas.

Sean X = (%3, Xa-- X,) lag variables extensivas del .sisfemg de ta~



mafio V cuya ecuacién macstra que representa sus fluctuaciones internas
es:

sPRA) . 2 \Wp(R-F) PR-F) - 2 W (x) PRt
4* ) | (3.9)

donde \l/‘,(_g) . es la probabilidad de transicién que tiene en cuenta los
-— —t
sucesos elementales ocurrentes. Las variables intensivas M =(Y¢.. 95 = X.T‘/—

tienen unas probabilidades de transicién dadas por

We () =«47‘ . WF( x)

(3.10)
¥y una ecuacién maestra:
LOAPEY_ Y we(5-B) P(E- Btk ) Wie(9) PesY)
v 3t T . r

(3.11)
con P(g’-t) = V. P()?,‘t) '

Si definimos los momentos de las probabilidades de transicidn como

Citsey = L & we( )

——

2:2‘(‘:1,6): Z

r

FRTwe( ) . (3.12)

obtenemos para los momentos de primer, segundo orden y correlaciones las

siguientes ecuaciones

TP CTERTIN
At

A0 IS, S0imT ) » <8 LBY>
ot i

/l ==
s L alnny> (3.13)

s e 4

j\’z e T (8 = < Glitnt) Ty>.
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Ahora estoy interesado en obtencr una ecuacién de Langevin de la forma

9l | o [408,e] + = S0)
dt v (3.14)
donde en principio la fuente equivalente S$(t) = sLe, 6’(()] queda
gin especificar. El grado de equivalencia que impongamos a continp.ucién
—
definird las propiedades estadisticas de ${( , En efecto, si imponenos

las condiciones de equivalencia de que la ecuacién de Langevin reproduzca

los dos primeros momentos y correlaciones obtenemos para $/+) (Ackasu 1977)

1) < S(E)> =0
é) £ ST 5FEZUT:> =0 ¢ ot>t

— P [] = v 9t X (3‘15)
3) 45—2;.) 7m7> _}_47“:) S(é)") = (/:‘;‘ < G ( ‘/(H,’t)>

v) LS STHS = LG B,E) > &)

A partir de estas ecuaciones es facil comprobar como aparecen las diferen
tes teorias de fuentes equivalentes, formulaciones de Langevin y ecuacio~

nes de Fokker-Planck asociadas (por sencillez tomemos una dimensién):

a) Si definimos la solucién determinista Y¥(¢) como la correspondien

te al limite V— © | se obtiene a partir de (3.13)

—7 = L) ¢] :
(3.16)

¥y linealizamos en torno a elia, teniendo en cuenta que el orden de las

fluctuaciones es /W (Van Kampen 1961)
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Yee) = ey + UG 2y + ol (3.17)

obtenemos en el orden de aproximacién mis bajo, sustituyendo en (3.14)

doy_ A4 Ay ¢ S(4)
Y e /) (3.18)

¥y con §(¢) = (z(VV*),fft colt) , siendo «f(t) un ruido blanco de
intensidad unidad se verifica, trivialmente debido a la linealidad de
(3-189que las relaciones 1) - 4) se cumplen. Por lo tanto la ecuagién de
Langevin " con la fuente equivalente

L
SC¢) = Gu(9g,)% eolt) (3.19)

reproducird en el primer orden mis bajo de %{'108 primeros momentos y
correlaciones. En representacién de probabilidades serévequivalen§e a la
ecuacidn no estacionaria de Fokker-Planck (Van Kampen 1981 )
> POy 3 64,(9.0) oy PsYT) 4
-—Udf' 884 at /e L
. 3’1; ( o) P(/.Sé,t))

2 4bY

~ (3.20)

Esta ecuacidén ha sido utilizada en reactores pdr Kishida (1977).

b) Hemos visto que el método general usado en reactores‘iinealiza
en torno al valor medio, Haciendo la hipdtesis de que las fluactuépibnes
en torno a &1 son de orden ff; (Ackasu 1977):

Y = <> + 5 gy
T ‘ (3.21)

¥y sustituyendo, como antes, en la ecuacidn de Langevin obtenemos
[ L bl v
kS I dEs U, [44(05_] + 56'(" () €j4 5({)
S Uy ST Jers U
Aode . ST de oot (3.22)

0 T i 3 Y
R [ .

( :

.'J'
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(3.18) Yy (3.21) vienen 2 indicar que la diferencia entre ¢l valor deter—

- (1'/
ninista y el valor medio es de orden -

L oUo (t
Zute > = V) + gttt - (3.23)

de tal forma que
3 ['c, (49.¢)

e 1ol
(.‘:,Ld‘.)”s)>1 = C;Lk{ ({)j + ’U U YH) Lta(f)

(3.24)

v sustituido en (3.22 ) considerando ¢l estado ectacionario en el orden nds
bajo
84 4+ S(¢)

c{glj ~ 5 G (9)

psm———

+ ¥4 L’.‘J)
"l i ' (3-25)

i

Pl
En ese orden es inmediato ver que con & (t) = (& (€951))" colt)
ge cumplen las relaciones 1) - 4), constituyendo oira representacidn de
Langevin cuya ecuacidn de Foltker~Planck

[ 1
b_‘p("‘-’lf); ﬁwl( B,EL(..?.)/ Sg.P(S‘j,t)]‘{.,L ag Cof d\p,,) [wq]
3t » 89 39 W 2 53y (3.26)

es la misma que se obtiene por la aproximacidn de Kramers-loyal. La ecua-
cién de Langevin (3.2§) coincide con la utilizada en reactores por Dalfes

y Saito (3.7).

. i )
c) Tomando ahora S(% ) 3 ((z.(%i))/{ o(t)  y sustituyendo en la
ecuncién de Langevin se tienc otra representacidn cuya ccuacidn para las

probabilidndes es la ecuacién de Fokker-Plenck no lineal (Howsthemke 1977 )

‘ ) . ) )
ij -2 (c, CRY) P(‘blt)fj + ,,é f—% (a(at) Peset))

(3.27)

Obviamente ahora las relac1ones 1) = 4) no se cuaplen, sin embargo

Van Kempen (1981 ) demuestra que en el orden mas bajo de %} ‘son correctas,
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constituyendo as{ otro tipo de fuente equivalente . En reactores nuclea-

res este tipo de ecuaciones no ha sido usado. Para nosotros serd de utili

dad més adelante.

A partir de estos resultados se pueden sacar conclusiones muj impor-
tantes. La primera es que cuando las variables que definen el sisiema son
extensivas las ecuaciones de Langevin (3.7) 6 (3.25) son correctas en el
sentido que reproducen momentos y correlaciones en el primer orden de
aproximacién de 4/v. La formulacién de Dalfes y Saito y la de expansién
de tamafio (Kishida 1977) coinciden. Pero en los métodos empleados en reac
tores no siempre las variables son extensivas; por ejemplo, la velocidad
delvrefrigerante ¥ la vibracién de una barra no lo son y sus fluctuacio~
nes no escalan con el inverso del volumen. En este casoc se concluye que
el método de expansién en volumen no es aplicable y el de Dalfes~Saito

darfa resultados erréneos,

‘En el extremo opuesto estd el tratamiento de Kishida que conéi&era
gue todas las fuentes de ruido han de escalar con el inverso del volumen.
Como ejemplo Kishida critica el tratamiento de Segqfritz (1970) y’Williams
(197¢) suponiendo que en las ecuaciones fenomenolégicas todas las fuen-
tes de ruido exhiben fluctuaciones que escalan con el inverso del volumen,
De estavforma el carédcter multiplicativo de diches fuentes desaparece en

el orden mas bajo de /v .

A continuacidn vamos a exponer una teoria que trata fluctuaciones in
ternas escalando con 1Q Y externas cualesquiera. A la vista de 1¢ expueg
to pensamos que puede tener gran interés, en cuanto a fundamentacidn de

procesos estocdsticos en reactores nucleares.

I11.3.- TRATAMIENTO SINULTANEO DE RUIDO INTERNO Y EXTERNO EN REACTORES
NUCLEARES

Ya hemos comentado anteriormente que uno de los grandes huecos del
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andlisis del vuido neutrénico es la posibilidad de tratar simulténeamente
ruidos de distinto origen como pueda ser el ruido interno cuya intensidad
va como 4/v y un ruido externo de cualguier intensidad. El problema se
plantea a travds de ecuacioneé maestras con coeficientes que a su vez
sean fluctuantes externamente. La primera solucién ha sido dada por San
Miguel y Sancho (1982) en el contexto de sistemas quimicos. Nogotros (.
Rodriguez 1983B) la hemos introducide en reactores nucleares. En el pre-
sente apartado vanos a introducir brevemente la teoria y posteriormente
desarrollar los aspectos importantes de la misma en relaciéﬂ con el anéli

gig de ruido en reactores nucleares.

III.3.A. INTRODUCCION EN UN MODELO SENCILLO

Con el fin de clayificar los métdeS a seguir introducimos egta teo-
ria en el modelo de reactor més sencillo posible: Un reactor puntual, con
una sola variable N y cuyas probabilidades de transicién son lineéles ¥y
presentan un solc salto. Con la misma notacién y significado que en el
Cap. II se obtiene para las fluoctuaciones internas la siguiente ecuacién
magstras

3 PURE) _ o sy PLoaLe) +(AUP4) 4V8) P(04t) = ((L4A)W 4U2) PCYE).
5t (3.28)

Ahora en primera aproximacidén el ruido externo es considerade blanco e

introducido a través de los cocficientes de captura, fisién y fuente como

>\ — (\ +- ?,\
At E (3.292)

A —_ D+ f;

donde por ser ruidos blancos de intensidad D se cumple



2 b B (6N = 2 Dy S
(3.29b)

LE)E (0> = 20 8(tt)

asumiendo también que no estdn correlacionados entre ellos. Posteriormen-

te se tratardn ruidos mas generales (ver III.3.D).

Con la introduccidn de estos ruidos en la ecuacién (3.28) la probabi
lidad P(N,t) se transforma ahora en un funcional PL W §(+), §,4), 6 ()]
de los ruides externos. Podemoc p;r‘omediar este funcional entre todas las
posibles realizaciones de dichos ruidos para obtener §(N,t)?’mlo ‘se pue-
de hacer a nivel de la misma ecuacidn pare la probabilidad (3.28), cono
de las funciones generatrices y momentos (Sancho (19838 .)). Vamés a uti
lizar la funcidén generatriz por uniformided con los trabajos mds usuales
en R.N. Definiendo como habitualmente la funcidn generatriz

G(xt) = L x" P(w,t) (3.30)

y operando en (3.28) con inclusién de (3.293) se tiene:

QE&t) - racs x) 4 A X (x-1)) é"'(“’ « 2V (x-3) 6(x,Y) +‘§ Vix-1) GOt)
é%:

+ f(ﬂ (4-X) 2’6{:") +

Lo xoel) 25 (3.31)

—————————————

(1)

En esta seccién III.3, utilizaremos, como hasta ahora, <> para indicar
el promedio respecto a todos los ruidos existentes en ¥ . Cuando haya
dos tipos de ruido externo e interno, ¢ Y < ). corresponderin respectlu
vanente al promedioc respecto a cada uno de ellos.
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Ahora ¢(%) | como antes P(WMt) | es un funcional de los ruidos. Para
hallar su promedio se puede utilizar diversas técnicas, (més adelante se
verd alguna otra). En este caso, por su sencillez, vamos a utilizar la
férmula de Novikov (1965) que en términos del funcional 4’[?] sc escribes

R L . gerec]
€ G(8) =["“ <Seber> S (3.32)

que aplicada en la ecuacidén (3.31) promediada y teniendo en cuenta las
relaciones (3. 29h) obtenemos la siguiente ecuacidn para la funcién genera-

triz equivalente G (X, t)

NG (Xt) _ = (A (%) + A X (x1)) L‘i‘ﬁi’ £ OV (K1) GX) 4
¥t |

- é)_ st~ h&(x/ )

+ O (4-x) ) (4-x) 3ELXA) 4

|' On X(%-1) 2. x(X-2 3GCRt) (3.33)
() aX ) X ,

Oy U2 (x-2)' G(xt)

que se corresponde con la siguiente ecuacidn maestra:

6P§I:+) { ANt ~ D L(uu)h lu(uu)H P(NH 1) +

£ [ALWL) 4 0 ((w-8) U~ (08)2)~ 2 Dy V2] Blra, )

+ D(\ (m+d) (ve2) P(wi2) +_{QL(M*1)(U-2)+UID,,§ P(W-2,) +
- (3.34)

= {(Ara) L 105 = (04 £04) 0= V2 Do} Pint),
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En general la ecuacidén (3.33) es diffcil de resolver analiticamen-
te, pero se pueden obtener resultados exactos para los primeros momentos
estacionarios. Introduciendo la variable 2=( X-1) y tomando condiciones
estacionarias en (3.33) se tiene:

31 afﬁ) + (2 204 + 2(A+3 D.L)

Dy 2% +2 25 0a + 2(04+04) =

+ A~A + D4 + D‘\) hu—i—sfé—g) + (D,) V2 +OV) Gs‘!’(e') =0 (3-35)

Buscamos una solucién de la forma:

oo
— T “wy
Gyr(2) = %;aam 2

donde  Gsr (220) = Ag= 4 garantiza la normalizacién de R+(M) , Los coefi
cientes @m de esgte desarrollo estan definidos a partir de los mpmen'tos

cono
P,

M

Lan =

siendo ¢w el momento factorinl de orden M = é“(“'—‘)—-"(ﬂ-"ﬂﬂ)>

Sustituyendo el desarrollo de Z«,T(U en (3.35) e identificando los
coeficientfs de cada potencia en z, obtenemos la siguiente relacidn de re-

currencias

{ (O D) m(m-2) + (A-24+D, + D_,‘_)fwx} Am +

(3.36)

'S Dy (m-2)(m-3) 420 (m-2) + D, \)1} Am.g = O

donde se ve que, contrariamente a lo que ocurre en modelos no lineales,



la jerarquia es cerrada. Por lo tanto es posible el cdlculo progresivo

de momentos de cualquier orden,

En concreto para los dos primeros se obtiene:

SV, v (044Da)
A- (A-~A)(A-A-Dp- O )

o, De 20
/N2> - D’J — + 0(0 ‘f'*&' + v V)
< ,\-(44203;2 Do) CQ-(412D+ ZDA)XA"(J-*D}*DQ)

e P s

(3.37)

y para las fluctuaciones relativas

LMY - 2 (0at 0a) + Da(A- (AR + 0) oV [(a= (44 D+ D)) (d+ Q“-’M
Rl Et\“'(wi%.? DA+ZQ,L>1 At o (3.38)

Conio & continuacidén vamos a estudiar un modelo més general que éste, con
neutrones retardados, nos limitaremos aguf a resaltar las conclusiones

més importantes. (Para mis detalle ver Rodriguez (1983B)):

i) La ecuacién maestra equivalente 3,34) presenta formalmente todas
las caracteristicas de una auténtica ecuacién maestra. Sin embargo, debi-
do a que el ruido es blanco, las ﬁrobabilidaé de transicién son negati-
vas, lo cual puede conducir a probabilidades negativas. Resultadqs numéri

cos obtenidos por Sancho (1983A)indican que estas probabilidades @egami-
vas aparecen e¢n zonas de baja probabilidad por lo que no afectardn a los
resultados para los primeros momentos. Esta misma situacidn aparece en el
cédlculo de momentos obtenidosa partir de efectuar una truncacién en las
ecuaciones para la probabilidad con infinitos términos (Risken, 1979)
Como veremos a continuacién en log limites de ruido externo & inigrno M-

los se reproducen los resultados correctos.

Otro hecho caracteristico de (3.34) es que los coeficientes pasan a
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ser no lineales y exhiben dos saltos, en vez de ser lineales con un solo
salto como ocurre en la ecuacién muestra original. Esta no linealidad sin
enbargo, no se manifiesta como usualmente ya que las ecuaciones para los

momentos presentan una jerarqufa cerrada (3.36).

ii) En el 1fmite termodinimico V-» ¢® 1las fluctuaciones internas
desaparecen y se puede demostraz" (Rodr{guez 1983E)que las externas quedan
en la forma ( m= £om %) |

Yo O
An (A-A)m +D + (?,\- i&)M + f’a
ot
Por contra, en el 1imite de ruido externo mulo Dy =04 = 0, = o
se observa a partir de (3.34) que la ecugciGn magstra equivalente se tras
forma en la original (3.28) reproduciendo la existencia de fluctuaciones

internas, Este es un resultado importante que muestra la consistencia de

la teoria.

iii) En las ecuaciones para los momentos y fluctuaciones relativas
(3.37), (3.38) puede verse que las fluctuaciones internas son de orden v
y lag externas de orden D. Dominard una u otra segin la magnitud @ie ambés

parémetros. Aparecen también términos cmza.dos que, como veremos poste-
| riornente, son genuinos de una teoria exacta como la presentada. El and~
lisis de la contribucién de cada una de las partes serd expuesto efn I1I,
3.C y nos servird para estudiar la validéz de las aproximaciones hechas

hasta shora en reactores (ver III.1).

iv) Estudiando la egtabilidad del sgistema para los dos primeros mo-

mentos se deduce un resultado tipico de ruidos multiplicativos:
£ N> estable para f Ca-t) > (04 D"‘)j
<« N>  estable para { (a-4L) > 6(0,\40.1.)}

qQue apoya, nuevamente, la consistencia de la teoria.

v) El anflisis con ruido blanco ha sido hecho para resalter de forma

sencilla el alcance de la teorfa. Como una extensién a ruidos mis comple-



jos vamos a exponer brevemente los resultados con ruido dicotémico (Rodri

guez 1983B). Tomando un ruido dicotémico en el pardmetro de la fuente con

correlacidén

2 E) > = & opC-KIC)
y promediando la ecuacién para la funcién generairiz se tiene:
QG CXY) _ (A(4K) £ A x(x-2)) %Ré' 4 AU(K-) G(xE) +

¥t
£ U(X-4) G(X)

3 5-(:’“ - (aux-n-¥) E0t) + [AxCeD A CA] (3:39)
5 | |

’ %—-{ i)+ V(x-L) &S G(Xt)
3 ,

siendo & (X, t) = ?4 é(%t). y hebiendo aplicado la férmla de Shapiro

(1978); que para un funcional cualquiera @f gff)] se escribe:
_é—‘ e o s s _ .-..A.._..f:' 4)b£4}}' [ —~ s
o Sk = Ky 2Ly S ela]

A partir de (3.34) y aplicando el mismo método que para ruido blanco se

obtiene la siguiente férmila de recurrencia : :

fCA-L)*m(m-z) + (A-L) YT Qm +
{~ 2 A (A-L) (m-g) (m2) - [LY + (12U +4) (a-.i)](m.u-ouy]qm,l 3 40')
{ AP (M2) (M-3) + (251 4L ) A (M-2) + V(A o‘)} Am-2 = O

que permite la obtencidén de los primeros momentos:
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At
N> =
> = =
v
At dt‘ DQ Vl & DA
i = +
Ca (A=At (‘\-\,L)(_ﬁ}.éq) (A-A)?
)9
(3.41)
D> LY Dyla-4) A
- T a~A v
R VAN 2% ( P +1)
k3 .
con Dy = 2 « Comparando con el resultado para las flgctuacio-

S

i 3
nes en el caso de ruido blanco:
' D, (A-A)
8 A-ASE) (3 40

T s - st _[ews - 4”5}
< NS BLAke <o doico

obtenemos una expresién que es independiente del volumen y, con la condi-
cién de estabilidad, siempre va a ser positiva. Esto indica que el efecto

del tiempo de correlacién estabiliza el sistema.

Ruidos més generales serdn tratados posteriormente.

Una vez introducido el método y expuestés los primeros resultadogs vamos a
desarrollar la teoria para un modelo linesl general. Con objeto de compa~
rar con la teorfa usual de ruido intermo consideraremos, antes de entrar
de lleno en el problema del estudio simultaneo externo-interno, los méto-
dos y resultados importantes de un modelo puntual general con solgmente

ruido interno (Williams 1974),

III.3.B. RBACTOR PUNTUAL SIN RUIDO EXTERNC

Figicamente corresponde al caso de baja potencia en que los acopla~

mientos térmicos e hidrodindmicos son despreciables. Las probabilidades
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de transicién son lineales de tal forma que a potencia cero es pogible

el tratamiento de cualquier modelo sofisticado con muchos grupos de ener-
gia y regiones, asi como con efecto de detectores (Cap. II). Sea pues un
reactor puntual con I grupos dé neutrones retardados provenientes de los
precursores <o (=4, I) y un detector puntual que detecta neu'hro~
nes R. La ecuacién de balance (Ec. de Kolmogorov ) se escribe ahoras

o oo P

3P (¥, C-',Q.{): A(n4d) P(wid, e, RE) +_4_.‘;‘Z Z Z P (M, my. . mg)

l‘t Te MWE) m;a,

(VW +i-m) P( Nid-m, C;-m;, Rtt) + Ad(Ned) P(nig, e, Q“"{'—) +

| ; |
v & P(U-L,C, Rt) =[S (AL +ELIN r2 a6, (3.43)

P( ”) C‘t Rr t).

donde Ad es la tasa de deteccién y los otros parametros son los usuales
(Ca,p. II)o |

A partir de esta ecuacidn se puede extraer informacidén de diversas
formas, quizd la mis adecuada es a través de la introduccidn de fiznciones

generadoras de probabilidad:

=2 T wE R A
G (X, ¥, 2,t) = "Z‘ 2:2,{ XY 27 P(ve, Rt)
5= M .
fCx9) = L 2 X" pim m) (3.44)
que transforma la ecuacidn (3.43) en:
I N

° & S ey ne 86 4 Af1x) L (BKII-X) +
d O . (k1) S. 6 + L. (XY A L&+ A(-X)+
a b ) ".;‘ ) &%- L (3‘45)

v o (2-%) ] %
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donde ahora obtencmos una ccuacién linerl de primer orden.

Aumgue los parfmetros estadfsticos de utilizacidn practica son nor-
nalmente log valores medios, cuadréticos y correlaciones, existe interds,
al menos académico, en conocer otro tipo de datos como pucda ser la proba
bilidad estacionaria, o momentos de cunlquier orden, probabilidades de

detectar neutrones en n intervalos de tiempo consecutivos, etc...

De hecho como vercmos en capitulos posteriores en la teoria de redc~
tores de potencia cero (modelos lineales), es posible la extraccidn de
gran cantidad de informacién, incluso de propiedades agintdticas. Ahora
vamos & limitarnos a los pardmetros més importantes como son valores me-—

dios, cuadrédticos y correlaciones.

La forma usual de extraer la informacidén relevante ez a través de

lag varianzas modificadas en el estado estacionario definidas por (Williams

1974):
S'6(K 12t - [ 3__9/ 2
a ><1 x2y.=35q ax X2 =g

&(x7-2)/ 26 36
Noee = <(”'<”)(c‘"(c'\")> T oax e 2221 6*/’@7#“1 Wi fnzpzeny

it

Ny = <S> (M- LW

3

¢
L (GHESY(C 26
Nie; = < >X’«»> YWLvanY/%ﬂv&k%%pAQ

1 L Y6
- <eh-edor= XS - (28
Necee = < . 3Y ¥ Ixzpez ey ér‘h/mv‘»m)

que se calculan ficilmente a partir de derivaciones sucesivas;de(3.45)en

el estado estacionario %.g:o ; obteniéndose (Williams1574):
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by A N>+ 22 t_{*fw,
_ M
N}UN Lf\ —/L ()) i__ Ad*’)]

) +<N>A- e + 2_ A /‘{;.c,

I L e S
MN(( - (\-{-(\,,-_/L(J) -4~ "JL)
(3.47)
I 4 {)rm A Y+ Nug AV +<N ‘/L}
ey ((\‘ ’f—/L)
con
2’_/_ N /P(”’:M")
‘ ¥y
U 2 m(mes) (o i)
00 n, oM
(3.48)

Yo = Z MM P ()

v, ™

Hacenmos la observacién que al igual que en el caso anterior se puede obte
ner una férmula de recurrencia para los momentos. Debido a la complejidad
del modelo, ahora este método es poco operativo por lo que es preferible

el cédlculo de momentos derivando sucesivamente la ecuacidn para G.

La funcién de correlacifn estacionaria se calcula a través de la for

mula de Pluta:
Pun (£) = Lim L (WIE+-0Y (VY- >
L AR RO aiaws 5y e &N
e 2 N& - - f {

= 5 -
ot (3.39)
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donde A: son las raices de la ecuacidén horaria

I

e
k-4 . L4 L« :
K K TR et |
: STOA (VS Y+ Mg
7 2 dd Nuw + <V +'f\-‘ ai( "“"‘”J”:L'!f' (3.50)
. . - —— y ” st
CT e { = A
d¢ +A D S
[ d ((\)"‘o(l')z-]
1 (vida medi trénica) ~——4—~——-——-
con vida media neutrénica S +at(i+bu~fv
Y (d-
3; (fraccién de neutrones retardados) = ———%?—22 (3.51)
(4
M A

K (constante de multiplicacién efectiva) = Z:zz;:;;ji%ﬁ?z::;)

Podemos observar como a través de (3.47) y (3.51), con el simple conoci-
miento experimental de varianzas y correlaciones, puede extraerse gran
cantidad de los parémetros cinéticos més importantes de la dindmica de
veactores. No vamos a discutir aspectos técnicos ni experimentales, sim-
plemente constatar el hecho de que en esta teorfa lineal el c&lculo exac-
to de pardmetros es factible. Las expresiones (3;47) y (3.51) nos serén

de utilidad en la comparacién con la teorfa con ruido externo.

III.3.C.- TECRIA DE FLUCTUACIONES EXTERNAS E INTERNAS EN REACTORES PUNTUA
LES DE POTENCIA CERO

A.- Ruidos externos blancos

Consideremos un modelo puntual con I grupos de neutrones retardados

como el expuesto anteriormente. La ecuacién maestra y la ecuacién para
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la funcién generatriz serdn respectivamente (3.43) ¥ (3.45).

Introduz camos ahora el ruido paramétrico externo en los coeficien-
ko ad

tes de absorcién, fisién, fuente y deteccién como:
?\ —_— (\ + £\
A —> A+ £u
p —b »+§ (3.52)

AN —o M+ Ky

" donde el ruido es blanco con funciones de correlacidén:

Z by B> = 20 8-t
< F ) ful> = &(t-t)

< EW g (> =2 0 S (3.53)

< E) E> = 2 Boslet)

teniendo presente que son independientes entre sf. Operando de idéntica
manera (III.3.A) y aplicando la formula de N.ovikov , se llega a la si-—
guiente ecuacién para la funcién generatriz promediadas

I
6,,@.. = (x-1) U G + (x-1)2V: 0, é +,,. (%1 ) Ae é_;: +,\(¢\X) é(-
3t

=t ¢

+ D, (i~><) c"r (1- x)b G + A B4 1e)- X3 _&_:C_: (3.50)
+ 04 {g(&‘/.,-V,)—x’lﬁ{g(x‘l.»'ft) -xy X %r o+ Ad(EX) hé +

Dia (2-x) %ﬁ? (~x) %)%
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La ecuacidén (3.54) es la misma ecuacidn que se obtendria paré‘una ecua~
cién maestra efectiva (Sancho, 1983B) - " en la que los coeficien
tes no son ahora lineales. En este sentido, esta teoria puede considerar-
se no lineal, sin embargo como posteriormente veremos el cédlculo de momen -
tos no lleva una jerarquia infinita por lo que goza de las prbpiedades

de las ecuaciones lineales (III.3.A). El c&lculo de los primeros momentos
se hace por derivadas sucesivas de G sin dificultad (111.3.B). Con el fin
de dar claridéd a la exposicidén vamos a agrupar nuesiros resultados en

tres partes.
A1) Momentos de primer orden

Las ecuaciones resultantes para las variables Ny ¢ son

K> (uq) L, N>- >4 2 delirt OV
dt : )

N (3.55)
o—i%'}: - MECD ¢ '*/Ll ‘u} N>

donde hemos definido los coeficientes eficaces (denotados por un sombred )

comos
A = A+~ M‘DA‘MDAJ
B s At ma) Dy (3.56)
y con
Vo = «Z;« M P (M)
= Ly PO (3.57)

El andlisis posterior es similar al realizado sin ruido externo pero con

los coeficientes eficaces definidos por (3.56). Siguiendo a Williams (1974)
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se define
~ d
Q - ;\\: ’}.j_‘” . (3058)
K (4-8) = 3%—”—’?;
T A (3.59)
Yo B
e 1-

(3.60)

Y o~
donde ¢ es Ma vida media instanténea neuirdénica, X el factor de multi-

plicacién efectivo y A: la fraccidn de neutrones retardados del grupo i.

Asi, opcrando en (3.55) se llega a las ecuaciones cinéticas para el

valor medio:

dos. 4 FReen)dfen Ldeor+ 2V

At ¢ (3.61)
> .@_;K CNus— Aer>
dt e , (3.62)

La ecuacién horaria tiene la misma forma que en III.3.B pero ahora con

coeficientes eficaces

St
~ e .
~~ w1 _ fe“‘ w _,__,{}_‘..,..‘-
e = = — * 2,

Todr A
d a o (3.63)

¥y la funcién de transferencia

4
Rew) = . :
Z. ubB 3.64
u 5 +‘; Y ( )

Se deduce que para el primer momento la cinética es la misma que en el
caso de no existencia de ruido externo (III.3.B) con los coeficientes

efectivos dados por (3.56) y (3.57).

Una primera conclusién es que el ruido externo actda de tal @odo que
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disminuye los coeficientes de absorcién y aumenta los de fisién. En cual-
guier caso aumenta siempre el coeficiente de multiplicacidn'ﬁ >Kyla
reactividad € > ¢ . La vida media neutrénica disminuye si O > Dy y au-
menta en caso contrario. En general el ruido externo multiplicativo (en A,
y'Ji) aumenta la reactividad por lo que tiene efectos desestabilizadores.
El ruido externo aditivo (en #) no tiene efecto alguno en el primer momen
to. Los valores medios estacionarios en funcién de los coeficientes efica

ces vienen dados por

v
(N>= —m—— 0
R - (ets T8 A | (3.65)
v A Vo
<= (3.66)

(¥ -(n-1+35)0) d¢

Nuevanente comprobaremos como en (III.3.A) que en los limites se reprodu-

cen los resultados correctos,.

m = Ao

En el limite termodinémico V- « , = s fg obtenemos pa
ra los momentos
D
L= (3-1+Z2) 4,

<MY=
‘ (3.67)

yi A

< Ct‘>: ~ — ~
(%, -(B-1439)4,) ¢

(3.68)

que se corresponden a los momentos obtenidos a través de las ecuaciones

diferenciales

Ly _ (. - '
i (%t} A m = (&43d) m +;‘a¢c.. ) +(-1) Ey m- (3.69)

6{ C;'
4+t

== G+ AV +§:tu‘-/n (3.70)
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y en los limites de ruido externo nulo Oa=D0, =0, =0y =0 5¢ Tre—

producen los momentos correctos, pues la funcidén generatriz gfectlva (3.
54) pasa a ser la original (3.45). ,

A2) Ecuaciones para los momentos cuadr&ticos

A partir de (3.54) ¥y con las técnicas habituales obtenemos para los

momentos cuadréticos de N,
o AT <05 +

tu(w)) AR _(%_i)jzl<~(u—:.)> + [V +
At (3.71)
2 Uz D/.)

+~ <

+ 2 2. (\‘-\/C{ N>

(A ﬂ\‘)(f"(,'\) +y‘,,,'{_\" L ND +J{)J~,A/(‘ u>
(3.72)

d <Gy
dt
+ 2 Do Yy < Mug)S o Yy SND
c{ /N( ((p,-/)JL,—- ,\,_ J) LS +(UO-,\‘- 2¢; 3
/ - J<eo (3.73)

>,

t
787 <esS 4 0 La<won)y 4 [ e A J<NS

&

con los valores eficaces:

Voo = o((d. + 5.9:5(;) 1)) + 9:" V2,
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Para los valres estacionarios con la definicién de los parédmetros efica-

ces anteriores se obtiene:

1 9 \s . 2
(Vo o+ Peg A) Lmd t 2ac<end + VD,

£ N> = = . |
da = (3502) Ay (3.75)
(v - 8) T 4 Tar<esasy p % Sy MO s <0
‘:‘{ C‘. ~> - : ’ (:‘- [/ f-\-’~—-« — -

Ar+ & - (B-a) Ay (3.76)

L T : : o LA

L. LCs C Leimd> 42 0 MY, LPN-1)N + A Dy n
cCGOD> E fw_.ifi-_wwmmww—m 4 (3.77)

(ai1d;)

Por la definicién de los parédmetros eficaces se puede fécilmente deducir.
que el efecto del ruido externo sienpre tiende a aumentar estos valores

estacionarios (los numeradores aumentan siempre y los denominadores dismi
nuyen). Resolver el sistema anterior puede resultar extremadamente pesa—

do, y como normalmente se hace vamos solamente a considerar un grupo de

neutrones retardados I = 1. De esta forma obtenemos
~ & {Vo ZC)»{.(J‘,*%;}:’JW/}
p2) e e T + 2
VD, + (Vo4 RA)LND + TIE e )

(Ra-Oog)di)e R (gdanon)  (3.78)
(&4 8- (i) i) |

L N(N-£)> =

y para las fluctuaciones relativas (con los términos ya reagrupados ):

‘ 2t Oy r7 ~ i
% 3D b ) — + 9 - {}z_' o)l
&/Q p1> = < ~> - 4 { (\ 4( d") D‘JL + (‘\' +f\; - (pp-!_ﬁll o '9 (é,,_,,.,....jnt_-'-)-——t—) +
=r 2Bty - AL )

(AR~ (1) 4
0 (L4 3~ L) (8 (214200

~ T i . LD .
gt { (R gy AL RRDL) (3.79)
' ( (\4- & "(uo"l “'DI)JLI

-~ Lo
ha

. o (o (=g # )L ) (M 4 2 2y = H (A +4 0a)

2 (&) L) 4t L) = A A FI0R)
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En primer lugar se puede ver que para el caso sencillo estudiado en
ITI.3.A las expresiones coinciden. En efecto, quitando el‘efecto de neu-
trones retardados Y = A =0 , y sabiendo que en el modelo de creacién
destruceidn MV, =V = 3 s Sse obtiene la expresidn (3.38). Para V-
nos quedamos unicamente con el efecto de ruido externo; el término-en \~
se anula. Comparando con los resultados conocidos en la bibl iografia ob-
servamos que nuestra descripcidén es més completa pues distinguimos entre
fluctuaciones en la absorcién y en la fisién.En el lfmite V-o ® y con
lilas definiciones de €, X ,B;en (3.51) obtenemos las ecs. de los mohentos:

@S =

dn .,[jxu-fs) 1+ & C 4D+ oht) fun o mt§
e ' (3.80)

de o BX n- pe o+ Eyn

—

ot ¢ ' (3.81)

Ahora supomendo que las fluctuaciones en X provzenen Unicanente de los
4_ € (»1)
TS)
similar a la de Saito (19793) en la que se considera el ruido en (3.80)

y (3.81)

don 4 - $c (10)
i [K(sn)-1]m +§,C 15+ y Il

coeficientes de fisidn: Eu - obtenemos una ecuacién

(3.82)
de  nw %
Pl A *‘ag,.;é ?“ " | (3.83)

Si consideramos fluctuaciones en X proviniendo de los coeflclentes de ab-

& 2
sorcidn: ?x = 6) y Obtenemos ecuaciones similares a las usa~
das por Quabili (1979) en las que en la ecuacién (3.79) no se considera

.ningin término fluctuante.

{ﬁ.

FLctaaIm 1ac v oy S0,

i

S
"~

(3.84)
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df-: {%ﬁM —-ac
dt £

 (3.85)

A3) Extraccién de la informacidén por medio de contaje

Vamos a centrarnos ahora en las ecuaciones de los momentos para R()
(mimero de detecciones en el tiempo t) y en la extraccién de informacién
a partir de la variable observada R. Operando como habitualmente, se ob-

tienen las siguientes ecuaciones:

2(,58?: (AL - D‘\,()<UC'4:)3 (3.86)

ot

0&5{_5: 2(M=0y) Naw +2 Doy (v | (3.87)
AO(N:'S = (-§.+_(Vo‘l)~:(:) Nenw + Z.c\; Nee; + A ‘ (3.88)
a(__}fi_c_- =~ & Nrey + Y A Nog + B (3.89)

donde se ha seguido la notacién de Williams (varianzas modificadas);

Neg = R RF-<R>

| (3.90)
Nap = <RM~QW>
y con
A = (dd-3Dy) [vo-w)
B (M= Bu) N (3.91)

Haciendo las sustituciones (3.58-—60), la transformada de Laplace y efec-—

tuando se obtiene

: 5 & BC
. Q. T
Nrg (wy = 2244 D**f:“"‘_‘i"?) + 2 (d-0y) %_ (A+¢ :"*“*) 2 (352)
2 (<-+ —-‘_“_i’. N
. wl_%w- P “‘)“Zwﬂ‘

Ahora,invirtiendo, obtenemos por fin:
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it
- (i~ €
Ner(t) = 2Dy (dpry-wd)t +2(M-DM)% ¥ {t- T‘)J (3.93)

~ 3
con <: las raices de la ecuacién horaria equivalente y

5 A %J“

TS
de [4 442 240
. [ '»I. ((‘c"dl)

Si aplicamos la férmula de Pluta se obtiene para las correlaciones
— ~ et
_1 dNar /- g
() =5 a = (M DM)%Yj.ox. € (3.94)

formalmente idéntico al caso sin ruido externo pero con coeficientes

equivalentes (3.49-3.51). El efecto del ruido externo se manifiesta pues
v - -1 ~=l ’

de dos formas: variando los tiempos de relajacidn d&; —+ & y log coe-

ficientes (la amplitud) de cada comtiibucién Js, LM¥>, WD,

Condensando los tres apartados anteriores se puede decir que la teo-
ria estocdstica de reactores puntuélés a potencia cerc y con ruido inter-
no blanco es formalmente idéntica a la usual sin ruido externo cuando se
definen unos coeficientes eficaces que son funcién dé la intensidad del
ruido externo. En los limites respectivos obtenemos las descripciones
usuales de ruido interno (ec. de Kolmogorowv ) y las ecuaciones estocésti-
. cas con ruido externo lo cual prueba la consistencia de la teoria, A con~
tinuacién vamos a relacionar nuestra teorfa exacta con las aproximaciones-

de Langevin usuales.

B.~ Comparacién con las aproximaciones de Langevin

El uso de la aproximacidén de Langevin es muy frecuente en problemas
de ruido en reactores nucleares (Williams (1974), Saito (1974, 1979A). En
esencia consiste en hallar una ecuacién diferencial estocéstica equivalen -

te a la ecuacidén maestra inicial en el sentido de que reproduzca los dos



~70-

primeros momentos y correlaciones (III.2). Normalmente la ecuacién dife-
rencial estocdstica equivalente presenta la fuente de ruido en forma adi-
tiva y su correlacidén viene dada por la férmula de Schottky (saito 1977).
Una mayor generalizacidén ha sido hecha por Ackasu (1977) quien ademés
tiene en cuenta el caréicter intensivo de las variables del sistema. En
esta seccién vamos a estudiar las implicaciones de la aproximacién de Lan
gevin en nuestro formalismo de ecuaciones maestras con ruido externo apli
cado a modelos puntuales de reactores nucleares. Con el fin de ofrecer
mayor claridad en la discusién vamos a servirnos de un modelo sin neutroe
nes retardados ni detector. La generalizacién a problemas en varias dimen
siones es inmediata. Sea la ecuacién que representa las fluctuaciones in-

ternas de nuestro modelo:

S PUPA) _ a(was) Prmatit) 4 2 A P (N-011) PONC2,E) 4
at )

(3.95)
+Vo P(M-dit) ~ [(448)n +Va] P(NE)

que es la misma que (3.43) sin tener en cuenta neutrones retardados ni

detector,

La ecuacién de Langevin equivalente viene dada para m= —e)- = M € por

Moz () h-2)M + 2 + VE S(+)

con S$(¢) 1la fuente equivalente ) X805 =0, que por la férmula de Schottky

25 s> = [ (gL +a)2n> +5] St

St

con (1)} = 2 (1) p(m)

No es dificil comprobar su equivalencia en el sentido de que ambas ecua~

(3.96)

ciones (3.95), (3.96) reproducen las mismas ecuaciones para los primeros

momentos :
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S =((B-t) A-d) £u> 42 (3.97)

A s = 2((H)=3) Lm1> +(22 4+ E( P A+Q) £0> 4 ED (3.98)

At
Ahora el problema estd en introducir el ruido externo. Nuestra teoria
exacta se basa en la introduccién del ruido al nivel de la ecuacién maes-
tra (3.95) y, promediando, conseguir otra ecuacién maestra exacta.
En la seccidén anterior se ha hecho al nivel de funciones generatrices lo

cual es lo mismo. Discutiremos ahora varias aproximaciones:

i) Si introducimos el ruido externo (por simplicidad.vamos a conside

rorlo en la absorcidn f, ) al nivel de la ecuacién de Langevin (3.96)

A= (A L-d)m+ D 4+ VE S+ Em

<$u)yw>=:[w%ﬂ$LM)<M%go]ga¢9:

_ (3.99)
”[QU%ﬂhL+A}£Lﬁmw.+91 8&%3
B (A-(A)L)
obtenemos para los momentos:
4/1;\ S o= (OA-0) £mD> +0 4D £mO
(3.100)

2 meS = (A -p) mtS 4 (25+ EQIRALA) <MD +

FhB <> 4 £S

Yy comparando con el resultado exacto obtenido en la seccidn A observamos
la ausencia en estas ecuaciones de los términos cruzados, en este caso
sencillo - 3& 0, <m> , Como conclusidn podemos decir que en esta aproxima
cidén no se reproducen los términos cruzados. Hacemos notar que en el tra-
tamiento simultaneo de ruido interno-externo en reactores nucleai'es, ésta

ha sido la aproximacién comninmente empleada (Seifritz,(1971), Wiiliams(1974))
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La ausencia de estos términos se debe a no considerar como fluc—

tuantes los pardmetros que aparecen en la férmula de Schottky.

ii) Vamos a ver de que forma se pueden considerar estos té€rminos cru
zados manteniendo las ecuaciones de Langevin. Para ello podemos utilizar
la ecuacidén de Langevin, con la fuente en forma explicita (111.2.P)

M = (Do) A-d) M + D= ?m+d—l—](ﬂrl)’f%“\*mmw]z.wa) )
(3.101

con W(4) ruido blanco normalizado <& W(H)w(t)d> = S(t-t)

Se comprende ficilmente que esta ecuacién resulta inabordable por- |
presentar el ruido externo de modo muy complicado. Este no puede mer el
tratamiento adecuado . Consideremps otro tipo de ecuaciones de Langevin,
no usedas hasta ahora en reactores nucleares, pero conocidas en otros
campos (Van Kampen 1981): (ver III.2)

g
= (o) d-d)m 4 D = Eym 4 VE LAornFA+ 4 4B m 4 2] > witt)
(3.102)

ahora el ruido externo en la fuente equivalente es multiplicativo y en
forma de raiz cuadrada. Presenta un aspecto mds tratable como ecuacidn

de Fokker-Planck:
3 Pld) '5 - [(cemya-g)m +0] PA) + & 2 m Plot)
3t

£ f}q[({( )TA A M .;QJ P(mt) 4 : .
" | (3.103)

1
€, 2 m P(m)

oM

Esta vs la aproximacién de la ecuacién de Fokker-Planck no linegl

pero con ruido externo. Promedla.ndo esta ecuacidn con respecto al ruido
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externo se obtiene:

3 E: [_((){, DA~A) M 4{)_] P + ,, 3. L(UV" Y3 +A)m +O:( P+
3t \ .
— £ -— n é_. —
+D‘\SAL:_'LM1P —'DETnMp'*'D‘\_ ('S:%'VJP O‘\—?:GM‘MP_‘-
R T LoD <8 a MLP = (3.104)
THENE S AT oaar 5 an
0 £ m?F
2 am>
que es una ecuacién con derivadas cuartas. A partir de (3.104) obte~
niendo los primeros momentos
oS = (A=) Lm> 4D + Dy em>
can> = 2 (epd-a) €MD 120 Lm> 2B Ew> o
+£[(i(ﬂu-i):f./l_ +A)<M>+S]+ ZDaéM‘> - (3.105)

- 2D, 5&m>

Se encuentra la expresidn correcta para ellos. En esta ecuacién existe el
t€rmino de cruce. Se concluye pues que la ecuacién de Langevin (3.102)

reproduce los dos primeros momentos correctamente, sin embargo y dédo‘que
las aproximaciones de Langevin son Utiles por su sencillez respecto a la
ecuacién maestra inicial, en este caso se puede pensar que no supone una
simplificacién excesiva por lo que dudamos de su eficacia. Abandonamos

pues la imagen de Langevin para estudiar una formulacién equivalente por

momentos.

iii) Introduzcamos el ruido externo en la misma ecuacién para los

momentos (3.97), (3.98)
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A = (bt A-d) <m> D= Ep EmS
<M >m(’ (t)—b ) ) ‘nt, & ¢ (3.106)

. ] £( (o)L + <MD
2> 2 2 (Oh)L-8) SMT (254 £ * . (3.107)

g En=2§ cmy + EREmS

Si en estas ecuaciones tomamos valores medios respecto al ruido externo,

teniendo presénte que aplicando la férmula de Novikov se verifica: |

- = Dy, Zw>
gx‘“%h* ¢ .

— (3.108)

obtenemos los buenos resultados (3.105). Como conclusidén vemos que en la
bisqueda de una ecuacién de Langevin equivalente nos encontramos con que
el tratamiento cominmente empleado no tiene en cuenta los términos cruza-
dos. Puede existir, sin embargo, una ecuacién de Langevin generalizada
que los réproduce correctamente pero su nivel de complicacién es similar
al de la ecuacidn maestra inicial, Respecto a la aproximacién de La.ngevin
normal utilizada en trabajos anteriores (Seivfritz (1971)) se concluye

que serd vdlida cuando el efecto cruzado de anmbos ruidos sea deépreciable.

Vamos a estudiar esto en nuestro modelo representado por (3.95):

Se trata deun modelo puntual 'sin neutrones retardados y como paréme—
tro estadistico significativo tomemos las fluotuaciones relativas ec. (3.
72) sin neutronegs retardados

~ ~12
< mS - and {0+ e11~’+ D _ffl:;ﬁﬂ:kf&l:ﬁl—a -

awdt T (K- n) 0 (h-oed)

-‘-3-:”3- X = (e .,Z; (x —(J’o-l)lf) '
A A sl 5.100)

+ ~ . N
AV ( dr —())a") -/(1./}

Las fluctuaciones aditivas D, no presentan términos cruzados Y no van a
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Fig, III.1.- Regiones de validez de las fuentes equiva~
lentes en un modelo puntual sin neutrones retardados.

(La regién de inestabilidad lo es en el sentido de medias
¥y varianzas.)

75~
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influir en este andlisis por lo que prescindiremos de su estudio. En la
ecuacién (3.109) podemos separar la contribucién de cada ruido para estu-
diar en que condiciones de los parémetros van a valer las aproximaciones

de Langevin. Para el ruido externo puro se tiene:

e s e e

D‘\ + ()Jo‘l) Oa - A

(& =) A2) (&~ (2rt) ) (3.110)

Fe:

para el interno puro:

Voo A A~ (-2)A
F, = +  —————
: 20V Y (3.111)

y para la contribucién de ambas (términos cruzados):

Fei = Fex Fe + Fe 546((#,-:)(3_5’31’-3)D¢_.3D,\))

(3.112)

Supongamos que mantenemos<N)constante T
<NXx 2 = 2y

(& -w.,-)if') o (3.113)

y hacemos variar 2V y o . Para fijar ideas vamos a tomar

(i (222.2) D2 B) S 0

En la figura (ot.1) aparecen las diferentes regiones de validez en
funcién de los pardmetros del ruido'externo e interno que explicamos a

continuacidn:
. - . [ W, o 4D
Regién It = > 1 ( _ﬁ.;’L + T) ><NS

Esta es una zona en la que los términos cruzados contribuyen mas que los
de cada ruido aisladamente. Por consiguiente, no valdrd ningdin tipo de
aproximacién a excepcidén de la de Langevin complicada (3.102). En concre-

to no es vAlido ninguno de los tratamientos hechos en reactores nucleares
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(l)ae:/_t_ ¥ °\+A)4<N>

PR SN
Regidn : PN

Los términos vruzados contribuyen més que los de ruido interno pero menos
que los de ruido externo. Tampoco en esta regién son vélidas la.s aproxima
ciones de fuente equivalente, iaunque ahora,  para ruido interno desprecia~
ble, se tienen en cuenta los efectos de ruido externo.

; I~ *w“‘- 0‘*’5 Z6N >
Regidén III: RN 4 (

Los términos cruzados no contribuyen tanto como los otros y en esta re-
gidn s{ son vélidas las ecuaciones de Langevin. Por lo tanto, en esta zo-
na, si el orden de fluctuacién del ruido externo es de 7'/5 serdn vélidos
las tres tipos de métodos usados en reactores (III.1.C); si la megnitud
de 1a fluctuacién del externo no va con ..’1‘@— solamente serd valida la

primera aproximacidn fenomenolégica.
Py +A
Regién IV: -;Q—b« <1 ( oo A, A+ )) A>

Los términos cruzados contribuyen méds que el ruido externo pero menos que
el interno; no serédn validas las ecuaciones de Langevin. Esta regidén no
tiene importancia fisica ya que no es frecuente el caso de fluctuaciones

externas mé&s debiles que las internas.

117,3.D. ESTUDIO CON RUIDOS NO BLANCOS

Es conveniente ampliar nuestro tratamiento a ruidos externos genera-
les por dos razones principalmente; Una de ellas es comin a cualquier sig
tema y es que el ruido blanco es una idealizacién de cierto tipo de rui-
dos que no existe en la naturalezaj; otra, especifica de nuestro problema
concreto de tratamiento de ruidos externos e internos, es que el ruido
externo, al formar parte de una probabilidad de transicién y ser €sta
siempre positiva, tiene limitaciones fisicas que un ruido blanco no puede
cumplir, En ambos casos se usa el ruido blanco como una cierta aproxima-

cidén que permite resultados analiticos sencillos. Nuestro estudip_ simul—~
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t4neo va a tener la complejidad de tratamiento propia de las ecuaciones
estocdsticas con ruidos no blancos amplificada con la presencia del ruido

interno a través de la ecuacidén maestra.

Parte de esta seccidn presenta una metodologia aplicada por primera

vez a sistemas fisicos, por lo que requeriré mayor exposicién.

En primer lugar, forrmlamos el problema global con ruidos totalmente
generales ?x €39 y donde I se refiere al tipo de proceso; I=A absor-
ciény I = » fuente, I = .Afisién. Partimos de la ecuacién de funcién ge—

neratriz (3.45) expussta en forma operacional:

¥e (3.114)
A A )
con M y L operadores de la forma:
T
F’\ = (X-3)VD + % (x-Y:) A'.é%c +[(\ (4~x)+«t{€(x,‘l.-.1,)-kj+(\d (8%)]3%
‘ (3.115)
ﬂ‘\ 3 “-“"‘)—é—'
9
La= [#ea-19-x] 2 (3.116)

/‘:o = Vix-1)

Formalmente (3.114) es andloga a una ecuacién de Liouville estocéstica
por lo que podemos aplicar el formalismo de Van Kampen (1974) para obte—
ner la ecuacién para la funcidén generatriz promediada

- LY e — A =Rresy)
36 - B E 2 [ )] olyy LT EiyDy €

3SE C'*{;j j j ) '
-n(a,o,) -ﬂlb,.’))_

2 & () ,/_I R f(o;)L ?HO"»iG( ;,e.fé. -
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L2 >» significa la expresién de los cumulantes ordenados de V. Kam-

pen con respecto al ruido externo,

Cuando los operadores'i y ﬁ conmutan los curulantes << =)  se re-
ducen a los ordinnrios y la expresién (3.117) es fdcilmente rcsoluble.
En el tratamiento de ccuaciones diferenciales existen varios casos linca-
les o reducibles a lineales en los que los operadores conmutan (San Miguel 1980)
en nuestro caso actual practicamente solo ocurre cuando ambos son iguales

A

A
M= L 3 de ahf la gran complicacién que surge incluso para casos senci-

llos, que hace que, en general,(3.117) sea intratable.

Vamos a centrar nuestra atencidn en un caso que abarca gran cantidad
de situaciones pricticas: la intensidad del ruido es débil por lo que en
el orden mis bajo nos quedanos con el primer cumulante de (3.117). A fin
de lograr mayor claridad y simpli;idad vamog a despreciar el efecto de
neutrones retardados M = (X-1)Un + [ACEX) +4 {809 -x}] %‘x y. considerar
dos casos conceptualmente distintosﬁ i) ruido externo aditivo con funcidn

do correlacién cxponencial:

"rp (l‘.-h}

1 = DO% e
Z &) E()> (3.118)

siendo é,el inverso del tiempo de correlacidén y ii) Ruido externo multi
plicativo en la absorcién con la misma forma de la funcidén de correla~
cidéns |

¥y Mt
£ &) B )N = D, 5 € A (3.119)

i) Como hemos dicho, en el primer orden de la intensidad del ruido

solo contribuye el primer cumulante. openando en su interior, obtenemos

A - . o M e~ A o :
Ghea poghen oy 2 FA[A CAD]] <

Q i

= vixt) vv 2 RO (RE we)) ) (3.120)
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con [ , |conmutador y F:[A(bw+4¢8“%KU (3.121)
A A

El caso aditivo es sencillo pues, si bien los operadores L y M no
conmutan en el interior de 1os.cumu1antes, se obtienen expresiones como
(3.120), es decir, son C-nimeros y por lo tanto fécilmente tratables. En
concreto, para un ruido aditivo gaussiano los cumulantes mayores'que el
tercero se anularian y nuestro desarrollo seria exacto. Asi pucé nuestra
ecuacidn para la funcidn generatriz se escribe como:

&)

—

t ~ ¥ (¢
6 _ A& +f04¢'o°3.’,ul €
¥t

€ ! -J(b’é? = NUA ' " .
[ Af 0¥, €7 teyL CRE(F(FAFRI)) & (3.122)
>4 M .

(x-L)F G(Xeid) s

El efecto del ruido interno se aprecia ahora en la forna de F dohde gola
mente en el caso de no existencia de fisién, F=4(4-X) 1a ecuacién
(3.122) toma una forma sencilla similar a la obtenida en ecuacionus dife—

renciales con ruido externo:

- t - (t-t) 2 ~a(t-t)
bézgé,uléowoaxovle (x1)'€e 6.
t

J (3.123)

De cualquier modo a los primeros momentos solo contribuirin las potencias

bajas de (x-1) y en un caso general es posible encontrarlas:
-

F(:p[;: FFIJIJ/’.]’I: 2_ ty (c‘, ﬁ',_‘l) (1 -n‘Lfl"b—Z) (G +t.‘4-.-t:“."'(41-),))
T Tm G~y 20 ’

£yt D= (A1 (3.124)
LA Qo iy, (xog) O

Lo 3 F
estando definidas las 4 como a: =;% 3;-L¢1 y que en nuestro caso
antcrior dang
= dd(2-4)
Ayz -7+ (A1)
4=z ) ‘L_"‘")-:_"!_.*_)."'""“ Pm) (3.125)
; .



Con z = O obtenemos para los primeros dSrdenes cen (x—‘l)

- ICIRd) I: a"" ) (Z"L?. q a:‘"l(x_iz 4 .- )
FLFLF .. PYTLY = ar(xg) v (222) 4 ) (3.126)

sustituyendo en (3.122) y operando como siempre obtenemos para los prime—

ros momentos:

O_EN2>  ((md~d) SND> 1AV

3t ‘ - (3.127)
BERDD . o(thrpd-p) (o> + (20 ~L(5-4) r o] <0>
st wCho+ QA ~(AARL) (-4 (3.128)
+ AV + 20,), v f o
Los valores estacionarios son:
P N R A —
:\-' f”*‘)Jl
LY (20\14-4{(%0-%)];’0)
LU .
WD - LpS = S lprdioagy T - (3.129)
Coa-(myd] '

donde se ve que el efecto del tiempo de correlacidn es disminuir el del

ruido por un factor %XQ A=A L)

ii) Tratemos ahora el ruido multiplicativo f‘" ¥y operemogs de la misma

forma que antes; ahora Q = cx- -4) vy + ac)qéf 5 r (K)%;-
--ﬂ - . A‘{"e ’ A A ) . TR}
e p €s 1y I TAL L LALIL]
peve) o0
Ly +0 G20 Ryt 4us, ) (* U2 ) Aue®) (3.130)
T « Mca A=t

dohde :
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FQ(K) = (1"?()
Fo(x) = &%) Bleay = Glxy al(x)

Fu (X) a(x) F,.:-, (X) - E,ﬂ(f\') a'(;\)

Aue (X) = = Camm[am [ a. R (,\)]q 1

M. €

Y

(3.131)

Observamos que (3.130) ya no es un C-mirriveroy no va a commtar en ¢l in-
terior de los cumulantes. Contrariamente al caso aditivo un ruido gaussia~
no tendrd infinitos cumulantes. Para el primer orden en la intensidoad del
ruido se tiene la ecuacidn

& _ f +J dE 0,5, € e )i WD 0092 Fuin) & 6r) +

> 41‘
ma
éf

-

A

En nuestro caso:

b(x) = (4-x) |
> (3.133)
ax) = &1 4 A1IN-x]= g, Am Cx-4)™ (3.133
Efectuando:
ob

2_ Cimt) (st (b G = U =t) o (Sbos o= () Ay el

G 2. (MT0

Fulx) =

* & . .
’ Gt ke dln~(n-a) "
R ) (3.134)

)

- Co (o4 631) (O 40, #0=2) o - (ip#G 1~ +buety = (m-t-1)) As
AM( (X) — v ) :
04 .. (e | P
) fo #1g <o+ -l ~(M-4) (3 35)
4;“ q"w. . 4.‘,..,2 " [X_,i)
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La estructura del término fuente Aue es igual a la encontrada cn i),
solamente adguiere una expresién resumable exponencialmente para A =0
La estructura del término rmltiplicativo (2.134) es diferente, Unicamente

adguiere un aspecto resumable para ¢l caso de un scolo salto: Fu(x) =
= a;_ . ari. (’Y'l')l
En los primeros érdenes en {x-1):
Fo(x) = 4-)

Fm(x) = dim-i (xpfta - -

m-£-4
Doe (X) = ey ag” ex- 1) + 42" C,ap b (82 a i a,

Se,s j (x-1)%

Efectuando para los momentos:

N t -Gy
X2 _ (A~ () L)< + DV +j° du B8 € N> -
it

_Un D / o™ w){i
(A~ A (% :))

¥ rare el primer momento egtacionario:

~ (&= ALP5e1) [-4)
)

S = SV Li_ ___,,____._“,_.
=M% 3 A-(24) L= D, 8 +(4-4 (40)

donde nuevamente observamos que cuando el tiempo de correlacién a.umen'ta.'

el valor medio disminuye. El efecto de color es pues esta;'bilizad;ar.



CAPTITULO IV:

ESTUDIO DE NMODELOS ESTOCASTICOS NO LINEALES EN REACTORES NUCLEARES



IV.1.— NECESIDAD DEL ESTUDIO DE MODELOS NO LINEALES EN LA TEORIA ESTO-

CASTICA DE REACTORES NUCLEARES

Es bien conocido en la teorfa determinista de dinfmica de reacto-
res que el efecto no lineal ‘de temperatura actda como principal eStab_i_
lizador en los aumentos bruscos de reactividad. De la misma forma, el
efecto de temperatura estabiliza el aumento de reactividad que se ori-
gina por la existencia de ruidos en el reactor nuclear, sobre todo

cuando la intensidad de éstos es elevada.

. En una teoria estocistica aparece ademds un fendémeno, conocido por
o1 nombre de "catdstrofe de varianza (Williams, 1971, 1974), que es
jrelevante en la teoria determinista, y asquf tiene gran importancia:
un reactor en estado critico, incluso teniendo unicamente en cuenta
las fluctuaciones internas, pre'sen'ta una varianza es‘ta.cionaria'infini-
ta y, por tanto, ha de considerarse como inestable. Segin Williams es-
te fendmeno constituye una "fuente de irritacién continua" pues ;iificu_l;
ta el andlisis de resultados expe'rimentales’y su explicaciGn permanece
ain abierta. |

Varias son las posturas adoptadas por los diversos é,utores qgue han
tratado el tema; la mis difundida es suponer que el reactor nun&a estd
en un estado exactamente critico, sino que permanece subcritico con
una d4bil fuente de neutrones esponténea. Este argumento no nos parece
convincente pues, como méds adelante veremos, un reactor en estas condi
ciones es muy inestable frente a las fluctuaciones paramétricaé: en la
reactividad. Creemos mis convincente la postura de Williams quien
piensa que ha de existir algiin efecto estabilizador, Ya sea deioido a
la temperatura (en los reactores de potencia) o a un control e?g‘terno

(en potencia cero).

Experimentalmeénte y en las frecuencias de interés este fendmeno no -

se manifiesta de forma inmediata; sin embargo, a frecuencias ﬁajas se
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observa gran dispersidén entre teoria y experiencia (Srdenes de magni-
tud de 106, Kataoka (1975)). Este error puede ser debido a deficien-
cias en el modelo y sobre todo, bajo nuestro punto de vista, a conside
rar modelos lineales o linealizados que no tienen en cuenta el efeéto |

estabilizador de la temperatura.

Existe otro tipo de problemas que no pueden ser abordados por li-
nealizacién y estdn asociados a la existencia de ruidos externos inten
sos. Aparecen fundamentalmente en los reactores de agua en ebullicién
a potencias altas y se manifiestan como fluctuaciones esponténeas de
gran amplitud. Ackasu (1961) explica parte de las observaciones experi
mentales sin embargo, como bien puntualiza Williams (1974),‘ la forma
de las fluctuaciones indica la existencia de un acoplamiento interno,

posiblemente de temperatura.

En este capitulo estudiamos modelos no lineales, ’con efecto de teg
peratura y ruidos externos, abordando los dos tipos de problemag eX—~
puestos con técnicas diferentes a la linealizacién usual. Con ello que
dan satisfactoriamente éxplicados de forma cualitativa. Las técpicas
utilizadas, que en alglin caso sencillo son exactas, nos permitep ade—
més hacer un estudio de la validez de las aproximaciones de linéaliza-

cidén.

IV.2.- MODELOS NO LINFALES: EFECTOS DE TEMPERATURA Y ESCALAS DE TIEM-
POS

Trataremos de reducir los modelos usuales a una descripcidén senci-
lla teniendo en cuenta las escalas de tiehrpos de los fendmenos qué in-
tervienen. Continuando con el esquema del Capitulo I1I suponemos al

reactor descrito por las ecuaciones (2. 19) donde ahora se desprecua. el
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ruido interno y se introduce el ruido externo a través de los coefi-

cientes:

dv _ (xaiea)1) oy Tacce +S

de 2 '
dec . koo VN
Aé e
dt’# ©K{3-8) bi{e. - L EF) o )
SN AT ¥ I S ¢ ,
dt L ‘ ; : (4‘-1)

Oij‘if s h(EnE) - A (BB

donde K= %o+ ?x siendo ‘5:( el ruido externo, De acuerdo con el anli-
realizado en €1 Cap.III el ruido interno puede despreciarse respecto al
externo cuando el volumen es grande y el externo no escala con .,’{,. "
La definicidén del factor de multiplicacién y la vida media neutrdnica
ha sido hecha en ( III.3.B,{(3.51)).El resto de los pardmetros de inter

" tercambio de calor son conocidos (II.2.B). El acoplamiento debido a
la temperatura se hace a través del factor de multiplicacién K y puede

ser por diversos mecanismos, algunos de los cuales van a ser importan-

tYes por lo que nos detendremos en su estudio.

IV.2.A.~ ACOPLAMIENTOS DE TEMPERATURA

Vamos a seguir el tratamiento dé‘teminista en el estudio de la va- -
riadién de el factor de multiplicacién con la ‘tempei‘atura. Recordemos
~que en muestra ecuacién (4.1) X aparece como un ruido Ko+ f,( ('t) Se
ha de supcner que 1& influencia de 'tempera:i;ura es sobre el valor medm .

Koy desprecla.ndo el efecto del ruido en 91 acoplama.ento.
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Siguiendo a Lamarsh (1965) expresamos K, por medio de la férmula

de los cuatro factores, como Ko= Mr.€.f.p donde:

W1 = Nimero medio de neutrones de fisién por neutrén absorbido en

el fuel

1l

Utilizacién térmica

Probabilidad de escape a las resonancias

o)
13

n

Factor de fisién rapida.

La temperatura actda de manera diferente sobre cada uno de los fac
tores indicados, y dependiendo del tipo de reactor su importancia es
mayor o menor. Asimismo su influencia no es instanténea sino que puede
ser a través de mecanismos complicados con un cierto retardo. No esta~
mog interesados en un andlisis detalladc de tales mecanismos (para

_ello ver Lamarsh (1965), Bell and Gladstone (1970)),. por ello abordare
mos en principio ' -un estudic muy general y aproximéd.o, Por
ra después estudiar con de't;alle el efecto mis importante en cua.fzto a

estabilidad, que es el efecto Doppler instantaneo,

a.~ Acoplamiento linealizado

Derivando respecto a la temperatura en la férmula de los cuatro

factores y dividiendo por K,uno obtiene:

, ok 4
ERE S RS U AT

(4.2)
Ap(Ky= dp(ir) + dg(F) +dn(P) + dn(e),

siendo dﬁ,(Ko) el ooeflclen"he de tempercrtm:'a debido a f; ’ Ol,a(f-’) el

coeflclen'te de tempera:tu:ra deb:.do a F’ etc..
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A continuacién se supone que K,es linealizable alrededor de una
cierta temperatura de funcionamiento TO:

. « — g - T, ¢ ¢y )
(T %) :‘?} o () (4= T A (<)) +

L\'o(1> = I<0( Tn)

poT K(Te) A (K = (4.3)

= Kcgg + S T

con lo que obtenemos en primera aproxihacién el acoplamiento 1ipéalizg
do con la temperatura. Los coeficientes 1, se calculan teéricd y ex—
perimentalmente existiendo mayor o menor acuerdo segin la complejidad
del mecanismo de acoplo. Para fluctuaciones débileé de temperathra es
légico que la aﬁroximacién'sea me jor, sin embargo un problema es que
en esta aproximacién tan simple no se tiene en cuenta el retardo en

la respuesta a la temperatura.

Como ya hemos anunciado, de todos los fendmenos de acoplo hay uno,
el efecto Doppler en la absorcién resonante, que tiene una singular im
portancia por actuar de forma instanténea. Cuando se produce una per-
turbacién de reactividad, el primer mecanismo de estabilizacién es de~
bido al efecto Doppler. Por ello en el estudio de ruidos intensos seri
~ el \nico a tener en cuenta. Conviene, pues, obtener una descripcién-

mas exacta que la pura linealizacién.

b.~ Efecto Doppler en la captura resonante

El efecto Doppler instantdneo actfa a través de K.,en la probabili-
dad de escape a las resqﬁancias. En funcién de la temperatura, ésta
probébilidad:ﬁiéng'dada‘por Lamarsh (1965) :

éﬂ Epp Uk + éﬂ Zs" U"

Lo M I |
P=exp {“ I } (4.4)



donde
NF/M = Nimero de 4tomos de fuel/moderador en el reactor
VF/M = Volumen total de fuel/moderador

Zor = Seccidén eficaz de absorcién resonante en el fuel
254 = Seccidén eficaz de "scattering" en el moderador
€Erm = Incremento medio de letargia

I(T) = Integral en la resonancia
La variacién con la temperatura de I(T) se conoce experimental y
o 0
tedricamentc en un amplio intervalo (300 K - 1500K) y viene dada por:

I(T) - I(To) [’i- + (51((}:’_:" ﬁ)J (4.5)

siendo To una temperatura de referencia y I(To), 3; constantes conoci-
das. La sustitucién de (4.5) en (4.4) y 1la aplicé.cién de la férmula

de los cuatro factores da para K,

~ [ NE Ve I(To) Az VT ‘
= x ° -
Yo P €r 2o Ve + €0 Z5n U (4.6)
~ Ne Ve 1(%) (4 - 51 V)
K = Mrfe exp | G
(4.7)

Si linealizamos (4.6) respecto a To se obtendria una expresién similar
a (4.3). Dispondremos de estas dos expresiones para nuestros posterio-
res andlisis. Es obvio que (4.7) va a ser muy complicada, por 1§ que
se suelg utilizar (4.3). Resulta interesante utilizar la expresidén
exacta (4.7) para comparar con los resultados obtenidos por la aproxi-

mada; ello serd hecho mis adelanmte (IV.5.4).
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IV.2.B.~ INTERCAMBIO Y DISIPACION DE ENERGIA

Las dos dltimas ecuaciones del sistema (4.1) describen de forma
sencilla el intercambio y la disipacidén de energia. Ya hemos indicado
en el capitulo segundo que existen varios mecanismos de iniércambio
que, analizados a fondo, complicarian extraordinariamente el problema
y ademds son especificos del tipo de reactor particular. Para un andli
sis cﬁalitaiivo como el que realizamos la descripcién por (4.1) resul-

ta suficiente.

Analicemos en primer lugar las escalas de tiempos que intervienen
en el problema. En forma integral podemos expresar las ecuaciones para

la energfa como:

. t : (-
Eot) = b @@ ihen+ [ he(t:0) ‘ie%fi) pis). 43 + Ar’;"ﬁ'n‘”}-do

£ ‘ (4.8)
Ec(t) = [@‘,(f) + N8 he(t)) E (o) +[roaacl(t»a) ‘.%%;’i) Ny dy 4

(4

. t
wnh D (6) Eg(o) o a,.v;"f(ﬂ.q(t'-o)a-nﬂ, bo, (63))d>

donde

{ W + & NFYS }
(Wahm(w+ bt dr)- R G

/&F (t) =

U

SRt 4
a:,(") £ { (wt-ﬁnn\r)j
(4.9)

-4 Wb o+
ﬁu,_ (L’B = I’ { [(u)m&)(w+2\+ir)-h.alj [w*c\'*“c‘r]

con & { } indicando la transformada inversa de Laplace. Las escalas
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de tiempo propias de Er (t) se obtienen a partir de los polos de he(o)
Aproximadamente Ee () se mueﬁe en dos escalas de tiempos, una rapida
fj/nj{ que representa el intercambio instantdneo con el refrigerante y
otra mds lenta =~ 4/ A, por efecto del refrigerante. La escala de
tiempo répida suele ser varios 6fdenes de magnitud mis pequefia que el
tiempo de evolucién de los ﬂeutrones retardados, debido a lo cual es
frecuente usar la aproximacién instanténea (aproximacidén de Fuchs-

Hansen (Bell (1970)).

E, (t) se mueve en una escala de tiempo aproximadamente dada por
4ﬂ8§aoqne es varios S6rdenes de magnitud superior al tiempo de evolu-
cién de los neutrones retardados. Es usual emplear la aproximacidn
adiabdtica.

La discusién de aproximaciones a utilizar segin la escala de tiem~-

pos observada se hard seguidamente (IV.2.c), para ello estudiamos antes

la evolucién neutrénica asociada.

IV.2.c.— EVOLUCION NEUTRONICA

Las ecuaciones para el mimero de neutrones N y precursores <¢ \que
aparecen en (4.1) correspondeh a una describcién puntual general de un
reactor sin acoplamientos. El estudio de las escalas de tiempos de evo
lucién de esta parte neutrdénica forma parte de los cursos bésicos'de
dinémica de reactores, y por tanto no nos detendremos excesivamente en

su explicacién (Lamarsh, (1965), Bell (1970), Ackasu (1975)).

Nosotros estamos interesados en rgducir el nimero de variables, y
por ello, una primera aproximacién, siempre utilizada en anéliéis de
ruido, es suponer la existencia de un s6lo grupo de neutrones fgtarda—
dos. Entonces aparecen dos escalas de tiempo diférenciadas, unétde las

cuales es rédpida, correspondiente al efecto de los neutrones ingtantép
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neos t¥ £/[x(+-8311 y 14 otra lenta, conocida con el nombre de pe-

~

riodo estable y debida a los neutrones retardados t —}!?; .

Teniendo en cuenta estas escalas de ‘tiempo y la existencia de un
ruido introducido en el factor de multiplicacidén vamos a analizar aho-
ra las posibles situaciones en la evolucién del sistema, debidas a la
accidén del ruido o perturbacién externa. Vamos a distinguir dos casos
diferentes; el primero es aquel en que los neutrones retardados no in-
fluyen decisivamente en la evolucidén y pueden ser despreciados. El se-

gundo habri de tener en cuenta al efecto de neutrones retardados.

a) Efecto de neutrones retardados despreciable’

Los neutrones retardados serén despreciables cuando,o bien su re-
tardo no es importante y pueden. considerarse como cuasiinstanténeos:
52>££%¥53 o bien cuando la intensidad de la perturbacién, en‘ﬁﬁestro
caso el ruido, es fuerte de forma que son los neutrones instanténeos
los que dominan la evolucidn del sistema: DK 2 n.l s donde Dy es 1a
intensidad del ruido (Williams, 1971). | |

En ambos casos la ecuacidén de evolucidn toma una forma sencilla

é_%: (‘E"i N+ %M#-.S‘
(4.10)

¥ es vélida para cualquier tiempo.

Introduzcamos ahora el acoplamiento de temperatura a través del
coeficiente de multiplicacién K. Como se trata con ruidos intensos y/o
variaciones ripidas, el dnico efecto de acoplamiento a tener en cuenta
serd el efecto Doppler instantdneo. Asimismo tdnicamente actuaré de for
ma eficaz el intercambio de calor cuya escala de tiempos sea raipida.

Tenemos por tanto a partir de (4.8) con
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K4-2) nit)

Ee(T) = o (2.11)
. g €= _
que en funcién de la temperatura, Te = — 7~ (11.2.B),se escribe
: G Er KCA-B) NGt
Fe(t)= w e U<k He (4.12)

y a partir de la férmula de acoplamiento linealizado (4.3)

- o 4 EE K (4-8) \iey= Kege - Ty N(E)
Ko= Kepr + =gz e )T e (4.13)
Sustituyendo en (4.10)
dv o To ey (Kee=d) oy 52 oy 4§
de 4 ¢ ¢ (4.14)

obtenemos la ecuacién para el acoplamiento linealizado.

Para el acoplamiento exacto, sustituyendo (4.6) en vez de (4.3)

se tiene

6o U
él_)- :' K € %o -4 )N + ;K N+ S
& ) ¢ (4.15)

con

( Ve Ve 1(1) A1 \/NQE:KU—(_}_)
o = €r Lo Vi t €y Tin Vm 2 20

Las ecuaciones (4.14) y (4.15) serdn el punto de partida del anilisis

del efecto de un ruido intenso o neutrones cuasiinstanténeos.

b) Efecto de neutrones retardados importante.

En el caso de ser ruidos débiles Ok < A€ o presentar neutrones

retardados con un tiempo de retardo apreciable )\ £ K-(i-‘%l;} ’ exg‘isten



dos escalas de tiempos diferenciadas, 't;i<< tr' ti de dominio de neu-
trones instanténeos y tr de dominio de neutrones retardados. Si llama~-
mos O a la escala de tiempo de observacidén en la cual evoluciona nues

tro sistema, pueden darse los tres casos siguientes:

- Axt § DA<< by . Escala de tiempo en la que los neutrones
retardados evolucionan muy poco y pueden considerarse constantes. La

ecuacidén neutrdnica en estas condiciones sera

AW _ Lx2-0)-4] yrey + ACC0) £ § + %, Nie)

ok & ¢ (4.16)

El acoplamiento de temperatura también serd por efecto Doppler pues
el resto de los efectos es de variacién lenta respecto a esta escala.
De idéntico modo que en el caso anterior se obtendréd para el acopla~

miento linealizado:

dwv _ r, N® + [Keee (4--4] N(E) + AC00) +§ 4 ?K_ N(t)
e T z K (4.17)

y para el exacto

AN % é%m(i-fs —-1) ' o + fw pit)
AN _ (K )-4) ey + A Clo) +S % y

At e (4.18)

Estas ecuaciones serdn unicamente vdlidas para describir evolucio-
nes en tiempos menores que los de la evolucidén de los neutrones retar-
dados. Si el ruido introducido es blanco, el sistema (N,C) es markovia
no y a partir de (4.17), (4.18) se pueden obtener las propiedades esta
disticas de evolucidén en dicha escala condicionadas en el instante ini

cial por N(o), <&(o).

- 48 % te La escala de tiempos es del mismo orden que la de

evolucidén de los neutrones retardados.



~96—~

En este caso se utiliza la aproximacién de "tiempo de generacié_p ins-
tantinea" (Bell (1970), Williams (1971)), que consiste en supo:{er ins-
tantdnea la evolucién por neutrones instanténeos %, = 0. Mateméficameg
te se traduce en anular la derivada d_‘.; = 0 , sustituir Nen la
ecuacidén para los neutrones retardados y sustituir C nuevamente en la

ecuacién neutrénica. El resultado final es la siguiente ecua.cidn:

AN T A (ko) + A b + ‘s.gm] oiE) + _A€S
de > = (Ko-2) = §u ) T3 -(K1)- r,< (4.19)

En esta escala no existe una aproximacién sencilla para el inter-
cambio de calor. Por oira parte la ecuacién (4.19) es muy diffcil de
tratar y no presenta demasiado interés fisico por lo que no abordare-

mos su estudio.

- D> tr . La escala de tiempos es mucho mayor que todos los

tiempos que intervienen en el sistema.

Este easo es el estudio de las propiedades estacionarias. El tiem-
po de observacién es lo suficientemente largo como para que los neutro
nes retardados actien totalmente, asi como los intercambios de calor,
etc.... Consideramos todos los procesos como instanténeos, 9‘&5;_ = d;%-“-

= d—f{ = © y aplicando un acoplamiento general linealizado (4,3), Te
sulta una ecuacidén como ; |

dw n., np2 4. (Keee-4) 5 |
e [ Y TR N b 2N S
de ~ g ot ¢ (4.20)

En el caso de un ruido blanco, E( y Seguird en esta escala mante-—
niendo las mismas prop:.eda.des que en cualqmer otra. La ecua.c:tén (4.
20) serd de utilidad para discutir cualitativamente las propleda,des es

tacionarias del reactor, en concreto la catdstrofe de varianza, -

Las ecuaciones (4.14), (4.15), (4.17), (4.18), (4.20) presentan
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una amplia regidén de operacién del reactor, vidlida para nuestro estu-
dio estocdstico. Hacemos notar que todos los casos estan representados

por una ecuacién de la forma

dv 1 N o+ FN+S
T " f (4.21)

que serd objeto de estudio en los siguientes apartados.

IV.3. ESTUDIO DE UN MODELO NO LINEAL CON RUIDO EXTERNO BLANCO

Es muy comin modelizar el efecto de los ruidos por medio de uno
Gaussiano blanco. Cuando en realidad se trata de un ruido Gaussiano
con un tiempo de correlacién mucho més pequefio que los de evolucidén de
terminista,la aproximacién de ruido blanco es fisicamente acepféble.
Debido a la sencillez del tratamiento, cuando estamos interesados en
describir cualitativamente las propiedades dinémicés del sistemé en
cuestidn,la aproximacién de ruido blanco permite obtener resultados
que de otra forma serian inalcanzables. En esta parte vamos pues a su-
poner que el ruido externo es blanco. En IV.5 estudiaremos el efecto

de un ruido de color dicotémico.

Iniciamos en principio un estudio general de la ecuacién (4.21) pa
ra despuds discutir con ello las situaciones que se presentan e# los
reactores nucleares. Egta ecuacidén es utilizada para modelizar éiste—
mas sencillos en otros campos de la fisica como por ejemplo: en‘cinétg
ca quimica representa una reaccién autocatalftica (Sch16g1 19712; en
dinidmica de poblaciones con . § = O es el conocido modelo de Vérhélst
(Van Kampen 1976A); en dptica es un modelo sencillo de Laser (Hagen

1975). En reactores nucleares un modelo similar que tiene en cuénta
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dnicamente fluctuaciones internas ha sido usado por Quabili (1979).En
rcactorcs: estos estudios se limitan a tratar propiedades estaciona—~
rias o din&micas con ruido débil linealizando las ecuaciones o supo-

niendo aditivo un ruido multiplicativo (ver IV.4).

En nuestro caso el estudio de ruidos intensos va a ser importante
pues estd relacionado, como ya ha sido indicado, con la aparicidén de
fluctuaciones intensas espontédneas observadas en reactores de agua en

ebullicién.

IV.3.A.~- ESTUDIO DETERMINISTA Y PRIMEROS RESULTADOS CON RUIDOS DEBILES

Antes de comenzar con el andlisis de fluctuaciones es conveniente
conocer la evolucidn determinista del sistema. En concreto, interesa
saber en que escalas de tiempos se .desarrolla dicha evolucién y dife-
renciar los posibles estados en los que el sistema se encuentra., A con
tinuacidn realizamos este andlisis determinista y, como ampliacién na~
tural, estudiamos lo's'efectos introducidos al conmsiderar un ruido dé-

bil.

Sea la ecuacién sin término fluctuante

Q—):-ﬂpl{-o\” +8 )
dt (4.22)

Cuando ", S son positivos la solucidn es estable para todo valor de o
y en el estado estacionario: |
a + V(at +j_ff_§) ,

e | - (4.23)

Ng =

presentando los siguientes casos interesantes:
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v
(o)
N
=
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1]
—~~
e
+
2!
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+
—

) o> S

) w S - 305 )
Ci) atssoums g <oy M4 EE
(4.24)
- . _.\‘ :. —5'
\‘,L.l.) Q?-‘_/_4 "l"-s ) C*‘;;O ) Nd” /Sh (1+8 Sﬂ' )

En un-reactor nuclear i) representa un estado supercritico estable
por el efecto temperatura, ii) un estado subcritico y iii) una genera-
lizacidn de un estado critico (en realidad se llama reactor critico

cuando A = 0).

Si definimos las desviaciones respecto al estado estacionario como
n = N- V4 obtenemos a partir de (4.23):

dm
oAt

T - Am - Mmt

(4.25)

donde A= Vat+yng es el inverso del tiempo de relajacién.

Estamos interesados en conocer las escalas de tiempo de evolucidén
del sistema partiendo de una condicidén inicial vo . Para ello resolve-~

mos exactamente (4.25) con esta condicién inicial:
% Q) +

ol =~ ads

Mo [M‘ r ’:‘r hll to

“a(t-to A (t-to) -nd (b}
mieye 6N e e ettt e
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Mo
—

con A T e . Se observa que en la cvolucidén no existen en
+ [
ningin caso escalas de tiempos diferenciadas, por lo tanto la condi-
- (tto)

cién suficiente para obtener una evolucién exponencial # ¢ de~-

pende exclusivamente de los coeficientes ( EFJM .

il

(%&) << 1

los términos exponenciales serin despreciables para todo tiempo y se
obtendri la solucién de (4.25) linealizada. La evolucién exponencial
es justamente la obtenida en la linealizacidn de (4.25), que en esta

ecuacidén consiste en despreciar el término cuadrético.

Aunque en pdginas posteriores (IV.4) se tratars la linéulizacién
en presendia de ruido en profurididad se puede ahora introducir somera~
mente en este andlisis determinista. Esta Ultima condicién aplicada a
los tres casos anteriores nos informa sobfe la posibi;idad de lineali~-

zars

¢) 1{2- z< 4
Mol . ot
(" \) ”d <& -’—,—‘S
(4.27)
ced) _‘;“)3‘. TN

observéndose que siempre la amplitud relativa en las condiciohag ini-
ciales, permitiendo la linealizacién, es mayor para el caso ii) suberi

tico:
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Supongamos ahora que introducimos en (4.25) un ruido blanco de in-
tensidad débil D << A s de forma que NPk UTavgirans o kf%¥ ?
y asf{ es posible resolver la ecuacién despreciando el efecto del ruido
en la integral en n:

5:; Pdn - .[:M ). 4o

{m 41?( hl)

¢
. i o actidy nAM £
ity s A e‘fu MEJIO[L f—(’:“‘) e» . *(j{‘j e

'El sentido de esta aproximacién se comprenderi méds adelantej por
ahora indicamos que la parte donde se desprecia el ruido esti asociada
a una parte de valores propios continua en el espectro de la ecuacidn
para las probabilidades. Cuando elefecto del ruido es débil, cdmo se

verd, el espectro continuo influye poco en la evolucién y se justifica

esta aproximacidén.

A partir de (4.28) se puede ver que cualquier pardmetro estadisti-
co condicionado inicialmente por 4, se calcula promediando expresio-

nes del siguiente tipo

. t
iad ~ —mf ME)d
K Fimi)imo)> = 2._ B (40) < € y $>

(4.29)

Teniendo en cuenta - el cardcter Markoviano de n, para el cflculo de
parémetros estacionarios se puede shora promediar sobre las condicio—

nes iniciales

{< G(mie)) >}$T °:j Rr (o) g(uujfuo)} o aty,.

en concreto para la correlacidn estacionaria se tendri:
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' _fs ayds . _2fg Aoy
e mame) Mol = {anef L€ ‘ >+{%i Hof < € >+

ST

con

| {A' (% " LT- jA(l’{-) o By (o) o ot

El promedio de la exponencial se calcula en el primer orden de -

aprbximacién de D como:

< 6-415:‘\(3)‘;°> - -

¢
‘” U - L4 . rlo).d
6 N7 t)< é," ‘XLL °>

" (a- "% D) ‘f'*') o '(4.30)'

s

Jara concretar ideas, en.el caso del valor medio condicionado ipicial-‘

mente por Vo y de la correlacién estacionaria se obtiene respeéfivame.x_x_
te: »

t N ﬂ -
. (- LED‘ g ' nAa '(h" AL) :
: Zuu)IMo>=A € ¢ ['1+(T)e bo-v -
. (map gE) -]
<meyme) . = fLmu)me> Moy, =

L (4.31)
(342 ) e |
= J<M“'U)M">“oer ('“o) dap = {AMo} Te ¢ )“ ¢) ‘—

s la B2 ) ey
(g )Y,
b, st

$

- -

El efecto del ruid.g no modifica épreoiablemnte las escalas de °
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tiempos del movimiento determinista. Para comparar con resultados pos-
teriores es interesante identificar, en cada caso, la expresién del
efecto del ruido, que estard asociada a un espectro de antovalores dig

creto:

0, c0) }w:m(mj-mb)
o) fu = M (T 2 (4.32)

Por dltimo examinamos las condiciones de linealizacién cuando el siste
ma se encuentra sometido a un rnido blanco de intensidad D. ’I‘omembs co
mo ejemplo interesante el de las correlaciones estécionarias (4.31), ¥
siguiendo el anflisis determinista, vemos que una condicidén necesaria
para la linealizacidn es que el segundo coeficiente sea mucho menor

que el primero:

ry <(l*/ﬂo)"> < 1+/Mo>

‘Bajo la hipétesis de que las fluctuaciones son pequefias podemos supo-

ner <Mo‘.§ ~ C‘“°>;f s de tal forma que cuando se cumplas

| )
LMo 4< 7 o (4.33)

la desigualdad anterior se verifica.

En condiciones iniciales estacionarias, y a partir de (4.24), en

el primer orden de la intensidad del ruido

o= dé”>:_pépa> +(d+D)<U>4S :
ol £ | - (4.34)
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sustituyendo N = n + Nd y despreciando términos de 22 orden en D se

\~

obtiene para < U Ar

Gt W - (4.35)

y para la condicién (4.33)
-~ 'L
© = hik (4.36)

que particularizando en los tres casos interesantes:

ks

- .. A
) 8) e g -
4.37

e [ . lel'

coo) o (w) << o

Observamos que para el caso critico iii) y supercritico i) se deberd
cumplir que la intensidad del ruido D sea mucho menor que el inverso
del tiempo de‘relajacién. Para el subcritico esta condicidén es menos
restrictiva siendo D<= A (f%) . Insistimos en que se ha utilizado
la hip6tesis de fluctuaciones pequerias. Una idea de la magnitud de las

fluctuaciones la da el cdlculo de las fluctuaciones relativas
<MD - < pdt

emm—n g

a5t o En la figura IV.1, se representa la fluctuacidén rela~-
tiva en funcién de o para diversos valores de los parémetros. Eg inte~

resante observar como el punto critico (cercano a f*fﬂD) presenta siem
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~
»
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I |
0.6 A

-

L
) ¥

-.r’ :
-0.6 -0,2 0 -0,

N

Fig.IV.1.- Fluctuaciones relativas (i—nveyses de tiempo de relajacién)
en funcién de of , (las fluctuaciones han sido tomadas de Sancho 19838).

-2
= -10
WL(U) Ay =1
0~ dy = O
T Az = 102
6.10-2T
2.10724
-}
Y

. . . -3
Fig.IV.2 .- Potencial en la imagen clésica, (§=40% M= 10")
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pre las fluctuaciones mis intensas. Este sencillo andlisis es lo sufi-
cientemente indicativo para alertar sobre la fiabilidad de

la linealizacidn en condiciones préximas a la criticidad.

Podemos dar una explicacién sencilla a este hecho utilizando una
imagen mecénica muy simple (Haken 1975). Hagamos el cambio de variable
y =dn Nen 1a ec. (4.21)

ds & (n elaayrsed) o foe)
At A9

que podemos identificar como la ecuacidn que sigue una particula sobre
_amortiguada en un potencial vy = Me¥-44 s y ¥ sometida a una
fuerza fluctuante K(t). Se extrae informacién cualitativa de la evolu
cién del sistema observando la forma del potencial en cada uno de los

casos interesantes (Fig. IV.2).

i) ats NS 5 d>0 ; representa el estado supercritico, el mf
nimo del potencial se encuentra en Y, = £n 2 +» El1 potencial cerca

del minimo es aproximadamente Ve(4)=az -~oay ¢ 1D e’

ii) dt>>nsy 4<O ; representa el estado suberftico, el mini

mo del potencial se encuentra en Y,:= £, TSTI y Vely) =z -ad 4 se’

s . e . 2 ‘
iii) @t << PS5 A% O . representa el estado critico, el mfnimo

del potencial estden Yy, = £u % ;) Vu(y)= 1P el ps e

En los casos subcritico y supercritico el potencial es mucho mis
estrecho que en el caso critico (Fig. IV.2). Una partfcula sometida a
la misma fuerza aleatoria sufrird fluctuaciones mis fuertes en‘el po~
tencial del caso critico. Sin embargo un andlisis como éste no permite
conocer con precisién el efecto fluctuante de la fuerza. Para lograrlo
introducimos a continuacidén el paso a otra imagen, ahora, meca’.niéo-—cué.g_

tica.
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IV.3.B.~ ECUACION DE FOKKER-PLANCK Y PASO A UNA IMAGEN MECANIOO-CUAN-
TICA

la discusién anterior nos ha mostrado aspectos cualitativos de la
evolucidn del sistema y siempre en aproximacidén de ruido débil. Cuando
uno Quiere afrontar el problema en forma general resulta indispensable
trabajar sobre la ecuacifn para las probabilidades (Ec. de Fokker-
Planck). Para la ecuacién (4.21) con ruido blanco ¥ (t) de intensidad

D y en la interpretacién de Stratonovich, la ec. de Fokker-Planck es:

QPmt)y > - Dt N Mt > NEP(ME
_..g;(g» nwt+S+0 )P(.)+D ot )

3t (4.38)

Ya se hg mencionado que las propiedades estadisticas estaciona-
rias de este modelo han sido estudiadas y aplicadas a otros problemas;
en concreto se puede calcular exactamente la probabilidad y los momen-

tos estacionarios (San Miguel,1983):

7d e y
ooy = [2 (5% Ky (SB[ N op (5-30)

L N™S = (Sn)':'a’ K dg ( 1__%:"_)“ (4.39)

*(“Q){é @%;)

donde fﬁk es la funcién esférica de Bessel modificada.

A partir de esta dltima expresién se puede observar (Fig. IV.1)
Zatd> &nt
23t

era de esperar en el andlisis cualitativo anterior estas fluctuaciones

la forma de las fluctuaciones relativas . Como
gon méiximas en la zona de estado critico, justamente cuando el tiempo
de relajacién es menor (para intensidades débiles), y lasg condiciones
de linealizacién son peores. En el caso de ruido intenso se aprecia un
desplazamiento de esta zona hacia la izquierda. Los anflisis estaciona

rios no amplian informacién sobre la evolucidn dindmica por lo que se
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hace necesario el estudio en el tiempo de la ecuacidén de Focker-Planck.
La viabilidad de este estudio se ha hecho patente a partir de un traba
jo muy reciente de Schenzle (1979), donde desafortunadamente se extraen
resultados exactos para ecuaciones de Fokker-Planck (o de Langevin con
ruido blanco) que no son reducibles a nuestro caso. Podemos, sin embar
g0, obtener bastante informacién utilizando el mismo método, que bisi-
camente consiste en plantear el problema en términos de una ecuacidn

de Schrddinger equivalente,

a) Paso_a una formulacidn de Schr¥dinger

Vamos a plantear el problema de forma general, vidlido para una
ecuacidn de Langevin como:

AX - fiwy 4+ aiw €
ai = fmram ity (4.40)

donde ‘i(t) es un ruido blanco con correlacién < $(¢) f(")> = 2D &let)

Siguiendo en todo momento la interpretacién de Stratonovich (1966)
hagamos el cambio de variable Y = [ %{(j = Prx) que nos transforma
(4.40) en otra ecuacién equivalente en la que el ruido estd ahora en

forma aditiva:

dy (')

— 0z —_— Fee) = Ay ¢ F(e
D T (4.41)

A
Para la funcién de probabilidad P (%t) ge obtiene a partir de
(4.41) 1la ecuacién de Fokker-Planck siguiente: |

d Play b (Acy B * 3
—="" 2o =AMy PlYY )+ D 2 Py
it 87 )+ 05 ) (4.42)

Ahora la relacidn existente entre la funcidn de probabilidagde la
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variable original x y la actual es
ol{fp/

)
S p(Pent) |7
Pex:E) i (4.43)

A
Buscamos 1la solucién de P(9:t) como una combinacidén lineal de funcig
nes propias

A N 2 ;‘\“C
pOLE) = J an B ¢ (4.44)

donde é' significa que seri una suma para la parte de espectro discre-~
to y una integral para el continuo. Las funciones propias cumplen la

siguiente ecuacién

) . A
- Am ﬁ‘ = - & Aly) €~ + C’§;1 9
(4.45)
8i hacemos la siguiente transformacidn
B (4) = s)i(y) W (9)
(4.46)
Con S(41)= M,pr{j Qéy‘isi conseguimos para “ww{(4) una ecua~
cién del tipo de Schrbdinger
— f A}: -
—DW’::*L%_“’;D:[‘UM—A”“)A‘ (447)

logrando con ello una formulacién mecénico-cuéntica., Nuestra cuestidén
inicial consiste shora en resolver una ecuacidn de SchrSdinger'equiva—
lente a una particula cuéntica en un potencial dado por:

Y AL
Vi) = [ By + 10] (4.48)
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La hermiticidad de (4.47) garantiza la existencia de una base funcio-

nal ta), que la representacidn (4.44) va a ser siempre definida. Las re
~

laciones de ortonormalidad para W, inducen otras en F, de la forma

. 3) Wea(9) dy = <y L;:‘( éﬁ(‘:j d
Sonrn *f“’"“)“’ ty dy = [S00 Bary) ] (4.492)

si el espectro de valores propios es discreto y

- 2 A,
S{’3'°‘> ._._-j W, (4) g.)q.{t;)dc) jtj s {4) Po(')) Po‘(‘i) 6‘5 ‘ (4‘49b)

gi es contfnuo. S(Y) coincidird con la solucidn estacionaria de (4.42)

siempre gue exista.

Una vez que hemos reducido el problema a estos términos podemos
pasar a explicar como calcular cualquier tipo de pardmetros estadisti~
cos. Toda la informacidén va a estar contenida en la funcién de probabi
lidad condicionada B ( 3,4/ Y, te) que haciendo uso de (4.44),
(4.49) y de la condicidén inicial P(Yitol 90, t0) = $(3-%) ge escribe:
—~dm(€-t0)

A -} ) A
P (9 tifot) = ; S (1) Fults) Puy(4) €
(4.50)

Siendo B(% y <) dos observables cualesquiera obtenemos para su co—

rrelacién estacionarias
' A
LBtyero, ) = (dsfdy Bray clqy Patrny Staie) =

' o Ame 4=t A
- f M ey By ayfecy By by (au51)

¥y en concreto para la correlacién de la variable original x
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- 1) 3
o Lrhw (e-e') | k;,;‘,.‘“ Pn {‘11/ (&
(,: k(f) x“'«’);,— = .j L L,{ o 1 /-

(4.52)

También para los observables en régimen transitorio se obtienen

expresiones sencillas:
B( ¢ Sgats) odn =
CWR oo = | W) POIE 1) ol 2

= j. é‘h‘“h) S.‘(7a) a[b)j‘)’(";) b:,{";). dy. (4.53)

en concreto para los momentos transitorios en la variable original

. - o
LS ; gt s'(n)ﬁm)ﬂ Pyl bie) 4y, (4.54)

IV.3.C. ESTUDIO DETALLADO DEL MODELO NO LINEAL

Vamog shora a aplicar el método ekpuesto a nuestro modelo particu~
lar (4.21). Siguiendo el desarrollo anterior hagamos el cambio de va~-

riable y = M NV y busquemos la representacidn en la ecuacién de
Schrddinger
_ . .
Stz axp( 4 9- 5 € - D ‘eb) ) (4.55)
1] { 3 - I
-0 wi +6[nle 2P (d4D) €2 -2 AS 43T 4

$25040) €7 48€ 7] W = dwa
(4.56)
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Lograr resultados analfticos para esta ecuacidén no es posible por lo
que se debe analizar primero para casos sencillos y luego ver en qué

casos se puede aproximar.

a) Caso lineal =0, 4<°9

En este caso la ecuacién de partida toma la forma

?L”_ = dN -PS'J*'S
de (4.57)

que como se veré en el capitulo siguiente pueden calcularse exactamen-
te momentos,varianzas y correlaciones incluso para un ruido gaussiano

no blanco. El andlisis completo de esta ecuacién por métodos mecdnico-
cudnticos nos serd muy eficaz para obtener infommacién sobre el espec~
tro de valores propios de la ecuacidén general no lineal. Por otra par-
te, también nos seré util en el estudio de la linealizacién, eqvel sen
tido de sustituir un ruido mutiplicativo por otro aditivo, frecuente-

mente utilizado en reactores nucleares.

Tomemos pues el potencial equivalente de(4.57)en la imagen mecéni-

co cudntica

(4.58)
en este sencillo caso es reducible a los estudiados por Schenzle(1979)
y Graham ( 1982). Para el estado estacionario se obtiene ‘

- sp (L 4. 5 ¢
St = op (g y- 5 €) (4.59)

Los valores propios presentan un espectro discreto ¥y otro contInuo.

Para la parte de espectro discreto se obtiene:
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.o
M = m(1al=Dm) §j M T

| 2(B1-n) - 35 ei‘- (4.60)
Wy (y) = WE 2P {(4 141 -4-24) y/a} L, ('é‘ € ) €

m‘
donde Lw son los polinomios de Laguerrey M. son constanies de nor-
malizacidén dadas por
214l 9 pm.
() g (2 om)

() vaem)

Para la parte de espectro continuo se obtiene

a4 D . >
e (S0 &5 2o
y( 1) 8¢ (5 €%) (a.61)
W, (3) = Af;'%'e i € w‘;*‘a’d«;"f°("’/ ) )

con Wa,n (X) 1la funcién de Whitaker y A> constantes de normali-

zacién cuyo valor es ahora:

s p(R5Y) ST
N, = 8L sk (05 2) T %)
2 N+

giendo [(x] 1as funciones Gamma.

En primer lugar, se puede observar como el espectro discreto es
idéntico al encontrado en el andlisis determinista con ruido débil y

en las condiciones I § << a* . En efecto, la existencia delvespec-
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!(U

tro discreto supone ruido débil M < 5 y en este caso lineal
con I = O siempre se cumple la condicién NS << d* para d% 0. Nos
encontramos en el caso limite de efecto de temperatura despreciable
en un sistema subcritico. Cuando el ruido es intenso D> %] gl es-
pectro discreto empieza a desaparecer y entonces el sistema se vuelve
inestable. El1 calculo de valores medios y correlaciones a partir de
(4.51) reproduce los resultados conseguidos directamente de la ecua-~

cién estocéstica (4.57):
~(14]-0) &

g2 >
¢ (2) =< RPN, ST D)b{l +'rm~w) (4.62)

Esta expresién exacta seri comparada en IV.4 con las obtenidas por los

principales métodos de linealizacidn.,

b) Caso no lineal sin fuentes: S=0 ; N>0 ya=>0

Este es otro caso fécil que puede resolverse exactamente Y es redu
. cible a los estudiados por Schenzle ¥ Graham, El potencial toma una

forma sencilla (transformado de Morse).

UGsy = ME - 20 (ai0) €y g2 -
(4.63)

y tambien aparece u.na. parte discreta del espectro de valores prop:.os y
otra contima. U'l:ll:.zando los resultados de Graham (1982), tras un sim

ple cambio de variable se obtiene para el espectro discreto:

Am = Mm(d-0m) } m<d/p

2(d-m) /] ,(‘S
Wa(4v)= N‘“" Lxp {[‘td i-2m) Y/z)j L., ( ) € (4.64)
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con el mismo significado que el caso anterior, y las constantes de nor
malizacién dadas por:

13'2"’1 m! (7o —M)

No= (%)° AR

Para el espectro contfnuo:

dl
AA:‘%(~51+09
€
n % .
AT ) , 1P Wi, s ' 2 I (,’/’“ (4 65)
w, (1)= M € s (56

con
A z{{%-{) / & L e\t t s d
Mo =(4) " T shoms [R(EZ)TE)

Nuevamente para ruido débil existe espectro discreto y se corresponde

exactamente con el anilisis determinista (4.32). A diferencia del caso
anterior los momentos y correlaciones no pueden calcularse exactamente
a partir de la ecuacién estocdstica (problema de corte en la jerarqufa

de momentos) y s{ puede hacerse aplicando (4.52). Para las correlacio-

nes estacionarias se obtiene (Graham 1982):

y vl ~~)wW,~L.W) ot

) [S
._/4-?(

z‘-\ f I (o )D.&‘ge..ﬂl an e [P vx- ﬁj[l{(“1+j_)/
n* 57(1%)

C(2)= L wlywie) =

(4.66)
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Donde la suma aparece a causa del espectro discreto y la integraldel
continuo. La ecuacién (4.66) nos va a permitir analizar las correlacig

nes en presencia de cualquier tipo de ruidos, débiles e intensos.

Para ruidos débiles D << 4 la mayor contribucién se debe a la
parte discreta y domina el coeficiente del primer valor propio de for-
ma que la correlacidén se escribe aproximadamente
-(d-D) 2

2 2,
((‘e) = & W) "’(")Ar - £ “‘>5r = S%PL

(4.67)

Para ruidos no débiles pero cumpliendo O <4 ; existe un compromi
so entre ambas partes discreta y contfinua. En todo caso para B sufi-
cientemente grande domina la parte exponencial obteniéndose asintéti-
camente (4.67). Se debe resaltar que, a diferencia del an&lisis deter-
minista, ahora surgen dos eécalas de tiempo diferenciadas, una de
ellas originada por el espectro discretc y la otra por el continuo, de
bido a lo cual la evolucién del sistema presentard diferencias nota-

bles segin la parte del espectro que domine en la evolucidén.

Para ruidos intensos, 0>+ ,el espectiro discreto desaparece com-
pletamente. Para tiempos suficientemente grandes domina la contribu-
cién de la integral cercana a X ¥*¢© , obteniéndose (Graham 1982)

p-s ) PR -5 ¢
Loy - u M) MBS

vRonld) (oy% (4.68)
para ©0 <« <0 , Y4
c(E) = .ZLIEE;ffz ) .ﬁot
Va I(-3)(0t)% (4.69)

para 4::0 . Esta dltima distincién es debida a la no conmutatividad

de los limites
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Queremos hacer hincapié en el hecho de que para ruidos intensos
se obtienen resultados nunca obtenidos por linealizacién. La forma de
la correlacién indica cambios cualitativos en la evolucidén del sistema
cuya interpretacién fisica es dif{cil de precisar con claridad. En el
caso estudiado, el ruido induce a fluctuaciones en % de suerte que
cuando es intenso la probabilidad de que ( & + ¥(¥) ) sea negativa es
apreciable. Existe pues un compromiso entre la extincién ( 4+%0¢)
negativo y la multiplicacién (4+$ C*)) positivo que induce cambios
apreciables en la evolucién. En cualquier caso el dominio del espectro

continuo hace aparecer fluctuaciones andémalas.

¢) Modelo con fuente y término no lineal S>0, >0, 420

Ya se ha indicado que en este caso el potencial es demasiado com-
plicado para resolver analiticamente. Se puede sin embargo, con los mé
todos habituales de la mecdnica cuéntica, extraer informacién sobre el
aspectro de valores propios y por consiguiente conocer cua.lita:ti'vamen—

te el comportamiento del sistema.
Sea el potencial completo que aparece en (4.56):
. -2
Viy) = % [fﬂ- e 1N (o) e’-1hs 4t +2 S(ap) €3 +$%ed

(4.70)

Estudiemos ahora en que condiciones fisicamente interesantes, este po-

tencial complejo puede aproximarse por otros mds simples.

k3
Para el caso 4~ 7S | que representa los estados supercritico y

subcritico, aparece el potencial claramente separado en dos regiones:

T ~ Y=< & V3 U;(‘))':;'B(Z.S(o’.'l))é3+.31é13+dlj
(4.71)

o 5 W(UR)] Vuty) 2§ (meuntamel )

(4.72)
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Ahora estos potenciales son del mismo tipo que los estudiados anterior

mente.
Distinguiremos las siguientes situaciones (Fig. IV.3 y IV.4)

-=a& >> D ; Egtado subcritico con ruido débil. El pozo de poten-
cial se encuentra en VY;(Y) aproximadamente en el punto F/% Tisﬁb
y una profundidad Vi(¥%) %~ Y (214]+D) » Existird pues una parte
del espectro de valores propios discreta aproximadamente igual al.es-
pectro discreto del caso lineal a), La otra parte del espectro que co-
rresponde al espectro continuo y aparece con M — 0 sera estudiada

posteriormente.

- 4> D 3 Egtado supercrﬁico con ruido débil. El pozo de poten-
cial se encuentra en Vg (9) , el punto de potencial minimo es % =
F AL con profundidad Va(%) = -4 (3d+8) , Se tendri una
parte del espectro de velores discretos préxima a la parte discreta
del ecaso no lineal b) La otra parte del espectro que correspond_é al
continuo y aparece haciendo < -> ¢ ge estudiard a la par que en el

caso anterior.

—~ a1 £ b, Corresponde a la situacién de ruido intenso; dentro

de ella se distinguird:

d >0 Aparecen dos pozos de potencial centrados respectivamente en .
v 3(o-4) . con profundided - lg (0-z4) g A (4E8)
con profundidad -J% (0+:<a)

& <0 Nuevamente aparecen dos pozos en $/(o+1a) ' profundidad
{ -
~ 4 (Lid] +D) y (Lﬁ‘_‘_‘_‘) ) =4 (0-2id)

Ahora ninguno de los pozos tiene una contribuciédn del espectro discre-
to de a) y b) puesto que estamos con ruidos intensos !4/< O - y en

estas circunstancias los espectros de a) ¥y b) eran continuos.

Pasamos a considerar el caso dt << 'S que corresponde al esta~



od; =0,1

d& = Ot
T 0{3 = 0.1
C*\ d]. le
10.10~2 +
5,10‘2 +
] K
3 S\ -1

10.1 B = 0.01
O 0.4
5.1 Dy= 0.5

who

FPig.IV.4.~ Variacién del potencial culntico en la zona subcritica
del dominio de ruido. ( & =-0.1, SN =1074)
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do critico. La diferencia con lo anterior es que ahora no existe una
clara divisién en regiones y él potencial resultante viene dado por

la interseccién de los potenciales sencillos Vr y Ur; , Para ’x_'uidos

débiles b <UM% se puede comprobar que los téxminos intermedios
2N (44D) € +2S (4°D) e son despreciables frente a los otros en

el potencial total, y éste se escribe

9 -y (L
. (ne’-se’)
viy = [ (4.73)

Pese a su aparente sencillez este potencial tampoco tiens soluciones
analfticas asequibles. Por tratarse de ruido débil el andlisis hecho
en (IV.3A)es v&lido por lo que el espectro serd aproximadamente el mig

mo:

a?
AM A M (u/?'n - —:1—;;, D)

(4.74)

En condiciones subcriticas y supercriticas, At > M cuando -0
y S—=0 respectivamente se reproducen exactamente los pofencia—
les VY5 y Vs . Esto quiere decir que existe una parte de espec-
tro discreta que en el limite se vuelve continua. El conocimiento de
esta parte del espectro va a ser importante pues es la que marca la
evolucién con ruidos intensos. En concreto nos va a ser de utilidad el
orden de magnitud de la diferencia de niveles que calcularemos a conti

nuacién usando métodos habituales de la mecdnica cudntica.

Para fijar ideas supongamos o <0 , es decir nos encontramos en
el caso subcritico. Una solucidn aproximada podrd ser calculada empal-
mando en el punto de interseccidén las scoluciones carrespondientes . al
potencial dominante en cada zona. Asi pues en nuestro caso |

b we () = B walt V) (4.75)
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siendo A y B dos constantes. Tomando las expresiones (4.60), (4.61)
con A<0

L
. iaf o /S. ,’1 %) =~ B (A.)L_ i (2 ,’L {,‘L \1)
A w/é{s)‘/z D s) = —1_0112'(0 n) (2.76)

donde Wa, s (X) son funciones de Whitaker. En el limite 7->°
o aproximadamente para nz< g b 572 es posible desarrollar estas

funciones en potencias de x, obteniéndose (Abramovitz 1972):

. 1 -2 Lk
I'7( .z. a0 6 " n — ot'é )
(i g%) (4.77

donde " son las funciones gammas. A partir de esta expresién se puede

gsacar informacién sobre la anchura de los niveles

I3
4 ) ?_.:1,,} ; A (\’)M & %E;—:Q:_‘L‘
Y R s (& 25) (4.78)

y se comprueba que cuando N—¢© 1a anchura se hace cero apareciendo

el espectro continuo.

’ a3
En el caso %0, 80 - & aproximadamente 5 <9 gp'n , los

cilculos son idénticos obteniéndose para la anchura de niveles:

gnont
(4 %) (4.79)

O A,

Entonces podemos decir,al igual que en les potenciales senc;‘,llos;
que en los casos subcritico (supercritico)exisien dos escalas @e tiem
pos diferentes, la una dada por un espectro discreto y la otra por
otro cuasicontinuo (en el caso M($)>0 ), Cuando N(S)>0 se tiende
a recuperar los ejemplos a) '(b). De la misma forma cuando el ruido
es débil el espectro discreto contribuye mds a la evolucién que el cua

sicontinuo, estando en el caso en el cual la linealizacidn es, en prin
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cipio, posible y las funciones de correlacién tienen forma exponencial .

Cuando el ruido es intenso D 2Kl el espectro discreto desaparece
y Unicamente queda el cuasicontinuo. La linealizacién shora no puede
dar buenos resultados (obsérvese (Fig. IV.4) que el potencial tiene
dos mfnimos) y cuando M"y$ , respectivamente en los casos subcritico
y supercritico, tienden a cero las funciones de correlacién tomardn la
forma de la exponencial multiplicada por un factor decreciente con el

tiempo exP(dt). es (4.68).

Con estos resultados relativos a la configuracidn del espectro y
1a forma de los potenciales es posible conocer cualitativamente la evo
lucién y propiedades dinémicas del sistema. Destacamos sobre todo como
relevantes en la futura aplicacién a modelos de reactores los piguien~

+es hechos:

~ En las mismas condiciones de fuentes y acoplamiento de te@peratg
ra el potencial en el estado critico es més ancho que en el suberitico
y supercritico. Ello se traduce en un aumenté de fluctuaciones, un
tiempo de relajacién minimo y peores condiciones de linealizacidén (Fig.

Iv.3 y IV.1).

-~ En los estados subcriticog y supercriticos con ruido d§bi‘.}. los
efectos de temperatura y fuente respectivamente no influyen dec:q",siva-
mente en la evolucidn estacionaria. Al ser fluctuaciones débileg los
pozos de potencial se hacen profundos y la parte agintdtica (de}:ida a
fuentes o temperatura) Gnicamente actda: en fluctuaciones inten;as‘ de

poca probabilidad & en los transitorios de la evolucidn.

-~ Con ruidos intensos la forma de los potenciales informa qﬁe se
van a producir fluctuaciones intensas anémalas. Nos encontramos (fig.
IV.4) con dos pozos de potencial diferenciados. Existird una probabi-

lidad de paso de un potencial a otro que informaré sobre la pro‘gﬁabili—
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dad de ocurrencia de estas fluctuaciones intensas. En egpecial nos in-
teresa el caso subcritico pues reproduce cualitativamente las fluctua~
ciones observadas en reactores nucleares con agua en ebullicién (Wi-

lliams 1974). Es obvio que en estos casos la linealizacién no es posi-

ble y la funcién de correlacién no va a ser exponencial,

IV.3.D. ANALISIS DE LOS RESULTADOS PARA EL MODELO NO LINEAL EN REACTO~
RES NUCLEARES

Vamos a aplicar el anélisis anterior a los modelos de reactores
nucleares (IV.2.C). Se da por supuesto la existencia de un coeficiente
de temperatura negativo (M >0 ) pues es un requisito indispensable de

seguridad. Con ello el sistema va a ser siempre estable.

El andlisis des las fluctuacionss con efecto de temperatura induce
regiones y conceptos de estabilidad que no aparecen en un anflisis nor
mal ; baséndonos en lo expuesto anteriormente haremos un primer estu—

dios

Se debe revisar el concepto de critieidad en un sistema no lineal
con fluctuaciones, que no coincide con el de la criticidad en un siste
ma multiplicativo neutrénico (KXeg =1 ). Siendo ahora el sistema esta~
ble para cualquier valor de Keff (¢ & ) existen dos mecanismos dife-
rentes de funcionamiento segiin dominen las fuentes o el efecto de tem-~
peratura. Ambos son los equivalentes de los estados subcriticos (el
efecto de temperatura es despreciable) y supercriticos (el sistema
tiende a la explosién y es el efecto temperatura quien estabiliza).
Existe el estado intermedio en el cual es el efecto competitivo de la
fuente y la temperatura quien define la situacién final y puede consi-
derarse como un punto critico. A la vista del an&lisis anterior (IV.3,

¢) tales regiones vendrin definidas por
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A€+ © Estado ouberftico con dominio do la fuonte y efecto
de temperatura despreciablo. Exhibe funcién do corre

lacién oxpononcial.

o OIS 4> ® Eptado supercritico con dominio eotabilizador do la
tomperatura y fucnto dosprociablo. Funcién do corro-

lacién expononcial,

{41 £ 0 Zona de transicidén en la quo domina ol efecto dol
ruido siondo méds acusado cuando %X < O . Fluctuacio-

neo anémalas y funcidn do correlacién no expononcial

044" Egtado crftico, competencia ontre la fuente y la tom
peratura, zona de maycr fluctuacién relativa y peor

linoaliz acién
0>X"S Estado crftico con fluctuaciones intensno

En la modolizacién do rcactores hecka en IV.2.C distingufamos en-
tre aquellos casos en los que los ncutrones rotardados no tenfan in-
fluencia apreciable y en los que jugaban un papel importante. Entre

los del primero, el mis importante os el que suponia ruidos intensos

Qre>n . Si pe supone que el reactor estd préximo a la critici-
dad, #eg 4 y con ruidos intensos Qs >/ nos vamos a encon
trar en una regién  1d)< D que hemos llamado zona de transi-

cién, en la que domina el efecto del ruido. Una situacién como éota se
produce en los reactores en ebullicién a potencias eclevadas. Experimen
talmente se observan fluctuaciones anémalas de gran amplitud que pue-
den llegar a provocar la parada del reactor (Williams 1974). Una expli
cacién a esto no ha sido satisfactoriamente expuesta. Ackasu (1961)
supone fluctuaciones en reactividad producidas por algin mecanismo in-
terno e intenta modelizarlo por un oscilador arménico con fuerza fluc-

tuante. Segin Williams ésta no es suficiente explicacién pues no repro

n

4~



-125-~

duce la forma asimétrica de las fluctuaciones; segin €1, estos efectos
estan originados por no-linealidad en las ecuaciones neutrdénicas antes
que en la reactividad. Esta hipétesis se sitda en la linea de nuesiros
resultados para Tuidos intensas que predicen la existencia de fluctua
ciones andémalas esponténeas. La falta de datos experimentales de las
funciones de correlacién impiden una comprohacién de dicha hipétesis.
Por otra parte, la suposicién de ruido blanco es muy fuerte por lo que
se debe tratar con ruidos mis generales. Un . primer estudio con ruido

dicotdmico serd realizado posteriormente.

Queremos hacer notar que estos resultados teéricos en la zona de
fluctuaciones fuertes 14/ 4D son muy recientes y ain no exiote
confirmacién experimental en ningdn tipo de sistemas (Graham 1982).
Como un trabajo interesante nos proponemos realizar en el futuro una
simulacién de este modelo sencillo que sustituya la falta de datos ex-

perimentales.

Por dltimo, para los casos de ruido débil DKcslﬁQ ¥y el reac-
tor funcionando en condiciones préximas a la criticidad Kg¢p %4 es
forzoso tener presente el efecto de neutrones retardados. Como ya se
ha sugerido en este caso estudiamos las fluctuaciones en dos escalas
de tiempos, una répida cuya e#o}ucién viene dada por la ecuaci@p (4.
16) y otra lenta representada en la ecuacién (4.20). Las condiéiones
estacionarias asi como las correlaciones de muy baja frecuencia ven-
drén dadas por (4.20). En esta ecuacién 4 = 53%94 puede tomar to-
dos los valores posibles y entonces el reactor se puede encontrar en
todas las situaciones expuestas; en ooncreto, en condiciones criticas

Keeg = 4 se puede encontrar en zonag de dominio del ruido. Sin em~
bargo ahora no implicari un grave problema pues caso de existirlfluc—

tuaciones andmalas serdn de frecuencia muy baja, y por tanto f4cilmen-

te controlables. Esto puede ser un ejemplo de cémo los neutronés retar
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dados actian estabilizando el efecto de las fluctuaciones.

En la zona de dominio del ruido a frecuencias bajas las correlacio
'y ‘
nes deberin adoptar la forma <@»P(-4%) ¢ (4.68). Nuevamente no

existen suficientes datos experimentales sobre ello.

En un modelo como éste el efecto estabilizador de temperatura impi
de la aparicién del fendémeno de catéstrofe de varianza, coincidiendo

con los hechos experimentales.

Para frecuencias altas como las observadas experimentalmente
debemos utilizar la ecuacién (4.17). En condiciones estacionarias supo
nemos que <((9), viene dado por el comportamiento a frecuencias ba~-
jas, 'y que es proporcional a la potencia o mimero de neutronss en el
estado estacionario. Entonces, en condiciones criticas e +4 ¥y con
fuente despreciable, se verifica que:

4 v- 2%
g v ALElay (4.80)

luego para un ruido débil Dk <5 @ y €l sistema se comportard como sub

. AN .
orftico cuando I & <<roiy & () y ¥ critico en caso contrario.

Con esta descripcién se estid de acuerdo con los resultados experi-
mentales que muestran que el reactor en estas frecuencias se comporta
como subcritico, existiendo una potencia por encima de la cual las

fluctuaciones relativas aumentan (Zona critica).

Vemos pues que, al menos cualitativamente, nuestro sencillo mode-
lo eaclarece el comportamiento de las fluctuaciones del reactor, Cree-

mos que con ello, se logra aclarar en un nivel muy fundamental ciertas

cuestiones poco conocidas.
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IV.4.— VALIDEZ DE LAS APROXIMACIONES DE LINEALIZACION

En el contexto de reactores nucleares se habla indistintamente de
ecuaciones no lineales como aquellas que presentan un término no lineal
(ecuaciones no lineales en el sentido usual) y ecuaciones que, siendo
lineales en el sentido normal, presentan el ruido en forma multiplica~
tiva (ecuaciones no lineales en el sentido input-output (Gotoh (1975)).

Las ecuaciones (4.14)-(4.18) presentan ambos tipos de no-linealidad.

Las aproximaciones de linsalizacién se presentan pues de dos tipos:
aquellas que toman el ruido multiplicativo de forma aditiva y las que
sustituyen el t€rmino no lineal por otro lineal, Las primeras han sido
tratadas por Williams (1974) como un cierto tipo de aproximaci&n de
fuente equivalente. En efecto, si tomamos la ec. (4.21) sin tenér en
cuenta el efecto temperatura:

dw
—_— o N +f NV +
T \{ S

Williams supone que N fluctua alrededor del estado estacionario deter-
minista Wi =-S$/a y de tal forma que N = Nd +M(t) y la ecuacién

enterior puede ponerse como:

fiﬂ-: an + NLF

ol t (4.81)

donde se desprecian términos de la forma n§ . Entonces ha sido susti-
tuida una fuente de ruido multiplicativa por otra Yequivalente" aditi-

va (ver III.1). Es mas correcto tratarlo como una cierta linealizacién.

A continuacién vamos a estudiar tres tipos de linealizacioﬁes que
han sido extensamente utilizadas en sistemas generales Yy parti&ularmen
te en reactores micleares: a) Linealizacién usual, b) estadfstica y

4 s -
c) logaritmica. Como en el apartado anterior consideramos primero una
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ecuacién general

% = ooy + {82) 4(x)

para posteriormente aplicar los resultados obtenidos a un modelo con-

cretoe.

a) La linealizacién usual

Es la mis simple y mds utilizada en todo tipo de problemas, Supone
que el sistema se encuentra en un estado estacionario egstable de suer-
te que las fluctuaciones son tomadas en torno al punto determinista

estable fixay=o . De esta forma

X (t) = X + J€(E)

que sustituida en la ecuacién original y despreciando términos de or-
den ®¢), m>4y ’e‘“f ,M24 ; obtenemos la ecuacidén lineal

doece)  2f
Sl VIR e

(4.82)
Hacemos notar que implicitamente se hacen los dos tipos de linealiza~

ciones antes mencionados.

Fisicamente, la justificacién de esta aproximacién estd en la base
de suponer que la perturbacién (en nuesiro caso el ruido) 88 muy peque
fia y pueden despreciarse términos de 22 orden frente a términos del
primero. Obviamente esta justificacién es ambiglia y debe ser fundamen-
tada por otros medios, pues aungue la perturbacién sea débil ha& casos

en que las fluctuaciones son considerables (Zona critica).

Si tomamos la ecuacién (4.82) en forma de ecuacién de Fokker—Planck:

IP(%t) & /a8 3
Y w(%’fjm 3) M DFﬁ Ply.t) (4.83)
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donde Y =X X-Xa y la ecuapcién de Schrddinger equivalente pa-

8(xa) ~ " 3(xat) ’
ra las autofunciones:

4 6‘ " m ~
_pwl +[£(3 ) "5(‘7 ]w" )= A tont) (4.84)

se observa que la linealizacidn usual es equivalente en esta imagen a

la sustitucién de un potencial por otro de tipo oscilador arménico.

b) La linealizacién estadistica es una sofisticacién de la anterior.

Ha sido usada en sistemas mecénicos por Budgor (1976) y Matsuo (1978),
quienes demuestran su precisidn respecto a la usual, y en el contexto
de reactores nucleares por Kebadze (1975). Esta aproximacién b4sicamen
te consiste en sustituir la parte no lineal de la ec,‘%fi = Fg)+ §
otra lineal 1y dejando indeterminado el pardmetro L2 , que se?é fija
do a posteriori con la condicién de que la desviacién

§= LLFE -y (4.85)

sea minima. Si la fuente de ruido es Gausiana, &sta es una condicién
necesaria y suficiente para que el valor medio estacionario seé‘exacto
(Budgor (1976)). Es evidente que con este tipo de 11neallzaclon se op-
timizan los resultados de la anierlor, a costa de una mayor pero no

excesiva comp11cac16n.
En este caso el potencial equivalente viene dado por
" .
vy =[ Ly + 5 ¢ (4.86)

con la condicién <<(' F(4) - - fly)z:> minimo.

c) Linealizacién logaritmica

Ya hemos indicado anteriormente que una ecuacién con ruido mlti-
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plicativo siempre puede transformarse por el cambio de variable
Y= .%%‘;‘) = W(x) a otra ecuacidén en la que el ruido aparece en forma
aditiva:

dy _ 879 g

R TETY), (4.87)

Si en esta ecuacién utilizamos la linealizacién usual (a) obtenemos
otra clase de linealizaciones cuyo interés reside en que ma.ntiéne par— -
te del cardcter multiplicativo del ruido. En el caso particular de

g¢x) = x , la variable Y toma la forma M(X/Xa) y de agui su nom-
bre de logaritmica. Esta linealizacién Unicamente ha sido utilizada

en reactores nucleares y su relacién y fundamentacién con respecto a
las otras no es bien conocida., Su origen se debe a los trabajos de
Ackasu (1975) en dindmica y control de reactores y su introduccidén en

problemas de ruido neu‘trénicq es debida a Quabili (1979).

La linealizacién usual aplicada a la ecuacién (4.87), en torno al
punto Ya=o0,§( ¥(ya)) = 0 ) 9¢ P'CYa)) % O conduce a la ecuacién

para Y

}ng—
o WK

A Bviy)
= 3 ( gww))u y +§ (4.88)

que en imagen mecinica es equivalente a un potencial

SR A 5“’““‘)} R 8‘(‘?"(‘!)_} ¢ 2 _y
Vi) = “( 9”"“”)}54 +HD[W( SWW))VJ 1 (4.89)

IV.4.A. RELACION ENTRE LAS DISTINTAS LINEALIZACIONES

Vamos a utilizar la imagen mec#nica para establecer relaciones en-

tre las aproximaciones anteriores. Restringiendo nuestra atencién al
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cidlculo de valores cuadr&ticos y correlaciones, observamos que la
imagen mecdnica simplifica el problema al cadlculo del espectro de valg
res propios y de  hm = J ¥4) Paty) dy , de tal forma que la li-
nealizacién aparecers como una cierta aproximacién en el potencial
equivalente. En efecto si definimos  A{%)= ﬁ(w”%VE(FH% sabemos que
ld expresidn del potencial exacto viene dada como:

_ Ay . A
ven= A2 e 5 (4.90)

A partir de este potencial la primera aproximacidén normalmente uti
lizada en mecénica cuéntica es la sustitucién por un potencial de osci
lador arménico en el punto de potencial minimo, es decir en el punto
Yo tal que ‘

A'tse) , Al) AY) _ o
2D

X (4.91)

En su lugar las aproximaciones de linealizacién se hacen en torno al
punto determinista estable A(Ya)= 0 , luego un primer criterio de
grado de aproximacidén puede ser la diferencia entre ambos puntog

1Yo~ Yal . La aproximacién logaritmica consiste en tomar eﬁ la- ex-~
presién del potencial

A (4) 2 (Y- Ya) égﬁg‘l’)h '(4 02)

con lo que se obtiene para el potencial la misma expresién que en (4.

89).

Luego, de hecho, la aproximacién logaritmica no es otra cosa que
la aproximacién de oscilador arménico de un potencial. Estar4, pues,
Justificada cuando 1Y~ Yd) es pequefio y el potencial exac{o admi

ta como aproximacién el de un oscilador, para lo cual una condicién
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necesaria es que exista una parte del espectro de valores propios dis-
creta. La linealizacién usual conlleva cl problema de sustitucién de

una fuente multiplicativa por otra aditiva. Tomando g¢xJ= <X} y li-

x
. : . - s o (x-Xd)
nealizando como anteriormente, se obtiene para Y "Jx‘”—gou) 5 xd)

el mismo potencial que para la linealizacién logaritmica (4.84)

V)= L flsa) v [ 8]t 1 (4.5%)

Es dificil justificar la sustitucién aditiva q¢x) = §(*a) a partir
de la ecuacién exacta; se puede, sin embargo, justificar a partir de

la linealizacién logaritmica. Para ello tendremos en cuenta que el c&l
culo de correlaciones y valores cuadréticos depende exclusivamepte del
espectro en valores propios de la ecuacién tipo Schrtdinger y d§ paré-

metros de la formas

S By dy

Al tener idéntico potencial, el espectroc en ambas linealizaciones es

el mismo, y las funciones propias también. Lo qué cambia es YY)  que
en el caso de linealizacidén usual es X = §(X4) Y+ X4 y se correspon—
de al desarrollo en primer orden alrededor de X« del caso de lineali

zacién logaritmicas

X

X
) _LLQ ~ —-L‘ [ S .6..‘- ‘J" . —
4 =jx4 g0 fmdo { §(xd) + i) 32 (8‘°‘)X-t e j h
- (¥-x4) Ko )t =
- Tk oftemy]  =b (4.94)

=D X2 Xd + §(xa)y + O[]
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luego queda justificada si la linealizacidén log. lo estd, ya que en es—
te caso las fluctuaciones son pequeilass Y<<4 ., La linealizacidn esta
distica supone una optimizacién de la usual pero bésicamente no difie-

re en sus fundamentos.

Con objeto de remarcar las diferencias cualitativas vamos a utili-

zar un ejemplo que tenga expresiones exactas sencillas:

(-;—l-g:d\N-ing + §
dt

siendo § un ruido blanco de intensidad D . En la tabla (IV.1) vienen
expuestos los resultados mds significativos que pueden compararse con
los resultados exactos. El tipo de lineclizacidén de este modelo es de
paso de ruido rmltiplicativoe a ‘aditivo, y se ha elegido por tener re-
sultados exactos sencillos. Se comprueba que es suficiente para infor-

mar sobre el mecanismo de la aproximacidn.

La lincalizacidén usual y logarftmica ha sido expuesta con detallc.
Entendemos por linealizacién cudntica la sustitucién de un potencial

exacto por otro de oscilador arménico en el punto de potencial minimo.

La linealizacidén estadistica necesita una aclaracidn complementa~
ria. En rigor, se ha aplicado a'linealizaciones de funciones no linea-
les y no a la de ruidos muiltiplicativos; sin embargo, vale igual para
este Yltimo caso. El espiritu de la aproximacién consiste en sugtituir
el término multiplicativo § N por otro aditivo LN + § Na , de tal

forma que su desviacién cuadrdtica sea minima respecto al pardmetroSi:
b < weamotar <o

<EMD M <EW

9]
< v <M (4.95)

L =




Variable Potencial Origen de lineal, Espectro Funcién de correlacién
Linealizacidn o
p- N 2 - -
4= =5 Ulsy= &4 di g2 Yp=z0 , My=- Mez-ai | ()= _—{i e
Usualo
Linealizacién 2 (<40
e D) (d+D)? e S { 2. }F
estadfstica ‘S - U-Ag)d V(Y ) . (it.. T 37- gd =0, uo( = ‘(uuo) ¢ = "(CH’D)( (2 (d D)’- 4D
’ o2
Linealizacién -2-C
v a4 4 4t 2 : st e
g:ﬁa-& Vo) = & +.55 42 Y=o , M=-2 | =-ai s =
Logar{tmica )
< (ad-D) &
z. D
oo - —— €
Linealizacién 2 2 Nt (4D)
v ( (cl D), ((4-DJ3+4D) §,20, Noz- 2 Aez -0 C(Z).-———1 ¢
Cusntica Y=z L Yo vl®) = 4D ° P 0T D) ¢ &-D)
(A48} 2
. D ]
Solucién 4T 3 gt é Az -dn=DmY (2) =—"— 4- Zf{b e )
< b oy = & [aro e e
exacta
1
Tabla IV.1.- Comparacién de las distintas linealizaciones en un modelo exacto. E
1
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T'n nuestro caso £ se calcula exactanente utilizando la férnula

de Novilov de derivacién funcional (Novikov (1965))

N n MEN> g, 200
n=3D0-0 —75e = i (4.96)

A partir de los resultados de la tabla (Iv.1) se puede deducir que:

— Unicamente las linealizacioncs cudntica y estadistica presentan
correccién por el ruido en el inverso del tiempo de relajacién. Esto
confirma los resultados de Budgor (1976) respecto a la linecalizacién

estadistica y contradice los de Quabili (1979) respecto a la logaritm_:i;.

Cae
. 1
) . NED> ~LND o
- Cuando las fluctuaciones son débiles é”"?‘"ﬁ;" = 721D <<

todas ellas son vdlidas en el orden mas bajo posible, por ejemplo < ~l>nu1
3 + 1 by
es correcto en el orden cero en O,( < W> ¥ -,%ﬁ) y Ca)-am S €

al primerc. lias alld del orden mis bajo comienzan las diferencias.

-~ La mejor linealizacién es la estadfstica. La lihealizacién lo-

garftmica, en contra de lo dicho por Quabili (1979) no mejora la usual.

IV.5.- ESTUDIO DI NODELOS NO LINEALES CON RUIDOS DICOTOMICOS. FECTO
DEL_TIEMPO DE CORRELACION "

En el tratamiento expue‘sto anteriormente se han hecho dos hipdte-
gis que nos han permitido conseguir resultados analiticos; una de ellas
es 1la de ruido blanco y la otra suponer el acoplamiento lineal de ten—
peratura. Esta Wltima conduce a un modelo no lineal cuadrdtico valido
localmente alrededor del punto de equilibrio. Resulta pues in‘te?esa.nte
hacer un estudio mis general que, aungue no abarque el cdlculo E)xplic_g_
to de correlaciones, si se obtengan resultados cualitativos de ios

efectos antes omitidos.
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Para ectudiar el efccto del tiempo de corrclacidn & sustituircrios
el ruido blanco antes usado por un ruido dicotdmico con corrolacidn
exponencial < () fce)> = & exp {=(¢-9/{} | Asimismo, para estudiar
cl efecto de temperatura gobal utilizaremos las oxpresiones del coefi-
ciente de multiplicacién en funcidén de la temperatura a través de la
consideracién exclusiva del efecto Doppler sobre las secciones efica-

ces de absorcidén resonantes.

El ruido dicotémico es el Unico que permite la obtencidén de resul-
tados exactos en modelos no lineales y no Markovianos. El estudio més
general de modelos no Markovienos en ecuacionesvlingales serd traiado.
en un capitulo posterior. En el prasente, perseguimos unicamente un
anilisis cualitativo en modelos no lineales, por lo que nos resfringi-
mos al caso exacto con ruidos dicotdémicos. Antes de ompezar con dicho
andlisis debemos sefialar dos hechos importantes relacionados cdn el.

uso de ruidos dicotdmicos:

a) Como se vard mis adelante el uso de un ruido dicotémico consti—
tuye una primera aproximacién de un ruido general débil (V.BiQ(Primer
orden de aproximacidn en la intensidad del ruido). En estas condicio-~
nes los resultados obtenidos para dicho ruido podrdn ser una buena

aproximacién para cualquier otro.

b) En los métodos de diagnosis lineal por técnicas de ruido en
reactores nucleares se introduce el ruido test por medio de variaéio—
nes en las barms de control. De esta forma se pueden generar ruidos
aproximadamente gaussianos y de pequeilo tiempo de correlacidn. Sin em-—
bargo, las compliceadas técnicas que ello supone aconsejan el uso de
ruidos dicotdémicos por ser de muy sehcilla introduccién (Unrig (1970))

El poder extender el andlisis tedrico a modelos no lineales cuaiesquig
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ra, sugiere la posibilidad de usar cstas mismas técnicas para la dioag-
nocis y estudio de efectos no lineales de temperatura de gran importan

cia sobre todo en reactores rdapidos.

Como anteriormente, vamos en principio a utilizer una ecuapidén ge-
neral para despuds especializar los recultados al caso de reactores nu
cleares. Sea la ecuacidén general

dx
qe = foo m Tae (4.97)

donde ahora § es un ruido dicotémico de amplitud A , valor medio nulo

¥y corrclacidén exponencial del tipo
=Y (itt)

LE s> = o €

con V=4/{ el inverso del tiempo de correlacidn.

A partir de (4.97) se obtienc para la funcién de probabilidad
P(x,t) (K. Kitahara 1979) la siguiente expresién

t
o P(Xit)_ » ! - .
28D fog P - & 2 %<x)5:1& expf (V+%(@(x))(t-t’)}%( q(x) P(x,t)o

e /7

o

En el estado estacionario 2

|

=0 ¢€sta ecuacidn es ficilmente resolu-

o
o

ble, resultando para Re(x):
x
L (x) = N[-—_Jf"_)éar] exp [—(%’)Jd"‘ [4/(8cxy-ag0e) +

IS 4 Xt

+ /1/( f(x) + 4 3()«)}] (4&00)

donde N es una constante de normaliz acién.
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De esta expresidn se puede sacar la forma de la probabilidad y su

variacién con los distintos parédmetros. En concreto nog va a interesar:

- El goporte de la funcidn, es decir, el intervalo en el cual la

probabilidad es positiva. Vendrd dado por lags raicen
Fo(x) = fex) £ b gex) =0

La existencia de estas rafces indica que la variacién de x estd acota~
da por ellas. En el caso de que sdélo exista una rafz positiva, el so-

porte serd [ 9, ] , siendo 1, dicha raiz.

- E1 comportamiento de la funcidén de probabilidad en los extremos,

que vendrid dado por el comportamiento asintdtico de

-V F(a)- 4
Re(Y: +6x) » &X%| g }

- La popicién de méximos y minimos que se obtendrd a partir de

§ (xm) = (8/v) §(Xom) g KXm) + g BCXm) B Kum) —

_(4/1)}.5(’0\4); %’(Km)/ﬁ(xm) - 0

Utilizaremos en nuestros célculos el modelo cuadrdtico del efecto

ds tenmperatura ' 1

R

l

L LI VS LN
t

S

que es el usualmente empleado en los casos no lineales ¥ el modelo con

acoplamiento Doppler exacto

dv_ (2 ‘—-rs. UW)-4¢ N Ng 'S
L (R 4]y Fs
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con el propdsito de comparar y comprobar si un cambio en la forma del

acoplamiento induce modificaciones importantes.,

Los resultados obtenidos estén representados en las figuras (IV.5-

IV.10) que a continuacién interpretamos:

a) Definicién de regiones (Fig. IV.5 y IV.6)

Partiendo del comportamiento asintdético en los limites del dominio
de definicién de la probabilidad, definimos las regiones I, II, III

cuyo significado fisico es el siguiente:

I.- Regidén adiabdtica: el tiempo de variacidén del ruido ~ 4/) es
wmucho mds lento que el del sistema, de tal forma que éste siguc la va-

riacién del ruido.

II.- Regién intermedia: es un efecto de acoplamiento entre el rui-
do y el sistema que no apareceria en un ruido aditivo. En esta regién

el sigtema sufre oscilaciones asimétricas.

III.- Regién de ruido blanco: el ruido es mds rapido que el siste-
ma, de modo que entre una fluctuacidén y otra el sistema no logra recu-

perarse quedando en un punto de equilibrio.

La figura IV.5 representa un modelo cuadrdtico tomado como referen
cia 141 = 0,01, $P =:40°5,. Los valores positivos de ordenadés co-

rresponden a &« positivos y los negativos a & negativos.

El punto B es el doble del inverso del tiempo propio de respuesta
del sistema en @l limite de ruido débil 4 —0: B = 3(4*"%*)}%-
La anchura de la regién intermedia en el punto a=9 y representa
da por c, viene dada por (= ‘I[(“%é)%‘ Z-é)f]. Cuando el sistema se h:épce cri
tico: g > & » €l punto B se desplaza hacia 1; derecha B ¢ ‘-"—{f
¥y la anchura ¢ disnilinuye de tal forma que la regidn de trancicidn tien

de a desaparecer y el tiempo de respuesta del sistema empieéa a,;fser



Fig. IV.5 .- Regiones de probabilidades con acoplamiento cuadrético
(1l =0.04, STI' =10"%)

(S.Bg =10 4| K~1]= 0.04)
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dominado por M§ en vez de o

La figura IV.6 representa un modelo con acoplamicnto de tipo expo-
nencial. Se pierde la sinetria entre los resultados de « positivos y
negativos; el punto B queda desplazado hacia la derecha y la anchura c
disminuida para el caso supercritico (el efecto temperatura cs wis efi

ciente), -

Si el ruido fuera aditivo & se hubieran linealizado lag ecuaciones
dnicamente se encuentran las regiones de tipo I y III separadas por la
recta V/a =B (recta con trazos en fig. IV.5). La aparicién de la re-
gién II y la dependencia de las regiones con la intensidad del ruido

es, pues, un efecto debido al cardcter multiplicativo del ruido,

b) Forma de ln probabilidad (Fig. IV.7 y IV.8) -

La figura IV.7 presento la forma de las probabilidades en las difg
rentes regiones peora un modelo cuadrdtico con X = A = 0,04, es de-
cir, en un caso supercritico., Las funciones con un solo maximo w= 0,05
y ¥ = 0,1 (Regién III) pueden ser subdivididas en otras tres regiones
segin que 1la pendiente en cada frontera sea infinita (¥ = 0,05) o cero
(v= 0,1). Estas regiones no han sido representadas para no complicar
innecesariamente las figuras. La figura IV.8 presenta lo mismo ﬁaré el
caso suberitico & = -0,04 La diferencia esencial, aparte de la posi-
cién de los mdximos, estriba en que en el caso subcritico en la re-
gién IT no aparecen probabilidades con méximos y minimos relativos,
siendo %a forma de la probabilidad completamente distinta. En el caso
supercritico domina la frontera superior y en el suberitico la infe—

rior.

c) Posiciones relativas de méximos y minimos (Fig. IV.9 y IV.10)

Representamos para el caso supercritico (Fig. IV.9) y subcritico

(Fig. IV.10) las posiciones relativas de los miximos y minimos para
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e V20 - R,= 3.1 1073
e y=005 Ro= Q.02
-.— y=0.02

—— »=0.005

Fig. IV.7.- Forma de la probabilidad en cada regifn (supercritico).
(sn=10%) | 5
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Rp= 3.1 1073 - p<0.05.
—— Ya0.02
— . }=0.005

Fig. IV. 8 .- Forma de la probabilidad en cada regién (suberftico).
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A = 0.04
I‘( ’,' ‘ - —— —— -

R, : Y

0 ()
— A= 0,001 Ro= 0.06 ‘Ry= 4.1 1072
=~ [\ = 0,004 Rp= 0.05 Ry= 3.2 107"
me-= A= 0.01 Rp= 0.02 R,= 3.16 107>
—.—D=0.014 Rp= 0,012 Rq= 9.07 1073

Fig. IV.9.- Posiciones relativas de méximos y minimos (caso supercrftico)

(sn=10%)
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' -
1
vl
'omin.
! l o = 0,014
: |
]
|
:' max.
o ‘ ""
' ,' —— . - .
o [ /
RI .| " Z / 1 N Y
0 2 4 6 8 1]
—— A=000t Ro= 0.04 R,= 0.3 1074
— - A=0004 Rye 0,03 Ry= 1.99 1073
e AZ0.01 Ro= 3.16 107 R,= 4.87 1074
A=0.014 Ro= 9.78 10"4‘{ Ri= 8.38 10f'4

Fig. IV.10.~ Posiciones relativas de m&ximos y minimos para el caso subcritico.

- (sh=10"%)
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diferentes intensidadec del ruido en funcidn del inverso del tiempo
de correlacién. Se puede observar como ecn el caso suberitico (Fig. IV.
10) no se cruzan nunca méximos con minimos, mientras que en el super-

critico (Fig. IV.9) existe una regién en que sf lo hacen.

Es de sciialar que la zona IT no apareceria cn un andlicis lincal.
Su anchura crece con la rclacién 8/4 hasta ocupar una zona importante
para & =0, luego estd en relacidn con la regién que hemos llamado de
dominio del ruido. El hecho a destacar es que explica perfectamente la
asimetria de lns oscilaciones andmalas que aparccen en los reactores
de agua en ebullicién y que no pueden ser explicadas en la teoria de
Ackasu (1961). En efecto, si suponemos que el rcactor se encuenira cn
una zona ligeranente subcritica y con ruido inanso(las fluctuaciones
cuyo tiempo de relajacidén este en la zona II producirin oscilaciones
fuertemente asimétricas. Este hecho no ha podido ser explicado porque

no puede aparecer en las tcorias linealizades uéadas hasta ahora

(Williams,1974).



CAPITULO V:

ESTUDIO DE MODELOS NO MARKOVIANOS EN REACTORES NUCLEARES
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V.I. INTRODUCCION AL ESTUDIO DE NMODELOS NO MARKOVIANOS

En los capitulos anteriores se han tratado temas de tipo funda.ental
en los que principalmente se desea obtener resultados cualitativos. No
es de extrafiar que se halla usado ruidos sencillos como son el ruido blan
co y el dicotémico. En el capftulo tercero y, para mantener la unidad te-
m&tica, se han introducido brevemente ruidos generales que pueden servir—

nos como predmbulo de un estudio a fondo como el que aqui pretendemos.

En un reactor nuclear, cuando se desea calcular parémetros o hacer
un diagndéstico por técnicas de ruido, sé han de utilizar ruidos realistas
con un cierto fiempo de correlacién y no necesariamente ¢éaussianos. El es
tudioc del tratamiento aproximado de ruidos generales en modelos de'reactg
- res es de suma importancia envtodas las aplicaciones précticas, cédlculos

de pardmetros, extraccidén de propiedades dindnicas etc...

Como se ha dicho en el capitulo segundo al hablar de la modelizacién,
un estudio completo incluye los efectos espaciales y de acoplamiehto; sin
embargo,en un amplio margen de aplicaciones, para ruidos de carécier glo—
bal (Sheff 1967), se sabe experimental y tedricamente que los modeios pun-
tuales reproducen con bastante precisién los resultédos reales. Los fené-
menos de acoplamiento débil permiten considerar los ruidos como externos.
Resulta pues facil de comprender dque modelos puntuales con ruidos’éxter-
nos reproduzcan muy bien los experimentos cuando el tratamiento tedrico

es adecuado para reactores a potencia cero 6 a potencia con acople débil,

En este capitulo vamos a estudiar modelos puntuales .con ruidos gene~ -
rales externos haciendo hincapié en el cdlculo de momentos, fluctﬁaciones
relativas, tiempos de relajacién y correlaciones en el estado estéciona—
rio, por ser las magnitudes estadfsticas mds utilizadas enblas aplicacio-
nes. Hacemos notar que la linealizacidén en el sentido multiplicativo-adi—
tivo (IV.4) ha sido el tratamiento cominmente usado por los experlmenta—

les. Como ya ha sido visto en el anterior capitulo,cuando la fuente de
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ruido es muy débil y lejos del punto critico tal aproximacién es vélida.
Un tratamiento mds correcto que el de linealizacién ha sido objeto de va-
rios estudios muy interesantes pero no exentos de errores que discutire-

mos posteriormente.

La mayorfa de las veces los tratamientos mencionados son una transla
cién de métodos usados en otras disciplinas como en cinética quimica, pro
pagacién de ondas, mecénica, etc.., . (Quabili 1979). Los modelos de reac
tores presentan una complicacién respecto a los mecénicos al tratarse de

|

ecuaciones no homogéneas.

De entre los trabajos mencionados destacamos como importantes los de
Williams (1971), quien estudia ruidos Gaussianos en ecuaciones unidimen—
sionales por métodos directos; Gotoh (1975) con ruidos Saussianos por mé—
todos funcionales; Quabili (1979), ruidos generaleg por métodos de cumu-
. lantes y por fin Saito (19798 con ruidos Gaussianos por métodos de deriva

¢ién funcional.

Los trabajos mds recientes, Quabili y Saito, tienen errores concep-
tuales que serén tratados con detalle. Todos ellos calculan bien valores
nedios estacionarios y correlaciones con ruido blanco. El célculo)correc—
{0 de correlaciones para ruidos no blancos es muy reciente: Chaiuferdi
- (1982) por técnicas de cumlantes' para sistemas sin fuente, Hérnandez—

Machado (1983) por derivacién funcional,

V.2.REACTORES PUNTUALES SIN NEUTRONES RETARDADOS

Comenzamos el estudio de modelos no Markovianos consideranda el ejem
plo mds sencillo posible: un reactor puntual sin neutrones retardados. Co
mo ocurre en los andlisis de estabilidad este modelo se suele emﬁlear pa;

ra extraer informacidn cualitativa, en nuestro caso nos va a ser de utili
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dad como referencia para comprobar la validez de modelos més complicados.

V.2.A. SOLUCIONES EXACTAS CON RUIDOS GAUSSTANOS DE CORRELACION EXPONENCIAL

Es muy til disponer de soluciones exactas de modelos sencillos pues
como remarca Saito (19804 a propésito del modelo puntual con ruido blanco:
"Eg la referencia con la cual la validez de cada método aproximado es con
sultada". Sin embargo el uso del ruido blanco no es adecuado para compro-
bar modelos no Markovianos por lo que es necesario disponer de soluciones

exactas para modelos sencillos con ruido no-blanco.

Alternativamente, un ruido Gausiano es mds general y nos proporcio-
na situaciones mds realistas que los ruidos mds simples como el dicotémi-
co y el blanco. De hecho, el ruido blanco es un caso particular del Gau-

.siano.

-~ En el contexto de reactores nucleares, el ruido gausiano ha sido
usado por varios autores; Saito (19804), Williams (1971), Gotoh (1975), y
con varias técnicas de aproximacién. Sin embargo soluciones exactas en
modelos sencillos han sido \Unicamente publicadas en trabajos muy recien-
tes por Saito (19804, quien calcula \nicamente el valor medio, y por Ro-

driguez (19834) calculando valores cuadriticos y correlaciones.

En este apartado exponemos los resultados exactos antes mencionados

gue nos serdn de utilidad en comprobaciones posteriores.

Tomemos el modelo puntual sin neutrones retardados descrito por la

ecuacidn

AN _ ooy ¢ feovaye s
At 4
(5.1)

donde f;ﬂ) es un ruido Gaussiano de correlacidén exponencial:

4&@&M>:%”@WWQ (5.2)
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Ko-4 (1) _ -
Yy =- E (signo opuesto a Cap. anteriores), Tomamos el ruido de esta
forma para qué en el 1imite te —°o &® reproduzca el resultado para el

Tuido blanco:

-4?‘}({) 0N = 2 D &(&-t)

Una solucién explicita de (5.1) es

N(E) :Ltolo exp [ot‘m et 5}%‘“’}} $ <5.3)

donde suponemos condiciones iniciales nulags N(0)=o0.
La funcién de correlacién estacionaria,directamente a partir de (5_.3), se-

ré: <ot (¢-9) l-o\(e'-'f)
“ I

' ¢t
cgrf daf dof
< wey sy, = cen = S A0

PUN

d do £ 8elu) Set
o_xp{u; J“Jdv<?«(“)§‘[0)>+21; u.° B/ xv)>

4 d«/ o < ?«(u)swaﬂ (5.4)

. donde hemos hecho uso de la propiédad Gaugiana del ruido.

|
Sustituyendo (5.2) en (5.4) y operando se obtiene
~Ro(B-D ¢+ )
L)) jdofdo ¢t e {9(@”2 )4)+ f{e 4)
-8( ‘M‘:-ebo)(i +€ )j 43/30/44 . @ se(3-0-2)~ 25

exp {823 ) 2 g (%) +5(¢71) 9(‘“;)(1 e/
- §(1~ ééo)( 6‘”," é"’)j (5.5)

(1) En este Cap. tomamoso¢de manera que siempre sea positivo en qondicio-

nes de estabilidad con objeto de unlflcar la notacién y comparar con otros
trabajos (Saito 19804A)
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D - ot -1
donde oo = *- “g J $= %-,_9 s A= ke y hemos considerado una senci-—

1lla particidén del dominio de integracidén.

A continuacién presentamos la solucidn de estas integrales por medio
de funciones confluentes., Obtenemos para las correlaciones
" g™

Clay=§* ) L2

. -am & -
(i‘ en\t)M»M. o N B (‘MJi,dO(\\)’
“p M!,\"("“l—)

- RPRFTS S
Py (i, magrae & -8) @y (mig, mit - &, maz J(d': )
SR

~do & e‘ S . 2’< S .

.. E.Y
g (1- €%) 5 - §(4-€ )J + 28t € w5 Niml

(15 €28)7 B (mrsy dedl) | B(mia,2 (% §) &)

Gy (s, mis+ (- Z) &lo2g(€%y).

- - (5.6)
&4 (do/,\) Mtq rdo.Nb, ¢ €4 a).
Y para el valor cuadritico medio:
L e
o> =2 EE Bl d’) B (mit, 2 (- Z)00Y),
ST mzp M)At <
@1 (M41,M+i + <o ‘\‘1/ "S) . ‘ (5 7)

Py (med, meg +2 (do- O/e2) 84 -4 €)

Donde 6 J P, ) @e son las funciones beta y las funciones confluen~

tes de una y dos variables (Abramowitz 1972 ), definides en seriés de

potencias como:
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(5.8)

o
. _ By (dIM‘_L--(—?»);r‘— XM’. le
@2. (o\‘ P, ¥ J X ‘J) - ac,;;:.) (3)»«044 "“!’“!

Siendo  (d)., = oL (A g) (1) .- (= m4d)

Es interesante considerar las situaciones que ocurren cuando se to-
man distintos tiempos de correlacién, pues luego servirén de comparacién
en modelos complicados. Vamos pues a suponer que el ruido tiene una inten
sidad éonstante %z < 2d ¥y que el tiempo de correlacién toma todos
los valores posibles. De esta forma, el sistema es siempre es‘tabl_e para

L N> ,< M5 y se puede suponer cualquier valor del tiempo de coi‘relaf-

cidén.

a) te—p y el limite determinista. Tomando A —» O en (5.5)

el efecto del ruido desaparece y la varianza y correlacién son:

C(2) = £ M) = sta™

b) Desarrollando las expresiones anteriores en potencias de £ y to-

mando el primer orden obtenemos:

. =g A"‘ -4 ¢
gt D/e* °f 1o f_ 24 :

— — i g —————— e + S kY 2 T +
() = o ! (o= Pp1) ' T et 4 (4"

. (m +2A 2 (Ao~ Dfet +4) (‘uda! 4o ) éoz., 2
T +

2 (o td) (o +4) (o = Ypr) (2(do-D/et) 4 ) o

+ ‘/, A -do + Z(do‘ D/(l)do - («,o _{‘\)(‘ -/4o+6)5 (5.9)
I ACRTY) do (2(4a-D/e% + \)(do- D) (< +2) )



como posteriormente veremos, ésto esta relacionadc con aproximaciones ba-
gadas en los cumulantes de Van Kampen. Cuando el ruido es d6bil Yer << A
cubre una amplia regién de interds fc << ,QE; . A partir de (5.9) se

obtiene la primera correccidén en el tiempo de correlacidén del ruido blan-

- -4 .
Yot L A ;
co, vélida cuando fec << O e, te

SZ. . D/_el—- —Oloéf SZDtc — (__{ e
c(2)= 3 {i * o DIeY) € { aF “o(o‘b B) %o (5.10)

._éff.._.-..__ }
- aqs (da" D/(Z)

- )( ao tc) (5.11)

olo (o~ O/

7 NS =

Esta aproximacién esta relacionada con técnicas de derivacién funcional

desarrolladas por San Miguel (1981).

c) te-po = d—> © , limite de ruido blanco. Tomando estos limi
tes en (5.10), (5.11) se obtienen los resultados para el ruido blanco?

ey ~dp 2
S'l {i " D/(’ AT, e }

e = gF (482 (5.12)

LIy = e | (5.13)

que coincide con lo obtenido por diversos autores,(Williams (1971), Saito

(1980 4),

V.2.B. RUIDOS DE TIPO "VIBRACION" CON EFECTOS NO MARKOVIANOS.

Hemos visto en el capftulo II que existen dos tipos genera.leg de rui
dos de caracteristicas muy diferentes. El que se ha estudiado antériormeg
te es de correlacién exponencial y representa muchos procesos glo?ales.
También son muy importantes en reactores nucleares los ruidos que‘i se. ori-

ginan por vibraciones de barras y estructuras (Williams 1974). A gontinug
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cién vamos a hacer un estudio de estos ruidos cuya correlacién es
[t-1
< B (1) B (0)> = % con wo (4-t). &xp (~ = ) (5.14)

El método usual de tratamiento es linealizar la ecuacién, con ello se
pierde el cardcter multiplicativo y por lo tanto parte de sus caracteris-
ticas, Nosotros vamos a utilizar una aproximacién vé&lida para tiempos de
correlacién pequefios. Como veremos, en esta aproximacién se conser?a eli
cardcter multiplicativo del ruido, observando diferéncias notableé con

la aproximacién de linealizacin. Tenemos especial interés en hallér los
efectos inducidos por el color del ruido y la frecuencia de vibraci&n pro
pia de la estructura, sobre todo en cuanto a estabilidad se refiefe. Uti-

' lizaremos un método de derivacién. funcional (San Miguel (1981)),

a) Valor medio

Supongamos un modelo sin neutrones retardados representado por la
ecuacidén (5.1), con ruido Baussiano tipo "vibracién" cuya funcién.de co-
rrelacién sea (5.14). Para el célculo del valor medio promediamos respec-—
to al ruido la ecuacidén (5.1):

L S U +4%‘~’> +S
dt | (5.15)

Yy aplicamos la férmula de derivacién funcional de Nov:.kov (1965)

“ g ME)
< §¢‘< A)> jéﬁ((*) ?x( )> ( < ? roy (5.16)

) SN (L)
La funcién respuesta ’g"g:(:) en este caso sencillo se calcula exacta-
mente (ver V.3.a), siendo

e S ¢ sA(€-2) f (v)
SNtEy . by /[do £ ‘?’\P;f ___,-d’ ) -
& €x(a) £ £

l
~

A..)_(ﬂ - _()S__. (+-u) [i+ O(d(t'-u))+ 0((}3/;?;: (f—u))l (5'17)
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donde hemos despreciado términos, que debido a la presencia del ruido en
(5.16), van a dar contribuciones en la ecuacién (5.15) de segundo orden
ot , '

71.

Utilizando (5.17) en (5.16) obtenemos:

| o(_é_”fﬂ):_ A <A 48 + 4»_},/2&4“(} §(u)> - fﬂ(w(i u)df/\‘“’lu))
oAt e o o (5 18)

en dte Y

cuya validez estaré garantiza.da,lde acuerdo con lo anterior, cuando

ot << 4
(5.19)

%1 t, <<d,
i Quando % < q (sis‘tema. estable) la primera condicién implica la segun-
da., Es importante subrayar que la validez de esta aproximacién no condi-
ciona en absoluto a la frecuencia de vibracién w, . En el resto de este
apartado se va a utilizar la misma aproximacidén cuya validez vendri siem—

pre dada por (5.19) por lo que no insistiremos en ello.

A partir de (5.18) se calcula el valor medio estacionario ¥y se en-

cuentra la expresién

s[4- 0'4;%'“]

< ML =
. AT - O/¢- (5.20)
Dyt )

oon O SIS O3 T ek &)

Estudiemos los casos lfmites; cuando Wotc. << 4 y s decir el pe-

riodo de vibracifn es mucho mayor que el tiempo de correlacién, el efecto
de la vibracidén es minimo y se tiene: |
s [1- O%er t‘-_]

LD L=
o A- D/€v (5.21)
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En el caso contrario w, te®>{ , el efecto de la vibracién es aprecia-

ble y llega incluso a amular el cardcter multiplicativo del ruido («- 3‘)»4

o 4 |
L ND ¢ = d [4"“0((1 wff&]’ ' (5.22)

en el sentido que ahora la estabilidad para el valor medio viene dada por -

A>0 ,envez de (- %) >0,

En general no es dificil observar que < M2+ es menor cuanto mayoxr

es w, , concluyendo que el efecto de la vibracién es siempre estabiliza
dor, tanto mds cuanto mayor es wo. |
b) Valor cuadritico medio y fluctuaciones relativas .

Si aplicamos el método anterior a la ecuacidén para N(t)

A WU) __ya w425 M) + 25 bey?
dt I

{eniendo en cuenta que ‘ghora la férmula de Novikov se aplica sobre

Z €)M comos

<?-<“) ot > f<?"”) feliy> < ssNe(:i; > A (5.23)
“ $w A
= aj L Ee(e) blu)S < N(E) m( )>

obtenemos para el valor cuadrdtico medio la siguiente ecuacién:

t ' .
d 400> | a4 < MUE) S 42 S <MD ‘f/pfdk(é) Sic (0) > du <HCY),

dt

— 15 jeu-u) < §el€) Fe(w)> . Au (5.24)
L2 o

donde se ha utilizado (5. 17)’y a partir de ella tenemos en el estado esta

cionario

e e o b b

N>
5T (5.25)
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y para las fluctuaciones relativas a partir de (5.20), (5.25):

£ WDy = £ W o /‘ [i- b (A D/C?),]

S = 1 =

P (u&— (5.26)

Para los casos limiteg se tiene

_ O/e? - -0
W b, << 1 ‘ $ = a("?o/fl [i e (4 A’L)—]

_ bser T4 s teot ]
W, ke 25 1 s = 0(“-’.11 te

A partir de estas expresiones se ve que lag fluctuacioncs son menores
cuando Wo t¢>> 4. La estobilidad aumenta cuando tc (Wo)  crezcan si
wo be ecd (%hv)d.) « En la figura V.1 representamos las fluctuaciones
en las siguientes condiciones: tomamos B = 10 'jque €s la vida neutrénica
en un réactor térmico estandard, 'i:omamos A =0,1'S‘lo que equivale a.una
reac-bivida,dgm.ld'fy t = 1, de esta forma nés encontramos en la regidén de
validez de la aproximacién: dt, << y representamos las fluctuaciones
en funcién de Wo para tres valores diferentes de la intensidad del
ruido %= 0,04; 0,015 0,001, La conclusién :as que las fluctuaciones decre
cen siempre con “p creciente. El efecto de la vibracién es por lo tanto

estabilizador con Wp creciente.

c) Tiempo de relajacién y funcién de correlacién

Siguiendo con el mismo procedimiento multiplicamos la ec. (5.1) por
M), elet promediamos respecto al ruido y con la aplicacién de la

férmula de Novikov, que ahora se escribe:

¢
£ B (4) M) MY D :J;< §lt) be(w)S L MiHY §’:’{:z> du -+
‘:l
« LS P . (5.27)
tf, <8l s> < wa. SREIS
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&(w,

* \ 0, = 0.04 & o

\ g = 0.01 et 4

\ p, = 0.001 AR

=041 4*
N\ O;: =4 5
\ \\ €=
] N
0.06 T A
N
~ ~N

4 \ ~ 0
0’02“ ) \

\ ' I — D"

; ; ; : ¢ 55

2 4 6 . 8' Wo

Fig. V.1.~ Fluctuaciones relativas en funcién de la frecuencia propia.

E.S(w) r
S&
Wou =3 v E=1O—1
1 Wor =10, E=1
R Wo3 =20, E=1
012 T | !
o
.
0004 r* :
l'.\
4 8 12 — = *

Fig.V.2.- Densidad espectral para distintos valores dewo.(°l=0.1,9;=o.01,tc=1)
eL
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y sustituyendo SS(,"{,( segin (5.17) obtenemos la ecuacién para < V(1) N(('J>

t

{ : - oe

c(dnf:}ﬁf")) oo LI NYNS ES SRS 4 ﬁ/o Zhel) Sic (W) du <oEIME)D
t o .

6’
t ) L Sule) fut)d A <M (5.28)

1

+ <
- .,%/(M)zs';(q Siw)S> cmtydu - % /(aq) & $ ) Sid o) du KN D
(] . ‘0

En las aplicaciones interesan sobre todo los parémetros en el estado es—

tacionario por lo que ‘tomamos, como usualmente, las correlaciones estacio
parias ‘ '
| c(%) = C(t-¢) = ,et‘/'nq L U(e‘.fa)")((.l)> ]
fpt-’m
(¢-t')=06

L(6Y = C(6)- < M35 | (5.29)

y definimos para lograr mayor compactitud en las ecuaéiones:

lo(8) = C(G)_(-lfcso

D&z o

£o(0) = L(0)[dkx0o
bk:zo

I e (5.30)
Dt -0

2 = 4 ”1' ol
<N >o >/DQ=‘:

EN, = ) N/a&:,

Pe=0 .

Con estas definiciones y operando en (5.28) se tiene para <& (&)

. ' -6/t
d(8) =~ L(6) + ¥, () +% 46 e

& (5.31)
(w0~ wote denBuo) ¢ §(4- D_(f> <N -
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donde hemos despreciado el Wltimo término de (5.28), ya que sus contribu-

ciones a <(®) van a ser de segundo orden en %{. y ‘9[ t. . Por la mig

ma causa utilizamos en el Wltimo término de (5.31) &(®) en lugarde <@©)
| El tiempo de relajacién es uno de los parémetros que mds im-

portancia fisica tiene. Viene definido por

/:o(é 0(8) N(O)Dyp —~ < n)d6 L9 41(0)},,

- e e e e e -

Ce = < - AN>; Z(°) (5.32)

donde j;{ }w representa la transformadé de Laplace.

En reactores nucleares no se ha utilizado esta definicién debido a
que en los odlculos linealizados el tiempo de relajacién coincide con el
determinista (en nuestro caso G ) y por ello seiide;rtifica el uno con
el otro. Sin enbargo, como ya se ha dicho, cuando se mantiene el éaré.cter
multiplicativo del ruido éste influye en el tiempo de relajacién. Este
hecho ha sido visto en el Capitulo IV en el estudio de las diferentes li-
nealizaciones (IVJ4).

Calculando a partir de (5.31) la transformada de Laplace y reagrupan

do términos obtenemos una expresién compacta para el tiempo de relaja~

cién

. 4 ¢!
te S 3o 720 ' (5.33)

Cuando wo aumenta el tiempo de relajacién disminuye, ya que

Y = b (-3 ) (4 rwhed)™

-1
y 0'z o(4+wit)) disminuyen,

En el caso de ruidos débiles D. << ¥y para los casos limites se

£ o
tiene para €
tp(wotcces) » —i— + te = td 4 1,
Er (wobe>>1) ,i- b, = b -k
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donde vemos que los efectos de color .aumentan o disminuyen ¥y (comparan
do con el resultado linealizado) dependiendo de la frecuencia de vibra-

cién, Para ruidos intensos, como es légico, el tiempo de relajacién difie
re mucho del determinista, y los resultados que se obtienen por lineali-

zacidn no son validos.

Estudiemos por Wltimo la funcidn de correlacién y la densidad espec-
tral. Resolviendo la ecuacién (5.31) y reagrupando hasta lograr una expre
sién compacta obtenemos para € (&) @

~td~ 07 9
L(8) = e )

(A~ D/t@
Llo) + 06‘4/06 e (1-@%616

-8B/, ~(°\-°/g.: o
‘16‘.<u> € tpw (1~ € )) -+
. - (A=) O .
57 )+ 4%76 34)

+ ZD’& Wole  pey wed [d.’a ¢
et 4ol

Para ruidos vibratorios es més interesante el anflisis en frecuencias que

en tiempos por lo que calcularemos la funcidén de densidad espectral:

‘w 2 1~ N ,
$(w) :K«z‘/s) &7y = SO0 PR [_":L:E&’i)

(h- Yr) (4= (&~ G (44w /13)

et

4+ (weto)v & 4+ (wts)*

Chpf AR Wk i (ore)! )] (5.35)

y analizaremos su forma.

En la fig. (V.2) representamos wa)/se para W2 O |, Basicamente
es la suma de dos Lorentzianas una de ellas centrada en W=o0 de anchura
aproximada (A= D)p?) y ¥ la otra estd centrada en wazwy . Para

wt 1S4 1a Primera curva solapa a la segunda por lo que no seré fa-

cilmente observable en un anélisis experimental, Para (o' 5 =>4 la
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segunda curva empieza a destacar claramente por lo que su observacién em—
pieza a ser posible. Hacemos notar que tomando el segundo orden de aproxi
mac_ién en (5.17) se puede predecir, por la estructura de los términos,
que aparecerd una nueva lorentziana centrada en < %% .bEsto ha gido ob-
servado experimentalmente (Lucia (1973)) y su explicacién tedérica ha sido
basada en consideraciones de tipo espacial (Pazsit (1977),ver Cap, II.24)
Spge:iﬁos aquf que también contribuye a la formacidén de dicho pico el con
giderar efectos multiplicativos., Un anélisis de la contribucién de estos

efectos se realizard en futuros trabajos.

' V.3. REACTORES PUNTUALES CON INCLUSION DE NEUTRONES RETARDADOS

Cuando se tienen en cuenta neutrones retardados las ecuaciones de
evolucidén son al menos de dos dimensiones y los métodés de solucidén se
complican respecto al caso unidimensional. En primer lugar vamos a revi-
sar los Wltimos trabajos realizados eneste tema para, tras percatarnos de

los errores, desarrollar y aplicar nuGros métodos.

V.3.A. REVISION DE METODOS UTILIZADOS. VALIDEZ DE LA RELACION CAUSAL.

Las ecuaciones estocésticas en modelos de'feactores puntuales con
ruidos multiplicativos no blancos han sido estudiadas recieniemen?e por
varios autores usando bdsicamente dos tipos de métodos: la aproximacién
de Bourret (Quabili 1979) y métqdos funcionales (Saito 1979@} Debido a
la complejidad del problema no Markoviano, es necesario estudiar §uidado—
samente las hipStesis hechas en las aproximaciones. Esto ha sido hecho en
un trabajo reciente (Rodriguez 1983c) donde se demuestra que la hipétesis
de causalidad empleada por los autores anteriores no es vélidé cuéndo se

trata de ruidos externos no blancos. Entonces, con el uso de esta relacién,
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una parte de los efectos no Markovianos no es tenida en cuenta y los re-

sultados obtenidos pueden ser erréneos.

a) Validez de la relacién causal

' Consideremos en principio un modelo sin neutrones retardados para
demostrar que la relacién causal no se cumple. La ecuacién es la misma

que en (5.1), y el ruido considerado también.

. Es conveniente para futuros anilisis introducir la funcién de Greenv

del problema concreto:

A GCLD) | o pres) + kD 6(4s) + S(+))
£

At (5.36)

Una solucién explicita és:

ﬁ t '
p) = H(t-0) exp {-o (€0 4y %0 o
G(62) = H(e-0) £xP { ) *'4 3 j (5.37)

donde H(+-) es la funcién de Heaviside.

Entonces se obtiene para N(t) la misma expresién que en (5.3) ahora

en términos de la funcién de Green:

. ‘
V() = -6 (é.l:.a) No'+L°do Gt ). 5

(5.39)
donde MN(&) = Mo es independiente de el ruido. Si se supone que S eé ‘
constante el valor medio <M viene dado por: '

_ +da
2pn) =< st b+ Sf B Loan>
‘ ® (5.40)

Guando el ruido es Gaussiano y de correlacidén exponencial se obtienen re-

sultados exactos (Saito 19804), (V.2.4).
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A continuacidén vamos a usar estos resultados para estudiar la vali-
dez de la relacién cauéal. Esta supone que cuando t = 4 el valor pro-
medio de < (%) ”"V;lr es nulo, esto es, que existe causalidad
entre la entrada $«(¢) ¥y la salida ”({b . Se va a demostrar

que esto es falso, para ello vamos a calcular explicitamente:

t
LS (yme)> =5 | do LS (€) 6e)n>
x (t) > -foa K / > (5.41)

Aplicando la férmula de Novikov obtenemos !

Z () 6[(.’,0)>’:-J‘u0lu <§;(€/fz(%)>< &d;:)o> 52

donde la derivada funcional se calcula fécilmente usando:

I (u)[ "P/ N7 B0w)do ] 2 Z ”"i{, i (5.43)

con  A(%) = H(E-8)= U (5-2)

Entonces obtenemos

8 6({' 0) H ! M( - 6
§Selw) -1 (b decere (5.44)

'y de (5.41), (5.42)

4y U . .
<tyoy = 5 [ Al <t saplemns o

Obviamente esta expresién es diferemte de cero cuando §;LO €s un
ruido no blanco. Si queremos obtener el orden de magnitud de este término

supongamos que el ruido es del tipo exponencial (5. 2). Sustltuyendo en
(5.45) se obtiene:

e oo 5
£ 5 () weps = St € [(a-o/{z)(auh (% ).] (5.46)
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lo cual indica que en la correlacién este término va a ser de orden tc y
si buscamos correcciones al ruido blanco, debe ser considerado (Ver V.3.

A.c)
b) La ecuacién para el valor medio

" Para nuestro sencillo modelo es posible encontrar una ecuacién exac-
ta -para <N». Comparando esta ecuacién con la obtenida usando diferentes

aproximaciones, podemos estudiar su validez.

Con el fin de obtener una ecuacién para < N> tomo valores medios en
la ecuacién

d_£rad_ ZnN 1+ L 553,) N(n> + S
A | ¢ / (5.472)

1

usando como siempre la férmula de Novikov y las funciones de Creen se pue

de tener una ecuacién para el.valor medio exactas
- t
4 o
dé_g_) —_ o LN ¢ Lﬁfbd“ < f““? €l ))] <N -
¢ Z, . (5.47 v)
" f‘“"‘”' (‘("’)‘OL‘*“ ZEWfmN +S

i

8i suponemos que el ruido es gaussiano de correlacién exponencial g

~(t- ‘o) &

0(__3,:3‘ = —dLuud + Bt € apwd> S -
‘ f o & ) éloué;-%) (44,9 _
= 2 el k)

Sw)le - (A-Opr) (¢-4y) - (5.48)
~0E a4 € )+ o(t2) fz}j

(d-tc)
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Tomando FERR y :jlt ‘—"">~”0, se puede obtener el valor medio en el estado

estacionario

_ oy
R P [ 4- o te y O((Z) e)J

a2 0/et (1 vette) (5.49)

Este resultado coincide con el obtenido por Saito (19804k

-~ Comparamos ahora la ecuacién exacta (5.47(3) con la obtenida por
Saito (1949B)hsando la relacién causal.

& N(4)

§ §ic(wy

cién causal de tal forma que obtiene:

Saito supone que es proporcional a Nu) y usa la rela-

L \\S _ H(bw LMD _ (t-u)
€

S S ) T (5.50)
Entonces la diferencia, al orden mas bajo en D, entre el resultado

exacto y éste es:

S . ($-u “ ~a(u-v)
VAR R - (’/ {fm \ 2 [,[{{..u) € )S_ </‘f de €
~ 55‘((“) y 6;’&“‘)} £ "=
ft t
W < N
SN [y By L J/,’jafo" E(') S () -
(4+ jv"" "e“‘>()«. M S>3 A A e ). (5.51)
~d(t-4) 1 ~(t) /b
—~  fltuw) © sk { (b Rt (g€ )
’ €« daste
gp* b ‘
Esta diferencia cs, pues,del orden TR en la ecuacién para <Mt >

Concluimos que el resultado obtenido por Saito es valido solamente al pri-
mer orden en D, Por consiguiente no sgré. vdlido cerca del estado crftico,
ya que si 9;1 rd, (%)zf& ~ % t, ,que es del mismo que las correccio-
nes no Markovianas consideradas por Saito. Por lo tanto la conclusidn ob-
tenida por Saito de que los efectos no-Markovianos son equiva.lentgs a

considerar "pseudo-precursores", no seri valida cerca del estado eritico.
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Como se verd mis adelante, V.3.B.c, si nos acercamos suficientemente al

estado critico fpuede aumentar cuandot, aumenta.

— Analizamos ahora la aproximacién usada por Quabili para obiener
valores medios. Este método estd basado en las aproximaciohes'de Van Kam-
pen (1974 y Baurret (1962), usadas frecuentemente en ecuaciones diferen-
ciales homogéneas en el contexto de la Meclnica Estadfstica. La generali-
zacién incluyendo un término fuente ha sido hecho por Quabili y otros
(1979), pero como veremos, sus resultados son erréneos en los términos
no Markovianos. Estos autores consideran una ecuacién diferencial de la
formas

AX_TA gAY K5 + T
ae 7 (5.52)
Usando la aproximacidén de Bourret obtienen una ecuacién integrodiferencial
(Ver ecuacién (5.68)) para <X (> , Para obtener una ecuacién diferen-
cial sustituyen < ¥ (20D  por:

- e

L R(e-g)>x € L RD>

Ty

(5.53)

y el efecto de la fuente y el ruido es desmpreciado. El efecto del ruido
- es del mismo orden que los términc':s despreciados en la aproximacidén de
Bourrst. Sin embargo, el efecto de la fuente es del mismo orden que el tér
mino no Markoviano retenido y no puede ser despreciable, Para verlo explj_
citamente presentamos la ecuacién diferencial para .(.)57%) cuando el

efecto de la fuente es inclufdo:

» o g ~ A3
& £XB> i ocaany g [ A€ AE LE(9E (9> cxly> 4

A&
—— o — ﬁ& = : :t -ﬂ&-’ w———
FS~f 42 A € A <EWEy>[47 €7 g

(5.54)
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Si consideramos shora nuestro modelo sencillo, la ecuacién (5.54)
se corresponde con la (5.48) despreciando términos transitorios (t-t5) > te.
Egta ﬁltima,(5.48),proviene de la exacta tomando la aproximacién

Le(uhy ¥ explr(e?) - (5.55)

Entonces (5.54) es buena aproximacién cuando 9;% <<4 | El orden del
¥ltimo término en (5.54) es agf . Cuando A y ¥ conmutan el segundo tér-
mino en (5.54) es independiente de tc, y en este caso el término no Mar-
kovianc proviene dnicamente del dltimo, como ocurre en nuestro modelo sen
cillo. Sin embargo, si K:y ﬁ:no conmutan, aparecen términos no-Markovia~
nos en el segundo término de la ecuacién (5.54). Estos términos han sido
obtenidos por Quabili (1979) (ecuaciones (60), (61)) y son de orden

Q?f aR> %? S . Sin embargo, éstos y el dltimo término de (5.54)
gon del mismo orden, y no podemos despreciar el efecto de la fuente en
(5.53). El punto esencial es que, en lo referente a la fuente S, el segun
do y el dltimo término en (5.54) son del mismo orden, por ser ~X> = O(s)
La ¥dnica razén para despreciar el dltimo término podriaser su carfcter
no~-Markoviano. Entonces el resultado de Quabili es inconsistente, debido
a que toma en cuenta t€rminos no Markovianos despreciando el dltimo tér-
’ mino de (5.54). Otra forma de ver esta inconsistencia es considerar la
ecuacién (5.53) en el estado estacionario. En este caso es claro que (5.
53) no es valida al menos que z = O porque .<Xx2>, es constante, Te-
niendo en cuenta el efecto de la fuente obtenemos

i3 A(t-2-0)

t-3
o N ~n > o —-‘ 4’ 6"»’ e
LRSS ¥ € L X(xy) L (5.56)

lo cual es una identidad en el estado estacionario, cuando el efecto del
-~ = e )
ruido es despreciado, esto es: .4fk:%r ¥ -H S . Ahora si consideramos

efectos no Markovianos 2 = O(t.) (ver ecuacién (5.54)) y entonées no
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podemos despreciar el efecto de la fuente.
c¢) La ecuacién para la funcién de correlacién

El mismo tipo de términos provenientes de la fuente, que hemos consi
derado en el apartado anterior, han sido despreciados por Quabili en la
ecuacién para la varianza y la funcién de correlacidén. Pero otro tipo de
términos, correspondientes a la correlacién £ K(¥)N(4) D (+>t) s han

sido también despreciados debido al uso de la relacidn causal.

En primer lugar obtenemos una ecuacién exacta para la correlacién
para nuestro modelo (5.1). Después, comparando esta ecuacién con la obte-

nida por Quabili, analizaremos los dos términos mencionados anteriormente

Sea la ecuacién para la correlacién

d < P(&) N(e :-s.é&IJHJNH‘) + 1 e ) MDD 4 S )
= )RS >+ 2 L k)0l M) (5.57)

Usando ahora la férmula de Novikov como en (5.27) y sustituyendo

¢ -
% NG? ¢ _ /’- “le. v - At L 6(EN) N(y}
ne )>§T = 5 AEw) [énumw)ar S/L‘ )”

N $E
t L4 (5.58)
py) S A g (2| ] et L6k e €l
< )8&“«)91"6'(‘) LL /el />'

en la ecuacién resultante, obtenemos para la correlacién en el estado es—

tacionario:

d t . - el /’ rt
T LRONE) | = - LN Ny o [f,., du <ty K(u))]‘“(*}/\)w)}“_ -
_(I

2t
e f;’ < <hile) e [ 4 'Jj;’*" LEEN 649> + (5.59)

' t
. Sz (‘ . f "1 ] f
+ .?:Lot« <K{4jg(u)>ladoiob L6600 G(éj’)j) 13 "/'N)ST‘
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Esta ecuacién, para nuestro modelo sencillo, es exacta.

Son pdsi'bles varias aproximaciones en ella. Despreciando el efecto
del ruido en 6¢( &%) ,(en5,57 , 558 )y Gk, 00 v H(t-9) “’f’i—“ “"")}
(ver ec. (5.37), obtengo la ecuacién aproximada

{ . \
- . “ \ It IIZUN
3@{ 4“(‘) N(f‘){}r:~d\<’u(t) ”(t|)>’r ,"}i[l‘n JK\FK(()ﬁ‘( )/J nit) J/H’

£ ¢ o (t-2Y
e CEOFD A € LW 4
: (5.60)
~al¢ |
e f 4/: )\ ?(()U(e) L S ;-:\/>ST
donde hemos usado la férmula de Novikov:
[eal y |
§ A8 <E i@ = P/(t'—u)j Ayt L6 (€S =
) P
| (5.61)
ob PR VE VIR w LY M ‘,))\\_
St K(w)\ < - - - < o
jp - e 2= éfﬂ-lu) )sl s 1

La ecuacién (5.60) es la que se deberfa obtener por el método usado por
Quabili cuando la relacién causal no es utilizada y el efecto de la fuen-
te es tenido en cuenta en la evolucién de <N> desde %' hasta t (ver dis-

. cusién despuds de ec. 5.53).

Sustituyendo el valor de la correlacién obtengo la ecuacién (5.60)

en primer orden en gltc.

ek
t.
i",_e < N(U) N(lj>r o {‘**D/('l)‘__ U('t')N[»() - _i_o/el

. o
LTIV ey

~ et /e '
2 ¢! _Spset o, s?- _(1- et (5.62)
@-o/¢2) (14 ) ve) ek

+
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Esta ecuacidn es valida al primer orden en tc y D, es decir para rui
dos débiles, (thlc“‘~i , O/(ett)<csd, Con ella sc obtiene el resultado
correcto cuando términos de orden (E%Ql.gi son despreciables. Esto se
puede verificar comparando con la solucién exacta (V.2.A). La validez de
(5.62) es la misma que la ecuacidén obtenida por Saito (1979B)para((N>.

Hacemos notar que en la ec. (5.622 el término proporcional a

gltelee , Proveniente de < K(¢) MlEY>(r | contribuye al orden tc
a la funcién de correlacidén, que es del mismo orden que la contribucién

de el término debido al efecto de la fuente.

Considerando el sistema (5.52), es posible obtener una ecuacién simi

lar a (5.60):

= - = ;’: - ";:i\i/ ‘
3‘; <X Ky =i +f dz A € A <,§(é)_€(e-a}>f.
o x __
< XY K (e)%, —]J%Ae ’?(*)?(H)>jdze TR +

e - ~ . P——
da A € S < f (1) X 4 S X
+./b ¢ k ) 3 (5'63)

donde ;ZT.signiﬁica transpuesta, y hemos usado el mismo procedimiento se—
guido por Quabili (1979), pero teniendo en cuenta el efecto de la fuente.
Estos autores han despreciado también el +érmino éfgtt) S s T  asUe-
miendo la validez de la relacidén causal. Analizamos ahora el orden de es~—
tos téminos. El tercer término de la ecuacién (5.63) es el ®ltimo de
(5.54) multiplicado por < X%, . Entonces, su orden es ég'é;‘:i?:irﬁ

Aot Oga b . En la ecuacién (5.60) el término correspon—

diente es & D/ te (1 + )" (ahm 9@1) - Para el cuarto término de (5.63),
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puede hallarse su orden usando la férmula de Novikov:

,¢| ) P S /\,T( {\) ' v
< B (®) >-<T('4‘)>“ :Ld“ < é)““) 'iM) S Sedm A T

: & - .
. éle"-‘//fc du (&({j é"_(u}>l. A <X
“o0

-

-jr (5.64)

donde hemos sustituido el valor de la correlacién, (¢ ¥ t') s ¥ hemos ob-
tenido la funcién respuesta al orden mas bajo en tc (San Miguel 1980).
- e 10 - [et]/t,
Entonces, el orden de este término es 5,.?,{ < LRDN¥S 2
Hacemos notar que el t6rmino correspondiente en (5.60) es
1
1D é.lt-tl/éc_
o

[ot (= D) (44472
Asi pues, la contribucidén de ambos términos a la funcién de correlacién
es de orden ' ©%,i, como ocurria en (5.60). Sin enbargo, existe una di-
ferencia entre (5’.63) y (5.60). En la ecuacién (5.63) W y X son matrices
que no conmutan, y hay también contribuciones no Markovianas del segundo
término de la ecuacién que no aparecen en (5.60). Estos términos si son
tenidos en cuenta por Queabili, As{ pues, la densidad espectral calculada
por estos autores es incorrecta a menos que tc = 0, debido a que es incon
sistente considerar un término de’orden 8792,',1 t. gy desprecia.r los otros
dos que son del mismo orden.

La validez de la ecuacién (5.63) con diﬂ) ;Z'JAT dado por (5.
64) viene determinada por Oi-f <23 , .%;‘ << d ; es decir para rui
dos débiles. Concluimos diciendo que el mismo tipo de inconsistencias apa

recen en los cdlculos para las varianzas realizados por Quabili (1979).

El andlisis efectuado en este apartado indica dos hechos importantes;
el primero es que el estudio de modelos de reactores no-Markovianos no ha

sido realizado correctamente hasta shora y el segundo es que se debe tener
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muy en cuenta el ﬁxecanismo de la aproximacién efectuada y su grado de va-
lidez. Nosotros hemos hecho un estudio en detalle del orden de aproxima~
cién utilizado e incluso para ello nos hemos referido a un modelo senci-
1lo resuelto exactamente. Estamos ya en condicioﬁes de abordar el proble-
ma con neutrones retardados. Utilizaremos dos aproximaciones: la primera
ha sido estudiada anteriormente en V.3.Ab (ver ecuacién (5.54)) y se basa
en la aplicacién de técnicas de cumlantes (Van Kampen (19760). Su vali-
dez viene dada por 95;_ tezed s lo cual indica que para ruidos débiles
(Gaussianos o no) el tiempo de correlacidén no tiene que ser pequefio. La
segunda utiliza métodos funcionales y es véalida en las condiciones

ate << 4, %éf é‘f . Basicamente es la utilizada en el apartado V,2.B.
Ahora se generalizara el método a varias dimensiones y se aplicard a mode
los de reactores con neutrones retardados. Fisicamente la validez del mé-
todo significa que para ruidos Gaussianos con tiempos de correlacién meno
res que los de evolucién determinisiga la aproximacidn seré justificable,
InSistimos en este aspecto pues es importante darse cuenta que en esta
aproximacién podrin estudiarse ruidos intensos, lo cual no es posible por

métodos de linealizacién.

V.3.B. ESTUDIO DE NODELOS NO MARKOVIANOS OON TECNICAS DE CUMULANTES

La utilizacién de estas técnicas en reactores nucleares ha sido ini-
ciada por Quabili (1979). Como ya hemos visto en el apartado V,3.A las |
inconsigtencias en el tra;hamien*to de Quabili aconsejan replantearse el
problema. Como una primera aproximacidén al mismo, hemos realizado‘ un estu-~
dio para el valor medio aclarando las inconsistencias de Quabili y sacan-
do conclusiones interesantes que expondremos a continuacién. Ya ha sido
dicho en V;3.A que Quabili parte de una ecuaci6n,integrodiferenq§ial para

el valor medio (ecuacién de Bourret) y realiza el paso a la ecuacién dife
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rencial (@cuacién én cumulantes de Van Kampen) utilizando la aproximacién
(5.53). En principio las ecuaciones de Bourrct y Van Kampen son del mismo
orden de aproximacién, pero sus resultados presentan diferencias notables.
Vamos a estudiarlas por separado; en primer lugar la ecuacidén integrodife
rencial y posteriormente la diferencial. Esta Wltima es la usada erronea-
mente por Quabili por lo que nos detendremos en su andlisis. Por Wltimo

compararemos ambas y expondremos nuesiras conclusiones.

Antes de comenzar con el estudio propiamente dicho conviene detener—
se en el andlisis de los modelos utilizados. Como se ha visto en el Capi-
tulo III existen dos tipos de modelos de reactores punxualés con neutro-
nes retardados y rui.do paramétrico. El de Saito (1979B)supone que el rui

do aparece en las ecuaciones de neutrones y precursores en la forma

p oz Kel8B)d A ﬁ“.“.?zf_ﬁ‘ﬁ) NeY) 4 S
4

" (5.65)
Z = (;‘,’ ke N4 3 f.m) Nl - Q¢

El de Quabili no considera la existencia de ruido en la ecuacién para los
precursores. Eﬁ (1113 vefamos como con nuestra imterpretacién més preci-
ga, considerando el ruido a nivel de la ecuacidén nuestra, cada uno de los
~ modelos correspondfa al caso de ruido en los coeficientes de fisidn o de
ghsorcién. A continuacién vamos a ver que cuando el efecto de neutrones
refardadoa no es despreciasble ambos modelos son equivalentes. En el caso
_contrario no serfa necesario usar la ecuacién para neutrones retardados y
ambos modelos coincidirfan en su descripcidén unidimensional, Para que los
neutrones retardados tengan efecto se ha de cumplir que [4-«¢) sea del
mismo orden o menor que(®, por lo que X% ¥4 , Entonces al exigir estabi-
lidad % £ h-%1=03 | por lo que f’g Eolt) < % w {’Ziﬁ y el
efecto del ruido en la ecuacién para los precursores es despreciable. Es~

te sencillo anélisis es lo suficientements significativo como para afir-
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mar que en las condiciones de efecto de neutrones retardados ambos mode-
los son aproximadamente iguales. Es posible comprobarlo explicitamente
comparande resultados en ambos modelos. Para no complicar excesivamente
la exposicién no expondremos dichos cllculos.

Por otra parte Quabili utiliza un cambio de escala en el tiempo haw
ciendo ﬁQ = qé?' « Nosotros preferimos mantener la escala inicial
pues bajo nuestro punto de vista el anélisis fisico de los resultados es

mis sencillo como veremos posteriormente. Utilizaremos por sencillez el

modelo de Quabili de tal forma que nuestras ecuaciones de partida serén:

Nz -l N 4 35%9 N 4ac 48

L Bk - ac (5.66)
- €
con =z 4248
0
En forma matricial (5.66) se escribe como (5.52) con
= - = A = 4 o
M= ( A=%
’?_i(_o - o a
£
(5.67)

a) Ecuacién integrodiferencial

La ecuacién de Bourret ha sido aplicada a sistemas mecénicosg en los
que normalmente no existe un término fuente (ec. diferenciales homogéneas ).

La generalizacién al caso de reactores nucleares con *término fuente puede

hacerse utilizando la técnica de proyectores de la misma forma q@e ha si-
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do hecho por Terwiel (1974) en el caso de ec. homogéneas. Cuando la fuen-
te es independienie del ruido se obtiene en el primer orden de aproxima~-
cién una ecuacién sencilla. A partir de (5.52) se obticne:

dX . H = +f00> €8, (»> Bopf A A X(5) 4 S,
dt

(5.68)
con ﬁ, 3 y"fé dados por (5.67). Resolvemos ahora esta ecuacién calculando

primero los amtovalores de M:

ey Ehaa)t (2 )]
Ny = =5 T (5.69)

2 2.

(5.70)

con
L (ar M,
AT AN pe 4 ~EL
Q = (5 ‘(9/ Z hlﬁ é . N it e s .
k NN [ -4 em) . | (5.71)
4 1 (wo/e

Efectuando, se tiene para los valores medios

d | 1
,.22’3 T END FALE> 4 S + _— jolbéﬁ(*)ﬁ(“))

Coaen) €% ooy N) c"‘“ °)j (5.72)

d<e> o p .
‘«,lﬁ - ?' ‘l(p CA)> - A<_C>

Tomando la correlacidén de tipo exponencial (5.2) obtenemos para el valor

nedio estacionario:
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S
< N - e e b3+
g (of - Boiy)- - L(‘c‘\i._’.’..--.. ) (5.73)
A Cvon Nt (W b

Los valores propios N, ¥y NL han de ser siempre negativos para asegu

rar la estabilidad del sistema determinista. En el limite de ruido blanco

te » 0 ge obtiene el resultado correcto. A partir de (5.73) es inmedia

to ver que cuando el tiempo de correlacién crece el valor medio disminuye
obteniéndose en el 1fmite 1< =2 © el valor determinista Ne = '—3‘

La aproximacién es pues coherente para todo valor de tc. Diremos por lti

mo que cuando el ruido sea dicotbémico la ecuacién obtenida y sus resulta~

dos son exactos (Shapiro 1978).
b) Ecuacién diferencial

A partir de la ecuacién (5: 68) Quabili pasa a una ecuacién diferen-
cial haciendo < = (£-2)D v é" < X (1) > . Se ha analizado esta aproxi
macién en V.IIT.A, llegando a la conclusién que Quabili desprecia térmi-
nos que deben ser tenidos en cuenta. La ecuacidn correcta que se estudia~
ré en este apartado es la (5.54). Vamos ahora a resolver esta ecuacién de
la misma forma en que lo ha sido la integrodiferencial, Los téminos ex-

ponenciales que aparecen en ella serdn en este caso:
— M;% N “NI & o -

€ o -—-—«1 = -€ :::'i
l Ny 2 R -Ne? R
o < o e

:«aé =
A é = A

Dl

obteniéndose para el valor medio las ecuaciones

(,télu‘) . £ \
ik e LMD F AL >f~s+£,”m&511> >+£i3¢ C>H'D55j

(5.74)
dE> . Py, cwd - n o>
d¢ T
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con

L apko Aot )]
L(n FA) f((‘MfL) 1 e d.t-()\fu M)t A+ (MYt

(e k) - CadN)
Lt (M- )r)t L+(M-N)t

= [(c\-d\) -

3 A My N

R ST J—
No() 4 (#-N3) b)) N‘(iHN-N“)Q

. 2 ,
l‘D - i{\ "N:)?" . (f\ "'A,:l.) . (”I. V\) ( - (S’f_&_- + A“[},? .
1~ N‘ bg 1N ¢ 14

Resolviendo (5.74) en el estado estacionario obtenemos para < N
D (A M) (t\.fx,,)’-_ PERLT mP Lavak] .
<N/?r=5 [ 1 +_mﬁf TR WM LA () b M0 B

-4
Ko  (MAN) + (N =N T . B Ko (KN ¢+
+e‘\~?»f 4,1”();“.)‘2 M(d /K‘) (% B (4 ¢ [5+76)
) M) .

En el 1fmite de ruido blanco t<>0 | se encuentra la expresién correcta

0 s
T T (a-2w)- I (5.77)

’ en el primer orden del tiempo de correlacidén obtenemos:

IJ> - .g [i.. % - ,f‘z" /e‘ ,i
e T~ =
Tl ¢ wogs- (5.78)

La expresién (5.76) es la obtenida por Quabili (1979) si exceptuamos el
factor que multiplica a S, que como se ve en (5.78) es de orden [1- %‘-5_]

L

lo que confirma el andlisis efectuado en V.3.A. Este factor disminuye el

valor de < MO ¢ por lo que los resultados de Quabili presentan al
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reactor con més inestabilidad que la correcta.

Para el an&lisis de la estabilidad estudiamos el denominador de la
expresién (5.76). De acuerdo con las ecuaciones (5.74) <WNAr serd fini

to cuando se cumplas

(A+el)t
S Dy 1t g2 LA j
w) Hl RTRAIS (5.79)

El segundo término de (5.79) presenta un minimo para

{’:u"l i} (d*(\_)“_ [-4-1 S (1- (M- )/l) > _j

2
(N‘-/‘f\,)l (“?A)
< ", ~i
y se hace infinito para ¢c = (AN~ Ni) . La regifn de estabilidad
v ' M
aumenta para te < to y dieminuye para € >k hata llegar
o -
a anularse para fe¢ - 6$ . Para ¢z (d40)! se obtiene la misma re-

gién que para el ruido blanco, aungue. £AD es menor debido al numera~

dor en (5.76). Estos resultados contradicen los obtenidos con el método

integro~diferencial. El problema radica en la aproximacién (5.56) que pé;g.

mite pasar de una ecuacién integro-diferencial a una diferencial. En esta

sproximacién se incluye un factor que crece con el tiempo ya que se toma

el movimiento determinista hacia atris. Roerdink (1981) ha estudiado este
! <

problema en general obteniendo el mismo resultado para & ¥y una estima

cién del orden de los términos despreciados en (5.54). Bl resultado deo-

muestra que ahora el pardmetro que debe ser pequefio es —» ).i M- ”‘H] 2
en vez de sz: . Utilizando (5.69).obtenemos la condicién

i %
Db g - (i)t ¢*] e
X

donde hemos usado (4-6) = Y4 (\("( ,5« )((‘ +a)" | 8i los neutrones retar-
dados son importantes, £ 21 por lo que fc no podré ser del orden

de (& +°l)"i. para que la condicién anterior se cumpla. Por consiguien
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te la validez del método diferencial queda limitado en este caso a b
.no muy grandes .. Concluimos que el método integro-diferen—

cial tiene una regidén de validez més amplia que el diferencial.

V.3.C. ESTUDIO DE MODELOS NO MARKOVIANOS CON TECNICAS FUNCIONALES

Realizamos a continuacidn un estudio paralelo al realizado en V.2.B.
a partir del modelo definido por las ecuaciones (5.66), mediante técnicas

funcionales, Nuevamente la validez vendrd dada por (5.19).
a) Valores medios

Para el cé&lculo del valor medio promediamos la ecuacién (5.52) y
aplicamos la férmula de Novikov: ‘ ‘

ZE )X > j <) St > L fg:;:i > i (5.80)

Ahora el cdlculo de la funcién respuesta es mds complicado pero no supone
diferencia esencial respecto al caso unidimensional. En el primer orden

de (t-%) se obtiene (Hernandez 1983B) .

bll

8 XTh - EK?E)"”"‘);):Eﬁg ﬁ?—ﬁ§;j1- ).
é?x(w) (5.81)

Considerando el ruido Gaussiano de correlacién exponencial (5.2) y susti-
tuyendo (5.80) y (5.81) hallamos para el valor medio la siguiente ecué,cién

d <> _ fFems +5 4D Alex> <ot A A<®> ipt AAA <>
A€ (5.82)

= -

En nuestro caso con ﬁ, S, K, X dados por {5.67) y en el estado estaciona—

rio se tiene:
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B K,
= Z€ .2 N
éc>‘r A >XT (5.83)
r ¢ Ak /
pt, - P e
< W2y = KS 0 Ziifztc 1k _ O.

gque coincide con (5.78).
A partir de (5.84) observamos que cuando #-v recuperamos la expresién
sin neutrones retardados. El valor medio disminuye siempre que A o te
aumentan lo cual quiere decir que ambos efectos, el de neutrones retarda-
dos y el de color del ruido son estabilizadores (al menos para el valor
medio). En efecto, la regién de estabilidad:
4—:—5’) %‘){ [’1‘ tc% l’(o_]

¢ (5.89)

aumenta siempre con @ o & crecientes.
b) Momentos cuadrdticos y fluctuaciones relativas:

Para el cé&lculo de los momentos cuadriticos utilizamos 1la ecuacidn
vectorial (5.67) separando cada componente, De esta forma se obtiene para
los productos X:(¢) X;(t) la siguiente ecuacién

dﬁ;ﬂ = (ff)?‘j‘. X; '*‘(ﬁ )Er)) X 48 X 45 %
€

+E() (AR X, 16ty (B ), % (5.86)

Promediando, utilizando la férmula de Novikov ¥y sustituyendo las funcio-
~nes respuesta por su aproximacién en el primer orden de'(N*) (5.81), 1le-

gamos a las siguientes ecuaciones para Cey '15 Cu=< WD, ¢z :<uc>) fn-‘“‘)j
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. Dby
Cn = (M +te ?P; Hu) o f(”"l +H, *%) € “"["‘"'z - Df% Hﬂ.)‘n‘f‘ S(i '2"7'.‘.) £C>'
. 20 .

CH = a (}1” l‘ 28/"3) (ll +2(M2 - ’l:é% {:‘;'I‘/{‘l C‘Z 1{"2 S(.i-. ?‘l EC)N N’\)

(5.87)
<’."” = 2 M Ga +2 My Lo

Para los valores en el estado estacionario se obtiene a partir de este

dltimo sistemas:

%‘ - -
x/'ul>1- SéNRf(ni%,é.@[i- 6‘ "'% 6‘%,IQH;'),.
< T - :

Pyfh-15)- 4 & 4o

3

3%

o (5.88)
-0 2w ?DE bo( +a= ) A /‘71-1,] '
con
Ay s ( 4’;” +a - e)
LAk, ak 2D | e (5.89)
Hz-( - ! -?‘"'%;)-r\%‘*o Hy

El parémetro a considerar en las aplicaciones précticas suele ser la fluc

tuacién relativa que a partir de (5.88) vy (5.84) se calcula obteniéndose:

SN = 4~’~>-—<~>"
Z T

= By (4 +tB,) (5.91)
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donde B, son las fluctuaciones correspondientes al ruido blanco y B,

las correciones debidas al primer orden en el tiempo de correlacién, cu-

yas expresiones son

(5.92)

: N
B, = 2 w(dr B2 k) (41 of( 1542 ) -

(5.93)

<y

s B B (e BB w)E AR - Y)
e

La expresién de las fluctuaciones para ruido blanco (5, coincide
con la obtenida por Quabili (1979) (en este caso su célculo es correcto
ver V.3.A). Es f4cil observar a partir de (5.92) que las flu ctuaciones
orecen cuando A crece (el tiempo de retardo es menor), y disminuyen cuan
do » crece (el mimero de neutrones retardados es mayor). Los neutrones
retardados estabilizan pueé el sistema cuando su retardo o su‘fraccién.es
mayor. |

El efecto estabilizador del color del ruido puede ser visto a través

del comportamiento de /8, . Analizando el signo de ié%‘ se observa que
para los valores posibles de /> =0, 4) siempre es negativo y ﬁg(6=m)40ﬂ

indicando que las fluctuaciones decrecen cuando el tiempo de coi?elacidn
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6 /> aumentan (esto ocurre para cualquier valor de A ). Nuevamente obser-

vamos el efecto estabilizador del color del ruido.
c) Tiempo de relajacién, funcién de correlacién y densidad espectral

Partimos de la ecuacién (5.66) en la que tomamos la componente Xv(t)

y multiplicamos por X;(+tY (4> ¢)
d XX (AX): ey ( A XY Xa(4) £+ 5o XY
4t (5.94)

Siguiendo con el método, promediamos esta ecuacién respecto al ruido,
aplicamos la férmula de Novikév, y sustituimos en primer orden de aproxi-
macién del tiempo la funcién respuesta por (5.80) (Herndndez 1983A°).

Haciendo
£5(8) = Z‘c,,{o) =4~(s);wo)>; Ly (8) =2M )t} Cuyl0) :g_ae);wo)))'
J Ga(8) = <o) }

podemos expresar la ecuacién obtenida por:

d‘-";"‘é‘{"&') = H:'K CK,’(&) 'f’Sg'é-X.)‘) +% ‘JCM n‘tf (e; - ({Dz' Z\C
— 2 &hom Auc Her Crj +2; e Ain tue her <15~ (5.95)

— Dt Boa A S <> 4 55 OPl- D) Aok B G
A igual que en (5.29) definimos i (0) = L Xo(6)Xp(0)> ~ <KD € XD

y para las correlaciones &y, , <24 obtenemos:

¢u (e) = (Hll +-/pé1) ‘[II ’/’M?.(l‘ 2,[’% {C)éf—l +—2,D2' '?)‘P{”.b)/éc) 5:“

£o(8)~ My & +Hn oy (5.96)



-186-

Para el cdlculo del tiempo de relajacidén operamos como en (5.32):

-‘(;5{ ‘f"}a

._t :' R and
r <, (0)

y después de un tedioso pero sencillo cdlculo obtenemos

_ 2+t Ay
te = o T (5.97)

[} X
siendo tr el tiempo de relajacién debido a considerar ruido blanco

( tc=9 ), cuya expresién es

e Ho
to = 4 7:%“ A+ Lo
&% .. (5.98)
e e*

y Ai la primera correccién de color que viene dada por

-1 -
(L+%¢ X At) 0 NET,, B 4
Ay s —— = [(d~ Bt - /ﬂ)‘ [i-i'e"‘o Ay

= ¢
(‘* - %‘ < - Bz'z)l

L 2B By A%‘ ,;/b-k; FI,”‘J (5.99)
£ Y4 .

I3 . - o
Analicemos primero el término de ruido blanco fr ., Es f&cil de ver
que tr disminuye cuando A aumenta, es decir cuando los neu'trones son me—

nos retardados. > aurenta cuando /3 aumenta, esto es cuando la fra0016n

de neutrones retardados amnenta.
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En lo que se refiere al térmi e correlacién,
va a ser siempre positiyo salvo que estemos muy cerca de la zona critica
en la que el término - 7;!2* Ko 0¥t en (5.99) supere a los otros
dos términos positivos. En esta regién el efecto de color no serfa equi-
parable a la existencia de pseudo-precursores, por lo que los resultados
de Saito (19798) no se pueden extrapolar al caso de una zona muy cercana a‘

la critica.

Estudiamos por Wltimo la densidad espectral que se obtiene como la

parte real de éﬁ»{ ‘f“wa . Despyue's de reagrupar términos tenemos:
stw) o =X (xtB) 4 . a0 B) 4
Cule) Xy -Xe (WEXY) X - Xp | (wrrAl)

¢ s, o0\| J S
+(1;737é'l} d"zko’?)lljr‘e ‘ “”]j

[:Mua)m-éxw‘) o (x4d) (K- tew?)
(K-%)fwr 4 X)) (XK ) (% ywi)

con !

—(é +a- %) #[a-a */et) *"L"\/ K"(j~ ?P{ Q)JL

X' 2z P g e o e T ST

! 2

[B = Ni+p- %7)”' +e2 ke i

[0 -2 )(sp % ml)- 2 (aa-9e2) 7]

En el limite de ruido blanco & -» 0 1a expresién (5.100) coincide con
la obtenida por Quabili (1979). Si analizamos la forma de (5.100) se ob-

serva que va a ser la suma de tres lorentzianay centradas en el -‘punto ce—



-188-

-~

. . Lol
ro y de anchuras proporcionales a #i ,-<., & . En la zona w«s €&
dominan los términos de anchuras Xy, Xg sin embargo en la zona

- -t . . .
w 3 b los tres términos son del mismo orden por lo que la contribu-

cién debida al color ser4 apreciable. En la fig. (V.3) se ha representa~
Sl )
Lulo) !
cierto tiempo de correlacién. El efecto del tiempo de correlacién es per-

do para un caso de ruido blanco ¢€.-0 y para otro con un

. =l
fectamente apreciable en la zone ‘v b .
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4 S(w)
{’4:!‘(0)

10-1

10-2

103

Fig. V.3.- Densided espectral con efecto de color
- - - -1
az4.4 2, %:0-04 ‘4‘, e~f3’<o4, Az 0,045



CAPTTULO VI:

ESTUDIO DE PROPIEDADES DE TIPO ASINTOTICO EN REACTORES NUCLEARES
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En el estudio de las fluctuaciones en reactores nucleares el célculo
de valores medios, cuadrdticos y correlaciones ocupa un lugar importante
en cuanto a sus aplicaciones précticas (técnicas de diagnosis y sepguimien
to del emtado del reactor). Ya hemos visto que para su obtencién no es ng
cesario el conocimiento de la funcién de probabilidad y que exisfen apro-
ximaciones que hacen posible resultados analfticos ain en sistemag comple
jos. Existen otro tipo de propiedades y paréumetros estadisticos de consi-
derable interés préctico que exigen un mayor conocimiento de la fuhcién
de probabilidad & que no son fAcilmente calculables por linealizacién u
otro tipo de aproximacién. Dos de ellos, la probabilidad de~extinpi6n y
el estudioc de fluctuaciones en la puesta en marcha del reactor tipnen par

ticular interés en la teorfa de reactores (Williams 1974).

Este tipo de problemas ha sido estudiado en modelos 1ineales! en sus
origenes por Frankel, Feynman y SchrSdinger (ver Williams (1974)); poste-
riormente, en trabajos mis serios, por Hamsen (1960) y Hurtwitz (i963) y
finalmente con técnicas mds sofisticadas incluyendo efectos espaciales
por Bell (1965) y Williams (1974). El1 fundamento de estos trabajoé se ba~
sa en suponer que las familias neutrénicas originadas por la inyeécién de
algin precursor son independientes entre si'pudiehdo aplicar la tébria de
procesos "en cadena'". Hemos de seflalar que los origenes de estos proble-
mas se encuentran en los trabasoséde los naturalistas Galton y Watson so-

bre extincidn de especies.

La probabilidad de extincidén y las fluctuaciones en la puesta en mar,
cha del reactor son dos casos particulares de una teorfa més general que
estudia la probabilidad de paso de un umbral, el primer tiempo en el que
se renliza dicho paso y los momentos asintéticos (Lindenberg 1975). Mate-b
méticamente esta teorfa se fundamenta en la resolucién de ecuaciﬁnes maes
iras con barreras absorbentes o reflectantes. Cuando estas barrei"as son

naturales, como ocurre en el caso de un reactor sin fuente, y estén en el

origen N = 0, tenemos el caso particular de 1a probabilidad de eitincién.
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Cuando estas barreras representan {fsicamente un unbral de peligrosidad
(normalmente situado en la parte asintétioca de la probabilidad), la proba
bilidad de ocurrencia del primer paso refleja la ocurrencia de acoidentes
o situaciones no deseadas, por lo que su cdlculo adquiere mucha importan-
cia en las previsiones de seguridad en reactores. Por otra parte se com-
prueba que la parte asint6tica de la probabilidad es muy sensible al mode
lo utilizado (West 1980) por lo que los tiempos de paso y propiedades
asintéticas pueden ser usados como test muy preciso de comprobacidén de mg

delos ( ver apéndice C).

El célculo de probabilidades y primeros tiempos de paso ha sido tam-
bién empleado en sistemas fisicos y quimicos en el estudio de la disocia—
cién molecular, paso de barreras de potencial, etc. (Procaccia 1978),

(Seshadrl 1980), (West 1980).

" El objetivo principal de este capftulo es estudiar este tibofde Pro-
blemas en modelos de reactores nucleares lineales ¥y no lineales cén efec—
t0 de temperatura. Para ello consideraremos antes el uso de barre?as ab-
sorbentes y lag definiciones precisas (VI.1). En reactores nucleares, in-
cluso para modelos lineales, no ex1sten estudios de este tipo. El proble-
ma fundamental consiste en desgarrollar un método por funciones generairl—
ces que tenga en cuenta la existencia de barreras absorbentes. Esto seré
hecho en la segunda seccién de este capftulo y aplicado a ejemplos senci-
llos., La tercera seccién trata del estudio de modelos no 1ineales; En es-
te caso el método por funciones generatrices no es aplicable por_io que
se utilizan nuevosmétodos. Posteriormente aplicamos nuestros resultados
al estudio de la probabilidad de extincién y fluctuaciones en la puesta

en marcha comparando con los resultados lineales.

VI,1, DEFINICIONES E INTRODUCCION DE BARRERAS

Supongamos que nuestro sistema en estudio se encuentra bien definido
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a través de una ecuacién maestra que en general presenta varios saltos

( 2.43) . E1 sistema es pues Markoviano y toda la informacién se on-
cuentra en la probabilidad de transicién P(N,t[ N|¥') que cuando el sig
tema es lineal es posible calcular. Esta probabilidad de transicifn cum-
plird una ecuacidén maestra directa (de derecha a izquierda), o inversa
(de izquierda a derecha) cuya conveniencia vendréd dada por el tipd de pro
blema a resolver. La ecuacién directa estd relacionada con la ecuacidn
cinética, mientras que la ecuacidén inversa esté relacionada con la ecua-
cién adjunta (ecuacién para la funcién importancia, Bell (1965)) En pégi-
nas sucesivas se verd con mis detalle las aplicaciones de ambas eguacio-
nes; ahora estamos interesados en introducir otro tipo de problemas a tra
vés de condiciones de contorno o barreras. Supongamos que queremoé calcu~
lar las probabilidades de que partiendo de un estado en el instante ini~
cial, se llegue a otro estado en el instante final pero con la coﬁdicidn
que sea la primera vez que ello ocurra. Vemos por el sentido fisico que
este tipo de célculos va a tener mucha aplicacién préctica. En efecto,

si el estado final es un estado considerado como peligroso, como acciden
tal, o es simplemente el estado que hace funcionar una alarma (en reacto~
res nucleares puede ser el nimero de neu{rones umbral que hace que caiga
la barra de parada del reactor), habremos calculado la probabilidadde ocu

rrencia del accidente o hecho en cuestidn.

Matem&ticamente la descripcién de estas condiciones se consigue a
través de condiciones de contorno (en el caso de ecuaciones maestras con-
tinuas ), o de insercién de barreras ébsorbentes o reflectantes (eh el ca~
so de ecuaciones maestras discre‘tas). Supongamos sin pérdida de generali—

dad que nuestro sistema viene dade por la ecuacidén maesira:

dP(we)

- Z_ W(N[W-r) P(n-5t) ..)_—w(mr/u) P(v.t)
3¢ r ‘ r

(6.1)

Denotamos las barreras absorbentes por subindices y las reflectantes
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por superindices. Por ejemplo:

Pm‘,)m,_(ﬂ, ¢/ M, t') denotard la probabilidad de que el sistema se
encuentre en N en el tiempo t, cuando en un instante inicialtse encomtra-
ba en N" ~ con la condicién de no haber sobrepasado las barreras (infe~
rior m, y superior m, ). La ecuacién maestra que cumple ahora nuestra pro-
babilidad condicionada es idéntica a (6;1) con las condiciones de barre-
ra absorbente:

Wm,,'.u,,(ﬂﬂ‘/u):y(”‘”"') y(’”‘*'”) w(weriv) (6.2)

siendo Y(x) la funcién escalén de Heaviside. Una barrera réflectante per-
mite la "wuelta atrés" o reflexién del estado por lo que P "Nt/ W, ¢)
representard lo mismo que anteriormente pero ahora condicionado ﬁniéamen—
te a que no atraviese las barreras y retorne. Las probabilidades de tran-

gicién son:

w ™ y(u-.w,) W (wir{w) # r< O

n

Meewirn)

Y (- M) W (Ner[ W) W r>o0 ’(6.3)

5

W M (uiriw)

La aplicacién de barreras puede halcerse lo mismo en ecuaciones directas
que en inversas. Cuando las probabilidades de transicién cumplen (6.2) s .
(6.3) para un cierto estado sin necesidad de imponerlo externamente se
diee que el sistema tiene barreras naturales. En un reactér nucleé.r sin

fuentes se observa una barrera absorbente natural para N = O,

a) Problemas independientes del tiempo

Quizé el mids tratado de los problemas independientes del tiempo es

el cdlculo de la funcién de probabilidad estacionaria. Cuando ést,é; existe
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y en ausencia de barreras, la probabilidad estacionaria se suele obtener

resolviendo la ecuacién maestra o la equivalente en funciones generatri-

ces con el término %i
la ecuacidén inversa aunque més complicado. Con cl uso de barreras se pue-—

=0 . También es posible su cllculo a través de

den presentar los siguientes casos importantes y con utilidad préctica:

M, My -y .
- Ry (N)= PT(M®[NM,0) Probabilidad estacionaria,indepen-—

diente de las condiciones iniciales,con barreras reflectantes. En reacto-
res nucleares existe una variantc de este tipo que tiene interés précti-
coj consiste en tener en cuenta el hecho de que un xgactor puede tener un
sistema de control de tal forma que en un cierto mimero de neutrones con-
siderado excesivo my existe un dispositivo que al detectar este umbral
introduce una barra de absorbente y las probabilidades de absorcién se
pueden poner como (S‘ absorcién introducida por la ba.rra):

W W-1/N) = W(R-A/N) + 2 Y (K-M) W(V-LIW), (6.2)

- P.m,,m, (m,,01 N, 0) Probebilidad de extincidén por m cuando no
sa ha alcanzado nunca la barrera w; . Depende del instante inicial WM
pero la ecuacién que cumple es independiente del tiempo. Representa la
probabilidad que 'tiehe un sistema de autoextincién sin llegar nunpa'a un

estado M; normalmente considerado peligroso.

- pm, (m,, 0 1 W, 0) En un sistema explosivo representa la pro-
babilidad de extincién por la barrera m; ., (Si el sistema es estable
siempre Pm, =4 ). Con :E‘rec:uencié~ mgy suele ser la barrera natural en el
origen y entonces representa la probabilidad de extincién normalmente cal
culada. En apartados posteriores se vera la necesidad de generalj.za.r esta
probabilidad de extincidén usual al caso con barreras cuando se téfna en

cuenta algin efecto no lineal (usualmente el de temperatura).
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b) Problemas dependientes del tiempo

En un estudio de propiedades asintSticas resulta interesante conocer,
por un lado, la probabilidad de ocurrencia de un determinado suceso Yy,
por el otro, el tiempo promedio en que ocurrifé. Tales propiedades consti
tuyen el estudio de la estadistica de extremos y primeros tiempos de paso

Definimos E__P_(f.‘;éfﬁf?) dt  1a probabilidad de que el sistema se

encuentre en. N  en un tiempo(t, t +dt) . Entonces definimos el momen-
to teumpq _ral i de permanencia en N, como

X ( J PNt/ N,0) ) t""' P(w,t N dt
L ¢ /] 2, - , . 0) .
T (v, M) =fo t T dt = L! (W, t ik, 0) (6.5)

Légicanente, para un sistema estable sin barreras absorbentes TL. seré
infinito, sin embargo tendri significado en un sistema con barreras absor
bentes (cua.ndo no llevaindicsuponemos i = 1): T‘,w,,m (M, M) eg el
tiempo promedio que el sistema se encuentra en N antes de ser absorbido

por las barreras. A partir de esta definicidn resultan inmediatas las si-

guientes:
M:—i
TM;,M‘Z (No) = Z— 7;‘,,/5\41_ (UJ 'UD)

N4 (6.6)

es el primer tiempo de paso & través de las barreras m, ) M

Myt sl 314

T”“u"’“z =

T, (M M), P(Ws) (6.7)

NoTMu1 NS Mya

es el primer tiempo de paso cuando las condiciones iniciales son P( Ua)

Para el estudio de los extremos definimos la funcién de distribucién

acumulada por:
M, -4

Fo, ey (€, 00) = g;wl &,,ml(u,t/m, 0) (6.8)



-197-

que representa la probabilidad de no extineidén en el tiempo t.

La probabilidad de alcanzar en ese tiempo uno de los extremos serd

pues:

Prab{ N(t)= M, m, [ N(O) = ”Oj = (i = Py (8 “0))

(6.9)
y en general para cualquier estado x sin barreras absorbentes
Cros { 006) = X/ M) =0 f = (4o B (o) (6.10)
por lo tanto se definirdn los momentos extremos como
o i Ful
V(&1 b) =) X[ Faw)- (t,0)]
X (6-11)

La utilidad de estas definiciones a aplicaciones concretas en reac-
tores nucleares se verd mids adelante., Por ahora nos encontramos con el
problema de hallar métodos de solucién para ccuaciones directas o inver-
sas y con barreras absorbentes o reflectantes. Hacemos notar que los méto
dos sencillos usualmente conocidos son sélo v&lidos para ecuaciones con
un galto. Una de las particularidgdes de los problemas de reactores nuclgg
res respecto a otros (cinética quimica, lé4ser Q..) es que la fisidn es
responsable de que aparezca en las ecuaciones macstras mds de un éalto.
Por esto, en reactores se ha empleado casi exclusivamente el métqdo de
las funciones generatrices (Pacilio,1975). Continuando con ello vamos a
generalizar en el siguiente apartado dicho método en presencia dé barre-

ras absorbentes (el caso de barreras reflectantes es similar).

VI.2. METODO DE SOLUCION PCR FUNCIONES GENERATRICES

Para fijar ideas tomemos una ecuacidén maestra directa, sin neutrones
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.

retardados ni detector, con una barrera de absorcién en M {

6_%.%&.9: A(N+L) Y (H-(v41) %(uu,t) + S Y(H-(W3)) Py(w-4,8) +
I
b L R (Wekem) Y(H= ) BOkeme) =

=~ [s+ae)n] S(H-0) B (M%)

donde A y -4 son los coeficientes de absorcién y fisién usuales y Y(x)

es la funcidén de Heaviside; Definamos la siguiente funcién generatriz ge-

reralizadas
M

A
Guxit) = & X0 T (99) (6.13)

de tal forma que la ecuacidén maestra (6.12) en términos de la funcién ge-

reratriz se escribe:

Lenlit) - g exy 6r(xit) + (1) L
| ) 3 b Ml g ¢) - ’
A (Beymx) 2 g (4, ) (6.14)

I . M
AT e x™ L X" By(m,¢)

nzg Mz Hem

con Gm (4, t)= 4 y teniendo F¢X) Y Pl el mismo significado que
en (3.45)

La ecuacién (6.14) aunque muy complicada, es resoluble, Vamos aguf
a presentar un método por funciones de Green que resultard muy ﬁfil pues
expresaremos la soluéién en funcidn de la funcidn generatriz sin li)arreras.
Para mayor simplicidad supongamos que buscamos la solucidén estaci;)naria.

xt
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y sea &(X, X) la funéién de Green de la ecuacién estacionaria, es decir

§(x-x') = S (x-4) Gxx) + [ AC4-%) + A(E9-x]] 22

(6.15)
cuya solucidn es:
, Ga(K) ‘J(K-XV -
GlxX) = A (4~%) +A(b(X)-x) Go(x) (6.16)
siendo 6o(x) la funcién generatriz del problema sin barreras.
Ahora la solucidn vendrid dada por:
: X
Gu(x)= B Galx) + 5 [ Glxxy ™R CH) dxt s
X
+ ,A,/G(x, ')Z #le) X' Z B (w) (6.17)
£ TwzHn .
es decir
- 'H*i e At
= Go (X x M M
n X
Min .
X' By(n) dx
+ A Go(X Z'P(M)Z: j (6.18)
g Leten 0 &o(x)[_'d(i-K)Wf-(&f"/'*‘/ :
con
,mz e
Lt T e
1= A+ SBw / Ga(x)““\x)“mk}‘xj c L., Gdk)l:t\(l x)+-((5ul~x)]

Las condiciones iniciales (m(## - -. PH(""I) se hallan resolviendo el

siguiente sistema
RS La (x) / W ol
Fuli)= A PC) T ax: 6o (X)L (%] + A (F03)-5)]

M g

, (6 20)
+ .._..":L 2 /P(“)'Z. {o(x

P wiHn &xi jda(x')lc\(l X)L (ftx)- "I))l ( Y
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donde hemos utilizado

» ”6 (x)

br () . S Bl

i) =55 B2 L5
M v Je-y S Vi & xV/azo
§XT Jx=0 (6.21)

Dada la dificultad de la resolucidén de estas ecuaciones en un caso gene-
ral y con el fin de ilustrar su aplicabilidad,se resolverénen este mis-—
mo apartado para casos sencillos y todo tipo de ecuaciones. Amtes de hacer—
lo wvamos a exponer una técnica similar para el cdlculo de tiempos de ‘

paso.

Integrando en % entre ¢, la ecuacién 6.12 y aplicando (6,5) ob-
tenemos para Ty (M M) la siguiente ecuacién:
I
Sung = S Ty (W3, No) + A(W4L) Ty (W, 1) + ,Z: Pln) A (M-n44),
‘ 6.22
Ty (0m+3,00) = (S+(A+ A) Vo) Ty (W, 05) (6.22)

Definimos shora la funcién generadora de momentos de tiempos como:

o
Gy (Xma) = 2 X Ty (0 0)
. JTES

(6.23)
de tal forma que
6;(1,”0) = TyiM)
n (0,05) = Ty (M)
4. ér G‘Lj = T;, (F, ”a) (6024)
1oy XE/xoo

T
entonces Gﬂ(&%) cumple, a partir de (6.22), la siguiente ecuaciéns

X = SCx-2) Gy (%Mo) + [A(4-%) 4 A (f0x)-x)] Lo XB) (4 55)
s X -
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Si aplicamos a esta ecuacién la técnica de funciones de Green anterior
resulta
x .
K'M} a‘x'

T _
b} = Gol(X} b 6o (X} e 20
&f;(x, Ma) A Gol(X) 0 )/‘, (a(x’)[:,\(o»x’)u(,(f(ay-xﬂ (6.26)

et et AP

donde A es una constante que se determina a partir de x = 0

A= Ty (o)
B PCo) (6.27)

La expresién (626) permite (derivando sucesivamente respecto a x) obtener
los tiempos de paco en funcidén de las probabilidades estacionarias del
sistema sin barreras. A continuacién presentamos unos ejemplos que mues-

tran la gran aplicncidn de estas tdécnicas,

.

Propiedades independientes del tiempo: Probabilidad estacionaria

¥y probabilidad de extincién.,

Tomemos como ejemplo el modelo representado por la ccuacidn (6.12)

con las siguienes simplificaciones:

i) No existe fuente externa S$=0 , por lo que ademis de la barrera

absorbente en M existe otra natural en el origen N = O.
ii) El modelo de fisidn es cx'xadrético, p(n) = §me 4 por lo que
fex = x?

En este caso sencillo la funcidén generatriz sin barrera en M es Go(X):=1
La ecuacidn directa de Kolmogorof nos dard la forma de probabilidad esta-

cionaria y la inversa las probabilidades de extincién:
Al: Ecuacién directa. Forma de la probabilidad estacionaria

La funcidén generatriz generalizada toma la forma:

H
Gk ws) = & X" Fulum) (6.28)

M=o



Aplicando la ecuacién (618) a este caso obtencmos:

x ,H'i
X o oxt —-

GH[K,NJ)': A+ M PH(M’u‘)):l Ca-A X'y

X v Med

- AHM Pﬂ(”/’u")/o EFX'J-"'.I dx' &

X
N X . 2
+ A (H-1) By (M 1'”°)/o (1ox) (a-AX)

con las condiciones (6.19), (6.20)

'1 = PHCO,Po) + Pn(”:”a)

H . X
oy = & [ e fxrae]

de tal forma que se obtiene para Gu(Xikb):

G(xm) = Blow) + X BCH )

es decir, una cxpresién para la probabilidad

PH (”4 ”o) = P,'(O,U,) So,u + Prf(”aM’) 6,{,,\;
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(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

como era de esperar. Obsérvese que este resultado es trivial puesto que

se tienen dos barreras absorbentes en O y M; sin embargo, el hecho impor-

tante es que la teorfa es capaz de reproducir perfectamente cdlculos con

barreras absorbentes, a diferencia de otras (Fracciones continuas Hagg

(1979) , Weidl ich (1978)).
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A2: Ecuacién inversa. Probabilidades de extincidn

Los coeficientes que quedan indetcrminados en (6.32) o bs)  Fu(H bs)
son precisamente las probnbilidades de extincién por la barrera natural O
y por la barrera artificial M. La forma de calcularlos es a través de la
aplicacién de los métodos anteriores a la ccuacién inversa (de derecha a

jizquierda) de Kolmogorov.

Para el caso representado por (6.12) sin término de fuente indepen-

diente tal ecuacidén adquiere la forma:

3 P(M /W, t) B

= AW, [ P(PtINst,t,) - P(U,t/m,to)_] .
o to ‘

(6.33)

b Y APy No [ PN eI 4Lt ) P(”'“""'b)]

Tomando independencia temporal e introduciendo una barrera absorbente en

M, definimos la funcidn generadora de probabilidad generalizada como

Vo

) |
P Mo '
Gu(x, M)z Lo X Ru(W 1 050) (6.34)

¥y 8i tenemos en cuenta que para el caso sin barreras la funcién generatriz

independiente del tiempo es

?: (x) . S
0 = ———
A X %)= (A4d) + Ak (6.35)

obtenemos operando como anteriormente:

r & e-044
- A _Az,p(‘)z Fulwie) X -
Gu (X M) = — 4 V0 0 (6.36)

A X fl) - (A4 +ax AX Gl - (h3)+ 0K
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y en el caso anterior con £ (%) =X

AX + A Ba(wio)

Z (x IU) =
n % (%) (- 4 X) (6.37)

La probabilidad de extincidén usual sin barrcra en M vendrd dada por {84(010)—‘if:
"
= ()7
P(o1we) = (.4.) (6.38)

obtenida a partir de (6.37):

-— A
(’_ X0 = ——
0( ! ) 4 .-‘\ (6.39)

y que coincide con el resultado de Williams (1979).
B: Ejemplo de célculo de tiempo de paso,

Para establecer una correspondencia con los métodos usuales de cdlcu
lo de tiempos de paso con un solo salto (Lindemberg 1975) supongamos un
sistema que tenga probabilidad estacionaria en ausencia de barrera absor-
bente:

o P (mt)
3t

= A(N4L) P(N4,t) + 5 P(M-2t)— (A N+S) P(NE) (6'40)

Este representari un sistema no multiplicativo. Supongamos que introduci-
mos una barrera absorbente en M y aplicamos la teoria anterior de tal ma~

nera que se obtiene para Ty (M, Vo) la siguiente ecuacién
Swup = A(W41) Y (M =(W12)) Ty(Nid,05) + S Y(r-(wg)),

TV, 05) = (AN +8) Y(r-n) Ty, (W, W) (6.41)

Con la siguiente definicidn de funcién generadora de momentos temporales
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-
LR
_ T, (MW
(,,,cx No) “g” X 2 (6.42)

resulta la ecuacidn
T T "
Foo A (4-%) %ﬁx'i + §(x-4) 6n - Ty (H-1,M5) X8

(6.43)

cuya solucidn vendr& dada por

’ XS5 dx
Gy (x,W0) = A Go(x) + Gv(")f YT ;')-60(,\) X GlX) Ty ’)/au W 609(6.44)

donde

. 2 6%, M)
Ty (e,m) = 4= s
Xx=¢

(! y X Jx= (6.45)
wtilizando las condiciones de contorno

G (0,0) = T (O.)

(6.46)
y derivando sucesivamente(£44) obtendriamos para Tu (W, Mo)
L1
_ P(w) 4 __:,. Gol(x ___,_'_A_’oﬁﬁ A
T" (”1 NO) -~ P(a) T(O’ Uo) + —AT.,‘ éxu e ) A(l K/Gp()(‘) ¥ =0 (6.47)
S, /. : :
In el ejerplo anterior Go(") < ’QXP(T\ (x ‘)) y que sustituido en
(6.47) viene a dar
T (M v per) T("“’o)+——[4 [-‘ (‘) _]
n(M¥)= 57 T (6.48)

Esta expresién coincide plenamente con los resultados de Seshadri ( 1980 e
En resumen con estos sencillos cjemplos se camprueba que los métddos desa~

rrollados con funciones generatrices generalizadas son capaces de trabajar
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con naturalidad con barreras naturales o artificiales tanto en el cdlculo
de probabilidades estacionarias y primeros tiempos de paso como en cl de
probabilidades de extincién. En sistemas mis complejos que los menciona-
dos el célculo precisa la obtencién de derivadas n—ésimas de funciones
complicadas. En realidad esto ocurre con todos los cédlculos de probabili
dades por funciones generatrices cuando hay mas de dos saltos. E1 andli-
gis numérico de la funcidén de probabilidad a partir de funciones genera~
trices ha sido realizado por Szeless (1971) y Marseguerra(1974) utili-
gzando un algoritmo de derivacién numérica. En trabajos posteriores espera
mos sacar toda su potencia de cdlculo a estos.métodos en funciones genera
trices, que no solamente sean aplicables a problemas en reactores nuclea~
res sino en general a sistemas de poblaciones. Por ¢l momento proseguimos

miestro andlisis en reactores nucleares no lineales,

Vi.3. MODELOS DE REACTORES NO LINFALES

Ya hemos indiciado que las probabilidades de extincién y fluctuacio-
nes en la puesta en marcha del reactor han sido exclusivamente estudiados
en modelos lineales. Cuando se tiene en cuenta éfectos de temperatura los
neutrones no evolucionan de forma'independiente sino que existe un fendme
no de cooperacién de modo que es preciso replantear el problema en térmi-
nos diferentes., A continuacidén estudiamos este planteamiento para la pro-
babilidad de extincién para posteriormente aplicarlo al caso de umbrales

cualesguieras:

VI.3.A. GENERALIZACION DE LA PROBABILIDAD DE EXTINCION EN MNODELOS KO
LINEALES

Si se inyecta un nimero de neutrones en un medio multiplicativo &s-
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tos pueden multiplicarse indefinidamentc o por ¢l contrario extinguirsc.
L.a probabilidnd de no encontrar ncutrones en un tienpo infinitamente ale-~
jado de la inyecciSn es lo que llamnmos probabilidad de extincién, El mig
mo problema transladado a especies animales fue estudiado originariamente
por Galton-Watson constituyendo las primeras aportaciones a la moderna
teorfa de "branching procésses". Schrédinger .. plantea ¢l problema
de la probabilidad de citincién dependiente del espacio, es decir, te-
niendo en cuenta el lugar donde ¢l primer neutrén ha sido inycctado. Con
el formalismo de Bell (1965) se puede calcular la probabilidad de extin-
cién como un caso particular de una forma muy elegante y que admite el
tratamiento del efecto de neutrones retardados, Bxplicaremos brcvemente
este método que servirf como puente al utilizado por nosotros para el ca~

so no lineal.

Bell define PFy(R,tej ", Mt)  como 1a brobabilidad de encontrar n
neutrones en la regidn R y el tiempo final t¢ cuando en el instante
inicial t se ha inyectado un neutrén en r con direccién N (Ver II.LA)
Supone pues una aproximacidn de un sélo grupo de energias sin neuirones
retardados. Para EL se puede escribir una ecuacién de balance de probabi
lidades como ya ha sido visto en Cap IT ( II.2,A.a) ¥y obtener una repre-

sentacién por funciones generatrices (ec. 2.2 ).

A partir de la definicidén de PR (R T r,n,t) es inmediato

ver que la probabilidad de extincién es un caso particular dado por:

fc(rn)= G(R,05 v, N,-o) = 6(o;rN,-0)

Cuando el medio es supercritico existe un valor no nulo para esta pro

babilidad y 1o ecuacién para &x se hace independiente del tiempo;

i=

-0V b (rnn) + 2 Re(rQ) = Z [ [‘m P“(HI)J (6.49)
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con las condiciones de contorno habituales. Esta ccuacién admite aproxima
ciones cn los casos de interés fisico (cuando el medio es suavemente super-
critico Pex ¥4 ) y sus soluciones consti'tuyen' una generalizacién de los
trabajos de Schrédinger. Esto elegante teoria permite no solamente tratar
problemas de extincién sino muchos otros, como cidlculo de momentos y corre
laciones, con la ventaja de que la generalizacidén a casos mds realistas
dependientes de la energia y con neutrones retardados es inmediata y pro-
porciona ecuaciones intimamente relacionadas con las ec. adjuntas determi
nistas del transporte o difusidn. (Williams (1974)). Por desgracia una
genralizacién de estas técnicas a cagsos no lineales es imposible pues,
como veremos en seguida, la linealidad es un requis‘i'to imprescindible pa~
ra su uso., El procedimiento de Bell tienc en realidad sus origencs en es-
tudios tratados anteriormente en cadcnas de radiacién cdsmica, y en el
contexto de la teorfia de procesos se conoce como técnicas del primer tiem
po de vuelo., Nosotros vamos a demostrar cémo estas técnicas son equiva-
lentes a la aplicacién de la ecuacidén de Ko lmogorov. inversa con la hipd
tesis de linealidad. Para ello supongamos un modelo puntual (no depen-
diente del espacio) en el aque se contempla la creacidn y destruccién de
partfculas con mnas ciertas probabilidades de transicidn w( wcin),

La ecuacién de Kol'\dmogorov inversa se escribiria para un sistema como
éote:

P(Me,tef Ny ¢) = Z PN, te [ 0ed, trit) P04 40t (0,4
‘ : (6.50)

¥y en forma diferencial tomando las probabilidades de transicién de modo

que PR+, tep Imt) = B(MHIN) B+ 0(6Y  obtenemos

P G I0E) T w(weiim) P(Me,te] v4C,e) -

5t (6.51)

L] w(wiw) P(Nc,t‘/;u,ﬁ)

‘.
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Si tenemos ahora cn cuenta que en un sistema lineal (1as probabilidades
de transicién son lineales) los neutrones no interaccionan entre sf, sien
do independicntes las cadenas originadas por cada neutrén inicial! es de-
cir:

PMy, te 1 4,t) . P e tdit)... P, tp/4t)
4N = Mg (6.52)

P(Np,tp/mt)s=
M
y particularizamos la ec. (6.51) para el caso de un solo neutrén inicial

obtenemos:
3 P(Ne,teldt) = Z w(¢[1) L. P teing) o P(Noteid) -
..__.__—_—\o t-—-M ‘ ¢ M,..A[,-:”‘

L L W) PN teldt) (6.53)

que es la ecuacidn (6.49),(Be11 1965)sin efectos espaciales. La condicién
(6.52) no es valida cuando el gistema ﬁo es lineal por lo que en este ca-
so hemos de partir de una ecuacién como la (6.51) (de Kol mogorov inver-
sa). Tratemos pues nuestro problema en un modelo sencillo puntual y sin
efecto de neutrones retardados a partir de (6.51) y con probabilidades de
transicién no lineales. Para fijar ideas supongamos un modelo de reactor
nuclear en el que las probabilidades de fisién o absorcidén dependen cua~
driticamente del mimero de neutrones ( Quabili,1980). La imagen fisica

es considerar una dependencia lineal de las secciones eficaces con la tem
peratura y ésta proporcional en cada instante al mimero de neutroﬁgs. Se
trata pues de una oproximacién de dependencia instantdnea de la temperatu

ra con el nidmero de neutrones: (Ver Cap.IV )

Wi NH.-i/N) = L) (”/L + 0 “) N y fisién de neutrones

wW(wn-1] v) = (A+hN)w y absorcién de neutrones

La ecuacidén de Kolmogorov inversa para este problema concrei es ghora:



~210-

o P(Ne,te[Mt) ) pey(A+ Ty M)W -PWete/veiyE) +

3 t Iy (6054)

v (Ae DL UM P04 I Wt ) - [(A+TAN) + (A 0)] NV PN te i)

donde I, y F,\ representan los coeficientes de dependencia de las seccip
nes eficaces con la temperatura a través del mimero de neutrones. Supone-
mos que no exigten fuentes independicntes de tal forma que. existe una ba-

rrera natural de absorcidn en ¢l oripgen de neutrones.

Antes de seguir adelante resulta conveniente observar el comportamien
to determinista del sistema. La ecuacidn cinética puntual para un modelo
de reactor como ¢ste seria:

AV DAL+ V)N~ (AT 0) W
M_(l)-d)( +Hw) ] (6.55)

giendo Y el mimero medio de neutrones originadosen la figsidén., La estabi-
lidad del sistema viene ahora determinada por los coeficientes M y ’:x .
Supongamos que, como realmente ocurre, dichos coeficientes son positivos ,
es decir, las secciones eficaces zumentan  con la temperatura. Entonces

las condiéiones de estabilidad son:

5 n
(V‘i) W < T sigtema estable

(6.56)
P-4 na B N sistema inestable

En un modelo de este tipo el concepto de critic:idad como Indice de la es-
tabilidad pierde su validez (Ver también Cap. IV. ) De hecho el sistema

tiene un estado estacionario estable distinto del trivial (N=O)cuéndo es
supercritico (-4) A > A y se cumple M\, >l , y su vaj,or vie~

ne dado por

T IV R
o -0-0n, (6.57)
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Continuemos ahora con nuestro. objetivo prineipal que es ¢l cdleulo
de la probabilidad de extincién. La presencia en (6.54) de una barrera de
absorcién en cl origen implica que cuando cl sistcma sea esctable vo a exisg
tir la solucién estacionaria N = O con probabilidad 1, es decir la proba-~
pilidad de extincidn es la unidad. En el caso de un sistema inestable

existira una cierta probabilidad de extincién diferente de 1.

A partir de P (Ve tei®t) se puede definir la probabilidad de ex-
tincién  Pex (V) cuando se inyectan N particulas en el instante inicial
comos

Pax (V) = P(2, ] V,0)

que sustituido en (6.54) y teniendo presente que la ecuacién se hace inde

pendiente del tiempo:

o = Z’p(t')(JL+C1_N)N.R{UH'-1) 4_(‘\.;.{1“) Pu((\)_i)_

SR+ ey [ R (W) (6.58)

Esta ecuacién tiene una forma similar a 1o de Kolmogorov directa'estacig
naria. La condicién inicial adecuada seré Pex (0) = 4 , es decir, la
probabilidad de extincién cuando no ha habido inyeccidn de particulas es
la unidad., Podrfamos intentar la solucién de (6.58) a través de la defini -
cidn de una funcidén generadora pero nuevamente nos encontramos que la no
linealidad induce problemas que hace que se necesiten nuevos métodos de
cdlculo. En efecto la presencia de términos en N¥ y en general Qc hacen
aparecer en la ecuacidn correspondiente a la funcidn generatriz dérivadas
de orden i, necesitando por tanto para su solucién i condiciones jnciales.
En nuestro caso sélo disponemos de una por lo que sqhace inesoluble por

este método.

El estudio de cualquier otro tipo de problema con barreras pgede ha~
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cerse a partir de (6.54) con la debida introduccidén de la condicién de

barrera en las probabilidades de transicidn.

Vi.3.B. METODO DE LAS FRACCIONES CONTINUADAS, APLICACION A REACTORES

El método de lns fracciones continuadags, que aqui trataros, ha sido
utilizado por Harg (1979, 1980) para ¢l célculo de la probabilidad esta~
cioncria a partir de ecuaciones maectras directas. Dicho método precenta
ventajos en el cdlculc numérico debido a su convergencia répida y a la
posibilidad de conocimiento de las cotas de crror (Hawsei 1978). Noso-
tros le utilizaremos aplicido a la ecuncidn inversa calculondo con ello

probabilidades de paso y de extincién.

Por simplicidad vamos a suponer un modelo de creacién-destruccién en
las probabilidades de fisidn. Esta restriccidn no es esencial al método
pues se puede generalizar al coso de un mimero cualquiera de pasos a cos—

ta de una complicacidn adicional como es el usgo de matrices (Risken 1980).

8) Probabilidad de extincién en medios explosivos

BEn el modelo de creacién-destruccidén la ccuacién (6.58) se tronsfor—

na en: '

Oz (A +TU V)N Pee(Ved) % (A+TAN) N Ry (N-1) -

S (A ) 1 (as RN, Pec (W) ‘, (6.59)

Se¢ define ahora la razdén entre vecinos £(V) como

Pex (W)

£w) = Pore (V-1) (6.60)

de suerte que operando en (6.59) se tiene para & la ecuacién:
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0= (LT V)N E(NL)EW) + (A1 TN) ~[A B A NN En)
(6.61)

que en forma de fraccién continuoda$

(a+ W)W -

e o 9 T

£ce) e V) + (AW - (A4l "’)“ 5""“) (6.62)

Asi pues, la probobilidad de extincidn serd:

v
P (w) = [L £CE) - (6.63)

En las figurasVi.1 y VI.2 se presentan los resultados obtenidos numérica~
mente para el caso de un coeficiente positivo de temperatura en la fisién
y nmulo en la absorcién My = O Iy =0 ., El coeficiente viene dado,
como es normal, en tantos por ciento de. A (TL); A(}. E1 factor.de multipli-
cacibnes K:fit La diferencia con el caso lineal crece, como es de esperar,
con el nimero de neutrones inyectados. Para 100 neutrones ihyectados y un
coeficiente de temperatura del 15 existe unn diferencia de 10 Srdenes de
magnitud (Figat1). Es-este un caso en el que el fenémeno cooperaiivo favo
rece la multiplicacién de neutrones. El uso de la probabilidad de cxfinA
cién como un indice dé seguridad en situaciones accidentales (Williams,
1974 ) deberi tener presente, segﬁh los resultados expuestos, los posi-

bles fendmenos de realimentacidn por temperatura.

b) Probabilidad de extincidn en medios estables

En la prictica es usual que ios efectos de temperatura actﬁeq estabi
lizando el sistema de forma que un reactor de este tipo, ain en c;ndicio;
nes supercriticas, presenta eutabllldad vor lo que la probabllldad de ex—
tincidn serd 1. Existe la pos1b111dad de que, antes de lograr la extln—
cidn, alcance un nimero de neutrones suficientemente elevado que gane el

sistema. Se puede entonces considerar que este valor umbral no debe ser
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Pig.VI.1.- Probabilidad de extincién con N neutrones inyectados (K=1.3)
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I | I L
0 25 - 75 N

Fig.VI.2.- Probabilidad de extincién con N partfculas ‘inyectadas.
(Trazo fino es la aproximacién analftica), [+ 104



-216-

alcanzado y redefinir una probabilidad de extincidén "eficaz'como la proba

bilidad de extincién sin llegar nl umbral critico.

Utilizando los métodos anteriores se puede calcular esta probabili-
dad sin mds que considerar una barrera absorbente artificial en Np (um—

pral critico), es decir ahora:

Wy, (N1 10) = J(Rem) (A4 RV

(6.63)

W, (MLn) = Y(W-n) (AeliM) W

1

De esta manera, cuando £t — “© y con N< M neutrones inyectados
existe una probabilidad de extincién condicionada O, (0, tg [N, - o)
y una ecuacién independiente del tiempo similar a (6.59). Aplicando el
método de fracciones continuadas igual que en el caso anterior, ahora
con:

pﬂo(w/ t””“;'f_}

S = O

Eno (Mo) =

| Py, (¢, tg (W1, ~0) (6.64)

es posible el célculo de soluciones exactas para la probabilidad de extin
cién condicionada !

R, (V) = Ewe (1), Eu,(2) ... £, (V) (6.65)
65

¥n la figura (I.3) se representa la probabilidad de extincién condiciona~
da por WNo para diferentes valores de K., Existe una regién en 1g que
la probabilidad de extincién es pricticamente constante y a partir de un
cierto N>N;se hace pricticamente 1. Esto puede interpretarse comovque en
la inyeccidén de neutrones el sistema puede extinguirse inmediatamente o

en cago contrario tiene una probabilidad de alcanzar un estado cuasiesta~

cionario Ng (ver 6.57)-

En la figura (VI.4) representamos la probabilidad de extincidp condi-
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Ng(d.2)= S

No(4.3)= &
Na (4.(1) = 13.3

Ne (1.5) = 20.

0 10

\

Fig. VI.3.~ Probabilidad de extincién condicionada por No) EMO%,

30

Neo
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R.(v)
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- « No=13
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Fig.VI.4.~ Probabilidad de extincién condicionada por K en funcién del
| nimero de neutrones inyectados.( K =1.% , I} a10%)

5
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; A L L \ 1
0 5 | 156 ' 25 N

Fig. VI.5.- Probabilidad de extincién condicionada (No=26), para el
' caso de un mismo estado cuasiestacionario Ne=13.3.(K = 1.4)
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cionada en funcién de los neutrones inyectedos para un sistema con Ng =13,3
Se observa que para Mo > Ng la curva decrece con derivada segunda positi-
va, para No < ve lo hace con derivada segunda negativa y con No2 W
se encuentra en un caso intermedio entre ambas. En la figura v1.5) repre—~
pentamos la pfobabilidad de extincidn cpndicionada por un umbral alto

No >Ne para diferentes valores de ]} . Cuanto monor es el coeficicnte

la probabilidad de extincién decrece mas rdpidamente, ello es debido a

que los fendémenos cooperativos son menos intenscos.

¢) Fluctuaciones en la puesta en marcha

En la puesta en marcha de un reactor hay un periodo de tiempo inicial
en el cual las fluatuaciones pueden ser importantes. La influencia de este
instante inicial puede persistir ;an el "tie‘mpo con tal intensidad que en
idénticas condiciones iniciales y en sucesivas experimentos se consigon
encendidos diferentes. Esto cobra mayor interdés en los reactores cuya pué_s_
ta en marcha es por medio de fuentes de neutrones débiles. Un experimento
realizado en el conjunto répido GODIVA (Vimett et a1, 1960), puso de mani
fiesto este hecho: En é1 se ponfa instantineamente al sistema un poco por
encima del nivel critico y la fuente de neutrones consistia en los neutro
nes espon’béneos ¥ rayos césmicoé.'I&idiendo el tiempo en el que se consi-
gue la mayor potencia sé encuentran dispersiones muy considerables en-
tre unos experimentos y otros (del orden del 20% del tiempo ‘bota.l). El

pistema se extingue por sf solo debido ‘a. un efecto de feedback de "temper_a_:

tura.

La utilidad préctica del mndlisis estadistico congiste en calcular
el efecto de estas dispersiones de forma que el encendido pueda égr con—
trolado con un amplio margen de seguridad. En palabras de Nilliam;s (1974):
"La potencia debe llegar a un nivel detectable antes que la reacfividad
cruce un valor alto no deseable". Un problema biolégico similar a' éste

se encuentra en el control de las epidemias donde existe un tiempb de ine
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cubacién del portador infeccioso en el cual dcbe ser posible la deteceidn
de la epidemia para que las medidas preventivas puodan cer tomadas (Bailey ’

ver Williams,1974)

Con los métodos presentados podemos calcular la probabilidad de al-
canzar un determinado unbral Neo antes de la extincidn cuando sc inyccta

un nimero de partfculas n. Tal probabilidad vendrd dada por:

Pu, (#) = Bopug (M),

representada en la figura (VILG) .,

Podemos observar que cuanto mayor es el mimero de partfculas inyecta
das el N méximo se acerca mis al estado cuasiestacionario Ne ., Cuanto
menor es el ndmero de particulas inyectadas la probabilidad de ocurrencia
de excursiones largas aumenta lo ;3ual esta de acuerdo con los resultados

experimentales realizados en GODIVA,

Por fltimo estudiaremos una aproximacidén del método de funciones con
tinuadas que permite resultados analiticos en modelos con mds de un sal—
to., Tal aproximacidn consiste en suponer en la ecuacién para la relaciédn
entre vecinos que Eo ¥ Euag (Haag 1979). Aplicada esta aproxi
macién a (6.61) se obtiene inmediatamente para la probabilidad de extin-
cién

P&x‘”)" ( __/L.(-F.@t) (6 66)

En la figura (V1.2) se comparan los resultados numéricos con esta apro
ximacién (trazo fino) observindose que existe concordancia (tanto mejor

cuanto mayor es K ),

Este resultado permite usar esta aproximacidn para un caso general
gue contemple en forma arbitraria las probabilidades de fisién., Toman-—

do la ecuacién (6.54) independiente del tiempo y utilizando la relacién
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Fig. VI.6.- Probabilidad de alcanzar Mwax antes de extinguirse.
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entre vecinos (6.60) obtenemos la ecuacidn

. _ Y pe) E(MLL) EVEY) () (& pN) -
o=(4+luw) .l pu) (
' 6.67)
L Rew)y (A RR) [ ECW)
Haciendo ahora x = q:nﬂ'\s y la aproximacién anterior £(w¢: 1) ¢ L(w)
vy A
sc tiene
. . " , . . M\
S YO EEAY) R R (L1n) & W)
“r ) (6.68)

En medio ecxplosivos, donde la probebilidad de extincién tiene senti-

do, x << y por lo que podemos resolver aproximadamente (6.68) consi
N = ) m
derando los primeros términos de £(A) = ). Am XM “donde Mm puede ser

3

hallado recursivomente por

S pcer ) 0 Sp oy - Ae- Doy =0
o Pa) y Ny Ay + 8¢, Ao Aoy
; );,;, st (6.69)

y siendo log primeros términos

N = 1 B Pro) ((Pre) 4 PeL)-1)— (L- P [ Pi2)d Pit)- |- Pry)
1 nd - - 5 bl P T e R R R B ceeem e e e - -
L. Prs) ( L p(l)i}‘.'
‘ Pi2y - _ iy £ o 6.70
N, - r’i“)_ p“)I . A . (z P/() 4 pir) 1) {Pivd (Pic)e P.(;) 1)- - p/,j(n_;{ Pi) -4 p”/ﬂ
L~ Piy)> ) C
( /) (1opey)t

y la probabilidad de extincidn

" — o I Y
, LT Al e
‘cx (M) - S—L e ' A LA (6'71)

Utilizamos ahorn las expresiones analiticas (6.66) y (6.71) para lograr
alg-tmqs resultados cualitativos. Al ser el efecto no lineal cooperativo
es de esperar que con un nimero pequeilo de particulas inyectadas no exis—

ta diferencia con los resultados linecales. Es interesante conocer a par-
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tir de qué mimero de partfculas inyectadns ¢l efecto cooperativo empicza
a producirse. Para cllo desarrollammon (6.,66) 5 (Ta=0):

o/ 1w , 7, \2
Fre(ny 2 1. BemCa of)

1™
oL a2 A

y observamosz que la contribucidn del cfecto cooperativo se produce cuando

V(ML) R e A ' ‘ 6 o
7 K ™ — .

N (6.72)
Por otra parte, cabe preguntorse de qué orden es cl cfecto de supo-

ner oproximaciones en las probabilidades de fisidn., Desarrollando en (6.

71) obtenemos
o , My g ey

e \ )
Pn(ryme 0 e Ao Py () ( Lo e L ime
o MLy . A (6.73)

Vanos a comparar cn un caso realistaj por ojemplo, 1lac probabilidades
. ' 23 .‘ i N

de figién prra el U 2 ge ajustan a una distribucién binominl de cuarto

orden de media X.

P = :‘) (- %) ;N

3i tomamos de media X = 2, y comparamos los resultados obtenidos en una
aproximacidén de creacidn-dectruccién con la binomial aﬂtcrior, obtohomos
para la probabilidad de extincidn con una particula inyectada una disper—
sidén aproximada del 13%,10 cual indica qﬁe la aproximacién es valida para

considerar resultados cualitativos como los realizados.



APLNDICE A

SOLUCION EXACTA DE UN MODELO ESPACIAL
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Uno de los problemas espacialcs mds estudiados es el del ruido neu—
trénico producido por la vibracién aleatoria de una barra de control. La
primera solucién a este problema fué dada por Williams (1970) obteniendo
que el caricter estadistico de la vibracién aumentaba la absorcidén de la
barra. Casi simultineamente Barrett (1970) obtenfa por métodos difercntec
el resultado opuesto. Desde entonces el problema permanece abicrto. Los
resultados experimentales coinciden con Williams (Luc{a 1973), sin embar-
go no existe un argumento evidente pues ambas teorias usan un método de
linealiz acidn cuyo error puede ser del orden de los resultados obtenidos.
Siguiendo el modelo de Williams vamos a exponer un método que permite so-
luciones exactas.para ruidos Markovianos. Sea la ccuacién de difusidn en
un grupo de energias y con una barra absorbente en el origen con una am—
plitud de vibracidn

2¢ = o €8 - L ¢- XS 4§
ot 4 X¥ | (A.1)

donde se toma un modelo de Galanin para tener en cuenta el efecto absor—
bente de la barra. Tomemos la forma integral de (A.1) con condiciones
inicinles en - (cin t&rminos transitorios)

: t €
t) = | dXdG Rt X ¢ 'x',e' : —zsjde'JAx’ IR
deue) = [ dilocserne) seae)  —vfde) ) o)

g (x'- ?’&7) Px, L,

siendo 6&(x, ¢ X ¢) la funcién de Green':

Y IRCLILN Y R
G(X,t/)(.t): m%expf qD(e-¢) Z“ U‘} (A.3)

multipliquemos esta ecuacién (j,2) por &(X- fﬁ% desarrollemos y hagamos

el promedio respecto al ruido

¢ .
LX) §(x- Fre)) > :fd"jdf'G(&flx',éf) L Ex-5e)> S(x¢) -

¢ ¢ '
- Kj‘“'fo‘ x! G(X.é(x,'c)jde']olx'f G (% €)X L &(x-§t4) $(x* ?M}'
loo Lo “(8.4)

< (x”,eﬁ) 4 X: ...



I

Ahora supongamos que el ruido es Markoviano estacionario de tal forma que

<s(a<- ‘5(0)>“_ = fs(x-g), g(g‘) ¢ = B (X)

(45[dg’ 6(x-5) 80x-8) . P(Se; Ge) =

I

£ §(x-50). SO Y >
S

pix e whe) = wxe/xie). Ke(X)

donde P(X.t; Xt o 1a probabilidad conjunta y w(‘a‘/“‘:‘)la condicionada.

Sustituyendo en la ecuacién (A.4) y rcagrupando se obtiene

L bext) s(x-818) = AX¢) :LAKL:M GCxtl x,¢) Bu(x) SCX¢) -

' A.6
- dex' zu‘ G(x,f/x,'ejw(x,t/uc,‘y) Al ¢ (4.6)
v A

La ecuacién (A.6) es una ecuacidén integral exacta; ahora el valor medio

de d‘i’) en el estado estacionario,suponiendo S constante, cumple:

o= D ?344? S <> ~ XA+ S

8 (a.7)
con A(x) solucién estacionaria de (A.6):
(]
Ax) = & R0 [ d¢[ax 6(x,0181) - |
- gfoou’jé(x,o/x,’u) wexerxie) Ax)de (A.8)
N

Estas ecuaciones son pues exactas para un ruido fﬂj Markoviano. El a.nél_i_
sis de (A.?), (A.8), para un ruido mas complejo serd objeto de futuros
trabajos. Por ahora nos limitamos a considerar un ruido dicotémico

con un tiempbo de correlacién T, = ‘L/D .
Re(x) = 5 §x-£) + % §(x+§)

L (¢4, W (-

t'
w(KE R = L (4+ € })S(X+?o)+a—‘ (1- € 3)50« £)

2 .
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y sustituimos en (A.8) con A(X= = f) X
Ny «'Nx 6(5,,0/%,4) - "f"" (10 €7 stor0) Aly)

(4.9)

A-%) = + SJ‘“ Ax G(-£,00%¢) - /f(ife”)é(‘j“o/fg/)(%)oa

- ,j (1- e"”e 6(E,01-E4) A(-5). dE

_xfae @€ e chitlS¢) AlS)

Sustituyendo (A.3), haciendo ¥=4 e integrando obtenemos:

ACE) = 29T e, ACE) - L AC )
2 2, ,
(A.10)

SUR e, ACE)- L ALSe)
2 2,

4

A (- g’a) =

con

& 4 -4
o = (’%)‘: [ 7 4 (Z420) &_{

o6rsF '5‘5)%[(5; ) (f/) 0(2:+w) /'/(F /]

~donde X); son las funciones esféricas de Bessel modificadas.

Resolviendo (A.10) tenemos

s 4
A(f)-A(f)—“‘ L1d6 55 (4.12)
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obteniendo para A (§a) .

,q(?‘): [1 (% ) {; (f +1) (Z*z)y /6 :2)}

(A.13)

Esta expresidn . aumenta . con fo y yY aumentando, concluimos pues a la
vista de (A.7) que el efecto de la absorcidén aumenta con fo y Y aumen-
tando lo cual estd de acuerdo.con el resultado original de Williams,

In este caso nuestro resultado es exacto.



APENDICE B:

EXTRACCION DE INFORMACION POR CONTAJE
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En el capitulo III se ha presentado un método que considera simulté-
neamente ruido interno y oxterno en un reactor muclear. El ruido cxterno
es introducido a través de los coeficientes como una fluctuacién paramé-
trica y la ecuacién es promediada por métodos funcionnles as{ como median
te técnicas de cumulantes Ll ruido externo pucde tarbién presentarse en
la misma ecuacién maestra como una variable mds y asiel sistema aparece
aumentado en una dimensién. Esta es una descripcién alternativa a la an-
terior que tras una reduccién exacta de variables resulta equivalente

(Rodriguez 1983E),

Existe un~ aplicacién de esta reduccién muy interesante en sistemas
fisicos cuya informacién es extraida de forma indirecta mediante detecto-

res, In concreto en reactores nucleares puede tener gran utilidad,

Supongamos un reactor nuclear cuya descripcién viene dada por una

ccuacidn maestra que aquf ponemos en forma operacional
Q Pmt) _ T
_,\:..{; = L(w) Pcnt) ‘ (B.1)

A n Al .
con Bewy = A(EL-1) 4 L p (B =1) 4 S (El40) 5 E.PMY=PELY

La informacién se consigue a travds de un detector que cuenta neutro
nes sin perturbar la dindmica del reactor. Ello puede ser por considerar
despreciéble la absorcién neutrdnica del detector o por tratarse de un
detector de gas no absorbente. Siendo R el mimero de cuentas la ecuacién
macstra en este caso seré:

A
¥ PN RA) . T ray PIPRA) + A4 N(Ea-L) P(W,R,t)
R (B.2)

siendo Ad la tasa de deteccidén por neutrén presente en el sistema. No
es diffcil . ver que © = . (B.2) presenta a N como un ruido externo res-

pecto de R, En efecto,sumando los dos miembros de (B.2) para todoé los
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valores posibles de R obtencmos (B.1). Fisicomente oc ve quo la cvolucién
de N eo independiente de 1a de R. En 1a forma de ruido externo paraméiri-

co wtilizada en el Cap. III la ccuacién (B.2) es cquivalonte a

A
3 ";’:U: A VA (Er-1) P(R,L) (8.3)

donde ahora N(t) es el ruido externo.

Suponemos que el proceso de medida comienza en condiciones estaciona
rias de V(¢ , 1o cual sc hnce habitualmente en las experiencias., A par-
tir de (B.2) 6 (B.3) podemos llegar entonces a una ecuacién moestra efec-
tiva para R ya sea usando los métodos del capftulo III (para B.3) o a tra

vés de unn reduccién de varirbles exacta en (B.2) (Rodrigucz 1983E).

Siguiendo las técnicas usunles de reactores nucleares concidera os

la ccuacién (B.3) en forma de funciones generatrices:

G(2.t)= o 2% e(Rrt)

R0

coro
. 2CEE) - dach), (2-1) 6(2t) + & SN (2-1) 6(2t)
>t | (B.4)
con NMt)= SN + &N ; LMD =0

Promediamos ahora G:(Zt‘f) utilizando el método de cumulantes de
Van Kampen (1974, 19769.
- oQ + t [ X8
3 E(aD) _ ay oS (21) G(20 ] f‘“v/““ At
> + ‘r v Yo v o

4 v s (B'S)
LEENE)ENIEY. - SO(EYD)Y A (2-4) T G (2t
Esta ecuacién es exacta. Toda la informacién de VM(t) esta ahora contenida
en 6&(4¢) | Su extraccién se hard a través de los momentos factoriales

de R
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o_t{@>_ Ad <MD
dt

. , 1
A LRIEDS , \ 2> <R 4 24 '("“’ <2 §NE) ENED) D

o st
PR

olt (5.6)
At
s Mju 2< 6N(E) SMEYD KR + 6 e o'/o“ -4<‘”f‘)66’“‘)8”(“),>,>

Derivando con respecto a t la segunda ecuacién de (B.6) obtenemos

AURD_ | 2 e y
ez 2 NS 2 A )
£ 1 <Po (B.7)

con ((¢) = << 6N SN0 ., La ecuacién (B.7) es la férmula de
Pluta obtenida de una mancra eiegante (ver ec.3.39 ). A partir de la ter-
cera ecuncién es posible la extraccién de informacién para momentos de N
de orden superior al segundo. In este sentido la férmula de Pluta es
generalizadn. Queremos remarcar el hecho que con la ecuacién (B.5) ha si-

do exactamente tronsferida toda la informacién contenida en MN(#) a fo)

&7;:) = exp{ A cw> (ept+ 7“«(*)(8 l)“Aaf (B.8)

C tayg

con Ru({) /o“/J"z. ] dts, << 8N(4) . SIU(t“)>>



APENDICE C:

COMPROBACION DE MODELOS POR PROPIEDADES ASINTOTICAS
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Se ha indicado en el cap. VI que las propiedades asintéticas son par
ticularmente sensibles al modelo y a la aproximacién utilizadas. En algu-
nos trabajos (Lindenberg (1979)) se ha sugerido su uso como un mecanismo
de comprobacién de modelos munque experimentalmente no haya sido ptilizap
do. En este apéndice vamos a esbozar las implicaciones tedricas y experi-
mentales que lleva implicito el ugo de las propiedades asintéticas como

medioc de comprobacidn de modelos..

Un pardmetro asintético observable puede ser el tiempo de paso de un
determinado umbral suficientemente alejado. Dc¢ hecho en vibraciones es-
tructurales ha sido empleado por Robson para umbrales no muy asintdticos

(ver Williams (1974)), como un método mAs del cllculo de parédmetros.

Las dificultades experimentales, como se puede suponer, son esencial

mente dehidas al enorme tiempo de observacidn requerido para su medida.

La expreasidén del tiempo de paso para umbrales asintéticos cs funcién

. casi exclusivamente de la prcbabilidad estacionaria, Como ha mido expues-
to por Lindenberg (1975), para un proceso Markoviano, cuando los tiempos
‘de observacidén son largos el proceso.en cada observacién se comporta como
una variable aleatoria independiente (no est4 correlacionada con la obser
vacién anterior). En el caso de un modelo de creacidén-destruccién y deno-
tando por w(H 1 M4-1) ~ las probsbilidades de transicién y Fur(W)

la probabilidad estacionaria, el tiempo de paso asintético se escribe apro

ximadamente, (umbral en m, condiciones inciailes M ):

i
2. Pi.(e
Tp(t) T 2o & 4
| B (nq) WIH 1LY Pop (H-2) W(H/M-L) (c-1)

lo cual indica que efectivamente estd en funcién de la probabilidad esta-
cionaria. Para la comprobacidn del modelo se precisa pues un m&todo que
sea capaz de calcular la probabilidad en zonas asintéticas, es decir leja

nas del valor de probabilidad méxima en calculo exacto unicamente cs po-
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sible en casos muy restringidos como pueda ser, para modelos no linecales
generales, ¢l de un solo salto en 1as probabilidades de transicién. La

revigidn de los métodos existentes lleva a las siguicentes COHClHSlOﬂG».

- El1 de funcioncs generaifices admite soluciones exactas para mode-
los lineales y cuadréticos con muchos saltos, Sin embargo las probabilida
des han de calculaise por derivaciones sucesivas numéricamente, teniendo
un limite préctico impuesto por el ticmpo de célculo que sec acerca a

N A 100 (Marseguerra 1975).

~ El de fraccianes contlnuadar admlte ?oluclones exactas pora un sal

to (Haag (1979)) y para dos en la absorcldn‘(Haag 19%0) .

- El de matrices continuadas se adapta al célculo numérico con mu—
chos saltos, sin embargo presenta. los mismof problemns de tiempo de célcu

lo que el de fracciones gencratrices (Riskeh 1980)

Lins aproximaciones usuales no se adaptgn a c&lculos de ertc tipo pues
las propicdades asinﬁétlcas, al ipual que péra los modelos, son cenoiblen
a los aproximaciones, Como e jemplo, se‘puedé comprobar (Blombcrg 1979)
que los métodos usuales de desarrollo en *amaiio (ver III.2)5auponen una

aproximacién de tipo aditivo en el sentido que

4

[ P0x) - Bplx)] = £205

de tal forma que asintéticamente, d&ndeiias probdbilidadog'sonf@uy;pequem
flag, el error en la aproximacién puede ser del mismo orden y mayor que la
probabilidnd misma, Existe una p031b111dad analitlca 1nteresante que ea |
utilizar un método debido a Gortz (1976). Como demuestra Blomberg, el mé—
todo de Gortz supone una aproximacién de tipo multiplicativo en el senti-
do que | |

P o f1-¢)

fap (X)
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de forma que reproduce aproximadamente resultados asintéticos. El método
de Gortz aplicado a un modelo de creacién destruccidn informa sobre la
volidez de las aproximaciones de tipo aditivo. Supongsmos en general que
las probabilidades de transicidén vienen dadas por W(wW+i/W) = WL (w)
para la fisién y wW(nN-i/w) = Wi (W) para la absorcién. La expresién de
la probabilidad exacta puede ser calculada por un método de fracciones
continuadas similar al utilizodo en VI, 3B y obteniéndose (Haag 1979):

Y
- Plo) . W (K- 1)
PST(UJ ( ) //;g" w+ (K) ' (0_2)

La variable N es extensiva, m = “/(/ vy para las probabilidades de

trensicién en N deberi cumplirse (Ver III.2)

W(VEL[ W) =V «w(mtdm) ()

Ahora tomamos Psf de la giguiente formas

P5T(p); P(o) -E)r}p{i M(K'Qj _

Kz M(K}
N (¢=3)
v -1

= f(o) Ex(lpgl. Lu ‘MJ
2w (&)

desarrollando en potencias de ‘/‘,
w- (u-k%) (L
L = Zolm) + L 2lu) + of vy (c-4)

Wy (M)

y aplicando la regla de sumacién de Euler-lMcLaurin en el exponente de Ps‘r

se obtiene

M N '
P‘ir (N) v P(o) .er; [&)fo Zo(x) a’x +/ 2,(x)dx ~ '{ 2o(‘“)..,:( ( )
(] 5
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Con las aproximaciones hechas es claro guu va & gser una bucna aproxima~

cién asintética.

No es dificil extender esta aproximacién al cagso de varios saltos en
las probabilidades de transicién. Suponiendo en ecte caso una forma aimi-
lar a (C.S) para la probabilidad y sustituyendo en la eguacién maestra
estacionaria (3.43) se obtiene en la aproximacién de Gortz la siguiente

ecuacién:
I

Z: w(Mirim) {2;{{9[0" éo(m)l—ii = 0O
= (c.6)

Esta ecuacién ha sido estudiada por Blomberg (1979) concluyendo que sola~
mente admite una solucién fisicamente aceptable. Puede ser el punto de

partida para el célculo de propiedades asintéticas.

Como un primer paso de aplicacidn en reactores vamos a aplicarla el
caso de dos modelos de creacién-destruccidén, uno de ellos lincal cuya
ecuacidn moestra serd la (3.28) y el otro con efecto cuadritico de tempe-—

ratura en la absorcién cuya ecuacién maestra es ahora:

) P;”‘*) (V42)(a+ /-(NH)) P(N14,E) + A(W-L) PCNV-LiE) 4
(c.7)

+ S P(lu,é)n(u(,u S B) 4+ N A rov) POriE)

En la siguiente tabla se presentan las soluciones asinté&ticas para estos
dos modelos por los métodos aproximados de Gortz, ecuacién lineal de
Folker-Planck y ecuacién no lineal de Fokker-Planck (Ver III.2). Se com-
prucba la gran sensibilidad que la parte asintética tiene respecto a los
modelos y aproximaciones utilizados. Seifialamos también que estos cdlculos
son vAlidos para la informacidén de probabilidades de accidentes (ver VI.

1) de mucha importancia préctica en reactores nucleares

Gortz P.P, lineal F.P, no lineal
MNe s AN ' Ve 2429 (d%z
Lineal N + ( (\ ) 'QKP{'ZI}I} N ("{'*?‘)1 eng ((H~U
N

J
Efecto T. ()" T ep My exp g " N exp (-20)
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CONCLUSIONES Y FERSPECTIVAS
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CONCLUSIONES

Con el fin de hacer un estudio de las fluctuaciones en rcactores nu-
cleares analizamos previamente los dos tipos de ruidos existentes: los in
ternos, descritos por ecuaciones maestras,y los externos por ecuaciones

estocésticas.

1.— Utilizamos el concepto de fuente equivalente siguiendo a Ackasu
(1977 y con el método de desarrollo en potencias del vqlumen (System si-
ze Expansion) estudiamos lo validez de las fuentes equivalentes usadas
por diferentes autores. Como conclusién, deducimos que cuando las fluctua
ciones escalan con el inverso del volumen, el uso de fuentes equivalen-
tes es correcto. En el caso contrario, dicho uso conduce a errores como
los observados en ciertos trabajos de reactores nucleares (Mori&ﬂima,19z9)

(Matthey 1979 ).

2.—- Introducimos en el contexto de reactores nucleares una teoria

(San Miguel 1982) para el tratamiento de ruidos externos e internos sin
necesidad del uso de fuentes equivalentes (Rodriguez 1983B). Para compro
bar su validez y consistencia utilizamos un modelo de creacién y destruc-—
cién con fuentes de ruido blanco en los parémetros de absorcién, fuente

y fisién. En los 1imites de ruido externo (D=0 ) interno ( V—o ©0 ) nu~
los se reproducen las descripciones correctas. También como un primer pa—
so en el estudio de ruidos més realistas incorporamos el ruido dicotdmi-

co, observando que el efecto de color es estabilizador.

3.~ Generalizamos la teoria del ruido externo-interno para el caso
de un modelo de reactor puntual general a potencia cero. Con ruidds bl an-
cos se obtienen para los momentos y correlaciones expresiones similares a
las usuales sin ruido externo pero con la introduccién de c@eficientes
eficaces que son funcién de la intensidad del ruido. Se trafan también
los cambios en las condiciones de estabilidad para el primer y segundo

momento observando que un ruido externo siempre desestabiliza el sistema.
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4.~ Nos servimos de nuestra teorfa exacta para estudiar 1a validez
del uso de fuentes equivalentes. Asimismo obtenemos, en funcién de los
parfmetros nucleares y del ruido, las regiones de validez de los pogibles
casos a tener en cuenta en un estudio simulténeo de varios tipos de ruido,

discutiendo sus implicaciones en reactores nucleares.

5.~ Aplicamos esta teorfa de ruido externo-interno a un modelo sin
neutrones retardados y con ruidos generales, empleando un método por cu-
mulantes vAlido en la aproximacién del primer orden en la intensidad del
ruido. Con ello se aprecian los efectos de color del ruido en la estabili
dad de los momentos, generalizando el resultado obitenido previamente con

un ruido dicotdémico.

En el capitulo IV se estudia diferentes modelos no linerles con efec
to de temperatura que tiene en cuenta el funcionamiento del reactor para

altas y bajas frecuencias.

6.~ Con objeto de estudiar modelos no lineales usamos una imagen me—
cénico-cuintica que nos permite el anélisis cualitativo de las fluctuacio
nes en reactores con ruidos externos blancos. La forma del potencial equi
valente informa sobre la amplitud y tipo de fluctuacién. Cuando el ruido
es intenso aparecen fluctuaciones anémalas cuyo estudio se hace inaborda—
ble por métodos de linealizacién. Sin embargo, aunque el ruido sea débil
las fluctuaciones resultan muy grandes cerca del estado critico y enton-

ces lag condiciones de linealizacién son muy restrictivas. .

7.~ Valiéndonos del potencial equivalente se estudia las linealiza-
ciones mis comunes en reactores nucleares: usual, logaritmica y estadisti
ca. Mediante un ejemplo resoluble exactamente se analiza un tipo de linea
lizacién frecuentemente empleada en reactores como es el Ipaso del ruido

multiplicativo a aditivo.
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8.— Aplicamos los resultados anteriores on tren tipos de modelos de
reactores nuclearcs con acopliamiento de temperatura: con ruido intenso,
con ruido débil y baja frocuencia y con ruido débil y frecuencian altas.
Definimos cuatro regimenes de funcionamiento del reactor en funcién de
los parédmetros nucleares y del ruido. Tres de cllos so corrcsponden con
loc estados suberftico, crftico y supercritico. El cuarto, que no ha gi-
do cons:derado hasta ahora, es el del dominio del ruido. Con 61 logramos
explicar las fluctuaciones anémalas observadas en rcactores de agua on
cbullicién, que hasta ahora no ha sido posible debido a su caracter de
fenémeno no linealizable. Asimismo logramos conciliar teorfa y cxperien-

cia en la explicacién del fenémeno conocido por "catéstrofe de varianza'.

9.~ Siguiendo con modelos no lineales y efectos de temperatura se
analiza la respuesta del reactor con un ruido dicotémico con objoto de
aprcciar efectos del calor del ruido. Se comparan los acoplamienton de
temperatura cuadritico y exponencial (debido al efecto Doppler en las
secciones eficacesh La diferencia principal con el tratamiento lincaliza-—
do es la aparicién de una regién de fluctuaciones fuertemente asimétricas
que crece con la intensidad del ruido. Nuevamente contribuye a explicar

los resultados observados experimentalmente.

En el capitulo V se tratan modelos no Markovianos con ruidos en 1ln
reactividad (no-linecales parnmétricamenxe), haciendo hincapié en el cél-
culo de fluctuaciones relativas,tiempos de rel~njacién y funciones de co-

rrelacién.

10.- Calculamos exactamente varianzas y correlaciones en un modelo
puntual sin neutrones retardados,con un ruido en la reactividad Gausiano
de correlacién exponencial., Estos resultados son interesantes pues servi-

rén como test de validez de las aproximaciones realizadas en modelos mds
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complejos (Rodriguez 19834).

11.- En el estudio de un modelo puntual sin neutrones retardados con
ruido Gausiano de tipo "wvibracién", utilizamos técnicas funcionales con
la aproximacién en el primer orden del tiempo de cdrrelacidn (Hern&ndez,
1983 ). Analizamos la diferencia con los resultados lineales y la estabili
dnd inducida por . .. la frecuencia propia de vibracién del ruido.
Calculamos la densidad espectral y las condiciones de observacién del pi-

co de vibracién.

12.- Al revisar los ultimos trabajos que tratan ruidos no Markovia~
nos en reactores (Quabili 1979, Saito 1979@) demostranos que la hipétesis
de causalidad entre el ruido y el nimero de neutrones, usada en los traba
jos anteriores,ec incorrecta. Observamos alguna otra incorreccidén matemé~
tica debida al desprecio de algunos términos del orden de la aproximuacidén
considerada. Concluimos que para varianzas y funcionec de correlacién es

necesario replantearse nuevamente el problema.

Posteriormente, tratamos modelos puntuales no Markovianos y con neu-
trones retardados considerando dos tipos de aproximaciones que cubren un

amplio margen de aplicaciones,

13.- La primera aproximacién'es en el primer orden de la intensidad
del ruido y admiﬁe dos formulaciones: la diferencial,usada por Quaobili
(1979) y le integro—diferencia%,adaptada por nosotros al caso de reacto-
res. Corregimos la ecuacién de Quabili y calculamos el valor medio en am—
bas formulaciones para un ruido con correlacién exponencial <oncluyendo
que la ecuacidén integro-diferencial es v4lida para una regié# mayor que
la diferencial, Concluimos también que el efecto de color del ruido esta~

biliza el sistema.

14.- La segunda aproximacién es la generalizacién a dos dimensiones

de la utilizada para el ruido vibracional. Con ella hacemosnun estudio
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sistemAtico de valores medios, varianzas, fluctuaciones relativas, tiem-
po de relajacién y densidad espectral para un ruido de tipo Ornstein-
Uhlenbeck. Analizamos en cada caso las variaciones inducidas por el color

del ruido y la forma de la densidad espectral.

En el capitulo VI estudiamos propiedades que implican un conocimien-
to detallado de la funcién de probabilidad,imtroduciendo barreras absor—
bentes y reflectantes en las ecunciones maestras que amplian la posibili-
dad de estudio a propiedades asintéticas generales. En reactores nuclea~
res sélamente se habia estudiado hasta ahora la probabilidad de extin —

cién y las fluctuaciones en la puesta en marcha en modelos lineales.

15.~ Desarrollamos un método' para el cdlculo de probabilidades asin-
t6ticas generales por funciones generatrices, adaptable a los problemas
planteados en reactores nucleares lineales. Con la finalidad de comprobar
la validez del método lo aplicamos al célculo de la probabilidad de extin-

cién y primeros tiempos de paso obteniendo resultados correctos.

16.~ Estudiamos las probabilidades de extincién y fluctuaciones en
la puesta en marcha en un modelo de reactor no lineal. Para ello, genera~
lizamos la probabilidad de extincién condicionada al paso de un umbral y
ponemos a punto un método de célculo por fracciones continuadas. Presenta
mos la aplicacidén a un modelo de reactor nuclear con acoplamiento cuadré~

tico de temperatura.

En el apéndice A iniciamos el estudio-exacto del problema de vibra -
cién’'de barras en modelos espaciales. En el apéndice B abordamoé exacta~
mente el problema de la obtencidén de informacién por medio de detectores.

Finalmenie en el apéndice C se consideran ciertas propiedades aéintdticas
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muy sensibles al modelo utilizado,lo que podria permitir llevar a cabo

identificacién de modelos.
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PERSPECTIVAS

1.— Sipguicndo con la teorfa de ruido externo-interno prescntada en
el Cap. III es posible la generalizacién a modelos de reactores no linca~
les y la solucién exacta con acoplamiento cuadritico de tdmperatura en un
caso de creacién-destruccién. El anflisis numérico en la zona dc pardme-
tros de criticidad presenta problemas de convergencia por lo que requeri-
r4 un andlisis mds detallado. En trabajos posteriorecs nos ocuparemos de

este problema.

2.~ En el futuro seri intercsante un estudio por simulacién analégi-
ca y numérica y posterior comprobacién experimental de las fluctuaciones
anémalas que se producen en la zona que hemos llamado de "dominio del
ruido" (Cap. IV). Este interés es general en otros problemas fisicos y,

en concreto por su evidencia experimental, en reactores nuclearcs.

3.~ La aparicidén de picos de vibracién en las funcioncs de densidad
cspectral no es solamente por efectos espaciales sino que adenis es debi-
da al carécter multiplicativo del ruido (Cap. V). La contribucién del efec
to multiplicativo en ordenes superiores puede ser calculada por los méto-
dos expuestos en el Cap, V y contribuird a mejorar lcs posibilidades de
diagnosis en reactores de agua a presién. Ya que los métodos estln a pun-

to podremos tratar este problema en un futuro inmediato.

4.~ Los problemas de cllculo de propiedades asinté8ticas son fundamepn
talmente numéricos. Los métodos expuestos en el Cap., VI y apéndice C pue-
den ser una base sélida para comenzar un estudio numérico en modelos con-
cretos de reactores nucleares. Las aplicaciones a la ocomprobacién de mode
los y cllculo deprobabilidad de accidentes pucden ser de gron gtilidad
en la disgnosis y seguridad nuclear,

5.- En el apéndice A se ha resuelto exactamente un modelo espacial

sencillo con ruido dicotémico., Es posible la generalizaciédn dé esta teo-
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ria con ruidos mas realistas y modelos en varios grupos de energia, El
disponer de goluciones analfticas en madelos de tipo espacial nos seri

de gran utilidad para contrastar con las aproximaciones utilizadas en

reactores y estudiar su validez.
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