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Capitulo 1
Introduccion

De entre los estados de agregacion mas comunes de la mafdida, liquido y
gas, el estado liquido es quizas el que presenta mayoresadsohora de su estudio
tedrico. En el caso de un gas real diluido, es posible defimgas ideal que puede servir
de sistema de referencia para el estudio del mismo, y la #cude estado del gas real
se puede obtener mediante correcciones efectuadas saedeion de estado del gas
ideal. De hecho, el desarrollo del virial de la ecuacién dadesde un gas real consiste
en introducir sucesivas correcciones de orden crecienta éansidad a la ecuacion de
estado del gas ideal. Alternativamente, ecuaciones ddcestan base tedrica, como la
conocida ecuacion de van der Waals, introducen correcsiaiheeecuacion de estado del
gas ideal, para tener en cuenta el tamafio finito de las makeguh existencia de fuerzas
intermoleculares, dando lugar a una ecuacion compacta.

De forma similar, es posible definir un sélido ideal, como&@un que las molécu-
las se encuentren situadas en los nodos de una red crigialifegta, pudiendo realizar
oscilaciones alrededor de sus posiciones de equilibrimdglelo de sdélido de Einstein,
en el que se supone que todas las moléculas oscilan con larfiestnencia, puede con-
siderarse como un solido cristalino ideal. A partir de estel@io pueden introducirse
correcciones, por ejemplo considerando que, en lugar dér@etizencia Unica de oscila-
cion, existe una distribucion de frecuencias 0 modos deagibn de los osciladores. Se
obtiene asi el modelo de Debye u otros mas sofisticados natieamente, es posible en
algunos casos tomar como referencia el solido perfecto Bmig¢ de altas densidades,
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o limite de empaqguetamiento regular compacto, e introdwgiesivas correcciones en
potencias crecientes del volumen 2, 3].

En el caso de los liquidos y los gases densos, por el contmarjsuede definirse un
sistema ideal propiamente dicho. En principio, podria pesgsque el desarrollo en serie
del virial, valido para bajas densidades, podria exteedeigases densos o liquidos sin
mas que tomar un nimero suficiente de términos. Sin embaalo, desarrollo converge
lentamente y ademas no es posible obtener més que algunos pgerheros términos
de dicho desarrollo, ocho en el mas favorable de los casosigrgenente no mas de
cinco, lo que resulta insuficiente. Podria pensarse emartdilguno de los procedimientos
desarrollados para acelerar la convergencia de la serfgy ebmétodo de aproximantes
de Padé4] o el denominadalesarrollo del virial reescalad§5]. Tales procedimientos,
sin embargo, no son apropiados para fluidos reales densagieybs coeficientes del
virial a bajas temperaturas presentan variaciones alsrgptala temperatura.

Alternativamente, podria pensarse en tomar como referemcsolido cristalino e
introducir correcciones para tener en cuenta la no locabmade las particulas en un
fluido y el menor grado de orden. Aungue se han realizadotvdean este sentido, los
resultados obtenidos no son suficientemente satisfastorio

A pesar de todo, es posible definir un sistema de referencegaaes reales densos
y liquidos. Consiste en un fluido constituido por particalasas con una forma similar a
la de las moléculas del fluido real de que se trate. En el cassim@le, en el que el fluido
esté constituido por particulas que interaccionen entreediante fuerzas de interaccion
gue deriven de potenciales con simetria esférica, el fluedmeterencia natural es el de
esferas duras (HS). En éste ultimo, las particulas intema@n mediante un potencial de
la forma:
oo s r<o
{ (1.2)

0 s2 r>o0o
dondes es el didametro de las esferas.

Las propiedades del fluido real pueden obtenerse como unralés&n serie de
potencias de una magnitud adecuada. Esta es la base de dasinketadeorias de per-
turbacionesdentro de cuyo contexto se centra gran parte de los temaseaqlrdan en



la presente tesis. El fundamento de este procedimientaseina en el hecho de que los
fluidos reales a altas temperaturas se comportan como asstnstituidos por molécu-

las duras, o esferas duras como caso particular. Por ote [@aestructura y propiedades
de los fluidos reales estan determinadas en gran parte pordescciones repulsivas, o de
volumen excluido, entre las particulas que los constituyeentras que las interacciones
atractivas representan una contribucion de menor impoe@nantitativa, de manera que
puede tratarse como una perturbacion de la contribuciansiep. No obstante, es preci-

S0 tener en cuenta que ciertas propiedades, como la ti@mBmilido-vapor, requieren de

la presencia de interacciones atractivas para su exiatenci

Las teorias de perturbaciones han gozado durante décadagptia aceptacion por
parte de los investigadores en el campo de la Mecanica Bstadiel estado liquido. Ello
es debido fundamentalmente a su relativa sencillez, lasgbcaidad de los resultados que
proporcionan y la generalidad de su aplicacion. En la adagl son de frecuente uso en
el estudio de fluidos constituidos por moléculas poliat@sidNaturalmente, los fluidos
constituidos por particulas que interaccionan mediantenptales de simetria esférica,
han sido profusamente estudiados. En estas circunstaoatasa preguntarse cual es el
interés de realizar un trabajo como el que aqui se presamtaado precisamente en el
estudio de dicho tipo de fluidos. Pues bien, se trata de agaliz estudio amplio y siste-
mético de la calidad de una de las teorias de perturbacioaestilizadas, concretamente
la de Barker-Henderson que se estudiara con detalle en imlogmosterior, para deter-
minar sus posibles limitaciones y las posibilidades de magjproponiendo soluciones
alternativas en caso necesario y examinando la viabilidddsimismas.

A tal fin, se considera un modelo de potencial con nucleo dgasturas, el po-
tencial de pozo cuadrado (SW), que es de la forma:

oo st or<o
u(r)y=4 —¢ si c<r<J\o (1.2)
0 st r>M\o
donde) es el rango o alcance del potencial en unidades, @& diametro de las esferas,
y ¢ la profundidad del mismo.

Naturalmente, no existe en la naturaleza ningun fluido cpgai$culas interaccio-
nen mediante un potencial que tenga exactamente la fdtr8a por lo que no existen
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resultados experimentales con los que comparar las predkésctedricas. Por ello se re-
curre a obtener tales propiedades mediante simulaciondemador, en la forma que se
detalla en un capitulo posterior. A los datos asi obteniddesdenomina en ocasiones
datos pseudo-experimentales.

El fluido de pozo cuadrado ha sido ampliamente estudiadty tlesde un punto
de vista tedrico como mediante simulacion en ordenada. édldebido a que se trata
del fluido mas sencillo que posee contribuciones repulsiesactivas a las interaccio-
nes intermoleculares, y por tanto es capaz de reproduciegabs cualitativamente, las
propiedades de los fluidos reales. A pesar de ello, o quizZtssamente por su senci-
llez, es quizas mas sensible a pequefas inexactitudes tdeité&ss, tal como se vera mas
adelante. De ahi que sea particularmente apropiado paradlisis sistematico de las
mismas y de sus posibilidades de mejora. Por lo que respéasadatos de simulacion
existentes, aunque abundantes, no lo son tanto como paedercal mencionado anali-
sis sistematico, tal como se pondra de manifiesto en un éapidsterior. Esto justifica
la realizacion, llevada a cabo, de extensas simulaciormesgtiener las propiedades de
equilibrio y estructurales de fluidos de pozo cuadrado paexsbs rangos de potencial,
y amplios rangos de temperatura y densidad.

El trabajo se estructura como sigue. En el Capifde analizan los datos de simu-
lacion existentes para el fluido de pozo cuadrado. A contidnsse introduce la técnica
de simulacion empleaday los resultados obtenidos paraauiged® rangos de potencial.
Ademas, en el Apéndidg se comparan los datos de simulacién obtenidos en el presente
trabajo con los de otros autores en aquellos casos en quered&os de simulacion.

En el Capituld3 se expone una introduccion a las teorias de perturbacipress,
tando especial atencion a la de Barker-Henderson que smaréilmas adelante. En el
Capitulo4 se presentan diversas formulaciones analiticag (@, la funcion de distribu-
cion radial (f.d.r.) del fluido de referencia de esferas suagpecto crucial de las teorias
de perturbaciones, y se analiza la precision de las mismapgparacion con los datos
de simulacion existentes en la Bibliografia. En el mismdtcép se presentan diversas
ecuaciones de estado para el fluido de referencia. En eluBapjtse comparan los re-
sultados que proporciona la teoria de perturbaciones deeBlenderson con los datos
de simulacién previamente obtenidos, se analizan las éedieis y la influencia que so-



bre los resultados tiene la eleccion de la f.d.r. del fluidoederencia y la introduccién
de términos perturbativos de orden superior al segundol Eagtulo6 se realizan si-
mulaciones de los términos perturbativos de primer y segumnden, comparando los
resultados que proporciona una teoria de perturbacioreesipsxperimental con los da-
tos de simulacién obtenidos previamente para el fluido de poadrado. Se pretende
de esta manera discernir cuéles son las limitaciones deconia tde perturbaciones de
segundo orden debidas a su propia naturaleza y cuales estdadas a las aproximacio-
nes introducidas por la teoria de perturbaciones de Batkaderson. En el Capitulbse
analizan las prestaciones de una teoria de perturbacieaesaala para el término pertur-
bativo de segundo orden. En el Capit8lse comparan los resultados que proporciona la
teoria de perturbaciones de Tang y Lu basada en ecuacidegsaies con los términos
perturbativos obtenidos por Monte Carlo.

En el Capitul®, se formula una teoria para el numero de coordinacion deloflui
de pozo cuadrado y se contrastan los resultados que proparcon los datos de simu-
lacion correspondientes. Dicha teoria, en combinacionuc@nteoria de van der Waals
Generalizada proporciona una via alternativa, aunque remiaala con la teoria de per-
turbaciones, para obtener las propiedades de equilibrituitlo de pozo cuadrado. Los
resultados que proporciona esta teoria se analizan en gu(©dako.

La Memoria termina con una serie de Apéndices, algunos daules estan dedi-
cados a ampliar ciertos detalles matematicos relacionaaiokas teorias utilizadas, otros
incluyen listados de datos de simulacion complementagdsglaportados en los diferen-
tes capitulos, y otros finalmente la comparacion con lossdégcsimulacion procedentes
de la bibliografia, una lista de las principales conclus®gue se extraen del trabajo,
un esbozo de las posibles lineas de investigacion que padifacontinuidad al trabajo
realizado y, finalmente, un listado de la Bibliografia erapke
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Capitulo 2

Simulacion por Monte Carlo de fluidos
de pozo cuadrado

2.1. Motivacion para la Simulacion molecular

Tal y como se ha mencionado en el Capitilcuando se desea analizar las propie-
dades termodinamicas de un fluido que obedezca a una forwiiesda potencial, como
es el caso del potencial de pozo cuadrado, se presenta &rpede que no existe en
la naturaleza ningun fluido cuyas fuerzas de interaccioredas moléculas obedezcan
exactamente a dicho potencial, de manera que es imposigesastlatos experimentales
de dichas propiedades termodinamicas para poder comparasultados que proporcio-
ne una teoria. En estas circunstancias se recurre a la sigrutéel modelo de fluido en
un ordenador.

La simulacion mediante ordenador tiene otras aplicacignesitajas. Por ejemplo,
permite estudiar propiedades termodinamicas en regioesesibles a la experimen-
tacion real, como es el caso de fluidos a presiones o tempsatutraordinariamente
elevadas. Ademas, no requiere mas herramientas de tralmjmgrdenador, de manera
gue no se precisa del montaje de un costoso laboratorioimerdal.

Por otra parte, la simulacibn mediante ordenador nos perooihtrolar diversos
factores imposibles de controlar en la experimentacioh yede este modo reducir las
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, Modelizado Modelo
Sistema Real »> del

sistema

Se construye

Experimentos Simulaciones .
una teoria

Resultados Resultados Predicciones
Experimentales | “|  Simulacion - "1 Teéricas
Test del modelo Test de la teoria

Figura 2.1: Ventajas de la simulacion

posibles fuentes de error a la hora de contrastar los rdsslt@oricos. Asi, por ejem-

plo, al prefijar una forma determinada del potencial de ateibn eliminamos la fuente

de incertidumbre inherente al hecho de que no conocemosaexaate el potencial de

interaccion de ningun fluido real. En principio, podriamagaer que el fluido real obe-

dece a una forma determinada del potencial y ajustar losnedrds del mismo a partir

de ciertas propiedades termodinamicas medidas expesaimarite, pero nos encontra-
riamos con que diferentes propiedades termodinamicasicend diferentes valores de
los parametros e incluso una determinada propiedad puegerngionar diferentes va-

lores de los parametros, dependiendo de la densidad o defetatura a que se mida
dicha propiedad. La simulacion nos permite soslayar estielgna. Podemos, por otra
parte, en las simulaciones simplificar las interacciongmimendo que sean aditivas por
pares. La simulacion molecular nos va a permitir tambiéndést efectos que ocurren

en los fluidos pero que podrian quedar enmascarados corefgries simultaneos en la
experimentacion real.

Una vez que una teoria proporciona resultados suficientensatisfactorios por
comparacion con los datos de simulacion obtenidos parafudn modelos de potencial
determinados es posible aplicarla con razonables gasantiaidos reales que obedezcan
a potenciales similares a los modelizados. De este modenpasiconsiderar la simula-
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cibn como un paso intermedio fundamental en el desarrolteatéas aplicables a fluidos
reales.

Dos son los métodos utilizados para la simulacion de fluidlosiétodo de Monte
Carlo (MC) y el método de dinamica molecular (DM).EI primero de ellos, consiste
basicamente en generar configuraciones del sistema, caddeusilas determinada por
la posicion de cada una de las particulas del sistema. Gomizia forma de la energia
potencial de interaccién y las posiciones de las partiqulasle determinarse la energia
total y la ecuacion de estado. En el método de dindmica maledas particulas del
sistema se mueven de acuerdo con las leyes de Newton de taicind.as sucesivas
configuraciones del sistema permiten determinar su engiggcolisiones la presion.

2.2. Simulacion de fluidos de pozo cuadrado, situacion
actual.

Quizas el trabajo pionero sobre simulacion de fluidos de poadrado es el rea-
lizado por Rotembergg] quien obtiene por Monte Carlo la ecuacion de estado para un
rango de potencial=1.5 a varias densidades y temperaturas, aungque no proparmta-
tos numéricos. Posteriormente, Alder et ].droporcionan abundantes datos, obtenidos
mediante dinamica molecular, sobre la ecuacion de estadcepdrgia interna para el
mismo rango de potencial y para un amplio rango de densigaéesperaturas. También
suministran datos de la capacidad calorifica a volumen aotestpara varias temperatu-
ras y densidades. Proporcionan ademas, datos de los térp@rtarbativos de la energia
libre y de la presion, pero de ellos hablaremos méas adeRateiltimo, realizan una es-
timacion de las constantes criticas. También, Hendersah Et0] han publicado datos
de la ecuacion de estado y la energia interna, asi como aglatas sobre la funcién de
distribucion radial obtenidos mediante MC para el mismgeoette potencial.

Otros autores han determinado por simulacién MC la ecuatadstado y la ener-
giainterna pararangos-1.2042 y\=1.3675 [L1] y pararangos=1.125)=1.25,A=1.375,
A=1.625,1=1.85 y\=2.00 [L2], en ambos casos para varios valores de la densidad y la

Ipara unaintroduccion detallada del método véakg[7]
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temperatura. Los Ultimos autores ademas proporcionanstimaeion de las constantes
criticas para cada uno de esos rangos. También se han plaliGhdatos de DM de la
ecuacion de estado para rangesl.4 y A=1.6 para un amplio rango de temperaturas y
densidades. Finalmente, también se han obteridlogor DM datos de la ecuacién de
estado y de la energia interna para el rahg8.0 a algunas temperaturas y densidades.

Por lo que respecta a la coexistencia liquido-vapor, ertigl@itrabajo mencionado
se proporcionan también datos de densidades y temperdii@existencia correspon-
dientes al ranga=3.0. Datos similares para rangos de potencidl.25,A=1.375,=1.5,
A=1.75 yA=2.0 han sido obtenidos por diversos autofs [ 6] y, finalmente, de nuevo
parar=2.0 [17, 1§].

Parece evidente que los datos existentes para las curvasexgistencia liquido-
vapor son muy abundantes. En principio podria parecer guédtos existentes para las
propiedades termodinamicas en funcién de la densidad yripeeatura son igualmen-
te abundantes, pero esto no es del todo exacto. Sin dudatlws diaponibles para la
ecuacion de estado y la energia interna son abundantes| parege\=1.5, pero los de
capacidad calorifica a volumen constante son bastanteosscaén mas los de la funcién
de distribucién radial. Para otros rangos de potencial &desdde ecuacion de estado y
energia interna son relativamente escasos, ya que gepeatalgdlo se dan valores corres-
pondientes a dos o tres densidades en cada isotermay saeskoslo tres isotermas para
cada rango de potencial. Los datos para la ecuacion de estdo®rangoa=1.4y\=1.6
son mas abundantetd, pero no se suministran datos de la energia interna. En@aan
la capacidad calorifica, con la excepcién mencionada dgbr&nl.5 no parece que exis-
tan datos. Lo mismo ocurre con la funcion de distribucionalgaues, aunque diversos
autores la han obtenido como parte imprescindible de sugaiiones, generalmente tan
sé6lo proporcionan datos de forma grafica, en el mejor de E@sca

Asi pues, si se desea hacer un estudio tedrico exhaustigoapgplios rangos de
densidades, temperaturas y anchuras de potencial, segpre@ mayor abundancia de
datos. Por este motivo, se han realizado extensas simuodaciediante MC en la forma
gue se detalla mas adelante. Pero antes, daremos algueasligiexles sobre simulacion
por Monte Carlo.
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2.3. Simulacion molecular por Monte Carlo

La simulacién molecular consiste en obtener las propiesdtatenodindmicas ma-
croscopicas de un sistema a partir de las propiedades migicas del mismo, mediante
“experimentos” de ordenador. Las relaciones existentas éas propiedades microsco-
picas y macroscopicas las proporciona la Mecanica Esizaligista rama de la Fisica
permite obtener las propiedades termodinamicas del sasstquartir de la correspondien-
te funcion de particion obtenida en un colectivo adecuagioeddiendo de las condiciones
externas impuestas al sistema. Por ejemplo, en el colemivonico (V, V' y T constan-
tes) se pueden obtener la presionla energia intern& de la siguiente manera:

8an>

= kT , 2.1

) (W y (2.1)
Oln Q

U:k:T2< ) , 2.2
T )y (2:2)

donde( es la funcion de particién en el colectivo candnico, y se dafomo:

c 1 - _
Q= A3CJ\€N! - AgNN!/"'/dTNeXp [—ﬁ(l) (TN)}’ (2.3)

dondeB = 1/kT, A = (h?/27rmkT)'/? es la longitud de ondatérmica,(FN) la energia
potencial total y).. la funcién de particion configuracional.

La resolucién analitica d@. generalmente no es posible ni aun en el caso de po-
tenciales de interaccion sencillos, aun suponiendo que @@a@amente potenciales de
interaccion por pares. El método de Monte Carlo consistealizar implicitamente esta
integral de una forma numérica, muestreando todo el esplec@mnfiguraciones, eva-
luando(). para cada punto y realizando un promedio. Esta forma delaaleuintegral
es muy ineficiente ya que consistiria en generar al azar kisippes de losV atomos
(suponiendo una molécula monoatémica), calcular las aejwenres entre todos los &to-
mos y evaluaexp [— 3 ()], siendo asi que la mayoria de las configuraciones van a dar
una contribucion practicamente nula. Por eso, para evataarrapidamente la integral
se realiza un muestreo de importancia. En este procedimieintaso del sistema de una
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configuracién a otra se aceptara con probabilidad unidadrsiemento de energia in-
terna es menor que cero, en caso contrario solo sera aceqadma probabilidad dada
por el factor de Boltzmann correspondiente. De esta mametarssigue una estimacion
mas rapida deé)...

2.4. Simulacion por Monte Carlo en el colectivo candnico
NVT

En el colectivo candnico tanto el nimero de particulgscomo el volumen del
sistema/ y la temperaturd’ son constantes, como ya hemos dicho. El primer problema
gue se plantea a la hora de realizar una simulacion es el nldeenoléculas a emplear.
Cualquier sistema macroscopico tiene un enorme numero teuhas. Asi, por ejemplo,
un mol tienes.023 1023 moléculas, y esta claro que ningln ordenador es capaz dgarab
con semejante numero de moléculas, por lo que es necesaimardas simulaciones con
un namero de moléculas mucho mas pequefio. Al mismo tiemgiog dilimero debe ser
lo suficientemente grande para que el sistema sea repriganta

El problema que presenta un sistema constituido por un raipsgueiio de particu-
las es que los efectos de superficie son considerables.efat#es consisten en el hecho
de que las particulas que se encuentran proximas a la sipddisistema se encuentran
sometidas a fuerzas muy diferentes a las particulas quecsergran en el interior del
mismo. Con el fin de minimizar los efectos de superficie, sarrea las denominadas
condiciones periddicas en los limiteonsistentes en repetir el conjunto de particulas en
todas las direcciones del espacio (Figr3.

Podemos hacer una estimacion del tamafio minimo del sistseimaukar, o lo que es
lo mismo, del niumero de particulas necesarias, si tenemosesta que, como minimo,
el tamafo del sistema debe ser tal que una particula nodoteng consigo misma. Asi
pues, el tamafio minimo del sistema a considerar dependerande del potencial de
interaccion y de la densidad.

Como puede verse en la Figt& si una particula sale del sistema por un lado, por
las condiciones periddicas vuelve a entrar en el mismo pladel contrario, con lo cuél
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Figura 2.2: Condiciones periédicas

el numero de particulas en el sistema siempre se manties&ota

Una vez que hemos fijado el nimero de moléculas del sistemstaplecida la
densidad a la cual queremos hacer la simulacién, y por tAmawenen!” del sistema,
y la temperatura, debemos establecer una configuracidalidet sistema. Normalmente
se escoge unared cristalina, en los vértices de la cualemdds atomos (Figura 3). Y
a continuacion se intenta un movimiento al azar de una dedééconas (Figur2.4).

Este movimiento, como hemos dicho anteriormente, se adeptao dependiendo
de la variacion de energia del sistema. Para ello es premmsirer la energia del sistema
antes y después del movimiento. Como la variacion es solmlaebla variacion en el
namero de pares de interaccion de la particula que tratamasosleri con el resto de
particulas del sistema, basta con calcular la energia eeaotion de esa particula en la
configuracién iniciak y en la configuracién tentativa Entonces:

N N
Ad, , = Z u (Tfj) — Z u (rfj) (2.4)
j=1 i=1
El movimiento se aceptaaid,_., < 0, mientras que sh®,_,;, > 0, el movimiento
se acepta con una probabilidad igual al correspondienterfde Boltzmann, como ya se
ha dicho. Para ello se genera un nimero aleatoeiotre 0y 1. Sexp (—SAD, ) < &
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Figura 2.3: Situacién inicial de las particulas

Figura 2.4: Intento de movimiento de una particula
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aceptamos el movimiento, en caso contrario el movimiented®aza. Silos movimientos
son muy pequefios la mayoria seran aceptados, pero lasgp@siGeran muy parecidas,
de manera que las propiedades termodinamicas del sistesiacesivas configuracio-
nes estaran fuertemente correlacionadas, lo que se tradusemuestreo ineficiente del
espacio de configuraciones. Por eso lo que se hace es inteotar las particula una
distancia elegida al azar dentro del interviloAr,,,.] dondeAr,,,. se establece para
gue los movimientos se acepten con una probabilidad en &b % (asi se consigue
una eficiencia maxima en la simulacion).

Esta claro que, si el punto de partida es una configuracistatina regular, mientras
gue el estado a simular corresponde a una fase fluida, ebédsial del sistema esta
muy alejado del estado de equilibrio final, de manera questdraia necesitara un cierto
tiempo, es decir un cierto numero de configuraciones, paemaar estados préximos al
estado de equilibrio deseado. Por ello, sera necesarianti@san cierto nimero de las
primeras configuraciones antes de realizar los promediesngs permitan obtener las
propiedades termodinamicas del sistema. A este procesodembmina equilibrado del
sistema.

De igual forma no podemos calcular las propiedades termaodoas cada vez que
realizamos un movimiento ya que las posiciones de las patiestarian muy correla-
cionadas y, por tanto, también lo estarian las propiedaalesladas, o que resultaria
ineficiente. Por eso se calculan una vez cada cierto numermudignientos. Aqui es in-
teresante definir el concepto de ciclo. En simulacion médéese entiende como ciclo el
intento de N movimientos escogiendo cada vez una molécw@aaalo bien secuencial-
mente (siendo N el nUmero de particulas). Las propiedade®tindmicas se calculan
normalmente al final de cada ciclo.

En cuanto a las propiedades que podemos obtener mediantadion por el méto-
do de Monte Carlo, seran esencialmente propiedades débeiquidlado que se muestrea
el espacio de configuraciones del sistema y no interviergunin variable dinamica del
mismo. Ahora bien, dependiendo del colectivo en el queaealos la simulacién po-
dremos obtener de una forma directa unas propiedades u Btrad caso del colectivo
canonico (VV'T) podemos obtener las propiedades estructurales del sistamo la fun-
cion de distribucion radial y termodinamicas como la ergengierna. Si nos fijamos en
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(2.2) observamos que podemos introducir la derivada dentro dedgral y obtener la
energia interna de exceso sobre el gas ideal como:

AN (FN) exp [—5@ (FN)]

E
= 2.
v [ A exp 5D (7)) (2:5)
O, para un fluido isotropico introduciendo la funcién derilisicion radial:
Np
E F —
U" = 5 /u(r) g (r) dr. (2.6)

Sin embargo, no podemos hacer lo mismo con la pre€idhya que la derivada es
con respecto al volumen y por lo tanto involucraria a todatessciones de las moléculas.
Para obtener la presion en este colectivo debemos recuteor@ma del virial, que se
expresa en la forma:

pV 1 p / du (r) .
=+ _=-1-- : 2.7
NKT cir ) a9 dr (2.7)

2.5. Simulacion por Monte Carlo NVT de fluidos de pozo
cuadrado

Como ya hemos mencionado, estamos interesados en fluidozadeyeadrado, los

cuales obedecen a un potencial de la forma dada por la edpr@s?). Comenzaremos

describiendo las caracteristicas de la simulacion refdiggposteriormente analizaremos
los resultados obtenidos.

2.5.1. Descripcion del método de simulacion de fluidos de pmzua-
drado

Las N particulas se situan, formando inicialmente una configomaegular, en una
celda cubica de volume¥i con condiciones periddicas en los limites, de manera que la
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densidad del sistema= N/V sea la deseada. Fijada la temperafliiala cual se desea

realizar la simulacion, se decide el numero de ciclos ddibcadlo, lo cual puede requerir

algunas pruebas preliminares, y el nimero total de ciclesafparcara la simulacion. Este
ultimo dependera de la precisién con que deseemos obtarmqaolgiedades del sistemayy,
a su vez, requerira algunos ensayos preliminares. Cadeseidompone de un intento de
movimiento por particula, como ya hemos mencionado, ercaste al ser las particulas
esféricas, el unico movimiento posible es el de traslaéénotra parte, al tratarse de par-
ticulas con nucleo duro, si el intento de desplazamientdwese a un solapamiento de
los nucleos de dos particulas, el movimiento se recharaiéatras que en caso contrario
se aceptaria 0 no, segun el criterio indicado anteriormente

Una vez realizados los ciclos de equilibrado, después d& maelo ciclo se cal-
culan las distancias entre todos los pares de particulasprdpiedades termodinamicas.
Cada cierto numero de ciclos se realiza un promedio pareisipropiedades termodi-
namicas medidas. Al finalizar la totalidad de los ciclos geokn los promedios globales
y se realiza una estimacion del error de los mismos en basegpadmedios parciales.

Las propiedades que hemos obtenido por este procedim@mia funcion de dis-
tribucion radial, la energia interna, el calor especificolamen constante y la ecuacion
de estado a través del teorema del virial.

El procedimiento empleado para obtener las propiedademt@namicas es el si-
guiente. Las distancias medidas al final de cada ciclo sepagren intervalogr; —
Ar/2,r; + Ar/2) y se acumulan en un histograma. Si llamamg@sl nimero de parti-
culas en el interval¢r; — Ar/2,r; + Ar/2) y (N;) a su valor medio en un cierto nimero
de ciclos, la funcién de distribucion radial vendra dada por

3 (Vi)
(N =1) pdr ((ri + 5% = (ri — §7))

g(r;) =2 ; (2.8)
donde el factor 2 se introduce para tener en cuenta que E®dotones son por pares
Yy no se cuenta cada par dos veces y se divide éntre 1 en lugar deN porque cada
particula puede interaccionar con las demas, pero no amsgma.

El ndmero de coordinacion, o nimero medio de particulas pozs de potencial
se relaciona con la funcién de distribucion radial en la form
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— drpt / Va2d, (2.9)

dondez = r/c es la distancia reduciday = po?® la densidad reducida. Naturalmente,
con una f.d.r. expresada en forma discreta com@ed), (a integral de 2.9) se sustituye
por un sumatorio o simplemente se determiacomo el nUmero medio de particulas
dentro del pozo de potencial.

De forma similar, la energia interna se expresa en térmiada flincion de distri-
bucion radial en la forma:

U¥
NET

2
2/{;T47Tp / xdx, (2.10)

gue en este caso de fluido de pozo cuadrado se reduce a:

U? N,
NET 2T+’

(2.11)

dondeT™ = kT /e es la temperatura reducida.

La ecuacion de estado se calcula a partir del teorema dal,\que para el fluido
de pozo cuadrado puede expresarse en la forma:

Z=14 2w {g (o) =N o (h) — 9 (007)]}. (2.12)

dondeg(c™) es el valor de la funcion de distribucion radial extrapoladdistancia de
contactopor la derechaes decir para valores de> 1, mientras que(Ao~) y g(Ao™)
son los valores de(z) extrapolados a la distancia correspondiente al rango dehpial
por laizquierda y por la derecha, respectivamente.

El calor especifico de exceso a volumen constante, se pukddacale la forma

[9]:

CE 1 (M- ()
Nk  T%*2 N ’

(2.13)
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donde,M es el nUmero de pares de particulas en interaccion, o lo qle ragssmo,
el nimero de pares de particulas cuyos centros se encuseparados una distancia
reducidar < \.

2.5.2. Detalles de las simulaciones realizadas

Hemos procedido a simular mediante Monte Cavlg’l" un sistema constituido
512 particulas interaccionando entre si mediante un palethe pozo cuadrado, situa-
das inicialmente en una red cubica simple dentro de una Gajaa Las simulaciones
conducentes a la obtencion de la f.d.r., el nimero de caaxidfin, la energia interna y la
ecuacion de estado, consistieron en 20000 ciclos de equibbde los cuales 4000 a una
temperatura muy elevada, y 50000 ciclos de calculo, realzse promedios parciales
cada 500 ciclos. En la Figuga5 se muestra un esquema del programa utilizado.

El intervalo Ar utilizado para construir el histograma de posiciones sabbtid
en 0.02, y el célculo deg(ct), g(Ao™) y g(Ao™) necesario para la obtencion de la
ecuacion de estado segun la expresibad) se ha realizado mediante una extrapolacion
polinémica de los 5 datos més proximos por la izquierda olaaie segun el caso.

Los rangos de potencial considerados sef.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9
y 2.0. En cada caso, se han considerado las densidad@d, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9 y para cada una de estas densidades las tempefitaras, 0.7, 1, 1.5, 2,3y
5, aunque para cada rango de potencial sélo se han consideyadllas isotermas para
las cualesZ es positivo. Los resultados asi obtenidos para el factooapresibilidad?
y la energia interna de exce&@’ se muestran en las Tabla® - 2.11 Tales resultados
concuerdan con los obtenidos por otros autores en aqueltos @n que se dispone de
tales datos, tal y como se muestra en el Apén@ice

Datos MC del numero de coordinacion se mostraran en un tapivsterior. Los
datos de obtenidos para la f.d.r. se encuentran en lal@&f. [

En la determinacion del calor especifico a volumen constaetencontrd que el
namero de ciclos empleados no era suficiente, dado que etigstoalor especifico se
calcula como una fluctuacion de la energia del sistema. Roiselrealizaron simulacio-
nes independientes pararanged.1, 1.2, 1.3y 1.5 para cada rango a diversas densidades
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Se establece la
configuracion inicial
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(cada ciclo N intentos de
movimiento)

Equilibrado
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o Terminado

lSi
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Figura 2.5: Esquema del programa de simulacion
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y temperaturas. En estas simulaciones se utilizaron 200@3 ce equilibrado, 4000 de
ellos a una temperatura muy elevada, y 500000 de calculos Essultados se muestran
en las Tablag.122.15 Ademas, se han simulado los mismos estados que en la referen
cia [9], excepto los correspondientes a algunas temperaturaslevgdas, al objeto de
comparar los resultados de ambas simulaciones. Los résslt® muestran en la Tabla
2.1 En este caso, a diferencia de otras propiedades termodasmos hemos encon-
trado con diferencias importantes. Al objeto de analizariglen de las mismas hemos
simulado los estados mencionados utilizando en cada untode5800, 10000, 30000,
50000, 100000, 300000 y 500000 ciclos de célculo. Como puede en las Figuras
2.6-2.8, a medida que aumenta el numero de ciclos el valor del capecéco aumenta,
tendiendo asintéticamente a un limite dado en cada casaldtos de la referencid@]
parecen corresponder a un nimero de ciclos muy bajo y mdaifieste insuficiente para
dar resultados precisos.

Tabla 2.1: Resultados dé/Nk obtenidos por MC para = 1.5 para varios de los
estados analizados en la referenéia [

V/Vy, T* CE/Nk
16 0792 0.64
16 1.060 0.38
1.6 1941 0.12
2.0 0.900 0.70
20 1342 0.33
2.0 2630 0.088
3.0 1199 1.11
3.0 2625 0.11
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Figura 2.6: Calor especifico de exceso obtenido por Montl @ara el fluido de pozo
cuadrado de rangd = 1.5aV/V, = 1.6, conV, = ¢3/v/2,y T* = 0.792 (circulos),
T* = 1.06 (cuadrados) yI'* = 1.941 (triangulos). Los datos de la referenci ke
muestran con simbolos abiertos. El nimero de ciclos de éiim®s no nos es conocido,
por lo que se han representado de forma que se superpongareisinas curvas que los
nuestros.
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Figura 2.7: Como en la Figua6paral’/V, = 2.0y T* = 0.900 (circulos),T* = 1.342
(cuadrados) ¥ = 2.630 (tridngulos).
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Figura 2.8: Como en la Figua6paral’/V, = 3.0y T* = 1.199 (circulos),T* = 2.625
(cuadrados) ¥ = 4.029 (triangulos).
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2.5.3. Resultados

Tabla 2.2: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigri6¥ /N para el fluido de pozo cuadrado
conrango\ = 1.1.

T
p* 05 07 10 15 20 30 50
A 01 079 100 110 1.16 119 1.20 1.22
~UF/Ne 0.1 050 0.29 0.19 0.14 0.12 0.11 0.09
A 0.2 063 101 124 136 142 147 151
~-UP/Ne 0.2 0.97 057 040 031 0.27 0.24 0.21
A 0.3 049 106 139 162 1.72 181 1.89
~UF/Ne 03 136 0.85 0.63 0.50 0.44 0.39 0.36
A 04 041 114 162 196 211 2.26 2.37
~-UP/Ne 04 175 114 0.88 0.72 0.65 0.58 0.53
A 05 036 1.27 192 242 265 286 3.04
~UF/Ne 05 205 144 116 098 0.90 0.82 0.76
A 06 035 148 235 3.03 3.35 3.69 3.93
~UP/Ne 06 235 178 148 128 1.19 1.10 1.03
A 0.7 035 182 298 3.89 437 482 518
~UF/Ne 07 265 213 185 1.65 155 1.45 1.38
A 08 043 236 394 519 582 6.45 6.96
~UP/Ne 08 298 254 228 208 198 1.89 1.81
A 09 0.75 339 543 7.14 8.05 8.86 9.56

~UF/Ne 09 340 3.03 279 261 252 242 235
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Tabla 2.3: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.2.

T
p* 07 10 15 20 3.0 50
A 01 0.76 096 1.08 1.13 1.17 1.20
~-UF/Ne 0.1 0.62 040 030 0.26 0.23 0.20
Z 0.2 057 095 1.18 1.29 139 1.45
-UFP/Ne 0.2 1.18 0.79 0.62 0.55 0.48 0.44
A 0.3 045 097 134 150 1.67 1.79
~-UF/Ne 03 1.66 1.17 095 0.86 0.78 0.72
Z 04 035 1.04 155 180 204 224
-UP/Ne 04 207 156 131 121 1.12 1.05
A 05 032 117 186 221 258 2.85
~UF/Ne 05 247 196 171 161 151 1.44
Z 0.6 031 142 235 282 331 3.71
-UP/Ne 06 280 239 216 2.06 1.96 1.89
A 0.7 040 185 3.10 3.74 440 492
~UF/Ne 07 3.19 287 267 258 249 242
A 0.8 0.77 2.72 432 5.18 6.03 6.70
-UP/Ne 0.8 3.68 343 325 3.17 3.09 3.03
A 09 193 443 646 754 8.56 9.46

~UF/Ne 09 4.26 4.07 392 3.84 377 3.71
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Tabla 2.4: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.3.

T

) 10 15 20 30 5.0
Z 0.1 0.81 0.99 1.07 1.12 1.17
~UP/Ne 0.1 0.65 048 0.42 0.36 0.32
Z 0.2 067 101 1.15 1.30 1.41
~UP/Ne 0.2 124 094 0.84 0.75 0.69
Z 0.3 059 1.07 1.31 1.53 1.71
~UP/Ne 03 175 1.41 1.29 1.18 1.10
Z 0.4 055 120 152 1.86 2.12
~UP/Ne 0.4 224 1.89 176 1.65 1.57
Z 0.5 0.57 1.43 1.89 2.35 2.72
~UFP/Ne 05 270 240 2.28 217 2.10
Z 0.6 0.73 1.86 2.45 3.05 3.54
~UP/Ne 0.6 321 2.96 2.85 2.76 2.68
Z 0.7 1.16 2.62 3.39 4.16 4.79
~UP/Ne 0.7 3.77 358 3.48 3.40 3.33
Z 0.8 221 4.05 4.98 592 6.64
—UP/Ne 0.8 4.42 425 416 4.08 4.01
Z 0.9 474 671 7.62 8.67 9.50

~UF/Ne 09 5.09 493 486 477 4.71
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Tabla 2.5: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.4.

T

s 10 15 20 30 5.0
Z 0.1 0.63 0.89 0.99 1.08 1.15
~UP/Ne 0.1 1.00 0.68 0.59 0.51 0.46
Z 0.2 0.38 0.83 1.02 121 1.35
~UP/Ne 02 1.88 1.31 1.16 1.05 0.97
Z 0.3 0.23 0.81 1.12 1.40 1.62
~UP/Ne 0.3 255 1.90 1.74 1.60 1.51
Z 0.4 016 0.88 1.28 1.69 2.02
~UP/Ne 0.4 3.03 249 2.33 220 2.11
Z 0.5 0.12 1.05 1.59 2.14 2.60
~UFP/Ne 05 3.47 3.09 2.96 2.85 2.76
Z 0.6 0.19 148 2.16 2.88 3.44
~UP/Ne 0.6 3.99 3.74 3.63 3.53 3.46
Z 0.7 0.76 2.38 3.21 4.06 4.73
~UP/Ne 0.7 4.64 4.44 434 425 4.17
Z 0.8 2.43 420 5.07 598 6.67
~UP/Ne 0.8 5.32 513 504 4.95 4.88
Z 0.9 5.76 7.27 813 8.99 9.67

~UF/Ne 09 590 574 566 558 5.51
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Tabla 2.6: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.5.

T

s 15 20 30 5.0
Z 0.1 078 0.91 1.03 1.12
~UF/Ne 0.1 0.92 0.79 0.69 0.62
Z 0.2 063 0.87 1.11 1.29
~UP/Ne 02 173 152 1.37 1.27
Z 0.3 056 091 1.26 1.55
~UF/Ne 03 244 222 2.06 1.95
Z 0.4 057 1.04 1.51 1.92
~UP/Ne 0.4 311 2.93 2.78 2.68
Z 05 0.70 1.32 1.97 2.50
~UF/Ne 05 3.79 3.66 3.54 3.45
Z 06 1.20 1.96 2.74 3.37
—UP/Ne 0.6 453 4.42 432 4.23
Z 0.7 231 3.16 4.02 4.70
~UF/Ne 0.7 5.28 5.18 5.08 4.99
Z 0.8 4.37 521 6.03 6.71
~UP/Ne 0.8 595 585 576 5.69
Z 0.9 7.72 848 9.16 9.80

~UF/Ne 09 6.48 6.40 6.33 6.26
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Tabla 2.7: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.6.

T

s 15 20 30 5.0
Z 0.1 0.65 0.83 0.98 1.09
~UF/Ne 01 1.22 1.01 0.88 0.79
Z 0.2 043 0.72 1.01 1.23
~UP/Ne 02 225 1.92 1.72 1.60
Z 0.3 031 070 1.12 1.46
~UF/Ne 03 3.07 275 2.56 2.43
Z 0.4 027 0.79 1.34 1.82
~UP/Ne 0.4 377 357 3.41 3.30
Z 0.5 040 1.07 1.80 2.38
~UF/Ne 05 454 4.40 427 4.18
Z 0.6 094 176 2.61 3.30
~UP/Ne 06 5.36 5.25 513 5.04
Z 0.7 219 3.05 3.94 4.66
~UF/Ne 0.7 6.14 6.04 594 585
Z 0.8 431 5.15 6.03 6.71
~UP/Ne 0.8 6.83 6.74 6.64 6.56
Z 0.9 756 8.37 9.18 9.78

~UF/Ne 09 742 733 722 7.14
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Tabla 2.8: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.7.

T

) 20 3.0 5.0
Z 0.1 0.73 0.92 1.05
~UP/Ne 0.1 1.28 1.10 0.99
Z 0.2 056 0.89 1.16
~UP/Ne 02 239 212 1.97
Z 0.3 0.49 0.97 1.36
~UP/Ne 0.3 3.35 3.10 2.96
Z 0.4 053 1.17 1.70
~UP/Ne 0.4 427 408 3.97
Z 0.5 0.82 1.62 2.28
~UFP/Ne 05 520 5.07 4.96
Z 0.6 1.51 2.45 3.18
~UFP/Ne 06 6.15 6.02 5.93
Z 0.7 2.80 3.77 4.56
~UP/Ne 0.7 7.03 691 6.81
Z 0.8 4.83 5.80 6.59
~UFP/Ne 0.8 7.82 7.69 7.59
Z 0.9 7.85 881 9.62

~UF/Ne 09 851 8.38 8.27
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Tabla 2.9: Resultados de simulacién por MC del factor de cesipilidad Z y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.8.

T

p° 20 3.0 50
Z 0.1 0.62 0.84 1.01
~UF/Ne 01 1.62 1.34 1.21
Z 02 040 0.78 1.09
~UP/Ne 02 299 256 2.38
Z 0.3 0.27 0.80 1.25
~UF/Ne 0.3 4.05 3.70 3.54
Z 0.4 0.23 096 1.60
~UP/Ne 0.4 505 4.83 4.70
Z 05 049 1.40 2.14
~UF/Ne 05 6.11 596 5.84
Z 06 1.10 2.19 3.02
~UP/Ne 06 7.19 7.05 6.93
Z 0.7 2.28 3.44 4.36
~UF/Ne 0.7 822 807 7.95
Z 0.8 4.00 525 6.29
~UP/Ne 0.8 9.19 9.03 8.90
Z 09 6.39 7.85 9.08

~-UF/Ne 09 10.15 9.97 9.83
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Tabla 2.10: Resultados de simulacién por MC del factor depresibilidadZ y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ =1.9.

T

) 30 50
Z 0.1 078 0.97
~UP/Ne 0.1 1.63 1.45
Z 0.2 065 1.01
_UP/Ne 0.2 3.07 283
Z 03 0.62 1.15
~UP/Ne 0.3 439 4.18
Z 0.4 074 1.45
_UP/Ne 0.4 568 553
Z 05 1.10 1.97
~UP/Ne 05 6.98 6.85
Z 06 1.77 2.79
_UP/Ne 06 826 8.13
Z 0.7 2.83 4.01
—UP/Ne 0.7 952 9.37
Z 0.8 436 5.70
—UP/Ne 0.8 10.80 10.63
Z 09 6.32 8.07

~UF/Ne 09 12.20 11.99
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Tabla 2.11: Resultados de simulacion por MC del factor depresibilidadZ y de la
energia interna de exceso (cambiada de sigiid} /Ne para el fluido de pozo cuadrado
con ranga\=2.0.

T

g 30 50
Z 01 069 091
~UE/N: 01 196 1.72
Z 02 049 0.92
~UF/Ne 02 3.68 3.34
Z 03 042 1.02
~UE/N: 0.3 5.19 4.92
Z 0.4 043 1.27
~UP/Ne 0.4 6.67 6.47
Z 05 071 1.74
~UE/N: 05 8.20 8.03
Z 06 1.19 2.44
~UF/Ne 06 975 9.58
Z 0.7 201 351
~UE/Ne 0.7 11.35 11.16
Z 0.8 3.15 5.03
~UFP/Ne 0.8 13.03 12.83
Z 09 491 7.29

~UF/Ne 0.9 14.87 14.67
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Tabla 2.12: Resultados de simulacién por MQ e/ Nk para el fluido de pozo cuadrado
con rango\ = 1.1.

T
o 0.7 1.0 1.5 2.0
0.1 0.527(3) 0.1731(8) 0.0580(2)

0.2 0.94(1) 0.319(1) 0.1109(3) 0.0556(2)
0.3 1.25(2) 0.431(3) 0.1588(8)

0.4 1.40(2) 0.525(5) 0.1979(9) 0.1033(4)
0.5 1.51(3) 0.603(7) 0.230(1)

0.6 1.50(3) 0.630(7) 0.252(2) 0.1361(7)
0.7 1.42(3) 0.612(7) 0.261(3)

0.8 1.38(2) 0.595(6) 0.256(3) 0.142(1)
0.9 1.15(3) 0.534(7) 0.241(4)

Tabla 2.13: Resultados de simulacion por MQ e/ Nk para el fluido de pozo cuadrado
con rango\=1.2.

T
o 0.7 1.0 1.5 2.0

0.1 0.367(2) 0.1155(3) 0.0559(1)
0.2 3.11(17) 0.621(7) 0.1988(6) 0.0979(3)
0.3 0.77(1) 0.2568(9) 0.1288(6)
0.4 3.68(22) 0.83(1) 0.282(2) 0.1463(6)
0.5 0.82(1) 0.295(2) 0.1528(6)
0.6 3.01(14) 0.743(9) 0.282(3) 0.1459(8)
0.7 0.657(8) 0.253(2) 0.1351(7)

0.8 1.35(5) 0.530(8) 0.222(2) 0.1209(9)
0.9 0.463(6) 0.195(2) 0.111(1)
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Tabla 2.14: Resultados de simulacién por MQ e/ Nk para el fluido de pozo cuadrado

con rango\=1.3.

T
o 1.0 1.5 2.0 2.5

0.1 0.1846(6) 0.0864(2) 0.0504(1)
0.2 1.17(1) 0.303(2) 0.1423(7) 0.0834(3)
0.3 0.359(4) 0.1720(5) 0.1016(4)
0.4 1.35(2) 0.363(2) 0.178(1) 0.1060(6)
0.5 0.340(3) 0.1688(8) 0.1019(7)
0.6 0.90(2) 0.289(3) 0.151(1) 0.0918(3)
0.7 0.251(2) 0.1350(9) 0.0838(5)
0.8 0.512(8) 0.226(2) 0.126(1) 0.0807(6)
0.9 0.219(2) 0.122(1) 0.078(1)

Tabla 2.15: Resultados de simulacién por MQ'e/ N k para el fluido de pozo cuadrado

con rango\=1.5.

T*

p

15

2.0

2.5

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.426(3)
0.705(5)
0.719(9)
0.563(5)
0.401(6)
0.295(2)
0.270(2)
0.235(3)
0.188(2)

0.1724(4)
0.263(2)
0.277(2)
0.239(2)
0.190(2)
0.161(1)

0.1513(6)
0.136(1)
0.109(2)

0.0952(3)
0.1426(8)
0.1495(7)
0.1339(8)
0.1142(6)
0.1027(5)
0.0977(6)
0.0894(9)
0.0716(6)
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Capitulo 3

Teorias de Perturbaciones

3.1. Introduccién

Un procedimiento ampliamente utilizado para la estimadétas propiedades ter-
modinamicas de cualquier tipo de fluido consiste en tomaloo@ierencia las propieda-
des de un modelo simplificado del fluido de que se trate, talagyeropiedades de dicho
modelo, o aproximacion de orden cero, sean conocidas canesué precision. A con-
tinuacion se introducen correcciones sucesivas de preegyndo, etc. orden, que den
cuenta de las diferencias existentes entre el fluido a estyei fluido utilizado como re-
ferencia. Esta es la esencia de las denominadas teoriaguidpeiones, ya mencionadas
en el CapituldL.

En el tratamiento perturbativo de los fluidos reales, unac@ea l6gica para el fluido
de referencia es el gas ideal, dado que es el limite haciaktienden los fluidos reales
a bajas densidades y altas temperaturas. Las sucesivasaiones podrian introducirse
como una serie de potencias de la densidad. En esto consisagrollo del virial del
factor de compresibilidad de un fluido real, que es de la forma

_ v

= =1 B, p" ! 3.1

donde losB,, son los coeficientes del virial.
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Sin embargo, el gas ideal resulta poco adecuado como sistemederencia para
un fluido denso, porque el desarrollo del virial convergéderente y el célculo de los
coeficientes del virial presenta dificultades actualmeméalvables mas alla del octavo
coeficiente del virial incluso en el caso de potenciales tigaccion particularmente sen-
cillos y mas alla del quinto coeficiente en la mayoria de l@®satal y como ya se ha
mencionado.

Por lo tanto, podemos concluir que en la mayor parte de lassaas resulta con-
veniente utilizar la densidad como parametro del desarpdtturbativo. En su lugar se
utiliza frecuentemente algun parametro relacionado cpoteincial de interaccion, o una
funcion de este.

Las fuerzas intermoleculares en un fluido real pueden dsaden general, en dos
contribuciones: una contribucién repulsiva de muy cortamte y una contribucién atrac-
tiva de mas largo alcance. A altas densidades la estructasapropiedades termodiné&-
micas de un fluido denso estan determinadas esencialmarigegramera contribucion,
mientras que el efecto de las fuerzas atractivas puededssasse como una pequefia
perturbaciénde la contribucion de las fuerzas repulsivas. La contribucepulsiva a las
fuerzas intermoleculares tiene una pendiente muy abru@swyta razonable tratarla co-
mo infinitamente repulsiva, lo que para interacciones cmesia esférica corresponderia
al sistema de esferas duras.

De este modo, resulta razonable obtener las propiedadesderamicas de un flui-
do denso con un potencial isotropico como la suma de lassponelientes a un fluido
de referencia, el fluido de esferas duras de diametro adecoets una perturbaciéon de-
bida a las fuerzas atractivas. Esta Ultima, incluiria leedelencia de dichas propiedades
con la temperatura, ya que las propiedades termodinanecas tluido de esferas duras
son independientes de la temperatura. Por lo que respextaattibucion de las fuerzas
atractivas, una primera aproximacion consiste en coraidgie dan lugar a un potencial
de fondo uniforme en el seno del cual se mueven las esferas.dur

El primer intento de representar un fluido real por un sistdenasferas duras mo-
viéndose en el seno de un pozo de potencial atractivo unéf@erdebe a van der Waals,
quien propuso modificar la ley de los gases ideales en dostasp&n primer lugar, la
existencia de fuerzas fuertemente repulsivas a cortaandiss, hace que las moléculas
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tengan un volumen efectivo finito, lo que crea alrededor dia caolécula un “volumen

de exclusion”, dentro del cual no puede encontrarse el @elgrotra molécula. De es-
te modo, al volumen total del sistemiahay que restarle elovolumenVb, o volumen
excluido por el conjunto de Ia8 moléculas del sistema, de manera que el volumen “dis-
ponible” para el movimiento de las moléculas del fluiddes Nb. La segunda de las
modificaciones propuestas consiste en considerar quectb efe las fuerzas atractivas se
traduce en una reduccién uniforme de la presién en una eudandia por N2 /V?, donde

a €S una constante. En consecuencia, la presion del fluido&dada por:

NET aN?

P=w =~y v (3.2)

Esta es la conocida ecuacién de estado de van der Waals, aallal azolumen
excluido por molécula, supuesta de forma esférica de dramees:

To®. (3.3)

2
ex — b=~
! 3
El primer término del segundo miembro de 83) puede considerarse la contribu-

cion debida al fluido de referencia de esferas duras. Teoiemduenta la3.3) y definien-
do la fraccién de empaquetamiente= (7 /6)pc?, dicha contribuciéon puede expresarse:

Po _ 1
pkT  1—4n’

(3.4)

la cual proporciona correctamente el segundo coeficiehtiarae, pero sobreestima con-
siderablemente los datos de simulacion para el fluido deassfieiras a altas densidades.

No obstante, la aplicacion de la denomingelaria de la particula escaladgPT)
a fluidos con fuerzas atractivas, indica que los liquidosipneonsiderarse como esferas
rigidas con un potencial de fondo uniforn®]. Ademas, WidomZ21], mediante conside-
raciones de consistencia termodinamica, demuestra qoedaién de estado compatible
con la hipotesis de fondo uniforme, es necesariamente derfeaf

p Do pa
—_— = . 3.5
pkT pkT kT (3.5)
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Sustituyendo en esta expresion el valorpdalado por la ecuaciorB(4) se obtie-
ne la ecuacion de estado de van der Waals. Asi pues, la esudeiéstado de van der
Waals esta bien fundamentada, aunque sus resultados pdos fiiensos no son satis-
factorios. El principal defecto de la teoria de van der Wesdgle en la utilizaciéon de la
ecuacion 8.4) parap, que, como ya hemos dicho, sobreestima considerablemendaio
tos de simulacion del fluido de esferas duras a altas deresd&arnahan y StarlingZ]
han demostrado que los resultados mejoran consideraliesieen lugar de 1a3(4) se
emplea para el fluido de referencia de esferas duras unai@eucestado mas precisa,
como la de Carnahan-Starling (CZ3].

No obstante, incluso la teoria de van der Waals asi modifresiéta insatisfactoria
para el fluido denso en dos aspectos. En primer lugar, el tidefectivo de las moléculas
de un fluido real, consideradas de forma esférica, no esamestcomo en el fluido
de esferas duras, sino que disminuye ligeramente a mede&dawgnenta la temperatura.
En segundo lugar, sélo para un gas diluido a temperaturagmasiado bajas o para
determinados modelos de potencial puede considerarsentabtmion atractiva como
debida a un potencial de fondo uniforme. En general, la tidn atractiva depende
de la estructura de corto alcance del fluido, es decir, dersiidm de distribucion radial

g(r).

Una forma alternativa de obtener la ecuacion de estado deeraaals es asumir
que las particulas tienen un nucleo duro y que la parte atade la interaccion (que
vamos a suponer aditiva por pares) da lugar aatencial de campo medan el cual las
particulas se mueven

o st r<go
u(r):{ul(r) si r>0 (3.6)

dondeos es el diametro molecular, %, (r) < 0. Entonces podemos expresar la energia
libre como
N
F=F+ 51/17 (3.7)

dondeF; es la energia libre del fluido de esferas duras de diansgtescogido como
referencia. El segundo sumando es la energia media de éaadaiones atractivas vis-
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tas como un potencial perturbativo de campo medio y da uniiloocion negativa a la
energia libre. Lueg® es el promedio de la energia perturbativa por particula:

= 47Tp/u1(r)g0('r)r2dr. (3.8)

van der Waals hizo la suposicion de que las particulas estdibaribuidas al azar, o lo
que es lo misma@g(r) = 1sir > o (Y go(r) = 0 sir < o). O lo que es lo mismo el
limite a bajas densidades de la funcion de distribucioratatdil fluido de esferas duras.
Reescribiendod.9)

Y = —2pa, (3.9)

donde

a= —27T/u1(r)g0(7’)r2dr. (3.10)

Como van der Waals no conocia las propiedades del sistensettaseduras, apro-
xim6 F, como si fuera igual a la energia libre de un gas ideal contegrdunvolumen
libre que sera menor que el volumen total del debido al volumemapor el conjunto
las esferas dura¥b, con lo cual

V — Nb)N

gue derivando con respecto al volumen nos da la ecuacionndgevaVaals

kT
PR 2, (3.12)

P=1 bp a
Las teorias de perturbaciones que veremos en el preseftid@gpueden conside-
rarse como intentos sistematicos de mejorar la teoria dderaWWaals teniendo en cuenta
los hechos sefalados en los péarrafos anteriores. El fumdarde dichas teorias consiste
en suponer que la estructura de los liquidos esta deterenfnadamentalmente por los

efectos de nucleo duro. Evidencia experimental de la valtieesta hipotesis ha sido
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proporcionada por Ashcroft y Leknet4], quienes han demostrado que es posible repro-
ducir los factores de estructura experimentales de losleseligiuidos cerca del punto
triple mediante el factor de estructura de un fluido “eqengd” de esferas duras con un
diametro efectivo determinado por la condicion de que laraltle los picos principales
del metal liquido y del fluido de esferas duras sean iguakesobcordancia entre los dos
factores de estructura se mantiene bastante bien sobre plio aeamngo de numeros de
onda. Resultados analogos han sido obtenidos por Ve#dgeh el caso de un fluido de
Lennard-Jones a altas densidades. Weeks et@lhan realizado un estudio exhaustivo
de la importancia relativa de la fuerzas atractivas y réyagsen la determinacion de la
estructura de fluidos simples, encontrando que la parteti@aalel potencial intermole-
cular no tiene efecto apreciable sobre el factor de estaudiiun fluido de Lennard-Jones
cerca del punto triple, pero si, en cambio, en la regiorceriti

3.2. Teoria de perturbaciones de Zwanzig

Consideremos un sistema de particulas que interacciondiambe un potencial
entre pares con simetria esférica y dependiente de un paocdmen la forma:

u(r, a) = ug(r) + auy(r) (3.13)

que, paraa = 0, se reduce al potencial de referengig mientras que para = 1 se
obtiene el potencial total. Habitualmente, incluye la parte esencialmente repulsiva del
potencial yu, la parte esencialmente atractiva.

La funcion de particién candnica vendra dada por la expng8i8) en la que, consi-
derando que el potencial es aditivo por pares, la energémpial total del sistema vendra
dada por:

Q)('FN,a) = Y u(ry,a)=2%, (FN)+04®1 (FN). (3.14)

1<i<j<N

A partir de la funcion de particion canodnica, la energiagibiene dada por:
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F=—kTInQ. (3.15)

Para un sistema con un potencial de interaccion de la fa3r&)( esta energia libre
puede desarrollarse en serie de Taylor en la forma:

oF 1 (0*F
F=F — e 24, 1
o+<8a>azoa+2<aa2>a:0a + (3.16)

Esta es la esencia del método introducido por Zwarezify En la expresion anterior
Iy es la energia libre del sistema de referencia, y los térnsigosentes son las contribu-
ciones perturbativas de primer, segundo, etc., orden. #ir plarla definicion 8.15 de la
energia libre, resulta:

OF (a)
da

1 N 1 [ =) _ N o) N ,
B 0. (@) /V.../Vﬁcp (TN,a)e 50(7 0) gV — 310 (a), (3.17)

donded’ (7, o) = 0 ®(7™, a) /0 y hemos tenido en cuenta la ecuacidril@). Hacien-
dousodela3.13 ydela@.14:

w: S ow(r) = (7)), (3.18)

1<i<j<N

resulta que la contribucion perturbativa de primer ordea anlergia libre representa el
efecto medio de la perturbacion, de ahi la denominacidemeino de campo medio

De forma similar, y suponiendo que el potencial es de la fqBriD):
2

56 ga(f) = Qﬁa”Q [ /V N /V ® (™, ) e—ﬁfb(FNva)di} _

G b @ e e e o )] @9

De modo que, particularizand8.07) y (3.19 paraa = 0y sustituyendo en la3(16),

tenemos:
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F = Fy+ (®)) 0+ g [(@1)5 — <c1>§>0] o+ (3.20)

donde el subindicé indica que los promedios se realizan en el colectivo candcét
sistema de referencia.

Se puede demostrar que los siguientes términos del ddsa3dl6) se pueden
expresar como suma de momentos de orden superior con respeeior medio(d,)
realizado en el sistema de referencia. Asi los dos sigu¢@itminos del desarroll@ (20
tienen la siguiente forma:

gl <(<I)1 (@1)0)3>0 ag—% (<(‘1>1 - (@1)0)4>0 -3 <(<I>1 - <¢1>0)2>§) ot (3.21)

Truncando el desarrollo en el segundo orden, hay que eV@La) y (3.19. Para
ello si tenemos en cuenta la definicién de la densidad pigrticulas 28]

) GRAARY _n'Q/ ..... / (™) 47, 1 diy s dity . (3.22)

que en nuestro caso se expresaria:

p(n) (T_’i’?’_”g,...?’_”n,a) = N —n 'Q / ..... / 713(1) dTn+1dTn+2 dFN
(3.23)

Como hemos asumido que el potencial es aditivo por pares ghanso: = 2, la expre-
sion (3.17) puede ponerse en la forma:

F
8 a ﬁ//ul 7‘12 7‘1,7“27 )dﬁd'f?z:

= gpQ/ / Uy (7“12)9(771,7727(1) drydrs, (3.24)
v Jv
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donde hemos tenido en cuenta que, para un sistema homogisgempop? (7, 7%5) =
p(r) = p*g(r). Observese que, haciendo uso 824, se puede expresar la energia
libre de la siguiente forma exacta:

1 1
F = F(] + —p2/ / / Ui (T12>g(F1,F2,a) dFl d'FQ do. (325)
2" Jo JviJv

Por otra parte, la funcion de distribucion radial, a su verde desarrollarse en
serie de potencias dede la forma:

g(r,a) =go(r)+ l%] a+... (3.26)
a=0

Quedandonos con el término de orden cero, que es el queaémitirencia sobre el primer
término perturbativo, resulta en definitiva

’ (8527))&0 = 300, ) g0 53,75 s (3.27)

resultado equivalente &.@4) particularizada para = 0, que nos permite obtener la
contribucién perturbativa de primer orden a la energia ldbpartir de la funcion de dis-
tribucion radial del sistema de referencia. Es de resaliaegprimer término perturbativo
de la f.d.r. no interviene en el primer término perturbatieola energia libre, sino en el
segundo.

La derivada segunda se puede obtener a parti8. @d)( para ello es necesario cal-
cular la derivada parcial dg® (7,7, «) con respecto a. El paso de dicha derivada
efectuada en el colectivo canonico al limite termodinanice~ oo es complicado, por
eso Henderson (véase Hansgf][p. 147) la obtienen de forma sencilla en el conjunto
macrocanodnico, obteniendo el segundo término del dekarrol

OPF §
3 aa(Za) :_%{ p2/V/Vg(fl,f2,a) w2 (1) dFy diy +

+2p° /V /V/Vg(?’)(ﬂ,?@ﬂ?s,a) u1(r12) wi (rog)dry dra drs+

1 — — — — - N R .
+_04//// {9(4)(7”1,7“2,7’3,7“4,(1)—g(rl,rg,a)g(rg,r4,a)}x
20 Jviviviy
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X Uq (Tlg) Ul(T34)d771 dFQ d?’_’}, dﬁl—

L N% <g—z> [6% (7 [ 9(rizsa) m(mmm)r} , (3.28)

en el que intervienen las densidades de tres y cuatro dagif®], de las cuales gene-
ralmente no se dispone. El problema se complica ain mas shns@&eran términos de
orden superior en el desarrollo perturbativo.

Particularizando3.24) y (3.28 parac = 0 (g(7, 7, a = 0) = go(71, 7)) Y Sustitu-
yendo en 8.16) tendremos la expresion de la energia libre de nuestro fagdgotencial
aditivo por pares en funcién de las propiedades del fluidefdgencia. En el Capituld
haremos uso de esta expresion.

Dado que en el término perturbativo de segundo orden itieewi las densidades
de tres y cuatro particulas, interesa establecer en quéctames es razonable truncar
el desarrollo perturbativo en el término de primer orderelSérmino perturbativo del
potencial depende de un parametro de energé término de orden en el desarrollo
(3.20 es del orden dés3=)’, de modo que sic < 1, es decir a altas temperaturas, sera
suficiente considerar hasta el término de primer orden.dygadhente, si la parte pertur-
bativa del potencial varia muy suavemente con la distaseid, suficiente considerar una
aproximacion de campo medio, lo que corresponde de nueuvaocaeirel desarrolla3(20
en el término de primer orden, pues el término de segundmaroieesponde a la fluc-
tuacion del potencial perturbativo alrededor del valor imgdalgo similar ocurre con los
términos de orden superior. En la mayoria de los potendiaefuales la variacion de la
parte perturbativa del potencial con la distancia no eseswd® manera que la teoria de
perturbaciones de primer orden solo es véalida a altas teyas.

Los términos perturbativos de primer y segundo orden eroldaele Zwanzig tie-
nen una interpretacion particularmente sencilla en el dason fluido cuyas particulas
interaccionen mediante el potencial de pozo cuadrad?). (En este casoyq(r) viene
dado por el potencial de esferas durhd)y la perturbacién por:

(3.29)

— si o<r<Ao
0 S1 r > \o
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En estas circunstancias, el fluido de referencia es el deassdaras. El desarroll@ 20
puede expresarse ahora en serie de potencig&/tiedondel™ = kT'/e. Los coeficientes
de dicho desarrollo, que son integrales sobre las funcideekstribucion del sistema de
referencia de esferas duras, dependen solo de la densaachdb que el fluido de pozo
cuadrado se reduce al de esferas duras en el liffiite oo, como ya dijimos. Con esto,
el desarrollo de la energia libre puede escribirse:

F o
NKT — Nk;T 2 NkTT*z

(3.30)

donde los coeficienteB; dependen solo de la fraccién de empaquetamiento del sistema
de referencia de esferas duras. A partir de las expresi@nEd ¢ (3.19 se obtiene en
este caso:

By
NET

= -9 TP /:\U QQ(T)TQCZT’ = —%N}O, (3.31)

donde(M), es el numero medio de pares de particulas en el sistema denaesepa-
radas por una distancia comprendida enatye)o.

Todos los términos de orden superior de la ecua@d@@0) pueden expresarse como fluc-
tuaciones deV/ alrededor de su valor medio. Por ejemplo, a partir de laseskpnes
(3.19 y (3.20 puede obtenerse:

K1
NET 2N

. (3.32)

(IM = (0}, )

y de modo similar pueden obtenerse expresiones para losdém#nos.

Barker y Henderson3, 31] han obtenido los valores dE, y F, a partir de los
resultados de simulacién por el método de Monte Carlo, dgdrelo que los valores de
F, presentan alguna dispersion debido a la mayor complejidagitulo. Los mismos
autores obtienen adem&¥] un ajuste de la forma:

NKT { ep[ (@-P)] ﬁi}+ p Qi (8:39)
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parai = 1,2y 3 = V2 (es decir, la densidad de empaquetamiento maxims) se
determina imponiendo la condicion de que proporcione lardmtion correcta de orden
p, que puede obtenerse a partir de la expressoh/) parai: = 1y de la ecuacion3.18
para: = 2 por ejemplo. Los coeficientes restantes se determinan ntecdsguste por
minimos cuadrados. Si se trunca el desarrollo en el segumidm ¢ se considera para
Fy la expresion obtenida a partir de la ecuacion de estado de§$ paraFy y I3 la
expresion 8.33, la concordancia d€' con los resultados de simulacion es exceleni [

Alder et al. B2] han determinadd’, y F, para el potencial de pozo cuadrado me-
diante dinamica molecular, obteniendo resultados sigslarlos anteriores. Ademas han
estimadofy y F, para el mismo sistema, pero sus valores presentan cieeidicwmnbre
debido a que aun son mas dificiles de calcular BueSin embargd; y Fy, al igual que
I, también tienden a cero a altas densidades.

3.3. Teoria de Barker-Henderson

El calculo de la contribucién perturbativa de primer ordémenergia libre median-
te la 3.31) no presenta ningun problema serio una vez conocida ladomig distribucion
radial go(r) del fluido de referencia. La dificultad reside en los térmipegurbativos de
segundo orden y superiores.

Barker y Henderson (BH)3[], proponen un formulacion alternativa, que denomi-
nan derepresentacion discretga que consiste en dividir las distancias intermoleculares
en intervalos discretos, dentro de los cuales la partenpativa del potencial y la funcion
de distribucion radial se pueden considerar constantesglcin de considerar la distri-
bucién de distancias entre pares, en lugar de la distribwespacial de las particulas.

Asi dividen el potencial entre pares, en un potencial deeatéa y en un potencial
perturbativo, en la forma:

u(r) = uo(r) + w (r), (3.34)

dondeu,(r) es el potencial de referencia, dado por:
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N

0 51 r<o
uy(r) = { . (3.36)
u(r) st r>o
Siendoo el valor der para el cuak(r) se anula.
Con lo cual, la energia potencial total del sistema se eapres

Donde hemos discretizado el potencial, siedd@l nimero de particulas dentro de ese
intervaloi-ésima Esto permite expresar la parte configuracional de la furaéparticion
en el conjunto candnico en la forma:

Q.= Q¢ <6Xp [—BZ Nim(m)] > , (3.38)

0

de donde la energia libre resulta:

B(F —F) = — 1<<expl ZNUMZDO):

= ﬁz o ui(rs) —52 Z (<NiNj>o — (Ni)g (Nj>0) uy(ri)ur(ry) +... (3.39)

ij

donde el nimero medio de pares en el sistema de refergngjg,a una distancia com-
prendida en el intervaleésimoviene dado por la expresion:

(N)), = 27N p / " go(r)rtdr. (3.40)
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Si or; es lo bastante pequefio como para que la parte perturbatiymtéacial pueda
considerarse aproximadamente constante en dicho inderwaumando para todas las
celdas en el limite cuand@; — 0, obtenemos que el primer término del desarrollo

(3.39:

BF = Z(Nz'}ou’{('r’i) =2rNp /:o go(r)u (r)ridr, (3.41)

)

gue como caso particular para un fluido de pozo cuadraddad3.31).

El segundo término perturbativo viene determinado por taiflciones en el nu-
meroN; de pares a una distancia determinadgn el sistema de referencia). Es intuiti-
vamente plausible que el segundo término perturbativoidisya a densidades altas, ya
gue a altas densidades las fluctuaciones en el nUmero deupastiieben ser menores. La
ventaja del planteamiento de Barker-Henderson es que mostpeelacionarV;) con
el numero medio de particulas dentro de una capa esfériagesigpuna distancia de la
molécula escogida dado por el doble del segundo miembroetaikecion 8.40). Si estas
capas poseyesen un volumen macroscopico, entonces elmdmenoléculas en capas
diferentes no estaria correlacionado, y por tanto;

La fluctuacion del nimero de particulas en una misma cap& dada por la ex-
presion correspondiente al conjunto macrocanénico:

2 2 _ 9 (N;) o dp
(N?), = (Ni)g = kT <—<‘9u o)va = (N;)o kT (@))N?T’O. (3.43)

De esta forma consiguen simplificar el calculo del segunaoité® perturbativo de

(3.39

_ KT (9p N 2(r) = —m 9p o) [ur ()2 #2dr
ﬁFQ_—§;<a—p)0;<Nz>oul<m— Nka<6p)0/0 go(r) [u (r)]? r2dr.
(3.44)
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A la aproximacién que da lugar a la ecuacién anterior, Baykelenderson 33
la denominaraproximacioén de compresibilidad macroscopica.c) ya que el valor de
(0p/0p), es proporcional a la compresibilidad de un sistema macpistdle esferas
duras.

Sin embargo, como las fluctuaciones en el nimero de pasdidalstro de una capa,
estan mas relacionadas con la compresibilidad en la misita, cpie con la compresibi-
lidad del sistema macroscopico, Barker y Henderson corasideas apropiada kpro-
ximacion de compresibilidad locél.c.), en la cual las fluctuaciones son proporcionales
a la compresibilidad locabpg,/dp),, entonces:

fFy = —wNpkT /:o <(9pg;(r)> [ (r)]? r2dr. (3.45)
0

No obstante, ambas aproximaciones dan resultados similare

Barker y Hendersor[3] han obtenido el valor dé; utilizando la funcion de distri-
bucién radial de Percus-Yevick para el sistema de refeaaeiesferas duras, y el dé
a partir de la teoria de fluctuaciones. Encuentran asi qéereirto de segundo orden es
pequefio a altas densidades y que, en este caso, la teorfanbgmones de primer orden
proporciona unas propiedades termodinamicas que estameea lsoncordancia con los
resultados de la simulacion incluso a bajas temperatiras: 1). Sin embargo Barker y
HendersonZ9] han encontrado que, a densidades medias y altas, tantcokeirapcion
de la compresibilidad macroscépica como la de la comptiikildilocal predicen valores
de F; demasiado altos para el potencial de pozo cuadrado.

En el caso de un potencial con un nucleo de esferas duras metdié& y una
“cola” continua

F
NET

=2mp /:O wh (r) go(r)ridr, (3.46)

dondeui(r) = wuy(r)/e, siendos el parametro de energia del potencial,yr) la cola
atractiva del mismo. La expresioB.46) se reduce a 1a3(31) haciendouf(r) = —1 para
o <r < Aoy cero para distancias mayores.
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La expresion correspondiente a la contribucion de segurtimalepende de que se
considere la aproximacion de la compresibilidad macrasedpla de la compresibilidad
local. En el primer caso:

Fr @ w2 2
s =~ () [T 0 o) 347)
y en el segundo:
2 _ 7 pkT /.OO [u? (r)]? 9lpgo(r)] r2dr. (3.48)
NkT o o1 p o

No obstante, es preciso tener en cuenta que, cuando seaamsigldas concéntri-
cas de anchura muy pequeiia, el nUmero de particulas en peddanas puede estar fuer-
temente correlacionado. En este caso, no se verifica gue (N;)]*)o = (N?)o— (N;)3,
sino que([N; — (N;)]*)o = >;[(NiN;)o — (Ni)o(N;)o]. En estas circunstancias, se pue-
de introducir una distribucion de probabilidad adecuada fes nimeros de ocupacion
N; de las diferentes celdas y calcular los promedios indicaBladker y Hendersor2p]
utilizan este procedimiento suponiendo que la distribue$ logaritmico-normal multi-
variante. Obtienen asi finalmente la expresién:

F . FO Fl exp[ozﬁe] —1
NkT ~NkT  NkT o ’

(3.49)

dondea = 2F,/F;. Esta expresion constituye una mejora de la teoria de parianes
de segundo orden a bajas densidades, mientras que a alfadadies es ligeramente
inferior.

En el caso de un potencial con nucleo “blando”, se presemi@blema de obtener
las propiedades termodinamicas del sistema de referddaiker y Henderson han de-
mostrado que el sistema de referencia puede aproximarsm@stema de esferas duras
de diametral definido de la siguiente manera:

d= —/OJ lexp{—Fu(r)} —1]dr. (3.50)
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El diametro asi definido es funcién de la temperatura, pemberla densidad. En el caso
queu(r) sea un potencial de esferas blandas:

g

u(r) =« (—)n (3.51)

r

el limite superior de la integral d8.60 debe serc, y la integral puede calcularse expli-
citamente, resultando:

1—n

& = (1) T ( ) (1T (1 + 7) +0 (%) , (3.52)

n
dondey = 0.5772 es la constante de Euler.

Obsérvese, que para potenciales con nucleo duro de forércest.(r) es el po-
tencial de esferas duras dado por la expresiof),(y la ecuacion 3.50 proporciona
d=o.

La teoria de BH ha sido aplicada al potencial de Lennardslfiie 31, 35. Pa-
ra temperaturas no demasiado bajas, utilizando para ebflledreferencia la funcién
de distribucién radial de la teoria de Percus-Yevick, séeabh resultados bastante sa-
tisfactorios incluso utilizando la aproximacion de prinoeden. Tomando par&; y F,
datos de simulacién, los valores de la energia libre detextiois mediante la teoria de
perturbaciones de BH es excelerité][ Los mismos autores obtienen también la funcion
de distribucion radial para dicho fluido mediante la teodgdrturbaciones, obteniendo
también una excelente concordancia con los datos de siidlac

La expresion .43 puede generalizarse para obtener los momentos de orden su-
perior ([N — (N)o|")o, paran > 2, lo que permite obtener los términos perturbativos
de orden superior al segundo. Asi, por ejemplo en la apr@idnale compresibilidad
macroscopicad9):

NET gp(kT)2 (g—g)o la% (pg—]'j)o] /;o [w; ()] go (r) rdr. (3.53)
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Praestgaard y Toxvaer@§, 37] generalizan el procedimiento utilizado por Barker
y Henderson para obtenég en la aproximacion de la compresibilidad macroscépica al
objeto de obtener contribuciones de orden superior. Restmnia serie del tipo3.30
resultante, obtienen:

F Fy 2 [, /-ul
- redr

NET _ NkT kT Jo 9o (1, 1) p (1) dp, (3.54)

Ho

dondep(u) es la densidad numérica del fluido de referencia cuando smgiat quimico
esuy 1 = po — uq(r). Dicha densidad puede calcularse teniendo en cuenta las@pr
del potencial quimico del fluido de esferas dui:[

By = In <A3/%03) FIng + 76 + (15/2) € + 3¢ (3.55)

dondeA = h/(2rmkT)'/? es la longitud de onda térmicaty=n/(1 — 7).

Alternativamente:

F . FO 2_7T oo 2d /Pl ( ) 8_# dp —
NKT ~ NkT kT Jo " ) 0P\ Bp ) T

Fo 2m > 5. /pl 90 (7, p)
P

- il HP) g 3.56
NkT — &T Jo . pko P (3.56)

dondeK?. es el coeficiente de compresibilidad isoterma del fluido éereacia yp, la
densidad a la cual dicho fluido tiene un potencial quimicaligy.; y po la correspon-
diente auy.

De la expresidon3.56) se obtiene inmediatamented 39):

o 9o (r,p0) 9o (r,p1) dp:
p=Dp +27rp2/ rzdrl — halat )
’ ®Jo po K9 (po)  p1 K3 (p1) dpo

6 0o
=Po— <8—z)0 27T/)3/0 rdr [p1 90 (7, p1) — po go (7, po)] - (3.57)

Los resultados obtenidos con la expresi®® @) no difieren apreciablemente de los
gue se obtienen con la teoria de perturbaciones de segudelo de BH, lo que impli-
ca que los términos perturbativos de orden superior al slegtianen una contribucion
practicamente despreciable.
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Moffat y Kozak [40] resuman la serie3(30), y obtienen un nuevo desarrollo de la
energia libre en serie de potencias de la densidad analdgaaatollo del virial del factor
de compresibilidad. Explicitamenté(, 39:

1 : Yo 1
—B(F — Fy) = §NP/ f((112))g0 (7, T2) di'y + gN/)zX
' 1) (1 1) (1 D) 0 D (1) 0 3) o o N g g
8 / / FanF) + Fa fiady + Fan S + Fin FonSam|o6” (7o 7o, 75) diadiy + ..
(3.58)
dondef((ilj)) = exp[—Puqi (73, 75)] — 1Y go(71, 72, 75) €s la funcion de correlacion de triple-
tes.

Expresando las funciones de correlacg@ngég), ... como series de potencias de la
densidad, utilizan entonces técnicas diagramaticas gamakolas empleadas para obtener
los coeficientes del virial al objeto de obtener los coefieigele las diferentes potencias
de la densidad. A partir de este resultado expresan el fdetoompresibilidad como una
suma de tres contribuciones: la contribucion debida atsiatde referencia, la contri-
bucion del campo medio y la contribucién global debida a $dds términos de orden
superior al primero en el desarrollo perturbativo. Al conapdos diagramas que contri-
buyen a los coeficientes de las diferentes potenciasedes| desarrollo exacto y en el que
resulta de la aproximacion de compresibilidad local, enttae importantes discrepan-
cias entre ambos grupos de coeficientes, aunque en la ap@g&mde la compresibilidad
local se produce una afortunada cancelacion de errores.

3.4. Teoria de Weeks-Chandler-Andersen

Weeks, Chandler y Andersen (WCA), 26, 42] han propuesto dividir el potencial
de interaccion en la forma&(34) con un potencial de referencia:

u(r)+e si < Ty,

uo (r) = { . (3.59)

0 st >,

y una perturbacion:
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() —€ st < Ty (3.60)
up \r) = .

' w (r) si > Ty

donder,, es el valor de r para el cualr) es minimo, yu(r,,) = —¢ . Para el potencial

6 — 12 de Lennard-Jones:

u(r) = 4e l(%)m - (%ﬂ , (3.61)

El desarrollo de la energia libre hasta el primer orden es:

rm = 260,

F=Fy+2rNp /Oo up (1) go (r) v dr, (3.62)
0

dondefF} y go(r) se refieren al sistema de referencia. La ventaja de esta fiemizision
del potencial reside en el hecho de qué¢r) varia suavemente y la importancia de las
fluctuaciones, y por tanto del término de segundo orden easarobllo perturbativo, se
reducen.

Aligual que en el caso de la teoria de BH, se plantea el prabtigue las propie-
dades del sistema de referencia no son bien conocidas. lia W&A demuestra qug,
Y go(r) pueden aproximarse por:

Fy = Fys (3.63)

90 (r) = exp [=Buo (r)] yus (1), (3.64)

dondefFys € yuys son la energia libre y la funcidén de distribucion de cavidade un
sistema de esferas duras (HS) de didmeuefinido por la condicion:

/Tm r?ygs (r) dr = /Tm r? exp [—Buo (r)] yas (1) dr. (3.65)
0 0
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A la aproximacion determinada por las ecuacior®63) y (3.65 se le denomina
aproximacion para altas temperatur@dTA) [26].

Resolviendo la ecuaciorB 5 mediante un proceso iterativo, se obtiene un dia-
metro de esferas duras que depende de la temperatura y ldatengerlet y Weis 43
proporcionan para dicho didmetro una expresion de la forma:

dwea = dpu [1+ (01/209) 0], (3.66)

dondedgy es el diametro determinado por el procedimiento de Barlereldrson¥.50
pero tomando el potencial de referengidr) de la teoria WCA, dado por I8(9, en
lugar deu(r), y cambiando el limite superior de integraciona

Ademas proporcionan parametrizaciones pay2o, y ¢ en la forma:

o 1—1y +1.36207 — 0.8751y
200 (1—n)°

, (3.67)

dondery = n —n*/16, siendon = Zpdiyc4 Y:

5 1
~210.31 + 404.65¢’

(3.68)

siendos = 1/kT. Dado que en el calculo d&y 4 interviene esta magnitud a través de
7, se toma inicialmentéy, -4 = dgy, para calcular, y se obtiene asi un nuevo valor de
dywc a4, repitiéndose el proceso, si es necesario, hasta que g@nver

La aproximaciéon HTA de la teoria WCA, aplicada al fluido 6-fi&yporciona me-
jores resultados que la teoria BH, por comparacion con ltssabe simulacion, a altas
densidades y temperaturas no demasiado altas. Para teumgeraducidas del orden de 3
0 superiores proporciona mejores resultados la divisibpatencial que realiza la teoria
de Barker-Henderson (Hansen y McDonaltf]]]. Para bajas densidades la aproximacion
HTA no es suficientemente precisa y es necesario introdéigirinos perturbativos de
orden superior al primero. Obsérvese que, para potenaatesucleo rigido, la teoria
WCA se reduce ala BH, de primer orden.
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3.5. Otras teorias de perturbaciones

Rowlinson j44], parte de la idea de desarrollar la energia libre del fluatorespec-
to al inverso del parametro que determina la pendiente darte pepulsiva del potencial.
En el caso de un potencial de la forma:

=< (- (@)

gue, como casos particulares incluye el potencial de estdemdas, para = 0, y el
de Lennard-Jones, para= 12y o = 1/2. En el limiten — oo, la parte repulsiva del
potencial 8.69 se reduce al potencial de esferas duras de diameEsto sugiere la elec-
cion del exponente como parametro dependiente y el desarrollo de la energéadit
potencias dé /n, alrededor del valor parg/n = 0. En el primer orden de aproximacion:

Ia
F=F+ [L]
TV

5] Lo <i) , (3.70)

n n?

dondeF, es la energia libre del fluido de referencia de esferas derdsadhetral dado
por [44]:

1/n
i = g _ (Ti) 1+ (1) %] , (3.71)
donde:
o (1 — 1)1 (2/7%)"
fUT)=7v=3 ( )k,(/ ) , (3.72)
k=1 :

es una funcidn que se encuentra tabulada45] en la quey = 0.5772 es la constante
de Euler. En términos del didametrd.71), la forma final de la energia libre, en el primer
orden de aproximacion, e$4, 46):

F = Fy— 3NkT Ind". (3.73)
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A altas temperaturas, un potencial de la for@®&9 tiende al potencial de esferas
blandas, en cuyo caso, despreciando el sumatorio 873 frente ay, resultaf (0) = ~,
y la (3.71) coincide con la3.52.

La teoria de Rowlison proporciona resultados razonabl&srsatisfactorios a altas
temperaturas y bajas densidades. A altas densidadesaelales(3.70 converge lenta-
mente y los términos de orden superior al primero no puedemelse de forma sencilla
[44, 46].

En el caso de que el potencial perturbatiMdr) sea de largo alcance comparado
con el potencial de referencig(r) y supuesto que tenga transformada de Fourier, Hem-
mer [47] ha desarrollado un tratamiento perturbativo denominagkaxollos. Dicho
autor considera potenciales perturbativos de la formargene

u (r) =79 (yr), (3.74)

y desarrolla las propiedades del sistema en potenciasviesmdel parametro del rango
~. En este desarrollo el sistema de referencia incluye lasaotiones repulsivas de corto
alcance. La diferencia entre la energia libre del sistema del sistema de referencia
se expresa como un desarrollo en diagramas racitio4p], véase también Hansen y
McDonald 2§].

El desarrollo~ resulta atil en el estudio de electrolitos y liquidos pataggero en
la mayor parte de los liquidos neutros, las fuerzas atasctntre las moléculas no son
realmente de largo alcance y el desarrollne esta plenamente justificado y ademas es
relativamente complicado incluso en el primer orden dexapracion.

El desarrollo racimo optimizado (OC®ptimized cluster theojyde Andersen y
Chandler §19] (véase también Hansen y McDonakf]), permite obtener la contribucion
de los términos perturbativos de orden superior. Se bashmeismo desarrollo racimo
empleado en el desarroltg-eliminando del mismo todos los diagramas que no pueden
evaluarse explicitamente mediante transformadas dedfolmdersen et al.50] han
aplicado la OCT y otras aproximaciones relacionadas cen etimo la RPA random
phase approximatioro la ORPA pptimized random phase approximatj@soluciones
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i6nicas y al fluido de Lennard-Jones. La concordancia codadtss de simulacion es ex-
celente para el modelo restringido primitivo de electoali(fluidos binarios constituidos
por esferas duras cargadas con iguales diametros, peed=igigno opuesto para cada
especie). En el caso de Lennard Jones, los resultados sosatigfactorios incluso para
bajas temperaturas a altas densidades. No obstante pestie thproximaciones estan, en
gran medida, mas estrechamente relacionadas con lassteadadas en las ecuaciones
integrales que con las teorias de perturbaciones anadizsdapartados anteriores.



Capitulo 4

Expresiones analiticas de la funcion de
distribucion radial de un fluido de
esferas duras

4.1. Introduccion

En la presente tesis estamos particularmente interesadtzs teoria de Barker-
Henderson ya que, por una parte, permite obtener exprasamaditicas para las propie-
dades termodinamicas del fluido de pozo cuadrado y por cita.em cierto modo rela-
cionada con la teoria Generalizada de van der Waals, queludiremos mas adelante.
Por otra parte, otras teorias de perturbaciones, o bien sonsisatisfactorias, o bien es-
tan basadas en ecuaciones integrales combinadas conamiénato perturbativo, lo que
en general complica mucho los célculos sin que por ello Isglt@dos sean definitiva-
mente mejores que los de la teoria de Barker-Hendersomgrtad tendremos ocasion de
comprobar en un capitulo posterior. Por ultimo, dentro dgllema de Barker-Henderson
es posible introducir tratamientos refinados de los térmperturbativos, incluyendo el
calculo de los mismos mediante simulacion en ordenadon &id permite un analisis
exhaustivo de los limites de validez de una teoria de pextioshes basada en el desarro-
llo de las propiedades termodinamicas en serie de poteselias/erso de la temperatura,
cualquiera que sea el tratamiento tedrico que se dé a logtEsme dicho desarrollo.

61
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De acuerdo con lo que hemos visto en el CapiB,lel primer paso para aplicar la
teoria de perturbaciones de Barker-Henderson al estudilides consiste en obtener
expresiones analiticas de la funcion de distribucion tadia ecuacion de estado del
fluido de referencia, en nuestro caso el fluido de esferas ddbmrdaremos en el presente
capitulo el analisis de diversas expresiones analiticasg@ncuentran disponibles en la
literatura para la funcion de distribucion radial y la ecdaae estado de dicho fluido.
Para ello, comenzaremos introduciendo unos conceptosoilsasi

Un modo de abordar el estudio tedrico de las propiedadesuildeg de los fluidos
en general, y del fluido de esferas duras en particular, stensn tomar como referencia
el gas ideal, un fluido sin estructura, y determinar en quéenaalas fuerzas intermole-
culares determinan la estructura. Para ello se hace uss def@minadas funciones de
distribucion, que dan la probabilidad de obtener conjudsioléculas en configuracio-
nes determinadas.

Para determinar dichas funciones de distribucion se reeumenudo a las denomi-
nadas ecuaciones integrales. A este tipo de teorias serlasde por ello teorias de las
ecuaciones integrales.

Las densidades de probabilidad y funciones de distribwdgdquilibrio, al estable-
cer las correlaciones entre las posiciones de pares.taspletc., de particulas, permiten
determinar completamente la estructura de los fluidos. Adetas funciones de distribu-
cion de mas bajo orden permiten calcular la mayor parte dertgsedades de equilibrio
del sistema. Lalensidad de: particulas p™ (7,7, ...,7,,) , €n un sistema homogéneo
se relaciona con luncion de distribucién de particulaso funcién de correlacion de
particulasg™ (7, 7%, ..., 7,) en la forma:

p(n) (Flu F27 e 7Fn) = pn g(n) (Fl, FQ, e ,Fn> . (41)

Como caso patrticular, para= 2 tendriamos la relacion entre deensidad de pareg la
funcidn de correlacion de pares

P (71, 7%) = p* g@ (71, 75) . (4.2)
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En el caso de un sistema isotrdpico, la funcion de correfed@ipares depende sélo de la
distancia relativa = |7 — 75|, en cuyo caso se denomifumcion de distribucion radiay

se representa pg(r). El significado fisico de esta funcién ya se ha puesto de reatufi
en el Capitul®.

Otras dos funciones de correlacion de interés sdaraion de correlacion total
gue, en el caso de un fluido isétropo se expresa:

h(r)=g(r)—1, (4.3)

y la funcion de correlacion directa(r), dada por laelacion de Ornstein-ZernikéOZ)
[28]:

c(r) :h(r)—p/c (7?’) h (’F—ﬁ

gue se encuentra en la base de las ecuaciones integrales.

) dr, (4.4)

Entre las transformadas de Fourier de estas dos Ultimaohesde correlacion,
existe la relaciongg):

. ¢ (k)

(=15 0 (4.5)

A su vez, la transformada de Fourier de la funcién de coridtadirecta se relaciona con
el coeficiente de compresibilidad isoteriiia en la forma P8]:
pé(0)=1-Kp/Kr, (4.6)

dondeK?. es el coeficiente de compresibilidad isoterma del gas ideal.

Por ultimo, entre la funcién de correlacion total de un sigtésotrépico y el coefi-
ciente de compresibilidad isoterma existe la relaci): |

1+p/h(r)dF:kaKT, 4.7)

gue se conoce comexuacion de la compresibilidad
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4.2. Solucion de la ecuacion de Percus-Yevick

Expondremos aqui los detalles mas relevantes de la soldeida ecuacion de
Percus-Yevick (PY). Para méas detalles puede verse el ApgAdi

En laaproximacion de Percus-Yevifkl]:

c(r)=rfr)y(r), (4.8)

dondey(r) = g(r)e®*" es llamada por algunos autorfescion de distribucion de cavi-
dadesy f(r) = e %" — 1 es lafuncién de Mayer

Sustituyendo la aproximacion de Percus-Yevidl8) en la ecuacion de Ornstein-
Zernike @.4) se obtiene la ecuacion integral de Percus-Yevidk [

y) =140 [ £ o) {14 s (|7=7

o177

Esta ecuacion fue resuelta por primera vez, para un fluidauogrotencial de es-

feras duras, independientemente por Werthéig} { Thiele [53]. Para este fluido se
verifica:

)—1}d’.  (4.9)

0 , r<o
} (4.10)
gr)=y(r) ., r>o0

Y en la aproximacion de Percus-Yevick:

c(ry=—-y(r) T<O’}

c(r)=20 : r>o (4.11)

Wertheim p2] toma transformadas de Laplace en4a9), con lo cual dicha ecua-
cion se transforma en:

LIF(6) +G ()] = % 4+ 249 K] — 120 [F (=) — F ()] G (¢), (4.12)
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donden es la fraccion de empaquetamiento para esferas de didmetria densidad

numéricap, y:
F%ﬂzz[fxy@ﬁe_mda (4.13)

G@%:Amxy@)émia (4.14)

K:A}@mwa (4.15)

siendor = r /o la distancia reducida.
Resolviendo la ecuaciod (12 paraG(t), resulta:

1+24nK —t*F (t)

G(ﬂ::tz+12ntfp(—w——F%ﬂT

(4.16)

Por otra parte, de acuerdo con Werthefi# fel desarrollo de la ecuacion de Percus-
Yevick (4.9 en serie de potencias de la densidad sugiere:qudiene la forma:

—c(r)=a+pr+yr?+62° (4.17)

Las funcionesy, 3, vy 9, se determinan teniendo en cuenta que de la expre$ignse
deduce que(z) y sus dos primeras derivadas son continuas-erv y ademas se verifica
quey(0) = 1 + 24n K. Esto proporciona cuatro ecuaciones, cuya solucion es:

oo Lr20° (4.18)

(1—n"’

_on (e 3n)
3= T (4.19)

v =0, (4.20)
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14 2n)?
5 (+2n)

T (4.21)

Sustituyendo estos resultados erdld {) y llevando la expresion d€z) resultante,
teniendo en cuenta las relacionésl(, 4.11), a la expresion del teorema del virial para el
fluido de esferas dura&{:

P 2 4
J=——=14+— 4,22

se obtienef2, 53 la ecuacién de estado de Percus-Yevick del virial

7%y, = — 1T (4.23)

Alternativamente, utilizando 1a4(17), junto con las 4.18-(4.21) y teniendo en
cuenta ademas la ecuaci@ng), que puede derivarse de la ecuacién de la compresibilidad
(4.7), se obtienej3] la ecuacién de Percus-Yevick de compresibilidad

14+n+n?
(1—n)’

Por otra parte, sustituyendo la expresidri{) junto con las4.18-(4.21), teniendo

c —
Zpy =

(4.24)

en cuenta ademas las expresioned@ 4.11), en la expresion4(16), simplificando y
calculando la transformada inversa de Laplace, se obtigife [

ot tL(t)
vg(r) =2 lm)L () + 5 (1) et] ’ (4.25)

donde p4, 55]:

S(t) = (1=n) (sst® + 5o + st + 50) , (4.26)
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o — 20 (14 2n) (4.28)
(1—-n)*
1 2
o= ST (4.29)
(1—mn)
6
5= —1_ (4.30)
1—n
53 =1, (4.31)
lo=1+2n, (4.32)
1

Los mismos autores proporciondi| 55] una expresion analitica paray(x) en la
primera celda de coordinacion, correspondiente<ar < 2, asi como un método genéri-
co para obtener las expresiones correspondientes a cerabqa celda de coordinacion.

Otros autores, como Throop y Bearméit][ o Chang y Sandlerq/], entre otros,
han desarrollado procedimientos alternativos, pero atpntes, para obtener una solu-
cion analitica para la funcion de distribucion radial endeoaimacion de Percus-Yevick.
Expondremos a continuacién con algun detalle los resudtdddChang y Sandler, por ser
quizas los mas sencillos de aplicar.

Dichos autores se basan en dos ecuaciones integralesdderipar Baxter48] a
partir de la ecuacion de Ornstein-Zerniked) para el caso de quéz) se anule mas alla
de un cierto rangd, como es el caso del fluido de esferas duras en la aproximdeion
Percus-Yevick en que(x) se anula para > 1. Para este fluido, dichas ecuaciones se

expresan:

re(xr) = —Q'(:E)+1277/;Q'(t) Qt—az)dt , 0<z<1, (4.34)
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xh(x):—Q'(x)HQn/o'lQ(t) @t h(z—t)dt , x>0 (4.35)

donde las magnitudes con prima representan derivadasgecte ar de las correspon-
dientes funciones sin primar. Teniendo en cuenta la primsdaaion en4.10 y la Gltima
de @4.11), y que en consecuencia(x) = —1 en el rangad < = < 1 en quec(z) es
distinto de cero, de la(35 resulta:

Q(x)=ar+b , 0<z<l. (4.36)
Integrando con la condiciéf(1) = 0, resulta:

L@ =1 +b(x—1) , 0<z<1

4.37
0 , x>1 ( )

@<x>={

Sustituyendo en las ecuacionds3d) y (4.35 y resolviendo el sistema se obtiene:

_ L+ 4.38

T 39
3n

[/ 4.39

Sustituyendo estos resultados erdla{) se obtiene para la funcidén de correlacion directa
el mismo resultado obtenido anteriormente por Werthéidh [

— <
T T ()’ e o UsTsl (4.40)

(L420)° 4 6n(l+n/2)° ) n(+20)° 3 0 <
c(z) =
0 , z>1

a partir de la cual puede obtenerse la funcién de distrilbbu@dial utilizando la ecuacion
de Ornstein-Zernike.

Sin embargo, Chang y Sandlé&r7] siguen un procedimiento alternativo. Llamando
H(x) = zh(x), considerando la regian > 1, en la cual)’'(x) = 0y ademésg = — ¢ |=
x — t, y haciendo el cambio de variable— = — ¢, la ecuacion4.35 se transforma en:
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— 129 / (w — ) H(t) dt. (4.41)

Mediante derivadas sucesivas con respeat@paede eliminarse la integral, obteniéndose
una ecuacion diferencial de la forma:

(1 —n)* H" () +6n (1 —n) H" (z) + 187°H' () — 127 (1 + 20) H (2) =
= —6n (24n) H (x—1)—12n (14+2n) H(z —1). (4.42)
Dado que, de acuerdo con esta expresid(y;) depende déf(xz — 1), ha de resolverse

celda a celda, cada una de longitud_as condiciones de contorno para cada celsia
obtienen de la ecuaciod.@1) y sus derivadas en la forma:

- 12n/ (i —t) H(t) dt, (4.43)

_ 1277/ (i —t)+0] H(t)dt+120Q (0) H (i), (4.44)

H” (i) = 1277/:1 G H (£) dt — 12 (a+b) H (i — 1) + 1200 H (i) + 127 Q (0) H' (i),
(4.45)

siendoi el origen de la celdaésima. Dado que la solucidon para la celdsima depen-
de de la celddi-1)-ésima, a través de las condicionds4Qd-(4.45), resulta complicado
resolver la ecuaciori(42) parai > 0.

En estas circunstancias, Chang y Sandler siguen el promsdorpropuesto por
Smith y Henderson4], consistente en expresal(x):

I

~
Il
o

H(z)=) O(x—1i) H;(z), (4.46)

y, teniendo en cuenta que para 1, H;(x) = zg;(x) , la funcion de distribucién radial
se expresa:
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o0

zg () = Z O (x —1i) H; (x), (4.47)
=1
donde® es la funcién escalén de Heaviside:

1 st z>1

O(x—i)= { (4.48)

0 st <1

La ventaja de la ecuaciod.@6) es que permite la simplificacion de las condiciones
de contorno para celdas superiores a la primera, consuievitar la complejidad de
calculo de 4.43-(4.49 .

Sustituyendo 1a4.46) en la @.42), y teniendo en cuenta qué,(x) = —xz, resulta:

(1—n)? H (x) +6n (1 —n) H/ (z) + 189°H] (z) — 121 (1 + 2n) H; (z) =

0 st 1=1
= { o (4.49)
—6n (2+n) H_;(z—1)—12n (1 +2n) H;—y (xz — 1) st 1>1

y las condiciones de contornd.43-(4.45, para la primera celda, < = < 2, se reducen
a

1+n/2
Hy (1) = — 2 4.50
=5 (4.50

, 1 — 5y — 5p?

H (1) =—21=2T 451
W=y @5y
HY (1) = 212 40— ) (4.52)

(1—n)

La solucioén obtenida por Chang y Sandler][para la primera de las ecuaciones
diferenciales4.49 con las condiciones de contornr@%0-(4.52 es de la forma:

Hiy(z)=a1expA(z—1)+asexpB(x —1)cosC(x — 1)+

+azexp B (z —1)serC (x — 1), (4.53)
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donde:
A= (2n+2z)/(1—n), (4.54)
B=(-2n—1z)/(1-n), (4.55)
C=V3z/2(1-n), (4.56)
24 =Y+ — Y-, (4.57)
Zs =Yy + Y-, (4.58)
1 27}4 1/2 1/3
y+ = (2nf)® {(F + 1) +1 ) (4.59)
f=3+3n—1n% (4.60)
—2n (1 —n — 3n? 1— — 4n? 1 2
oy — 21 —n =3 + 3?7 n)jﬁ( +1/2) 2 (4.61)
320 +23)(1—mn)
_ 2\ _ _ 2
a2:77(2+477 3n*) — (1 —3n 47})zé+2(1+7)/2)z’ (4.62)
3(2n* +23) (1 —n)
o A2 2 2 E2
gy = L3 = A7) (40" + 2) + 0 (2 = 50°) 20 (4.63)

V3z (202 + 23) (1 —n)°

71

Anélogamente, para la segunda celtlas x < 3, teniendo en cuenta que tanto

H(z) comoH’(z) son continuas em = 2, las condiciones de contornd.50-(4.52) se

expresan:
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H,(2) =0, (4.64)
H}(2) =0, (4.65)
Y (2) = _37(71(2—72)@2' (4.66)

La solucion de la segunda de las ecuaciodetd para; = 2 con estas condiciones
de contorno esy7]:

Hy(z)=biexpA(z —2)+byexpB(x —2)cosC (x — 2) +

+bsexp B (v —2)serC (x —2) + by (x —2)exp A (x — 2) +

+b5 (z —2)exp B(x —2) cosC (x — 2) +

+bs (x —2)exp B (z — 2)serC (x — 2), (4.67)
donde:
_ 4 2 2 2 3 4
by = —gn[(% —23) (1= 6 — 30 + 20n° + 157*) +
+2am (16 + 247 — 21 — 13n* + 215" | / {(2772 + z§)3 (1— 77)2} , (4.68)

by = —by, (4.69)

by = 8v30? [ (457 + 23) (2 — 109 — 24n* + 309° + 79" + 21n° — 179°) +

3
+224m (16 + 407 — n* = 505 + 11n* + 520" + 137;6)}/{23 (20" +23) (1 - 77)2} :
(4.70)

P
b= —3n (27 (10 + 28 + 219% — 137° — 195*) +
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+24 (2 — 127 — 187* + 287° + 27n") +

+25 (4 67— 180 — 77;3)]/[(2772 + z§)2 (1- 77)3}, (4.71)

4
by = 51’ [4(6 — 30m — 82n* + 587° + 222" + 941 — 25n°) —

—z4 (24 — 10 — 1640% — 1567" + 220" + 415°) —

2
25 (10 + 327 + 159° — 31n° — 26774)]/[23 (27 +23) (1 - 77)3}, (4.72)
4
be = —=n? |24 — 10n — 1647> — 1561> + 22n* + 419°—
6= 5" [ n " n " n
2
—z4 (10 + 320 + 157 — 31n° — 26774)}/[28 (2 +23) (1 n)?’]- (4.73)

De forma similar pueden obtenerse las soluciones corregpates a celdas de or-
den superior.

4.3. Correcciones empiricas a la solucion de la ecuacion
de Percus-Yevick

a) Correccién de la ecuacion de estado

Los resultados que proporciona la ecuacion de PY de corbjiiéad para el fluido
de esferas duras quedan por encima de los datos de simuiadgdriras que los obtenidos
a partir de la ecuacion de PY del virial quedan por debajon&ean y Starling (CS)
[23] han obtenido una ecuacién de estado que reproduce con igeisipn los datos de
simulacién a cualquier densidad mezclando las dos ecuesd®PY con factores de peso
2/3y 1/3 respectivamente, con el resultado:

2 . 1., 14+n+n2—n
Tos = =Ly + =28y = (”1_:’7)3 . (4.74)

3 3
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b) Correccion de la funcion de distribucién radial

Verlet y Weis (VW) E3], al comparar los resultados que proporciona la solucién
de PY para la funcién de distribucion radial con los datosiailgcion encuentran las
siguientes discrepancias: 1) la funcion de distribucidiedale PY,gpy (x), es demasiado
pequefia para proximo al; 2) el maximo principal del factor de estructura es demasiad
alto; 3) las oscilaciones dg-y () estan ligeramente desfasadas con respecto a los datos
de simulacion.

Para corregir estos defectos, proponen modificar la fund@distribucion radial
mediante una serie de correcciones empiricas en la forma:

gvw (xv 77) = gry (xlv 77/) + 59 (x) ) (475)

siendo:

¥ =x0/d, (4.76)

dondes’ se obtiene mediante la condicion

W =n(o'/o), (4.77)
y 1/ se relaciona con mediante:
W =n-n*/16. (4.78)
Ademas:
A e
dg () = —e " Veosp(x — 1), (4.79)
X

dondeA se obtiene por la condicion:

1—n/2
(1—n)*

gvw (17 77) = gcs (17 77) = (480)



4.3. Método de aproximantes de Padé para la transformadapdade 75

siendogcs(1,n) el valor de la funcion de distribucion radial a distancia detacto que
resulta de la ecuacion de Carnahan-Starlthg4) mediante el teorema del virial para
esferas duras:

Zes () =1+ 4nges (1,7) . (4.81)

De este modo, resulta:

A 372 (1—0.7117y — 0.1145%)
— = 1,m) — o/’ )~ — . 4.82
7 = 9cs (L) —gpy (a/d’1]) ~ 4 1) (4.82)
Finalmente:
24 A
po = ——" (4.83)
' gry (1,77)

La funcion de distribucion radial asi corregida proporeioesultados con un error
estadistico del 1 % por comparacion con los datos de sindulaci

4.4. Método de aproximantes de Padé para la transfor-
mada de Laplace de la funcion de distribucion radial

Bravo Yuste et al.§9, 60] han desarrollado un procedimiento que permite obtener
expresiones analiticas de la funcion de distribucion ratbhfluido de esferas duras y,
como casos particulares, las soluciones de PY y de la deadamproximacion esférica
media generalizadéGMSA). Esta ultima aproximacion se basa en corregir laifimde
correlacion directa, que en la teoria de PY:@$ = 0 parar > o, afladiéndole una “cola”
de tipo Yukawa:

cir)=K ;or>o (4.84)




76 Capitulo 4. Expresiones analiticas de la f.d.r. de undldelesferas duras

dondeK y z son pardmetros. La denominacién proviene del hecho de tpe®xima-
cion proviene de la denominadaroximacion esférica med@SA), en la cual:
clr)y=—Pu(r) ; r>oao, (4.85)

en la queu(r) es la “cola” del potencial. Esta aproximacion puede utieapara fluidos
cuyo potencial contenga una “cola” atractiva o, como ens e la GMSA, para corregir
la solucion de PY, en cuyo cag(r) se sustituye por una funcidfr) adecuada.

El punto de partida, del procedimiento de Bravo Yuste y Saagola expresion de
la funcion de distribucion radial en serie de potencias diexion de empaquetamiento:

g(x) = i gi (x)n' (4.86)
=0

Los dos primeros términos de este desarrollo vienen dadasaxente pordl]

go(x) = O (x 1), (4.87)

g1(x)=0(x—-1)0 (2—1) <8 — 6z + %x?’) : (4.88)

Tenemos asi una serie de condiciones exigibles a la fun@dtistribucién radial
del fluido de esferas duras obtenida mediante cualquieeghmiento tedrico:
1. g(x) debe ser continua pata> 1y nula parar < 1;
2. g(x) — 1 parar — oo;
3. los dos primeros términos del desarrodB@ deben venir dados por las expresio-

nes ¢.87) y (4.88, respectivamente.

Por otra parte, la transformada de Laplace de la funcionstdllicion radial mu-
tiplicada por la distancia viene dada por:
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G(t) = /O.OO rg(x) e "*dw. (4.89)

La condicion 3. implica qué:(t) debe tener la forma:

G(t) =t[Fo (t)+ Fy (1) nle™ =12t [Fy () e + O (n?), (4.90)

con:
Fo(t)=t2+1t73, (4.91)
Fi(t) = gt_Z —2t7% — 6t 4+ 12¢7° + 1276, (4.92)

Si se considera el lado derecho de4() como los dos primeros términos en el
desarrollo de&~(t) en serie de potencias gela funcionG(t) debe tener la form&p, 60]:

2 (—12n) t[F @) e = H];%i)et (4.93)
Es decir:
_ . G
Ft)=e 12G 0 (4.94)

Por otra parte, sillamamdg(¢) a la transformada de Laplace di(z), se verifica:

G{t)=t2+HI(t). (4.95)

Ademas, por la condicién 2., ha de verificarse:

H(t) = Hy+ Hy t+0 (£ (4.96)

y, teniendo en cuenta la ecuacion de la compresibilidad:
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1 dp
ne ()] s

Introduciendo las ecuacione$.95 y (4.96) en la @.94), resulta b9, 60]:

1 1 11 11
F(t)z—ﬁn [1+t+2t2+<6+m> t3+<24+m> t4+0(t5)]. (4.98)

Los coeficientes de los términos de orden cinco y seis en estgrdllo sonj9, 60:

1 (1 1 H
Fy=———+-— - (4.99)
127 \120 ' 24n  12n
Y.
1 (1 1 1 H,
Fy=Fs4+— [ — - . 4.100
T <144 T3 T Tanp T 1277> ( )

Por otra parte, calculando la transformada de Laplacesawan la4.93), resulta:

i —120)"" fiiq (x —4) O (x — i), (4.101)

=1

con la condicion:
ZLfi(x)] =t[F@®)]). (4.102)
La condicion 1. aplicada a la expresi@ni0J) implica que se debe verificgs(0) =

g(17)y fi_1(0) = 0 para: > 2. Por tanto, para valores grandestde funcion F'(t) debe
ser tal que F(t) ~ ¢!, es decir:

F(t)~t? si t— oo, (4.103)

lo que implica que:
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lim £*F (t) = fo (0) =g (1) . (4.104)
De este modo, la funciéR(t), dada por la expresiod (94), debe cumplir las con-

diciones ¢.103, (4.99 y (4.91)-(4.92), resultantes de las condiciones 1., 2. y 3., respec-

tivamente. Como forma funcional dé(¢) puede adoptarse un aproximante de Padé de

la formaF(t) = P(v;t)/P(u;t), dondeP(v;t) y P(u;t) son polinomios ent de gra-

dosv y u, respectivamente. Las condiciondsl03 y (4.98 requieren que’ + . > 4y

1 = v + 2. El aproximante més sencillo que cumple estas dos condisicorresponde a

v =1y u =3, encuyo caso:

1 1+ LIY¢
12n1+4 SEPYt + SEYe2 4+ SPYes”

F(t)=F"(t) = (4.105)

Los coeficientes de los polinomios ese determinang, 60] por la condicién de
que el desarrollo dé'(¢) en serie de potencias decoincida con 4.99. De este modo
resulta:

1 1
Py _ —F 31 (4.106)
14 2n
3
Y= 4.107
51 21+ 2n’ ( )
11—n
Py - -~ 1 4.108
52 21+ 2n’ ( )
SPY _(1_—77)2 (4.109)
3 120 (1 +2n)° '

Sustituyendo la expresion d&’Y (¢) resultante en 1a4(93 se obtiene paré&'(¢) la
expresion entre corchetes de fagb), que es la que corresponde a la aproximacion de

1Obsérvese la analogia entre las expresiohags(y (4.93 y por lo tanto se obtienen resultados equi-
valentes aunque con diferente notacion.
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Percus-Yevick, de ahi la notacion. Aunque no se han impuastcondiciones4.91) y
(4.92), es facil comprobar que la expresi@hi05 de F'(¢) las cumple.

Si se toma par#’(t) el aproximante de siguiente orden, correspondieme-a y
1 = 4, se obtiené:

1 L(t) 1 1+ Lyt + Lot?
F(t) = FOMSA (1) = — = . (4.110
®) ®) 12n S(t) 121 1 4 Sit + Sat? + Sst3 4 Syt ( )

Sustituyendo en 1a4(93), la expresion dé&(t) resultante es de la forma de la que,
segun Henderson y Blun®f] y Haye y Blum B3], corresponde a la GMSA, de ahi la
notacion empleada, aunque dichos autores no proporcicpaestones explicitas de los
coeficiented,; y S;. Los coeficientes de los polinomios de4al(10 se determinan por la
condicion de que el desarrollo de esta expresion en serietdagas de reproduzca el
desarrollo 4.98), con lo cual, se obtien&9, 60]:

L =LY + % (%L2 — 54) , (4.111)
Sp =SSP + % (%L2 — 54) , (4.112)
Sy =S + = f’;n (1 1_2;1%2 + S4> , (4.113)
Sy = SPY % (1 1;?7%2 + %54) . (4.114)

Para determinaf., y Sy, en lugar de imponer las condiciones de que los dos si-
guientes términos en el desarrollo coincidan cé®9 y (4.100, respectivamente, se
impone la condicién4.104), de donde resulta:

g(1%) = _Elng_j (4.115)

2Obsérvese que los polinomidgt) y S(t) son aqui distintos que en la teoria de PY.
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o bien:

Ly=-3(Z—-1)5,. (4.116)

Sustituyendo las expresiones11)-(4.115 en la @¢.110 y desarrollando en serie
se pueden obtener los términos de orden cinco y seis de degasrdllo en funcién de
Ly y S,. Sustituyendo los resultados en 42100 y teniendo en cuenta ademas4a9(’),
Bravo Yuste et al.§0] obtienen:

61 <Q>Q[L2+3(ZPY—1) Sil [L2—254+ 1_77] IRl Y

1+ 2n 67 24n
(4.117)
Sustituyendo en esta ecuacion4al(l§ resulta:
1—n Z-1/3 ( Kr 1/2
Sy=—5—"31—|1 —1 . 4.118
! 36n(Z—1/3>{ l i <K£Y )] N

Para”Z puede emplearse la ecuacion de Carnahan-Stadifig) (0 un aproximante
de Padé adecuado. En el segundo caso, podemos utilizapgirapnte de Padéfy:

Bop — 0.11863 [Bap]? 4+ 0.00994 [Byp]® — 0.00290 [Bopl*
gus _q 4 Bep =0 863 [Bap]” + 0.00994 | 2p] 0.00290 | 3,0]  (a119)
1 —0.74363Byp + 0.18776 [Byp]” — 0.01712 [Byp)

2

siendoBy = §7T<73. Este aproximante reproduce exactamente los ocho princeeds

cientes del virial del fluido de esferas duras.

Con esto, los coeficientes de los polinomios que interviamela ¢.110 quedan
completamente especificados. Llevando la expresiahi(dgresultante a 1a4.93 y cal-
culando la transformada inversa de Laplace de la funGi@n asi obtenida queda deter-
minada la funcion de distribucion radiglr). Los resultados que proporciona esta funcion
estan en excelente concordancia con los datos de simul&eida ref.p9, 60] no se pro-
porciona una expresion analitica de esta f.d.r.. Se pue@@buna expresion analitica
de la misma para la primera celda de coordinacion en la forma:
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4

1
g(z) == ae Y, (4.120)
xXr
siendo:
1 (1 + Lit; + Lot?)t;
== L , 4121
y lost;:
S3
= ——o — Un, 4.122
1 1S, +UYp — Y ( )
S
tg = ——— 4.123
2 4 54 + yp + Yn, ( )
S3
ts = ——— — Y — Y, 4.124
3 15, Yp — Y ( )
S3
by = ——o — s 4.125
4 15, Yp T Y ( )

Y en términos de funciones reales, en forma similar a la dad&pang-Sandler,
redefiniendais y a4 por analogia con Chang-Sandler:

1
g([[’) — _(al etl(aﬂ—l) +ay etz(x—l) +as COS(b (l‘— 1)) 6a(ac—l) +ay Ser(b (l‘— 1)) €a(x_1)),
x
(4.126)

— = 4.127

b= ~Ym (1), (4.128)
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1 1+ Lity + Lat?)t
a] = — ( Rl L 22 1> ! 35 (4129)
12?7 Sl -+ 252t1 + 353t1 + 4S4t1

1 1+ Lity + Lot2)t
4y — — (1+ Lty + 222) 2 - (4.130)
127’/ Sl + QSQtQ + 353t2 + 4S4t2

2 @@+

= - , 4.131
T gt d ( )
2 s — B
_ : 4.132
“T T g4 ( )
= (a+Lia®> +Ly(a®> = b*)a—b(Lib+ Ly2ab)), (4.133)
¢ = (S1+2Sya +383(a®> —b*) +485, (a® —3b*a)), (4.134)
gs= b+ Liab + Ly(a®> = b*)b+a (Li1b+ Ly2ab)), (4.135)
= (250 +3532ab +45; (3a*b— 1)), (4.136)
siendo para ambas expresiones:
= 3+6n=n=1U (4.137)
6+ 12n
Ly = L( 2)(n —1)(U — 3) (4.138)
27 TN ’ '
1 -1
§ = tg_=DU, (4.139)
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n—1 )
= —2)(1+2 2 — 2 — 3)U 4.140
SZ 12K (1+277)(3(77 )( + 77)+’l7( n n ) )’ ( )
1
= = D1 +20) = (0= 10’ —n—1 4141
S = gy (g (1 V20 = (= D80F = = DY), (4.141)
(1 —n)*(U -3)
= 4.142
o Ky (4.142)
g— |30+20)2(7 =59+ 1) (.143)
L+dn+ (=20 '
K=n*=3n-1, (4.144)
]- S§ 252 FO
=—o\719 3¢ T¥tao 4.145
o 2$4S§ 35, T3S, (4.145)
S3—3515;5+128,
r= : 4.146
Y 35, ( )
S3 Sy S S
?J:l 5—3—4—52—217“— F°+_?%+4§33_8S_41 (4.147)
"2\28F 35, 35, 81, ’ -
53 Sy S S
WENE: S SRS Wi Al ik 1 (4.148)
™o2\2s5t 35, 7 38, 89, : :
1
FOZ%(253—9515253+27S§+2751254—725254+

+/—4(53 — 35, S5+ 12.51)% + (2,55 — 9.5, Sy G5 + 2753 + 27 525, — 725254)2>3 .
(4.149)
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4.5. Metodo del desarrollo perturbativo de la ecuacion de
Ornstein-Zernike

Tang y Lu 5] han desarrollado un procedimiento para obtener la salud@la
ecuacion de Ornstein-Zernike para fluidos que interacoiomediante potenciales de nu-
cleo duro y una cola, por ejemplo atractiva. El procedinuesg basa en un tratamiento
perturbativo utilizando como referencia la aproximaciéri¥ o la GMSA para el nicleo
duro. De este modo, las funciones de correlacion total yiree expresan:

h(r)=ho(r)+ehy(r)+e*hy(r) + ... (4.150)

c(r)y=co(r)+eeci(r)+ e (r)+ ... (4.151)

donde el subindice hace referencia a las funciones correspondientes al fl@@sikras
duras y los subindicek 2, etc. hacen referencia a los términos perturbativos degprim
segundo, etc. orden. En las ecuaciones anteriores se hddaoao parametro pertur-
bativo el parametro de energia del potencial, aunque pdedarrollarse con respecto
a otro parametro adecuado o incluso no aparecer explicitennéngun parametro. Los
términos de orden cero y de primer orden son fundamentatmestgue determinan la
estructura.

Por otra parte la transformada tridimensional de Laplada deuacion de Ornstein-
Zernike @.4), puede expresarse en la forma:

h(k)=¢(k)+ph(k)é(k). (4.152)

Calculando las transformadas de 14sl60 y (4.15)), resulta:

~ ~

h(k) = ho (k) +ehy (k) +e2hy (k) + ... (4.153)

e(k)=¢y(k) +ecy (k) 4+ (k) + ... (4.154)
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Sustituyendo en la4(152 e identificando los términos con potencias iguales dge
obtiene p5]:

o (k)

o (k)= —F"—=,
1+ pho (k)]

(4.155)

y expresiones analogas para términos de orden superiologganrde interés aqui.

Por otra parte, sustituyendo las expresiodes50 y (4.15]) en la ecuacion de PY
(4.8), se obtieneqq):

a(r)y=lhr)+1]f(r) si r>o. (4.156)

Analogamente, sustituyendo las mismas expresiones eruéciéa ¢.85 de la MSA,
resulta:

c(r)=—-0u(r) si r>o. (4.157)

La ecuacion4.155 junto con la 4.156 o la (4.157 puede resolverse para obtener
la contribucion perturbativa de primer orden(r) a la funcién de distribucion radial.
Sumandole la contribucion de orden ceg6r), correspondiente a la solucion de la teoria
de PY o de la MSA para la funcién de distribuciéon radial deldtude esferas duras,
se obtiene la funcion de distribucion radial del fluido quiee®s considerando hasta el
primer orden en el desarrollo perturbativo.

Ahora bien, este procedimiento puede aplicarse tambi@qoaregir la solucion de

PY o de la MSA de la funcién de distribucion radial del fluidoedéeras duras. En efecto,
como se menciond al comienzo del Apartddd una forma de mejorar los resultados
de la teoria de PY consiste en afiadir una ¢¢la a la funcién de correlacion directa
c¢(r) de la aproximacion de PY, dada por {a8). Esto es equivalente a afiadir un término
perturbativar, (1), prescindiendo del parametraue aqui no tiene ningun significado, a
la contribucién de orden cero que vendria dada pot.B).(Alternativamente, de acuerdo
con la @.157), la colat(r) o el término perturbative, (r) pueden considerarse como un
potencial efectivo en la MSA.
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Si el potencial tiene la forma de Yukawa fuera del nucleo dertratamiento per-
turbativo de Tang y Lug6] proporciona la expresion de la transformada de Laplace de
rg1(r) en la forma:

€_t

BRION B NS

Gi(t) =L rg: (r)] (4.158)

donde:

S(t)+12nL(t) et
(1—n)*es

con L(t) y S(t) dados por las expresione$.26-(4.33. Al mismo resultado se llega

Qo (t) =

: (4.159)

a partir de la solucion de Hgye y Blurd] para la transformada de Laplace dgr)
para el mismo tipo de potencial, descomponiéndola en una sientontribuciones de
orden cero, primer orden, etc., como han demostrado Tand §9lu_a transformada de
Laplace de go(r) viene dada por la solucion de PY dada por el término entrehetes
de la expresion4.25 que, en términos d@,(t), se expresad]:

L(t)e
(L=m)"Qo (1) £

Basandose en estas consideraciones, Tang g@uwfilizan el procedimiento de la

Go(t) =G (1) =

(4.160)

GMSA en combinacion con el desarrollo perturbativo de Tahg y65] truncado en el
término de primer orden para obtener una solucion de ladangé distribucion radial
del fluido de esferas duras que puede considerarse unaaomnee primer orden de la
solucion de PY. La ventaja de este procedimiento con res@etd solucion completa
de la GMSA consiste en que los parametf0y z en esta Ultima no pueden evaluarse
explicitamente, al contrario que en el tratamiento pediivd mencionado.

Por tanto, de acuerdo con dichos autores, la transformadapdace de-¢(r) para
el fluido de esferas duras puede escribirse en la forma:

G(t)=Go(t) + Gy (1), (4.161)

dondeG,(t) y G4 (t) vienen dados por las expresiondsl@0 y (4.158, respectivamente.
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Por otra parte, siguiendo el procedimiento desarrolladdiemderson y BlumgZ]
en la GMSA, los parametrds y = pueden obtenerse a partir de la funcion de distribucion
radial a distancia de contacto y de la ecuacion de la contppiidad en la forma4.7). A
partir de la 4.161), calculando la transformada inversa de Laplace y haciendoo,
tenemos:

_1+4+n/2 K
g(O’)— (1—7])2—1_@(2)(2).

Si se utiliza parg/(17) la expresion4.80 degcs(1,7n), que resulta de la ecuacion

(4.162)

de Carnahan-Starlingt(74), la relacién anterior se transforma en:

K n?
Q(z) 2(1—n)°

Por otra parte poniendo la expresi@hl(52 de la transformada de Laplace de la

(4.163)

ecuaciéon de OZ en la forma:

1

Tt pé(k), (4.164)

y aplicando este resultado al fluido de referencia4lag se transforma en:

~

pér (k) = phy (k) [1 = péo (R)], (4.165)

gue permite escribir la ecuacion de compresibilidad)(en la forma:

~

— (Kp) =1 pE(0) =1 péo(0) — phy (0)[1 - p& (O)].  (4.166)

El término entre corchetes puede determinarse a partir sidu@ion de la teoria de PY
por la ruta de la compresibilidad, que proporciona:

(1+2n)

L=pl(0) =77

(4.167)
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Por otra parte, teniendo en cuenta que:

phy (0) = 47p /OO gy (r) dr = —4mp 4G () : (4.168)
0 dt |,
a partir de la4.158 se obtiene:
A 24n(1—n)'[1—n)z+1+2n K
pi (0) = n(L—n)[( . ngz : Ul (4.169)
(1+2n)" Q5 (2) 2
Sustituyendo esta expresion y ¥al67 en la @.166, resulta:
1 o (TE2p)? 24n(42p)[(1-n)2+1+2 K
p (1—mn) (1=n)"Q5(2) 2

Imponiendo la condicién de que el primer miembro de estaesi@n coincida con el
resultado que se obtiene a partir de la ecuacion dedC3)( el sistema constituido por
esta ecuacion y la4(163 permite calcular y K, con el resultado:

20+ - }
Bl Ty cha: (3 /21— 157 + 31 ) , (4.171)
. 772 2
K=gitm @), (4.172)

Con lo cual, teniendo en cuenta estas expresiones juntas¢h158, (4.160 y (4.167),
la transformada de Laplace de la funcién de distribucioratae expresa:

_ L(t) e n? ot
T TTramne - At (4.173)

Calculando la transformada inversa de Laplace, Tang yoblidbtienen la funcion de

distribucién radial en la forma:

zg(x) =0 (x—1)[rgi0 () + 2911 ()] + O (x —2)[v g0 (z) + g2 (z)], (4.174)
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donde:

T gio (v Z ago (1;) €Y, (4.175)

Tgn () = % T Y oo (t) +an (1) (¢ - 1) 7Y, (4176)

=

2
 goo () = [boo (t:) + bor () (v — 2)] €72, (4.177)
=0

12 (1 —n) 2°L(=2) o

92 (¥) == S3(—2) ’ i
2
+ 3 [bro (8) + bur (1) (2= 2) + bia () (x — 2)°] "2, (4.178)
=0
siendo:
ano (t) = &, (4179)
S
2 5 6 6
n 61 t 1 S t
=L (1- — — = .
772 t6
boo (£) = _125# [<1—%>L+2tL1], (4.182)
1 1
12 2
bon (1) = — 2L (4.183)

St
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120,t°+30Lt* 2Lt +12L¢° 2Lt | 1

olt) = o n)[ I a7 (o)) 5
Lit5+6Lt° Lts ]9, L5352 —5,85;
187% (1 — — 22 63 (1 — 2
187 ”)[ t+2 s N R i
(4.184)
L5+ 6Lt° Ltb 1 L% S,
by (1) = =121 (1 — _ 11873 (1 — o2
1 (t) n ( 77)[ T (52 Sf’+ n° ( n)t+z5f"
(4.185)
bis (1) = 6% (1 — ) 2 L (4.186)
donde:
~ OL(t) ~OS(t) _0%5(t)
Li=—=  Si=—F—=  S=—3 (4.187)
y lost;:
to=(=2n+z)/(1 —n), (4.188)
tio = (=21 —324) /(1= n) V32, /2(1 = ). (4.189)

Hay que decir que los corresponden a la solucién de Percus-Yevick y por lo tanto
to coincide con la ecuaciod (54 y ¢, = B+iCy t, = B —iC dondeB viene dado por

(4.595y C por (4.56.

Reproducimos como recordatorio las ecuacioAes#A4.60

Zd =Yt — Y-, (4.190)

=gy (4.191)
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1 2 4 1/2 1/3
s = (2nf)F [(% n 1) +1| (4.192)
f=3+3n—1n" (4.193)

4.6. Comparacion de las distintas teorias de la f.d.r de
esferas duras con los datos de simulacién

Los resultados que proporciona la funcion de distribucattial asi definida en las
dos primeras celdas de coordinacion son practicamentstiimgliibles de los del método
de aproximantes de Padé de Bravo Yuste e68l.q0], expuestos en el apartado anterior,
tal y como puede verse en la Figutd para la primera celda de coordinacion. Ambas
proporcionan excelente concordancia con los datos de adual [57] y constituyen una
mejora apreciable de la solucion de PY, especialmente andisis cortas.
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2.0 T T T T 3.0 T T T T

g™ (%)
g™ (x)

g™
9™ (x)

g™
g™ (%)

Figura 4.1: Funcion de distribucion radial del fluido de esseduras)’’®(x) en funcién

de la distancia reducida en la primera celda de coording¢iéh x < 2). Puntos: datos
de simulacion§7] para densidades reducidas= 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.925 y 0.94, res-
pectivamente, de izquierda a derecha y de arriba a abajeaCantinua: f.d.r. de Bravo
Yuste et al.p9, 60] y de Tang y Lu p€], indistinguibles a la escala de la figura. Curva de
trazos: expresion de Chang y Sandr][de la solucion de Percus-Yevick.
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Capitulo 5

Teoria de perturbaciones para el fluido
de pozo cuadrado de rango variable

5.1. Teoriade Perturbaciones de Barker-Henderson para
el fluido de pozo cuadrado

En el Capituld se han descrito diversas teorias de perturbaciones patasiyi
entre ellas, las teorias de Barker-Henderson (BH) ¥ de Weeks-Chandler-Andersen
(WCA) [26]. En el caso de un fluido con un potencial de pozo cuadradmidefpor la
expresion 1.2), la teoria WCA coincide con una teoria de perturbacionesiBlgrimer
orden. Iniciaremos en el presente capitulo el analisis dedda de perturbaciones de
segundo orden de Barker-Henderson para el fluido de pozoanad

Tal y como hemos dicho en el Capitllpel punto de partida de esta teoria lo
constituyen la ecuacion de estado y la f.d.r. del fluido deresicia de esferas duras.
Cualquier expresion de la funcion de distribucién radiagstieras duras puede ser usada
en el contexto de la teoria de perturbaciones de Barker yétsad B4] y, en particular,
cualquiera de las expresiones analiticas que hemos descrél Capitulal.

La teoria de BH expresa la energia libre como una serie da@atedel inverso de
la temperatura reducidé® = kT'/e, dondes es pardmetro que da cuenta de la profundi-

95
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dad del pozo del potencial. De acuerdo con la express@0y, truncando el desarrollo
perturbativo en el término de segundo orden, la energia $ibrexpresa:

F_F0+F11+F2 1
NkT ~NkKT ~NkETT* NkKT T+’

(5.1)

donde el subindice “0” hace referencia al fluido de refeeede esferas duras. Para un
fluido de pozo cuadrado de profundidagirango), resulta conveniente definir el nimero
de coordinaciénvV,. dado por la ecuacior?(9) que escribiremos aqui en la forma:

A
N, = 2477/ g (v) 2*dz, (5.2)
1

gue representa el numero medio de moléculas que se encudatrao del pozo de po-
tencial de una molécula.
Entonces, de acuerdo con la expresi®AQ):

Fy 1
— __N,
NET 27

(5.3)

y, en la llamadaaproximacion de compresibilidad macroscépiea.c.), definida por la
expresion 8.47):

A KT 3 (on
L L CR I 5.4
NET o3 2w <8p>0 (5-4)

mientras que, en laproximacion de compresibilidad locdl.c.), segun la expresion

(3.48:

F, kT 3n <@> ON. (5.5)
0

NKT ~— o327 \op on

El factor de compresibilidad o ecuacion de estado puedametste a partir des(1)
en la forma:

pV_(pV) Q[F _FO]
NKT ~ \NkT /o " Ton INKT ~ NkT
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_ pV) pV 1 pV o1
- <Nk;T o NKTT T NRT T (5:6)
y, teniendo en cuenta las expresiorted)(y (5.3):
mV 17 ON,
= —= 7
NkT 2 On’ (.7)
y si utilizamos la .4), obtenemos:
— 2 "= =) N 5.8
NET od 27?77877 o), ‘|’ (5-8)
mientras que si empleamos &%):
P2V kKT 3 0 0 ON,
= [ - (5.9)
NkT o3 2w " 0n op), On
La energia interna es:
U . 6 F . UO U1 1 U2 1
NEKT — =0T (Nk:T) ~NKT T NRTTF | NRT T (5-10)
con
U, R
NkT ~— NkT’ (®-11)
y
Uy 25
NKT ~— NkT' (.12)
Finalmente, el calor especifico a volumen constante:
L 2 I
Cv 2 (5.13)

Nk T2 NEKT
Para el factor de compresibilidéol’/NkT'), del fluido de referencia se puede utili-
zar la ecuacion de Carnahan-Starlig][ dada por la expresiér(74), o el aproximante
de Padé §4], dado por la expresior(119. Para determinafdn/dp), se puede usar
también cualquiera de las dos ecuaciones, pues ambas tisagmecision similar.
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5.2. Elniumero de coordinacion del fluido de referencia

Las expresiones desarrolladas en el apartado anterioltjmia instancia dependen
del nimero de coordinacion del fluido de esferas duras, nasdue de la f.d.r. pro-
piamente dicha. Asi pues, resulta conveniente contrasfarecision de las teorias para
la f.d.r. del fluido de esferas duras vistas en el Cap#ida la prediccién de dicho nu-
mero de coordinacion. A tal fin, hemos procedido en primeadwyobtener mediante
simulacion por MC el numero de coordinacion del fluido derasfeluras, para diversas
distancias, correspondientes a los rangos del potendiflud de pozo cuadrado que
deseamos estudiar, asi como la f.d.r del fluido de esferas dtlrprocedimiento de simu-
lacion es analogo al descrito en el Capitl@n relacion con la simulacion del fluido de
pozo cuadrado, pero con una temperatura infinita, en cuyoatéisiido de pozo cuadrado
se reduce al de esferas duras.

Los resultados del numero de coordinacién se indican erbia%al, mientras que
los de la f.d.r. por ser mas extensos se incluyen en el ApéBdifnto a una compa-
racion de dichos datos con los ya existentes en la literaidas Figura$.1-5.3 se
comparan los datos correspondientes a varios rangos decpateon los resultados que
proporcionan las mencionadas teorias. En el caso de latderPY, Chang y Sandler
[57] proporcionan una expresion explicita de dicho nimero dedinacion. En el caso
de la f.d.r. que proporciona el método desarrollado por @haste et al. $9, 60], hemos
obtenido que el nimero de coordinacion puede expresarserda naloga:

NHS = 24n(1, + I + Is + 1), (5.14)
con.

(1=t + D00ty — 1))

2 )
tl

(5.15)

]1:(11

(1 — by + QDR (N — 1))

2 )
5

(5.16)

I, = ay
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a* (1 —a) —b*(1+a)

b =0 ey
eQ=Da (12 — a2 + a(a® + b?)A) cos(b(A — 1)) + (—=2ab + b(a® + b*)N)ser(b(\ — 1)))
as (a® 1 b2)? ’
(5.17)
I (@ —2)ab+b?
4= 4 (a? + b2)2

e®D ((2ab — b(a® + 17)A) cos(b(A — 1)) + (B* — @’ + a(a® + ) N)ser(b(A — 1))

aa (a2 + 02)2

(5.18)

En el caso de la f.d.r. obtenida por Tang y lB8&][no damos la expresion explicita
del nimero de coordinacion por la razoén que veremos enseguid

Puede comprobarse en las Figusak5.3 que el nimero de coordinacion calcula-
do es poco sensible a la precisién de la f.d.r. empleadaptxpara rangos pequefos.
En estas circunstancias, hemos elegido la f.d.r. que pempar el método desarrollado
por Bravo Yuste et alg9, 60] en la forma analitica que hemos desarrollado, dada por la
expresion 4.126. Para la ecuacion de estado hemos tomado la ecuacion dah@arn
Starling @.74), dado que su precision es practicamente idéntica a la dexiapante de
Padé 4.119, excepto por lo que se refiere al desarrollo del virial, ecual no estamos
interesados por ahora. Los resultados obtenidos mediargplicacion de la teoria de
perturbaciones de BH se analizan en el siguiente apartado.
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Tabla 5.1: Numero de coordinacion del fluido de esferas dpaas diversos rangos
calculado por Monte Carlo.

p* 11 12 13 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
0.10 0.16 0.34 055 0.79 107 138 172 211 254 301
0.20 036 0.76 1212 1.72 228 290 359 436 520 6.14
030 061 1.27 200 278 3.63 456 557 6.69 793 932
040 093 190 291 398 510 630 7.61 9.05 10.66 12.49
050 1.34 266 397 529 6.64 8.07 9.62 1134 13.31 15.60
0.60 187 3.57 516 6.69 822 981 1155 13.53 15.86 18.67
0.70 254 464 6.46 8.12 9.74 1143 13.32 1555 18.32 21.76
080 340 587 7.83 953 11.15 1287 1488 17.43 20.77 25.03
090 449 7.25 9.21 1082 1235 14.05 16.21 19.24 23.42 28.68

0 ] ] ] |

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
pUl

Figura 5.1: Numero de coordinacion de un fluido de esferaasdem funcion de la den-
sidad reducida para = 1.1, 1.2, y 1.3, respectivamente, de abajo hacia arriba. Puntos:
datos de simulacién. Curva continua: calculado a partiraded.r. de Bravo Yuste et
al.[59, 60] o la de Tang y Lu §6], indistinguibles a la escala de la figura. Curva de trazos:
expresion de Chang y Sandlé&7] obtenida a partir de la teoria de Percus-Yevick.
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5 ] ] | ]

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
pU

Figura 5.2: Como en la Figuialpara\ = 1.4,1.5,y 1.6.

1.0

Figura 5.3: Como en la Figualparal = 1.7,1.8, 1.9,y 2.0.
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5.3. Simplificacion de la expresion del nUmero de coordi-
nacion de esferas duras

Uno de los problemas en la aplicacion de las teorias de padianes, es la difi-
cultad de calculo de los términos perturbativos que invelud¢a derivada de la funcion
de distribucion radial (o del nUmero de coordinacién) capeeto a la densidag, Es
por ello que en muchas ocasiones se busca expresar la fuleidistribucion radial o
el nimero de coordinacién de esferas duras en una formdieadédi mas sencilla posi-
ble. Por ello, generalmente se utiliza la expresion comedignte a la aproximacion de
Percus-Yevick o incluso a parametrizaciones puramentdr@ag en vez de recurrir a
expresiones mas precisas como la que proporciona la teeaayo Yuste et al.. Por
tanto, si queremos utilizar esta Ultima teoria, resultareoiente tratar de simplificar su
calculo. Para ello, resumiremos aqui un procedimientoyssio por Tang y Lug8] que
resulta muy util en este contexto.

Dichos autores, definen una transformada de Laplace de me#ifucualquiera

f(z):

FE(s) = /OO x f(x)e **dx, (5.19)

1

entonces, utilizando la transformada de Hilbert para dividt (¢) en dos partes, una de
las cuales se encuentra dentro del rafigd|, se verifica que la integral finita de esa
funcidn presenta la siguiente solucioén:

/1/\ f(z)z?de = — dFdS(S)

As — 1
+ Res [FL(S)STe’\S] , (5.20)
S
s=0

dondeRes representa la suma de los residuos producidos por las andpdes de la
funcién F~(s). Esta ecuacion es aplicable a cualquier funcién de la cualzzamos su
transformada de Laplace.

Por lo tanto vamos a poder utilizas.R0 para calcular el nmero de coordinacién
del fluido de esferas duras. Centraremos el estudio, en paissanes de la f.d.r. de Bra-
vo Yuste et al., que siendo la mas precisa es bastante masicasapgue la solucion de
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Percus-Yevick y por lo tanto, para su utilizacion practesamas conveniente una simpli-
ficacion.

Asi, en la primera celda de coordinacion, la f.d.r. de esfdtaias de Bravo Yuste et
al.:

rg(z) = fo(x —1) H(x — 1), (5.21)

y su transformada de Laplace:

Llfolx—1)Hx—-1)]=tF({t)e ™, (5.22)
siendo
F(t) = —% % (5.23)

todo ello en la nomenclatura de Bravo Yuste et al. tal comesege en el Apartadéd.4.
Por lo tanto, podemos aplicar las ecuaciorte$q y (5.20 a nuestro problema sin mas
gue traducir:

—_iL(S)e
121 5(s)

—S

Es preciso hacer notar que en las definicioned.@d¢ y S(t), Bravo Yuste et al.
dejan fuera el factor 127, mientras que la mayoria de los autores lo introduceh(en
Lo primero nos resulta particularmente conveniente a la lder calcular el nimero de
coordinacion de esferas duras.

Aplicando el procedimiento de Tang y Lu, resulta:

s L(s) ,As—1 4,
— e e
12n S(s) s2

/jg(:c)a?da: _— % [— %%e] + Res [



104 Capitulo 5. Teoria de perturbaciones para el fluido de poadrado

_ _ s 5.24
127 - fes l 12n S(s) s ‘ ’ (5-24)

donde el residuo de una funcién en un polo de orden n viene tato

Ry—— lim{ j:n_l (s — )" f(s)]}. (5.25)

(n—1)!s—t

En la teoria de Bravo Yuste et al. la funciéfit) tiene 4 raices, en log, que
producen singularidad. EB.24) los residuos resultan de ordésiz < 2y por lo tanto:

4
Lt;) (Mt —1) e
N, =2-2 S A=t 5.26

; S'(ti) ti ‘ (5:26)
Aqui se puede ver una de las primeras ventajas del métodogstay si comparamos
esta expresion con la expresion que resulta de integrarehafexplicita la f.d.r. y que se
recoje en el Capituld vemos que reescribiendo la ecuacibriL):

4 1 L(t)t; 1 —t; +ePVE(Nt; — 1)
N, =24 — . 5.27
n2. 127 S'(t) 2 (5.27)

=1 %

Se observa que para que ambas expresiones den el mismadesaé debe cumplir que:

=2, (5.28)

lo cuél es cierto. Con lo cual ya se ha conseguido simplifecaxpresion del nimero de
coordinacion de esferas duras.

Resulta evidente que la espresiémi2Q) es considerablemente mas sencilla que la
(5.27). Pero la simplificacion principal, en su utilizacion en ehtexto de las teorias
de perturbaciones, se produce al calcular las derivadasidetro de coordinacion con
respecto a la fraccion de empaqguetamiento. Ya que lo quaees simplifica las expre-
siones es la posibilidad de derivar con respecto a la fraa@empaquetamiento antes
de calcular los residuos, por lo tanto se evita el tener quealdost; con respecto a la
fraccion de empaquetamiento, es decir:
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ON. 0 [2 9 Res [L(s) As — 16()\_1)5H _

on  on S(s) s
-2 | (557) ] -
e HLT(S)S(% i;(s)sr(s)l )\ss— 1&”3] | (5.29)

dondeLr(s) = 0L(s)/0ny Sr(s) = 90S(s)/dn. Ahora los residuos son de orden 2y por
lo tanto denominando:

A(s) = (Lr(s)S(s) — L(s)Sr(s)) ASS‘ L (5.30)

y A'(s) = 0A(s)/0s, obtenemos la siguiente expresion para la derivadavdebn res-
pecto a la fraccion de empaquetamiento

ON.

+A-DA®G)  S"(t)AM) | -y,
on '

S72(t,) S5(t,)

4 !
_ oy | A (5.31)
i=1
La ventaja, ademas de la simplificacion que supone, resid@&mo es necesario
conocer la dependencia de lgscon la densidad (expresiones que son conocidas), ni
calcular su derivada. Por lo tanto, la resolucién exactadead numérica resulta mucho
mas sencilla y rapida que el procedimiento clasico.

De forma similar se puede obtener la derivada segunda detnaohe coordinacion
con respecto a la densidad:

9 [L(s)] As—1 _q,
[5(5)] - el >1. (5.32)

Entonces definiendo una funcién auxiliar:

B(s) = (er(s)Sz(s) — L(s)Srr(s)S(s) — 2Lr(s)Sr(s) + 2L(S)S7’2(S)) )\SS— 16()"1)3,

(5.33)
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donde con la nomenclatura propuesta:(s) = 0*L(s)/0n* y Srr(s) = 0*S(s)/on>.
Realizando las derivadas’(s) = 0B(s)/0sy B"(s) = 0*B(s)/0s?, llegamos al si-
guiente resultado:

PN, & B'(4)S™(t) — 3B/ (4:)S"(1;) S (t;) — B(t:)S" (t:)S'(t:) + 3B(t;)S"(t,)
on? - ; S5(t;)

(5.34)

5.4. Resultados de la teoria de perturbaciones de segun-
do orden de Barker-Henderson para fluidos con po-
tencial de pozo cuadrado.

De la comparacion con nuestros datos de simulacion, listad@| Capitul@, los
cuales concuerdan con los de otros autoids 13, 32, 12] en aquellos casos en que se
dispone de estos ultimos tal como se muestra en el Apétjipedemos decir que el
factor de compresibilidad o ecuacién de estado determingolartir de las ecuaciones
(5.6)-(5.8) 0 (5.9 se encuentra en buena concordancia con dichos datosirialmeede
verse en las Figurds4-5.13 excepto quizas para densidades altas a temperaturas extre
madamente bajas, cuando los valoreg/dmn préximos a cero.

La energia interna de exceso calculada segun las ecuad®i€s(5.12 como
funcion de la densidad reducida se representa en las Figur45s.23 Puede observarse
gue la teoria de perturbaciones subestima, en valor absotutsiderablemente los datos
de simulacion y que el error es tanto mayor cuanto menor esipdratura. Como conse-
cuencia, la dependencia de la energia interna de excesa tamperatura es demasiado
pequefia. Esta dependencia viene determinada por la canémbde segundo orden a la
energia libre, lo que parece indicar que la teoria de pextishes de BH no permite obte-
ner con precision dicha contribucién. Analizaremos en ynitabp posterior este aspecto
con mas detalle. Ademas, se observa que las aproximacienesnapresibilidad local
(.c.) y de compresibilidad macroscopica (m.c.), propmman practicamente los mismos
resultados.
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Como consecuencia de ello, los resultados que se obtiengmrlpzalor especifico
de exceso, dado pat? = (0U*/0T),,, mediante la teoria de BH tampoco son satisfac-
torios, como puede comprobarse en las Figbrag-5.29

En la Figura5.30se comparan los resultados de la teoria de perturbaciorsss de
gundo orden en la aproximacion de la compresibilidad loeah @l equilibrio de fases
correspondiente a diferentes rangos de potencial con tos de simulacion existentes
en la bibliografial5, 16, 18]. Puede observarse que a bajas temperaturas las pre@scion
tedricas son bastante correctas pero la concordanciateatia y simulacion empeora a
medida que nos aproximamos al punto critico. De hecho, téatde perturbaciones pre-
dice una temperatura critica excesivamente alta y la giao@a es tanto mayor cuanto
menor es el rango de potencial.
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1.0

Figura 5.4: Factor de compresibilidatl = pV//NkT para un fluido de pozo cuadrado
de rango\ = 1.1. Puntos: datos de simulacion. Curva continua: teoria denjaciones
de Barker-Henderson en la aproximacion de compresibilioea (I.c.) y en la aproxi-
macion de compresibilidad macroscépica (m.c.), indistibigs una de otra a la escala
de la figura. Curva de trazos: serie perturbativa resumadka Eayor parte de los casos
las curvas de este ultimo tipo son también indistinguiblesescala de la figura de las
correspondientes a las aproximaciones I.c. y m.c.. Lasswwrresponden a las isotermas
T =0.5,0.7,1.0,1.5,2, 3y 5, respectivamente, de abajo hacia arriba.

12.0 T T T T

1.0

Figura 5.5: Como en la Figufa4 para\ = 1.2, excepto por el hecho de que la isoterma
inferior corresponde @* = 0.7.
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pn
Figura 5.6: Como en la Figuta4 para)\ = 1.3, excepto por el hecho de que la isoterma
inferior corresponde @* = 1.0.

P
Figura 5.7: Como en la Figu@a4 para) = 1.4, excepto por el hecho de que la isoterma

inferior corresponde @* = 1.0.
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1.0

Figura 5.8: Como en la Figuta4 para)\ = 1.5, excepto por el hecho de que la isoterma
inferior corresponde @™* = 1.5.

8.0 _

40 F 4

20 1

0.0 L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.9: Como en la Figuta4 para)\ = 1.6, excepto por el hecho de que la isoterma
inferior corresponde @* = 1.5.
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pn
Figura 5.10: Como en la Figuta4 para)\ = 1.7, excepto por el hecho de que la isoterma
inferior corresponde @* = 2.0.

P
Figura 5.11: Como en la Figuta4 para)\ = 1.8, excepto por el hecho de que la isoterma

inferior corresponde @* = 2.0.
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1.0

o

Figura 5.12: Como en la Figuta4 para) = 1.9, excepto por el hecho de que la isoterma
inferior corresponde @* = 3.0.

1.0

P
Figura 5.13: Como en la Figuta4 para)\ = 2.0, excepto por el hecho de que la isoterma

inferior corresponde @* = 3.0.
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3.5 T T T T

-U5/Ne

1.0

Figura 5.14: Energia interna de exceso, cambiada de sigii6,/Ne, para un fluido de
pozo cuadrado de rango= 1.1. Puntos: datos de simulacion para las temperaturas re-
ducidasT™ = 0.5, 0.7, 1 y 1.5, respectivamente, de arriba a abajo. Curvas de continuas:
teoria de perturbaciones de Barker-Henderson en la apacidmde compresibilidad ma-
croscopica (m.c.).

5.0 T T T T

-U%/Ne

Figura 5.15: Como en la FiguBkal4para\ = 1.2, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 0.7.
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6.0 T T T T

-U5/Ne

Figura5.16: Como en la Figueal4para\ = 1.3, excepto por el hecho de que laiisoterma
inferior corresponde @* = 1.0.

-UE/Ne

Figura5.17: Como en la FiguEal4para\ = 1.4, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 1.0.
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Figura 5.18: Como en la Figutal4para\ = 1.5, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @™* = 1.5.
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Figura5.19: Como en la Figutal4para\ = 1.6, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 1.5.
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10.0 T T T T

-UE/Ne

p::<
Figura 5.20: Como en la Figutal4para\ = 1.7, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 2.0.

12.0 T T T T

10.0

8.0

6.0

“U%/Ne

4.0

2.0

0.0

p=:<

Figura5.21: Como en la Figueal4para\ = 1.8, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 2.0.
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20

0.0

p~
Figura5.22: Como en la FiguEal4para\ = 1.9, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 3.0.

p’

Figura 5.23: Como en la Figutal4para\ = 2.0, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 3.0.
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“U%/Ne

p>:=

Figura 5.24: Energia interna de exceso, cambiada de siginb/Ne, para fluidos de po-

zo cuadrado de rangos= 2, 1.5y 1.1, respectivamente de arriba hacia abajo, a la tempe-
ratura reducidd™ = 5. Puntos: datos de simulacién. Curvas de trazos: teoriartielpa-
ciones de Barker-Henderson en la aproximacién de comjiigatbmacroscépica (m.c.).
Curvas continuas: teoria de perturbaciones de Barker¢tsad en la aproximacion de
compresibilidad local (I.c.). Los dos tipos de curvas soficppcamente indistinguibles
entre si a la escala de la figura.

16.0 T T T T

Figura 5.25: Energia interna de exceso, cambiada de sigti§,/Ne, para fluidos de
pozo cuadrado de rango variable. Puntos: datos de simnlagai@a\ = 2y 7" = 3,
paraA = 1.5y T* = 1.5y paral = 1.1y T* = 0.5, respectivamente, de arriba a
abajo. Curvas de trazos: teoria de perturbaciones de Bdewerson en la aproximacion
de compresibilidad macroscopica (m.c.). Curvas continieasia de perturbaciones de
Barker-Henderson en la aproximacion de compresibilidadll€l.c.). Los dos tipos de
curvas son practicamente indistinguibles entre si a ldadeda figura.
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Figura 5.26: Calor especifico de exce§@,/ Nk, para fluidos de pozo cuadrado de rango

A = 1.1, en funcion de la densidad reduciga Puntos: datos de simulacion para las tem-
peraturas™ = 0.7, 1.0, y 1.5, respectivamente, de arriba hacia abajo. Curvas de trazos:
teoria de perturbaciones de Barker-Henderson en la apacidmde compresibilidad ma-
croscopica (mc). Curvas continuas: teoria de perturbaside Barker-Henderson en la
aproximacion de compresibilidad local (l.c.).
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Figura 5.27: Como en la Figua26para\ = 1.2y las temperaturas* = 1.0, 1.5,y 2.0.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.28: Como en la Figuta26para\ = 1.3y las temperaturas* = 1.5, 2.0,y 2.5.
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Figura 5.29: Como en la Figuta26para\ = 1.5y las temperaturas* = 1.5, 2.0,y 2.5.
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Figura 5.30: Densidades de coexistencia y ley de diamegagineos para diferentes
rangos de potencial. Linea continua: prediccion de laaetiperturbaciones de segun-
do orden en la aproximacién local. Datos de simulacionutdsc[15], triangulos [L6],
cuadrados]g].
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5.5. Inclusion de los términos perturbativos de orden su-

perior

En el apartado anterior, hemos visto que, aunque en geretablia de pertur-
baciones de segundo orden de Barker-Henderson proponasoliados para el factor
de compresibilidadZ = pV/NkT que estan en excelente concordancia con los datos
de simulacién, para valores muy bajos)da temperaturas bajas aparecen discrepancias
notables. Una posible explicacion es que en tales circacistala serie perturbativa con-
verge lentamente, de manera que es preciso considerant&rperturbativos de orden
superior al segundo. Al objeto de comprobar si éste es e] baswos procedido a aplicar
la teoria de perturbaciones resumada, vista en el Ca@italacalculo del factor de com-
presibilidadZ, segun la expresiér3(57). Los resultados aparecen también en las Figuras
5.4-5.13 Como puede verse, las curvas asi obtenidas son practitmmeéistinguibles de
las correspondientes a la teoria de perturbaciones dedguaten de Barker-Henderson.
En consecuencia, la razén de la discrepancia observadeae®otlemos pensar en dos
posibilidades: o bien la teoria de perturbaciones es ensshainadecuada para valores
bajos de\ y temperaturas bajas, o bien las aproximaciones utilizadasel término per-
turbativo de segundo orden, y eventualmente los de ordegrisupson inadecuadas en
tales circunstancias. Dedicaremos los dos proximos dapituanalizar ambas posibili-
dades.



Capitulo 6

Simulacion por Monte Carlo de los
terminos perturbativos

6.1. Introduccioén

En el capitulo anterior, se han puesto de manifiesto alguisasegancias entre
los valores calculados para las propiedades termodinarde#luidos de pozo cuadrado
mediante la teoria de perturbaciones de Barker-Henderemtprrespondientes datos de
simulacioén. En el presente capitulo, deseamos analizt tyaé punto tales discrepancias
son inherentes al tratamiento perturbativo en si, indépateiente de la teoria utilizada,
y hasta qué punto son atribuibles al tratamiento especiédogtérminos perturbativos
en la teoria de Barker-Henderson.

A tal fin, procederemos a obtener mediante simulacion por dé(rtimeros térmi-
nos perturbativos de la funcion de distribucion radial yasefunciones termodinamicas.
Sumando la serie perturbativa truncada asi obtenida, cangpaos los resultados con los
datos de simulacién obtenidos previamente, los cuales sstran en el Capituldy en
la ref. [19].

En primer lugar, examinaremos el fundamento teérico deubdimediante simu-
lacion de los términos perturbativos. A continuacion dégemos en detalle las simu-
laciones realizadas y presentaremos los resultados dbteriinalmente compararemos

123
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los resultados que proporciona el método de perturbacioaesdo en la simulaciéon de
los términos perturbativos, que denominaremos MC-P, cerd&ios de simulacion de
MC convencionales, y discutiremos los resultados.

6.2. Términos perturbativos de orden cero y de primer
orden de la funcion de distribucion radial

El procedimiento de céalculo de los dos primeros términotupaaitivos de la fun-
cion de distribucion radial en el desarrollo en serie dempmés deje, ha sido desarrolla-
do por Smith et al.§9] (véase también la ref2p)]).

Consideremos un potencial de interaccion por pares queapeigaresarse como
suma de dos contribuciones, en la forma:

u(r) = uo(r) + e uj(r), (6.1)

dondeu(r) es el potencial de esferas durasiyr) la contribucién perturbativa. Poten-
ciales de esta forma son todos los potenciales con nuclecedigrico y, en particular, el
de pozo cuadrado.

Para un potencial de este tipo, podemos expresar la funeid@isttibucion radial
como un desarrollo en serie perturbativo en la forma:

o) = 3 ()" 1), ©2)

dondegy(r) es la f.d.r. del fluido de esferas duras y:

1 [ong(r)
w00~ o5er),. )

El término de primer orden se expre3aj

91(12) = ~g0(12) ui(12) — 2p [ go(123) u}(23) dy—
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57 [ [00(1234) — go(12)g0(34)] u}(34) d . +

2(00) 0L aoi)] 2 L3 [ iy urionar
+p<(’3p>08p [2p 90(12) ap 5P /90(34)u1(34)d7’4 ; (6.4)

donde el subindice cero representa el fluido de referen@afdeas duras.

La ecuacion§.3) no es apropiada para realizar calculos numéricos. Unasipr
equivalente ha sido desarrollada por Barker et3d, [1]. Para ello, dichos autores di-
viden las distancias intermoleculares en intervalos &g(@b, 1), . .., (74, 741), - - .. EN-
tonces, sp(N1, Ns, ..., N;,...) es la probabilidad de que el sistema tefgalistancias
intermoleculares en el intervalo;, ;1) para: = 0, 1, . . ., tendremos:

(Ny= S Nip(Ni,...,N,...). (6.5)

Sitomamos intervalos lo suficientemente pequefios comqpalexr considerar el poten-
cial u(r), o lo que es equivalente el potencial perturbatiy@-), como constante dentro
de cada interval¢r;, ;. 1) podremos poner:

p(Ni,...) = exp(=(9)/Q., (6.6)

donde(). es la parte configuracional de la funcion de particiéh y= >, N; u(r;) es la
energia potencial. Entonces, utilizan@olj resulta:

(Ni) = Y Niexp(—pB®1) exp(—5Po)/Q., (6.7)

Ni,Na,...

donde<I>0 = Zi ]\/vZ Uo(TZ‘), o, = Zz ]\/vZ (a (Tz) Yy ahoran = Q(c) <6Xp(—ﬁq)1)>0, SiendOQS
la funcion de particion configuracional del sistema de ssfeia. Con esto:

(Ni) = > Nyexp(—=BP1)po(Ny, .. .)/(exp(—FP1))o, (6.8)

N1,Na,...

donde
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po = exp (—3®) /QY, (6.9)

entonces:

(Ni) = (Nsexp(—BP1))o/(exp(—B®P1))o. (6.10)

Si desarrollamos3(10 en serie de potencias gee hasta el orden 1 se obtiene:

(Ni) = (NiJo = B 3 _{(NilNj)o — (Ni)o(Nj)o}ui(ry)- (6.11)
Y laf.d.r.¢g(r) en una celdasera igual a:

2 (N;) 3 (Vi)
| _ _ . 6.12
g(rz+1/2) NPV;‘ Np 2T (7“?4_1 - Tz3) ( )

Entonces, haciendo uso di11) obtenemos las expresiones de los términos perturbativos
de orden cero y de primer orden de la funcion de distribucaatiat de un fluido con
potencial de nucleo duro de simetria esférica:

90(7’2‘+1/2) = NpV. ) (6.13)

255 VINiNG) g — (Ni)o (Nj)o 1 ui (15)
g1 (Tz'+1/2) = - { NpV, } -

355 {{Nil;)g = (Nidg (N3)o } it ()
B 7 G R .

Estas expresiones son adecuadas para el calculo de loadérp@rturbativos mediante
simulacién por MC en el sistema de referencia.
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6.3. Calculo por Monte Carlo de los términos perturba-
tivos de las funciones termodinamicas
Los términos perturbativos de primer y segundo orden de éagém libre de un

fluido de pozo cuadrado, pueden calcularse mediante sifdolpor MC [32] utilizando
las expresiones3(31) y (3.32), las cuales reproducimos aqui por conveniencia:

NFI;;lT =—2mp /:U go(r)rdr = — <A]4V>°, (6.15)
y:
NKT ~ _% (M = (M), %), (6.16)

donde(M), es el numero medio de pares en el sistema de referencia dapgar una
distancia comprendida entsey \o.

Alternativamente§9] puede hacerse uso de los términos perturbativos de la &d.r
partir de los cuales se puede obtener:

E, 2p [® 9
— * B . > 1. A7
NET = /0 uy (r) gn1 (r)rsdr ; n> (6.17)

Los términos perturbativos de la energia interna se obtietikizando las relaciones

(5.10)-(5.12):

Ui R
NkET — NkKT’ (6.18)
y
Uy 2P
NkT — NkKT® (6.19)

A su vez, los términos perturbativos de la ecuacion de estagalen obtenerse a
partir de los de la energia libre en la forma:
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PV [8(Fn/NkT)] . (6.20)

NkT P ap

O bien, utilizando el teorema del virial para un fluido de poaadrado en la forma dada
por la expresiénd.12), resulta:

0 ]]\)fok‘; =1 %“’“390 (U+) ’ (6.21)
y:
h= ]]\)flk‘; - %”poj { (") =Na(do7) =g (A¥)]}.  (6:22)

6.4. Resultados

Las ecuaciones5(13 y (6.14) permiten relacionar los términos perturbativos de
la f.d.r. de un fluido con potencial atractivo de ndcleo duoo €¢N;)o y (NV;N;)o —
(Ni)o{(NN;)o. Es decir, con el nimero de pares de particulas del fluiddekereia (esferas
duras) a una distancia dada y las fluctuaciones de ese nuEstoopermite obtener los
términos perturbativos de la f.d.r. de un fluido de pozo cadalmediante la simulacion
de un fluido de esferas duras.

Hemos realizado la simulacion de un fluido de esferas duragtiteido porN=512
particulas por Monte Carld/V'T ya que es el colectivo adecuado para obtener la f.d.r.
con precision. La simulacién se ha realizado de maneragaalda simulacién del flui-
do de pozo cuadrado, en este caso también partimos de undastadira y pero ahora
dejamos equilibrar el sistema durante 50000 ciclos trasuates procedemos a realizar
250000 ciclos de calculo. La probabilidad de aceptacionusst@aproximadamente al
50 %. Queremos hacer notar el mayor numero de ciclos de o&jaelrealizamos en esta
ocasién, dado que nos interesa obtener con precision fuiohes de una determinada
cantidad, lo cual requiere un mayor nimero de ciclos de lmélcu

Las distancias se midieron entrey 4 o dondeo es el diametro de las esferas. Este
rango se dividié en celdas de intervalo = 0.02 0. También se probo a dividirlo en
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intervalos tales que las celdillas tuvieran igual volumemprobando que los resultados
eran idénticos. Por cuestiones practicas es preferibieauntintervalos de anchura igual a
utilizar intervalos de volumen igual.

Después de cada ciclo de movimientos, cada uno de los cualestente en un
intento de movimiento por particula, se midieron todas istadcias entre pares de par-
ticulas del sistema y los resultados se acumularon en wyghasha de intervalos, a cada
uno de los cuales se asocio el nUmero de distancias cordisptes a dicho intervalo.

Con los valores acumulados al final de la simulacion es ina@dbtener mediante
(6.13 y (6.14) los términos perturbativos de la f.d.r. de cualquier poidratractivo de
nacleo duro. Nosotros en particular estamos interesadiesodrtencion de los correspon-
dientes al fluido de pozo cuadrado para rangos de poteneigle 1.1y 2. Los resultados
obtenidos parg,(r) y parag, (r) para los diferentes rangos de potencial se encuentran en
la ref. [72].

A partir de dichos resultados, y utilizando las expresidgesd, (6.16), (6.21) y
(6.22, se obtienen los resultados de las Talbldss.10

Los resultados obtenidos pa#ig(r), estan en buena concordancia con los datos
correspondientes al fluido de esferas duras obtenidos pu atitoresq7]. Los valores
obtenidos para, (r) para\=1.5 también concuerdan satisfactoriamente con los alieni
por otros autoresP], como puede verse en la Figugdl

También los valores que hemos obtenido por MC-P paraF; son muy similares
a los de la referencia3p] para el mismo rango de potencial, aunque los valores que
hemos calculado nosotros pafa presentan menos dispersion que los de la referencia
[32]. Los datos de&Z, son consistentes con los valores publicados por otrosesufis]
para el fluido de referencia de esferas duras. En cambioaloseg que hemos obtenido
paraZ; para un rango\=1.5 son considerablemente mas bajos que los publicados en
la bibliografia B2]. Estos ultimos fueron obtenidos extrapolando a tempexatdinita
los datos de simulacion del fluido de pozo cuadrado, lo quéegenllevar un error
considerable. Nuestros resultados se han obtenido a gpattrexpresiond.22).
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Figura 6.1: Comparacion de los datos de simulacion pararakptérmino perturbativo
de la f.d.r. del fluido de pozo cuadrado cén= 1.5 obtenidos en este trabajo (circulos
abiertos) con los datos de la bibliografé®] (circulos negros).
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Tabla 6.1: Resultados de simulacion por MC-P para el fluidpak® cuadrado de rango

A=1.1.

P Zy 7 Fi/NKT Fy/NEKT go(ot) gi(c™) qg1(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.0851 -0.0783 -0.0365 1.1452 1.0597 1.0464.055Q
0.20 1.5542 -0.2235 -0.1780 -0.0769 1.3231 1.1398 1.0941.1630
0.30 1.9687 -0.4216 -0.3046 -0.1191 1.5417 1.1697 1.1171.2650
0.40 2.5239 -0.7325 -0.4666 -0.1633 1.8190 1.2138 1.1341.4340
0.50 3.2748 -1.1704 -0.6733 -0.2049 2.1723 1.1982 1.1329.6070
0.60 4.2988 -1.8084 -0.9373 -0.2420 2.6251 1.1793 1.1484.8188
0.70 5.7300 -2.6779 -1.2742 -0.2694 3.2263 1.0302 1.1249.021%
0.80 7.7655 -3.9049 -1.7030 -0.2806 4.0379 0.7883 1.1051.2381
0.90 10.7248 -5.4117 -2.2455 -0.2761 5.1592 0.4212 1.06824.4051

Tabla 6.2: Resultados de simulacion por MC-P para el fluidpak® cuadrado de rango

A=1.2.

P Zy Z Fi/NET Fy/NKT go(ot) gi(oh) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.1881 -0.1699 -0.0741 1.1452 0.9698 0.9716.109G
0.20 1.5542 -0.4757 -0.3799 -0.1414 1.3231 0.9346 0.9461.2520
0.30 1.9687 -0.8674 -0.6376 -0.1972 1.5417 0.8520 0.8741.4178
0.40 25239 -1.4343 -0.9526 -0.2356 1.8190 0.6782 0.8161.567Q
0.50 3.2748 -2.0744 -1.3332 -0.2571 2.1723 0.5102 0.7626.6790
0.60 4.2988 -2.9468 -1.7890 -0.2600 2.6251 0.2283 0.7174.7718
0.70 5.7300 -3.9852 -2.3252 -0.2505 3.2263 -0.0917 0.7200.8000
0.80 7.7655 -5.2015 -2.9430 -0.2294 4.0379 -0.5518 0.7080.7683
0.90 10.7248 -6.4170 -3.6349 -0.2141 5.1592 -0.9955 0.7028.6911
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Tabla 6.3: Resultados de simulacién por MC-P para el fluidpad® cuadrado de rango

A=1.3.

P Zy 7 Fi/NKT Fy/NET go(ot) gi(oh) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.3143 -0.2759 -0.1128 1.1452 0.8899 0.9181.1760
0.20 1.5542 -0.7275 -0.6071 -0.1970 1.3231 0.7654 0.8089.3290
0.30 1.9687 -1.2567 -0.9997 -0.2491 1.5417 0.5952 0.7136.4670
0.40 2.5239 -1.9729 -1.4596 -0.2698 1.8190 0.3084 0.6588.5536
0.50 3.2748 -2.8237 -1.9883 -0.2701 2.1723 0.0283 0.6440.5962
0.60 4.2988 -3.7493 -2.5838 -0.2572 2.6251 -0.3397 0.6148.5889
0.70 5.7300 -4.6620 -3.2352 -0.2445 3.2263 -0.6167 0.6128.5539
0.80 7.7655 -5.5472 -3.9236 -0.2417 4.0379 -0.9845 0.5640.4947
0.90 10.7248 -5.9101 -4.6176 -0.2343 5.1592 -1.1770 0.4732.4182

Tabla 6.4: Resultados de simulacion por MC-P para el fluidpad® cuadrado de rango

A=14.

P Zy Z Fi/NET Fy/NET go(ot) gi(ot) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.4199 -0.3969 -0.1523 1.1452 0.8017 0.8327.1960
0.20 1.5542 -0.9799 -0.8606 -0.2451 1.3231 0.5999 0.7169.3543
0.30 1.9687 -1.6802 -1.3925 -0.2872 1.5417 0.3568 0.6427.4610
0.40 25239 -2.5387 -1.9914 -0.2917 1.8190 0.0120 0.6028.5050
0.50 3.2748 -3.4253 -2.6492 -0.2835 2.1723 -0.3049 0.5688.5124
0.60 4.2988 -4.2933 -3.3500 -0.2772 2.6251 -0.5899 0.5540.4759
0.70 5.7300 -4.9808 -4.0688 -0.2749 3.2263 -0.8102 0.5140.4287
0.80 7.7655 -5.4038 -4.7731 -0.2727 4.0379 -0.9409 0.4320.4002
0.90 10.7248 -5.2817 -5.4201 -0.2501 5.1592 -0.9163 0.3450.3413
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Tabla 6.5: Resultados de simulacién por MC-P para el fluidpad® cuadrado de rango

A= 1.5.

P Zy 7 Fi/NKT Fy/NEKT go(ot) gi(ot) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.5705 -0.5343 -0.1935 1.1452 0.7434 0.8202.207Q@
0.20 1.5542 -1.2688 -1.1423 -0.2921 1.3231 0.4851 0.6975.3430
0.30 1.9687 -2.0999 -1.8191 -0.3219 1.5417 0.1787 0.6069.4363
0.40 2.5239 -3.0553 -2.5545 -0.3172 1.8190 -0.1781 0.5688.4594
0.50 3.2748 -3.8798 -3.3292 -0.3088 2.1723 -0.4523 0.5178.4465
0.60 4.2988 -4.7045 -4.1166 -0.3091 2.6251 -0.6858 0.4970.4090
0.70 5.7300 -5.2110 -4.8816 -0.3073 3.2263 -0.7301 0.4428.3943
0.80 7.7655 -5.1752 -5.5852 -0.2829 4.0379 -0.6579 0.3648.3559
0.90 10.7248 -4.7183 -6.1849 -0.2446 5.1592 -0.4168 0.3158.3024

Tabla 6.6: Resultados de simulacion por MC-P para el fluidpak® cuadrado de rango

A =1.6.

P Zy Z Fi/NET Fy/NKT go(ot) gi(oh) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.7313 -0.6889 -0.2381 1.1452 0.6991 0.7974.2250
0.20 1.5542 -1.6091 -1.4544 -0.3366 1.3231 0.3821 0.6559.3752
0.30 1.9687 -2.5912 -2.2837 -0.3566 1.5417 0.0614 0.5908.4310
0.40 25239 -3.5404 -3.1570 -0.3479 1.8190 -0.2663 0.5450.4217
0.50 3.2748 -4.5046 -4.0461 -0.3423 2.1723 -0.4553 0.5110.4280
0.60 4.2988 -5.1221 -4.9157 -0.3387 2.6251 -0.5289 0.4618.4045
0.70 5.7300 -5.4260 -5.7283 -0.3373 3.2263 -0.4881 0.4220.3615
0.80 7.7655 -5.2443 -6.4451 -0.3125 4.0379 -0.2214 0.3986.3115
0.90 10.7248 -4.7243 -7.0332 -0.2989 5.1592 0.1896 0.4000.2581
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Tabla 6.7: Resultados de simulacién por MC-P para el fluidpad® cuadrado de rango

A= 1.7.

P Zy 7 Fi/NKT Fy/NET go(ot) gi(oh) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -0.9058 -0.8621 -0.2845 1.1452 0.6558 0.7746.2392
0.20 1.5542 -1.9287 -1.7999 -0.3832 1.3231 0.3174 0.6316.376Q
0.30 1.9687 -3.0165 -2.7923 -0.3947 1.5417 0.0005 0.5645.4128
0.40 2.5239 -4.0462 -3.8109 -0.3877 1.8190 -0.2517 0.5288.4034
0.50 3.2748 -4.9462 -4.8215 -0.3776 2.1723 -0.3054 0.4948.4044
0.60 4.2988 -5.5628 -5.7861 -0.3738 2.6251 -0.2685 0.4600.3861
0.70 5.7300 -5.7609 -6.6719 -0.3806 3.2263 -0.0710 0.4310.3534
0.80 7.7655 -5.7877 -7.4511 -0.3842 4.0379 0.3537 0.4433.3318
0.90 10.7248 -5.5660 -8.1158 -0.4059 5.1592 0.8264 0.438@.3308

Tabla 6.8: Resultados de simulacion por MC-P para el fluidpad® cuadrado de rango

A=18.

P Zy Z Fi/NET Fy/NET go(ot) gi(ot) gi(Ao™) gi(Ao™)
0.10 1.2399 -1.1056 -1.0552 -0.3335 1.1452 0.6228 0.7558.2560
0.20 1.5542 -2.3116 -2.1824 -0.4339 1.3231 0.2679 0.6271.365Q
0.30 1.9687 -3.5138 -3.3526 -0.4368 1.5417 0.0380 0.5508.4140
0.40 2.5239 -4.7090 -4.5316 -0.4298 1.8190 -0.1764 0.5240.4093
0.50 3.2748 -5.5184 -5.6838 -0.4215 2.1723 -0.0810 0.4930.3960
0.60 4.2988 -6.2743 -6.7763 -0.4256 2.6251 0.1398 0.4863.3938
0.70 5.7300 -6.6124 -7.7911 -0.4401 3.2263 0.4042 0.4737.3690
0.80 7.7655 -7.2644 -8.7301 -0.4551 4.0379 0.8710 0.4995.3932
0.90 10.7248 -8.7179 -9.6405 -0.4918 5.1592 1.2195 0.5680.4341
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Tabla 6.9: Resultados de simulacién por MC-P para el fluidpad® cuadrado de rango
A=1.09.

P Zy A Fi/NKT Fy/NET go(ot) gi(c™) g1(Ao™) gi(Ao™)

0.10 1.2399 -1.3139 -1.2700 -0.3878 1.1452 0.6023 0.7585.24309
0.20 1.5542 -2.7048 -2.6064 -0.4898 1.3231 0.2859 0.6258.3573
0.30 19687 -4.1214 -3.9749 -0.4852 1.5417 0.0968 0.5689.4016
0.40 2.5239 -54611 -5.3390 -0.4789 1.8190 0.0232 0.5270.4260
0.50 3.2748 -6.4061 -6.6684 -0.4787 2.1723 0.2358 0.5186.4076
0.60 4.2988 -7.4898 -7.9443 -0.4909 2.6251 0.4806 0.5254.4130
0.70 5.7300 -8.7077 -9.1750 -0.5357 3.2263 0.7818 0.5708.4090
0.80 7.7655 -10.2808 -10.4052 -0.5830 4.0379 1.0820 0.6232.4292
0.90 10.7248 -12.9625 -11.7391 -0.6745 5.1592 1.0019 6.6870.4611

Tabla 6.10: Resultados de simulacion por MC-P para el fluedpato cuadrado de rango
A =2.0.

P Zo 74 Fi/NET Fy/NET go(ot) gi(c™) g1(Ao™) gi(Ao™)

0.10 1.2399 -1.5924 -1.5082 -0.4477 1.1452 0.5950 0.7627.2620
0.20 1.5542 -3.0870 -3.0776 -0.5519 1.3231 0.3619 0.6139.35206
0.30 19687 -4.8103 -4.6715 -0.5425 1.5417 0.2295 0.5736.4120
0.40 2.5239 -6.3386 -6.2570 -0.5411 1.8190 0.2633 0.5606.4180
0.50 3.2748 -7.7594 -7.8158 -0.5530 2.1723 0.5572 0.5697.426Q2
0.60 4.2988 -9.1529 -9.3504 -0.5984 2.6251 0.8538 0.5949.4222
0.70 5.7300 -10.8885 -10.9002 -0.6730 3.2263 1.1728 0.6280.4461
0.80 7.7655 -14.0066 -12.5422 -0.7581 4.0379 1.1599 0.6790.5102
0.90 10.7248 -18.2924 -14.3776 -0.7951 5.1592 0.8065 6.6740.6393
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6.5. Comparacion de la teoria de perturbaciones obteni-
da mediante Monte Carlo con los datos de simula-
cion para el fluido de pozo cuadrado

Tal como mencionamos en la Introduccion, en el presentéaajmase comparan los
resultados de la teoria de perturbaciones MC-P, basadasamuigacion por MC de los
términos perturbativos, con los datos de simulacion obitenén la forma indicada en el
Capitulo2 y listados en ese capitulo y en la refd].

6.5.1. Lafunciéon de distribucion radial

Los resultados de la teoria de perturbaciones MC-P paratadin de distribucion
radial se muestran en las Figug-6.10para diversos valores del rangoy, para cada
uno de ellos, para diversos valores de la densidad redpicifee la observacion de dichas
figuras se desprenden las siguientes conclusiones.

1) Para distancias reducidas> ), la f.d.r. obtenida mediante MC-P est& en exce-
lente concordancia con la f.d.r. obtenida mediante MC patad los valores del rango
del potencial y a todas las temperaturas y densidades evadak.

2) Para distancias reducidas< x < ), la concordancia entre ambos tipos de
simulaciones es buena para densidades y temperaturasadasier altas para todos los
rangos\ de potencial considerados, pero las discrepancias selaceatmedida que
disminuyen la temperatura, la densidad y el rango de pakenci

Debemos concluir, por tanto, que a temperaturas, densda@dagos de potencial
bajos, la serie perturbativa para la f.d.r. converge leatde) tanto mas lentamente cuan-
to mas bajas sean las magnitudes mencionadas y ello al mdeges aproximaciones
tedricas realizadas, por lo que una teoria de perturbasid@esegundo orden resultara
insuficiente en tales circunstancias.
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6.5.2. Propiedades termodinamicas

Por lo que se refiere al factor de compresibilidadalculado mediante MC-P, co-
mo puede verse en las Figu&d1-6.2Q proporciona una excelente concordancia con
los datos de MC, excepto quizas a las temperaturas mas bEjasgngos de potencial
mas cortos. Esta excelente concordancia es hasta cierto gebida a una afortunada
cancelacién de errores.

Pero veamos qué ocurre con la energia interna y el calor iispeecnagnitudes
ambas mas sensibles que la ecuacion de estado a la pre@bktémaino perturbativo de
segundo orden.

En las Figura$.21-6.32 se comparan los valores de la energia interna obtenidos
mediante MC-P con los obtenidos mediante MC para los digevatores del ranga
considerados. Se observa una mejora muy considerable specte a la teoria de per-
turbaciones de Barker-Henderson analizada en el Capitdlgesar de ello, a las tem-
peraturas y densidades mas bajas se observan algunapalistes (Figur&.32, mas
notables cuanto menor es el rango del potencial.

En las Figura$.336.36 se comparan los valores del calor especifico de exceso a
volumen constante obtenidos mediante MC-P, con los olienitediante MC para va-
rios valores del rango y diversas temperaturas en funciéa densidad. Se observa que
los resultados MC-P mejoran con respecto a los que propar¢acteoria de perturbacio-
nes de Barker-Henderson, analizada en el capitulo antpeoy aun asi tales resultados
aun estan lejos de presentar buena concordancia con lasdasmulacion MC, espe-
cialmente a bajas temperaturas, excepto a altas densidadpse la concordacia entre
ambas simulaciones es excelente. Esto significa que la deztandesviacion de la teoria
de perturbaciones de BH respecto a los datos simulaciérattel especifico a volumen
constante para este tipo de fluidos no es debida solamemggaahtento tedrico del se-
gundo término perturbativo sino también al propio truneano de la serie perturbativa.
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1.0

Figura 6.11: Factor de compresibilidad= pV/NkT para un fluido de pozo cuadrado
de rango\ = 1.1. Puntos: datos de simulacion. Curva continua: Datos delaaidun
perturbativos MC-P. Las curvas corresponden a las iso&fite0.5, 0.7, 1.0, 1.5, 2, 3y
5, respectivamente, de abajo hacia arriba.

Figura6.12: Como en la Figufallpara\ = 1.2, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 0.7.
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1.0

Figura 6.13: Como en la Figuallpara\ = 1.3, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 1.0.

1.0

Figura6.14: Como en la Figufallpara\ = 1.4, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 1.0.
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pﬁ:
Figura 6.15: Como en la Figufallpara\ = 1.5, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 1.5.

Figura 6.16: Como en la Figufallpara\ = 1.6, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @* = 1.5.
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1.0

o

Figura 6.17: Como en la Figuallpara\ = 1.7, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @™* = 2.0.

p:k
Figura 6.18: Como en la Figuallpara\ = 1.8, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @* = 2.0.
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Figura 6.19: Como en la Figufallpara\ = 1.9, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 3.0.
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Figura 6.20: Como en la Figufallpara\ = 2.0, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @* = 3.0.



150 Capitulo 6. Simulacion por Monte Carlo de los términasypkativos

3.5 T T T T

30 F . 4

20 ® .

-UE/Ne

0.0 | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p=:<

Figura 6.21: Energia interna de exceso, cambiada de sigtié,/Ne, para un fluido

de pozo cuadrado de rango= 1.1. Puntos: datos de simulacién para las temperaturas
reducidasl™ = 0.5, 0.7, 1 y 1.5, respectivamente, de arriba a abajo. Curvas continuas:
Datos de simulacion perturbativos MC-P.
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Figura 6.22: Como en la Figua2lpara\ = 1.2, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 0.7.
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Figura 6.23: Como en la Figua2lpara\ = 1.3, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @™* = 1.0.
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Figura 6.25: Como en la Figua21para\ = 1.5, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @* = 1.5.
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Figura 6.26: Como en la Figua2lpara\ = 1.6, excepto por el hecho de que laiisoterma
inferior corresponde @* = 1.5.
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Figura 6.27: Como en la Figufa21para\ = 1.7, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @* = 2.0.
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Figura 6.28: Como en la Figua2lpara\ = 1.8, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 2.0.
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Figura 6.29: Como en la Figua2lpara\ = 1.9, excepto por el hecho de que laisoterma

inferior corresponde @* = 3.0.
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Figura 6.30: Como en la Figua2lpara\ = 2.0, excepto por el hecho de que laisoterma
inferior corresponde @* = 3.0.
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Figura 6.31: Energia interna de exceso, cambiada de sighi§,/Ne, para fluidos de
pozo cuadrado de rangos= 2, 1.5 y 1.1, respectivamente de arriba hacia abajo, a la
temperatura reducidd* = 5. Puntos: datos de simulacion. Curvas continuas: Datos de
simulacién perturbativos MC-P.
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Figura 6.32: Energia interna de exceso, cambiada de sighié,V /<, para fluidos de
pozo cuadrado de rango variable. Puntos: datos de simolpai@\ = 2y T* = 3, para
A=15yT*=15ypara\ =1.1yT* = 0.5, respectivamente, de arriba a abajo. Curvas
continuas: Datos de simulacion perturbativos MC-P.
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Figura 6.33: Calor especifico de exceS¢,/ Nk, para fluidos de pozo cuadrado de rango
A = 1.1, en funcion de la densidad reducipta Puntos llenos: datos de simulacion para
las temperatura®™* = 0.7, 1.0, y 1.5, respectivamente, de arriba hacia abajo. Puntos
huecos: Datos de simulacion perturbativos MC-P.
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Figura 6.34: Como en la Figufa33para\ = 1.2y las temperaturas* = 1.0, 1.5,y 2.0.
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Figura 6.35: Como en la Figufa33para\ = 1.3y las temperaturas* = 1.5, 2.0,y 2.5.
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Figura 6.36: Como en la Figufa33para\ = 1.5y las temperaturas* = 1.5, 2.0,y 2.5.
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6.5.3. Discusion de los resultados

A la vista de los resultados precedentes, es evidente quésaria de perturba-
ciones basada en el desarrollo de las propiedades termudasaen serie de potencias
del inverso de la temperatura reducida, no converge conentficrapidez en determina-
das circunstancias, al margen de las aproximaciones &sdgige se realicen. Debido a
ello, en tales circunstancias no basta truncar el desampeliturbativo en el término de
segundo orden. Sin embargo, hemos visto también que cuarstsyan los errores in-
troducidos por uno u otro tratamiento tedrico, como ocuuando utilizamos el método
MC-P, ciertas propiedades termodinamicas, como la engrgiiana, mejoran sustancial-
mente con respecto al resultado que proporciona la teoriader-Henderson en las
aproximaciones l.c. o m.c., analizadas en el Captulor tanto, cabe esperar que un
tratamiento tedrico mas sofisticado que el inherente a las@apaciones mencionadas
sea de utilidad. Analizaremos este aspecto en el siguiapfeuo.



Capitulo 7

Tratamiento avanzado del término
perturbativo de segundo orden

7.1. Introduccién

Como se havisto en el Capituspen la teoria de perturbaciones de Barker-Henderson
la energia libre se puede expresar de la siguiente manera:

F=Fy+ Y (0 F,, (7.1)
n=1

dondeF; es la energia libre del sistema de referencia y los térmifyaon los términos
perturbativos.

El término de primer orden, segun vimos en el Capi8jlpuede expresarse:

Fi 1 . N
= 50 [ wi(12)00(12) d7. (7.2)

El término de segundo orden tiene una expresion bastanteangdicada T4]:

12
NkET

2 [ W2 g0(12) dr

159
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1 . .
500 [ [ wi(12)ui(23)90(123) dr dy—

o [ [ [ui2)u039) 001234) — g0(12)90(3)] i+

1 (o) (047 . 1
kT (6_]))0{8_,0[[) /u1(12)go(12)d7“2]} : (7.3)

donde(dp/dp)o Y g0(123...h) son la compresibilidad y la funcion de distribucion de
h-particulasdel fluido de referencia.

Las integrales que aparecen &m3( no pueden ser evaluadas de una forma exacta,
debido a que se desconocen los valores exactgg #1234 ), salvo a bajas densidades. En
el Capitulo3 se obtuvieron expresiones simplificadas de dicho térmitenddas en base
a dos aproximaciones: Eproximacion de la compresibilidad macroscopick aproxi-
macion de la compresibilidad locaEn el presente capitulo, abordaremos la evaluacion
de la integral 7.3) de una forma mas rigurosa siguiendo el procedimiento dakato
por Smith, Henderson y Barker (SHB}4].

7.2. Calculo aproximado del término de segundo orden

Si hacemos uso de la aproximacion de superposicion panaari€l123) y go(1234).
Esta aproximacién consiste en hacer:

90(123) = g0(12) go(13) go(23), (7.4)

90(1234) = go(12) go(13) go(14) go(23) go(24) go(34), (7.5)

lo cual solo es cierto a bajas densidades.

Entonces sustituyendo las ecuacionég)(y (7.5 en (7.3), el resultado es que las
tres primeras integrales en.p) se transforman en integrales que pueden expresarse como
diagramas racimdpara una introduccion detallada de tales diagramas vaaséeren-
cia [28]), con hy(r) = go(r) — 1 0 ui(r)ge(r) como enlaces, siendo algunas de ellas
reducibles.
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Si no se introdujese ningun tipo de aproximacioén, todasi&grales reducibles se
cancelarian. Es importante que la cancelacion de las alésgreducibles se mantenga
cuando se introduzcan las aproximacioneg)(y (7.5, para ello, se utiliza la aproxi-
macion de superposicién despreciando todas las integeadesibles. El resultado es el
siguiente T 4):

F2 . 1 1 2 1 3
NiT ——4PJ1_ 2p Jy — 8p (2J3+4J4+J5), (76)
siendo
5= (102 w(2)ds, @7
B = [ [ i(12) 90(12) wi(28) go(23) ho(13) di dF, (7.8)
Js = / / / ui(12) go(12) u3(34) go(34) ho(13) ho(24) diy dis diy, (7.9)

b ///u“{(lQ)go(lQ) w*(34) go(34)ho(13) ho(14) ho(24) dy diy dFy, (7.10)

Js = [ [ [ wi12) 90(12) wi(34) go(34) ho(13) ho(14) ho(23) ho(24) dF dF; dv??- "

7.3. Aplicacion al fluido de pozo cuadrado

Utilizando la ecuacion de Bravo Yuste et al. de esferas d6a$0] paragy(r), la
ecuacion 7.2) tiene solucion de forma analitica. Los resultados obtenaparecen lista-
dos en las Tablasg.2-7.11y concuerdan de forma satisfactoria con los datos de simdnlac
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obtenidos en el capitulo anterior para el primer términdupkeativo en la energia libre,
tal como puede verse en la Figufd.

El término perturbativo de segundo orden no tiene soluciatitéica, e incluso es
bastante complicado de calcular numéricamente. El térmhirs sencillo ya que para el
caso del potencial de pozo cuadrado coincide (salvo unrjamia el término perturbativo
de primer orden. La segunda integral la podemos calculaogiendneras:

Jo = 4no® /OOO ut(z)go(x)y(v)r dr, (7.12)
0
Jo = 4mo? /OOO ho(z)7 (z)2*de, (7.13)
donde:
o) =20 [ it sl wely [ hol) 2 (719
y
V(@) = 2%0'3 /0 " ui(y) go(y) ydy /|:+5| ui(2) go() 2 d. (7.15)
Utilizando estas funciones auxiliares podemos reesclipy J, de la siguiente
forma:

Js = 4mo? /OOO [v(2)) 2?dz, (7.16)

Jy = 4mo® /O  ho(x) [y ()] 2da. (7.17)

La integral méas dificil de evaluar corresponde/sa Para calcularla se utiliza la
técnica de desarrollo del integrando en series de polir@eoLegendre7p], con el
resultado:
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1 [oo
J5 = 6471'32 [(2l+ 1)2} /0 T%Q UT(Tlg)go(Tlg) dT12X
=0

X /0 T%B ho(rl?)) Al(r12, rlg) dT13X
X /0 714 ho(r1a) Ai(riz, r1a) By(r1s, m14) dra, (7.18)

donde:

Al(r12, 7”13) = %(ZZ + 1) /O.ﬂ— ho(?“gg) B (COS(023)) Ser(023) degg, (719)

Bl(Tlg, 7”13) = %(QZ + ]_) /Oﬂ— ui(rgg) go(ng) Pl (COS(023)) Ser(023) d@gg, (720)

ademas:

7’33 =ri,+ 7"%3 — 2712713 cos(fa3). (7.21)

7.4. Resultados numéricos para el potencial de pozo cua-
drado

El término perturbativo de primer orden de la energia liboese ve afectado por el
tratamiento avanzado que hemos visto en los apartadosoaesepara el término de se-
gundo orden. En la Figura1se comparan los valores de simulacion que hemos obtenido
paraFi, listados en las Tablaks1-6.10 con los resultados que proporciona la teoria de
perturbaciones de Barker-Henderson analizada en el GapitGomo puede observarse,
la concordancia entre teoria y simulacion es excelentetpdos los rangos de potencial
estudiados.
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Figura 7.1: Término perturbativo de primer ordery NkT' de la energia libre. Puntos:
datos de simulacién obtenidos en el presente trabajo ([@&cegros) y de la referencia
[32] (circulos blancos). Curvas continuas: teoria de pertio@s de Barker-Henderson.
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Figura 7.1: (Continuacion).

Por lo que respecta al término perturbativo de segundo pcdemo se ha comenta-

do anteriormente, el problema se centra en la evaluaciorencade los/;. A pesar de

que el término/; puede ser obtenido de forma analitica, es preferible @louambién

de forma numérica, lo cual permite tener una estimacion delldad de los resultados

obtenidos numéricamente por comparacion con los resulimoliticos.

La integracion numérica la realizamos, tomando como iatefz01 ¢ siendoo el

diametro de la esfera y como valor de la funcion a integraatnen el punto medio

del intervalo. Como funcién de distribucién radial de em$eduras tomamos la solucién

analitica de la ecuacién de Bravo Yuste eta®, 0] vista en el Capituld.

Para evaluary, J,, Js, J4, para una densidad dada, la integral exterior (sopta

evaluaremos entré < x < 6, para cada uno de estos valoresidgebemos evaluar la

funcion~(z).
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La funcion~(x) es unaintegral doble, que para el caso particular del pcadrado

es:
27 3 A T4y
() = o [ Doy [ ho(z)zd (7.22)
Y ho(z) = go(2) — 1, por lo que para < 1 hy(z) = —1. Una vez conocido el valor de

v(z), es inmediata la obtencién de Idspara: < 4.

El célculo deJs, incluso en un potencial tan sencillo como el de pozo cuadead
més complicado, y se debe utilizar el desarrollo en serieteirando en polinomios de
Legendre, tal como se dijo anteriormente.

El primer paso consiste en evaluar los coeficientes de Legdndcos(6)) para
0 <1 <11y0 < 6 < w Hemos realizado el célculo d&@ para 100 valores dé
igualmente espaciados. Las expresiones de los polinomidegendre se indican en la
Tabla7.1

Tabla 7.1: Expresiones de 8%(cos(0))
By(cos(9))

COSQ(G) (5 cos?(6) — 3)

(35 cos*(9) — 30 cos?() + 3)
20 (63 cos* () — 70 cos*(0) + 15)
(231 cos’(#) — 315 cos*(#) + 105 cos*(#) — 5)
Colsée) (429 cosb(0) — 693 cos(6) + 315 cos?(0) — 35)

35 (6435 cos®(0) — 12012 cos® () + 6930 cos*(#) — 1260 cos*(6) + 35)
210) (12155 cos® () — 25740 cos’(6) + 18018 cos*(#) — 4620 cos?(0) + 315)
525 (46189 cos'® () — 109395 cos®(6) 4+ 90090 cos®(6)

—30030 cos*(6) + 3465 cos?(0) — 63)
cost0) (88179 cos0(6) — 230945 cos®(6) + 218790 cosb(0)

256 )
—90090 cos*(6) + 15015 cos?(#) — 693)

© 00 N O O = W N = O~

—_
)

—_
—_
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Una vez calculados log)(cos(6)) se pueden evaluar las funciondgris, ri3) y
By(r12,713), utilizando las expresioned.(9 y (7.20 junto con {.21), para todos los
valores dé) < r13 < 60, 0 < r13 < 60, 0 < 3 < 7 que son necesarios para evaluar
Js. El procedimiento detallado de evaluaciondeque ha sido utilizado es como sigue:

La expresion a evaluar para el fluido de pozo cuadrado es:

Js = 647 Z [(21 + 1)2}71 /1)\ 7"%2 (—1) go(r12) dri2x

=0

X /0 i3 ho(r13) Ai(ri2, m13) drizx
X /0 ril hO(T14) Al(Tm, 7’14) B[(Tlg, 7’14) d’f’14, (723)

y se tienen acumulados los valores &igx, y), B;(z,y). Entonces tomamos valores de
r12 entrec y Ao con intervalos d@.01 o, como hemos dicho, y evaluamggr,,). Para
cada uno de estos valoresigetomamos un valor de;; entre 0 ex y evaluamogy(r3)

y A;(r12,713). A Su vez, para cada uno de estos pares de valoreg de; tomamos un
valor dery4 entre 0 exo y evaluamoshy(riy), A;(r12,714) Y Bi(r13,714). DE este modo
evaluamos/s.

Los valores obtenidos para las integraleasi como los valores resultanteside
para los diferentes rangos de potencial se encuentraddsen las Tablas.2-7.11 Para
el caso particular da=1.5 los resultados concuerdan plenamente con los obtepmo
Smith et al. 4], teniendo en cuenta que dichos autores utilizaron la @manion de
Percus-Yevick para la f.d.r. de esferas duras.

En la Figura7.2 se comparan los resultados que proporciona esta teoriaaalan
para el término perturbativo de segundo orden de la endlogéa ¥ 10s que proporcionan
las aproximaciones de la compresibilidad macroscopica ka a@mpresibilidad local,
con los datos de simulacion obtenidos en el Capiéypara dicho término perturbativo.
Se observa que el tratamiento avanzado proporciona unkeeteeoncordancia con los
datos de simulacion a densidades moderadas o h&jas((4), especialmente para ran-
gos bajos § <1.3) y altos § > 1.7) de potencial. Los resultados que proporciona este
procedimiento son globalmente mejores que los que prapmnilas aproximaciones de
compresibilidad macroscépica y de compresibilidad local.
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Figura 7.2: Término perturbativo de segundo ordg@nNV kT de la energia libre. Puntos:
datos de simulacién obtenidos en el presente trabajo ([@&raegros) y de la referencia
[32] (circulos blancos). Curvas continuas: tratamiento aada4/4]. Curvas de trazos:
aproximacion l.c.. Curvas de puntos: aproximacion m.c..



7.4. Resultados numéricos para el potencial de pozo cuadrad 169

Figura 7.2: (Continuacion).
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Figura 7.3: Comparacion de la energia interna de exeg$6,/ Ne en funcion del inverso
de la Temperatura reducida, de un fluido de pozo cuadradeg, @delessidades reducidas
p*=0.2, 0.5, 0.8, de abajo a arriba. Puntos: datos de simuldcidea continua: resultados
MC-P. Linea de trazo y punto: teoria de avanzada de perioriexc Linea de trazos:
teoria de perturbaciones de Barker-Henderson en la apacidmlocal. Linea de puntos:
teoria de perturbaciones de Barker-Henderson en la apacidmmacroscopica.
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Figura 7.3: (Continuacion).

Como se puede ver en la Figufa con el segundo término perturbativo del desa-
rrollo no es suficiente para predecir correctamente la énerterna de exceso del fluido
de pozo cuadrado, sobre todo cuanto menor es el rango de@bi@na temperatura) y
cuanto menor es la densidad. Asi vemos que la desviaciée lestdatos de simulacion
de—U¥ /Ney la prediccion MC-P de la simulacion de los términos pedtivios es muy
importante para rangos de potencial pequefi®$ hajas yp* bajos. En esta represen-
tacion, las discrepancias entre las diversas aproximesignos datos de simulacion se
aprecian mas claramente, ya que la pendiente de las rectasresponde con -2 veces
el segundo término perturbativo de la energia libre. Astdaia de Barker-Henderson en
sus dos aproximaciones subestima significativamente tos da simulacion. En cambio
el tratamiento avanzado del segundo término perturbatiporse, en general, una mejora
sustancial, pero sobrestima los datos de simulacién ad#tasidades.
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Tabla 7.2: Resultados de Idspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.1.

ot o oS I3 Ji)o®  Js)o®  Fy/NKT Fy/NKT

0.05 1.4666 -0.4633 1.6543 -0.6256 0.0997 -0.0367 -0.0178
0.10 1.5639 -0.4950 1.4183 -0.5852 0.0483 -0.0782 -0.0367
0.15 1.6632 -0.5319 1.4091 -0.5457 -0.0012 -0.1247 -0.0567
0.20 1.7702 -0.5747 1.4080 -0.5049 -0.0532 -0.1770 -0.0778
0.25 1.8859 -0.6248 1.4187 -0.4634 -0.1072 -0.2357 -0.1001
0.30 2.0110 -0.6836 1.4425 -0.4223 -0.1625 -0.3016 -0.1236
0.35 2.1466 -0.7528 1.4817 -0.3830 -0.2184 -0.3756 -0.1482
0.40 2.2938 -0.8342 15396 -0.3480 -0.2736 -0.4588 -0.1740
0.45 2.4538 -0.9296 1.6202 -0.3204 -0.3267 -0.5521 -0.2005
0.50 2.6282 -1.0403 1.7282 -0.3050 -0.3758 -0.6571 -0.2276
0.55 2.8185 -1.1673 1.8702 -0.3085 -0.4183 -0.7751 -0.2544
0.60 3.0266 -1.3105 2.0546 -0.3402 -0.4505 -0.9080 -0.2801
0.65 3.2544 -1.4682 2.2938 -0.4130 -0.4664 -1.0577 -0.3035
0.70 3.5044 -1.6366 2.6060 -0.5438 -0.4560 -1.2266 -0.3230
0.75 3.7793 -1.8092 3.0197 -0.7550 -0.4011 -1.4172 -0.3379
0.80 4.0819 -1.9752 3.5789 -1.0737 -0.2694 -1.6328 -0.3503
0.85 4.4158 -2.1202 4.3543 -1.5331 -0.0033 -1.8767 -0.3699
0.90 4.7845 -2.2251 54572 -2.1717 0.4962 -2.1530 -0.4235
0.95 5.1923 -2.2673 7.0595 -3.0359 1.3927 -2.4663 -0.5710
1.00 5.6436 -2.2223 9.4246 -4.1906 2.9447 -2.8218 -0.9287
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Tabla 7.3: Resultados de Igspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.2.
ot Jifod Th)o®  Js)o®  Jyfo®  Js/o® Fy/NEKT F/NkT

0.05 3.2064 -2.0029 7.1895 -2.3761 0.2348 -0.0802 -0.0377
0.10 3.3955 -2.1097 6.0094 -2.1561 0.0427 -0.1698 -0.0748
0.15 3.5849 -2.2360 5.8835 -1.9525 -0.1252 -0.2689 -0.1109
0.20 3.7856 -2.3799 5.7944 -1.7547 -0.2838 -0.3786 -0.1460
0.25 3.9986 -2.5439 5.7552 -1.5671 -0.4285 -0.4998 -0.1798
0.30 4.2245 -2.7303 5.7682 -1.3953 -0.5537 -0.6337 -0.2122
0.35 4.4641 -2.9407 5.8374 -1.2467 -0.6530 -0.7812 -0.2428
0.40 4.7183 -3.1762 5.9707 -1.1309 -0.7192 -0.9437 -0.2713
0.45 49878 -3.4358 6.1756 -1.0599 -0.7439 -1.1223 -0.2972
0.50 5.2733 -3.7160 6.4613 -1.0490 -0.7181 -1.3183 -0.3198
0.55 5.5753 -4.0108 6.8397 -1.1170 -0.6314 -1.5332 -0.3384
0.60 5.8945 -4.3100 7.3258 -1.2865 -0.4716 -1.7683 -0.3523
0.65 6.2309 -4.5997 7.9426 -1.5839 -0.2235 -2.0250 -0.3610
0.70 6.5845 -4.8612 8.7221 -2.0383 0.1337 -2.3046 -0.3654
0.75 6.9548 -5.0736 9.7154 -2.6799 0.6299 -2.6080 -0.3697
0.80 7.3405 -5.2122 10.9938 -3.5351 1.3081 -2.9362 -0.3861
0.85 7.7394 -5.2544 12.6636 -4.6253 2.2296 -3.2893 -0.4416
0.90 8.1482 -5.1816 14.8699 -5.9640 3.4770 -3.6667 -0.5878
0.95 8.5616 -4.9835 17.8005 -7.5598 5.1558 -4.0668 -0.9118
1.00 8.9722 -4.6618 21.6981 -9.4358 7.3969 -4.4861 -1.5433
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Tabla 7.4: Resultados de Idspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.3.

gt ot oS J3e®  Jufo®  Js/o® F/NKT Fy/NKT

0.05 52409 -4.8336 17.4638 -4.9623 0.2800 -0.1310 -0.0597
0.10 55125 -5.0197 14.2411 -4.3660 -0.0793 -0.2756 -0.114
0.15 5.7782 -5.2469 13.7508 -3.8393 -0.3559 -0.4334 -B162
0.20 6.0546 -5.4995 13.3546 -3.3522 -0.5810 -0.6055 -3.205
0.25 6.3415 -5.7782 13.0756 -2.9140 -0.7453 -0.7927 -®242
0.30 6.6389 -6.0821 12.9083 -2.5358 -0.8395 -0.9958 -®274
0.35 6.9463 -6.4082 12.8493 -2.2301 -0.8542 -1.2156 -®300
0.40 7.2633 -6.7517 12.9028 -2.0113 -0.7805 -1.4527 -0.322
0.45 7.5887 -7.1036 13.0683 -1.8952 -0.6112 -1.7075 -@338
0.50 7.9213 -7.4512 13.3456 -1.8991 -0.3410 -1.9803 -@351
0.55 8.2592 -7.7785 13.7366 -2.0411 0.0332 -2.2713 -0.3614
0.60 85999 -8.0661 14.2445 -2.3387 0.5123 -2.5800 -0.3685
0.65 8.9402 -8.2929 14.8810 -2.8081 1.0949 -2.9056 -0.3746
0.70 9.2758 -8.4367 15.6634 -3.4597 17786 -3.2465 -0.3823
0.75 9.6014 -8.4800 16.6295 -4.2994 25613 -3.6005 -0.3973
0.80 9.9102 -8.4055 17.8262 -5.3201 3.4420 -3.9641 -0.4324
0.85 10.1938 -8.2047 19.3302 -6.5078 4.4252 -4.3324 -@511
0.90 10.4419 -7.8741 21.2394 -7.8433 55275 -4.6988 -0.676
0.95 10.6418 -7.4135 23.6746 -9.3130 6.7960 -5.0549 -6.992
1.00 10.7788 -6.8206 26.8125 -10.9393 8.3509 -5.3894 1856
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Tabla 7.5: Resultados de Igspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.4.

gt b hjoS  J)e® ) Js)e® F/NKT Fy/NkT

0.05 7.5922 -9.1513 33.3206 -7.9869 0.2459 -0.1898 -0.0840
0.10 7.9332 -9.3737 265182 -6.7992 -0.2360 -0.3967 -0.154
0.15 8.2583 -9.6646 25.2620 -5.7916 -0.5483 -0.6194 -@212
0.20 85888 -9.9789 24.1940 -4.8956 -0.7478 -0.8589 -@257
0.25 8.9235 -10.3115 23.3402 -4.1209 -0.8289 -1.1154 2829
0.30 9.2607 -10.6554 22.6711 -3.4773 -0.7885 -1.3891 &B.31
0.35 9.5986 -11.0001 22.1605 -2.9744 -0.6264 -1.6797 6533
0.40 9.9345 -11.3346 21.7981 -2.6214 -0.3456 -1.9869 8834
0.45 10.2655 -11.6422 215624 -2.4257 0.0457 -2.3097 78.35
0.50 10.5879 -11.9042 21.4324 -2.3935 0.5353 -2.6470 40.36
0.55 10.8970 -12.1014 21.3923 -2.5283 1.1066 -2.9967 08.37
0.60 11.1879 -12.2139 21.4271 -2.8307 1.7391 -3.3564 80.37
0.65 11.4541 -12.2247 215347 -3.2976 2.4106 -3.7226 73.38
0.70 11.6886 -12.1181 21.7183 -3.9200 3.0985 -4.0910 98.39
0.75 11.8832 -11.8879 22.0105 -4.6882 3.7843 -4.4562 60.41
0.80 12.0286 -11.5245 22.4478 -55848 4.4582 -4.8114 68.44
0.85 12.1149 -11.0256 23.1080 -6.5984 5.1311 -5.1488 70.50
0.90 12.1314 -10.3862 24.0969 -7.7265 5.8510 -5.4592 10.63
0.95 12.0679 -9.5969 255591 -8.9880 6.7309 -5.7322 -G.882
1.00 11.9147 -8.6407 27.7320 -10.4513 7.9894 -59573 4B.36
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Tabla 7.6: Resultados de Idspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.5.

gt et hjo®  B)o® L) s/ F/NKT Fy/NKT

0.05 10.2829 -15.1244 555703 -10.9924 0.2022 -0.2571 160.1
0.10 10.6778 -15.2893 43.1732 -9.0161 -0.3299 -0.5339 967.1
0.15 11.0430 -15.5577 40.5858 -7.3970 -0.6047 -0.8282 60B.2
0.20 11.4047 -15.8360 38.3290 -6.0023 -0.7156 -1.1405 05&.3
0.25 11.7601 -16.1117 36.4192 -4.8312 -0.6729 -1.4700 340.3
0.30 12.1062 -16.3709 34.7836 -3.8812 -0.4909 -1.8159 5203
0.35 12.4394 -16.5969 33.3592 -3.1476 -0.1878 -2.1769 6iM3
0.40 12.7556 -16.7763 32.1177 -2.6237 0.2147 -2.5511 50.36
0.45 13.0498 -16.8899 31.0117 -2.3000 0.6919 -2.9362 76.36
0.50 13.3169 -16.9191 30.0012 -2.1652 1.2170 -3.3292 10.37
0.55 13.5507 -16.8488 29.0593 -2.2070 1.7634 -3.7264 66.37
0.60 13.7447 -16.6654 28.1635 -2.4117 2.3062 -4.1234 46.38
0.65 13.8921 -16.3608 27.3140 -2.7660 2.8244 -45149 30.39
0.70 13.9856 -15.9273 26.5166 -3.2561 3.3039 -4.8950 28.40
0.75 14.0180 -15.3690 25.8204 -3.8746 3.7432 -5.2568 92.40
0.80 13.9827 -14.6799 25.2706 -4.6129 4.1590 -5.5931 89.41
0.85 13.8743 -13.8622 24.9656 -5.4752 4.5989 -5.8966 5@.44
0.90 13.6894 -12.9138 25.0308 -6.4779 5.1558 -6.1602 06.52
0.95 13.4281 -11.8305 25.6249 -7.6561 5.9867 -6.3784 28.70
1.00 13.0954 -10.6083 26.9896 -9.0848 7.3390 -6.5477 21.09
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Tabla 7.7: Resultados de Igspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.6.

gt b hjoS  J)e® ) Js)e® F/NKT Fy/NkT

0.05 13.3366 -22.8855 84.9773 -13.5266 0.1858 -0.3334 399.1
0.10 13.7686 -22.8501 64.4720 -10.6162 -0.3459 -0.6884 2460

0.15 14.1541 -22.9636 59.8281 -8.3045 -0.5581 -1.0616 087.3
0.20 14.5242 -23.0666 55.7270 -6.3674 -0.5862 -1.4524 5033
0.25 14.8751 -23.1380 52.1599 -4.7801 -0.4620 -1.8594 7213
0.30 15.2026 -23.1593 48.9936 -3.5157 -0.2183 -2.2804 80G.3
0.35 155020 -23.1114 46.1196 -2.5461 0.1122 -2.7129 1238
0.40 157682 -22.9845 43.4979 -1.8429 0.4985 -3.1536 90.37
0.45 159957 -22.7618 41.0580 -1.3771 0.9120 -3.5990 79.37
0.50 16.1790 -22.4303 38.7490 -1.1217 1.3285 -4.0447 00.38
0.55 16.3123 -21.9835 36.5446 -1.0521 1.7290 -4.4859 6@.38
0.60 16.3903 -21.4163 34.4249 -1.1474 2.1003 -4.9171 58.39
0.65 16.4080 -20.7307 32.4017 -1.3913 24361 -5.3326 40.40
0.70 16.3617 -19.9264 30.4869 -1.7708 2.7386 -5.7266 98.40
0.75 16.2491 -19.0188 28.7467 -2.2831 3.0229 -6.0934 7@.40
0.80 16.0704 -18.0061 27.2223 -2.9249 3.3236 -6.4282 08.40
0.85 15.8292 -16.8993 26.0134 -3.7067 3.7060 -6.7274 90.39
0.90 155333 -15.7048 25.2318 -4.6491 4.2787 -6.9900 83.42
0.95 15.1960 -14.4272 25.0038 -57893 52092 -7.2181 40.53
1.00 14.8369 -13.0708 255183 -7.2031 6.7466 -7.4185 5Q.79
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Tabla 7.8: Resultados de Idspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.7.

gt ot ot J)e®  fo®  Js/o®  Fy/NKT Fy/NkT
0.05 16.7780 -32.5253 1222511 -15.2245 0.1921 -0.4195 1710.
0.10 17.2304 -32.1004 90.6329 -11.3167 -0.3221 -0.8615 2872
0.15 17.6177 -31.8872 83.0692 -8.3000 -0.4893 -1.3213 5783
0.20 17.9763 -31.6432 76.3640 -5.8395 -0.4802 -1.7976 9483
0.25 18.3018 -31.3391 70.4653 -3.8725 -0.3422 -2.2877 0884
0.30 18.5896 -30.9549 65.1638 -2.3384 -0.1171 -2.7884 094
0.35 18.8349 -30.4727 60.3006 -1.1803 0.1605 -3.2961 38.40
0.40 19.0329 -29.8933 55.8356 -0.3458 0.4637 -3.8066 78.39
0.45 19.1791 -29.2052 51.6769 0.2127 0.7728 -4.3153 -8.396
0.50 19.2693 -28.4037 47.7663 05359 1.0752 -4.8173 -@.401
0.55 19.3004 -27.4925 44.0817 0.6571 1.3637 -5.3076 -0.412
0.60 19.2705 -26.4750 40.6035 0.6026 1.6353 -5.7811 -0.426
0.65 19.1793 -25.3632 37.3506 0.3909 1.8913 -6.2333 -6.441
0.70 19.0293 -24.1623 34.3284 0.0348 2.1386 -6.6602 -G.451
0.75 18.8253 -22.8995 31.6114 -0.4645 2.3955 -7.0595 1B.45
0.80 185768 -21.5735 29.2173 -1.1091 2.6996 -7.4307 0B.44
0.85 18.2970 -20.2007 27.2359 -1.9179 3.1188 -7.7762 20.42
0.90 18.0041 -18.7871 25.7632 -2.9259 3.7632 -8.1018 230.41
0.95 17.7211 -17.3320 24.9140 -4.1932 4.8011 -8.4175 48.44
1.00 17.4747 -15.8287 24.8900 -5.8261 6.4918 -8.7373 5257
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Tabla 7.9: Resultados de Igspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.8.

gt ot ot J)e®  Jfo®  J5/o®  Fy/NKT Fy/NKT
0.05 20.6336 -44.0775 168.0408 -15.8974 0.2036 -0.5158 2070.
0.10 21.0914 -43.0392 121.8499 -11.0316 -0.2959 -1.0546.3370
0.15 21.4654 -42.2965 110.3996 -7.3775 -0.4473 -1.6099 4096
0.20 21.7976 -41.5125 100.2697 -4.4834 -0.4416 -2.1798 4418
0.25 22.0839 -40.6489 91.3401 -2.2370 -0.3316 -2.7605 48B4
0.30 22.3202 -39.6872 83.3084 -0.5374 -0.1570 -3.3480 4264
0.35 225031 -38.6135 75.9565 0.7041 0.0549 -3.9380 -6.433
0.40 22.6294 -37.4451 69.2571 15645 0.2872 -4.5259 -8.427
0.45 22.6971 -36.1768 63.0889 2.1091 0.5309 -5.1068 -0.429
0.50 22.7056 -34.8117 57.3793 2.3910 0.7825 -5.6764 -6.441
0.55 22.6561 -33.3637 52.1043 2.4515 1.0410 -6.2304 -0.461
0.60 225521 -31.8424 47.2314 2.3210 1.3073 -6.7656 -6.487
0.65 22.3996 -30.2675 42.7767 2.0192 15847 -7.2799 -6.514
0.70 22.2084 -28.6448 38.7242 15557 1.8837 -7.7729 -0.536
0.75 21.9913 -27.0120 35.1576 0.9236 2.2297 -8.2467 -0.546
0.80 21.7656 -25.3588 32.0653 0.1045 2.6751 -8.7063 -6.540
0.85 21.5519 -23.7006 29.5466 -0.9461 3.3147 -9.1596 8251
0.90 21.3737 -22.0340 27.7193 -2.3003 4.3079 -9.6182 1Q.49
0.95 21.2561 -20.3431 26.7583 -4.0646 5.9176 -10.0967 958.4
1.00 21.2227 -18.6029 27.0027 -6.3963 8.5876 -10.6114 30Q2.6
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Tabla 7.10: Resultados de Idspara el fluido de pozo cuadrado de range 1.9.

gt et oS J)e®  J)o®  Js/o®  Fy/NKT Fy/NKT
0.05 24.9313 -57.5046 222.9266 -15.6194 0.2091 -0.6233 2458.
0.10 25.3838 -55.6123 158.3145 -9.9410 -0.2832 -1.2692 3910
0.15 257353 -54.1161 141.9472 -57943 -0.4393 -1.9301 4661
0.20 26.0338 -52.5882 127.5544 -2.6217 -0.4553 -2.6034 4941
0.25 26.2766 -50.9780 114.9081 -0.2523 -0.3812 -3.2846 495a
0.30 26.4617 -49.2700 103.5890 1.4592 -0.2486 -3.9693 856.4
0.35 26.5882 -47.4554 93.3040 2.6347 -0.0751 -4.6529 60.47
0.40 26.6561 -455731 84.0498 3.3753 0.1315 -5.3312 -6.473
0.45 26.6676 -43.6222 756562 3.7629 0.3704 -6.0002 -6.482
0.50 26.6268 -41.6112 68.0198 3.8610 0.6446 -6.6567 -0.503
0.55 26.5406 -39.5619 61.1030 3.7161 0.9587 -7.2987 -0.536
0.60 26.4188 -37.4853 54.8447 3.3590 1.3205 -7.9256 -6.575
0.65 26.2743 -35.4053 49.2517 2.8036 1.7436 -8.5391 -8.616
0.70 26.1234 -33.3209 44.2770 2.0458 2.2551 -9.1432 -B.652
0.75 25.9849 -31.2799 40.0380 1.0562 2.9028 -9.7443 -B.673
0.80 25.8811 -29.2500 36.5033 -0.2207 3.7677 -10.3524 73G.6
0.85 25.8345 -27.2386 33.8374 -1.8801 4.9738 -10.9797 498.6
0.90 25.8675 -25.2173 32.2612 -4.0599 6.7037 -11.6404 179.6
0.95 259990 -23.1294 32.1306 -6.9385 9.2248 -12.3495 388.6
1.00 26.2410 -20.8970 34.0984 -10.7429 12.9423 -13.12058820
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Tabla 7.11: Resultados de Idspara el fluido de pozo cuadrado de range: 2.0.

gt ot ot J)e®  Jfo®  J5/o®  Fy/NKT Fy/NKT
0.05 29.7016 -72.6815 287.4061 -14.7965 0.2095 -0.7425 2888.
0.10 30.1443 -69.7026 200.2360 -8.5403 -0.2814 -1.5072 4508
0.15 30.4724 -67.2171 177.8997 -4.1058 -0.4481 -2.2854 5205,
0.20 30.7403 -64.7399 158.4267 -0.8567 -0.4833 -3.0740 5552
0.25 30.9481 -62.2002 141.4195 1.4426 -0.4298 -3.8685 538.5
0.30 31.0970 -59.5846 126.3080 2.9829 -0.3110 -4.6646 4285
0.35 31.1900 -56.8874 112.6983 3.9185 -0.1365 -5.4583 360.5
0.40 31.2315 -54.1747 100.6268 4.3722 0.0919 -6.2463 90.53
0.45 31.2289 -51.4445 89.8442 44391 0.3782 -7.0265 -8.557
0.50 31.1921 -48.7058 80.1954 4.1886 0.7280 -7.7980 -0.590
0.55 31.1340 -45.9847 71.6202 3.6662 1.1481 -8.5619 -6.633
0.60 31.0705 -43.2869 64.0164 2.8942 16462 -9.3211 -8.682
0.65 31.0198 -40.6362 57.3885 1.8690 2.2319 -10.0814 96.72
0.70 31.0031 -38.0123 51.6607 0.5581 2.9162 -10.8511 3@.76
0.75 31.0416 -35.4741 47.0446 -1.1112 3.7096 -11.6406 66Q.7
0.80 31.1576 -32.9419 435177 -3.2494 46179 -12.4630 240.7
0.85 31.3702 -30.3957 41.4027 -6.0175 5.6412 -13.3323 276.6
0.90 31.6940 -27.7496 41.1206 -9.6109 6.7894 -14.2623 0285
0.95 32.1360 -24.8713 43.2865 -14.2247 8.1338 -15.26464610.
1.00 32.6928 -21.6213 48.8708 -20.0381 9.9120 -16.3464800Q.
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Capitulo 8

Teoria de perturbaciones basada en
ecuaciones integrales

8.1. Introduccidén

En capitulos precedentes hemos analizado con cierta plidachla capacidad de
la teoria de perturbaciones de BH, asi como diversas megdeasisma, para predecir
las propiedades termodinamicas del fluidos de pozo cuadiadiiversos rangos. En
particular, en el Capitul@ se ha visto que el tratamiento avanzado del término avazado d
segundo orden segun el procedimiento desarrollado poh&iél. [/4] no proporciona
resultados suficientemente satisfactorios.

Una de las limitaciones de la teoria se refiere a la f.d.r.,ugalg teoria de BH no
proporciona el desarrollo perturbativo de la f.d.r.. Tarlguy(TL) [65, 68, 76] proponen
una teoria perturbativa basada en ecuaciones integralesnereto en la aproximacion
de Percus-Yevick, que permite obtener la f.d.r. de un flugshoparticular un fluido po-
zo cuadrado, como serie de potencias del inverso de la tatpereducida, es decir,
una serie del mismo tipo que la de la teoria de BH. Dichos astproporcionan ade-
mas expresiones analiticas explicitas de los términosdknarero y de primer orden.
A continuacion reproducimos las expresiones necesarraslgpamplementacion de esta
teoria.
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8.2. Desarrollo perturbativo de la funcion de distribucion
radial

El desarrollo en serie de la funcién de distribucién radia¢ado en el término de
primer orden se expresa:

9(x) = go(x) + g1(x) T (8.1)

siendox = r/o. Parag,, Tang y Lu toman la solucion de Percus-Yevick de la funcion de
distribucion radial del fluido de esferas duras.

Los autores expresan el primer término perturbativo dedla tomo suma de dos
contribuciones. Dentro del pozo:

rg1(z) =z gn(z), (8.2)

y fuera del pozo y hasta una distancia maxima de 2:

rg1(x) =z gn(x) + = gia(x). (8.3)

La primera contribucion viene dada por:

[\

T g () = (Ai S+ B; fiB) ; (8.4)

2

I
o

donde

g (M) —t)) eADt

Ai=—(1-n) (1) : (8.5)
By = (1) {[M8i(t:) — XSi(t:) — A Salt)] £2+
+ [S1(t;) + Sa(t;) + 4 X S1(t;)] t;l —4.5(t;) tf’} A=)t m’ (8.6)
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16 6 t7 24951 (—t;) .
A _ i . - 7 - i M1 ¢ —ti(z—1)
fi [52(—ti><x D S*H—t:)  S3(—t) ]e !
+il t@—1)  15(H) 415+ 61t 1@- (z-1) (8.7)
TLSTW) i+ t)? SE) (i) SE(t) (6 + )3

6
z

B _ —t; (x—1)

18 (x —1) B S (t;) 515 +6t;13 ] b (1) 8.8
+Zﬁ A ITEE AR Toen Rt e M
La funcionS(t) es la definida er4(26), es decir:

St =1-n)2t2+6n1—n)t>+18n*t — 121 (1 + 2n), (8.9)

y Si(t) = S'(t), Sa(t) = S”(t), ... las derivadas de orden 1,.2, con respecto & Lost;
corresponden a los ceros de esta fundi@h y por lo tanto sus expresiones coinciden con
las enunciadas en el Apartadd, expresiones que reproducimos aqui por comodidad:

o = (=20 + 24)/(1 - ), (8.10)

tip=(—27—1z) /(1 —n) £iv3z/2(1—n), (8.11)
2d =Yy —Y_, (8.12)
Zs = Y+ + Y-, (813)
1 2’!74 12 v

(ver nota al pi€")

1Se ha corregido una errata que aparece en el articulo drigifja
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f=34+3n—1n% (8.15)

Fuera del pozo queda por defigip:

z gia(x) = —(1 = n)*x

2 Tt) (e =X Sat)T(t;) | Ta(t:)S(—t:) + 2T (t:)S1(=t:) ] 4 e
: {Z lS%(ti)SQ(—ti) TSP (—t) SH(t:)S3 (=) ]6 T

[Tt =A) | S(t)T(=t) | Ti(=t)S(=t) = 2T(=t)Si(=t) |
*Z[s%m)sz(—ti) S3t)S2(—t) S2(t) S5 (—t;) ]

Y

(8.16)

dondeT(t) = A t' + t0y T1(¢) = T'(¢).

8.3. Expresiones analiticas de los términos perturbativos
de las propiedades termodinamicas

Teniendo en cuenta la expresidhl) podemos expresar la energia interna de un
fluido de pozo cuadrado de rangaomo:

NkT 2mp kT/ )o*dz =

1 M
:_12nT*/1 g(z) v dx =

:—127)% V go(z) 2° daz+%/ gl(:c):ch:c] -

L1 U1
- NKT T+ NET T+2’

(8.17)

con.

Ui
NET

A
= —1277/ go(z) 2* dz, (8.18)
1
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U,
NkET

A
—1277/ g1(z) 2% dx. (8.19)
1

Los autores simplifican considerablemente las expresidadas propiedades ter-
modinamicas demostrando que si partimos de un transforehadaaplace cualquiera,
definida mediante:

FL(t) = /1 Y of(x)eda, (8.20)

y utilizando la transformada de Hilbert para dividiif (¢) en dos partes una de las cuales
se encuentra dentro del rando)\|, el resultado final que que se obtiene es:

dFL(t)

/1/\f(x)x2d:p:— o

t2

+ Res [FL(t) AL e”] : (8.21)

t=0

dondeRes representa la suma de todos los residuos producidos poglalaridades en la
funcién 'L (¢). La ecuaciong§.21) es aplicable a la integracion finita de cualquier funcién
con transformada de Laplace conocida.

Haciendo uso de esta propiedad, resulta:

Ui
NET

2 L(t;) (M — 1)
- _1-19 A ) (A1 8.22

siendoL(t) la funcion definida en4.27):

L{t) = (1 + g)H 1+ 2n, (8.23)
U, )

M(—t;)Fi(t;) B Mi(—t;)S(—t;) — 2M (—t;)S1(—t;)
t

52—t (1) Fe)|

2Como se pudo ver el Apartadio3
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g F(t)Fi (1) + Fi(t)F(t) | F(B)F(1)] 0
+ZOX% Bit)Filt) = ]t-+tj T2 (t<+tj)]2] titt; |
1=0y= 1 ? 7
(8.24)
siendo :

Ct) =M —t*,  Ci(t) = C'(t),

M(t) = C(1), Mi(t) = Ci(t) + (A = 1)C(),

F(t)=M(t)/S(t) y Fi(t) = Mi(t)/S7(t) — M(t)S2(t)/S7(2).

Una vez conocidos los términos perturbativos de la enengéaina, es inmediato
la obtencion de los términos perturbativos de la energfa,lifin mas que invertir las
relaciones%.11) - (5.12):

F Uy

NET — NEKT’ (8.25)
B 1 U
NEKT ~ 2 NkT' (8.26)

Los términos perturbativos de la ecuacion de estado, estacionados con los
términos perturbativos de la energia libre, utilizandddaignte relaciong.6):

O[(F — Fy) /NKT]

Z—Zy=n : (8.27)
on
con lo que:
A=ENT T ey (8.28)
Fy/NKT
z,= P2V _ 0B[Nk (8.29)

Nk T ey

de modo que tendremos:
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Z, - _1277232 [/h(ti) +S(12>(\t— 1)A(t;) SQ(ti)A(ti)] -1 (8.30)

N—
N
=W
—
~
S

siendo

A(t) = M1 =n)(1+2n)t" + M1 +20)* = (1 = n)(1+2p)] £ = (1+29)%*, (8.31)

y siguiendo la notacion habitudl, (t) = A'(t).

El segundo término perturbativo de la ecuacion de estadgmuguanalitico, tiene
una expresion algo mas complicada:

7= ot {3 [FGEE - MR |
2 [F(6)Ex(t;)  F(t)Es(ty) + 2F(4) Eq(ty)
" %;) [ 2 - 2(t; + 1) N
2F (L) En(ty) + Fi(t)E(t;)  3F(t)E(t;)] et
* (t; + ;)2 CERDE 1 ti+t; } (8.32)

donde, hemos introducido las funciones auxiliares:

D(t) = (1 —n)3> —6n(1 —n)(3 +n)t* — 189*(7 + n)t + 12n(3 + 191 + 21%),
Di(t) =D'(t), Dy(t)=D"(t), Co(t)=C"(1),
N(t) = C(t)D(t), Ni(t)=Ci(t)D(t)+ C(t)D:(t) + (A —1)C(t)D(t),

Ny(t) = Co(t)D(t) + C(t) Da(t) + (A — 1)*C(t)D(t)+

120, (1) Dy (1) + 20\ — DCLH)D(E) + 2(\ — 1)C () Dy (1),
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8.4. Resultados

En las Figura$.1-8.3se comparan los resultados que proporciona la teoria de Tang
y Lu para el primer término perturbativo de la f.d.r. con leso$ de simulacion que se
encuentran en la ref7p]. De la observacién de estas figuras se ve que la concordancia
entre la teoria y los datos de simulacion es bastante bueadgsarangos de potencial
del orden de 1.5 y superiores, pero para rangos de poteneranes la concordancia es
bastante peor, especialmente a altas densidades.

Los resultados que proporciona la teoria de Tang y Lu pareolasibuciones per-
turbativas de primer y segundo orden a la energia libre sgpa@n con los datos de
simulacion, listados en las Tabl@sl-6.10 en las Figura8.4-8.5. Puede observarse que
la teoria proporciona resultados excelentes garaara todos los rangos de potencial
considerados y a cualquier densidad. Por lo que se refigselan teoria proporciona re-
sultados cualitativa y cuantitativamente correctos pangos de potencial > 1.3. Para
rangos inferiores los resultados teoricos, aunque ctiaditaente correctos, se desvian
apreciablemente de los datos de simulacion a densidadessaded y altas. De cualquier
modo, los resultados que proporciona la teoria de Tang y taifBason notablemente
mejores que los que proporciona el tratamiento avanzadonité 8t al., analizado en el
Capitulo?.

En la Figura8.6 se comparan los resultados que proporciona la teoria deylang
Lu para la contribucion perturbativa de primer orden aldade compresibilidad con los
datos de simulacion de las Tablad-6.10 De nuevo, los calculos teoricos reproducen
con gran precision los datos de simulacion para cualquiesidad y rango de potencial.

Finalmente, en la Figui@ 7 se representan los resultados de la misma teoria para la
energia de exceso en funcién del inverso de la temperatluwaida junto con los datos de
simulacién de las Tabla& 1-6.10, para los diferentes rangos de potencial considerados y
diversas densidades en cada uno de ellos. Puede obsemeaisetgoria proporciona re-
sultados excelentes para rangos de potencial .5, excepto quizas a las densidades mas
bajas a bajas temperaturas. Para rangos de potenciabieferias predicciones tedricas
se desvian de los datos de simulacién progresivamente @dawua disminuyen el rango
de potencial y la temperatura, incluso a densidades moakeyealtas.
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Figura 8.1: Comparacion del primer término perturbativdad@ncion de distribucion

radial para un fluido de pozo cuadrado de rangd.l. Puntos: datos de simulacion
Linea continua: Teoria de Tang y Lu.
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0.8 T T T T

1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00

Figura 8.2: Comparacion del primer término perturbativdad@ncion de distribucion
radial para un fluido de pozo cuadrado de rangh.5. Puntos: datos de simulacion per-
turbativos. Linea continua: Teoria de Tang y Lu.



8.4. Resultados 193

0.8 T T
p=02 |
=
© oot e
u”'ﬂ.‘“‘
02 ...0' —
9%
o®
o
0.4 - B
0.6 L L
1.00 1.50 2.00 250
p =0.5
o®
o’
o
Bad _
.-'
K
I.’
04 o B
0.6 L L
1.00 1.50 2.00 2.50
X
1.0 T T
*
p =0.8
.-"“.d
.....
..
...
.l
L]
0.5 ! R
1.00 1.50 2.00 2.50

Figura 8.3: Comparacion del primer término perturbativdad@ncion de distribucion
radial para un fluido de pozo cuadrado de rang@.0. Puntos: datos de simulacion per-
turbativos. Linea continua: Teoria de Tang y Lu. La teoridatey y Lu solo es valida en
la primera celda de coordinacién.
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Figura 8.4: Comparacion del primer término perturbativiadmergia libre. Puntos: datos
de simulacion perturbativos. Linea continua: Teoria deyTalu.
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Figura 8.5: Comparacion del segundo término perturbateséadenergia libre. Puntos:

datos de simulacion perturbativos. Linea continua: Teteidang y Lu.
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Capitulo 9

Teoria del numero de coordinacion para
fluidos de pozo cuadrado de rango
variable

9.1. Introduccidén

En los capitulos anteriores se han analizado las cualidalifegaciones de diver-
sas teorias de perturbaciones basadas en el desarrolpmlepgedades termodinamicas
del fluido en serie de potencias del inverso de la temperegdrecida, aplicadas al fluido
de pozo cuadrado. Se puso de manifiesto que, especialmeateafes bajos de la tem-
peratura, la densidad y el rango del potencial las mencassgbrias de perturbaciones
convergen lentamente, por lo que el truncamiento de la gertarbativa en el término de
segundo orden resulta insuficiente para obtener resulsadisactorios.

El problema no se resuelve mediante un tratamiento masggutel término per-
turbativo de segundo orden como en la teoria de Smith et4lvista en el Capitula?
o la de Tang y LuT€] vista en el Capitul®. Ello es debido a que independientemente
de que tales teorias no proporcionen resultados completarsatisfactorios en todos los
casos, una teoria de perturbaciones de segundo orden Bsi@ma para obtener resulta-
dos totalmente satisfactorios para todos los rangos degatedensidad y temperatura,
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tal y como se puso de manifiesto en el Capitul analizar los resultados que propor-
cionan las simulaciones MC-P que no involucran ningunaxamracion teodrica. En tales
circunstancias, seria necesario incluir terminos de osdeerior al segundo en la teoria
de perturbaciones. Sin embargo, en el Capifuke comprobd que la técnica de resu-
mado de la serie perturbativa en la teoria de Barker-Heodars proporciona mejoras
significativas con respecto a la teoria de perturbacionssgiendo orden. Por otra parte,
aungue las teorias SHB o la de TL proporcionan resultadosatiés$actorios para el tér-
mino perturbativo de segundo orden, especialmente egt@ayku extension a términos
de orden superior presentan en la actualidad dificultadiedmiente superables.

En tales circunstancias, parece conveniente explorar ianalternativa, estrecha-
mente relacionada con las teorias de perturbaciones, paaan las propiedades termo-
dinamicas de un fluido de pozo cuadrado como son las teotiagmero de coordinacion
o teorias generalizadas de van der Waals (GvdViJ[83]. Este grupo de teorias tienen
en comun su gran simplicidad, tanto desde el punto de visteegpdual como desde el
operacional. Sin embargo, los modelos teoricos exist@atesel nGmero de coordinacion
no proporcionan, en general, resultados precisos y poresedntemente son utilizadas
parametrizaciones de los datos de simulacién, a menudotearge fundamento tedrico.

Dedicaremos este capitulo a exponer algunas de la teofiasrdero de coordina-
cion existentes, analizando su fundamento asi como sudades y defectos. Propondre-
mos a continuacién una teoria mas avanzada de este tiporastanémos sus resultados
con datos de simulacion por MC que hemos obtenido para el noideecoordinacion
de fluidos de pozo cuadrado de rango variable. En el capiigildeste analizaremos la
calidad de esta teoria a la hora de predecir las propiedachesdinamicas de este tipo de
fluidos.

9.2. Elmodelo de red y la aproximacion cuasiquimica

Analizaremos en primer lugar con algun detalle los modeta®d para una mezcla
y la aproximacion cuasiquimica en los cuales se fundaméasaieorias del nimero de
coordinacion. Consideremos, por sencillez, una mezclariairconstituida porv, parti-
culas de la especiey N, particulas de la especque tengan solo grados de libertad
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traslacionales. Supondremos que estas particulas estadas en los vértices de una red
regular, con una sola particula en cada sitio, con un espracgicular constante, indepen-
dientemente de la densidad y temperatura, de modo que ehgaolde exceso 65 = 0.
Las particulas pueden vibrar alrededor de su posicion dél@au En esta situacion, po-
demos suponer que la energia potencial del sisteria ..., 7y ) tiene dos contribuciones:
la energia reticularE;, que es la energia de la red cuando todas las particulasessas
posiciones de equilibrio, y lanergia vibracionaF, debida a las vibraciones de las parti-
culas alrededor de sus posiciones de equilibrio. Suponequeda parte configuracional
de la funcion de particion del sistema se puede expresar ebproducto de dos térmi-
nos, cada uno de los cuales correspondera a cada una detldsuoiones mencionadas,
es decir:

Qc = Ql Qva (91)

y que); depende de la compaosicion, p&po no.

Si denominamosi i, u2, Y ug, respectivamente, a las energias de interaccion
correspondientes a las tres posibles clases de pares deaide entre particulas vecinas
cuando estas estan en sus posiciones de equilibrio, podameEsar la energia reticular,
suponiendo que cada particula interacciona solamenteusovesinas mas proximas de
la forma B4, 85]:

E; = Nijun + Nig uia + Nag uga, (9.2)

dondeNy;, N12, Y Nao €s el nUmero de pares de cada tipo de interaccion. Si el nideero
coordinacién de la red es tendremos:

2 Ny = 2 Nyj; + Nypg, (9.3)

ZNQ :2N22+N12, (94)

con lo cual:
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1 1 1 1
E=—-2zN U11+§ZN2 Ugo+ N1 (Um — = U — _u22) = F11+ FEya+ Nipw, (9.5)

2 2 2
donde:
1
Ey = §ZN1 U11, (9.6)
1
FEy = §ZN2 U22, (9.7)
y
1 1
W = U2 — 5 Uyl — 5 U22- (9-8)

E11y Ey representan las energias reticulares de los dos sistem@sqonsistentes en
N, particulas de la especiey N, particulas de la especerespectivamente, mientras
es la energia de mezcla por cada par de tipo

Teniendo en cuenta la ecuaci&nd), la contribucion de red a la parte configuracio-
nal de la funcion de particion puede expresarse de la siguierma:

Q= Zg (N17 N, ng) e PEl — o B(B11+En) Zg (Nh Ny, le) e—ﬁNuw’ (9.9)

Ni2 Ni2

dondes = 1/kT'y g(Ny, N2, N12) es la degeneracion del nivel de energig w, esto
es, el numero de modos en que el sistema puede tener est@mepéagsuma se extiende
sobre todos los posibles valores de el nUmErode interaccione$2.

Como caso particular, s = 0, la suma se reduce a:

N

Zg (N1, Ny, Nyg) = ma

Ni2

(9.10)
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y sustituyendo en la ecuacion.9) el resultado, es el correspondiente a una mezcla alea-
toria. Esto es, el modelo de red cen= 0 corresponde a unmaezcla aleatoria

Vamos a considerar ahora la llamafaoximacion de orden cero o aproximacion
de Bragg-Williamsque consiste en suponer= 0 pero con la distribucion de particulas
aleatoria. En este caso el nUmero de papess:

N12 = NZZL’l 9, (911)

dondez; y x5 son las fracciones molares de las espetigg, respectivamente. Sin em-
bargo, es evidente quesi# 0 no todas las interacciones tienen la misma energia, por lo
tanto habrda interacciones energéticamente favorabledigttébucion de particulas no se-

ra aleatoria. Vamos a considerar entonces una hipotéticaita de creacion-destruccion
de pared 2 de la forma:

11422 « 2 (12), (9.12)

de modo que, de acuerdo con la ley de van't Hoff:

Ol K, AH
= A
< oT )p Nip kT?’ (9.13)
dondeK, es la constante de equilibrio. En términos de la fraccionglams
K, = T _ [Nia/ (N1 + Nag + Nio))” _ N
' znme  [Ni/(Ni+ Nog + Nio)] [Nao/(Ni1 + Nog + Nio)] Nig Nial4)

Teniendo en cuenta que la variacion de entalpia en la readei@reacion de dos
paresl2 es:

— =2w, (9.15)

integrando 9.13 obtenemos:
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K=o _ ce 2 (9.16)
Nll N22

dondec es una constante. Para obtenerla, consideremos de nueuo-gux entonces a
partir de las ecuacione8.Q), (9.4), y (9.11), la ecuaciong.16) da:

N7 )
c=|—= =4, 9.17
<N11N22 w=0 ( )
de modo que la ecuacioB.(L6 se convierte en:
N?
Nll N22

= 4 2w/kT (9.18)

gue es la relacién que, junto con las ecuacio®ed / (9.4) nos permite obtenei,,
dentro de esta aproximacion, denominagoximacion cuasiquimicp86] debido a su
parecido con una reaccion quimica.

Por otra parte, en la ecuacidh 9 podemos reemplazar la suma por su término ma-
ximo, que es el que corresponde al valor\de en el estado de equilibrio termodinamico,
esto es, aquel que resulta @1@. De este modo se puede obtener la contribucion reticu-
lar a la parte configuracional de la funcién de particion yadipde esta, las propiedades
termodindmicas.

9.3. Modelos para el numero de coordinacion de fluidos
de pozo cuadrado

Siw = 0, la mezcla es aleatoria, por lo tanto, llamangpy z;; el nimero medio
de préximos vecinos de la particulajue son de la especiey de la especié, respecti-
vamente, tendremos:

212 = 2 X9, (919)



9.3. Modelos para el numero de coordinacion de fluidos de poadrado 209

211 = 2 X, (920)

de modo que

22 _ T

Ny

= ) 9.21
211 X Ny ( )

Si, por el contrariow # 0, la distribucion de particulas no sera aleatoria, por lo
gue la ecuaciord(21) necesita ser pesada mediante el factor de Boltzmann aplamide
acuerdo con la ecuaciof.p), la diferencia de energia del sistema entre ambos casos es
Ny, w, porque la energia extra por cada paesw. Por lo tanto, ahora tendremos que:

22 _ N _wpr (9.22)

211 N

Vamos a considerar ahora que la espeédensiste en particulas que interaccionan
mediante un potencial de pozo cuadrado, y la especimsiste en huecos, de modo que,
U2 = uge = 0y uyp = —¢, Yy la ecuacion4.8) se reduce a:

1 €
w = —§U11 = 5, (923)

por la cual la ecuaciord(22) se transforma en:
212 _ No_opor (9.24)
y, teniendo en cuenta que, + z;, = z, tenemos:

i ZN1
o Ny + Ny e—e/2kT"

(9.25)

211

Por otra parte, debemos recordar que la espec@nsiste en huecos y la especie
1 consiste en particulas. Cuando el sistema se encuentre maeatamiento regular
compactol, = No®/+/2, que es el volumen minimo que puede tener el sistema, por lo
tanto el sistema no tendréa huecos, estdyes- 0. Por tanto, la proporcion relativa entre el
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namero de huecos y el numero de particulas esta relacionads golumen del sistema
por medio de:

N. 1%
2 (9.26)

N W

Si ademas, llamama¥. a z;;, que representa el numero de coordinacion, o lo que es
igual, el nimero de sitios de red ocupados por particulasequn fluido de pozo cua-
drado representa el nUmero medio de particulas dentro delgmpotencial, tendremos

finalmente 79):

2 Vi 65/2kT
N. = , 9.27
V + Vo (es/2kT — 1) ( )
0, en términos de la densidad reducida= po?:
* e/2kT
N, =P e (9.28)

- V2 + pr (€52 1Y’

dondez, el nUmero maximo de particulas en el pozo de potencial passiared cubica
centrada en las caras €5 12 para) < v/2, 18 parav/2 < A < /3, 42 paray/3 < \ <
2,y asi sucesivamente.

Sin embargo, por consistencia se ha propueXipdtra expresiéon ligeramente mo-
dificada:
Zp* es/akT

N. = ’
\/§+p* (es/akT _ 1)

(9.29)

dondea = p%,,../(p%.. — ), dondep?, .. = /2 es la densidad correspondient&alLa
expresion 9.29 se comporta de una forma mas satisfactoria que la ecug&id® {anto
en el limite de baja densidad, donde es compatible con ehdegroeficiente del virial
del fluido de pozo cuadrado, como en limite de alta densidad p:, .., en el cualN,
alcanza su maximo valor.

Una expresion ligeramente distinta se puede obtener camasido una reaccion al-
go diferente de la dada p®.(2), de la forma:
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11+ 22 « 12 + 21, (9.30)

esto es, si consideramos distinguibles los pares que folasgrarticulas de la espede
situadas alrededor de las particulas de la esfgedie aquellos que forman las particulas
de la especie situadas alrededor de las particulas de la espePBier supuesto, tendremos
N2 = Ny;. Larazédn de proceder de esta manera es que en realidad sstaenesados
en la distribucidn de particulas de la especarededor de particulas de la espegiesto
es, la distribucién de huecos alrededor de las particukasohstante de equilibrio para
esta reaccion es:

N12N21 —2w/kT
K, = =220 — e 2w/kT 9.31
Nll N22 ( )

tomandow = 0 como antes, en este caso obtenemesl, Ny /Noy = Ny /Ny, Y:

ZNl
N, = 9.32
211 N1 + ]\[2 e e/kT ( )
Si tenemos en cuenta que:
N2 Pmazx V- P V P*
— = e 9.33
Ny pV P (9:33)
obtenemos finalment&§:
* e/kT
N, °p° (9.34)

B p;knax + p* (es/kT - 1) .

La principal diferencia entre esta expresion yd&8), aparte del factor 2 en el denomina-
dor del exponente, reside en los valoregtle, vy 2. Para la primera de estas cantidades,
se toma el valor 193], muy préximo al valor de 0.9428 que corresponde a la dedsida
del fluido de esferas duras en equilibrio con el sélido cpoadiente. Para determinar
hacemos uso de la relacion entre el numero de coordinaci@funtion de distribucion
radial (f.d.r.)g(r):
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A
N, = 47Tp*/ g (v) 2*dz, (9.35)
1

dondezr = r/o. En el limitep — 0:

g(r)= e Pl (9.36)

y la ecuaciéon9.35 da:

N, = %7?,0* es/FT ()\3 — 1) . (9.37)

Por otra parte, a partir de la ecuaci@3d) en el limitep* — 0:

N, = zp* /T (9.38)

Igualando ambas expresiones obtenemes (4/3)7(\* — 1). Suponiendo que este re-
sultado es valido a cualquier densidad e introduciéndola enuacion .34 obtenemos
finalmente §3:

%Wp* ()\3 _ 1) ea/lcT

N. = .
1+ p* (es/FT — 1)

(9.39)

Esta expresién proporciona el limite correcto a baja dewsiiél nimero de coordinacion.

9.4. Nuevo modelo para el nUmero de coordinacion de
fluidos de pozo cuadrado

En el limite de altas temperaturds— oo, la ecuaciong.34) se reduce a

N.=-Ft 2 (9.40)
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Por otra parte, a temperatura infinita, el fluido de pozo @aduamlise comporta como el
fluido de esferas duras (HS), para el cual el nimero medio diewasN?°, hasta una
distancia\ de una determinada particula viene dado por la ecuagi8f) tomando como
funcion de distribucion radial(r) la correspondiente a un fluido de esferas dgfasr).
Por tanto, podemos escribir:

y = Pmaz NHS, (9.41)
p
Como funcion de distribucion de esferas duras podemos pasltamar la solucion
de Bravo Yuste et al5p, 60]. Nos bastara con utilizar la parte correspondiente a la pri
mera celda de coordinacion, que corresponde al intefvalox < 2, ya que nosotros
estamos interesados en rangos de potemcial < 2.

Recordando el comportamiento g, , la densidad maxima que un sistema de es-
feras duras pude alcanzar@s= /2, que corresponde a un volumgp el volumen de
empaqguetamiento regular compacto. Este limite superidebe cumplir también en el
sistema de pozo cuadrado. Sin embargo, para sistemas cagaetpmiento compacto
mas irregular, otros valores limite de la densidad del flaid@sferas duras son posibles
[88]-[90]. De hecho, los datos de simulacion para el fluido de esfaressdlemuestran
[89] que, partiendo de una configuracion de equilibrio a unaidadsiada y comprimien-
do el sistema hasta empaquetamiento compacto, con el aisgstningido a permanecer
en la mismaestructura inherenta lo largo del proceso, se obtienen densidades limites
pr ., comprendidas entre 1.01 y 1.2389 dependiendo de la coadigur de equilibrio
de partida. El dltimo de dichos valores corresponde a larmdéeraradensidad de empa-
guetamiento aleatorio compactAun pueden obtenerse densidades de empaquetamiento
mas elevadas9[)], correspondientes a sistemas parcialmente ordenadosineodensi-
dad limitep?,,, = v/2, correspondiente al empaquetamiento regular compactoaleed
cubica centrada en las caras (fcc). Cabe esperar que sepaadia situacion similar en
fluidos de pozo cuadrado, excepto por el hecho de que la @gehdalempaquetamiento
compacto puede depender del ranigademas de la densidad. Con objeto de obtener
alguna indicacion sobre esta dependencia, vamos a caaisaldimite de rango infinito
A — oo en la ecuacion9.34), con z dado por 9.41). En este limite, las particulas se
mueven en un fondo uniforme de potencial y el pozo de potencigaene efecto sobre el
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numero de coordinacion, esto éé,(\ = o) = N = N. De las ecuacione9@34 y
(9.4)) se concluye que;,.. = p* en este limite. En el limite opuestv= 1, la anchura
del pozo de potencial es cero, pero las particulas se puegdgm pnas a otras, por tanto
N, # NH5 excepto en el limitd” — oo, 0 en el limitep* = p?, .. La Gltima igualdad
requiere que;, .. = V2 para\ = 1. Quizas la forma mas simple de interpolar los valores
dep;, .. entre los dos valores extremos kigeea tomar:

Phnae = 9"+ % (vV2-p7). (9.42)

A partir de las ecuacione®.G84) y (9.41), la expresiéon del nimero de coordinacion
gue proponemos es:

NHS ee/kT

Nc o Pmaz

= 9.43
Prmaz T P (ea/kT - 1)’ ( )

con p’, ... dada por 9.42). Obsérvese que, aunque cabe esperar que el vajgy dede-
penda de la densidad por las razones antes apuntadas, slimé p* paral — oo
no puede justificarse solamente en base a tales argumehteech® es que el modelo
reticular que constituye la base de la derivacion de mucluztetos del nimero de coor-
dinacién, y en particular la ecuaciéf.84), de la cual deriva a su vez 18.43, no es
exacto, lo que se traduce en una incorrecta dependencidmelra de coordinacion con
la densidad. Este defecto se corrige, hasta cierto puntenedio de la dependencia con
la densidad de;, .. que resulta de las condiciones limite impuestas.a

9.5. Resultadosy discusion

Varios autoresq9, 82, 83] han obtenido datos de simulacién del nimero de coor-
dinacién del fluido de pozo cuadrado para valoresde. 1, 1.2, y 1.5. Nosotros hemos
realizado extensas simulaciones para valoresdiesde 1.1 hasta 2.0, tal como se descri-
bi6é en el Capitul@®. Los resultados par&. se listan en la Tablf.1 Estos nuevos datos
estan en concordancia con los datos existentes en lauitare los casos para los que se
puede comparar.
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Tabla 9.1: Numero de coordinacidwi. de fluidos de pozo cuadrado de rango variable

obtenidos por MC.

T = kT /e

Ap 05 07 10 15 20 30 50

11 0.20 197 1.13 081 0.62 054 047 0.42
030 265 169 1.26 1.00 0.89 0.79 0.71
040 346 2.27 176 144 130 1.17 1.07
050 405 289 233 196 1.79 163 151
0.60 466 355 296 257 238 221 207
0.70 529 426 3.70 3.29 3.10 291 2.76
0.80 596 5.09 455 416 397 3.78 3.63

1.2 0.20 237 158 1.23 1.09 0.97 0.88
0.30 331 235 190 1.72 156 1.44
0.40 409 312 263 243 224 210
0.50 490 3.92 342 322 3.02 287
0.60 5.59 479 432 412 393 3.78
0.70 6.39 5.75 5.34 516 4.98 4.84
0.80 7.34 685 6.51 6.35 6.19 6.06

1.3 0.20 247 189 168 150 1.38
0.30 3.50 282 257 236 2.21
0.40 448 3.78 3.53 3.30 3.14
0.50 542 480 456 435 4.19
0.60 6.41 592 571 551 5.37
0.70 7.55 7.15 6.97 6.79 6.65

0.80 8.84 8.49 8.33 8.16 8.03
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Tabla 9.1: (Continuacion)

T = kT /e
A p* 05 07 1.0 1.5 2.0 3.0 5.0
1.4 0.20 3.75 262 233 209 1.93
0.30 499 380 347 321 3.03
0.40 6.04 496 4.66 441 4.22
0.50 6.96 6.18 592 569 5.52
0.60 800 748 727 7.07 6.91
0.70 9.27 888 868 850 8.35
0.80 10.64 10.27 10.09 9.90 9.75
1.5 0.20 344 3.04 273 253
0.30 489 445 412 3091
0.40 6.22 585 556 5.37
0.50 759 732 7.08 6.90
0.60 9.06 885 8.64 847
0.70 10.56 10.36 10.15 9.99
0.80 11.89 11.71 11.53 11.38
1.6 0.20 450 384 345 3.20
0.30 6.16 551 512 4.87
0.40 757 713 6.81 6.59
0.50 9.08 880 855 8.35
0.60 10.71 10.49 10.27 10.08
0.70 12.29 12.08 11.87 11.70

0.80 13.67 13.47 13.28 13.11
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Tabla 9.1: (Continuacion).

T = kT /e
A p* 05 07 10 1.5 2.0 3.0 5.0
1.7 0.20 6.38 4.79 423 3.94
0.30 7.87 6.70 6.20 5.92
0.40 922 852 816 7.93
0.50 10.71 10.40 10.14 9.93
0.60 12.54 12.30 12.05 11.85
0.70 1430 14.06 13.81 13.61
0.80 15.89 15.64 15.39 15.18
1.8 0.20 598 513 4.76
0.30 812 741 7.08
0.40 10.08 9.67 9.40
0.50 12.22 1192 11.69
0.60 14.38 14.10 13.87
0.70 16.44 16.14 15.90
0.80 18.38 18.06 17.80
19 0.20 8.38 6.13 5.67
0.30 10.20 8.78 8.37
0.40 12.05 11.37 11.06
0.50 14.33 13.96 13.70
0.60 16.88 16.53 16.25
0.70 19.43 19.04 18.74
0.80 22.04 2160 21.26
20 0.20 7.37 6.69
0.30 1042 9.83
0.40 13.32 12.95
0.50 16.40 16.06
0.60 19.51 19.16
0.70 22.71 22.31
0.80 26.08 25.63
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En las Figura®.1-9.10 comparamos los resultados obtenidos mediante las ecua-
ciones 0.28, (9.29, (9.39, y (9.43 con los datos de simulacion. Se puede ver que las
ecuacionesq.29 y (9.29 presentan una concordancia razonable con los datos dsimu
cion para=1.3 y\=1.5, mientras que los valores que predicen pafdl.2 y A >1.8 son
muy altos y demasiado bajos para los demas casos. La raz&@btedeoenportamiento es
la variacion discontinua decon \ en estos modelos, como mencionamos antes. La ecua-
cion (9.39 es exacta a bajas densidades para cualquier valorpero a altas densidades
la concordancia con los datos de simulacion sélo es satisiapara rangos de potencial
A > 1.8. La expresion9.43 derivada en este trabajo da unos resultados excelentes en
todos los casos, excepto para temperatiifas 0.7 y A < 1.2.

De las consideraciones precedentes, podemos concluiugstaexpresion para el
numero de coordinacién de pozo cuadrado, constituye unaramjstancial con respecto
a los modelos existentes anteriormente. Sin embargo, a@ysi&ren mejoras adiciona-
les si se desea reproducir con suficiente precision lostaged de simulacion del nimero
de coordinacién para rangos cortos a bajas temperaturas.
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10.0

‘ — 10.0

1.0

10.0 T 10.0 T T

1.0

10.0 T 10.0

1.0

Figura 9.1: Numero de coordinacion para un fluido de pozoragdcon ranga = 1.1,

en funcién de la densidad reducigta= No3/V para diversos valores de la temperatura
reducidal™ = kT'/e. Puntos: datos de simulacion del presente trabajo. Crdeéss de
simulacion de la ref.q3]. Curvas continuas ecuaciof.43. Curvas de trazo y punto:
ecuacion 9.28. Curvas de trazos: ecuacidh29. Curvas de puntos: ecuaciéh 9.
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10.0 T T 10.0 T T
A=12 T'=0.7 P A=1.2 T'=1.0 P

N
c
1.0
10.0 ‘ ‘ 10.0 T T
A=12 T'=1.5 A=12 T'=2.0
N
Cc
1.0
10.0 ‘ ‘ 8.0 T T —
A=12 T'=3.0 A=12 T'=5.0
N |
[
1.0

Figura 9.2: Como en la Figugalpara\ = 1.2.



9.5. Resultados y discusion 221

12.0 ‘ ‘ 12.0 ‘ ‘
A=13 T'=1.0 A=13 T'=1.5
10.0 E 10.0 .
8.0 e 8.0 _
N, 6.0 4 N, 60 .
4.0 E 4.0 -
2.0 f 2.0 E
0.0 0.0
1.0 1.0
12.0 10.0
10.0 B 8.0 ]
8.0 E
6.0 s
Nc 6.0 ] Nc
4.0 -
4.0 B
2.0 . 2.0 7
0.0 0.0
1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
10.0
8.0 B
6.0 -
N
[}
4.0 E
2.0 -
0.0
1.0

Figura 9.3: Como en la Figu@alpara\ = 1.3, excepto por la ausencia de datos de otros
autores.
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14.0 ‘ ‘ 12.0
=14 T'=1.0
10.0 -
8.0 -
8.0 s
N, N 6.0 i
6.0 .
4. .
4.0 - 0
2.0 s 2.0 7
0.0 0.0
1.0 1.0
12.0 12.0
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Figura 9.4: Como en la Figufalpara\ = 1.4, excepto por la ausencia de datos de otros
autores.
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Figura 9.5: Como en la Figural para\ = 1.5, excepto por el hecho de que aqui las

cruces (pard™ = 2.0) representan los datos de simulacion de la &. [Las cruces son

practicamente indistinguibles de los datos de simulac@mpresente trabajo a la escala

de la figura.
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15.0 T 15.0
A=1.6 T'=1.5
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5.0 f 5.0 i
0.0 0.0
1.0 1.0

Figura 9.6: Como en la Figura.1l paral = 1.6, excepto por la ausencia de datos de
simulacion de otros autores.



9.5. Resultados y discusion 225

20.0 T T 20-0 T

T
A=17 T'=2.0
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Figura 9.7: Como en la Figura.1 paral = 1.7, excepto por la ausencia de datos de
simulacion de otros autores.
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Figura 9.8: Como en la Figura.1l paral = 1.8, excepto por la ausencia de datos de
simulacion de otros autores.
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Figura 9.9: Como en la Figura.1 paralx = 1.9, excepto por la ausencia de datos de
simulacion de otros autores.
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40.0 T T 40.0
A=2.0 T'=3.0 .z

30.0 f 30.0

N, 20.0 . N, 20.0

10.0 N 10.0

Figura 9.10: Como en la Figul paral = 2.0, excepto por la ausencia de datos de
simulacion de otros autores.



Capitulo 10

Teoria generalizada de van der Waals
para las propiedades termodinamicas
de fluidos de pozo cuadrado

10.1. Introduccion

Una de las teorias mas prometedoras desarrolladas pamsflledpozo cuadrado
es la teoria generalizada de van der Waal§-[83], que obtiene las propiedades termo-
dindmicas de este tipo de fluidos a partir del nUmero de coacdin, o nUmero medio de
particulas en el interior del pozo de potencial, tal como saaiono6 en el Capitul®. En
el mismo capitulo hemos desarrollado un modelo tedrico glavxdmero de coordinacion
de fluidos de pozo cuadrado que, como hemos visto, prop@reixeelente concordancia
con los datos de simulacién para un amplio rango de densidaaeperaturas y anchuras
del pozo de potencial. Analizaremos aqui la capacidad dedigpresion del nimero de
coordinacion, en el contexto de una teoria generalizadadeler Waals (GvdW), para
reproducir las propiedades termodinamicas del fluido de poadrado.

229



230 Capitulo 10. Teoria generalizada de van der Waals padagide pozo cuadrado

10.2. Teoria generalizada de van der Waals

La funcién de particion canénica de un sistema monoatomawewdada pord.3):

A—BN
Q=5 Qe (10.1)

dondeA = (h?/2mmkT)'/? es la longitud de onda térmica, y

Qc:/ / e PR g i, (10.2)
\% \%
es la funcién de particion configuracional cgn= 1/kT'y @ (r1,...,7y) la energia

potencial del sistema para la configuracion particttar. . ., ry).

Una vez conocida la funcidn de particion, las propiedadesddinamicas pueden
obtenerse por medio de relaciones bien conocidas, comonyashwsto en diversas oca-
siones. Asi, recordemos que la energia libre viene dada por:

F=—-kThQ, (10.3)
la energia interna:
1
v—gre (29} (10.4)
or ) v

y la presion:

- (3)

Las correspondientes propiedades de exceso con respeet®ideal pueden obte-

B 0lnQ
kT( - )N’T. (10.5)

N,T

nerse a partir de la funcion de particion configuracionalmdmodo similar. En particular,
la energia interna de exces® es:

UP = k72 (aln QC) . (10.6)
N,V
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Si la energia potencial del sistema es aditiva por pares gtehpial intermolecular es de
simetria esférica, la energia de exceso del sistema pupdesaxse en la forma:

UF =27Np /OOO u(r) g (r)ridr. (10.7)

En consecuencia, si se conoce la f.d.r., podemos obteneetgia de excesg”, e inte-
grando la ecuacior(.6), la funcion de particion configuracional en la forma:

T Uk

mQ, = Q. (T = ) +/ T AT, (10.8)

de donde la contribucién configuracional a la energia libre:

F,=F.(T = o0) + % N, (10.9)

donde:

2kT (T UP

T 1 00 )
z/;:—T -~ WdT:_4ﬂkTp/oo T [/0 w(r)g(r)r®dr| dT. (10.10)

Si el potencial intermoleculax(r) tiene un nacleo duro (esférico), enton@@g T =

c0) = V}¥, dondeV; es elvolumen librede un fluido de esferas duras, de modo que,
incluyendo la contribucién cinéticA=3" /N! a la funcién de particién y a la energia
libre, obtenemos finalmenté§:

Q = QMSe NV (10.11)

1
F=F15 4 5N (10.12)

A partir de estas expresiones, la presion y la energia mtFobtienen de la forma
habitual, con el resultado:
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1 (o
—pHS _ZN ([ ZZ 10.1
p=p i <3V>NT’ (10.13)
0 bien:
1V (o
—_7HS =" [Z%
Z=27 57T <5’V>NT’ (10.14)
y
U:§NkT+UE:§NkT—EkT2 O (Y/kT) : (10.15)
2 2 2 o  |yv

Para el caso particular de un fluido cuyas particulas interaen mediante un po-
tencial de pozo cuadrado:

Ao N
U¥ = —27er€/ g (r)ridr = —EENC, (10.16)
y
T N
b = kTe / 5T (10.17)

Por otra parte, en el Capitufohemos obtenido una expresiéon para el nimero de
coordinacioén del fluido de pozo cuadrado en la forma:

*  NHS e/ET
N, = —Pmafle € , (10.18)
p;knaa: + p* (es/kT - 1)
donde:
* * 1 *
Pmaz = P + F (\/§ —p ) ) (1019)

y NH5 es el nimero de coordinacién del fluido de esferas duras tiaatdistancia redu-
cida\. Hemos determinado dicho nimero de coordinacion mediargedresiong.27),
que fue obtenida a partir de la teoria de Bravo Yuste et58].q0] para la funcion de
distribucion radial del fluido de esferas duras.
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10.3. Resultadosy discusion

Al objeto de contrastar las predicciones tedricas que poiuan las ecuaciones
(10.18 y (10.179), utilizaremos los datos de simulacion listados en el Qapi

Los resultados se muestran en las Figurad-10.10para la ecuacion de estado,
donde se ha utilizado para la ecuacién de estado de esfeesdaacuacion de Carnahan-
Starling R3] y en las Figurad.0.1110.20para la energia interna de exceso. Puede verse
gue las predicciones tedricas para ambas propiedadesdi@é@nucas son muy buenas,
excepto quizas para rangos de potencial muy pequefios y taim@es muy bajas. En
cualquier caso, si se comparan las Figu@®1y 7.3, de la energia interna de exceso en
funcion del inverso de la temperatura reducida, obtenidaiante nuestra teoria GvdW 'y
mediante las teorias de perturbaciones, respectivanpergde observarse que la primera
proporciona mejores resultados que las segundas.

Por lo que se refiere a la prediccion del equilibrio de fasestér ple la teoria GvdW,
mostrado en la Figurd0.22 los resultados son comparables a los obtenidos mediante la
teoria de perturbaciones. En cualquier caso, la teoria Gsabkeestima la temperatura
critica de forma considerable.

Tampoco los resultados que proporciona la teoria GvdW, claidos en las grafi-
cas, mejoran apreciablemente los que proporciona la tdenp@rturbaciones.

Al objeto de mejorar los resultados en los casos mencionad@seciso mejorar la
propia expresionl(0.19. De cualquier modo, la teoria que hemos desarrollado itoyest
sin duda una prometedora linea de trabajo susceptibleetouldesarrollo.
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12.0 . .

10.0 - .

8.0 i

40 1

2.0

0.0

0

0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 10.1: Factor de compresibilidad = pV/NkT para fluidos de pozo cuadrado
en funcion de la densidad reducida y de la temperatura reéayara\ = 1.1. Curva
continua: ecuacionl(.14), junto con las ecuacione$@.17 y (10.18. Puntos: datos de
simulacién pard™= 0.5, 0.7, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 5.0 de abajo arriba.
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Figura 10.2: Como en la Figufi®.1para\ = 1.2, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=0.7.
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40 n

2.0

0.0

o fl\\ |

0.

Figura 10.3: Como en la Figufi&®.1para\ = 1.3, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=1.0.
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8.0

4.0

2.0

Figura 10.4: Como en la Figufi®.1para\ = 1.4, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=1.0.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 10.5: Como en la Figuf®.1para\ = 1.5, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde & =1.5.

12.0 T T

10.0

8.0

4.0

2.0

0.0

1.0

*

Y

Figura 10.6: Como en la Figuf®.1para\ = 1.6, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=1.5.
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4.0
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p

Figura 10.7: Como en la Figuf&®.1para\ = 1.7, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=2.0.
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Figura 10.8: Como en la Figuf&®.1para\ = 1.8, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=2.0.
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10.0

8.0

6.0

4.0

2.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 10.9: Como en la Figui®.1para\ = 1.9, excepto por el hecho de que laisoterma
menor corresponde&=3.0.
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Figura 10.10: Como en la FigureD.1 para\ = 2.0, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=3.0.
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10.0 T T T T

-U%/Ne

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

p
Figura 10.11: Energia interna de excesd” /N¢ para fluidos de pozo cuadrado en fun-
cion de la densidad reduciget = po?® y de la temperatura reducida = kT'/e para

A = 1.1. Curva continua: ecuacioni@.16, junto con la ecuacionl(Q.18. Puntos: Datos
de simulacion pard™= 0.5, 0.7, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 5.0 de arriba abajo. Cada culwa

puntos correspondientes han sido desplazados una unidags@ecto a la inmediata-
mente inferior para mayor claridad.
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Figura 10.12: Como en la FiguttD.11para) = 1.2, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd'a=0.7.
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10.0 T T T T

-U%/Ne

p

Figura 10.13: Como en la Figutd.11para)\ = 1.3, excepto por el hecho de que la

isoterma menor correspondd’a=1.0.
12.0 . . T T

-UE/Ne

*

p

Figura 10.14: Como en la FigutD.11para) = 1.4, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=1.0.
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10.0 T T T

-UE/Ne
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Figura 10.15: Como en la FiguB).11para)\ = 1.5, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=1.5.
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Figura 10.16: Como en la FiguB0.11para)\ = 1.6, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=1.5.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 10.17: Como en la Figutd.11para)\ = 1.7, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=2.0.
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Figura 10.18: Como en la FiguttD.11para)\ = 1.8, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=2.0.
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Figura 10.19: Como en la FiguE).11para) = 1.9, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd’a=3.0.
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Figura 10.20: Como en la FiguB0.11para) = 2.0, excepto por el hecho de que la
isoterma menor correspondd'a=3.0.



244  Capitulo 10. Teoria generalizada de van der Waals palagide pozo cuadrado

35 T T T 4.0 T T —
.
sl A=14 . | a5 A=12 . i
° L]
L]
s 1 o | 30 . E

25 . -

-UE/Ne
-UE/Ne

0.0 ! I 1 1 0.0 I 1

0.0 05 1.0 15 2.0 25 0.0 05 1.0 15
1T 1T
5.0 T T T T T 6.0 T T T T T
- I
A=1 3//// . A=14 _ )
. . 50 |- e e ¢ E
40 . ° B .

40 R
@ 30k i w
zZ - Z —
e . ~
w ws o, L / ]
-] . . -] . .
"o} ° * 8 '
20 . R
. I
10 - e 1 | e i
-« v 1.0 L
00 I I I I I 0.0 I 1 I I I
00 02 04 06 08 10 12 0.0 02 04 06 08 10 12
1/T 1T
7.0 T T T T T T T 7.0 T T T T I E——— e
—<  °
A=15 A=16
60 - s - 60 - 4
P
50 - q 50 [ B
w w .
Z P e °
e w™ < ¢
40 F — 4 40 | 4
I
7 — . =
30 . 30 R
.
20 | = 20 F e 4
e —
«— v
10 I 1 I I I I I 10 I I 1 I I I I
00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.0 0.1 02 0.3 04 05 0.6 07 0.8
1/T 1T

Figura 10.21: Comparacion de la energia interna de exce&d,/Ne en funcién del
inverso de la Temperatura reducida, de un fluido de pozo adadr las densidades re-
ducidasp*=0.2, 0.5, 0.8, de abajo a arriba. Puntos: datos de simulacidea continua:
resultados teoria GvdW.
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Figura 10.21: (Continuacion).
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 10.22: Densidades de coexistencia y ley de diamegnigineos para diferentes
rangos de potencial. Linea continua: prediccion de ladget@ivan der Waals generalizada.
Datos de simulacion: circulo&}], triangulos [L6], cuadrados18].



Conclusiones

1. Se ha puesto a punto un programa de simulacion por Monte §&f7" de fluidos
de pozo cuadrado.

2. Se han realizado extensas simulaciones para obtenerd@rfiude distribucion ra-
dial, la ecuacion de estado, el nimero de coordinacion degéminterna de exceso
y la capacidad calorifica de exceso de fluidos de pozo cuad@uoangos\ de
potencial comprendidos en el intervalo 1.1-2.0, cubriemd@mplio intervalo de
densidades y diversas temperaturas supercriticas.

3. Se han contrastado los datos de simulacion obtenidososoexistentes en la bi-
bliografia para el mismo tipo de fluidos, cuando tal comgéaraba sido posible,
encontrandose excelente concordancia, en general, eiise/wtros. La excepcion
la constituyen los datos correspondientes al calor especié exceso obtenidos en
el presente trabajo, que son notablemente mas altos queclasos datos existentes
en la bibliografia. Esta discrepancia se atribuye a quesegtonos son bastante
antiguos y presumiblemente obtenidos a partir de un insafieinimero de confi-
guraciones.

4. Se han contrastado los resultados que proporcionarsd&/expresiones analiticas
de la funcion de distribucion radial del fluido de esferasadwon los datos de si-
mulacion existentes en la bibliografia para la primeraaeld coordinacion. las
expresiones analizadas son las de Chang y Sandler, Brav@éfie. y Tang y Lu,
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Conclusiones

con el resultado de que las dos Ultimas proporcionan exeetemcordancia con
los datos de simulacion, siendo la de Bravo Yuste et al. tetadnte mas sencilla
de utilizar que la de Tang y Lu, por lo que resulta preferilbl@kecontexto que nos
interesa. No obstante, se ha encontrado que incluso lastééprde Chang y Sand-
ler de la solucidn de la ecuacion de Percus-Yevick puedaifierente para muchos
propasitos y aun mas sencilla de utilizar que las otras dos.

Se ha obtenido el nUmero de coordinacion de esferas daraslpersas distancias
reducidas\ mediante simulacion por Monte Carlo. Tales datos se haradib para
contrastar los resultados que, para dicho numero de c@midim proporcionan las
tres expresiones analiticas de la f.d.r mencionadas eméb pterior. Se ha en-
contrado que el numero de coordinacion del fluido de esfenasds escasamente
sensible alaf.d.r. empleada, excepto en el caso de rangosipes y densidades al-
tas, en cuyo caso la solucion de la ecuacion de Percus-Yswidksvia ligeramente
de los datos de simulacién. Ademas, se ha comprobado qud.ladé Bravo Yuste
et al. y de Tang y Lu proporcionan resultados practicameidtaticos.

Se ha obtenido una expresion analitica simplificada dekend de coordinacion de
esferas duras a partir de la teoria de Bravo Yuste et al. Rarseeha utilizado un

procedimiento general desarrollado por Tang y Lu. En eleodotdel presente tra-
bajo, la ventaja, de la expresion resultante para el nineecoardinacion es que el
calculo de sus derivadas con respecto a la fraccion de erafzamiento se simpli-
fica considerablemente con respecto al procedimientodsdbit

Se han analizado los resultados que proporciona la tderigerturbaciones de
Barker-Henderson, tanto en la aproximacion de compréaloilmacroscopica co-
mo en la aproximacion de compresibilidad local por compéracon los datos de
simulacion obtenidos. De dicho analisis se desprendemgastes conclusiones:

7.1. Lateoria proporciona excelentes resultados paratelrfde compresibilidad,
excepto quizas a temperaturas muy bajas para rangos deipbteny peque-
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fos, sin que existan diferencias notables entre las apawiimes de compre-
sibilidad macroscopica y de compresibilidad local.

7.2. La teoria de Barker-Henderson, con cualquiera de lasagmximaciones,
subestima considerablemente la energia interna en vadotwb, tanto mas
cuanto mas bajos son la temperatura y el rango de potencial.

7.3. Como consecuencia, del resultado precedente, la ®dréstima, y de forma
aun mas notable, los valores del calor especifico de exceslumen cons-
tante.

7.4. La teoria predice de forma cualitativamente correlctm@ilibrio de fases, y
la ley de diametros rectilineos, de acuerdo con los datosnudaxion dis-
ponibles en la bibliografia. Sin embargo, sobreestimaidersblemente la
temperatura critica, tanto mas cuanto mas bajo es el rahgoacial.

7.5. La inclusioén de los términos perturbativos de orderesapal segundo no
mejora apreciablemente los resultados.

8. Al objeto de determinar si las discrepancias observauizs s resultados de la
teoria de perturbaciones y los datos de simulacién sonoehbiths aproximaciones
tedricas empleadas o a los propios fundamentos de la temparturbaciones, se
han determinado mediante simulacion por Monte Carlo ensétrsia de referen-
cia de esferas duras los primeros términos en el desarefiorpativo de diversas
propiedades. De este modo se han obtenido las contribgcttnerden cero y de
primer orden a la f.d.r. y al factor de compresibilidad, asho las contribuciones
de primer y segundo orden a la energia libre y a la energimateara los dife-
rentes rangos de potencial considerados y para todo el dendensidades. De la
comparacion de dichos datos de simulacion con los de ottosegiicuando ello es
posible, se desprenden las siguientes conclusiones.
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8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

Los valores obtenidos para la contribicién de orden ega f.d.r., es decir,
para laf.d.r. del fluido de referencia, se encuentran erenxiseconcordancia
con datos existentes en la bibliografia.

Los valores obtenidos para la contribicion de priméeora la f.d.r. para un
rango de potencial = 1.5 estan en buena concordancia con los existentes en
la bibliografia, aunque los obtenidos en el presente toapigsentan menor
dispersion.

De forma similar, los valores de los términos pertuvbatde primer y se-
gundo orden de la energia libre obtenidos en el present@arphra el rango
A = 1.5, también estan de acuerdo con los procedentes de la bédii@gaun-
gue los valores dé;, de este trabajo, presentan menor dispersion.

También los valores obtenidos para la contribuciénrderocero al factor

de compresibilidad, es decir, el factor de compresibilidadfluido de refe-
rencia de esferas duras, coinciden con gran precision coexistentes en la
bibliografia, pero los valores obtenidos para la contiifnucle primer orden
paral = 1.5 son considerablemente mas bajos que los disponibles en la bi
bliografia, lo cual se atribuye al hecho de que estos ultiimexon obtenidos
extrapolando datos de simulacién del fluido de pozo cuadaaemperatura
infinita, lo que puede conllevar un error considerable.

Utilizando los términos del desarrollo perturbativoaeflinciones termodinamicas

obtenidos por MC, y truncando los diferentes desarrollosl ¢éérmino correspon-

diente en cada caso, se obteine lo que hemos denominadm deokonte Carlo

perturbativa (MC-P), la cual se encuentra libre de aprogiores tedricas. Compa-

rando los resultados que proporciona para las diferentgsgatades con los datos

de simulacion obtenidos por MC para el fluido de pozo cuadrsel@btienen las

siguientes conclusiones:
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9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

Fuera del pozo de potencial, la f.d.r. obtenida mediME-P presenta una
concordancia excelente con los valores de MC. Dentro ded pezpoten-
cial, dicha concordancia es buena para densidades y telmaeranoderadas
y altas para cualquier rango de potencial, pero las disopgg@aumentan a
medida que disminuyen la temperatura, la densidad y el rdagmtencial.
Por tanto, para temperaturas, densidades y rangos de bteajos, el desa-
rrollo perturbativo de la f.d.r. converge lentamente, moglie una teoria de
perturbaciones para la f.d.r. truncada en el término degsrarden no propor-
cionara resultados suficientemente satisfactorios.

Por el contrario, los resultados que proporciona ledaddC-P truncada en
el término de primer orden para el factor de compresibilg@dncuentran en
excelente concordancia con los datos de MC, excepto quazasgs tempera-
turas més bajas y los rangos mas cortos. Este hecho ha dera&ien parte a
una afortunada cancelacion de errores, dado lo observalcaso de laf.d.r..

Por lo que se refiere a la energia interna, el método M@popciona re-
sultados mucho mas satisfactorios que la teoria de peciortes de Barker-
Henderson, aunque a las temperaturas y densidades masbajss produ-
cen algunas discrepancias con respecto a los datos de ME&ntés notables
cuanto menor es el rango de potencial.

Por ultimo, los resultados que proporciona el procetito MC-P para el
calor especifico de exceso a volumen constante, mejoraansianente con
respecto a los que proporciona la teoria de perturbaciaBarter-Henderson.
De hecho, la concordancia con los datos de MC es excelentasadainsida-
des, aunque a densidades moderadas o bajas la discrepdareian®s y otros
datos es aun considerable.

Asi pues, aunque parte de la discrepancia entre la teori&rtiglpaciones de Barker-

Henderson y los datos de simulacion es debida a las aproxinggcintroducidas
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por dicha teoria, otra parte considerable es debida alariento de la serie per-
turbativa.

10. Se ha calculado el segundo término perturbativo de lgkriére mediente un pro-
cedimiento tedrico mas sofisticado y riguroso, desarrolfaa Smith, Henderson
y Barker, como paso previo a un posible intento de calculodedle los términos
de orden superior. Dicho procedimiento no afecta al térrperurbativo de pri-
mer orden, que proporciona resultados en perfecta conaoedaon los datos de
simulacién. Se ha encontrado que el procedimiento avaraagorciona resulta-
dos paraF;, considerablemente mejores que las aproximaciones de esibtidad
macroscopica o local, especialmente a densidades modezatiaelevadas, aun-
gue todavia las desviaciones con respecto a los datos d&siémuson aprecia-
bles, especialmente para rangos de potencial intermédéssnotable es la mejora
observada en la prediccion de la energia interna de excasque los resultados
no son suficientemente satisfactorios, especialmentevpkmaes bajos del rango de
potencial y de la temperatura o la densidad.

11. Se hananalizado los resultados que proporciona latéeperturbaciones de Tang
y Lu basada en ecuaciones integrales, que tiene la ventajaespecto a la de
Barker-Henderson de proporcionar expresiones analiigldérmino de primer or-
den en el desarrollo de la f.d.r. en serie de potencias detsovde la temperatura
reducida. Ademas permite obtener expresiones analitecissdérminos perturba-
tivos de primer y segundo orden de la energia interna, |gy&nkore, y el factor de
compresibilidad. De la comparacion de dichos resultadodandatos de simula-
cion se desprenden las siguientes conclusiones:

11.1. Por lo que se refiere al primer término perturbativeededlr., la concordan-
cia entre la teoria y los datos de simulacién es bastantetpea rangos de
potencialA > 1.5, pero la concordancia empeora para rangos de potencial
inferiores, especialmente a altas densidades.
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12.

13.

11.2. Los resultados de la teoria para el término pertwdale primer orden de
la energia libre son excelentes. En cuanto al término denslegorden, los
resultados tedricos son cualitativa y cuantitativamenteectos para rangos
de potencial\ > 1.3. Para rangos inferiores, aunque los resultados tedricos
son cualitativamente correctos, se desvian apreciabterderios datos de si-
mulacion a densidades moderadas y altas. En cualquierestss,resultados
paraF; son claramente superiores a los que proporciona el procatiorde
Smith, Henderson y Barker.

11.3. Los resultados que proporciona la teoria de Tang y taiglaérmino pertur-
bativo de primer orden del factor de compresibilidad sorkttes para todas
las densidades y rangos de potencial.

11.4. Finalmente, en cuanto a la energia interna de exaeseptia proporciona
resultados excelentes para rangos de potenciall.5, excepto quizas a las
densidades mas bajas a bajas temperaturas. Para rangdsemggbanferio-
res, las predicciones tedricas se desvian de los datos déasiém progre-
sivamente a medida que disminuyen el rango de potencialgnigdratura,
incluso a densidades moderadas y altas.

Se ha desarrollado un modelo para el numero de coordmdei fluido de pozo
cuadrado que proporciona excelentes resultados, por canifa con los datos de
simulacion, y constituye una notable mejora con respeais mbdelos preexisten-
tes.

El modelo del nimero de coordinacion desarrollado pbafluido de pozo cua-
drado, se ha utilizado en el contexto de una teoria genadalide van der Waals
(GvdW) para obtener las propiedades termodinamicas de tijph de fluidos. De
la comparacion de los resultados obtenidos con los datasndéasion se obtienen
las siguientes conclusiones:
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13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

Los resultados que proporciona la teoria para elrfdetcompresibilidad son
excelentes en todos los casos, excepto quizas para rangotedeial\ < 1.2
a las temperaturas mas bajas. Lo mismo puede decirse dedgeethe exceso.

La concordancia de la nueva teoria con los datos déagiin es similar a la

que proporciona la teoria de perturbaciones de Barker-¢tsod, por lo que
se refiere al factor de compresibilidad y notablemente supen el caso de
la energia interna de exceso.

Sin embargo, por lo que se refiere al equilibrio de feesesultados son si-
milares a los de la teoria de perturbaciones. Tanto una ctn@eabreestiman
considerablemente la temperatura critica.

De forma similar los resultados que proporciona leae@BvdW para el calor
especifico no son significativamente mejores que los quepmiona la teoria
de perturbaciones.



Futuras lineas de investigacion

El trabajo realizado en relacion con la presente Tesis ndepaensiderarse como
una meta alcanzada sin posibilidad de continuacion, siadgule considerarse mas bien
como un punto de partida para diversas lineas futuras dajorab parte complementa-
rias. Tales lineas de trabajo surgen de tres de los aspesasallados que son:

a) El desarrollo de un programa de simulacion por Monte CEd" para la obten-
cion de las propiedades termodinamicas de fluidos de pozivan@

b) Laimplementacion del método MC-P que permite obtenerianéel simulacion en
el sistema de referencia de los primeros términos en elmésgverturbativo de la
f.d.r. y las propiedades termodinamicas sin necesidadadernea aproximaciones
tedricas.

c) El desarrollo de un modelo del nimero de coordinacion fhaidos de pozo cua-
drado para su utilizacion en el contexto de una teoria gkzresia de van der Waals
al objeto de obtener las propiedades termodinamicas deflaigos.

Analizaremos a continuacién brevemente las posibilidaidetrabajo futuro que
surgen de los dos primeros aspectos mencionados y con mdgasi®n las que surgen
del tercero.

255
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El programa indicado en el apartado a) puede modificarsehgente para obtener
las propiedades termodinamicas de fluidos cuyas particukx®ccionen mediante po-
tenciales con nucleo duro y cola atractiva continua o irchera potenciales con nucleo
blando, como el potencial 6-12 de Lennard-Jones. Ello gefanobtener amplias bases
de datos de simulacion para tales potenciales, en caso desggisponibles en la litera-
tura fuesen insuficientes, al objeto de extender los estudalizados en la presente Tesis
a los mencionados tipos de fluidos. También una ligera madifa permitiria adaptar el
programa al colectivo NpT.

En relacidn con el aspecto b), algunas de las tablas de datesaglas en el calculo
mediante MC-P de las propiedades termodinamicas de fluiedgsodo cuadrado, per-
miten determinar las propiedades termodindmicas de flejdesnteraccionen mediante
otros tipos de potencial de nucleo duro. Lo que permitir@iaar la capacidad de una
teoria de perturbaciones de segundo orden, sin aproximextedricas, para obtener las
propiedades termodinamicas de fluidos con potenciales el@tionado tipo, mediante la
comparacion de los resultados asi obtenidos con los datsisndéacion disponibles en
la bibliografia o generados mediante la explotacion defjfaima mencionado en rela-
cion con el aspecto a). También podrian utilizarse talessdadra determinar mediante
MC-P las propiedades termodinamicas de fluidos con potesaiantinuos, como el de
Lennard-Jones, contrastando el efecto de determinar eletlié efectivo mediante los
procedimientos de BH o de WCA, entre otros.

Sin embargo, es quizas el ultimo de los aspectos mencioeadas presenta pers-
pectivas mas interesantes. En efecto, por un lado podeiatarse perfeccionar el modelo
para mejorar sus resultados, especialmente para rangostelecial pequefios y tem-
peraturas bajas. Por otro, podria intentarse la extengbmddelo para otros tipos de
potencial de ndcleo duro, o incluso a potenciales contisoo® el de Lennard-Jones.

El problema que se presenta con este tipo de teoria, dadps@uires caracteris-
ticas, en cuanto a su extensién a fluidos cuyas particuEmationen mediante modelos
de potencial continuos es que el concepto de numero de cacrdn tal como lo hemos
definido pierde su significado en tales fluidos.
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Una manera de abordar el problema consiste en reemplazaids tle que se
trate por un fluido equivalente de pozo cuadrado, deterrdmam rango\ = A(p,T')
apropiado, que eventualmente seria funcion de la tempanatle la densidad, y aplicar
la teoria GvdW tal como se ha desarrollado para el fluido de poadrado, con un
namero de coordinacion dado por la expresion desarrolladh gresente trabajo.

A tal fin podemos utilizar el procedimiento desarrollado gelrRio et al. §3]-[95].
Dichos autores determinan los parametrgs A de un potencial de pozo cuadrado equi-
valente a un potencial arbitrario de simetria esférica clantlistancia media de maxima
aproximacion entre dos particulas al colisionar y la digeamedia de maxima separa-
cion entre dos particulas ligadas, respectivamente, derasido que dos particulas estan
ligadas cuando la energia cinética total total del centrmdsas esta comprendida entre
0y —e. La profundidad maxima-c de ambos potenciales es la misma.

Si como funcion de peso se utiliza la distribucion normal&ede energias cinéticas,
resulta pP3:

o (T) = /O”" (1 —exp[—4 (e +u)]}dr, (12.1)

A(T) = 1 + [exp (Be) —1]7" /Oo {exp[-0 (e +u)] — 1} dr, (12.2)
dondei = 1/kT'y r,, es la posicion del minimo del potencial de que se trate.

Un procedimiento alternativ®§l], aunque estrechamente emparentado con el ante-
rior, consiste en igualar las ecuaciones de la presiongtemdel virial) del fluido real y y
del fluido equivalente de pozo cuadrado. El teorema dellvdgain fluido con potencial
de simetria esférica(r) puede expresarse en términos de la funcion de distribuion de
cavidadeg/(r) = g(r)e %) en la forma:

_ 2 < 3 d —pu(r) _
Z—1+§7Tp/0 Ty(r)%[e }dr—

2 Tm d 00 d
— 1+ §7Tp{/o ry () o |0 dr + /Tm ry () - e 0] dr}’ (12.3)

r
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donde hemos dividido el intervalo de integracion en dosegartorrespondientes a las
contribuciones del potencial a la fuerza repulsiva y a laza@tractiva, respectivamente.
En el caso particular de un potencial de pozo cuadrado, leesim anterior toma la
forma:

7 — 1 & %m Y () e — A0y (o) (- 1)]. (12.4)

Igualando ambas expresiones, resubtd:[

1 "Tm d
3 _ 3 — | Pulr) 12.5
o (0.T) = S gy o /0 Py (r) - e dr, (12.5)
y:
1 00 d
3 _ 3 — |e Pu| gy, 12.
A T) adySW (o) (efe — 1) /rm iy () dr [e } dr (12.6)

En el limite de bajas densidadgs) = 1y las dos Ultimas expresiones, tras una
integracion por partes, se reducer®g]{

0% (T) = 3 / "2 {1 - et gr, (12.7)
0

e

668 —1 Tm

N(T) =73 + r? [6_5“(’") — 1| dr, (12.8)

respectivamente.

En el caso particular de que el fluido de partida tenga un piiecon nucleo duro
de forma esférica de diametsg las expresionesl@.l), (12.5 y (12.7) proporcionan un
diametro effectivo igual a. Ademas, se verifica en este caso gye= o, por lo que sélo
hay que determinar la anchura efecth@, 7') del pozo de potencial equivalente.

En cualquier caso, quedaria por resolver el problema det&rdmacion de la
anchura efectiva del pozo de potencial equivalente. Si utilizamos las ajpnaxiones
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(12.2 o (12.8), el problema se resuelve facilmente, dado que en tal sas®funcion
exclusivamente de la temperatura.

La situacion se complica cuando se considera la expresi@rgel2.6), dado que
en tal caso\ sera funcién de la temperatura y de la densidad y ademasoptmaerlo
necesitamos la expresion de la funcion de distribucion dielades, () del fluido que es-
temos considerando. Pero si conociésemos dicha funcigigpaass utilizar directamente
las ecuaciones de la presion y de la energia para obteneofa@sgades termodinamicas.

El problema puede simplificarse aproximando, tay{to comoy*" (\o), por los
correspondientes a un fluido de esferas duras, para lo cdebpdilizarse alguna de las
expresiones analiticas vistas en el Capifulaun asi, los calculos serian muy laboriosos.
Ahora bien, siguiendo el procedimiento sugerido en la f&f], [a bajas densidades las
funcionesy®" (\o) e y(r) pueden desarrollarse en serie de potencias de la densidad, |
gue daria lugar, a partir de 144.6), a una anchura del pozo efectivo de potencial
expresada como serie de potencias de la densidad, de la forma

M, T) =X (T)+ M (T)p+ X (T) p* 4 ... (12.9)

Si ademas, tal como proponemos nosotros, sustituimos tasofiesy®" (\o) e y(r)
por las correspondientes al fluido de esferas duras, déade® en serie de potencias de
la densidad, podemos hacer uso del hecho de que la f.d.rcde fluido es conocida
exactamente hasta el primer orden en la densi@ddYiene dada por:

0, z<1
g (@) = 1+dmp (1-32 4+ 52?) . 1<z<2. (12.10)
1, z>2

En caso necesario, podrian introducirse términos de org@erier en este desarrollo.

Asi pues, como ya hemos dicho, el trabajo realizado en |l@ptreJesis deja un ca-
mino abierto a futuros trabajos sobre la misma teméticaUakes eventualmente podrian
dar lugar a la realizacion de nuevas Tesis.
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Apéndice A

Solucioén de la ecuacion de
Ornstein-Zernicke en la aproximacion
de Percus-Yevick para el fluido de
esferas duras

La solucién analitica de la ecuacién de Ornstein-Zernickéaeaproximacion de
Percus-Yevick para el fluido de esferas duras, fue desadlihdependientemente por
Wertheim B2] y Thiele [53] en 1963. A pesar del tiempo transcurrido, hoy en dia se ven
planteamientos similares del mismo problema por ejemplde €hang y Sandleis[7],
guienes dan expresiones analogas a las planteadas poeWeytihiele pero de mas
sencilla implementacién. Dado su gran interés y su ampli@zadiéon en este trabajo,
en este apéndice expondremos con algun detalle el proeedorseguido por Wertheim
y Thiele para obtener la funcion de districion radial deldtuide esferas duras en la
aproximacion de Percus-Yevick, asi como enunciaremosrégaipstas de otros autores
para mejorar el formalismo.

A.1l. Planteamiento

El punto de partida es la conocida relacion de Ornsteinike(®Z) [28]:
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h(lrz = ril) = e(lr2 =) + p/0(|'f’§ — r1|) h (|r3 — 73]) dr, (A.1)

dondeh(r) es la funcidn de correlacion totakyr) la funcion de correlacion directa.

Esta ecuacion necesita una relacion de cierre. Para un Aoidogéneo e isotropo,
Percus-Yevick (PY) propuso la siguiente expresion:

c(r) =g(r) {1 — 65“(”} : (A.2)

que haciendo uso dgr) = g(r) 5"y f(r) = e #%") — 1 se transforma en:

c(r) = f(r)y(r). (A.3)

Introduciendo la relacion de PY en la relacion OZ se obtiarexpresion:

y(ry =ml) = 1+,0/f(lfs =)y (17 = ) {1+ f (175 = 72D)]y (175 — 72[) — 1} dr,

(A.4)
gue reordenada nos queda de la siguiente manera:
y (17 = 7il) = 1= p [ £ (75 = i)y (17 — 7)) i+
+p/f(|F3—F1|)3/(|'Fs—F1|)[1+f(|F3—F2|)]y(\F3—F2\)dF3- (A.5)

El calculo de la primera de estas integrales no presentaimitigo de dificultad, por lo
gue vamos a centrarnos en el estudio de la segunda de lasalaged?ara evaluar esta
segunda integral es conveniente expresarla en coordebipddares. Para simplificar las
expresiones vamos a hader — 71| = ria, |73 — 71| = 713, |75 — 72| = rog.

La relacién entre las coordenadas cartesianas y las camtdsbipolares se puede
observar de una forma sencilla en la Fighra. Ya que la posicion de la particula 3 esta
determinada por la distancia de esta particula a dos pladifijas.
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3
dx dy

23
M3

1 X rio- X 2

Figura A.1: Relacion entre coordenadas cartesianas ydrgmol

Asi podemos expresar el elemento de volumen en la faitna: 27 y dx dy. Tam-
bién podemos obtener las siguientes relaciones entre ¢tadertadas bipolares y carte-
sianas:

ris =\/2* +y7 (A.6)

T3 = \/(7’12 — )+ 97 (A.7)
iy gy = Q13 7) g YT (A.8)
0 (x,y) 713 723

por lo que podemos expresar:

13723

dfg =27 dTlg dT23. (Ag)

T12

Los limites de integracion de estas variables se puedem gena siguiente manera para
integrar sobre todo el espacio:

0<r3 < oo,

712 — 13| < 1oy < i+ 13,



264 Apéndice A. Solucion de la ecuacion de Ornstein-Zegick

La segunda integral d&(5) la podemos expresar ahora como:

p/.f (r13) y (r13) [1+ f (123)] y (123) 270 D812 Gy g, (A.10)

12

por lo que, separando variables y teniendo en cuenta lagHhé integracion, la ecuacion
(A.5) quedaria de la siguiente manera:

r12Y (r12) = T12 (1—47TP/0 f(T13)y(7”13)7“%3d7“13)+

r12+713

+ 2mp /OOO f(ri3)y (r13) T13d7“13/ (14 f(r23)] y (r23) ragdras. (A.11)

|ri2—ri3]

AUn nos conviene hacer un cambio mas; r2/0, © = r3/0, y = ry3/o, donde
o es el didmetro de la esfera. Muchos autores, para simplifisaxpresiones, definen
una nueva funciom(r) = ry(r). Por comodidad de momento no nos preocupamos de
la primera integral, que como hemos dicho no presenta nitigarnle complicacion. Asi
definiendo la constantd, e introduciendo la fraccion de empaquetamiento de esferas
durasy = %po®, tendremos:

A=1-24n /O.OO f(x)Y(x)zde, (A.12)

oo |r+z|
vir) = A2y [ f@ds [0 F]e)dy. (A1)

Hasta ahora hemos supuesto solo que el fluido es homogénéuoapdsy, en el
ultimo parrafo, que es de nucleo duro. Ahora vamos a cemisan el potencial de esferas
duras (.1)

u(r) = { . . (A.14)

para el cual:

f(ry=ePu 1 = { , ' (A.15)
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de modo que la ecuaci6A (13) para esferas duras se convierte en:

|r+z|

v(r) = Ar =120 [ wla)ds [ Hy = Dol (A16)

r—z|

dondeH (y — 1) es la funcion escalon de Heaviside.

A.2. Obtencion de c(r) y la ecuacion de estado

Ahora vamos a estudiar la forma ¢gé-) para el fluido de esferas duras. Para ello
seguiremos el procedimiento descrito por Martyn®yj ya que es mas intuitivo que el
seguido por Wertheinb] y Thiele [53], aunque es equivalente.

Para conocer la forma dgr) debemos obtener las derivadas con respectde
esta funcion o de)(r). Como la ecuacionA.16) contiene la funcion de Heaviside en
el integrando, la funcion(r) y sus derivadas tendran distinta expresion en funcion del
intervalo der que estemos considerando. Entonces definiendo dos fus@oméiares:

P(r) si 0<r<l1
p(r) = { : (A.17)
0 st 1<r<oo
(r) 0 s1 0<r<l1 (A.18)
= P(r) si 1<r<oo '
podemos reescribiy16) en la forma:
1 |r+x|
W(r)=Ar— 1277/ p(x)dx/ q(y)dy. (A.19)
0 |r—z|
Sir < 1, derivando con respectoraesulta:
, 1
P(r) = A=120 [ p@){allr +2I) £ gl — a))} da. (A-20)

quecomor < 1ly0 <z <1—|r—=z| <1,ycomog(y) # 0solo siy > 1, ha de ser
r + x > 1, con todo lo cual la expresion anterior se transforma en:
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p(r)=A-12n 1 p(x)q(r + z)d. (A.21)

1—r

Si hacemos las derivadas de orden superior

p'(r) = —12np(1 —r)q(1) — 12n 1 p(x)d (r + x)dz, (A.22)

1—r

P 0r) = 120p'(1 — 7)g(1) — 125p(1 — ) (1) — 12n/ "+ 2)dz, (A.23)

p(r) = —12np" (1 = r)q(1) + 12np'(1 — r)q'(1)—
— 12np(1 — 1) 1277/ " (r + z)dz, (A.24)

etc...

Evaluandolas para = 0 las integrales que aparecen se hacen nulas. Ademas, im-
poniendo que las derivadas sean continuas-en, obtenemos:

p(0)=0; p(0)=A; p'(0)=—12np*(1);
pP0) =0 sim > 1;
P (0) = =12 {2p(1) p"(1) - [P (1)]*};
p"(0) = =120 {2p(1) p™ (1) + " (D = ") = 2/ () p" (1)} . (A25)
Entonces las derivadas de la funcidin) ent = 0 estan determinadas por las deri-
vadas de la misma funcion en= 1. De ello se deduce qu€t) es independiente dgt)

y entonces la ecuaciom\(16) en el intervald0, 1] es autoconsistente. Es mas se puede
expresar:

= Z ™, (A.26)
m=0
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y teniendo en cuenta\(25):

p(r) =air+ Y ay, ™" (A.27)

m=1

Si introducimos esta expresion gfi(0) y derivadas superiores evaluadas-en 0, éstas
se anulan sisy,, = 0 param > 3, por lo tanto,

p(r) =air +ayr® +agr’. (A.28)

Para conocer los tres coeficientes hacemos uso de las teesaees A.25) no nulas. El
resultado final es:

o (20 A29
() 4
gy 1 (L f”) , (A.30)
(I—mn)
ay = M (A.31)
2 (1-n)*’

que ya fue enunciado de una forma equivalente en el Capgitelpresionesi.17)-(4.21).

Por otra parte, como para el fluido de esferas duftas= ry(r) = —rc(r) para
r < 1, podemos conocer la funcion de correlacién directa, ya que @sferas duras en
la aproximacion de PY¥;(r) = 0 sir > 1. Sorprendentemente, esto nos permite determi-
nar la ecuacion de estado sin determipér) parar > 1. Ya que podemos expresar la
ecuacion4.7) en términos de la(r) en la forma:

1
1—p [ c(r)dmr2dr

pk?TKT:

— kT L <@) , (A.32)
p\Op)r
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gue tras la integracién nos dadauacion de estado de Percus-Yevick de la compresibili-
dad[53:

1+n+n
1-n)°"

Por otra parte, para el fluido de esferas duras tenemog(gjue- —c(1) por lo que,

C
Zpy =

(A.33)

teniendo en cuenta el teorema del virial aplicado al fluidesferas durasi(22

p 2m
Z=———=14— 1 A.34

se obtiene2, 53] la ecuacion de estado de Percus-Yevick del vida?3):

Z, = — 1T (A.35)

La discrepancia entre ambos resultados indica la incemsist termodinamica de
la aproximacion de Percus-Yevick.

A.3. Calculo de la funcion de distribucion radial

Para el calculo de la funcion de distribucion radial, paosmde la ecuacion(16)
y tomando la transformada de Laplace a ambos lados:

00 00 00 1 [r+a|
/0 o(r) e dr = A/O re‘”dr—l?n/o e_”dr/o Y(x)dx /r—a:| H(y—l)w(('z);lz)

Intercambiando el orden de integracion:

[e’¢) [e’¢) [e’¢) r=y+x
/ Y(r) et dr = A/ e rdr — 1277/ d;z:/ U(y dy/ - e dr =
0 0 1

0o 1 ty+x) t(y—=)
= A/ re” " "dr — 1277/ W(z)dz y)dy l ~ 1 =
0 0
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- A/OOO re "Tdr + 1277% /: V() (e =) da /OO Yye My, (A37)

1

y, recordando que(r) = ry(r), y que:

1
A =1+ 249K, K= / r2y(r) dr, (A.38)
0
y definiendo:
1

F(t) = / ry(r)e " dr, (A.39)

0
G(t) = /.OO ry(r)e " dr, (A.40)

1

nos queda el resultado obtenido por Wertheim y Thigke $3].

LIF () + G(t)] = %A 12y [F(—t) — F(8)] G(b). (A.41)

Resolviendo esta ecuacion p@ré), resulta:

1+24nK —¢*F (t)

(A.42)

Introduciendo la expresion obtenida pafa) en la ecuacionA.42), se encuentra
que en el numerador y en el denominador hay un factor cogh(—t) + S(—t)e*
que se cancela. Tantdz) comoL(t) y S(t) estan definidos en el Capitudcexpresio-
nes @.264.27). Haciendo la transformada inversa de LaplaceAld?) ya simplificada
obtenemos:

dt. (A.43)

rgl) = o /MOO (L e

" 2mi Jimise 120L(E) + S(t)e!

Para obteney(z) de una forma explicita es necesario desarrollar el denaloiren po-
tencias del2nL(t)/S(t), por lo que debemos encontrar un entorno en el coi@)| >
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|12nL(t)e~"], lo cual es inmediato s¥(¢) es un polinomio de un orden mayor que el po-
linomio L(t) y ademéas > 0. En tales circunstancias, la f.d.r. vendra dada como la suma
de una serie de la forma:

(@) = 3 gn(a), (n44)
donde:

Resultando oportuno comentar aqui, una propiedad de lasfdranadas inversas
de Laplace que normalmente pasa desapercibida y que es iatapgrice las disconti-
nuidades de lag,.

Si

entonces

L [f(t)e™]| = F(z — n)H(z — n), (A.46)

dondeH es la funcion de Heaviside, por eso las funciofgs) son nulas para < n.

Las integralesA.45) [56] se pueden evaluar mediante el teorema de los residuos. Si
buscamos los polos de la funcién a integrar encontraremosinnero de polos determi-
nado, de un orden determinado, para un valot determinado. Asi el valor del residuo
de una funciéry(z) con un polo de orden enz = a es:

1 dn!

R, = 1) lim {W [(z —a)" f(Z)]} - (A.47)

wertheim no incluye e{—1)"*! que aparece al desarrollar el denominadory Throop y Beaoiwan
dan dividir pom.
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En nuestro caso los polos van a estar situados en los ceffg)dgres) y seran de orden
n. Obtenemos

G 120 LX) | (e
g1(x) = 12?73:;1}1_%11{75—15)Wt6( )} H(zx—1), (A.48)
—12 3 2 (120 L(2) ’ t(z—2
g( 1277:62}1: tdt{t—ti) l 50 ] tet >} H(zx—2), (A.49)

1 & &> 120 L))’
=—N lim—< (t—t;)° | ——2| tet@? H(x —3). A.50

Esto es particularmente sencillo para= 1, ya que los polos son de orden 1, y
entonces podemos expresama4g) en la forma:

J .
12%}:{ 50 t;elil 1>} H(z—1), (A.51)
=1 ?

gi(x) =

dondeS’(t) = dS(t)/dt. A partir de estos resultados y teniendo en cuenta que al(ser
un polinomio de orden tres tiene tres raices, una real y fas dbs complejas conjugadas
Changy Sandlei7], consiguen eliminar los numeros complejos al parted en funcién
de senos y cosenos, tal y como se vio en el Capétulo
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Apéndice B

Datos de simulacion de la funcion de
distribucion radial de esferas duras

En este Apéndice se dan los resultados de simulacion obtepata la funcion de
distribucion radial de un fluido de esferas duras y se caamaon los datos disponibles
en la bibliografia.

La simulacién de este fluido se ha realizado por Monte C&AGI" para un con-
junto de 512 particulas, situadas inicialmente en un restatima de tipo fcc. Después
de 20000 ciclos de equilibrado se calculan las propiedagi@ste otros 50000 ciclos de
calculo. Al final se calcula lg(z)hasta la tercera celda. Los datos obtenidos reproducen
perfectamente los datos de simulacion existentes en liagibfia.

273
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Tabla B.1: Resultados de simulaciong/é® ().

*

p
x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1.01 1.141 1311 1525 1.792 2124 2544 3.096 3.819 4.801
1.03 1.134 1304 1496 1.736 2.029 2.388 2.844 3.409 4.118
1.05 1.133 1.284 1.468 1.684 1945 2.251 2.618 3.049 3.546
1.07 1.125 1.272 1.439 1.637 1.864 2124 2.418 2.740 3.072
1.09 1.121 1.258 1.411 1.589 1.787 2.005 2.241 2470 2.675
1.11 1.116 1.241 1.388 1.544 1.717 1896 2.076 2.236 2.343
1.13 1.108 1.228 1.359 1.503 1.649 1.800 1.934 2.030 2.065
1.15 1.102 1.213 1.336 1.462 1589 1.708 1.801 1.852 1.831
1.17 1.099 1.203 1.311 1.422 1530 1.623 1.682 1.697 1.632
1.19 1.091 1.189 1.289 1.387 1.478 1543 1577 1559 1.464
1.21 1.087 1.182 1.269 1.354 1.424 1474 1.484 1.440 1.323
1.23 1.079 1.167 1.248 1.322 1.376 1.408 1.398 1.334 1.203
1.25 1.080 1.156 1.227 1.291 1.333 1.348 1.320 1.242 1.101
1.27 1.074 1144 1210 1.263 1.292 1.294 1.252 1.159 1.013
1.29 1.069 1.136 1.191 1.234 1.252 1.242 1.188 1.088 0.940
1.31 1.064 1.125 1.175 1.207 1.218 1.196 1.133 1.025 0.876
1.33 1.062 1.112 1.160 1.183 1.183 1.154 1.081 0.972 0.823
1.35 1.060 1.106 1.145 1.162 1.152 1.115 1.038 0.922 0.778
1.37 1.052 1.098 1.127 1.139 1.122 1.078 0.997 0.881 0.738
1.39 1.048 1.090 1.113 1.119 1.098 1.046 0.959 0.845 0.706
141 1.044 1082 1.100 1.099 1.072 1.017 0.929 0.814 0.679
143 1.042 1.074 1.089 1.079 1.048 0.989 0.901 0.788 0.658
145 1.037 1.064 1.077 1.065 1.027 0.965 0.876 0.767 0.641
1.47 1.036 1.058 1.063 1.049 1.008 0.944 0.854 0.749 0.630
149 1.031 1.052 1.055 1.035 0.991 0.925 0.836 0.733 0.622
151 1.029 1.046 1.044 1.021 0.975 0.907 0.821 0.722 0.617
1.53 1.027 1.039 1.035 1.007 0.961 0.893 0.809 0.714 0.617
155 1.026 1.031 1.025 0.998 0.948 0.880 0.799 0.709 0.620
1.57 1.020 1.029 1.017 0.987 0.938 0.870 0.792 0.708 0.628
159 1.021 1.023 1.009 0.977 0928 0.861 0.787 0.709 0.639
161 1.015 1.020 1.002 0.969 0.918 0.854 0.784 0.715 0.654
1.63 1.013 1.014 0.997 0.961 0.910 0.849 0.783 0.721 0.674
1.65 1.012 1.011 0.991 0.955 0.906 0.846 0.785 0.731 0.697
1.67 1.013 1.006 0.985 0.949 0.900 0.843 0.789 0.745 0.724
1.69 1.012 1.003 0.980 0.944 0.897 0.844 0.795 0.761 0.756
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Tabla B.1: (Continuacion).

*

p

T

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7 0.8

0.9

1.71
1.73
1.75
1.77
1.79
1.81
1.83
1.85
1.87
1.89
1.901
1.93
1.95
1.97
1.99
2.01
2.03
2.05
2.07
2.09
2.11
2.13
2.15
2.17
2.19
221
2.23
2.25
2.27
2.29
231
2.33
2.35
2.37
2.39

1.006
1.005
1.003
1.001
1.002
0.998
1.002
0.999
0.995
0.997
0.996
0.997
0.997
0.996
0.998
0.997
0.998
0.997
0.998
0.998
0.998
0.999
0.999
0.999
0.999
0.999
0.998
1.001
1.000
1.000
0.999
1.000
0.999
1.000
1.000

0.999
0.995
0.992
0.991
0.989
0.987
0.987
0.987
0.984
0.984
0.985
0.984
0.986
0.988
0.989
0.989
0.990
0.993
0.993
0.995
0.994
0.997
0.998
0.998
0.999
0.999
0.999
1.000
1.000
1.001
1.002
1.002
1.002
1.003
1.003

0.977
0.973
0.970
0.968
0.966
0.965
0.964
0.963
0.965
0.964
0.967
0.968
0.971
0.973
0.977
0.981
0.986
0.988
0.991
0.993
0.996
0.999
1.000
1.002
1.004
1.004
1.005
1.006
1.006
1.007
1.008
1.007
1.008
1.008
1.008

0.940
0.938
0.936
0.934
0.934
0.935
0.936
0.938
0.941
0.943
0.948
0.953
0.960
0.965
0.972
0.981
0.987
0.994
0.999
1.003
1.007
1.010
1.013
1.016
1.017
1.019
1.020
1.020
1.020
1.020
1.019
1.018
1.018
1.017
1.016

0.894
0.895
0.895
0.897
0.900
0.902
0.908
0.915
0.921
0.929
0.939
0.948
0.959
0.971
0.983
0.996
1.008
1.017
1.023
1.029
1.034
1.038
1.040
1.042
1.042
1.042
1.042
1.041
1.039
1.038
1.034
1.032
1.029
1.026
1.024

0.845
0.850
0.856
0.863
0.869
0.881
0.892
0.904
0.917
0.932
0.947
0.963
0.979
0.998
1.016
1.035
1.049
1.062
1.068
1.077
1.080
1.080
1.080
1.079
1.076
1.072
1.067
1.062
1.056
1.051
1.045
1.039
1.033
1.027
1.020

0.805
0.815
0.828
0.844
0.860
0.878
0.897
0.918
0.940
0.962
0.985
1.008
1.031
1.055
1.079
1.103
1.121
1.132
1.138
1.140
1.138
1.133
1.126
1.117
1.107
1.096
1.085
1.073
1.061
1.050
1.038
1.027
1.017
1.007
0.997

0.781
0.803
0.827
0.854
0.882
0.912
0.942
0.972
1.001
1.031
1.059
1.088
1.115
1.143
1.173
1.199
1.216
1.221
1.218
1.209
1.195
1.179
1.158
1.138
1.118
1.096
1.075
1.054
1.035
1.016
0.998
0.983
0.968
0.956
0.945

0.792
0.833
0.875
0.920
0.964
1.006
1.046
1.083
1.116
1.146
1.174
1.199
1.224
1.249
1.278
1.305
1.315
1.308
1.288
1.260
1.227
1191
1.155
1.118
1.082
1.049
1.018
0.988
0.962
0.938
0.918
0.899
0.885
0.871
0.862
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Tabla B.1: (Continuacion).

*

p
x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
241 0999 1.004 1006 1.015 1.021 1.015 0.989 0.935 0.854
243 1.001 1.002 1.007 1.014 1.016 1.010 0.981 0.928 0.849
245 1.000 1.003 1.008 1.013 1.014 1.005 0.975 0.920 0.848
247 1.002 1.003 1.008 1.012 1.012 1.000 0.969 0.916 0.848
249 1.000 1.003 1.007 1.010 1.009 0.996 0.963 0.912 0.851
251 1.002 1.003 1.006 1.009 1.007 0.992 0.960 0.910 0.856
253 1.000 1.002 1.006 1.008 1.005 0.988 0.956 0.910 0.864
255 1.001 1.004 1.006 1.007 1.002 0.985 0.953 0.911 0.874
257 1.001 1.002 1.005 1.005 1.000 0.983 0.951 0.913 0.886
259 1.000 1.004 1.004 1.005 0.998 0.980 0.951 0.917 0.900
261 1.000 1.002 1.004 1.004 0.996 0.978 0.951 0.922 0.915
263 1.002 1.002 1.004 1.003 0.996 0.978 0.951 0.928 0.931
265 1.001 1.003 1.003 1.001 0.992 0.976 0.953 0.935 0.947
267 1.001 1.001 1.003 1.001 0.993 0.975 0.954 0.942 0.965
269 1.000 1.002 1.003 1.000 0.991 0.975 0.957 0.951 0.982
271 1.001 1.002 1.002 1.000 0.991 0.975 0.961 0.960 0.999
273 1.000 1.002 1.001 0.999 0.990 0.976 0.964 0.969 1.016
275 1.001 1.002 1.002 0.998 0.989 0.976 0.968 0.978 1.032
277 1.001 1.002 1.003 0.999 0.989 0.979 0.972 0.988 1.047
279 1.000 1.002 1.002 0.998 0.989 0.980 0.977 0.997 1.060
281 1.001 1.001 1.001 0.997 0.990 0.981 0.983 1.006 1.071
283 1.002 1.001 1.000 0.997 0.990 0.984 0.986 1.014 1.080
285 1.000 1.002 1.000 0.997 0.990 0.986 0.991 1.023 1.087
287 1.000 1.001 1.000 0.997 0.991 0.988 0.997 1.030 1.092
289 1.000 1.001 1.000 0.997 0.991 0.991 1.002 1.036 1.095
291 1.000 1.000 1.001 0.997 0.994 0.994 1.006 1.042 1.097
293 1.000 1.001 1.000 0.997 0.994 0.995 1.010 1.047 1.097
295 1.000 1.001 0.999 0.997 0.995 0.998 1.015 1.050 1.095
297 1.000 1.002 1.000 0.997 0.997 1.001 1.018 1.053 1.092
299 1.000 1.001 1.000 0.998 0.998 1.002 1.021 1.055 1.088
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Figura B.1: Comparacion de los datos de simulacion de la dlé esferas duras obtenidos
en el presente trabajo (lineas continuas) con los existentka bibliografia:§7] (puntos).
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Apéndice C

Comparacion con otros autores de los
datos de simulacion

Presentamos una serie de graficas que comparan los datoawdacsdn del pre-
sente trabajo con los de otros autores, cuando esto esgosibl
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10
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Figura C.1: Ecuacién de estado de un fluido de pozo cuadrauo e 1.5 a 7*=2.0.
Circulos: datos de simulacion del presente trabajo. Crulegss de la referencid ().
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A=15 T=2.0

UE/Ne

*

p

Figura C.2:—U¥ /N¢ de un fluido de pozo cuadrado can= 1.5 a7*=2.0. Circulos:
datos de simulacion del presente trabajo. Cruces: dat@srééesrencial0l.
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12 I

10 - . |

1T
Figura C.3: Ecuacion de estado de un fluido de pozo cuadrada eo 1.5 y densida-
desp*=0.8 y 0.9. Circulos: datos de simulacion del presente jwakauces: datos de la
referencia 92].
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Figura C.4:—U¥ /Ne de un fluido de pozo cuadrado can= 1.5y densidade$*=0.8
y 0.9. Circulos: datos de simulacion del presente trabajaces: datos de la referencia
[92].
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Figura C.5: Ecuacion de estado de un fluido de pozo cuadradd €o01.4 y densidades
p*=0.2, 0.5y 0.8. Circulos: datos de simulacion del preseat®jo. Cruces: datos de la
referencia 13].
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y A=1.6

%

Figura C.6: Ecuacion de estado de un fluido de pozo cuadradd €01.6 y densidades
p*=0.2, 0.5y 0.8. Circulos: datos de simulacion del preseat®jo. Cruces: datos de la
referencia 13].
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Figura C.7: Ecuacién de estado de un fluido de pozo cuadrada ee 2.0 y 7*=3.0.
Circulos: datos de simulacion del presente trabajo. Crulegss de la referencid g)].
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Figura C.8:—U¥ /N¢ de un fluido de pozo cuadrado can= 2.0 y 7*=3.0. Circulos:
datos de simulacion del presente trabajo. Cruces: dat@srééesrencial?).
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2,5 T T T T

p=0.5 T'=2.0

05 4

X
Figura C.9: Funcién de distribucién radial de un fluido degomadrado con\ = 1.5
aT*=2.0 y p*=0.5. Circulos: datos de simulacion de la referentid. [Linea continua:
datos de simulacion del presente trabajo. Tanto en unos earatvos hemos incluido los
valores de extrapolacién parax=\oc~ y Ao .
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p=0.8 T'=2.0

X
Figura C.10: Funcion de distribucion radial de un fluido degouadrado con = 1.5
aT*=2.0yp*=0.8. Circulos: datos de simulacion de la referentid. [Linea continua:
datos de simulacion del presente trabajo. Tanto en unos earatvos hemos incluido los
valores de extrapolacién parax=\oc~ y Ao .
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